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ૹن آوری و پژو঒ش ग़عاوষࢌ
೯دا نام به

پژو঒ش اخلاق ඖࣁ࡭ور

دانشگاه وا೮دھای عਖ࢙ی ঘیأت اࠝضاء و داি࡮࡝ویان ما ، ඩযری ৳مدن و ঘ඼່نگ اࣅتلای در دانشگاه گاه جای اঙࢡࢹت به ෘ੣ো و پژو঒ش و داিش بൎند ग़قام دا८ت پاس ੬ࣚਵور به و اিسان اࠫمال بر ජ໎نا ঙࢤواره و ॥ت ೯دا ख़ࡗතر عاॿم اশنૢه به اعتقاد و ণࣄحان و৯د ೯دا از یاری با
: نඅൢ࣓م ੾࡙ূی آن از و داده ඼້ار ෘ੣ো ॠد پژو਌঒ی ھای नعاॼࢹت ا৅جام در را زير ،اફول ඟ໋د৤م ਗی ਵࣞ࠻ھد اسلاਗی آزاد

. ਼ࣹࣣࡲت سازی ඛসھان দونه ھر از دوری و آن به وفاداری و ਼ࣹࣣࡲت ओوਪی ਨی راণتای در تلاش : ओوਪی ਼ࣹࣣࡲت اલل -۱
. ऑق صاনبان ساير و ( ষبات و ਲ࣪وان ، اিسان ) پژوঘیدگان و پژو঒شࢂඟان ࣹࡷوق کاढ़ل رعاশࢌ به اනශزام : ࣹࡷوق رعاশࢌ اલل -۲

. پژو঒ش کاران ঙم ک૟ൎه و دانشگاه ਹग़ࣨوی و مادی ࣹࡷوق کاढ़ل رعاশࢌ به ৎ࠻ھد : ਹग़ࣨوی و مادی مالࢁࢹت اલل -۳
. پژو঒ش ජ໑اउل ک૟ൎه در ই࡭ور ৔وૐॣه و پیشبرد داಶඍن ෘ੣ো در و مਚی ॡصاॺح رعاশࢌ به ৎ࠻ھد : مਚی ঃناनع اલل -۴

ا౻ංیار. در ঃناভع و ඵ෤झূزات ، اड़وال از ࣹفا੉ت و عਖ࢙ی ඵදر داری جاষࢋ ھرদونه از ا౼ංناب به ৎ࠻ھد : اماষࢌ و اোصاف رعاশࢌ اલل -۵
. ূ਼࡛࣪ق با ಧජ໑ࣖط ৩ھادھای و ا඼່اد ک૟ൎه و ই࡭ور و ھا سازمان ، ا඼່اد ඼මख़مانه اطلاعات و اໆرار از ઺یاষࢌ به ৎ࠻ھد : داری راز اલل -۶

. شਣൊی क़ඟ໓ت দونه ھر از ऒودداری و ৑قد جاষࢋ رعاশࢌ و ূ਼࡛ࣣقات ا৅جام در ھا क़ඟ໓ت و ھا ৤ඟ໓م رعاশࢌ به ৎ࠻ھد : اනළرام اલل -۷
. دارد قاৗو਩ی ਵ࣡ع که ड़واردی از ඵදر به داি࡮࡝ویان و عਖ࢙ی کاران ঙم به آن انتقال و ূ਼࡛ࣣقات ষتا৆ج اشاعه و داিش رواج به ৎ࠻ھد : ترو৆ج اલل -۸

. آلاশند ਗی عਖ࢙ی ඵදر ھای شا૚঵ه به را پژو঒ش و ع࢙م ऑوزه که ইسا਩ی به ඌিඁࢌ ड़و઱ع اعلام و ای ඟ໓فه ඵදر رभتار দونه ھر از ओوਪی برا঵ࢌ به اනශزام : برا঵ࢌ اલل -۹

ب



اسلامي آزاد دانشگاه
تهران تحقيقات و علوم واحد

تحصيلي نامه پايان يا رساله اصالت تعهدنامه

تحت خود رساله از تاريخ در ࠛددیكه آناඵශز ඟ໋اীش ریاિی کاربردی رشته در تخصصي دكتري مقطع آموخته دانش راਃ।ی نژاد ඟ໔ھا اينجانب
عنوان

مي شوم: متعهد بدينوسيله نموده ام ....دفاع درجه ...و نمره كسب با تاඵෆری ඥইری د৒ࡶජاീিࣱل ग़عادلات उل برای باز৔وॻیدی ૛ീ঒ه روش
پژوهشي و علمي دستاوردهاي از كه مواردي در و بوده اينجانب توسط شده انجام پژوهش و تحقيق حاصل رساله اين (۱
ساير و استفاده مورد منبع نام موجود، رويه و ضوابط ،مطابق نموده ام ...)استفاده و نامه،كتاب،مقاله پايان از (اعم ديگران

كرده ام. درج و ذكر مربوط فهرست در آنرا مشخصات
آموزش موسسات و دانشگاه ها ساير بالاتر)در يا تر سطح،پايين (هم تحصيلي مدرك هيچ دريافت براي قبلا رساله اين (۲

است. نشده ارائه عالي
رساله اين از و... اختراع ثبت كتاب، چاپ از اعم برداري بهره هرگونه و استفاده ،قصد تحصيل از فراغت از بعد چنانچه (۳

نمايم. اخذ را مربوط مجوزهاي واحد پژوهشي معاونت حوزه ،از باشم داشته
علوم واحد اسلامي آزاد دانشگاه و مي پذيرم را آن از ناشي شود،عواقب ثابت موارد خلاف زماني مقطع هر در چنانچه (۴
هيچگونه تحصيلي ام مدرك ابطال صورت در و نموده رفتار مقررات و ضوابط مطابق اينجانب با است مجاز تحقيقات و

داشت. نخواهم ادعايي

راਃ।ی نژاد ඟ໔خانوادگي:ھا نام و نام
امضاء: و تاريخ

ج



آزاداسلامي دانشگاه

تهران تحقيقات و علوم واحد

رياضي گروه علوم پايه، دانشكده

(Ph.D) كاربردي رياضي رشته دكتري رساله

عددي آناليز گرايش:

عنوان:
تاخيري كسري ديفرانسيل معادلات حل براي بازتوليدي هسته روش

راهنما: استادان

الهويرانلو توفيق دكتر

بندي عباس سعيد دكتر

مشاور: استاد

بابليان اسمعيل دكتر

نگارش:

راسخي نژاد هاجر

۱۴۰۳ بهار

د



لازم اশ࣊جا در ساࣾت. روز৷مان را ऒود ग़ࡁभජࢌ و ع࢙م دریای از ناඵ෇ز ذّره ای و ৶ࢤود ൈग़ࣇ඼යمان داিش و ع࢙م رھروان ൕঙࣁਣඇඎی به و ید মࡑു ංඌ঒࣓مان که را یൊتا پروردگار ਟی ඟ໊ان ণپاس
پرण࡬ور পناب از و ঍࣒م ඟ়شࢁ و ৎقدير േ઼࣓مانه রود৯د، راه ඟنࢂতرو ঙࢤواره ساز৯ده و کارساز راঘ࣒ماග঵ھای با که ঻ندی ࣅباس ൌॣید دන඿ر و اঀࢭويرن࢖و ৔وਮ࣪ق دන඿ر ارേ॒ندم، اسا঺ید زॐمات از ਗی داৣم

رم. ণپاسఴذا بردم ඼ෙ঳ه ঊمࢁشان از رساله ज़شاور ॶ࢟ت در که بابൎیان اॶࢣൌࣱل

ه



به ৎقد৤م

ॶمانه ඼ෙय़باৣم وऒواھر عزيزم مادر و ৮در

ਗی අ౶ند ॐماশࢌ عਖ࢙ی عاฮی درجات به رণیدن برای را ૼن ঙࢤواره که

و



مطالب فهرست

ي تصاوير فهرست

ك جداول فهرست

۱ چكيده
۲ اوليه مفاهيم و مسئله تعريف ۱
۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۱
۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تأخيري ديفرانسيل معادله ۲ .۱
۳ . . . . . . . . . . پيشرفته آرگومان هاي يا تأخير با غيرمحلي تابعي ديفرانسيل معادله ۳ .۱
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغير تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادله ۴ .۱
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تأخيري كسري ديفرانسيل معادله ۵ .۱
۵ . . . . . . . . . . . متغير كسري مرتبه با تابعي مرزي مقدار مسئله ۱ .۵ .۱
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازتوليدي هسته فضاي پايه اي مفاهيم ۶ .۱
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . بازتوليدي هسته فضاي تعريف ۱ .۶ .۱
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . بازتوليدي هسته پايه اي خواص ۲ .۶ .۱
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . آن خواص و پيوسته مطلقا تابع ۳ .۶ .۱
۷ . . . . . آن بازتوليدي هسته تابع و Wm

۲ [a, b] بازتوليدي هسته فضاي ۴ .۶ .۱
۱۰ . . . . . . . Wm

۲ [a, b] بازتوليدي هسته فضاي بسته ي فضاهاي زير ۵ .۶ .۱
۱۲ . . . . . . . . . . . . . . آن خواص و پيوسته كاملاً تابع  تعريف ۶ .۶ .۱
۱۲ . . . . . . . . . . . W

(m,n)
۲ (D) دوتايي بازتوليدي هسته فضاي ۷ .۶ .۱

۱۴ تأخيري كسري ديفرانسيل معادله حل براي هيلبرت فضاي بازتوليدي هسته روش كليّات ۲
۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازتوليدي هسته روش ۱ .۲

ز



۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۱ .۲
كسري ديفرانسيل معادله براي آن به مربوط پايه هاي و بازتوليدي فضاهاي ۲ .۱ .۲

۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تأخيري
۱۸ . . . . . . . . . . تأخيري كسري ديفرانسيل معادله جواب تقريب ۳ .۱ .۲
۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همگرايي آناليز ۴ .۱ .۲
۲۲ . . . . . . . . . . بازتوليدي هسته بر مبتني جديد پايه يك معرفي ۵ .۱ .۲
۲۳ اشميت گرام سازي متعامد فرآيند از استفاده با بازتوليدي هسته روش معرفي ۶ .۱ .۲
۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همگرايي آناليز ۷ .۱ .۲
۲۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددي مثال هاي ۸ .۱ .۲
۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا آناليز ۹ .۱ .۲
۳۱ متغير كسري مرتبه با تابعي مرزي مقدار مسئله حل براي بازتوليدي هسته روش ۳
۳۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۳

مرزي مقدار مسئله براي مربوطه پايه هاي و بازتوليدي هسته فضاي معرفي ۱ .۱ .۳
۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغير كسري تابعي
۳۵ . . . . . متغير كسري مرتبه با تابعي مرزي مقدار مسئله جواب تقريب ۲ .۱ .۳
۳۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همگرايي آناليز ۳ .۱ .۳
۳۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددي مثال هاي ۴ .۱ .۳
۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا آناليز ۲ .۳

آرگومان هاي يا تأخير با غيرمحلي تابعي ديفرانسيل معادله متغيرو تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادله حل ۴
۴۳ پيشرفته
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغير تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادله ۱ .۴
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۱ .۴
۴۴ . . . . . . . (۱ .۴) معادله براي بازتوليدي هسته روش سازي پياده نحوه ۲ .۱ .۴
۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همگرايي آناليز ۳ .۱ .۴
۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا آناليز ۴ .۱ .۴
۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددي مثال هاي ۵ .۱ .۴
۴۹ . . . . . . . . . پيشرفته آرگومان هاي يا تأخير با غيرمحلي تابعي ديفرانسيل معادله ۲ .۴
۵۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۲ .۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددي مثالهاي ۳ .۴

ح



۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا آناليز ۱ .۳ .۴
۵۹ پيشنهادات و نتيجه گيري ۵

۶۱ منابع

۶۸ انگليسي به فارسي واژه نامه

۷۵ رساله از مستخرج مقاله هاي

۷۶ انگليسي چكيده

ط



تصاوير فهرست

۲۵ . . . . . . x ∈ [۰, ۱۰۰] بازه در (۱۸ .۱ .۲) مثال براي مطلق خطاي نمودار ۱ .۲
۲۵ . . . . . . . x ∈ [۰, ۱۰] بازه در (۱۹ .۱ .۲) مثال براي مطلق خطاي نمودار ۲ .۲
۲۸ . . . . . . . . . . . . . . n = ۱۰۰ با ۲۲ .۱ .۲ مثال براي خطا مطلق قدر ۳ .۲
۲۹ . . . . . . . . . . . . . . n = ۱۰۰ با ۲۳ .۱ .۲ مثال براي خطا مطلق قدر ۴ .۲
۳۹ . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱] بازه در (۷ .۱ .۳) مثال براي مطلق خطاي نمودار ۱ .۳
۳۹ . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱] بازه در (۷ .۱ .۳) مثال براي مطلق خطاي نمودار ۲ .۳
۴۰ . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱] بازه در (۸ .۱ .۳) مثال براي نسبي خطاي نمودار ۳ .۳
۴۰ . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱] بازه در (۸ .۱ .۳) مثال براي نسبي خطاي نمودار ۴ .۳
۴۰ . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱] بازه در (۹ .۱ .۳) مثال براي مطلق خطاي نمودار ۵ .۳
۴۱ . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱] بازه در (۹ .۱ .۳) مثال براي مطلق خطاي نمودار ۶ .۳
۴۹ . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱] بازه در (۵ .۱ .۴) مثال براي مطلق خطاي نمودار ۱ .۴
۵۰ . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱] بازه در (۶ .۱ .۴) مثال براي مطلق خطاي نمودار ۲ .۴
۵۱ . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱۰] بازه در (۵ .۱ .۴) مثال براي مطلق خطاي نمودار ۳ .۴
۵۱ . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱۰] بازه در (۶ .۱ .۴) مثال براي مطلق خطاي نمودار ۴ .۴
۵۷ . . . . . . . . . . Ŵ ۲

۲ فضاي در (۱ .۳ .۴) مثال براي مطلق خطاي نمودار ۵ .۴
۵۷ . . . . . . . . . . Ŵ ۳

۲ فضاي در (۱ .۳ .۴) مثال براي مطلق خطاي نمودار ۶ .۴
۵۸ . . . . . . . . . . Ŵ ۲

۲ فضاي در (۲ .۳ .۴) مثال براي مطلق خطاي نمودار ۷ .۴
۵۸ . . . . . . . . . . Ŵ ۳

۲ فضاي در (۲ .۳ .۴) مثال براي مطلق خطاي نمودار ۸ .۴

ي



جداول فهرست

بازه در (۱۸ .۱ .۲) مثال براي همگرايي مرتبه و مطلق خطاي مقدار ماكسيمم ۱ .۲
۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱۰۰]

بازه در (۱۹ .۱ .۲) مثال براي همگرايي مرتبه و مطلق خطاي مقدار ماكسيمم ۲ .۲
۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱۰]
۲۶ . . . (۱۹ .۱ .۲) و (۱۸ .۱ .۲) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماكسيمم مقايسه ۳ .۲

هسته روش حالت سه هر با (۲۳ .۱ .۲) و (۲۲ .۱ .۲) مثالهاي نتايج مقايسه ي ۴ .۲
۲۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازتوليدي

بازه در (۷ .۱ .۳) مثال براي همگرايي مرتبه و مطلق خطاي مقدار ماكسيمم ۱ .۳
۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱]

تقريبي جواب مشتق و تقريبي جواب مطلق خطاي مقدار ماكسيمم مقايسه ۲ .۳
۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱] در (۷ .۱ .۳) مثال براي

بازه در (۸ .۱ .۳) مثال براي همگرايي مرتبه و مطلق خطاي مقدار ماكسيمم ۳ .۳
۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱]

مثال براي تقريبي جواب مشتق و تقريبي جواب براي نسبي خطاي مقايسه ۴ .۳
۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱] در (۸ .۱ .۳)

بازه در (۹ .۱ .۳) مثال براي همگرايي مرتبه و مطلق خطاي مقدار ماكسيمم ۵ .۳
۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱]

۴۹ x ∈ [۰, ۱] بازه در (۶ .۱ .۴) و (۵ .۱ .۴) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماكسيمم ۱ .۴
۴۹ . . . . . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱] در (۵ .۱ .۴) مثال براي همگرايي مرتبه ۲ .۴
۵۰ . . . . . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱] در (۶ .۱ .۴) مثال براي همگرايي مرتبه ۳ .۴
۵۰ . . . . . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱۰] در (۵ .۱ .۴) مثال براي همگرايي مرتبه ۴ .۴
۵۰ . . . . . . . . . . . . x ∈ [۰, ۱۰] در (۶ .۱ .۴) مثال براي همگرايي مرتبه ۵ .۴
۵۵ . . Ŵ ۲

۲ فضاي در (۲ .۳ .۴) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماكسيمم مقايسه ۶ .۴
ك



۵۶ . . Ŵ ۳
۲ فضاي در (۲ .۳ .۴) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماكسيمم مقايسه ۷ .۴

تقريبي جواب مشتق و تقريبي جواب مطلق خطاي مقدار ماكسيمم مقايسه ۸ .۴
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . W ۳

۲ و Ŵ ۳
۲ فضاي در (۱ .۳ .۴) مثال براي

۵۶ . . Ŵ ۲
۲ فضاي در (۱ .۳ .۴) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماكسيمم مقايسه ۹ .۴

۵۶ . . Ŵ ۳
۲ فضاي در (۱ .۳ .۴) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماكسيمم مقايسه ۱۰ .۴

۵۷ . . Ŵ ۲
۲ فضاي در (۲ .۳ .۴) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماكسيمم مقايسه ۱۱ .۴

۵۷ . . Ŵ ۳
۲ فضاي در (۲ .۳ .۴) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماكسيمم مقايسه ۱۲ .۴

ل



تاخيري كسري ديفرانسيل معادلات حل براي بازتوليدي هسته روش

چكيده
تابعي ديفرانسيل معادله متغير، تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادله تأخيري، كسري ديفرانسيل معادله رساله اين در
روش از استفاده با را متغير كسري مرتبه با تابعي مرزي مقدار مسئله و پيشرفته آرگومان هاي يا تأخير با غيرمحلي
نظر در اشميت گرام سازي متعامد فرآيند بدون را بازتوليدي هسته روش ما مي كنيم. حل هيلبرت فضاي بازتوليدي هسته
مسئله شرايط در كه بازتوليدي هسته ابتدا نظر مورد مسائل روي آن پياده سازي براي سپس و كرده معرفي آنرا ابتدا و گرفته
مي كنيم. حل را مسئله متعامدسازي فرآيند بدون بازتوليدي هسته روش از استفاده با و مي آوريم بدست را مي كند صدق
و اصلي جواب به سريع همگرايي محاسبات، كم حجم بيانگر رساله اين در شده ارائه الگوريتم پياده سازي از حاصل نتايج
نقاط، همچون مولفه هايي بازتوليدي، هسته روش در است. ديگر عددي روش هاي با مقايسه در شده ارائه روش بالاي دقت
به مربوط قضيه هاي ابتدا فصل هر در است. اهميت حائز قبول قابل دقتي با مسئله حل براي پايه ها و داخلي ضرب فضا،
جداگانه را بازتوليدي هسته روش به مربوط خطاي آناليز و همگرايي سپس و مي كنيم اثبات و بيان را بازتوليدي هسته

مي كنيم. اثبات و آورده نظر مورد مسئله هاي براي

ديفرانسيل معادله متغير، تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادله تأخيري، كسري ديفرانسيل معادلات كليدي: كلمات
بازتوليدي هسته روش متغير، كسري مرتبه با تابعي مرزي مقدار مسئله پيشرفته، آرگومان هاي يا تأخير با غيرمحلي تابعي

همگرايي آناليز خطا، آناليز ، كسري مشتق هيلبرت، فضاي

۱



۱ فصل
اوليه مفاهيم و مسئله تعريف

۲



اوليه مفاهيم و مسئله اولتعريف فصل

مقدمه ۱ .۱
معادلات و كسري ديفرانسيل معادلات همچنين و تاخيري ديفرانسيل معادلات به مربوط تعاريف ابتدا فصل اين در
معادلات اين به شبيه زيادي حدود تا جواب رفتار لحاظ از كه معادلاتي از برخي همچنين و تاخيري كسري ديفرانسيل
خواهيم مرور را معادلات اين براي رفته كار به عددي روش هاي و آنها كاربردهاي و تاريخچه سپس و مي آوريم را هستند
فضاي اساسي قضيه هاي و مفاهيم تعاريف، معرفي به سپس و مي آوريم را كسري مشتق به مربوط تعاريف ادامه در كرد.

مي پردازيم. ۱ بازتوليدي هسته

تأخيري ديفرانسيل معادله ۲ .۱
دليل به حقيقت در گرفته اند. قرار استفاده مورد واقعي دنياي پديده هاي بهتر مدل بندي براي تأخيري ديفرانسيل معادلات
از استفاده با معادلات كمك با پديده ها از دسته اين رفتار توصيف زيستي، هاي پديده از بسياري ذات در حافظه وجود
اين دارد. بيشتري مطابقت آزمايشگاهي نتايج با و مي شود مدل بندي خطاي كاهش باعث تأخيري ديفرانسيل معادلات
فيزيك، به مي توان آنها جمله از كه دارند فراواني كاربرد مهندسي علوم و پايه علوم از زيادي زمينه هاي در معادلات
با جمعيت رشد رباتيك، كنترل، نظريه شهري، ترافيك حرارت، تبادل مانند مهندسي و اقتصاد شيمي، زيست شناسي،
هجدهم قرن در تأخيري ديفرانسيل معادلات بار اولين دارد. . . . و [۲] تومور رشد ، عصبي شبكه هاي سني، ساختار
ديفرانسيل معادلات عنوان با معادلات از دسته اين همچنين شدند معرفي [۳] كاندورست۳ و لاپلاس۲ توسط ميلادي
شناخته هستند، معروف [۴] تابعي ديفرانسيل معادلات به كه ديفرانسيلي معادلات از خاص دسته اي يك عنوان به تفاضلي
نيازمند تنها نه معادلات اين حل هستند. حالت متغيرهاي گذشته مقادير شامل تأخيري ديفرانسيل معادلات مي شوند.
از تعميمي تأخيري ديفرانسيل معادلات است. قبل از معين زمان يك وضعيت از آگاهي بلكه كنوني وضعيت از آگاهي
علت و باشند وابسته گذشته داده هاي به كه هستند مناسب فيزيكي سيستم هاي براي كه هستند معمولي ديفرانسيل معادلات
معادله مثال عنوان به .[۵] نمي دهد رخ لحظه اي طور به انرژي و ماده انتقال كه است اين سيستم ها اين در تأخير وقوع

داريم: را زير فرم به تاخيري ديفرانسيل

y′(t) = −y(t− τ) (۱ .۱)

ديفرانسيل معادلات يك جواب آوردن بدست براي آنجائيكه از مي شود. ارزيابي (t − τ) زمان در y معادله اين در
همانند تأخيري ديفرانسيل معادلات يك جواب آوردن بدست براي هستيم، شروع نقطه در اوليه شرايط به نياز معمولي

باشيم: داشته را زير آغازين تابع بايد نيز ۱ .۱ معادله

y(t) = ϕ(t) (۲ .۱)

.[۶] است [−τ, ۰] روي پيوسته آغازين تابع يك ϕ كه

پيشرفته۵ آرگومان هاي يا تأخير با غيرمحلي۴ تابعي ديفرانسيل معادله ۳ .۱
ديفرانسيل معادله آن به كه است تأخيري ديفرانسيل معادله از خاصي رده پيشرفته آرگومان هاي با تابعي ديفرانسيل معادله

مي گويند. نيز متناسب۶ تأخيري
Proportional ۶ Advanced Arguments۵ Nonlocal۴ Condorcet۳ Laplace۲ Reproducing Kernel Space۱

۳



اوليه مفاهيم و مسئله اولتعريف فصل

[۷] .۱ .۳ .۱ }مثال
y′(t) + a(t)y(τ(t)) + b(t)y(t) = f(t), t ∈ [۰, ۱]
B(y(c), y) = ۰,

(۳ .۱)

و τ ∈ C ۱[۰, ۱] و هستند [۰, ۱] بازه در هموار كافي قدر به تابع هايي b و a آن در كه

B(y(c), y) = λy(c)−
∫ ۱

۰
y(s)ds, λ ∈ R

شده ظاهر مسئله مجهول تابع در اصلي متغير عنوان به كه دارد τ تابع به اشاره پيشرفته آرگومان هاي واژه حقيقت در
است.

متغير تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادله ۴ .۱
[۸-۱۱] به بيشتر جزئيات براي كه شد مطرح جمعيت بهينه كنترل زمينه در ابتدا متغير تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادله

زير فرم به رساله اين در را متغير تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادله كنيد. رجوع

(۴ .۱){
u′(x) + a(x)u(x) + b(x)u(x− τ(x)) +

∫ x

λ(x)
c(s, x)u(s)ds = f(x), x ≥ ۰,

u(x) = h(x), −τ(x) ≤ x < ۰, τ(x) ≥ ۰,

هستند هموار كافي قدر به تابع هايي a, b, f و است تأخير تابع τ و λ(x) = max{x− τ(x), ۰} كه ميگيريم نظر در
انتخاب مسئله اين براي كه عنواني در متغير تأخيري واژه حقيقت در است. پيوسته [−τ(x), ۰] بازه در h آغازين تابع و
ديگر متغير عنوان آنگاه باشد ثابت مقدار يك تابع اين اگر مي دانيم كه همانطور كه دارد τ تأخير تابع به اشاره است شده
[۱۲] در مي توان را متغير تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادله كاربردهاي از برخي نمي شود. استفاده مسئله نامگذاري در
[۱۳-۲۱] در متغير تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادله براي پايداري آناليز همچنين و جواب يكتايي و وجود كرد. ملاحظه

است. شده بررسي و بحث

تأخيري كسري ديفرانسيل معادله ۵ .۱
تعريف زير صورت به Dβy(t) ريمان-ليوويل۱ كسري مشتق داريم، را y(t) پيوسته تابع كنيم فرض .۱ .۵ .۱ تعريف

،[۲۲-۲۵] مي شود

Dβy(t) =
۱

Γ(m− β)

dm

dxm

∫ t

۰

y(s)

(t− s)β−m+۱ds, m− ۱ ≤ β < m,

معادله يك را باشد داشته وجود تأخيري جمله يك و كسري مرتبه از مشتق يك حداقل آن در كه ديفرانسيلي معادله
كاربرد مختلف علوم از زيادي زمينه هاي در تأخيري كسري ديفرانسيل معادله مي گوييم. تأخيري كسري ديفرانسيل

مثال، عنوان به .[۲۶-۳۰] }دارد
Dβu(x)− a(x)u(x− τ)− b(x)u(x) = f(x), x ∈ [۰, T ],
u(x) = ϕ(x), x ∈ [−τ, ۰].

(۵ .۱)
Riemann‐Liouville۱

۴



اوليه مفاهيم و مسئله اولتعريف فصل

بازه در ϕ آغازين تابع و هستند هموار كافي قدر به تابع هايي a, b, f كه است تأخيري كسري ديفرانسيل معادله يك
و جواب يكتايي و وجود .۰ < β < ۱ كه β مرتبه از ريمان-ليوويل كسري مشتق Dβ و است پيوسته [−τ(x), ۰]

است. شده بررسي و بحث [۳۱-۳۷] در تأخيري كسري ديفرانسيل معادله براي پايداري آناليز همچنين

متغير كسري مرتبه با تابعي مرزي مقدار مسئله ۱ .۵ .۱
مي شود تعريف زير صورت Dα(t)y(t)به كاپوتو۱ كسري مشتق داريم، را y(t) پيوسته تابع كنيم فرض .۲ .۵ .۱ تعريف

،[۲۲-۲۵]

Dα(t)y(t) =
۱

Γ(m− α(t))

∫ t

۰

y(m)(s)

(t− s)α(t)+۱−m
ds, m− ۱ ≤ α(t) < m,

مي كنيم تعريف زير صورت به را متغير كسري مرتبه با تابعي مرزي مقدار }مسئله
Dα(x)u(x) + a(x)u′(x) + b(x)u(τ(x)) = f(x), x ∈ [۰, ۱],
u(۰) = A, u(۱) = B.

و ۱ < α(x) ≤ ۲ كه است متغير مرتبه از كسري مشتق Dα(x) و هستند هموار كافي قدر به تابع هايي a, b, f كه
يك جاي به كسري مشتق مرتبه مسئله اين در چون كه است ذكر قابل همچنين .τ ∈ C ۱[۰, ۱] و هستند ثابت A,B
مي كنيد ملاحظه كه همينطور و است شده استفاده آن نامگذاري براي متغير كسري عنوان از است تابع يك ثابت مقدار

است. τ تابع مسئله، اصلي متغير جاي به مسئله مجهول تابع آرگومان

۲ بازتوليدي هسته فضاي پايه اي مفاهيم ۶ .۱
بازتوليدي هسته فضاي تعريف ۱ .۶ .۱

مي دهيم، قرار .۱ .۶ .۱ تعريف

H =
{
u| است X دلخواه مجموعه روي مختلط يا حقيقي مقادير با تابع يك u

}
زير، داخلي ضرب با ۳ هيلبرت فضاي 〉يك

u, g
〉
H, u, g ∈ H.

باشيم داشته u ∈ H هر براي طوريكه به باشد، داشته وجود y ∈ X هر براي Ry ∈ H تابع يك 〉اگر
u,Ry

〉
H = u(y),

مي شود. ناميده بازتوليدي هسته فضاي H و مي شود ناميده H هيلبرت فضاي بازتوليدي هسته Ry آنگاه
Hilbert۳ Fundamental Properties of Reproducing Kernel۲ Caputo۱

۵



اوليه مفاهيم و مسئله اولتعريف فصل

بازتوليدي هسته پايه اي خواص ۲ .۶ .۱
است، مزدوج متقارن Ry آنگاه باشد فضا اين بازتوليدي هسته Ry و بازتوليدي هسته فضاي H اگر .۲ .۶ .۱ خاصيت

.Ry(x) = Rx(y) يعني
منحصر بازتوليدي هسته Ry آنگاه باشد فضا اين بازتوليدي Ryهسته و بازتوليدي هسته فضاي H اگر .۳ .۶ .۱ خاصيت

است. H فضاي فرد به
و Rx(x) ≥ ۰ ،∀x ∈ X آنگاه باشد فضا اين بازتوليدي هسته Ry و بازتوليدي هسته فضاي H اگر .۴ .۶ .۱ خاصيت

.H = {۰} اگر تنها و اگر است Rx(x) = ۰

يعني است، H فضاي براي مثبت۱ معين هسته يك Ry بازتوليدي هسته .۵ .۶ .۱ خاصيت
n∑

i,j=۱

Rxi(xj)ξiξj ≥ ۰, ∀xi ∈ X,

.i, j, . . . , n هستند مختلط اعداد ξi, ξj كه
شده، ثابت x كه ∀x ∈ X اگر تنها و اگر است بازتوليدي هسته فضاي يك H هيلبرت تابعي فضاي .۶ .۶ .۱ خاصيت

باشد. كراندار I(f) = f(x) خطي تابعي عملگر
.[۳۸ ،۱۱] به شود رجوع خاصيت پنج هر اثبات ملاحظه براي

آن خواص و پيوسته۲ مطلقا تابع ۳ .۶ .۱
باز بازه هاي از مجموعه يك را {(ak, bk)}nk=۱ مي دهيم قرار كنيد، فرض [a, b] بازه روي را f تابع .۷ .۶ .۱ تعريف

كه، طوري به ∀ε, ∃δ اگر .(ak, bk) ⊂ [a, b] كه ۳ جدا هم از دوبه دو
n∑
i=۱

|f(bi)− f(ai)| < ε, براي
n∑
i=۱

(bi − ai) < δ,

است. [a, b] بازه روي پيوسته مطلقاً تابع يك f تابع صورت اين در
است. پيوسته تابع يك [a, b] بازه روي پيوسته مطلقا تابع يك .۸ .۶ .۱ خاصيت

پيوسته مطلقا تابع يك f آنگاه ،|f ′| ≤M, ∀x ∈ [a, b] اگر كنيد، فرض [a, b] بازه روي را f تابع .۹ .۶ .۱ خاصيت
است.

است. پيوسته مطلقا [a, b] بازه روي f تابع آنگاه باشد، پيوسته [a, b] بازه روي f ′ تابع كنيد فرض .۱۰ .۶ .۱ خاصيت
بازه روي پيوسته مطلقا تابع يك ∫ x

a
f(t)dt آنگاه باشد، انتگرال پذير [a, b] بازه روي f تابع اگر .۱۱ .۶ .۱ خاصيت

است. [a, b]
.[۱۱] به شود رجوع فوق خواص اثبات ملاحظه براي

Mutually Disjoint۳ Absolutely Continuous۲ Positive Definite Kernel۱

۶
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آن بازتوليدي هسته تابع و Wm
۲ [a, b] بازتوليدي هسته فضاي ۴ .۶ .۱

مي كنيم، تعريف زير صورت به را Wm
۲ [a, b] تابعي فضاي

Wm
۲ [a, b] =

{
u| است پيوسته مطلقا تابع u(m−۱) كه , u(m) ∈ L۲[a, b]

}
مي كنيم، تعريف زير صورت به ∀u۱, u۲ ∈ Wm

۲ [a, b] را نرم و داخلي ضرب همچنين

< u۱, u۲ >Wm
۲ [a,b]=

m−۱∑
i=۰

u
(i)
۱ (a)u

(i)
۲ (a) +

∫ b

a

u
(m)
۱ (x)u

(m)
۲ (x)dx,

∥u(x)∥Wm
۲ [a,b] =

√
< u, u >Wm

۲ [a,b],

است. داخلي ضرب فضاي يك Wm
۲ [a, b] تابعي فضاي كه كرد ثابت مي توان راحتي به

است. هيلبرت فضاي يك Wm
۲ [a, b] تابعي فضاي .۱۲ .۶ .۱ قضيه

است. بازتوليدي هسته فضاي يك Wm
۲ [a, b] تابعي فضاي .۱۳ .۶ .۱ قضيه

Wmرا
۲ [a, b] فضاي به مربوط ،Ry بازتوليدي هسته تابع اكنون .[۱۱] به شود رجوع فوق قضيه هاي اثبات ملاحظه براي

نگه داشته ثابت y هر براي آنگاه باشد، Wm
۲ [a, b] فضاي به مربوط بازتوليدي هسته ،Ry كنيد فرض مي آوريم. بدست

كند، صدق زير شرط در ،Ry ،∀u ∈ Wm
۲ [a, b] و y ∈ [a, b] كه 〉شده

u,Ry

〉
Wm

۲ [a,b]
= u(y) (۶ .۱)

داريم، Wm
۲ [a, b] فضاي براي داخلي ضرب تعريف بكاربردن با

〈
u(x), Ry(x)

〉
Wm

۲ [a,b]
=

m−۱∑
i=۰

u(i)(a)
∂iRy(a)

∂xi
+

∫ b

a

u(m)(x)
∂mRy(x)

∂xm
dx,

داريم، جز به جز گيري انتگرال از استفاده با ∫كه b

a

u(m)(x)
∂mRy(x)

∂xm
dx

=

m−۱∑
i=۰

(−۱)iu(m−i−۱)(x)
∂m+iRy(x)

∂xm+i

∣∣∣x=b

x=a
+ (−۱)m

∫ b

a

u(x)
∂۲mRy(x)

∂x۲m dx

داريم، همچنين
m−۱∑
i=۰

(−۱)iu(m−i−۱)(x)
∂m+iRy(x)

∂xm+i
=

m−۱∑
i=۰

(−۱)m−i−۱u(i)(x)
∂۲m−i−۱Ry(x)

∂x۲m−i−۱ .

۷
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مي شود، تبديل زير فرم به داخلي ضرب نتيجه در
〈
u(x), Ry(x)

〉
Wm

۲ [a,b]
=

m−۱∑
i=۰

u(i)(a)
[∂iRy(a)

∂xi
− (−۱)m−i−۱∂

۲m−i−۱Ry(a)

∂x۲m−i−۱

]
+

m−۱∑
i=۰

(−۱)m−i−۱u(i)(b)
∂۲m−i−۱Ry(b)

∂x۲m−i−۱

+ (−۱)m
∫ b

a

u(x)
∂۲mRy(x)

∂x۲m dx (۷ .۱)

بازتوليدي خاصيت زير، مفروضات همچنين و (−∞,+∞) بازه رو آن انتگرال و ديراك۱ دلتاي تابع تعريف از استفاده با
مي شود، برقرار (۷ .۱) رابطه در داخلي ضرب در

δ(x− y) =

{
۰ x ̸= y,

∞ x = y,∫ ∞

−∞
u(x)δ(x− y)dx = u(y),



(−۱)m∂۲mRy(x)
∂x۲m = δ(x− y),

∂iRy(a)
∂xi − (−۱)m−i−۱ ∂

۲m−i−۱Ry(a)
∂x۲m−i−۱ = ۰,

(−۱)m−i−۱ ∂
۲m−i−۱Ry(b)
∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۰, ۱, . . . ,m− ۱.

(۸ .۱)

است، ۲m مرتبه با زير همگن خطي ديفرانسيل معادله جواب Ry(x) تابع ،x ̸= y كه زماني است مشخص

(−۱)m
∂۲mRy(x)

∂x۲m = ۰, (۹ .۱)
زير، مرزي شرايط با

∂iRy(a)
∂xi − (−۱)m−i−۱ ∂

۲m−i−۱Ry(a)
∂x۲m−i−۱ = ۰,

(−۱)m−i−۱ ∂
۲m−i−۱Ry(b)
∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۰, ۱, . . . ,m− ۱.

(۱۰ .۱)

۲m تكرار مرتبه از صفر تكراري ريشه داراي كه است λ۲m = ۰ برابر (۹ .۱) ديفرانسيل معادله مشخصه جمله اي چند
است، زير صورت به (۱۰ .۱) مرزي شرايط با (۹ .۱) ديفرانسيل معادله عمومي جواب بنابراين است،

Ry(x) =


ℓRy(x) =

∑۲m
i=۱ ci(y)x

i−۱ x ≤ y,

rRy(x) =
∑۲m

i=۱ di(y)x
i−۱ x > y,

(۱۱ .۱)

Dirac Delta Function۱

۸
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را i = ۱, ۲, . . . , ۲m كه ci(y), di(y) ثابتهاي كه است كافي Ry(x) بازتوليدي هسته تابع آوردن بدست براي حال
آنها آوردن بدست نحوه ادامه در كه داريم معادله ۴m به نياز مجهول، ۴m اين محاسبه براي است مشخص كنيم. محاسبه

رابطه و (y − ε, y + ε) بازه روي ديراك دلتاي تابع انتگرال تعريف از استفاده با مي دهيم. توضيح را

(−۱)m
∂۲mRy(x)

∂x۲m = δ(x− y),∫ y+ε

y−ε

δ(x− y)dx = ۱, ε > ۰,

داريم،
(−۱)m

(
∂۲m−۱rRy(y+ε)

∂x۲m−۱ − ∂۲m−۱ℓRy(y−ε)
∂x۲m−۱

)
= ۱,

∂iℓRy(y)
∂xi =

∂irRy(y)
∂xi , i = ۰, ۱, . . . , ۲m− ۲

(۱۲ .۱)

مرزي شرايط از بااستفاده و مي آورد، فراهم را ci(y), di(y) ثابت هاي محاسبه ي براي نياز مورد ۲m ،(۱۲ .۱) رابطه
هسته تابع توان مي راحتي به معادله ۴m اين از استفاده با بنابراين بياوريم. بدست را ديگر معادله ۲m مي توانيم (۱۰ .۱)
در آنها اثبات كه مي آوريم را Ry(x) بازتوليدي هسته تابع خواص از برخي ادامه در كرد. تعيين را Ry(x) بازتوليدي

مي شود. يافت [۱۱] مرجع
داريم آنگاه ،Wm

۲ [a, b] فضاي به مربوط بازتوليدي هسته را Ry(x) مي دهيم قرار .۱۴ .۶ .۱ گزاره
∂i+jRy(x)

∂xi∂yj
∈ L۲[a, b], i+ j = ۲m− ۱.

است، [a, b] بازه در پيوسته مطلقا تابع يك زير تابع .۱۵ .۶ .۱ نتيجه
∂i+jRy(x)

∂xi∂yj
, ۰ ≤ i+ j ≤ ۲m− ۲.

داريم. را زير قضيه فوق، گزاره و نتيجه از
داريم آنگاه ،Wm

۲ [a, b] فضاي بازتوليدي هسته را Ry(x) مي دهيم قرار .۱۶ .۶ .۱ قضيه
∂i+jRy(x)

∂xi∂yj
∈ Wm

۲ [a, b], i+ j = m− ۱.

كه fn(x), f(x) ∈ Wm
۲ [a, b] و بازتوليدي هسته فضاي يك را Wm

۲ [a, b] مي دهيم قرار .۱۷ .۶ .۱ قضيه
مي باشد همگرا f (k)n (x) تابع آنگاه ،∥.∥Wm

۲
نرم مفهوم به f(x) تابع به باشد همگرا fn(x) تابع اگر .(n = ۱, ۲, . . . )

.۰ ≤ k ≤ m− ۱ كه يكنواخت، طور به f (k)(x) تابع به

۹
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Wm
۲ [a, b] بازتوليدي هسته فضاي بسته ي فضاهاي زير ۵ .۶ .۱

شرايط سري يك كردن اعمال با را Wm
۲ [a, b] بازتوليدي هسته فضاي Wm◦از

۲ [a, b] بسته زيرفضاي بخش اين در ما
مي كنيم، تعريف زير صورت به را ◦Wm

۲ [a, b] تابعي فضاي ابتدا مي سازيم. ◦Wm
۲ [a, b] روي بر مرزي

◦Wm
۲ [a, b] =

{
u(x)| u(x) ∈ Wm

۲ [a, b], u′(a) = ۰, u(b) = ۰
}

فضاي تابع است. هيلبرت بازتوليدي هسته فضاي يك ◦Wm
۲ [a, b] كه مي شود Wmثابت

۲ [a, b] فضاي همانند راحتي به
كه است ذكر قابل و هستيم Qy(x) تابع كردن پيدا درصدد اكنون و مي ناميم Qy(x) را ◦Wm

۲ [a, b] بازتوليدي هسته
ضرب در بايد Qy(x) كه است مشخص است. Ry(x) تابع كردن پيدا روش به شبيه كاملا Qy(x) كردن پيدا نحوه

كند، صدق زير داخلي
〈
u(x), Qy(x)

〉
◦Wm

۲ [a,b]
=

m−۱∑
i=۰

u(i)(a)
[∂iQy(a)

∂xi
− (−۱)m−i−۱∂

۲m−i−۱Qy(a)

∂x۲m−i−۱

]
+

m−۱∑
i=۰

(−۱)m−i−۱u(i)(b)
∂۲m−i−۱Qy(b)

∂x۲m−i−۱

+ (−۱)m
∫ b

a

u(x)
∂۲mQy(x)

∂x۲m dx

،◦Wm
۲ [a, b] فضاي تعريف نوع خاطر به كه تفاوت اين با است، زير ديفرانسيل معادله جواب Qy(x) تابع بنابراين و

است. Ry(x) تابع محاسبه به نسبت متفاوت مرزي دوشرط داراي

(−۱)m∂۲mQy(x)
∂x۲m = δ(x− y),

∂iQy(a)
∂xi − (−۱)m−i−۱ ∂

۲m−i−۱Qy(a)
∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۰, ۲, ۳, . . . ,m− ۱

∂۲m−i−۱Qy(b)
∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۱, ۲, ۳, . . . ,m− ۱

Qy(b) = ۰,

∂Qy(a)
∂x = ۰,

(۱۳ .۱)

همگن خطي ۲m مرتبه ديفرنسيل معادله جواب Qy(x) تابع آنگاه است x ̸= y كه زماني كه است مشخص قبل همانند
زير،

(−۱)m
∂۲mQy(x)

∂x۲m = ۰, (۱۴ .۱)

۱۰
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مرزي، شرايط با

∂iQy(a)
∂xi − (−۱)m−i−۱ ∂

۲m−i−۱Qy(a)
∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۰, ۲, ۳, . . . ,m− ۱

∂۲m−i−۱Qy(b)
∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۱, ۲, ۳, . . . ,m− ۱

Qy(b) = ۰,

∂Qy(a)
∂x = ۰,

(۱۵ .۱)

تكرار مرتبه از صفر تكراري ريشه داراي كه است λ۲m = ۰ برابر (۱۴ .۱) ديفرانسيل معادله مشخصه جمله اي چند است.
است، زير صورت به (۱۵ .۱) مرزي شرايط با (۱۴ .۱) ديفرانسيل معادله عمومي جواب بنابراين است، ۲m

Qy(x) =


ℓQy(x) =

∑۲m
i=۱ ci(y)x

i−۱ x ≤ y,

rQy(x) =
∑۲m

i=۱ di(y)x
i−۱ x > y,

(۱۶ .۱)

از انتگرال از استفاده با كه زير، معادله ۲m همچنين و (۱۵ .۱) مرزي شرط ۲mتا از حاصل معادلات از استفاده با اكنون
مي آيد، بدست (y − ε, y + ε) بازه روي (−۱)m∂۲mQy(x)

∂x۲m = δ(x− y) رابطه طرف دو
(−۱)m

(
∂۲m−۱rRy(y+ε)

∂x۲m−۱ − ∂۲m−۱ℓRy(y−ε)
∂x۲m−۱

)
= ۱,

∂iℓQy(y)
∂xi =

∂irQy(y)
∂xi , i = ۰, ۱, . . . , ۲m− ۲

(۱۷ .۱)

آورد. بدست را (۱۴ .۱) بازتوليدي تابع در ci(y), di(y) ثابتهاي توان مي
.[۱۱] است Wm

۲ [a, b] فضاي از بسته زيرفضاي يك ،◦Wm
۲ [a, b] بازتوليدي هسته فضاي .۱۸ .۶ .۱ قضيه

و W ۳
۲ [۰, ۱] بازتوليدي هسته فضاهاي براي ترتيب به Qy(x), Ry(x) بازتوليدي تابع هاي مثال عنوان به .۱۹ .۶ .۱ مثال

هستند. زير صورت به ◦W ۳
۲ [۰, ۱]

Ry(x) =

{
x۵

۱۲۰ −
x۴y
۲۴ + x۳y۲

۱۲ + x۲y۲

۴ + xy + ۱ x ≤ y,
۱
۱۲x

۲ (y۳ + ۳y۲) + ۱
۲۴x (۲۴y − y۴) + ۱

۱۲۰ (y
۵ + ۱۲۰) x > y,

Qy(x) =



x۵(−y۵+۵y۴−۱۰y۳−۳۰y۲+۳۶)
۱۸۷۲۰ +

x۴(y۵−۵y۴+۱۰y۳+۳۰y۲−۱۵۶y+۱۲۰)
۳۷۴۴ +

x۳(−y۵+۵y۴−۱۰y۳+۱۲۶y۲−۱۲۰)
۱۸۷۲

+ ۱
۶۲۴x

۲ (−y۵ + ۵y۴ − ۱۰y۳ + ۱۲۶y۲ − ۱۲۰) + ۱
۱۵۶ (−y

۵ + ۵y۴ − ۱۰y۳ − ۳۰y۲ + ۳۶) ,
x ≤ y,

x۵(−y۵+۵y۴−۱۰y۳−۳۰y۲−۱۲۰)
۱۸۷۲۰ +

x۴(y۵−۵y۴+۱۰y۳+۳۰y۲+۱۲۰)
۳۷۴۴ +

x۳(−y۵+۵y۴−۱۰y۳−۳۰y۲−۱۲۰)
۱۸۷۲

+ ۱
۶۲۴x

۲ (−y۵ + ۵y۴ + ۴۲y۳ + ۱۲۶y۲ − ۱۲۰)− xy۴

۲۴ + ۳y۵+۵۰y۴−۱۰۰y۳−۳۰۰y۲+۳۶۰
۱۵۶۰ ,

x > y,

۱۱
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آن خواص و پيوسته۱ كاملاً تابع  تعريف ۶ .۶ .۱
،D = [a, b]× [c, d] ⊂ R۲ مي دهيم قرار

مي دهيم قرار كنيد، فرض D ناحيه روي را f تابع .۲۰ .۶ .۱ }تعريف
Ik = [ak, bk]× [ck, dk]

}n

k=۱∑n
i=۱ |f(Ii)| < ε،كه طوري به ∀ε > ۰, ∃δ > ۰ اگر .Ik ⊂ D كه جدا هم از دوبه دو ناحيه هاي از مجموعه يك را

و ∑n
i=۱ |Ii| < δ براي

f(Ii) = f(bi, di)− f(bi, ci)| − f(ai, di) + f(ai, ci)

پيوسته كاملاً تابع يك f(x, y) آنگاه باشند y, x متغيير به نسبت پيوسته مطلقاً تابع هاي ترتيب به f(a, y) ،f(x, c) و
است. D ناحيه روي بر

تابع يك f(x, y) تابع ∀y ∈ [c, d] آنگاه باشد، D ناحيه روي بر پيوسته كاملاً تابع يك f(x, y) اگر .۲۱ .۶ .۱ گزاره
مطلقاً تابع يك f(x, y) تابع ∀x ∈ [a, b] مشابه طور به و است [a, b] بازه روي بر x متغير به نسبت پيوسته مطلقاً

است. [c, d] بازه روي بر y متغير به نسبت پيوسته
روي بر پيوسته تابع يك f(x, y) آنگاه باشد، D ناحيه روي بر پيوسته كاملاً تابع يك f(x, y) اگر .۲۲ .۶ .۱ گزاره

است. D ناحيه
يك ∫ x

a

∫ y

c
f(t, s)dtds, (x, y) ∈ D تابع آنگاه باشد، Dانتگرال پذير ناحيه روي بر f(x, y) اگر .۲۳ .۶ .۱ گزاره

است. D ناحيه روي بر پيوسته كاملاً تابع
روي بر پيوسته كاملاً تابع يك f(x) آنگاه باشد، [a, b] بازه روي بر پيوسته مطلقاً تابع يك f(x) اگر .۲۴ .۶ .۱ گزاره

است. D ناحيه
f(x)g(y) تابع آنگاه باشند، [c, d] و [a, b] بازه هاي روي بر پيوسته مطلقاً تابع هاي f(x), g(y) اگر .۲۵ .۶ .۱ گزاره

است. D ناحيه روي بر پيوسته كاملاً تابع يك
.[۱۱] به شود رجوع فوق گزاره هاي اثبات ملاحظه براي

W
(m,n)
۲ (D) دوتايي بازتوليدي هسته فضاي ۷ .۶ .۱

مي كنيم، تعريف زير صورت به را W (m,n)
۲ (D) دوتايي تابعي فضاي

W
(m,n)
۲ (D) = Wm

۲ [a, b]⊗Wn
۲ [c, d]

=
{
u(x, t)| است پيوسته كاملاً تابع ∂

m+n−۲u(x, t)

∂xm−۱∂tn−۱ كه , ∂
m+nu(x, t)

∂xm∂tn
∈ L۲(D), (x, t) ∈ D

}
مي كنيم، تعريف زير صورت به ∀u۱(x, t), u۲(x, t) ∈ W

(m,n)
۲ (D) را نرم و داخلي ضرب همچنين

Completely Continuous۱

۱۲



اوليه مفاهيم و مسئله اولتعريف فصل

< u۱(x, t), u۲(x, t) >W
(m,n)
۲ (D)

=

m−۱∑
i=۰

∫ d

c

[
∂n

∂tn
∂i

∂xi
u۱(a, t)

∂n

∂tn
∂i

∂xi
u۲(a, t)

]
dt

+

n−۱∑
j=۰

〈
∂j

∂tj
u۱(x, c),

∂j

∂tj
u۲(x, c)

〉
Wm

۲ [a,b]

+

∫ b

a

∫ d

c

∂m

∂xm
∂n

∂tn
u۱(x, t)

∂m

∂xm
∂n

∂tn
u۲(x, t)dxdt

∥u(x, t)∥
W

(m,n)
۲ (D)

=
√
< u, u >

W
(m,n)
۲ (D)

, u۱(x, t), u۲(x, t) ∈ W
(m,n)
۲ (D),

است. داخلي ضرب فضاي يك W (m,n)
۲ (D) تابعي فضاي كه كرد ثابت مي توان راحتي به

است. هيلبرت فضاي يك W (m,n)
۲ (D) تابعي فضاي .۲۶ .۶ .۱ قضيه

آنگاه، f, g۱, g۲ ∈ W
(m,n)
۲ (D) مي دهيم قرار .۲۷ .۶ .۱ 〉قضيه

f, g۱g۲
〉
W

(m,n)
۲ (D)

=
〈〈
f, g۱

〉
Wm

۲
, g۲

〉
Wn

۲
.

آنگاه، f۱, f۲, g۱, g۲ ∈ W
(m,n)
۲ (D) مي دهيم قرار .۲۸ .۶ .۱ 〉نتيجه

f۱, f۲, g۱g۲
〉
W

(m,n)
۲ (D)

=
〈
f۱, g۱

〉
Wm

۲

〈
f۲, g۲

〉
Wn

۲
.

داريم n ∈ N براي آنگاه f(x) ∈ Wm
۲ [a, b] تابع اگر .۲۹ .۶ .۱ نتيجه

∥f∥Wm
۲ [a,b] = ∥f∥

W
(m,n)
۲

.

به آن بازتوليدي هسته تابع و است بازتوليدي هسته فضاي يك W (m,n)
۲ (D) دوبعدي تابعي فضاي .۳۰ .۶ .۱ قضيه

است زير صورت
K(η,ξ)(x, t) = Rη(x)Qξ(t).

هستند. Wn
۲ [c, d] و Wm

۲ [a, b] فضاهاي فضاي بازتوليدي هسته هاي ترتيب به Qξ و Rη كه
هسته فضاي به مربوط مقدمات كامل معرفي از پس اكنون .[۱۱] به شود رجوع فوق نتايج و قضيه ها اثبات ملاحظه براي
پياده سازي نحوه و بازتوليدي هسته روش معرفي به نوبت مربوطه، قضيه هاي و بازتوليدي هسته فضاي تابع و بازتوليدي

مي رسد. ديفرانسيل معادله حل براي آن

۱۳



۲ فصل
معادله حل براي هيلبرت فضاي بازتوليدي هسته روش كليّات

تأخيري كسري ديفرانسيل

۱۴



تأخيري كسري ديفرانسيل معادله حل براي هيلبرت فضاي بازتوليدي هسته روش دومكلّيات فصل

بازتوليدي هسته روش ۱ .۲
مقدمه ۱ .۱ .۲

استفاده با مي باشد، ديفرانسيل معادلات از وسيعي طيف حل براي قدرتمند تحليلي نيمه روش يك بازتوليدي هسته روش
مناسبي تقريب هاي و كرد حل را دشوارتر مسائل از وسيعي طيف توان مي حتي ابتكاري تكنيك هاي و روش اين از
شده آورده زير در شده اند حل بازتوليدي هسته روش با كه مسائلي از نمونه هايي مثال عنوان به آورد، بدست آنها براي

،[۳۹-۴۷] است

1‐Fractional differential equations

2‐delay integro‐differential equations

3‐Nonlinear Volterra‐Fredholm integrals

4‐Nonlinear integro‐differential equations

5‐Variable‐Coefficient Burgers equation

6‐Damped Nonlinear Klein‐Gorden

7‐Linear and nonlinear partial differential equations
...

اخير سال هاي در بازتوليدي هسته روش از استفاده با مختلفي محققين توسط تأخيري كسري ديفرانسيل معادلات
و تقريب ها بتوانيم كه هستيم روش اين در ابتكاري تكنيك هاي و ايده ها از استفاده دنبال به ما حقيقت در شده اند، حل
كرده حل را نشده اند حل بازتوليدي هسته روش با تابحال كه مسائل اين از دسته آن و ببخشيم، بهبود را موجود دقت هاي
ابتدا بازتوليدي هسته روش با ديفرانسيل معادله حل براي كلي طور به بزنيم. تقريب را آنها جواب مناسبي دقت هاي با و
عملگر فضاي با متناسب بازتوليدي هسته ساختن از بعد و ميكنيم تعيين را تقريبي جواب و مسئله عملگر بازتوليدي فضاي
ها پايه اين از خطي تركيب صورت به را جواب و آورده بدست بازتوليدي اش هسته روي از را فضا آن پايه هاي مسئله،

كنيم. مي محاسبه را مسئله جواب مجهول ضرائب آوردن بدست با و نوشته
۱ وَنگ يولان توسط اخير سالهاي در كه اشميت گرام متعامدسازي فرايند از استفاده بدون بازتوليدي هسته روش از ما
مي كنيم. استفاده است، گرفته قرار محققين از كمي تعداد توجه مورد و [۴۷-۵۳] شده مطرح بار اولين براي همكارانش و
پايه ها سپس و مي سازيم را مسئله شرايط و عملگر بازتوليدي فضاي با متناسب بازتوليدي هسته ما ابتدا روش اين در
پايه ها همين از خطي تركيب صورت به را مسئله جواب و آورده بدست بازتوليدي هسته روي از مستقيم صورت به را
فرايند بدون بازتوليدي هسته روش مي آوريم. بدست را مسئله تقريبي جواب مجهول ضرائب محاسبه ي با و داده بسط
استفاده با و كرده ايجاد خلاقانه اي تفاوت بازتوليدي، هسته روش الگوريتم حل روند در تغيير ايجاد جهت از متعامدسازي
ايجاد سبب جبري، معادلات دستگاه حل و مانده تابع مفهوم و سري فرم به معادله جواب بسط همچون ساده اي مفاهيم از
محققين و داده كاهش شدت به را كامپيوتري برنامه از استفاده با مسئله حل اجراي زمان و شده حل الگوريتم در تغيير
صورت به اين بر علاوه مي كند. فراوان كمك تكنيك اين در دقيقتر و روشن نتايج به و رسيدن و سريعتر بررسي در را
رقم يك حداقل حاصل دقت هاي مي شوند حل روش اين با كه مسئله هايي بيشتر در حتي كه است شده مشاهده تحقيقي
يك مي تواند تنهايي به خود موضوع اين البته مي آيد. بدست متعامدسازي فرايند با روش از كه هستند تقريب هايي از بهتر

كند. ايجاد آينده كارهاي براي مستقل تحقيق زمينه
Yulan Wang۱
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تأخيري كسري ديفرانسيل معادله براي آن به مربوط پايه هاي و بازتوليدي فضاهاي ۲ .۱ .۲
بگيريد، نظر در را زير تأخيري كسري ديفرانسيل }معادله

Dαu(x)− a(x)u(x− τ)− b(x)u(x) = f(x), x ∈ [۰, T ],
u(x) = ϕ(x), x ∈ [−τ, ۰].

(۱ .۲)

كسري مشتق Dα و است پيوسته [−τ(x), ۰] بازه در ϕ آغازين تابع و هستند هموار كافي قدر به تابع هايي a, b, f كه
ما بنابراين است ۱ كسري مشتق مرتبه بزرگترين بالاي كران اينجا در چونكه .۰ < α < ۱ كه α مرتبه از ريمان-ليوويل
مشتق مرتبه بزرگترين بالاي كران اگر مثال براي ميگيريم. نظر در W ۲

۲ [۰, T ] را مسئله اين حل براي بازتوليدي فضاي
نحوه كه حال آخر. تا ترتيب همين به و ميگرفتيم، نظر در W ۳

۲ [۰, T ] را مسئله حل براي بازتوليدي فضاي بود، ۲ كسري
بازتوليدي فضاي انتخاب نحوه ادامه در شديم، متوجه را كسري ديفرانسيل معادله يك براي بازتوليدي فضاي انتخاب

مي كنيم. بررسي و بحث هم را دو مرتبه از مرزي مقدار ديفرانسيل معادله يك براي
بازتوليدي هسته فضاي مناسب انتخاب بازتوليدي هسته روش با ديفرانسيل معادله يك حل در اول قدم .۱ .۱ .۲ ملاحظه

معادله در مي باشد. معادله عملگر

{
p(x)u

′′
(x) + q(x)u′(x) + r(x)u(x) = N(u(x)) + f(x), x ∈ [۰, ۱]

u(۰) = u(۱) = ۰,
(۲ .۲)

توجه با است. u حسب بر پيوسته خطي غير تابعي N(u) همچنين و هستند هموار كافي قدر به تابع هايي p, q, r كه
هسته فضاي در مسئله براي تقريبي جواب يك كه مي خواهيم ما و است دو مرتبه از معادله مشتق بزرگترين اينكه به
اينصورت در كه باشد W ۳

۲ [۰, ۱] فضاي در u همان يا عملگر مجهول تابع كه مي كنيم فرض بياوريم بدست بازتوليدي
داريم، همچنين است، W ۱

۲ [۰, ۱] فضاي در u′′ آن، دوم مشتق و ،W ۲
۲ [۰, ۱] است فضاي در u′ يعني آن اول مشتق

W ۳
۲ [۰, ۱] ⊂ W ۲

۲ [۰, ۱] ⊂ W ۱
۲ [۰, ۱],

L(u(x)) ≡ بنابراين و مي باشد است فضاها اين همه ي مجموع كه فضايي بزرگترين در مسئله عملگر است، بديهي پس
اين شود فراموش اينجا در نبايد كه ديگري نكته است. W ۱

۲ [۰, ۱] فضاي در p(x)u′′
(x) + q(x)u′(x) + r(x)u(x),

كه است u(۰) = u(۱) = ۰ مرزي شرايط با همراه شده فرض آن در u معادله مجهول تابع كه W ۳
۲ [۰, ۱] فضاي كه است

شوند. لحاظ بازتوليدي هسته تابع توليد در بايد
يا هستيم بازتوليدي هسته روش از خطا آناليز يك ارائه دنبال به كه زمان هايي مخصوصا مواقع بعضي در .۲ .۱ .۲ نكته
كوچكتري بازتوليدي هسته فضاهاي كه داريم نياز هستيم معادله مجهول تابع بالاتر مرتبه از مشتق هاي تقريب دنبال به
تابع براي انتخابي بازتوليدي فضاي با متناسب هم عملگر بازتوليدي فضاي بايد كه است صورت اين در كنيم اختيار را
W ۴

۲ [۰, ۱] بازتوليدي فضاهاي در ترتيب به را (۲ .۲) معادله مجهول تابع بخواهيم اگر مثال عنوان به باشد، مسئله مجهول
مي شود، زير صورت به عملگر فضاي آنگاه كنيم، فرض W ۵

۲ [۰, ۱] و

L : W ۴
۲ [۰, ۱] −→ W ۲

۲ [۰, ۱]

L : W ۵
۲ [۰, ۱] −→ W ۳

۲ [۰, ۱].
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L(u(x)) ≡ Dαu(x)−a(x)u(x− τ)− b(x)u(x) صورت به را معادله عملگر ابتدا (۱ .۲) معادله حل براي
اصلي متغير كه است زماني اول قسمت ميكنيم تقسيم قست دو به را عملگر سپس و ميگيريم نظر در x ∈ [۰, T ] بازه در
است، كرده عبور تأخير از x معادله اصلي متغير كه است زماني دوم قسمت و دارد قرار تأخير حالت در x يعني معادله

داريم يعني

L
(
u(x)

)
=

{
Dαu(x)− b(x)u(x), ۰ ≤ x ≤ τ,

Dαu(x)− a(x)u(x− τ)− b(x)u(x), x > τ,
(۳ .۲)

F(x) =

{
f(x) + a(x)ϕ(x− τ), ۰ ≤ x ≤ τ,

f(x), x > τ.
(۴ .۲)

نظر در زير صورت به (۱ .۲) معادله براي را W ۱
۲ [۰, T ] و W ۲

۲ [۰, T ] بازتوليدي فضاهاي و L(u(x)) ≡ F نتيجه در
مي گيريم

W ۲
۲ [۰, T ] =

{
u| است پيوسته مطلقا تابع u′, u′′ ∈ L۲[۰, T ], u(۰) = ۰

}
,

W ۱
۲ [۰, T ] =

{
u| است پيوسته مطلقا تابع u, u′ ∈ L۲[۰, T ]

}
,

مي كنيم، تعريف زير صورت به W ۱
۲ [۰, T ] و W ۲

۲ [۰, T ] فضاي براي را داخلي ضرب و نرم همچنين

< u۱, u۲ >W ۲
۲ [۰,T ]=

۱∑
i=۰

u
(i)
۱ (۰)u(i)۲ (۰) +

∫ T

۰
u′′۱ (x)u

′′
۲ (x)dx,

∥u∥W ۲
۲ [۰,T ] =

√
< u, u >W ۲

۲ [۰,T ], ∀u۱, u۲ ∈ W ۲
۲ [۰, T ].

< u۱, u۲ >W ۱
۲ [۰,T ]= u۱(۰)u۲(۰) +

∫ T

۰
u′۱(x)u

′
۲(x)dx,

∥u∥W ۱
۲ [۰,T ] =

√
< u, u >W ۱

۲ [۰,T ], ∀u۱, u۲ ∈ W ۱
۲ [۰, T ].

يك L كه كرد ثابت مي توان راحتي به است. L : W ۲
۲ [۰, T ] −→ W ۱

۲ [۰, T ] صورت به معادله عملگر فضاي همچنين
L∗ : W ۱

۲ [۰, T ] −→ صورت به را است L خودالحاقي عملگر L∗ كه فرض اين با ،[۱۱] است كراندار خطي عملگر
مي كنيم. تعريف W ۲

۲ [۰, T ]
xi ∈ [۰, T ] نقاط از استفاده با y كردن مشخص با و W ۱

۲ [۰, T ] فضاي بازتوليدي هسته تابع ry(x) مي دهيم قرار
مي دهيم، قرار همچنين و است W ۱

۲ [۰, T ] فضاي پايه هاي φi(x) كه φi(x) = rxi(x) داريم

ψi(x) = L∗φi(x).

ارائه W ۲
۲ [۰, T ] فضاي براي كامل پايه يك كه زير لم ،[۱۱] است كراندار خطي عملگر يك L عملگر اينكه فرض با

داد. بسط پايه ها اين از استفاده با را فضا اين اعضاي از هركدام مي توان كه داريم را مي دهد،
يك {ψi(x)}∞i=۱ آنگاه مي گيريم، نظر در [۰, T ] بازه از چگال مجموعه اي يك را {xi}∞i=۱ نقاط مجموعه .۳ .۱ .۲ لم

است. W ۲
۲ [۰, T ] بازتوليدي هسته فضاي براي كامل پايه
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،W ۲
۲ [۰, T ] فضاي بازتوليدي هسته تابع را Ry(x) مي دهيم قرار

Ry(x) =

{
R(x, y) x ≤ y,

R(y, x) x > y,

داديم. شرح را Ry(x) هسته محاسبه نحوه كامل طور به قبل فصل در

تأخيري كسري ديفرانسيل معادله جواب تقريب ۳ .۱ .۲
N(um−۱(x)) غيرخطي عملگر و باشد كراندار خطي معكوس پذير ديفرانسيلي عملگر يك L(um(x)) مي كنيم فرض
طوري به باشد آغازين تابع يك m = ۱ براي um−۱(x) كه مي كنيم فرض و m = ۱ مي دهيم قرار باشد. پيوسته نيز
محاسبه را um−۱(x) تابع m = ۲, ۳, . . . تكرار هر براي و مي كند صدق (۱ .۲) مسئله مرزي شرايط در u۰(x) كه

مي كنيم تعريف و مي كنيم انتخاب {xi}∞i=۱ مانند [۰, T ] بازه از شمارش قابل و چگال زيرمجموعه يك مي كنيم.

ξi(x) = Ry(x)
∣∣
y=xi

, i = ۱, ۲, . . .

راحتي به همچنين مي باشند. W ۱
۲ [۰, T ] فضاي بازتوليدي هسته ry(x) و W ۲

۲ [۰, T ] فضاي بازتوليدي هسته Ry(x) كه
پايه هاي φi(x) كه φi(x) = rxi(x) است. W ۲

۲ [۰, T ] فضاي براي كامل سيستم يك {ξi(x)}∞i=۱ كه مي شود ثابت
مي دهيم، قرار همچنين و است W ۱

۲ [۰, T ] فضاي

ξi(x) = L∗φi(x).

است. L خودالحاقي عملگر L∗ كه
باشد، داشته وجود L−۱ و باشد [۰, T ] بازه از شمارش قابل و چگال زيرمجموعه يك {xj}∞j=۱ كنيد فرض .۴ .۱ .۲ قضيه

است زير صورت به (۱ .۲) مسئله تحليلي جواب آنگاه

um(x) =

∞∑
i=۱

ci,mξi(x), m = ۱, ۲, . . . (۵ .۲)

N(um−۱(x)) مسئله غيرخطي جمله براي تكرارها تعداد m و شوند محاسبه بايد كه هستند مجهول ضرايب ci,m كه
است.

اثبات.

L(um(xj)) =
〈
L(um(x)), φj(x)

〉
=
〈
um(x),L∗φj(x)

〉
=
〈 ∞∑

i=۱

ci,mξi(x),L∗φj(x)
〉
=

〈
L
( ∞∑

i=۱

ci,mξi(x)
)
, ξj(x)

〉
=
〈 ∞∑

i=۱

ci,mL(ξi(x)), φj(x)
〉
=

∞∑
i=۱

ci,mL(ξi(x))|x=xj =

N(um−۱(x))|x=xj + F(xj), j = ۱, ۲, . . . m = ۱, ۲, . . .

۱۸
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در است [۰, T ] بازه در چگال نقاطي {xj}∞j=۱ كه آنجا از و L(um(xj)) = N(um−۱(x))|x=xj +F(xj) بنابراين
است، زير صورت به نقطه nتا با (۱ .۲) مسئله تقريبي جواب و L(um(x)) = N(um−۱(x)) + F(x) داريم نتيجه

un,m(x) =

n∑
i=۱

ci,mξi(x), (۶ .۲)

باشد. بزرگ كافي قدر به بايد m كه
مي رسيم، آنها به فصل اين انتهاي در كه عددي مثالهاي يا (۱ .۲) معادله كلي فرم در زمانيكه است بديهي .۵ .۱ .۲ نكته
كلي فرم اينجا در ما اما است. صفر برابر N(u(x)) مقدار آنگاه باشد نداشته وجود غيرخطي تابع همان يا غيرخطي عملگر
غيرخطي عملگر از دليل همين به و باشد، معادله عملگر در غيرخطي تابع شامل است ممكن كه گرفته ايم نظر در را معادله

كرده ايم. استفاده روش سازي پياده هم و لم ها و قضيه ها اثبات در هم
تقريبي جواب از استفاده با مي كنيم. بيان را ci,m, i = ۱, ۲, . . . m = ۱, ۲, . . . مجهول ضرايب محاسبه نحوه اكنون

مي كنيم تعريف زير صورت به را Rn(x) مانده تابع (۱ .۲) معادله در آن دادن قرار و un,m(x)

Rn(x) = L(un,m(x))−N(un,m−۱(x))− F(x), (۷ .۲)
يعني باشد، صفر برابر زير داخلي ضرب كه مي كنيم محاسبه طوري را ci,m ضرايب 〉اكنون

Rn(x), ξj(x)
〉

◦W ۳
۲
= ۰, j = ۱, ۲, . . . , n (۸ .۲)

داريم un,m(x) تقريبي جواب تعريف و مانده تابع تعريف از استفاده 〉با
Rn(x), ξj(x)

〉
=
〈
L(un,m(x))−N(un,m−۱(x))− F(x), ξj(x)

〉
=
〈
L(un,m(x)), ξj(x)

〉
−
〈
N(un,m−۱(x)) + F(x), ξj(x)

〉
=
〈
L
( n∑

i=۱

ci,mξi(x)
)
, ξj(x)

〉
−
〈
N(un,m−۱(x)) + F(x), ξj(x)

〉
=

n∑
i=۱

ci,m
〈
L(ξi(x)), ξj(x)

〉
−
〈
N(un,m−۱(x)) + F(x), ξj(x)

〉
= ۰,

كه مي رسيم زير فرم به خطي جبري معادلات دستگاه يك به داخلي ضرب در بازتوليدي خاصيت از استفاده با نهايت در
كرد. محاسبه را ci,m ضرايب مي توان آن حل با

n∑
i=۱

ci,mLξi(x)|x=xj = N(un,m−۱(x))|x=xj + F(xj), m = ۱, ۲, . . . j = ۱, ۲, . . . , n. (۹ .۲)

(۱۰ .۲)
Lξ۱(x۱) Lξ۲(x۱) Lξ۳(x۱) . . . Lξn(x۱)

Lξ۱(x۲) Lξ۲(x۲) Lξ۳(x۲) . . . Lξn(x۲)... ... ... . . . ...
Lξ۱(xn−۱) Lξ۲(xn−۱) Lξ۳(xn−۱) . . . Lξn(xn−۱)

Lξ۱(xn) Lξ۲(xn) Lξ۳(xn) . . . Lξn(xn)




c۱,m

c۲,m...
cn−۱,m

cn,m

 =


N(yn,m−۱(x۱)) + F(x۱)

N(yn,m−۱(x۲)) + F(x۲)...
N(yn,m−۱(xn−۱)) + F(xn−۱)

N(yn,m−۱(xn)) + F(xn)

 ,

۱۹
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دستگاه دهيم نشان اينكه براي است. فرد به منحصر و دارد وجود (۱۰ .۲) معادلات دستگاه جواب كه مي دهيم نشان اكنون
است مثبت معين [Lξi(xj)]j=۱,۲,...,n

i=۱,۲,...,n ماتريس دهيم نشان بايد است فرد به منحصر جواب يك داراي (۱۰ .۲) معادلات
كه دهيم نشان بايد يعني ماتريس بودن مثبت معين تعريف به توجه با كه

ATLξi(xj)A > ۰, ∀A ∈ Rn

است. فرد به منحصر جواب يك داراي (۱۰ .۲) معادلات دستگاه آنگاه باشد، داشته وجود L−۱ اگر .۶ .۱ .۲ قضيه
ATLξi(xj)A > ۰ يعني است مثبت معين [Lξi(xj)]j=۱,۲,...,n

i=۱,۲,...,n ماتريس دهيم نشان كه داريم نياز ابتدا اثبات.
بنويسيم، مي توانيم همچنين هستند صفر غير ضرايب A = [a۱, a۲, . . . , an]

T بردار كه ،∀A ∈ Rn

ATLξi(xj)A =

[
a۱ a۲ . . . an

] 
Lξ۱(x۱) Lξ۲(x۱) Lξ۳(x۱) . . . Lξn(x۱)

Lξ۱(x۲) Lξ۲(x۲) Lξ۳(x۲) . . . Lξn(x۲)... ... ... . . . ...
Lξ۱(xn) Lξ۲(xn) Lξ۳(xn) . . . Lξn(xn)



a۱

a۲...
an


=

n∑
i=۱

n∑
j=۱

Lξi(xj)ajai = L
n∑
i=۱

n∑
j=۱

ξi(xj)ajai = L
n∑
i=۱

n∑
j=۱

Rxi(xj)ajai,

هسته فضاي پايه اي مفاهيم اول-بخش (فصل Ry(x) بازتوليدي هسته بودن مثبت معين خاصيت از استفاده با همچنين
با .∑n

i=۱

∑n
j=۱Rxi(xj)ajai ≥ ۰ داريم، ((۵ .۶ .۱) بازتوليدي-خاصيت هسته پايه اي خواص بازتوليدي-زيربخش

بازتوليدي- هسته فضاي پايه اي مفاهيم اول-بخش (فصل ،Ry(x) بازتوليدي هسته براي (۴ .۶ .۱) خاصيت از استفاده
Wبه ۲ = {۰} اگر تنها و Rx(x)اگر = ۰ Rx(x)و ≥ ۰ ((۴ .۶ .۱) بازتوليدي-خاصيت هسته پايه اي خواص زيربخش
L−۱وجود كه آنجايي n∑از

i=۱

∑n
j=۱Rxi(xj)ajai = ۰ كنيم فرض اگر حال است. ثابت مقدار y ∈ [۰, T ] هر ازاي

A = [a۱, a۲, . . . , an]
T بردار كه است ماتريس بودن مثبت معين تعريف با تناقض يك اين كه A = ۰ بنابراين دارد

كنيد. مراجعه .[۵۵ ،۵۴ ،۳۸] به بيشتر جزئيات براي مي شود. كامل اثبات نتيجه در هستند، صفر غير ضرايب

همگرايي آناليز ۴ .۱ .۲
.[۵۶] مي آوريم را آنها ادامه در كه داريم لم ها و قضيه ها و تعاريف سري يك به نياز ما همگرايي قضيه اثبات براي

مي ناميم فشرده Bرا مجموعه ،H نرم دار فضاي از مجموعه زير يك Bرا مي دهيم قرار فشرده  ) (مجموعه ي .۷ .۱ .۲ تعريف
همگراست. v ∈ B از عضو يك به كه باشد {vin} همگراي زيردنباله ي يك شامل {vi} ⊂ B دنباله هر اگر

B صورت اين در باشد فشرده (B) آن بستار كه باشد مجموعه اي يك B اگر فشرده) نسبتا (مجموعه ي .۸ .۱ .۲ تعريف
مي ناميم. ۱ فشرده نسبتا مجموعه يك

v ∈ D(L) در L : H۱ −→ H۲ عملگر و نرم دار فضاي دو H۲ و H۱ مي دهيم قرار پيوسته ) ( عملگر .۹ .۱ .۲ تعريف
اگر است }پيوسته

{vn} ⊂ D(L), و vn −→ v در H۱
}

=⇒
{
L(vn) −→ L(v) در H۲

}
.

Precompact ۱

۲۰



تأخيري كسري ديفرانسيل معادله حل براي هيلبرت فضاي بازتوليدي هسته روش دومكلّيات فصل

باشد. پيوسته D(L) خود دامنه تمام در اگر مي ناميم پيوسته را L عملگر
يك L : H۱ −→ H۲ عملگر و نرم دار فضاي دو H۲ و H۱ مي دهيم قرار كراندار ) و پيوسته ( عملگر .۱۰ .۱ .۲ قضيه

باشد. كراندار H۱ در اگر تنها و اگر مي ناميم پيوسته را L آنگاه باشد خطي عملگر
كراندار و بسته ،D ⊂ R و B ⊂ C(D) كه مي گيريم درنظر را B مجموعه آرزِلا-آسكُلي ۱) ( قضيه .۱۱ .۱ .۲ قضيه

يعني، باشند هم پيوسته۲ و كراندار يكنواخت طور به B در تابع ها كه مي كنيم فرض است.
supy(x)∈B∥y(x)∥∞ <∞,

∀x̂, x̌ ∈ D ∥(x̂− x̌)∥ ≤ ϵ, =⇒ |y(x̂)− y(x̌)| ≤ dB(ϵ), ∀y(x) ∈ B

است. C(D) در فشرده نسبتا مجموعه يك B آنگاه .dB(ϵ) −→ ۰ (ϵ −→ ۰) و
فضاي در فشرده مجموعه يك B آنگاه B = {un,m(x)| ∥un,m(x)∥◦W ۲

۲ [۰,T ] ≤ ζ} كنيم فرض اگر .۱۲ .۱ .۲ لم
است. ثابت يك ζ كه است C[۰, T ]

داريم بازتوليدي هسته پايه اي خواص از استفاده با اثبات.
∥Rx(y)∥۲ = < Rx(y), Rx(y) > = Rx(x) < ζ۱,

داريم، ∀un,m(x) ∈ B كوشي-شوارتز۳ نامساوي از استفاده با است. ثابت يك ζ۱ كه
|un,m(x)| = | < un,m(y), Rx(y) > |

≤
√
< un,m(y), un,m(y) > . < Rx(y), Rx(y) >

= ∥un,m(y)∥ ∥Rx(y)∥ ≤ ζζ
۱
۲
۱ ,

δ > ۰ دارد وجود ∀un,m(x) ∈ B و ∀ϵ > ۰ همچنين .C[۰, ۱] در است كراندار يكنواخت طور به B مجموعه بنابراين
داريم، طوريكه به

|un,m(x+ h)− un,m(x)| = | < un,m(y), Rx+h(y)−Rx(y) > |

≤ ∥un,m(y)∥ ∥Rx+h(y)−Rx(y)∥

≤ ζ.
(
∥∂Rx(y)

∂x
|x=η∥.|h|

)
, η ∈ [x, x+ h].

داريم بازتوليدي هسته پايه اي خواص از و
∥∂Rx(y)

∂x
∥ ≤ ζ۲,

داريم |h| < δ وقتيكه ،δ = ϵ
ζζ۲

بگيريم درنظر اگر است. ثابت يك ζ۲ كه
|un,m(x+ h)− un,m(x)| < ϵ.

آنجا از است. فشرده نسبتا B مجموعه آرزلا-آسكلي، قضيه از استفاده با نتيجه در و است هم پيوسته un,m(x) بنابراين
است. فشرده B مجموعه ي پس مي باشد خودش B مجموعه ي بستار كه

Cauchy‐Schwartz۳ Equicontinuous۲ Arzela‐Ascoli۱

۲۱
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معادله تقريبي جواب آنگاه باشند، [۰, T ] بازه در چگال نقاطي {xi}∞i=۱ كنيد فرض همگرايي) (قضيه .۱۳ .۱ .۲ قضيه
يعني همگراست معادله دقيق جواب به (۱ .۲)

un,m(x)
n−→∞−−−−→ u(x), m = ۱, ۲, . . . .

توان مي راحتي به ۱۷ .۶ .۱ قضيه از استفاده با آنگاه un,m(x)
∥.∥W ۲

۲−−−→ u(x) كه كنيم ثابت اگر است مشخص اثبات.
داريم (۱۰ .۴) و (۵ .۳) (۲۰ .۴) رابطه هاي به باتوجه گرفت. نتيجه را يكنواخت همگرايي
L(un,m(xi)) = N(un,m−۱(x))|x=xi + F(xi),
m = ۱, ۲, . . . i = ۱, ۲, . . . , n

است بديهي و است B مجموعه به متعلق {un,m(x)}∞n=۱ دنباله و است فشرده B مجموعه ي ۱۲ .۱ .۲ لم از استفاده با
شامل {un,m(x)}∞n=۱ دنباله نرم دار فضاي در فشرده مجموعه تعريف از استفاده با همچنين و .u(x) ∈ B كه
كه مي كنيم فرض همگراست. B مجموعه از عضو يك به كه است {un,ml(x)}∞l=۱ مانند همگرا دنباله زير يك

داريم، .{un,ml(x)}n→∞
l→∞ −→ u(x)

L(un,ml(xi)) = N(un,ml−۱(x))|x=xi + F(xi),
m = ۱, ۲, . . . i = ۱, ۲, . . . , n

(۱۱ .۲)

مي كنيم فرض همچنين و مي باشد پيوسته عملگري ۱۰ .۱ .۲ قضيه بنابر پس است كراندار خطي عملگر يك L كه آنجا از
داريم، un,ml(x) −→ u(x) و ۹ .۱ .۲ تعريف از استفاده با بنابراين باشد، پيوسته نيز N غيرخطي عملگر كه

L(un,ml(x)) −→ L(u(x)),
N(un,ml−۱(x)) −→ N(u(x)).

ما اكنون .∥un,ml(x) − u(x)∥W ۲
۲
−→ ۰ (n −→ ∞) نتيجه در و Rn(x) −→ ۰ ،(۱۱ .۲) معادله در بنابراين

و ۱۷ .۶ .۱ قضيه از استفاده با مي كنيم. ثابت را un,ml(x)
n,l−→∞−−−−−→ u(x), (m = ۱, ۲, . . . ) يكنواخت همگرايي

داريم بازتوليدي هسته تابع پايه اي خواص
|un,ml(x)− u(x)| =| < un,ml(y)− u(y), Rx(y) >W ۲

۲
|

≤∥un,ml(y)− u(y)∥W ۲
۲
∥Rx(y)∥W ۲

۲

≤M∥un,ml(y)− u(y)∥W ۲
۲

.un,ml(x)
n−→∞−−−−→ u(x) بنابراين

بازتوليدي هسته بر مبتني جديد پايه يك معرفي ۵ .۱ .۲
اندكي پايه اين ساختن مي كنيم. بيان را بازتوليدي هسته تابع از استفاده مورد پايه ساختن براي جديد مدل يك اينجا در
هسته روي بر را معادله عملگر يكبار ابتدا Ry(x) هسته در y به مقداردهي قبل طوريكه به است متفاوت قبلي پايه  با

زير صورت به مي دهيم، اثر Ry(x)

ψi(x) = L∗φi(x) =
〈
L∗φi(y), Rx(y)

〉
W ۲

۲
=
〈
φi(y),LyRx(y)

〉
W ۱

۲
= LyRx(y)

∣∣
y=xi

Dα
y (Rx(y))

∣∣∣
y=xi

− b(y)Rx(y)
∣∣∣
y=xi

, ۰ ≤ x ≤ τ
(۱۲ .۲)
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(۱۳ .۲)
ψi(x) = L∗φi(x) =

〈
L∗φi(y), Rx(y)

〉
W ۲

۲
=
〈
φi(y),LyRx(y)

〉
W ۱

۲
= LyRx(y)

∣∣
y=xi

Dα
y (Rx(y))

∣∣∣
y=xi

− a(y)Rx(y − τ)
∣∣∣
y=xi

− b(y)Rx(y)
∣∣∣
y=xi

, x > τ

L و W ۲
۲ [۰, T ] فضاي بازتوليدي هسته Ry(x) و [۰, T ] بازه از شمارش قابل و چگال زيرمجموعه يك {xi}∞i=۱ كه

دارد وجود حالت اين براي عينا نيز قبل حالت در مفروضات تمام همچنين مي باشند، (۱ .۲) مسئله كراندار خطي عملگر
جديد پايه هاي از ما كه تفاوت اين با است قبل حالت همانند نيز همگرايي قضيه اثبات نحوه و ديفرانسيل معادله حل و

مي كنيم. استفاده (۱۲ .۲) و (۱۳ .۲)
اشميت۱ گرام سازي متعامد فرآيند از استفاده با بازتوليدي هسته روش معرفي ۶ .۱ .۲

فضاي از {ψi(x)}∞i=۱ يكه متعامد پايه هاي به را {ψi(x)}∞i=۱ پايه هاي اشميت گرام متعامدسازي فرايند از استفاده با
كنند، صدق زير شرط در كه طوري به مي كنيم تبديل W ۲

۲ [۰, T ] بازتوليدي

ψi(x) =

i∑
k=۱

βikψk(x)

هستند. متعامد سازي ثابت هاي βik كه
معادله تحليلي جواب آنگاه ،[۰, T ] بازه از چگال مجموعه اي يك را {xi}∞i=۱ نقاط مجموعه مي دهيم قرار .۱۴ .۱ .۲ قضيه

است. زير فرم به (۱ .۲)

u(x) =

∞∑
i=۱

i∑
k=۱

βik(F(xk) +Nu(xk))ψi(x). (۱۴ .۲)

سري روي از را تقريبي جواب آوردن بدست روش مي خواهيم اكنون كنيد. رجوع [۱۱] به فوق قضيه اثبات ملاحظه براي
دهيم. شرح (۱۴ .۲)

un(x) =

n∑
i=۱

i∑
k=۱

βikF(xk)ψi(x). (۱۵ .۲)

بازه در نقطه nتا با ديفرانسيل معادله تقريبي جواب را un(x) و است [۰, T ] بازه به متعلق {xi}ni=۱ نقاط مجموعه كه
مي ناميم. W ۲

۲ [۰, T ] فضاي بازتوليدي هسته از حاصل پايه ي nتا يا [۰, T ]

همگرايي آناليز ۷ .۱ .۲
داريم را زير نتايج صورت اين در باشند V هيلبرت فضاي از يكه متعامد سيستم {vi}∞i=۱ كنيد فرض .۱۵ .۱ .۲ قضيه

،[۵۶]
۲ بسل نامساوي .۱

∞∑
i=۱

| < v, vi > |۲ ≤ ∥v∥۲, ∀v ∈ V

Bessel’s Inequality۲ Gram‐Schmidt۱

۲۳
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همگراست. V در ∀v ∈ V ،∑∞
i=۱ < v, vi > vi سري .۲

.ai =< v, vi > آنگاه ∑∞
i=۱ aivi ∈ V اگر .۳

.∑∞
i=۱ |ai|

۲ <∞ اگر تنها و اگر است همگرا V در ∑∞
i=۱ aivi سري .۴

پايه هاي {vi}∞i=۱ صورت اين در باشند V هيلبرت فضاي از يكه متعامد سيستم {vi}∞i=۱ كنيد فرض .۱۶ .۱ .۲ قضيه
.[۵۶] هستند V هيلبرت فضاي براي يكه متعامد و كامل

معادله براي تحليلي جواب يك N(u(x)) = ۰ كه حالتي براي (۱۴ .۲) سري اگر همگرايي) (قضيه .۱۷ .۱ .۲ قضيه
و باشد W ۲

۲ [۰, T ] بازتوليدي فضاي در (۱ .۲)

u(x) =

∞∑
i=۱

〈
u(x), ψi(x)

〉
W ۲

۲
ψi(x),

ψi(x) =

i∑
k=۱

βikψk(x),

آنگاه است، W ۲
۲ [۰, T ] فضاي از يكه متعامد پايه هاي {ψi(x)}∞i=۱ كه

un(x) =

n∑
i=۱

i∑
k=۱

βikF(xk)ψi(x),

.∥∥un(x)− u(x)
∥∥
W ۲

۲
−→ ۰ (n −→ ∞) داريم و است (۱ .۲) معادله تقريبي جواب

.[۱۱] به شود رجوع اثبات.

عددي مثال هاي ۸ .۱ .۲
،[۵۸ ،۵۷] بگيريد نظر در را زير تأخيري كسري ديفرانسيل معادله .۱۸ .۱ .۲ }مثال

D۰٫۵u(x)− u(x− ۱) + u(x) = f(x), x ≥ ۰,
u(x) = x۲, x ∈ [−۱, ۰].

.f(x) = ۸x۳/۲

۳
√
π
+ ۲x− ۱ و u(x) = x۲ معادله اين دقيق جواب كه

،[۵۸ ،۵۷] بگيريد نظر در را زير تأخيري كسري ديفرانسيل معادله .۱۹ .۱ .۲ }مثال
D۰٫۳u(x)− u(x− ۱) + u(x) = f(x), x ≥ ۰,
u(x) = x۳, x ∈ [−۱, ۰].

.f(x) = ۳x۲ + ۲۰۰۰x۲۷/۱۰

۱۰۷۱Γ( ۷
۱۰)

− ۳x+ ۱ و u(x) = x۳ معادله اين دقيق جواب
نتايج و مي كنيم حل متمتيكا۱ رياضي نرم افزار استفاده را آنها و هستند تأخيري كسري ديفرانسيل معادله يك مثال دو هر
شكلهاي و ۳ .۲،۲ .۲،۱ .۲ جدول هاي در يكديگر با را همگرايي مرتبه و مطلق خطاي ماكزيمم مقادير، محاسبه ي از حاصل

مي كنيم. مقايسه ۲ .۲،۱ .۲
Mathematica ۱

۲۴
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x ∈ [۰, ۱۰۰] بازه در (۱۸ .۱ .۲) مثال براي همگرايي مرتبه و مطلق خطاي مقدار ماكسيمم :۱ .۲ جدول

Max|un(x)− u(x)|
E۵۰ E۱۰۰ Log۲

E۵۰
E۱۰۰

E۲۰۰ Log۲
E۱۰۰
E۲۰۰

E۴۰۰ Log۲
E۲۰۰
E۴۰۰

۲٫۳۰× ۱۰−۳ ۱٫۴۵× ۱۰−۴ ۳٫۹۸۷۵۱ ۸٫۷۰× ۱۰−۶ ۴٫۰۵۸۸۹ ۷٫۲۰× ۱۰−۷ ۳٫۵۹۴۹۵

Max|u′
n(x)− u′(x)|
E′

۵۰ E′
۱۰۰ Log۲

E′
۵۰

E′
۱۰۰

E′
۲۰۰ Log۲

E′
۱۰۰

E′
۲۰۰

E′
۴۰۰ Log۲

E′
۲۰۰

E′
۴۰۰

۱٫۳۰× ۱۰−۱ ۳٫۲۰× ۱۰−۲ ۲٫۰۲۲۳۷ ۷٫۸ × ۱۰−۳ ۲٫۰۳۶۵۳ ۲٫۰۰ × ۱۰−۳ ۱٫۹۶۳۴۷
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روش راست: −u۴۰۰(x)|؛ u(x)| حاضر، روش وسط: −u۱۰۰۰(x)|؛ u(x)| ،[۵۸] چپ: ) x ∈ [۰, ۱۰۰] بازه در (۱۸ .۱ .۲) مثال براي مطلق خطاي نمودار :۱ .۲ شكل
.(|u′

۴۰۰(x)− u′(x)| حاضر،

En =Maxx∈[۰,T ]|un(x)− u(x)|,

E′
n =Maxx∈[۰,T ]|u′n(x)− u′(x)|.

خطا آناليز ۹ .۱ .۲
باشد. آن دقيق جواب u(x) و W ۲[۰, T ] فضاي در (۱ .۲) معادله تقريبي جواب un(x) كنيد فرض .۲۰ .۱ .۲ قضيه
∥u′(x) − u′n(x)∥∞ = و ∥u(x) − un(x)∥∞ = maxx∈[۰,T ] |u(x) − un(x)| كه كنيد فرض همچنين
نقاط تعداد و ،h = max۱≤i≤n|xi+۱ − xi| و هستند مثبت ثابت هاي C۱, C۲ كه maxx∈[۰,T ] |u′(x) − u′n(x)|
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روش راست: u۱۰۰(x)|؛ − u(x)| حاضر، روش وسط: u۱۰۰(x)|؛ − u(x)| ،[۵۸] (چپ: x ∈ [۰, ۱۰] بازه در (۱۹ .۱ .۲) مثال براي مطلق خطاي نمودار :۲ .۲ شكل
.(|u′

۱۰۰(x)− u′(x)| حاضر،
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x ∈ [۰, ۱۰] بازه در (۱۹ .۱ .۲) مثال براي همگرايي مرتبه و مطلق خطاي مقدار ماكسيمم :۲ .۲ جدول

Max|un(x)− u(x)|
E۵۰ E۱۰۰ Log۲

E۵۰
E۱۰۰

E۲۰۰ Log۲
E۱۰۰
E۲۰۰

E۴۰۰ Log۲
E۲۰۰
E۴۰۰

۹٫۵۰× ۱۰−۴ ۵٫۸۰× ۱۰−۵ ۴٫۰۳۳۸ ۳٫۶۰ × ۱۰−۶ ۴٫۰۰۹۹۸ ۲٫۶۰ × ۱۰−۷ ۳٫۷۹۱۴۱

Max|u′
n(x)− u′(x)|
E′

۵۰ E′
۱۰۰ Log۲

E′
۵۰

E′
۱۰۰

E′
۲۰۰ Log۲

E′
۱۰۰

E′
۲۰۰

E′
۴۰۰ Log۲

E′
۲۰۰

E′
۴۰۰

۴٫۱۰× ۱۰−۱ ۱٫۰۵× ۱۰−۱ ۱٫۹۶۵۲۳ ۲٫۶ × ۱۰−۲ ۲٫۰۱۳۸۱ ۶٫۴۰× ۱۰−۳ ۲٫۰۲۲۳۷

(۱۹ .۱ .۲) و (۱۸ .۱ .۲) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماكسيمم مقايسه :۳ .۲ جدول

۱۸ .۱ .۲ مثال ۱۹ .۱ .۲ مثال

حاضر روش [۵۸] روش حاضر روش [۵۸] روش
E۴۰۰ E′

۴۰۰ E۱۰۰۰ E۱۰۰ E′
۱۰۰ E۱۰۰

۷٫۲۰× ۱۰−۷ ۱٫۹۰× ۱۰−۳ ۱٫۲۰× ۱۰−۵ ۱٫۸۰× ۱۰−۷ ۱٫۵۵× ۱۰−۳ ۷٫۰۰× ۱۰−۵
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داريم، آنگاه باشد كراندار ∥u′′′n (x)∥∞ و u′′′(x) ∈ C[۰, T ] اگر مي شود. داده نشان n با [۰, T ] بازه در هم محلي۱

∥u(x)− un(x)∥∞ ≤ C۱h
۳,

∥u′(x)− u′n(x)∥∞ ≤ C۲h
۲,

نوشت، مي توان [xi, xi+۱] ⊂ [۰, T ] هر براي [۵۹-۶۱] منابع در موجود استراتژي از بهره گيري با اثبات.

u′′(x)− u′′n(x) = u′′(x)− u′′(xi) + u′′n(xi)− u′′n(x) + u′′(xi)− u′′n(xi). (۱۶ .۲)

است زير صورت به xi نقطه در u′(x) تيلور سري بسط اول دوجمله

u′′(x) ≈ u′′(xi) + (x− xi)u
′′′(xi),

،|u′′′(x)| ≤ c۱ ،∀x ∈ [۰, T ] بطوريكه دارد وجود c۱ ثابت ،u′′′(x) ∈ C[۰, ۱] آنجاكه از

∥u′′(x)− u′′(xi)∥∞ ≤ c۱h. (۱۷ .۲)

نوشت مي توان همچنين
u′′n(xi)− u′′n(x) = −

∫ x

xi

u′′′n (s)ds,

|u′′n(xi)− u′′n(x)| ≤
∫ x

xi

|u′′′n (s)|ds,

داريم است، كراندار ∥u′′′n (x)∥∞ آنجاكه از

∥u′′n(xi)− u′′n(x)∥∞ ≤ c۲h. (۱۸ .۲)

،ε۱ > ۰, ε۲ > ۰, ε۳ > ۰ هر براي mو = ۰, ۱, ۲ كه u(m)(x) به همگراست طوريكنواخت به u(m)
n (x) كنيم فرض اگر

طوريكه، به بزرگ كافي قدر به n يك دارد وجود
|u′′(xi)− u′′n(xi)| ≤ ϵ۱,

|u′(xi)− u′n(xi)| ≤ ϵ۲,

|u(xi)− un(xi)| ≤ ϵ۳.

(۱۹ .۲)

داريم، (۱۹ .۲) و (۱۸ .۲) ،(۱۷ .۲) ،(۱۶ .۲) رابطه هاي تركيب با

∥u′′(x)− u′′n(x)∥∞ ≤ C۳h. (۲۰ .۲)

نوشت، مي توان همچنين

u′(x)− u′n(x) = u′(xi)− u′n(xi) +

∫ x

xi

(u′′(t)− u′′n(t))dt, (۲۱ .۲)
Collocation points ۱
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سوم) حالت چپ: دوم حالت وسط: اول حالت (راست: n = ۱۰۰ با (۲۲ .۱ .۲) مثال براي مطلق خطاي :۳ .۲ شكل

u(x)− un(x) = u(xi)− un(xi) +

∫ x

xi

(u′(t)− u′n(t))dt, (۲۲ .۲)

داريم، (۲۲ .۲) و (۲۱ .۲) ،(۲۰ .۲) ،(۱۹ .۲) رابطه هاي تركيب با

∥u′(x)− u′n(x)∥∞ ≤ C۲h
۲,

∥u(x)− un(x)∥∞ ≤ C۱h
۳.

.۲۱ .۱ .۲ ملاحظه
بگيريد نظر در را زير خطي تأخيري ديفرانسيل معادله .۲۲ .۱ .۲ }مثال

u′(x)− u(x− ۱) + u(x) = f(x), x ≥ ۰,
u(x) = x۲, x ∈ [−۱, ۰].

و u(x) = x۲ معادله اين دقيق جواب كه

f(x) =

{
x۲ + ۲x, ۰ ≤ x < ۱,
x۲ − (x− ۱)۲ + ۲x, ۱ ≤ x.

بگيريد نظر در را زير غيرخطي تأخيري ديفرانسيل معادله .۲۳ .۱ .۲ }مثال
u′(x)− u(x− ۱) + u۲(x) = f(x), x ≥ ۰,
u(x) = x۳, x ∈ [−۱, ۰].

و u(x) = x۳ معادله اين دقيق جواب

f(x) =

{
x۶ + ۳x۲, ۰ ≤ x < ۱,
x۶ + ۳x۲ − (x− ۱)۳, ۱ ≤ x.

بازتوليدي هسته روش از استفاده با تأخيري ديفرانسيل معادله به مربوط مثال دو حل از استفاده با ما ۲۱ .۱ .۲ ملاحظه در
بدست نتايج متعامدسازي فرآيندي با بازتوليدي هسته روش و رساله) اين بحث مورد (روش متعامدسازي فرآيند بدون
شكلهاي و ۴ .۲ جدول در باهم را كامپيوتري برنامه محاسبه زمان و خطا بينهايت نرم و خطا دو نرم محاسبه از حاصل آمده
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بازتوليدي هسته روش حالت سه هر با (۲۳ .۱ .۲) مثال و (۲۲ .۱ .۲) مثال حل از حاصل نتايج مقايسه ي :۴ .۲ جدول

مثال (۲۲ .۱ .۲) مثال (۲۳ .۱ .۲)
اول حالت دوم حالت سوم حالت اول حالت دوم حالت سوم حالت

L∞

n = ۳۲ ۱٫۱۵× ۱۰−۵ ۱٫۹۰× ۱۰−۶ ۱٫۲۰× ۱۰−۵ ۵٫۴۰× ۱۰−۵ ۵٫۴۰× ۱۰−۵ ۲٫۳۰× ۱۰−۵

n = ۶۴ ۱٫۶۰× ۱۰−۶ ۲٫۷۰× ۱۰−۷ ۱٫۶۰× ۱۰−۶ ۱٫۵۰× ۱۰−۵ ۷٫۰۰× ۱۰−۶ ۴٫۰۰× ۱۰−۶

n = ۱۲۸ ۲٫۳۰× ۱۰−۷ ۳٫۱۰× ۱۰−۸ ۲٫۳۰× ۱۰−۷ ۱٫۶۰× ۱۰−۶ ۷٫۵۰× ۱۰−۷ ۵٫۶۰× ۱۰−۷

L۲

n = ۳۲ ۸٫۰۵× ۱۰−۶ ۹٫۰۴× ۱۰−۷ ۸٫۰۵× ۱۰−۶ ۴٫۰۷× ۱۰−۵ ۳٫۸۷× ۱۰−۵ ۱٫۹۵× ۱۰−۵

n = ۶۴ ۱٫۰۵× ۱۰−۶ ۱٫۲۸× ۱۰−۷ ۱٫۰۵× ۱۰−۶ ۷٫۷۶× ۱۰−۶ ۴٫۸۳× ۱۰−۶ ۲٫۴۵× ۱۰−۶

n = ۱۲۸ ۱٫۴۸× ۱۰−۷ ۱٫۳۹× ۱۰−۸ ۱٫۴۸× ۱۰−۷ ۱٫۰۳× ۱۰−۶ ۵٫۴۵× ۱۰−۷ ۲٫۴۱× ۱۰−۷

CPU Time (sec)

n = ۳۲ ۱۱ ۶٫۵ ۱۲ ۱۷٫۵ ۱۰ ۱۵٫۵

n = ۶۴ ۴۹٫۵ ۱۴٫۵ ۲۵ ۸۴ ۲۶٫۵ ۳۹٫۵

n = ۱۲۸ ۳۱۳٫۵ ۳۹ ۶۲ ۷۹۲٫۵ ۹۰٫۵ ۲۴۲٫۵

سوم) حالت چپ: دوم حالت وسط: اول حالت (راست: n = ۱۰۰ با (۲۳ .۱ .۲) مثال براي مطلق خطاي :۴ .۲ شكل
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تأخيري كسري ديفرانسيل معادله حل براي هيلبرت فضاي بازتوليدي هسته روش دومكلّيات فصل

متعامد فرآيند با بازتوليدي هسته روش همان اول حالت از منظور كه است ذكر به لازم كنيم. مي مقايسه ۴ .۲ و ۳ .۲
(روش اشميت گرام سازي متعامد فرآيند بدون بازتوليدي هسته روش نيز دوم حالت از منظور و است اشميت گرام سازي
سازي متعامد فرآيند بدون بازتوليدي هسته روش همان باز هم سوم حالت از منظور و است رساله) اين در بحث مورد

اند. شده معرفي ۵ .۱ .۲ در كه جديدي هاي پايه با اينبار منتها باشد، مي اشميت گرام

L∞ =Max۰≤x|u(x)− un(x)|,

L۲ =

√√√√ n∑
i=۱

(un(xi)− u(xi))۲

n
.
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۳ فصل
مرتبه با تابعي مرزي مقدار مسئله حل براي بازتوليدي هسته روش

متغير كسري

۳۱



متغير كسري مرتبه با تابعي مرزي مقدار مسئله حل براي بازتوليدي هسته سومروش فصل

مقدمه ۱ .۳
،[۶۲-۶۵] دارد آنتروپي و سيالات مكانيك مهندسي، فيزيك، در مهمي نقش كسري محاسبات نظريه اخير دهه هاي در
نويز، كاهش ، سيگنال پردازش در متغير كسري مرتبه با تابعي مرزي مقدار مسئله كاربردهاي برخي به توان مي همچنين
مرزي مقدار مسئله جواب بودن فرد به منحصر و وجود .[۶۶-۷۰] كرد اشاره جغرافيايي اطلاعات پردازش و امضا تأييد
در را زير متغير كسري مرتبه با تابعي مرزي مقدار مسئله فصل اين در است. شده بررسي [۷۱] در متغير كسري تابعي

مي گيريم، }نظر
Dα(x)u(x) + g۱(x)u

′(x) + g۰(x)u(τ(x)) = f(x), x ∈ [۰, ۱],
u(۰) = A, u(۱) = B,

(۱ .۳)

فرد به منحصر جواب يك داراي مسئله كه شده داده گونه اي به f تابع و هستند هموار كافي قدر به تابع هايي g۰, g۱ كه
.τ ∈ C ۱[۰, ۱] و هستند ثابت A,B و ۱ < α(x) ≤ ۲ كه است متغير مرتبه از كاپوتو كسري مشتق Dα(x) و باشد
عنوان از است تابع يك ثابت مقدار يك جاي به كسري مشتق مرتبه مسئله اين در چون كه است ذكر قابل همچنين
جاي به مسئله مجهول تابع آرگومان مي كنيد ملاحظه كه همينطور و است شده استفاده آن نامگذاري براي متغير كسري

است. τ تابع مسئله، اصلي متغير
تابعي مرزي مقدار مسئله است. شده بررسي [۷۲-۷۴] منابع در (۱ .۳) معادله حل براي مختلفي محاسباتي روش هاي
ما حقيقت در شده است. حل [۷۵] در بازتوليدي هسته روش از استفاده با وو۱ و لي توسط (۱ .۳) متغير كسري مرتبه با
روشي روي بر هم معتبر خطاي تحليل يك و ببخشيم بهبود را موجود دقت هاي و تقريب ها بتوانيم كه هستيم اين دنبال به
اشاره قبل فصل در مي كنيم. استفاده سازي متعامد فرآيند بدون بازتوليدي، هسته روش از ما بياوريم. مي كنيم ارائه كه
صحيحي توسط روش اين از استفاده با پژوهشي كارهاي اما شد، مطرح ونگ يولان توسط بار اولين روش اين كه كرديم
همچنين .[۷۶-۸۰] به كنيد مراجعه بيشتر بررسي براي كه است شده انجام منفرد اغتشاشي مسائل روي بر عباس بندي و
شده استفاده ۲ آتنگانا-بلانو كسري براتو مدل و دو مرتبه مرزي مقدار ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي روش اين

.[۸۲ ،۸۱] است
بايد منظور اين براي هستيم. روشها ساير با مقايسه در (۱ .۳) معادله تقريبي جواب بهبود دنبال به ما كلي طور به
نقاط انتخاب دوم و نظر مورد بازتوليدي هسته فضاي در مناسب داخلي ضرب انتخاب يكي كنيم، توجه مهم عامل دو به
تقريبي جواب يك آوردن دست به براي عوامل اين درست انتخاب .(۱ .۳) معادله تعريف بازه سرتاسر در چگال هم محلي
مورد دقت با را (۱ .۳) معادله نتوانيم است ممكن نشوند، گرفته نظر در درست عوامل اين اگر است. مهم بسيار بالا دقت با
اين در را (۱ .۳) معادله و مي گيريم نظر در را W ۳[۰, ۱] بازتوليدي فضاي ما عوامل، اين توضيح از قبل كنيم. حل نظر
به اينجا در كه دارد وجود [۸۳ ،۷۵] در پيشنهادي روش و رساله اين در حاضر روش بين هايي تفاوت كنيم. مي حل فضا
از و است شده استفاده (۱ .۳) معادله حل براي W ۴[۰, ۱] بازتوليدي هسته فضاي از ،[۷۵] در داد. خواهيم توضيح وضوح
فضاي در تقريبي جواب هاي دقت كه دانيم مي است، W ۳[۰, ۱] بازتوليدي هسته فضاي زيرفضاي W ۴[۰, ۱] كه آنجايي
فضاي در بايد تقريبي جواب كه است اين مهم نكته است. W ۳[۰, ۱] بازتوليدي فضاي از بهتر بسيار W ۴[۰, ۱] بازتوليدي
جوابهاي يافتن در ما كار اهميت بنابراين، هستيم. بزرگتر فضاي در تقريبي جواب دنبال به ما و شوند محاسبه بزرگتر
ما اما است، شده گرفته نظر در W ۳[۰, ۱] بازتوليدي هسته فضاي [۸۳] در اين، بر علاوه است. بزرگتر فضاي در تقريبي
هستند [۸۳] در موجود جواب هاي از بهتر حاضر روش با به دست آمده تقريبي جواب هاي كه مي دهيم نشان ۲ .۳ جدول در
شود مي مطرح سوال اين حال هستند. W ۳[۰, ۱] بازتوليد هسته فضاي در تقريبي جواب دو هر كه است حالي در اين و

Atangana–Baleanu Fractional Bratu Model۲ X.Y. Li and B.Y. Wu۱
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متغير كسري مرتبه با تابعي مرزي مقدار مسئله حل براي بازتوليدي هسته سومروش فصل

روش تقريبي جوابهاي ما، روش و [۸۳] روش دو هر در W ۳[۰, ۱] بازتوليدي هسته فضاي بودن يكي به توجه با چرا كه
هستند؟ تر دقيق حاضر

از حاصل تقريبي جوابهاي بهبود در مهمي نقش كه كنيم توجه اساسي نكته دو به بايد سوال، اين به پاسخ براي
و است شده معرفي [۱۱] در استاندارد داخلي ضرب كه دانيم مي دارد. (۱ .۳) معادله در بازتوليدي هسته روش پياده سازي
مهم بسيار (۱ .۳) معادله حل براي داخلي ضرب انتخاب شد اشاره هم بالا در همانطوركه است. شده استفاده [۸۳ ،۷۵] در
بنابراين، آوريم. بدست معادله جواب از مناسبي تقريب توانيم نمي كنيم، استفاده استاندارد داخلي ضرب از اگر زيرا است،
تاكنون پس است. متفاوت [۸۳ ،۷۵] در استاندارد فرم با كه كنيم مي استفاده [۸۴] در شده معرفي داخلي ضرب از ما
مهم بسيار كه بعدي نكته است. متفاوت [۸۳،۷۵] با آن داخلي ضرب Wو ۳[۰, ۱] بازتوليدي هسته فضاي كه شديم متوجه
استراتژي مهمترين Wاست. ۳[۰, ۱] بازتوليدي هسته فضاي براي پايه تشكيل براي [۰, ۱] بازه در نقاط انتخاب نحوه است،
براي پايه ها ساختن با مستقيم ارتباط نقاط انتخاب كه چرا است. [۰, ۱] براي هم محلي نقاط انتخاب (۱ .۳) معادله حل براي
مي توان شوند، توليد دقيقتري ديگر عبارت به يا بهتري پايه ها هرچه مي دانيم و دارد W ۳[۰, ۱] بازتوليدي هسته فضاي
نزديكي در بالا چگالي با نمايي ويژگي داراي هم محلي نقاط اگر آورد. بدست نظر مورد معادله جواب از بهتري تقريب
مناسب تقريب يك و كرد Wايجاد ۳[۰, ۱] بازتوليدي هسته فضاي براي مناسبي پايه هاي مي توان باشند، [۰, ۱] بازه مرزهاي
[۰, ۱] بازه مرزهاي نزديكي در نقاط اين نمايي و بالا چگالي ويژگي از استفاده با ما آورد. دست (۱ .۳) معادله جواب از
توانستيم ما كه كرد اشاره اختصار به توان مي شده، داده توضيحات به توجه با يافته ايم. دست بالايي تقريبي دقتهاي به

بخشيم. بهبود [۸۳ ،۷۵] با مقايسه در را (۱ .۳) معادله تقريبي جوابهاي

متغير كسري تابعي مرزي مقدار مسئله براي مربوطه پايه هاي و بازتوليدي هسته فضاي معرفي ۱ .۱ .۳
تعريف زير صورت به Dα(x)u(x) كاپوتو كسري مشتق داريم، را u(x) پيوسته تابع كنيم فرض .۱ .۱ .۳ تعريف

،[۲۲-۲۵] مي شود

Dα(x)u(x) =
۱

Γ(m− α(x))

∫ x

۰

u(m)(s)

(x− s)α(x)+۱−m
ds, m− ۱ ≤ α(x) < m,

متغير مرتبه از كاپوتو كسري مشتق Dα(x) مي گيريم. نظر در را (۱ .۳) متغير كسري تابعي مرزي مقدار مسئله
فضاي ما بنابراين است ۲ كسري مشتق مرتبه بزرگترين بالاي كران اينجا در چونكه و ۱ < α(x) ≤ ۲ كه است
كسري مشتق مرتبه بزرگترين بالاي كران اگر مثال براي ميگيريم. نظر در W ۳

۲ [۰, ۱] را مسئله اين حل براي بازتوليدي
نحوه كه حال آخر. تا ترتيب همين به و ميگرفتيم، نظر در W ۴

۲ [۰, ۱] را (۱ .۳) مسئله حل براي بازتوليدي فضاي بود، ۳
L(u(x)) = صورت به را (۱ .۳) معادله عملگر ابتدا شديم، متوجه را (۱ .۳) معادله براي بازتوليدي فضاي انتخاب
و W ۳

۲ [۰, ۱] بازتوليدي فضاي و ميگيريم نظر در x ∈ [۰, ۱] بازه در Dα(x)u(x) + g۱(x)u
′(x) + g۰(x)u(τ(x))

مي كنيم تعريف زير صورت به (۱ .۳) معادله براي را W ۱
۲ [۰, ۱]

W ۳
۲ [۰, ۱] =

{
u| است پيوسته مطلقا تابع u′′, u′′′ ∈ L۲[۰, ۱], u(۰) = u(۱) = ۰

}
,

W ۱
۲ [۰, ۱] =

{
u| است پيوسته مطلقا تابع u, u′ ∈ L۲[۰, ۱]

}
,

مي كنيم، تعريف زير صورت به W ۱
۲ [۰, T ] و W ۳

۲ [۰, ۱] فضاي براي را داخلي ضرب و نرم همچنين
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متغير كسري مرتبه با تابعي مرزي مقدار مسئله حل براي بازتوليدي هسته سومروش فصل

< u۱(.), u۲(.) >W ۳= u۱(۰)u۲(۰) + u۱
′(۰)u۲

′(۰) + u۱(۱)u۲(۱) +
∫ ۱

۰
u۱

′′′(x)u۲
′′′(x)dx,

∥u∥W ۳
۲ [۰,۱] =

√
< u(.), u(.) >W ۳

۲ [۰,۱], ∀u۱, u۲ ∈ W ۳
۲ [۰, ۱].

< u۱(.), u۲(.) >W ۱
۲ [۰,T ]= u۱(۰)u۲(۰) +

∫ ۱

۰
u′۱(x)u

′
۲(x)dx,

∥u∥W ۱
۲ [۰,۱] =

√
< u(.), u(.) >W ۱

۲ [۰,۱], ∀u۱, u۲ ∈ W ۱
۲ [۰, ۱].

يك L كه كرد ثابت مي توان راحتي به است. L : W ۳
۲ [۰, ۱] −→ W ۱

۲ [۰, ۱] صورت به معادله عملگر فضاي همچنين
L∗ : W ۱

۲ [۰, ۱] −→ صورت به را است L خودالحاقي عملگر L∗ كه فرض اين با ،[۱۱] است كراندار خطي عملگر
مي كنيم. تعريف W ۳

۲ [۰, ۱]
داريم xi ∈ [۰, ۱] نقاط از استفاده با y كردن مشخص با Wو ۱

۲ [۰, ۱] فضاي بازتوليدي هسته تابع ry(x) مي دهيم قرار
مي دهيم، قرار همچنين و است W ۱

۲ [۰, ۱] فضاي پايه هاي φi(x) كه φi(x) = rxi(x)

ψi(x) = L∗φi(x).

ارائه W ۳
۲ [۰, ۱] فضاي براي كامل پايه يك كه زير لم ،[۱۱] است كراندار خطي عملگر يك L عملگر اينكه فرض با

داد. بسط پايه ها اين از استفاده با را فضا اين اعضاي از هركدام مي توان كه داريم را مي دهد،
پايه يك {ψi(x)}∞i=۱ آنگاه مي گيريم، نظر در [۰, ۱] بازه از چگال مجموعه اي يك را {xi}∞i=۱ نقاط مجموعه .۲ .۱ .۳ لم

است. W ۳
۲ [۰, ۱] بازتوليدي هسته فضاي براي كامل

،W ۳
۲ [۰, ۱] فضاي بازتوليدي هسته تابع را Ry(x) مي دهيم قرار

Ry(x) =


− ۱

۱۲۰x
۵y۲ + x۴y۲

۲۴ + x۲y۴

۲۴ + ۴۱x۲y۲

۲۰ − x۲y۳

۱۲ − x۲y۵

۱۲۰ −
x۴y
۲۴ − x۲y + x۵

۱۲۰ − xy۲ + xy, x ≤ y,

− ۱
۱۲۰x

۵y۲ + x۴y۲

۲۴ − x۳y۲

۱۲ + x۲y۴

۲۴ + ۴۱x۲y۲

۲۰ − x۲y۵

۱۲۰ −

x۲y − xy۲ − xy۴

۲۴ + xy + y۵

۱۲۰ , y < x.

،ψi(x) پايه هاي ساختن براي مي كنيم. بيان را بازتوليدي هسته تابع از استفاده با ψi(x) پايه هاي توليد نحوه اينجا در
صورت به مي دهيم، Ry(x)اثر هسته روي بر را معادله عملگر يكبار Ry(x)ابتدا هسته در y به {xi}∞i=۱ مقداردهي قبل

زير
(۲ .۳)

ψi(x) = L∗φi(x) =
〈
L∗φi(y), Rx(y)

〉
W ۳

۲
=
〈
φi(y), LyRx(y)

〉
W ۱

۲
= LyRx(y)

∣∣
y=xi

Dα
y (Rx(y))

∣∣∣
y=xi

+ g۱(y)
∂Rx(y)

∂y

∣∣∣
y=xi

+ g۰(y)Rx(τ(y))
∣∣∣
y=xi

, ۰ ≤ x ≤ ۱

است. (۱ .۳) مسئله كراندار خطي عملگر L و [۰, ۱] بازه از شمارش قابل و چگال زيرمجموعه يك {xi}∞i=۱ كه

۳۴
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متغير كسري مرتبه با تابعي مرزي مقدار مسئله جواب تقريب ۲ .۱ .۳
حالت در كنيد فرض همچنين و باشد كراندار خطي معكوس پذير ديفرانسيلي عملگر يك L(u(x)) مي كنيم فرض
كه مي كنيم فرض و ميدهيم، نشان N(u(x)) غيرخطي عملگر با كه باشد غيرخطي جمله هاي داراي (۱ .۳) معادله كلي
و مي كنيم انتخاب {xi}∞i=۱ مانند [۰, ۱] بازه از شمارش قابل و چگال زيرمجموعه يك باشد. پيوسته نيز N(u(x))

مي كنيم تعريف

ξi(x) = Ry(x)
∣∣
y=xi

, i = ۱, ۲, . . .

راحتي به همچنين مي باشند. W ۱
۲ [۰, ۱] فضاي بازتوليدي هسته ry(x) و W ۳

۲ [۰, ۱] فضاي بازتوليدي هسته Ry(x) كه
پايه هاي φi(x) كه φi(x) = rxi(x) است. W ۳

۲ [۰, ۱] فضاي براي كامل سيستم يك {ξi(x)}∞i=۱ كه مي شود ثابت
مي دهيم، قرار همچنين و است W ۱

۲ [۰, ۱] فضاي

ξi(x) = L∗φi(x).

است. L خودالحاقي عملگر L∗ كه
باشد، داشته وجود L−۱ و باشد [۰, T ] بازه از شمارش قابل و چگال زيرمجموعه يك {xj}∞j=۱ كنيد فرض .۳ .۱ .۳ قضيه

است زير صورت به (۱ .۳) مسئله تحليلي جواب آنگاه

um(x) =

∞∑
i=۱

ci,mξi(x), m = ۱, ۲, . . . (۳ .۳)

است. N(u(x)) مسئله غيرخطي جمله براي تكرارها تعداد m و شوند محاسبه بايد كه هستند مجهول ضرايب ci,m كه
اثبات.

(um(xj)) =
〈
L(um(x)), φj(x)

〉
=
〈
um(x), L∗φj(x)

〉
=
〈 ∞∑

i=۱

ci,mξi(x), L
∗φj(x)

〉
=

〈
L
( ∞∑

i=۱

ci,mξi(x)
)
, ξj(x)

〉
=
〈 ∞∑

i=۱

ci,mL(ξi(x)), φj(x)
〉
=

∞∑
i=۱

ci,mL(ξi(x))|x=xj =

N(um−۱(x))|x=xj + f(xj), j = ۱, ۲, . . . m = ۱, ۲, . . .

در است [۰, ۱] بازه در چگال نقاطي {xj}∞j=۱ كه آنجا از و L(um(xj)) = N(um−۱(x))|x=xj + f(xj) بنابراين
است، زير صورت به نقطه nتا با (۱ .۳) مسئله تقريبي جواب و L(um(x)) = N(um−۱(x)) + f(x) داريم نتيجه

un,m(x) =

n∑
i=۱

ci,mξi(x), (۴ .۳)

باشد. بزرگ كافي قدر به بايد m كه
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تقريبي جواب از استفاده با مي كنيم. بيان را ci,m, i = ۱, ۲, . . . m = ۱, ۲, . . . مجهول ضرايب محاسبه نحوه اكنون
مي كنيم تعريف زير صورت به را Rn(x) مانده تابع (۱ .۳) معادله در آن دادن قرار و un,m(x)

Rn(x) = L(un,m(x))−N(un,m−۱(x))− f(x), (۵ .۳)
يعني باشد، صفر برابر زير داخلي ضرب كه مي كنيم محاسبه طوري را ci,m ضرايب 〉اكنون

Rn(x), ξj(x)
〉
W ۳

۲
= ۰, j = ۱, ۲, . . . , n (۶ .۳)

داريم un,m(x) تقريبي جواب تعريف و مانده تابع تعريف از استفاده 〉با
Rn(x), ξj(x)

〉
=
〈
L(un,m(x))−N(un,m−۱(x))− f(x), ξj(x)

〉
=
〈
L(un,m(x)), ξj(x)

〉
−
〈
N(un,m−۱(x)) + f(x), ξj(x)

〉
=
〈
L
( n∑

i=۱

ci,mξi(x)
)
, ξj(x)

〉
−
〈
N(un,m−۱(x)) + f(x), ξj(x)

〉
=

n∑
i=۱

ci,m
〈
L(ξi(x)), ξj(x)

〉
−
〈
N(un,m−۱(x)) + f(x), ξj(x)

〉
= ۰,

با كه مي رسيم زير فرم به خطي جبري معادلات دستگاه يك به داخلي ضرب در بازتوليدي خاصيت از استفاده با نهايت در
يك m = ۱ براي um−۱(x) كه مي كنيم فرض و m = ۱ مي دهيم قرار كرد. محاسبه را ci,m ضرايب مي توان آن حل
تابع m = ۲, ۳, . . . تكرار هر براي و مي كند صدق (۱ .۳) مسئله مرزي شرايط در u۰(x) كه طوري به باشد اوليه تابع

مي كنيم. محاسبه را um−۱(x)

n∑
i=۱

ci,mLξi(x)|x=xj = N(un,m−۱(x))|x=xj + f(xj), m = ۱, ۲, . . . j = ۱, ۲, . . . , n. (۷ .۳)

(۸ .۳)
Lξ۱(x۱) Lξ۲(x۱) Lξ۳(x۱) . . . Lξn(x۱)

Lξ۱(x۲) Lξ۲(x۲) Lξ۳(x۲) . . . Lξn(x۲)... ... ... . . . ...
Lξ۱(xn−۱) Lξ۲(xn−۱) Lξ۳(xn−۱) . . . Lξn(xn−۱)

Lξ۱(xn) Lξ۲(xn) Lξ۳(xn) . . . Lξn(xn)




c۱,m

c۲,m...
cn−۱,m

cn,m

 =


N(yn,m−۱(x۱)) + f(x۱)

N(yn,m−۱(x۲)) + f(x۲)...
N(yn,m−۱(xn−۱)) + f(xn−۱)

N(yn,m−۱(xn)) + f(xn)

 ,

دستگاه دهيم نشان اينكه براي است. فرد به منحصر و دارد وجود (۸ .۳) معادلات دستگاه جواب كه مي دهيم نشان اكنون
است مثبت معين [Lξi(xj)]j=۱,۲,...,n

i=۱,۲,...,n ماتريس دهيم نشان بايد است فرد به منحصر جواب يك داراي (۸ .۳) معادلات
كه دهيم نشان بايد يعني ماتريس بودن مثبت معين تعريف به توجه با كه

ATLξi(xj)A > ۰, ∀A ∈ Rn

است. فرد به منحصر جواب يك داراي (۸ .۳) معادلات دستگاه آنگاه باشد، داشته وجود L−۱ اگر .۴ .۱ .۳ قضيه
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همگرايي آناليز ۳ .۱ .۳
باشد. مي دوم فصل همانند آن اثبات نحوه و همگرايي قضيه

معادله تقريبي جواب آنگاه باشند، [۰, T ] بازه در چگال نقاطي {xi}∞i=۱ كنيد فرض همگرايي) (قضيه .۵ .۱ .۳ قضيه
يعني همگراست معادله دقيق جواب به (۱ .۳)

un,m(x)
n−→∞−−−−→ u(x), m = ۱, ۲, . . . .

m = و k = ۰, ۱, ۲ كه u(k)(x) به است همگرا يكنواخت طور به u(k)n,m(x) تقريبي جواب [۱۱] .۶ .۱ .۳ نتيجه
.۲, ۳, . . .

عددي مثال هاي ۴ .۱ .۳
،[۸۳ ،۷۵] بگيريد نظر در را زير متغير كسري تابعي مرزي مقدار مسئله .۷ .۱ .۳ }مثال

Dα(x)u(x) + cos(x)u′(x) + ۴u(x) + ۵u(x۲) = f(x), x ∈ [۰, ۱],
u(۰) = ۰, u(۱) = ۱,

f(x) = f(x) = − ۲x۲−α(x)

(α(x)−۲)Γ(۲−α(x))
+۵x۴+ و α(x) = ۵+sin(x)

۴ و u(x) = x۲ معادله اين دقيق جواب كه
.۴x۲ + ۲x cos(x)

،[۷۵] بگيريد نظر در را زير متغير كسري مرتبه با تابعي مرزي مقدار مسئله .۸ .۱ .۳ }مثال
Dα(x)u(x) + etu′(x) + ۲u(x) + ۸u(ex−۱) = f(x), x ∈ [۰, ۱],
u(۰) = ۴, u(۱) = ۹,

f(x) = − ۲x۲−α(x)

(α(x)−۲)Γ(۲−α(x))
+ و α(x) =

۶+cos(x)
۴ و u(x) = x۲ + ۴x + ۴ معادله اين دقيق جواب

.۲ (x۲ + ۴x+ ۴) + ۸
(
۴ex−۱ + e۲x−۲ + ۴

)
+ ex(۲x+ ۴)

،[۷۵] بگيريد نظر در را زير متغير كسري تابعي مرزي مقدار مسئله .۹ .۱ .۳ }مثال
Dα(x)u(x) + sin(x)u′(x) + sin(u۲(x)) + ۴u(ex) = f(x), x ∈ [۰, ۱],
u(۰) = ۰, u(۱) = ۰,

f(x) = − ۲x۲−α(x)

(α(x)−۲)Γ(۲−α(x))
+ و α(x) =

۱+sin(۲x)
۳ و u(x) = x(x − ۱) معادله اين دقيق جواب

.x sin ((x− ۱)۲x۲) + ۴ex (ex − ۱) + (۲x− ۱) sin(x)

خطاي ماكزيمم مقادير، محاسبه ي از حاصل نتايج و مي كنيم حل متمتيكا رياضي نرم افزار از استفاده با را مثال سه هر
۶ .۳، و ۵ .۳،۴ .۳،۳ .۳،۲ .۳،۱ .۳ شكلهاي و ۵ .۳ و ۴ .۳ ،۳ .۳،۲ .۳،۱ .۳ جدول هاي در يكديگر با را همگرايي مرتبه و مطلق

مي كنيم. مقايسه

۳۷



متغير كسري مرتبه با تابعي مرزي مقدار مسئله حل براي بازتوليدي هسته سومروش فصل

x ∈ [۰, ۱] بازه در (۷ .۱ .۳) مثال براي همگرايي مرتبه و مطلق خطاي مقدار ماكسيمم :۱ .۳ جدول

En = Max|un(x)− u(x)|
E۱۰ E۲۰ Log۲

E۱۰
E۲۰

E۴۰ Log۲
E۲۰
E۴۰

E۸۰ Log۲
E۴۰
E۸۰

۴٫۸۰× ۱۰−۱۱ ۲٫۶۰× ۱۰−۱۲ ۴٫۲۰۶۴۵ ۲٫۰۰ × ۱۰−۱۳ ۳٫۷۰۰۴۴ ۱٫۲۰ × ۱۰−۱۴ ۴٫۰۵۸۸۹

E′
n = Max|u′

n(x)− u′(x)|
E′

۱۰ E′
۲۰ Log۲

E′
۱۰

E′
۲۰

E′
۴۰ Log۲

E′
۲۰

E′
۴۰

E′
۸۰ Log۲

E′
۴۰

E′
۸۰

۴٫۶۰× ۱۰−۱۰ ۳٫۸۰× ۱۰−۱۱ ۳٫۵۹۷۵۶ ۹٫۴× ۱۰−۱۲ ۲٫۰۱۵۲۷ ۱٫۲۰ × ۱۰−۱۲ ۲٫۹۶۹۶۳

x ∈ [۰, ۱] در (۷ .۱ .۳) مثال براي تقريبي جواب مشتق و تقريبي جواب مطلق خطاي مقدار ماكسيمم مقايسه :۲ .۳ جدول

حاضر روش [۷۵] روش [۸۳] روش

E۱۰ E۲۰ E۴۰ E۱۰ E۲۰ E۴۰ E۱۰ E۲۰

۴٫۸۰× ۱۰−۱۱ ۲٫۶۰× ۱۰−۱۲ ۲٫۰۰× ۱۰−۱۳ ۳٫۱۳× ۱۰−۶ ۴٫۵۳× ۱۰−۷ ۵٫۳۰× ۱۰−۸ ۲٫۶۶× ۱۰−۷ ۲٫۴۵× ۱۰−۸

E′
۱۰ E′

۲۰ E′
۴۰ E′

۱۰ E′
۲۰ E′

۴۰ E′
۱۰ E′

۲۰

۴٫۶۰× ۱۰−۱۰ ۳٫۸۰× ۱۰−۱۱ ۹٫۴× ۱۰−۱۲ − − − ۱٫۱۵× ۱۰−۶ ۱٫۰۱× ۱۰−۸

En =Maxx∈[۰,T ]|un,m(x)− u(x)|,

E′
n =Maxx∈[۰,T ]|u′n,m(x)− u′(x)|,

Ren = |
un,m(t)− u(t)

u(t)
|,

Re′n = |
u′n,m(t)− u′(t)

u′(t)
|,

خطا آناليز ۲ .۳
مي آوريم. است، شده كاربرده به (۱ .۳) مسئله روي بر كه بازتوليدي هسته روش براي خطا كران يك ادامه در

u(k)(x) Wو ۳[۰, فضاي[۱ در بازتوليدي هسته روش از آمده بدست تقريبي جواب u(k)n,m(x) مي دهيم قرار .۱ .۲ .۳ قضيه
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0

1.× 10-10

2.× 10-10

3.× 10-10

4.× 10-10

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0

1.× 10-11

2.× 10-11

3.× 10-11

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0

2.× 10-12
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6.× 10-12
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.(|u′
۴۰(x)− u′(x)| راست: ′u|؛

۲۰(x)− u′(x)| وسظ: ′u|؛
۱۰(x)− u′(x)| (چپ: x ∈ [۰, ۱] بازه در (۷ .۱ .۳) مثال براي مطلق خطاي نمودار :۲ .۳ شكل

x ∈ [۰, ۱] بازه در (۸ .۱ .۳) مثال براي همگرايي مرتبه و مطلق خطاي مقدار ماكسيمم :۳ .۳ جدول

En = Max|un(x)− u(x)|
E۱۰ E۲۰ Log۲

E۱۰
E۲۰

E۴۰ Log۲
E۲۰
E۴۰

E۸۰ Log۲
E۴۰
E۸۰

۳٫۱۰× ۱۰−۱۱ ۷٫۵۰× ۱۰−۱۲ ۲٫۰۴۷۳۱ ۱٫۳۵ × ۱۰−۱۲ ۲٫۴۷۳۹۳ ۲٫۳۰ × ۱۰−۱۳ ۲٫۵۵۳۲۵

E′
n = Max|u′

n(x)− u′(x)|
E′

۱۰ E′
۲۰ Log۲

E′
۱۰

E′
۲۰

E′
۴۰ Log۲

E′
۲۰

E′
۴۰

E′
۸۰ Log۲

E′
۴۰

E′
۸۰

۴٫۸۰× ۱۰−۱۰ ۷٫۵۰× ۱۰−۱۱ ۲٫۶۷۸۰۷ ۱٫۴۰× ۱۰−۱۱ ۲٫۴۲۱۴۶ ۲٫۵۰ × ۱۰−۱۲ ۲٫۴۸۵۴۳

در (۸ .۱ .۳) مثال براي تقريبي جواب مشتق و تقريبي جواب براي Re′n = |u
′
n(x)−u′(x)

u′(x) | و Ren = |un(x)−u(x)
u(x)

| نسبي خطاي مقايسه :۴ .۳ جدول
x ∈ [۰, ۱]

حاضر روش [۷۵] روش

Re۱۰ Re۲۰ Re۴۰ Re۱۰ Re۲۰ Re۴۰

۵٫۲۰× ۱۰−۱۲ ۱٫۴۰× ۱۰−۱۲ ۲٫۵۰× ۱۰−۱۳ ۳٫۴۰× ۱۰−۷ − ۲٫۹۰× ۱۰−۸

Re′۱۰ Re′۲۰ Re′۴۰ Re′۱۰ Re′۲۰ Re′۴۰

۱٫۲۰× ۱۰−۱۰ ۱٫۸۰× ۱۰−۱۱ ۳٫۵۰× ۱۰−۱۲ ۳٫۰۰× ۱۰−۶ − ۲٫۶۰× ۱۰−۷
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x ∈ [۰, ۱] بازه در (۹ .۱ .۳) مثال براي همگرايي مرتبه و مطلق خطاي مقدار ماكسيمم :۵ .۳ جدول

En = Max|un(x)− u(x)|
E۱۰ E۲۰ Log۲

E۱۰
E۲۰

E۴۰ Log۲
E۲۰
E۴۰
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E′
n = Max|u′

n(x)− u′(x)|
E′

۱۰ E′
۲۰ Log۲

E′
۱۰

E′
۲۰

E′
۴۰ Log۲

E′
۲۰

E′
۴۰

E′
۸۰ Log۲

E′
۴۰

E′
۸۰

۳٫۴۰× ۱۰−۱۰ ۴٫۶۰× ۱۰−۱۱ ۲٫۸۸۵۸۳ ۵٫۸۰ × ۱۰−۱۲ ۲٫۹۸۷۵۱ ۷٫۹۰× ۱۰−۱۳ ۲٫۸۷۶۱۳
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.(|u′
۴۰(x)− u′(x)| راست: ′u|؛

۲۰(x)− u′(x)| وسظ: ′u|؛
۱۰(x)− u′(x)| (چپ: x ∈ [۰, ۱] بازه در (۹ .۱ .۳) مثال براي مطلق خطاي نمودار :۶ .۳ شكل

آنگاه k = ۰, ۱ كه باشد (۱ .۳) مسئله دقيق جواب
∥un,m(x)− u(x)∥∞ = maxx∈[۰,۱]|un,m(x)− u(x)| ≤ θ h۲,

∥u′n,m(x)− u′(x)∥∞ = maxx∈[۰,۱]|u′n,m(x)− u′(x)| ≤ Θh۲,

شده گرفته نظر در نقاط تعداد n و هستند مثبت هاي ثابت c۱, c۲ و i = ۱, ۲, . . . , n ، h = max|xi+۱ − xi| كه
.f(x) ∈ C۳[۰, ۱] مي كنيم فرض و است N(u(x)) جمله براي غيرخطي تكرارهاي تعداد m و [۰, ۱] بازه براي

داريم، است [۰, ۱] بازه در محلي هم نقاط {xi}i=۱,...,n و است (۱ .۳) مسئله تقريبي جواب un,m كه آنجا از اثبات.

L(un,m(xi)) = N(un,m−۱(xi)) + f(xi),

m = ۲, ۳, . . . i = ۱, ۲, . . . , n.

Rn(xi) = كه است بديهي Rn(x) ∈ C۳[۰, ۱] و Rn(x) = L(un,m(x)) − N(u(x)) + f(x) كنيد فرض
[xi, xi+۱] بازه در Rn(x) براي ۱ رول قضيه بردن بكار با .۰, i = ۱, ۲, . . . , n

R′
n(yi) = ۰, yi ∈ (xi, xi+۱), i = ۱, ۲, . . . , n− ۱,

ℓ(x) مي كنيم فرض .hy = Max۱≤i≤n−۲|yi − yi+۱| و hx = Max۱≤i≤n−۱|xi − xi+۱| مي دهيم قرار
استفاده با و ℓ(x) = ۰ كه است واضح مي كند. درونيابي yi+۱ و yi در R′

n(x) تابع كه است يك درجه از چندجمله اي
∀x ∈ [yi, yi+۱] داريم درونياب چندجمله اي خطاي از

R′
n(x) = R′

n(x)− ℓ(x) =
R(۳)

n (ηi)

۲!
(x− yi)(x− yi+۱), ηi ∈ [yi, yi+۱], i = ۱, ۲, . . . , n− ۲

|R′
n(x)| ≤

|R(۳)
n (x)(ηi)|

۲!
h۲
i = cih

۲
i,

ci =
|R(۳)

n (ηi)|
۲!

, h۲
i =Max{hy}.

داريم بنابراين h = max {hi} و c = max {ci} مي دهيم قرار
∥R′

n(x)∥∞ = maxx∈[۰,۱]|R′
n(x)| ≤ c h۲, (۹ .۳)

Roll’s Theorem۱
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داريم [xi, xi+۱], i = ۱, ۲, . . . , n− ۱ بازه در R′
n(x) از گيري انتگرال با

Rn(x) =

∫ x

yi

R′
n(t)dt,

به مي شود تبديل و
Rn(x) ≤ ∥R′

n(x)∥∞|x− yi| ≤ dih
۳,

∥Rn(x)∥∞ = maxx∈[۰,۱]|Rn(x)| ≤ d h۳,
(۱۰ .۳)

داريم (۱۰ .۳) و (۹ .۳) معادله هاي از كه است بديهي

R۲
n(۰) ≤ d۳h۶,∫ ۱

۰
(R

′

n(x))
۲dx ≤ c۲h۴.

(۱۱ .۳)

داريم (۱۱ .۳) معادله و W ۱[۰, ۱] فضاي براي نرم تعريف از استفاده با

∥Rn(x)∥W ۱[۰,۱] =

√
(Rn(۰))۲ +

∫ ۱

۰
(R′

n(x))
۲dx ≤ ph۲. (۱۲ .۳)

داريم ،L عملگر بودن كراندار و (۱۲ .۳) معادله و Rn(x) تعريف از استفاده با

∥u(x)− un,m(x)∥W ۳[۰,۱] = ∥L−۱Rn(x)∥W ۳[۰,۱] ≤ ∥L−۱∥∥Rn(x)∥W ۱[۰,۱] ≤ θh۲. (۱۳ .۳)

كوشي-شوارتز نامساوي و R̂y(x) بازتوليدي هسته خاصيت از استفاده با

|u(j)(x)− u
(j)
n,m(x)| =

∣∣∣〈u(y)− un,m(y),
∂jR̂y(x)

∂xj

〉
W ۳[۰,۱]

∣∣∣
≤ ∥u(y)− un,m(y)∥W ۳

∥∥∂jR̂y(x)

∂xj

∥∥
W ۳ ≤ ζjθh

۲,
(۱۴ .۳)

(۱۴ .۳) و (۱۳ .۳) معادله هاي تركيب با بنابراين .∥∥∂jR̂y(x)
∂xj

∥∥
W ۳ ≤ ζj , j = ۰, ۱ بطوريكه هست ثابت يك ζjكه

مي شود. كامل اثبات
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معادله و متغير تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادله حل

پيشرفته آرگومان هاي يا تأخير با غيرمحلي تابعي ديفرانسيل
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متغير تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادله ۱ .۴
[۱۱،۹،۸] به بيشتر جزئيات براي كه شد مطرح جمعيت بهينه كنترل زمينه در ابتدا متغير تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادله

زير فرم به رساله اين در را متغير تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادله كنيد. رجوع

(۱ .۴){
u′(x) + a(x)u(x) + b(x)u(x− τ(x)) +

∫ x

λ(x)
c(s, x)u(s)ds = f(x), x ≥ ۰,

u(x) = h(x), −τ(x) ≤ x < ۰, τ(x) ≥ ۰,

هستند هموار كافي قدر به تابع هايي a, b, f و است تأخير تابع τ و λ(x) = max{x− τ(x), ۰} كه ميگيريم نظر در
انتخاب مسئله اين براي كه عنواني در متغير تأخيري واژه حقيقت در است. پيوسته [−τ(x), ۰] بازه در h آغازين تابع و
ديگر متغير عنوان آنگاه باشد ثابت مقدار يك تابع اين اگر مي دانيم كه همانطور كه دارد τ تأخير تابع به اشاره است شده
[۱۲] در مي توان را متغير تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادله كاربردهاي از برخي نمي شود. استفاده مسئله نامگذاري در
و ويسكوالاستيسيته هسته اي، راكتورهاي موج، انتشار چراندن، سيستم هاي بيولوژيكي، جمعيت شامل كه كرد ملاحظه
انتگرال-ديفرانسيل معادله براي پايداري آناليز همچنين و جواب يكتايي و وجود مي باشند. بزرگ اسكيل سيستم هاي

است. شده بررسي و بحث [۱۳-۲۱] در متغير تأخيري

مقدمه ۱ .۱ .۴
متعامدسازي فرايند بدون بازتوليدي هسته روش از استفاده با را متغير تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادله مي خواهيم اينجا در
بندي تقسيم ميكند، عبور تأخير از كه زماني و است تأخير در كه زماني به را معادله عملگر ابتدا كنيم. حل اشميت گرام
در طوريكه به ميسازيم آنرا بازتوليدي هسته و كرده تعريف را مسئله اين با متناسب بازتوليدي فضاي سپس و ميكنيم
در روشي دو از يكي به را معادله اين با متناسب پايه هاي بازتوليدي هسته روي از و كنند صدق (۱ .۴) معادله شرايط
اين روي بر را اشميت گرام متعامدسازي فرآيند بدون بازتوليدي هسته روش سپس و ميسازيم شد مطرح قبل فصل دو
و همگرايي به مربوط قضيه هاي همچنين و مي كنيم مقايسه ديگر روش هاي با را حاصل نتايج و كرده پياده سازي پايه ها
مرتبه بزرگترين (۱ .۴) معادله در آنجاكه از همچنين مي كنيم. بررسي و بحث را آنها اثبات نحوه و كرده بيان را خطا آناليز
مرتبه بزرگترين اگر مثال براي ميگيريم. نظر در W ۲ را مسئله اين حل براي بازتوليدي فضاي ما بنابراين است ۱ مشتق

آخر. تا ترتيب همين به و ميگرفتيم، نظر در W ۳ را (۱ .۴) مسئله حل براي بازتوليدي فضاي بود، ۲ مشتق

(۱ .۴) معادله براي بازتوليدي هسته روش سازي پياده نحوه ۲ .۱ .۴
L(u(x)) ≡ u′(x) + a(x)u(x) + b(x)u(x− τ(x)) + صورت به را معادله عملگر ابتدا (۱ .۴) معادله حل براي
اول قسمت ميكنيم تقسيم قست دو به را عملگر سپس و ميگيريم نظر در x ∈ [۰, T ] بازه در ∫ x

λ(x)
c(s, x)u(s)ds

x معادله اصلي متغير كه است زماني دوم قسمت و دارد قرار تأخير حالت در x يعني معادله اصلي متغير كه است زماني
داريم يعني است، كرده عبور تأخير از

L
(
u(x)

)
=

u′(x) + a(x)u(x) +

∫ x

λ(x)

c(s, x)u(s)ds, ۰ ≤ x < τ(x),

u′(x) + a(x)u(x) + b(x)u(x− τ(x)) +

∫ x

λ(x)

c(s, x)u(s)ds, x ≥ τ(x),

(۲ .۴)
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λ(x) = max{x− τ(x), ۰} كه

F (x) =

{
f(x) + b(x)h(x− τ(x)), ۰ ≤ x < τ(x),

f(x), x ≥ τ(x),
(۳ .۴)

زير صورت به جديد داخلي ضرب يك با (۱ .۴) معادله حل براي را W ۱[۰,∞] و W ۲[۰,∞] بازتوليدي فضاهاي
مي كنيم تعريف

W ۲[۰,∞] =
{
u(x)

∣∣ است پيوسته مطلقا تابع u′(x), u′(x) ∈ L۲[۰,∞], u(۰) = ۰
}
, (۴ .۴)

W ۱[۰,∞] =
{
u(x)

∣∣ است پيوسته مطلقا تابع u(x), u′(x) ∈ L۲[۰,∞]
}
, (۵ .۴)

مي كنيم، تعريف زير صورت به W ۱[۰,∞] و W ۲[۰,∞] فضاي براي را داخلي ضرب و نرم همچنين

< u۱(x), u۲(x) >W ۲=

∫ ∞

۰
۴u۱(x)u۲(x) + ۵u۱

′(x)u۲
′(x) + u۱

′′(x)u۲
′′(x)dx,

∥u(x)∥W ۲ =
√
< u, u >W ۲ , u۱(x), u۲(x) ∈ W ۲,

< u۱(x), u۲(x) >W ۱=

∫ ∞

۰
u۱(x)u۲(x) + u۱

′(x)u۲
′(x)dx,

∥u(x)∥W ۱ =
√
< u, u >W ۱ , u۱(x), u۲(x) ∈ W ۱,

يك L كه كرد ثابت مي توان راحتي به است. L : W ۲[۰,∞] −→ W ۱[۰,∞] صورت به معادله عملگر فضاي همچنين
L∗ : W ۱[۰,∞] −→ صورت به را است L خودالحاقي عملگر L∗ كه فرض اين با ،[۱۱] است كراندار خطي عملگر

مي كنيم. تعريف W ۲[۰,∞]

xi ∈ [۰, T ] نقاط از استفاده با y كردن مشخص با و W ۱[۰,∞] فضاي بازتوليدي هسته تابع ry(x) مي دهيم قرار
مي دهيم، قرار همچنين و است W ۱[۰,∞] فضاي پايه هاي φi(x) كه φi(x) = rxi(x) داريم

ψi(x) = L∗φi(x).

ارائه W ۲[۰,∞] فضاي براي كامل پايه يك كه زير لم ،[۱۱] است كراندار خطي عملگر يك L عملگر اينكه فرض با
داد. بسط پايه ها اين از استفاده با را فضا اين اعضاي از هركدام مي توان كه داريم را مي دهد،

يك {ψi(x)}∞i=۱ آنگاه مي گيريم، نظر در [۰, T ] بازه از چگال مجموعه اي يك را {xi}∞i=۱ نقاط مجموعه .۱ .۱ .۴ لم
است. W ۲[۰,∞] بازتوليدي هسته فضاي براي كامل پايه

،W ۲[۰,∞] فضاي بازتوليدي هسته تابع را Ry(x) مي دهيم قرار

Ry(x) =
۱
۱۲
e−۲x−۲y − e−x−y

۶
+

{
ex−y

۶ − ۱
۱۲e

۲x−۲y, x ≤ y,
ey−x

۶ − ۱
۱۲e

۲y−۲x, y < x,
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،ψi(x) پايه هاي ساختن براي مي كنيم. بيان را بازتوليدي هسته تابع از استفاده با ψi(x) پايه هاي توليد نحوه اينجا در
صورت به مي دهيم، Ry(x)اثر هسته روي بر را معادله عملگر يكبار Ry(x)ابتدا هسته در y به {xi}∞i=۱ مقداردهي قبل

زير
ψi(x) = L∗φi(x) =

〈
L∗φi(y), Rx(y)

〉
W ۲ =

〈
φi(y), LyRx(y)

〉
W ۱ = LyRx(y)

∣∣
y=xi

∂Rx(y)

∂y

∣∣∣
y=xi

+ a(y)Rx(y)
∣∣∣
y=xi

+

∫ y

λ(y)

c(s, y)Rx(s)ds
∣∣∣
y=xi

, ۰ ≤ x < τ(x)
(۶ .۴)

(۷ .۴)
ψi(x) = L∗φi(x) =

〈
L∗φi(y), Rx(y)

〉
W ۲ =

〈
φi(y), LyRx(y)

〉
W ۱ = LyRx(y)

∣∣
y=xi

∂Rx(y)

∂y

∣∣∣
y=xi

+ a(y)Rx(y)
∣∣∣
y=xi

+ b(y)Rx(y − τ(y))
∣∣∣
y=xi

+

∫ y

λ(y)

c(s, y)Rx(s)ds
∣∣∣
y=xi

, x ≥ τ(x)

پياده سازي است. (۱ .۳) مسئله كراندار خطي Lعملگر و [۰, ۱] بازه از شمارش قابل و چگال زيرمجموعه يك {xi}∞i=۱ كه
همكارانش و ونگ يولان توسط بار اولين تركيبي يا غيرمحلي شرايط با ديفرانسيل معادله براي بازتوليدي هسته روش
مي كنيم. بيان را بازتوليدي هسته تابع از استفاده با ξi(x) پايه هاي توليد نحوه حال است. شده معرفي [۸۵ ،۵۳ ،۵۱] در

مي كنيم، مقداردهي Ry(x) هسته در y به را {xi}∞i=۱ مستقيما ،ξi(x) پايه هاي ساختن براي

ξi(x) = Ry(x)
∣∣
y=xi

, i = ۱, ۲, . . .

كامل سيستم يك {ξi(x)}∞i=۱ كه مي شود ثابت راحتي به همچنين و W ۲[۰,∞] فضاي بازتوليدي هسته Ry(x) كه
است. W ۲[۰,∞] فضاي براي

باشد، داشته وجود L−۱ و باشد [۰, T ] بازه از شمارش قابل و چگال زيرمجموعه يك {xj}∞j=۱ كنيد فرض .۲ .۱ .۴ قضيه
است زير صورت به (۱ .۳) مسئله تحليلي جواب آنگاه

u(x) =

∞∑
i=۱

ciξi(x), (۸ .۴)

است، زير صورت به نقطه nتا با (۱ .۲) مسئله تقريبي جواب و شوند محاسبه بايد كه هستند مجهول ضرايب ci كه

un(x) =

n∑
i=۱

ciξi(x), (۹ .۴)

خطي جبري معادلات دستگاه است كافي تنها كه است صورت اين به ci, i = ۱, ۲, . . . , n مجهول ضرايب محاسبه نحوه
كنيم. حل را زير فرم به

n∑
i=۱

ciLξi(x)|x=xj = F (xj), j = ۱, ۲, . . . , n. (۱۰ .۴)
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
Lξ۱(x۱) Lξ۲(x۱) Lξ۳(x۱) . . . Lξn(x۱)

Lξ۱(x۲) Lξ۲(x۲) Lξ۳(x۲) . . . Lξn(x۲)... ... ... . . . ...
Lξ۱(xn−۱) Lξ۲(xn−۱) Lξ۳(xn−۱) . . . Lξn(xn−۱)

Lξ۱(xn) Lξ۲(xn) Lξ۳(xn) . . . Lξn(xn)




c۱

c۲...
cn−۱

cn

 =


F (x۱)

F (x۲)...
F (xn−۱)

F (xn)

 , (۱۱ .۴)

است. فرد به منحصر و دارد وجود (۱۱ .۴) معادلات دستگاه جواب كه داديم نشان دوم فصل در
است. فرد به منحصر جواب يك داراي (۸ .۳) معادلات دستگاه آنگاه باشد، داشته وجود L−۱ اگر .۳ .۱ .۴ قضيه

همگرايي آناليز ۳ .۱ .۴
بحث سوم و دوم فصل در كه است مسئله هايي براي همگرايي قضيه همانند مسئله اين براي آن اثبات و همگرايي قضيه

نمي كنيم. اشاره آن به بخش اين در ديگر بنابراين و شد

خطا آناليز ۴ .۱ .۴
باشد. آن دقيق جواب u(x) و W ۲[۰,∞] فضاي در (۱ .۴) معادله تقريبي جواب un(x) كنيد فرض .۴ .۱ .۴ قضيه
∥u′(x) − u′n(x)∥∞ = و ∥u(x) − un(x)∥∞ = maxx∈[۰,T ] |u(x) − un(x)| كه كنيد فرض همچنين
نقاط تعداد و ،h = max۱≤i≤n|xi+۱ − xi| و هستند مثبت ثابت هاي C۱, C۲ كه maxx∈[۰,T ] |u′(x) − u′n(x)|

داريم، آنگاه باشد كراندار ∥u′′n(x)∥∞ و u′′(x) ∈ C[۰, T ] اگر مي شود. داده نشان n با [۰, T ] بازه در

∥u(x)− un(x)∥∞ ≤ C۱h
۲,

∥u′(x)− u′n(x)∥∞ ≤ C۲h,

نوشت، مي توان [xi, xi+۱] ⊂ [۰, T ] هر براي [۵۹-۶۱] منابع در موجود استراتژي از بهره گيري با اثبات.

u′(x)− u′n(x) = u′(x)− u′(xi) + u′n(xi)− u′n(x) + u′(xi)− u′n(xi). (۱۲ .۴)
است زير صورت به xi نقطه در u′(x) تيلور سري بسط اول دوجمله

u′(x) ≈ u′(xi) + (x− xi)u
′′(xi),

،|u′′(x)| ≤ c۱ ،∀x ∈ [۰, T ] بطوريكه دارد وجود c۱ ثابت ،u′′(x) ∈ C[۰, T ] آنجاكه از
∥u′(x)− u′(xi)∥∞ ≤ c۱h. (۱۳ .۴)

نوشت مي توان همچنين
u′n(xi)− u′n(x) = −

∫ x

xi

u′′n(s)ds,

|u′n(xi)− u′n(x)| ≤
∫ x

xi

|u′′n(s)|ds,
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داريم است، كراندار ∥u′′n(x)∥∞ آنجاكه از
∥u′n(xi)− u′n(x)∥∞ ≤ c۲h. (۱۴ .۴)

وجود ،ε۱ > ۰, ε۲ > ۰, هر براي و m = ۰, ۱ كه u(m)(x) به همگراست طوريكنواخت به u(m)
n (x) كنيم فرض اگر

طوريكه، به بزرگ كافي قدر به n يك دارد
|u′(xi)− u′n(xi)| ≤ ϵ۱,

|u(xi)− un(xi)| ≤ ϵ۲.
(۱۵ .۴)

داريم، (۱۵ .۴) و (۱۴ .۴) ،(۱۳ .۴) ،(۱۲ .۴) رابطه هاي تركيب با
∥u′(x)− u′n(x)∥∞ ≤ C۳h. (۱۶ .۴)

نوشت، مي توان همچنين

u(x)− un(x) = u(xi)− un(xi) +

∫ x

xi

(u′(t)− u′n(t))dt, (۱۷ .۴)

داريم، (۱۷ .۴) و (۱۶ .۴) ،(۱۵ .۴) رابطه هاي تركيب با
∥u(x)− un(x)∥∞ ≤ C۱h

۲.

عددي مثال هاي ۵ .۱ .۴
،[۱۱] بگيريد نظر در را زير متغير تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادله .۵ .۱ .۴ }مثال

u′(x) + u(x) + u(x− ۱
۵) +

∫ x

λ(x)
u(s)ds = f(x), x ≥ ۰,

u(x) = x, − ۱
۵ ≤ x < ۰.

و u(x) = x
۱+x۲ معادله اين دقيق جواب كه

f(x) =


۲(x۳−x۲+x+۱)+(x۲+۱)

۲
ln(x۲+۱)

۲(x۲+۱)۲
, ۰ ≤ x < ۱

۵ ,

− ۲x۲

(x۲+۱)۲
+ x

x۲+۱ +
۱

x۲+۱+

۱
۲

(
ln (x۲ + ۱)− ln

(
x۲ − ۲x

۵ + ۲۶
۲۵

))
+

x− ۱
۵

(x− ۱
۵)

۲
+۱
, ۱

۵ ≤ x.

،[۱۱] بگيريد نظر در را زير متغير تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادله .۶ .۱ .۴ }مثال
u′(x) + u(x) + u(x− ۵x+۱

۱۰ ) +
∫ x

λ(x)
ex−su(s)ds = f(x), x ≥ ۰,

u(x) = ۵x−x۲

۵ , − ۵x+۱
۱۰ ≤ x < ۰.

و u(x) = xe
−x
۵ معادله اين دقيق جواب كه

f(x) =


۱
۱۸۰e

−x
۵

(
−۶x+ ۱۲۵e

۶x
۵ + ۵۵

)
, ۰ ≤ x < ۵x+۱

۱۰ ,

۱
۱۸۰e

−x
۵

(
−۶x+ ۱۸e

۱
۵۰ (۵x+۱)(۵x− ۱) + ۵e

۳x
۵ +

۳
۲۵ (۱۵x+ ۲۲) + ۵۵

)
, ۵x+۱

۱۰ ≤ x.
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x ∈ [۰, ۱] بازه در (۶ .۱ .۴) و (۵ .۱ .۴) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماكسيمم :۱ .۴ جدول

۵ .۱ .۴ مثال ۶ .۱ .۴ مثال

حاضر روش [۱۱] روش حاضر روش [۱۱] روش
E۱۰۰ E′

۱۰۰ E۲۰۰ E۱۰۰ E′
۱۰۰ E۲۰۰

۹٫۳۰× ۱۰−۶ ۱٫۴۰× ۱۰−۳ ۷٫۴۰× ۱۰−۴ ۸٫۵۰× ۱۰−۵ ۱٫۴۰× ۱۰−۲ ۴٫۱۰× ۱۰−۳

x ∈ [۰, ۱] در (۵ .۱ .۴) مثال براي همگرايي مرتبه :۲ .۴ جدول
E۱۰ E۲۰ Log۲

E۱۰
E۲۰

E۴۰ Log۲
E۲۰
E۴۰

E۸۰ Log۲
E۴۰
E۸۰

۱٫۶۰× ۱۰−۳ ۳٫۴۰× ۱۰−۴ ۲٫۲۳۴۴۷ ۸٫۵۰ × ۱۰−۵ ۲٫۰۰ ۲٫۱۰× ۱۰−۵ ۲٫۰۱۷۰۷

E′
۱۰ E′

۲۰ Log۲
E′

۱۰
E′

۲۰
E′

۴۰ Log۲
E′

۲۰
E′

۴۰
E′

۸۰ Log۲
E′

۴۰
E′

۸۰

۲٫۱۰× ۱۰−۲ ۱٫۰۰× ۱۰−۲ ۱٫۰۷۰۳۹ ۵٫۰۰× ۱۰−۳ ۱٫۰۰ ۲٫۴۰× ۱۰−۳ ۱٫۰۵۸۸۹

مطلق خطاي ماكزيمم مقادير، محاسبه ي از حاصل نتايج و مي كنيم حل متمتيكا رياضي نرم افزار از استفاده با را مثال دو هر
مي كنيم. مقايسه ۴ .۴ و ۳ .۴،۲ .۴،۱ .۴ شكلهاي و ۵ .۴ و ۴ .۴ ،۳ .۴،۲ .۴،۱ .۴ جدول هاي در يكديگر با را همگرايي مرتبه و

En =Maxx∈[۰,T ]|un(x)− u(x)|,

E′
n =Maxx∈[۰,T ]|u′n(x)− u′(x)|,

پيشرفته آرگومان هاي يا تأخير با غيرمحلي تابعي ديفرانسيل معادله ۲ .۴
ديفرانسيل معادله آن به كه است تأخيري ديفرانسيل معادله از خاصي رده پيشرفته آرگومان هاي با تابعي ديفرانسيل معادله

مي گويند. نيز متناسب تأخيري
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روش راست: حاضر،|u۱۰۰(x)−u(x)|؛ روش وسط: |u۲۰۰(x)−u(x)|؛ ،[۱۱] روش (چپ: x ∈ [۰, ۱] بازه در (۵ .۱ .۴) مثال براي مطلق خطاي نمودار :۱ .۴ شكل
.(|u۱۰۰(x)− u(x)|،حاضر
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x ∈ [۰, ۱] در (۶ .۱ .۴) مثال براي همگرايي مرتبه :۳ .۴ جدول
E۱۰ E۲۰ Log۲

E۱۰
E۲۰

E۴۰ Log۲
E۲۰
E۴۰

E۸۰ Log۲
E۴۰
E۸۰

۱٫۲۰× ۱۰−۲ ۲٫۸۰× ۱۰−۳ ۲٫۰۹۹۵۴ ۷٫۵۰× ۱۰−۴ ۱٫۹۰۰۴۶ ۱٫۹۰× ۱۰−۴ ۱٫۹۸۰۸۹

E′
۱۰ E′

۲۰ Log۲
E′

۱۰
E′

۲۰
E′

۴۰ Log۲
E′

۲۰
E′

۴۰
E′

۸۰ Log۲
E′

۴۰
E′

۸۰

۱٫۴۰× ۱۰−۱ ۷٫۰۰× ۱۰−۲ ۱٫۰۰ ۳٫۵۰× ۱۰−۲ ۱٫۰۰ ۱٫۷۰× ۱۰−۲ ۱٫۰۴۱۸۲
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روش راست: حاضر،|u۱۰۰(x)−u(x)|؛ روش وسط: |u۲۰۰(x)−u(x)|؛ ،[۱۱] روش (چپ: x ∈ [۰, ۱] بازه در (۶ .۱ .۴) مثال براي مطلق خطاي نمودار :۲ .۴ شكل
.(|u۱۰۰(x)− u(x)|،حاضر

x ∈ [۰, ۱۰] در (۵ .۱ .۴) مثال براي همگرايي مرتبه :۴ .۴ جدول
E۴۰ E۸۰ Log۲

E۴۰
E۸۰

E۱۶۰ Log۲
E۸۰
E۱۶۰

E۳۲۰ Log۲
E۱۶۰
E۳۲۰

۳٫۰۰× ۱۰−۳ ۸٫۵۰× ۱۰−۴ ۱٫۸۱۹۴۳ ۲٫۲۰× ۱۰−۴ ۱٫۹۴۹۹۶ ۵٫۶۰× ۱۰−۵ ۱٫۹۷۴

E′
۴۰ E′

۸۰ Log۲
E′

۴۰
E′

۸۰
E′

۱۶۰ Log۲
E′

۸۰
E′

۱۶۰
E′

۳۲۰ Log۲
E′

۱۶۰
E′

۳۲۰

۱٫۸۰× ۱۰−۲ ۱٫۰۰× ۱۰−۲ ۰٫۸۴۷۹۹۷ ۵٫۲۰× ۱۰−۳ ۰٫۹۴۳۴۱۶ ۲٫۶۵ × ۱۰−۳ ۰٫۹۷۲۵۱۹

x ∈ [۰, ۱۰] در (۶ .۱ .۴) مثال براي همگرايي مرتبه :۵ .۴ جدول
E۱۰۰ E۲۰۰ Log۲

E۱۰۰
E۲۰۰

E۴۰۰ Log۲
E۲۰۰
E۴۰۰

E۸۰۰ Log۲
E۴۰۰
E۸۰۰

۱٫۴۰× ۱۰−۲ ۳٫۳۰× ۱۰−۳ ۲٫۰۸۴۸۹ ۸٫۰۰× ۱۰−۴ ۲٫۰۴۴۳۹ ۱٫۹۰× ۱۰−۴ ۲٫۰۷۴

E′
۱۰۰ E′

۲۰۰ Log۲
E′

۱۰۰
E′

۲۰۰
E′

۴۰۰ Log۲
E′

۲۰۰
E′

۴۰۰
E′

۸۰۰ Log۲
E′

۴۰۰
E′

۸۰۰

۱٫۹۰× ۱۰−۱ ۱٫۰۰× ۱۰−۱ ۰٫۹۲۵۹۹۹ ۵٫۳۰× ۱۰−۲ ۰٫۹۱۵۹۳۶ ۲٫۸۰ × ۱۰−۲ ۰٫۹۲۰۵۶۶
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.۱ .۲ .۴ }مثال
u′(x) + b(x)u(τ(x)) + a(x)u(x) = f(x), x ∈ [۰, ۱]
B(u(c), u) = ۰,

(۱۸ .۴)

و τ ∈ C ۱[۰, ۱] و هستند [۰, ۱] بازه در هموار كافي قدر به تابع هايي b و a آن در كه

B(u(c), u) = λu(c)−
∫ ۱

۰
u(s)ds, λ ∈ R

ملاحظه [۸۶-۸۸] در مي توان را پيشرفته آرگومان هاي با تابعي ديفرانسيل معادله كاربردهاي از برخي .c ∈ [۰, ۱] كه
مكانيك جبري، ساختارهاي در احتمال نظريه غيرخطي، ديناميك سيستم هاي الكتروديناميك، ، اعداد نظريه شامل كه كرد
پيشرفته آرگومان هاي با تابعي ديفرانسيل معادله براي جواب يكتايي و وجود مي باشند. سلول رشد و اخترفيزيك كوانتوم،

است. شده بررسي و بحث [۹۰ ،۸۹] در

مقدمه ۱ .۲ .۴
هسته روش از استفاده با را پيشرفته آرگومان هاي يا تأخير با غيرمحلي تابعي ديفرانسيل معادله مي خواهيم اينجا در
تعريف را معادله عملگر با متناسب بازتوليدي فضاي ابتدا كنيم. حل اشميت گرام متعامدسازي فرايند بدون بازتوليدي
هسته روي از سپس و كنند صدق (۱۸ .۴) معادله غيرمحلي شرايط در طوريكه به ميسازيم آنرا بازتوليدي هسته و كرده
هسته روش سپس و ميسازيم شد مطرح قبل فصل دو در روشي دو از يكي به را معادله اين با متناسب پايه هاي بازتوليدي
روش هاي با را حاصل نتايج و كرده پياده سازي پايه ها اين روي بر را اشميت گرام متعامدسازي فرآيند بدون بازتوليدي
و بحث را آنها اثبات نحوه و كرده بيان را خطا آناليز و همگرايي به مربوط قضيه هاي همچنين و مي كنيم مقايسه ديگر
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حل را مسئله دوفضا هر در و مي گيريم، نظر در W ۳ و W ۲ را مسئله اين حل براي بازتوليدي فضاي ما مي كنيم. بررسي
مي كنيم. مقايسه قبلي روش هاي همچنين و باهم را نتايج و كرده

آنرا بازتوليدي هسته سپس و كرده تعريف زير صورت به را W ۳
۲ [۰, ۱] و W ۲

۲ [۰, ۱] بازتوليدي هسته فضاي ابتدا
مي سازيم.

W ۲
۲ [۰, ۱] =

{
u| است پيوسته مطلقا تابع u′ كه , u′′ ∈ L۲[۰, ۱]

}
,

W ۳
۲ [۰, ۱] =

{
u| است پيوسته مطلقا تابع u′′ كه , u′′′ ∈ L۲[۰, ۱]

}
,

بازتوليدي هسته سپس و مي كنيم تعريف زير صورت Wبه ۳
۲ [۰, ۱] Wو ۲

۲ [۰, ۱] فضاي براي را داخلي ضرب و نرم همچنين
مي سازيم. آنرا

< u۱, u۲ >W ۲
۲ [۰,۱]= u۱(۰)u۲(۰) + u۱

′(۱)u۲
′(۱) +

∫ ۱

۰
u۱

′′(x)u۲
′′(x)dx,

∥u∥W ۲
۲ [۰,۱] =

√
< u, u >W ۲

۲ [۰,۱], u۱, u۲ ∈ W ۲
۲ [۰, ۱],

< u۱, u۲ >W ۳
۲ [۰,۱]=

۲∑
i=۰

u۱
(i)(۱)u۲

(i)(۱) +
∫ ۱

۰
u۱

′′′(x)u۲
′′′(x)dx,

∥u∥W ۳
۲ [۰,۱] =

√
< u, u >W ۳

۲ [۰,۱], u۱, u۲ ∈ W ۳
۲ [۰, ۱],

.[۱۱] است زير صورت به آنها بازتوليدي هسته كه هستند بازتوليدي هسته Wفضاهاي ۳
۲ [۰, ۱] Wو ۲

۲ [۰, ۱] .۲ .۲ .۴ قضيه

Qy(x) =

{
Q(x, y), x ≤ y,

Q(y, x), x > y,

Ry(x) =

{
R(x, y), x ≤ y,

R(y, x), x > y,

كه
R(x, y) = ۱

۱۲x
۲ (−y۳ + ۶y۲ − ۹y + ۴)+ ۱

۲۴x (y
۴ − ۱۸y۲ + ۵۶y − ۳۹)+ ۱

۱۲۰ (−y
۵ + ۴۰y۲ − ۱۹۵y + ۲۷۶)

Q(x, y) = x۳

۶ + ۱
۲x (y

۲ − ۴y)− ۱ و
ونگ يولان توسط بار اولين تركيبي يا غيرمحلي شرايط با ديفرانسيل معادله براي بازتوليدي هسته روش پياده سازي
و داريم را W ۲

۲ [۰, ۱] و W ۳
۲ [۰, ۱] بازتوليدي هسته فضاي فقط اكنون است. شده معرفي [۹۱-۹۳ ،۸۵] در همكارانش و

كنيم. لحاظ W ۲
۲ [۰, ۱] و W ۳

۲ [۰, ۱] بازتوليدي هسته فضاي در هم را B(u(c), u) = λu(c)−
∫ ۱
۰ u(s)ds شرايط بايد

مي كنيم، تعريف زير صورت به جديد بازتوليدي هسته فضاي يك بنابراين

Ŵ ۲
۲ [۰, ۱] =

{
u|u ∈ W ۳[۰, ۱], B(u(c), u) = λu(c)−

∫ ۱

۰
u(s)ds

}
Ŵ ۳

۲ [۰, ۱] =
{
u|u ∈ W ۳[۰, ۱], B(u(c), u) = λu(c)−

∫ ۱

۰
u(s)ds

}
B(u(c), u) = L۱,x(u(x)) = u(c) − مي كنيم فرض Ŵ ۲

۲ [۰, ۱] فضاي به مربوط بازتوليدي هسته ساختن براي
مي آوريم. را زير قضيه دو و ∫ ۱

۰ u(s)ds
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فضاي بازتوليدي هسته Ry(x) و باشد كراندار خطي عملگر يك L۱ : W
۳
۲ [۰, ۱] −→ W ۱

۲ [۰, ۱] اگر .۳ .۲ .۴ قضيه
r۱(y) = L۱,x(Ry(x)) دهيم قرار و رود كار به است x متغير با تابعي روي بر L۱ عملگر يعني L۱,x نماد و W ۳

۲ [۰, ۱]

.∥∥r۱(y)∥∥۲
W ۳

۲
= L۱,x

(
L۱,s

(
Rx(s)

)) آنگاه
r۱(y)∥∥۲∥∥اثبات.

W ۳
۲
=
〈
L۱,x(Ry(x)), L۱,s(Ry(s))

〉
W ۳

۲
= L۱,xL۱,s

〈
Ry(x), Ry(s)

〉
Ŵ ۳

۲
= L۱,x

(
L۱,s

(
Rx(s)

))
.

L۱ : W
۲
۲ [۰, ۱] −→ اينكه فرض با را (۳ .۲ .۴) بازتوليديQy(x)قضيه هسته Wبا ۲

۲ [۰, بازتوليدي[۱ هسته فضاي براي
داريم. است، كراندار خطي عملگر W ۱

۲ [۰, ۱]

R̂y(x) = Ry(x) − مي دهيم قرار شده اند، تعريف بالا قضيه همانند Ry(x) و r۱(x) كنيد فرض .۴ .۲ .۴ قضيه
،W ۳

۲ [۰, ۱] فضاي داخلي ضرب همان با Ŵ ۳
۲ [۰, ۱] =

{
u(y)|u(y) ∈ W ۳

۲ [۰, ۱], L۱,y(u(y))و = ۰
}

و r۱(x)r۱(y)
∥r۱(x)∥۲

W ۳
۲

است. Ŵ ۳
۲ [۰, ۱] فضاي بازتوليدي هسته R̂y(x) آنگاه

،R̂y(x) ∈ Ŵ ۳
۲ [۰, ۱] مي كنيم اثبات ابتدا اثبات.

L۱,y(R̂x(y)) = L۱,y(Rx(y))−
r۱(x)L۱,y(r۱(y))

∥r۱(x)∥۲W ۳
۲

= L۱,y(Rx(y))−
L۱,y(Rx(y))L۱,y

(
L۱,s(Ry(s))

)
L۱,y

(
L۱,s

(
Ry(s)

)) = ۰.

،u(x) = 〈
u(y), R̂x(y)

〉
W ۳

۲
،∀u(y) ∈ Ŵ ۳

۲ [۰, ۱] كنيم مي اثبات سپس و
〈
u(y), R̂x(y)

〉
Ŵ ۳

۲
=
〈
u(y), Ry(x)−

r۱(x)r۱(y)

∥r۱(x)∥۲W ۳
۲

〉
Ŵ ۳

۲
=
〈
u(y), Ry(x)

〉
Ŵ ۳

۲
−
〈
u(y),

r۱(x)r۱(y)

∥r۱(x)∥۲W ۳
۲

〉
Ŵ ۳

۲

= u(x)− r۱(x)

∥r۱(x)∥۲W ۳
۲

〈
u(y), L۱,s(Ry(s))

〉
Ŵ ۳

۲
= u(x)− r۱(x)

∥r۱(x)∥۲W ۳
۲

L۱,s
〈
u(y), (Ry(s))

〉
Ŵ ۳

۲
= u(x)

− r۱(x)

∥r۱(x)∥۲W ۳
۲

L۱,s(u(s)) = u(x).

داريم. را (۴ .۲ .۴) قضيه Qy(x) بازتوليدي هسته با W ۲
۲ [۰, ۱] بازتوليدي هسته فضاي براي

.[۱۱] است زير صورت به آن بازتوليدي هسته كه است بازتوليدي هسته فضاي يك W ۱
۲ [۰, ۱] .۵ .۲ .۴ قضيه

ry(x) =

{
r(x, y), x ≤ y,

r(y, x), x > y,

.r(x, y) = ۱+ x كه،
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L(u(x)) ≡ u′(x) + b(x)u(τ(x)) + a(x)u(x) صورت به را معادله عملگر ابتدا (۱۸ .۴) معادله حل براي
چگال زيرمجموعه يك باشد. كراندار خطي معكوس پذير ديفرانسيلي عملگر يك كه مي گيريم نظر در x ∈ [۰, ۱] بازه در

مي كنيم تعريف و مي كنيم انتخاب {xi}∞i=۱ مانند [۰, ۱] بازه از شمارش قابل و

ϕi(x) = R̂y(x)
∣∣
y=xi

, i = ۱, ۲, . . .

راحتي به همچنين مي باشند. W ۱
۲ [۰, ۱] فضاي بازتوليدي هسته ry(x) و Ŵ ۳

۲ [۰, ۱] فضاي بازتوليدي هسته R̂y(x) كه
پايه هاي φi(x) كه φi(x) = rxi(x) است. Ŵ ۳

۲ [۰, ۱] فضاي براي كامل سيستم يك {ϕi(x)}∞i=۱ كه مي شود ثابت
مي دهيم، قرار همچنين و است W ۱

۲ [۰, ۱] فضاي
ϕi(x) = L∗φi(x).

است. L خودالحاقي عملگر L∗ كه
باشد، داشته وجود L−۱ و باشد [۰, ۱] بازه از شمارش قابل و چگال زيرمجموعه يك {xj}∞j=۱ كنيد فرض .۶ .۲ .۴ قضيه

است زير صورت به (۱۸ .۴) مسئله تحليلي جواب آنگاه

u(x) =

∞∑
i=۱

ciϕi(x), m = ۱, ۲, . . . (۱۹ .۴)

است، زير صورت به نقطه nتا با (۱۸ .۴) مسئله تقريبي جواب و شوند محاسبه بايد كه هستند مجهول ضرايب ci كه

un(x) =

n∑
i=۱

ciϕi(x), (۲۰ .۴)

جبري معادلات دستگاه يك به نهايت در كرديم. بيان دوم فصل در را ci, i = ۱, ۲, . . . , n مجهول ضرايب محاسبه نحوه
كرد. محاسبه را ci ضرايب مي توان آن حل با كه مي رسيم زير فرم به خطي

n∑
i=۱

ciLϕi(x)|x=xj = f(xj), j = ۱, ۲, . . . , n. (۲۱ .۴)

عددي مثالهاي ۳ .۴
E′
n = و En = Maxx∈[۰,۱]

∣∣un(x) − u(x)
∣∣ صورت به خطا مقدار ماكسيمم عددي مثالهاي نتايج مقايسه براي

جوابهاي همگرايي مرتبه و است [۰, ۱] بازه در محلي هم نقاط تعداد n كه شده اند داده Maxx∈[۰,۱]
∣∣u′n(x) − u′(x)

∣∣
است. شده محاسبه Cr = Log

En/E۲n
۲ رابطه از استفاده با تقريبي

[۹۴ ،۸۷ ،۷] .۱ .۳ .۴ }مثال
u′(x) + ۵۰۰exu(

√
x) + ۲۰۰۰u(x) = f(x), x ∈ [۰, ۱]

u(۱) = ۵
∫ ۱
۰ su(s)ds,

است. مسئله دقيق جواب u(x) = x۳ كه
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Ŵ ۲
۲ فضاي در (۲ .۳ .۴) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماكسيمم مقايسه :۶ .۴ جدول

x [۷] روش حاضر روش [۷] روش حاضر روش
W ۳

۲ Ŵ ۲
۲ W ۳

۲ Ŵ ۲
۲

(n = ۱۱) (n = ۱۱) (n = ۵۱) (n = ۵۱)
۲−۱ ۱٫۵۹× ۱۰−۶ ۶٫۰۹× ۱۰−۷ ۳٫۳۳× ۱۰−۱۱ ۱٫۱۳× ۱۰−۹

۲−۲ ۱٫۸۷× ۱۰−۶ ۲٫۶۰× ۱۰−۷ ۴٫۱۳× ۱۰−۱۱ ۲٫۰۳× ۱۰−۱۰

۲−۳ ۲٫۷۱× ۱۰−۶ ۱٫۶۰× ۱۰−۷ ۴٫۶۲× ۱۰−۱۱ ۱٫۳۸× ۱۰−۱۰

۲−۴ ۲٫۴۱× ۱۰−۶ ۲٫۴۵× ۱۰−۸ ۴٫۸۹× ۱۰−۱۱ ۱٫۴۶× ۱۰−۱۰

۲−۵ ۱٫۰۰× ۱۰−۶ ۲٫۰۷× ۱۰−۱۱ ۵٫۰۵× ۱۰−۱۱ ۱٫۰۷× ۱۰−۱۱

۲−۶ ۳٫۵۱× ۱۰−۷ ۶٫۷۱× ۱۰−۹ ۴٫۷۴× ۱۰−۱۱ ۹٫۶۹× ۱۰−۱۲

[۹۴ ،۸۷ ،۷] .۲ .۳ .۴ }مثال
u′(x) + ۱

۱۰u(
x
۵ ) + u(x) = f(x), x ∈ [۰, ۱]

u(۰) = ۱,

است. مسئله دقيق جواب u(x) = e−x كه

خطا آناليز ۱ .۳ .۴
باشد. آن دقيق جواب u(x) و Ŵ ۲

۲ [۰, ۱] فضاي در (۱۸ .۴) معادله تقريبي جواب un(x) كنيد فرض .۳ .۳ .۴ قضيه
∥u′(x) − u′n(x)∥∞ = و ∥u(x) − un(x)∥∞ = maxx∈[۰,۱] |u(x) − un(x)| كه كنيد فرض همچنين
نقاط تعداد و ،h = max۱≤i≤n|xi+۱ − xi| و هستند مثبت ثابت هاي C۱, C۲ كه maxx∈[۰,۱] |u′(x) − u′n(x)|

داريم، آنگاه باشد كراندار ∥u′′′n (x)∥∞ و u′′′(x) ∈ C[۰, ۱] اگر مي شود. داده نشان n با [۰, ۱] بازه در هم محلي

∥u(x)− un(x)∥∞ ≤ C۱h
۳,

∥u′(x)− u′n(x)∥∞ ≤ C۲h
۲,

باشد. آن دقيق جواب u(x) و Ŵ ۳
۲ [۰, ۱] فضاي در (۱۸ .۴) معادله تقريبي جواب un(x) كنيد فرض .۴ .۳ .۴ قضيه

∥u′(x) − u′n(x)∥∞ = و ∥u(x) − un(x)∥∞ = maxx∈[۰,۱] |u(x) − un(x)| كه كنيد فرض همچنين
نقاط تعداد و ،h = max۱≤i≤n|xi+۱ − xi| و هستند مثبت ثابت هاي C۱, C۲ كه maxx∈[۰,۱] |u′(x) − u′n(x)|

داريم، آنگاه باشد كراندار ∥u(۴)n (x)∥∞ و u(۴)(x) ∈ C[۰, ۱] اگر مي شود. داده نشان n با [۰, ۱] بازه در هم محلي

∥u(x)− un(x)∥∞ ≤ S۱h
۴,

∥u′(x)− u′n(x)∥∞ ≤ S۲h
۳,
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x [۷] روش حاضر روش [۷] روش حاضر روش
W ۳

۲ Ŵ ۳
۲ W ۳

۲ Ŵ ۳
۲

(n = ۱۱) (n = ۱۱) (n = ۵۱) (n = ۵۱)
۲−۱ ۱٫۵۹× ۱۰−۶ ۵٫۲۶× ۱۰−۷ ۳٫۳۳× ۱۰−۱۱ ۲٫۵۰× ۱۰−۱۰

۲−۲ ۱٫۸۷× ۱۰−۶ ۱٫۰۷× ۱۰−۸ ۴٫۱۳× ۱۰−۱۱ ۳٫۵۸× ۱۰−۱۱

۲−۳ ۲٫۷۱× ۱۰−۶ ۱٫۵۷× ۱۰−۷ ۴٫۶۲× ۱۰−۱۱ ۷٫۷۰× ۱۰−۱۲

۲−۴ ۲٫۴۱× ۱۰−۶ ۳٫۶۴× ۱۰−۷ ۴٫۸۹× ۱۰−۱۱ ۴٫۱۷× ۱۰−۱۱

۲−۵ ۱٫۰۰× ۱۰−۶ ۶٫۳۹× ۱۰−۷ ۵٫۰۵× ۱۰−۱۱ ۱٫۶۹× ۱۰−۱۱

۲−۶ ۳٫۵۱× ۱۰−۷ ۳٫۹۹× ۱۰−۷ ۴٫۷۴× ۱۰−۱۱ ۱٫۹۱۵× ۱۰−۱۱

W ۳
۲ و Ŵ ۳

۲ فضاي در (۱ .۳ .۴) مثال براي تقريبي جواب مشتق و تقريبي جواب مطلق خطاي مقدار ماكسيمم مقايسه :۸ .۴ جدول

حاضر روش [۷] روش
Ŵ ۳

۲ W ۳
۲

E۱۱ E۵۱ E′
۱۱ E′

۵۱ E۱۱ E۵۱

۴٫۰۰× ۱۰−۵ ۸٫۰۰× ۱۰−۹ ۴٫۰۰× ۱۰−۳ ۸٫۰۰× ۱۰−۶ ۱٫۵۰× ۱۰−۴ ۱٫۷۵× ۱۰−۶

Ŵ ۲
۲ فضاي در (۱ .۳ .۴) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماكسيمم مقايسه :۹ .۴ جدول

E۵ E۱۰ Log۲
E۵
E۱۰

E۲۰ Log۲
E۱۰
E۲۰

E۴۰ Log۲
E۲۰
E۴۰

۱٫۵۰× ۱۰−۳ ۱٫۲۰× ۱۰−۳ ۳٫۶۴۳۸ ۸٫۰۰ × ۱۰−۵ ۳٫۹۰۶۸ ۵٫۰۰ × ۱۰−۶ ۴٫۰۰

E′
۵ E′

۱۰ Log۲
E′

۵
E′

۱۰
E′

۲۰ Log۲
E′

۱۰
E′

۲۰
E′

۴۰ Log۲
E′

۲۰
E′

۴۰

۶٫۰۰× ۱۰−۱ ۱٫۵۰× ۱۰−۱ ۲٫۰۰ ۴٫۰۰× ۱۰−۲ ۱٫۹۰۶۸ ۱٫۰۰× ۱۰−۲ ۲٫۰۰

Ŵ ۳
۲ فضاي در (۱ .۳ .۴) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماكسيمم مقايسه :۱۰ .۴ جدول

E۵ E۱۰ Log۲
E۵
E۱۰

E۲۰ Log۲
E۱۰
E۲۰

E۴۰ Log۲
E۲۰
E۴۰

۳٫۵۰× ۱۰−۳ ۶٫۰۰× ۱۰−۵ ۵٫۸۶۶۲ ۱٫۴۰ × ۱۰−۶ ۵٫۴۲۱۴ ۲٫۵۰× ۱۰−۸ ۵٫۸۰۷۳

E′
۵ E′

۱۰ Log۲
E′

۵
E′

۱۰
E′

۲۰ Log۲
E′

۱۰
E′

۲۰
E′

۴۰ Log۲
E′

۲۰
E′

۴۰

۸٫۰۰× ۱۰−۲ ۶٫۰۰× ۱۰−۳ ۳٫۷۳۶۹ ۳٫۰۰ × ۱۰−۴ ۴٫۳۲۱۹ ۱٫۵۰× ۱۰−۵ ۴٫۳۲۱۹
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E۵ E۱۰ Log۲
E۵
E۱۰

E۲۰ Log۲
E۱۰
E۲۰

E۴۰ Log۲
E۲۰
E۴۰

۲٫۵۰× ۱۰−۵ ۱٫۲۰× ۱۰−۶ ۴٫۳۸۰۸ ۶٫۰ × ۱۰−۸ ۴٫۳۲۱۹ ۴٫۰۰× ۱۰−۹ ۳٫۹۰۶۸

E′
۵ E′

۱۰ Log۲
E′

۵
E′

۱۰
E′

۲۰ Log۲
E′

۱۰
E′

۲۰
E′

۴۰ Log۲
E′

۲۰
E′

۴۰

۳٫۰۰× ۱۰−۴ ۲٫۵۰× ۱۰−۵ ۳٫۵۸۴۹ ۲٫۵۰ × ۱۰−۶ ۳٫۳۲۱۹ ۳٫۰۰ × ۱۰−۷ ۳٫۰۵۸۸

Ŵ ۳
۲ فضاي در (۲ .۳ .۴) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماكسيمم مقايسه :۱۲ .۴ جدول

E۵ E۱۰ Log۲
E۵
E۱۰

E۲۰ Log۲
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E۴۰ Log۲
E۲۰
E۴۰
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E′
۵ E′

۱۰ Log۲
E′

۵
E′

۱۰
E′

۲۰ Log۲
E′

۱۰
E′

۲۰
E′

۴۰ Log۲
E′

۲۰
E′

۴۰
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۲ فضاي در (۱ .۳ .۴) مثال براي مطلق خطاي نمودار :۶ .۴ شكل

۵۷



پيشنهادات و پنجمنتيجه گيري فصل

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0

2.× 10-7

4.× 10-7

6.× 10-7

8.× 10-7

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0

2.× 10-10

4.× 10-10

6.× 10-10

8.× 10-10

1.× 10-9

1.2× 10-9

1.4× 10-9

.(|u۵۱(x)− u(x)|،حاضر روش راست: −u۱۱(x)|؛ u(x)|،حاضر روش چپ: ) Ŵ ۲
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پيشنهادات و پنجمنتيجه گيري فصل

همچنين كرديم. بيان آنرا آوردن بدست نحوه همچنين و آن خواص و بازتوليدي هسته فضاي مفهوم اول فصل در
تابعي ديفرانسيل معادله متغير، تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادله تأخيري، كسري ديفرانسيل معادله به مربوط تعاريف
رساله اين در است. شده آورده متغير تابعي كسري مرزي مقدار مسئله و پيشرفته آرگومان هاي يا تأخير با غيرمحلي
ديگر هاي روش ساير با را نتايج و مي كنيم حل بازتوليدي هسته روش از استفاده با را شده ذكر مسئله نوع چهار ما
ملموسي برتري مسائل اين حل براي شده ارائه هاي روش ساير به بازتوليدي هسته روش كه مي دهيم نشان و كرده مقايسه
مي باشد اشميت گرام متعامدسازي فرايند از استفاده بدون بازتوليدي هسته روش رساله اين در شده ارائه روش دارند.
همچنين و است مختلف مسائل حل براي كامپيوتري هاي برنامه اجراي زمان چشمگيري كاهش آن ويژگي مهمترين كه
توجه با است. شده آورده دوم فصل در مفصل صورت به موضوع اين مي شود. آمده بدست تقريبي جوابهاي بهبود باعث
در را مختلف مسائل حل از حاصل نتايج مي توانيم راحتي به ما اجرا، زمان بودن پايين در مذكور روش مهم ويژگي به
گرام سازي متعامد فرايند بدون بازتوليدي هسته روش دهيم. انجام را لازم گيري هاي نتيجه و كرده مشاهده زمان كمترين
جواب از مناسب تقريبي آوردن بدست براي نيست. تأخيري ديفرانسيل معادلات جواب تقريب به قادر تنهايي به اشميت
كردن پيدا آن مهمترين و اولين داريم. قضيه ها و نكات سري يك به توجه به نياز بازتوليدي، هسته روش از استفاده با
مسائل غيرمحلي يا و مرزي اوليه، شرايط در كه است شكلي به غيراستاندارد داخلي هاي ضرب براي بازتوليدي هسته
از يكي مي گيريم. بكار مسئله حل براي را بازتوليدي هسته روش آنگاه نكات، اين كردن لحاظ از بعد كند. صدق مذكور
در ما پيشنهادات از يكي بزند. تقريب خوبي دقت با هم را مسئله جواب مشتق مي تواند كه است اين روش اين محاسن
از مناسب تقريب يك مي تواند سازي متعامد فرايند بدون بازتوليدي هسته روش آيا كه باشد موضوع اين مي تواند اينجا
شرايط با متغير تأخيري كسري انتگرال-ديفرانسيل معادله يا و متغير تأخيري كسري انتگرال-ديفرانسيل معادله جواب
شده مطرح مسائل از هركدام خير؟ يا بياورد بدست تأخيري، كسري ديفرانسيل معادلات دستگاه يا و انتگرالي و غيرمحلي
هسته روش خطاي و آزمايش و بررسي حال در خود تحقيقاتي كارهاي در كه مي باشد جديد پژوهش يك زمينه اينجا در

گذاشت. خواهيم اشتراك به را آنها نتيجه به رسيدن صورت در و هستيم مسائل اين روي بر بازتوليدي
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Reproducing Kernel Method to Solve Fractional Delay Differential Equations

Abstract

In this thesis, we solve fractional delay differential equation, variable delay integro‐differential equa‐

tion, variable fractional functional boundary value problemandnonlocal functional differential equa‐

tions with delayed or advanced arguments using the reproducing kernel Hilbert space method. We

considered reproducing kernel Hilbert space method without the Gram‐Schmidt orthogonalization

process and first introduce it, and then to implement it on the mentioned problems, we first obtain

the reproducing kernel that holds the initial, boundary or nonlocal conditions, then, using the repro‐

ducing kernel methodwithout the orthogonalization process to solve the considered problems. The

results of the implementation of the algorithm show low volume of calculations, rapid convergence

to the analytical solutions and high accuracy of the proposed method compared to other numerical

methods. In the reproducing kernel method, components such as points, space, inner product and

bases have an effect on increasing the accuracy. In each chapter we present the theorems of the

reproducing kernel and then we bring proof of the convergence and error analysis theorems for the

considered problems, separately.

Keywords: Fractional delay differential equations; Variable delay integro‐differential equation;

Variable fractional functional boundary value problem; Nonlocal functional differential equations

with delayed or advanced arguments; fractional derivative; Reproducing kernel method; Error anal‐

ysis; Convergence analysis
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