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ૹن آوری و پژو঒ش ग़عاوষࢌ
೯دا نام به

پژو঒ش اخلاق ඖࣁ࡭ور

دانشگاه وا೮دھای عਖ࢙ی ঘیأت اࠝضاء و داি࡮࡝ویان ما ، ඩযری ৳مدن و ঘ඼່نگ اࣅتلای در دانشگاه گاه جای اঙࢡࢹت به ෘ੣ো و پژو঒ش و داিش بൎند ग़قام دا८ت پاس ੬ࣚਵور به و اিسان اࠫمال بر ජ໎نا ঙࢤواره و ॥ت ೯دا ख़ࡗතر عاॿم اশنૢه به اعتقاد و ণࣄحان و৯د ೯دا از یاری با
: نඅൢ࣓م ੾࡙ূی آن از و داده ඼້ار ෘ੣ো ॠد پژو਌঒ی ھای नعاॼࢹت ا৅جام در را زير ،اફول ඟ໋د৤م ਗی ਵࣞ࠻ھد اسلاਗی آزاد

. ਼ࣹࣣࡲت سازی ඛসھان দونه ھر از دوری و آن به وفاداری و ਼ࣹࣣࡲت ओوਪی ਨی راণتای در تلاش : ओوਪی ਼ࣹࣣࡲت اલل -۱
. ऑق صاনبان ساير و ( ষبات و ਲ࣪وان ، اিسان ) پژوঘیدگان و پژو঒شࢂඟان ࣹࡷوق کاढ़ل رعاশࢌ به اනශزام : ࣹࡷوق رعاশࢌ اલل -۲

. پژو঒ش کاران ঙم ک૟ൎه و دانشگاه ਹग़ࣨوی و مادی ࣹࡷوق کاढ़ل رعاশࢌ به ৎ࠻ھد : ਹग़ࣨوی و مادی مالࢁࢹت اલل -۳
. پژو঒ش ජ໑اउل ک૟ൎه در ই࡭ور ৔وૐॣه و پیشبرد داಶඍن ෘ੣ো در و مਚی ॡصاॺح رعاশࢌ به ৎ࠻ھد : مਚی ঃناनع اલل -۴

ا౻ංیار. در ঃناভع و ඵ෤झূزات ، اड़وال از ࣹفا੉ت و عਖ࢙ی ඵදر داری جاষࢋ ھرদونه از ا౼ංناب به ৎ࠻ھد : اماষࢌ و اোصاف رعاশࢌ اલل -۵
. ূ਼࡛࣪ق با ಧජ໑ࣖط ৩ھادھای و ا඼່اد ک૟ൎه و ই࡭ور و ھا سازمان ، ا඼່اد ඼මख़مانه اطلاعات و اໆرار از ઺یاষࢌ به ৎ࠻ھد : داری راز اલل -۶

. شਣൊی क़ඟ໓ت দونه ھر از ऒودداری و ৑قد جاষࢋ رعاশࢌ و ূ਼࡛ࣣقات ا৅جام در ھا क़ඟ໓ت و ھا ৤ඟ໓م رعاশࢌ به ৎ࠻ھد : اනළرام اલل -۷
. دارد قاৗو਩ی ਵ࣡ع که ड़واردی از ඵදر به داি࡮࡝ویان و عਖ࢙ی کاران ঙم به آن انتقال و ূ਼࡛ࣣقات ষتا৆ج اشاعه و داিش رواج به ৎ࠻ھد : ترو৆ج اલل -۸

. آلاশند ਗی عਖ࢙ی ඵදر ھای شا૚঵ه به را پژو঒ش و ع࢙م ऑوزه که ইسا਩ی به ඌিඁࢌ ड़و઱ع اعلام و ای ඟ໓فه ඵදر رभتار দونه ھر از ओوਪی برا঵ࢌ به اනශزام : برا঵ࢌ اલل -۹

ب



اسلامي آزاد دانشگاه
تهران تحقيقات و علوم واحد

تحصيلي نامه پايان يا رساله اصالت تعهدنامه

از ۱۴۰۳/۴/۲ تاريخ در ࠛددیكه آناඵශز ඟ໋اীش ریاિی کاربردی رشته در تخصصي دكتري مقطع آموخته य़ھديرਆیدانش ࠫࢤوزاد طاھر اينجانب
عنوان تحت خود رساله

مي شوم: متعهد بدينوسيله نموده ام دفاع عاฮی درجه و ۲۰ نمره كسب با ख़حਚی ඵදر ໇راৌط با ਵ࣡ࡶජد د৒ࡶජاീিࣱل ग़عادلات گاه ശণد उل برای باز৔وॻیدی ૛ീ঒ه روش
پژوهشي و علمي دستاوردهاي از كه مواردي در و بوده اينجانب توسط شده انجام پژوهش و تحقيق حاصل رساله اين (۱
ساير و استفاده مورد منبع نام موجود، رويه و ضوابط ،مطابق نموده ام ...)استفاده و نامه،كتاب،مقاله پايان از (اعم ديگران

كرده ام. درج و ذكر مربوط فهرست در آنرا مشخصات
آموزش موسسات و دانشگاه ها ساير بالاتر)در يا تر سطح،پايين (هم تحصيلي مدرك هيچ دريافت براي قبلا رساله اين (۲

است. نشده ارائه عالي
رساله اين از و... اختراع ثبت كتاب، چاپ از اعم برداري بهره هرگونه و استفاده ،قصد تحصيل از فراغت از بعد چنانچه (۳

نمايم. اخذ را مربوط مجوزهاي واحد پژوهشي معاونت حوزه ،از باشم داشته
علوم واحد اسلامي آزاد دانشگاه و مي پذيرم را آن از ناشي شود،عواقب ثابت موارد خلاف زماني مقطع هر در چنانچه (۴
هيچگونه تحصيلي ام مدرك ابطال صورت در و نموده رفتار مقررات و ضوابط مطابق اينجانب با است مجاز تحقيقات و

داشت. نخواهم ادعايي

य़ھديرਆی ࠫࢤوزاد خانوادگي:طاھر نام و نام
۱۴۰۳/۴/۲ امضاء: و تاريخ

ج



آزاداسلامي دانشگاه

تهران تحقيقات و علوم واحد

رياضي گروه علوم پايه، دانشكده

(Ph.D) كاربردي رياضي رشته دكتري رساله

عددي آناليز گرايش:

عنوان:
محلي غير شرايط با منفرد ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي بازتوليدي هسته روش

راهنما: استادان

الهويرانلو توفيق دكتر

بندي عباس سعيد دكتر

مشاور: استاد

رستمي دكترمحسن

نگارش:

مهديرجي عموزاد طاهر

۱۴۰۳

د



لازم اশ࣊جا در ساࣾت. روز৷مان را ऒود ग़ࡁभජࢌ و ع࢙م دریای از ناඵ෇ز ذّره ای و ৶ࢤود ൈग़ࣇ඼යمان داিش و ع࢙م رھروان ൕঙࣁਣඇඎی به و ید মࡑു ංඌ঒࣓مان که را یൊتا پروردگار ਟی ඟ໊ان ণپاس
که رਖ࣎ণی ख़ࡏ૮ن ازدන඿ر و ঍࣒م ඟ়شࢁ و ৎقدير േ઼࣓مانه রود৯د، راه ඟنࢂতرو ঙࢤواره ساز৯ده و کارساز راঘ࣒ماග঵ھای با که اঀࢭويرن࢖و ৔وਮ࣪ق دන඿ر و ঻ندی ࣅباس ൌॣید دන඿ر ارേ॒ندم، اسا঺ید زॐمات از ਗی داৣم

رم. ণپاسఴذا بردم ඼ෙ঳ه ঊمࢁشان از نامه پایان ज़شاور ॶ࢟ت در

ه



به ৎقد৤م

඼ෙय़باৣم ঙࢡඥر و عزيز مادر و ৮در

ਗی අ౶ند ॐماশࢌ عਖ࢙ی عاฮی درجات به رণیدن برای را ૼن ঙࢤواره که

و



مطالب فهرست

ط تصاوير فهرست

ك جداول فهرست

۱ چكيده
۲ اوليه مفاهيم و موضوع اهميت تاريخچه، مسئله، بيان ۱
۳ . . . . . . . . . مرزي مقدار شرايط با خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه ۱ .۱
۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۱ .۱
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازتوليدي هسته فضاي پايه اي مفاهيم ۲ .۱
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پيوسته مطلقا تابع ۱ .۲ .۱
۵ . . . . . آن بازتوليدي هسته تابع و Wm

۲ [a, b] بازتوليدي هسته فضاي ۲ .۲ .۱
۸ . . . . . . . . Wm

۲ [a, b] بازتوليدي هسته فضاي بسته  فضاهاي زير ۳ .۲ .۱
۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پيوسته كاملاً توابع  ۴ .۲ .۱
۱۱ . . . . . . . . . . . W

(m,n)
۲ (D) دوتايي بازتوليدي هسته فضاي ۵ .۲ .۱

مقدار شرايط با منفرد غيرخطي ديفرانسيل معادله حل براي هيلبرت فضاي بازتوليدي هسته روش ۲
۱۲ مرزي
۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازتوليدي هسته روش ۱ .۲
۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۱ .۲
۱۳ . . . . . . . . . . . مرزي مقدار شرايط با منفرد ديفرانسيل معادله ۲ .۱ .۲
۱۵ . . . . . . . . . منفرد خطي غير ديفرانسيل معادله حل براي متفاوت روش سه معرفي ۲ .۲

اشميت گرام سازي متعامد فرآيند از استفاده با بازتوليدي هسته روش معرفي ۱ .۲ .۲
۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (۱ روش )
۱۵ . . . . . . . . مرزي مقدار شرايط با ديفرانسيل معادله جواب تقريب ۲ .۲ .۲

ز



۱۶ (۲ روش ) مرزي مقدار شرايط با منفرد خطي غير ديفرانسيل معادله جواب تقريب ۳ .۲ .۲
۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همگرايي آناليز ۴ .۲ .۲
۱۹ . . (۳ روش ) بازتوليدي هسته بر مبتني پايه هاي از جديد مدل يك معرفي ۵ .۲ .۲
۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددي مثال هاي ۶ .۲ .۲
۲۱ . . . . . . . . . . . . روش۳ و روش۲ روش۱، عددي نتايج مقايسه ۷ .۲ .۲

ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي بازتوليدي هسته روش مبناي بر جديد سازي پياده يك از استفاده ۳
۲۲ مرزي مقدار شرايط با
۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۳
۲۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جديد سازي پياده يك توصيف ۲ .۳
۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا آناليز ۳ .۳
۲۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددي نتايج ۴ .۳
۴۱ مرزي مقدار شرايط با خطي غير ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي جديد رويكرد يك ۴
۴۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۴
۴۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جديد رويكرد يك معرفي ۲ .۴
۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا آناليز ۳ .۴
۴۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددي نتايج ۴ .۴
۵۵ پيشنهادات و نتيجه گيري ۵
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتايج ۱ .۰ .۵
۵۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پيشنهادات ۲ .۰ .۵

۵۸ منابع

۶۱ انگليسي به فارسي واژه نامه

۶۶ رساله از مستخرج مقاله هاي

۶۷ انگليسي چكيده

ح



تصاوير فهرست

۳۶ .N = ۵, ۱۰, ۱۵, ۲۰ ازاي به ،Wm
۲ [۰, ۱] در ۱ .۴ .۳ مثال براي (EηN = ∥η − ηN∥∞)مطلق خطاي ماكسيمم مقايسه ۱ .۳

راست: Eη۱,۱۰۰(τ)؛ = |η۱,۱۰۰(τ)− η۱(τ)| (چپ: .۲ .۴ .۳ مثال براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه ۲ .۳
۳۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(Eη۲,۱۰۰(τ) = |η۲,۱۰۰(τ)− η۲(τ)|

(چپ: .n = ۱۰ و N = ۵, ۱۰, ۱۵, ۲۰ ازاي به ،Wm
۲ [۰, ۱] در ۲ .۴ .۳ مثال براي مطلق خطاي ماكسيمم مقايسه ۳ .۳

۳۶ . . . . . . . . . . . .(Eη۲,n,N = ∥η۲ − η۲,n,N∥∞ راست: Eη۱,n,N؛ = ∥η۱ − η۱,n,N∥∞

Eη۱,۲۵,۱۰۰(τ)؛ = |η۱,۲۵,۱۰۰(τ)− η۱(τ)| (چپ: .۳ .۴ .۳ مثال براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه ۴ .۳
۳۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(Eη۲,۲۵,۱۰۰(τ) = |η۲,۲۵,۱۰۰(τ)− η۲(τ)| راست:

(چپ: .n = ۱۰ و N = ۵, ۱۰, ۱۵, ۲۰ ازاي به ،Wm
۲ [۰, ۱] در ۳ .۴ .۳ مثال براي مطلق خطاي ماكسيمم مقايسه ۵ .۳

۳۷ . . . . . . . . . . . .(Eη۲,n,N = ∥η۲ − η۲,n,N∥∞ راست: Eη۱,n,N؛ = ∥η۱ − η۱,n,N∥∞

Eη۱,۲۵,۱۰۰(τ)؛ = |η۱,۲۵,۱۰۰(τ)− η۱(τ)| (چپ: .۴ .۴ .۳ مثال براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه ۶ .۳
۳۷ . . . . .( Eη۲,۲۵,۱۰۰(τ) = |η۲,۲۵,۱۰۰(τ)− η۲(τ)| راست: Eη۳,۲۵,۱۰۰(τ)؛ = |η۳,۲۵,۱۰۰(τ)− η۳(τ)|:وسط

(چپ: .n = ۱۰ و N = ۵, ۱۰, ۱۵, ۲۰ ازاي به ،Wm
۲ [۰, ۱] در ۴ .۴ .۳ مثال براي مطلق خطاي ماكسيمم مقايسه ۷ .۳

Eη۲,n,N = ∥η۲ − η۲,n,N∥∞ راست: Eη۳,n,N؛ = ∥η۳ − η۳,n,N∥∞ وسط: Eη۱,n,N؛ = ∥η۱ − η۱,n,N∥∞

۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(

۳۸ .۲ .۴ .۳ مثال در Eη′
۱,۱۰۰(τ) = |η′

۱,۱۰۰(τ)− η′
۱(τ)| اول، مرتبه مشتق براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه ۸ .۳

۳۸ .۲ .۴ .۳ مثال در Eη′
۲,۱۰۰(τ) = |η′

۲,۱۰۰(τ)− η′
۲(τ)| اول، مرتبه مشتق براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه ۹ .۳

در Eη′
۱,۲۵,۱۰۰(τ) = |η′

۱,۲۵,۱۰۰(τ) − η′
۱(τ)| اول، مرتبه مشتق براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه ۱۰ .۳

۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۳ .۴ .۳ مثال

در Eη′
۲,۲۵,۱۰۰(τ) = |η′

۲,۲۵,۱۰۰(τ) − η′
۲(τ)| اول، مرتبه مشتق براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه ۱۱ .۳

۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۳ .۴ .۳ مثال

در Eη′
۱,۲۵,۱۰۰(τ) = |η′

۱,۲۵,۱۰۰(τ) − η′
۱(τ)| اول، مرتبه مشتق براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه ۱۲ .۳

۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴ .۴ .۳ مثال

در Eη′
۲,۲۵,۱۰۰(τ) = |η′

۲,۲۵,۱۰۰(τ) − η′
۲(τ)| اول، مرتبه مشتق براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه ۱۳ .۳

۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴ .۴ .۳ مثال

ط



در Eη′
۳,۲۵,۱۰۰(τ) = |η′

۳,۲۵,۱۰۰(τ) − η′
۳(τ)| اول، مرتبه مشتق براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه ۱۴ .۳

۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴ .۴ .۳ مثال

۵۳ . .( |θ۲(τ)− θ۲,۵,۵۱(τ)| راست: −θ۲(τ)|؛ θ۲,۵,۲۱(τ)|:چپ) [۲۳] روش با ۲ .۴ .۴ مثال براي مطلق خطاي هاي شكل ۱ .۴
۵۳ . .( |θ۲(τ)− θ۲,۵,۵۱(τ)| راست: −θ۲(τ)|؛ θ۲,۵,۲۱(τ)|:چپ) حاضر روش با ۲ .۴ .۴ مثال براي مطلق خطاي هاي شكل ۲ .۴
۵۴ . . .( | θ۱(τ)−θ۱,۵,۵۱(τ)

θ۱(τ)
| راست: |؛ θ۱(τ)−θ۱,۵,۲۱(τ)

θ۱(τ)
(چپ:| [۲۳] روش با ۳ .۴ .۴ مثال براي نسبي خطاي به مربوط هاي شكل ۳ .۴

۵۴ . .( | θ۱(τ)−θ۱,۵,۵۱(τ)

θ۱(τ)
| راست: |؛ θ۱(τ)−θ۱,۵,۲۱(τ)

θ۱(τ)
|: (چپ حاضر روش با ۳ .۴ .۴ مثال براي نسبي خطاي به مربوط هاي شكل ۴ .۴

۵۴ . . .( | θ۲(τ)−θ۲,۵,۵۱(τ)

θ۲(τ)
| راست: |؛ θ۲(τ)−θ۲,۵,۲۱(τ)

θ۲(τ)
(چپ:| [۲۳] روش با ۳ .۴ .۴ مثال براي نسبي خطاي به مربوط هاي شكل ۵ .۴

۵۴ . .( | θ۲(τ)−θ۲,۵,۵۱(τ)

θ۲(τ)
| راست: |؛ θ۲(τ)−θ۲,۵,۲۱(τ)

θ۲(τ)
(چپ:| حاضر روش با ۳ .۴ .۴ مثال براي نسبي خطاي به مربوط هاي شكل ۶ .۴

ي



جداول فهرست

۲۰ . .m = ۱۰ و n = ۴۰ ازاي به (۷ .۲ .۲) مثال براي مطلق خطاي ماكزيمم ۱ .۲
m = ۱۰ ، n = ۸۰ ازاي به (۸ .۲ .۲) مثال براي مطلق خطاي ماكزيمم ۲ .۲

۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ϵ = ۱۰−۵ و
۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . ۱ .۴ .۳ مثال براي ۲ روش در نقاط مقايسه ۱ .۳
۳۲ . . . . . . . . . . . . . . . . .۲ .۴ .۳ مثال براي مطلق خطاي ماكسيمم ۲ .۳
۳۲ . . . . . . . . . . ۲ .۴ .۳ مثال در اول مرتبه مشتق مطلق خطاي ماكسيمم ۳ .۳
۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال۳. ۴. ۳. براي مطلق خطاي ماكسيمم ۴ .۳
۳۳ . . . . . . . . . . ۳ .۴ .۳ مثال در اول مرتبه مشتق مطلق خطاي ماكسيمم ۵ .۳
۳۳ . . . . . . . . . . ۴ .۴ .۳ مثال در اول مرتبه مشتق مطلق خطاي ماكسيمم ۶ .۳
۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(LogEn,N/En,۲N

۲ ) همگرايي مرتبه ۷ .۳
۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . (Log

En,N/En,۲N

۲ ) همگرايي مرتبه ۸ .۳
۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پايداري ۹ .۳
۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .θ۱ براي مطلق خطاي :۲ .۴ .۳ مثال ۱ .۴
۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .θ۲ براي مطلق خطاي :۱ .۴ .۴ مثال ۲ .۴
۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .θ۱ براي مطلق ۴. ۴. ۲:خطاي مثال ۳ .۴
۵۱ . . . . . . . . . . . . . . همگرايي. مرتبه براي مطلق خطاي ماكسيمم ۴ .۴
۵۱ . . . . . . . . . . . . . . همگرايي. مرتبه براي مطلق خطاي ماكسيمم ۵ .۴
۵۲ . . . . . . . . . . . . . . همگرايي. مرتبه براي مطلق خطاي ماكسيمم ۶ .۴

نسبي خطاي ماكسيمم و ۲ .۴ ،۱ .۴ هاي شكل براي مطلق خطاي ماكسيمم ۷ .۴
۵۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . .۶ .۴ و ۵ .۴ ،۴ .۴ ،۳ .۴ هاي شكل براي

ك



مرزي مقدار شرايط با خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي بازتوليدي هسته روش

چكيده
و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي اشميت گرام فرآيند بدون بازتوليدي هسته روش از تعميمي رساله اين در
داخلي، ضرب فضا، نقاط، همچون هايي مولفه بازتوليدي، هسته روش در كرديم. ارائه مرزي مقدار شرايط با خطي غير
گرام فرآيند حذف آسان، سازي پياده است. اهميت حائز قبول قابل دقتي با مسئله حل براي مناسب روش و ها پايه
توان مي كه اين به توجه با باشد. مي رساله اين در پيشنهادي روش هاي ويژگي از بالا دقت و كم محاسبات حجم اشميت،
مدل خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه صورت به صنعت و زيست شيمي، فيزيك، در را ها پديده از بسياري
رساله اين ادامه در است. گرفته قرار توجه مورد مسائل نوع اين حل براي عددي هاي روش پيش از بيش كرد، سازي
مي پيشنهادي روش به منجر آن تعميم كه را روشي سپس پرداختيم، توليدي باز هسته روش معرفي و مسئله بيان به ابتدا
و همگرايي قضاياي اثبات همراه به حاضر روش سازي پياده به متفاوت رويكرد دو با نهايت در و كرديم معرفي را شود

پرداختيم. خطا آناليز

همگرايي. آناليز خطا، آناليز بازتوليدي، هسته روش خطي، غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه كليدي: كلمات

۱



۱ فصل
اوليه مفاهيم و موضوع اهميت تاريخچه، مسئله، بيان

۲



اوليه مفاهيم و مسئله اولتعريف فصل

مرزي مقدار شرايط با خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه ۱ .۱
مقدمه ۱ .۱ .۱

زيادي نويسندگان . [۱-۶] دارد كاربرد زيست و اقتصاد مكانيك، علوم در خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه
هسته روش ، هموتوپي اختلالي روش شعاعي، اي پايه توابع ، چبيشف طيفي محلي هم همانند رياضي قدرتمند هاي روش از
معادلات دستگاه مانند ديفرانسيل معادلات دستگاه مختلف انواع حل براي ، اشميت گرام سازي متعامد فرآيند با بازتوليدي
اولترا، كسري خطي غير ديفرانسيل انتگرال معادلات دستگاه اولترا، انتگرال معادلات دستگاه خطي، غير جزيي ديفرانسيل

.[۷-۱۵] اند كرده حل انتشار، - واكنش مرزي مقدار مسائل منفرد اختلالي ديفرانسيل معادلات دستگاه
است، شده برده كار به ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي مختلفي هاي صورت به تاكنون بازتوليدي هسته روش
هسته روش كتاب در اند. شده حل مختلف عددي هاي روش با ديفرانسيل معادلات دستگاه از وسيعي طيف همچنين
اشميت گرام متعامد فرآيند با بازتوليدي هسته روش با ديفرانسيل معادلات دستگاه ۲ لين و ۱ كوي به مربوط بازتوليدي
بار اولين اشميت گرام سازي متعامد فرآيند بدون بازتوليدي هسته روش .[۱۶] است گرفته قرار بررسي و حل مورد
اختلالي تفاضلي ديفرانسيل- مسائل روي همكاران و صحيحي توسط و [۱۸ ،۱۷] شد مطرح همكاران و ۳ ونگ توسط
بيشتر .[۱۹-۲۱] است شده سازي پياده منفرد اختلالي و معمولي مرزي مقدار ديفرانسيل معادلات دستگاه و تاخيري منفرد
سازي متعامد فرآيند با بازتوليدي هسته روش از استفاده با ديفرانسيل معادلات دستگاه حل خصوص در اخير پژوهشهاي
سازي متعامد فرآيند بدون بازتوليدي هسته روش روي بر كمي هاي پژوهش تاكنون و است گرفته شكل اشميت گرام

است. شده سازي پياده اشميت گرام
مرزي مقدار شرايط با خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي را متفاوت كاملا رويكرد دو رساله، اين در
نشان براي است. شده ارائه اشميت گرام سازي متعامد فرآيند حذف با بازتوليدي هسته روش مبناي بر ناهمگن و همگن
و صحيحي دكتر ،[۲۲] در داد. خواهيم انجام ، [۲۲] روش و رويكرد اين بين اي مقايسه اول رويكرد كارآمدي دادن
حذف با خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي بازتوليدي هسته روش مبناي بر جديدي روش همكاران
رويكرد اين بين اي مقايسه دوم رويكرد كارآمدي دادن نشان براي همچنين، دادند. ارائه اشميت گرام سازي متعامد فرآيند
اختلالي روش است. بازتوليدي هسته مبناي بر هموتوپي اختلالي روش ، [۲۳] روش داد. خواهيم انجام ،[۲۳] روش و
در باشد. مي ديفرانسيل معادلات دستگاه و معادلات انواع حل در قدرتمند روش يك بازتوليدي، هسته مبناي بر هموتوپي

است. شده بندي فصل زير صورت به رساله اين ادامه،
به دوم فصل در پردازيم. مي اساسي هاي قضيه و ها پايه ساختن نحوه فضا، شامل اي پايه مفاهيم بيان به اول فصل در
در سپس پرداخت، خواهيم مرزي مقدار شرايط با منفرد خطي غير ديفرانسيل معادله حل براي متفاوت روش سه بررسي
يك كامل شرح به سوم فصل در پردازيم. مي ديفرانسيل معادلات دستگاه حل جهت اصلي ايده بيان به فصل اين انتهاي
در پرداخت. خواهيم عددي نتايج همراه به مرزي مقدار شرايط با ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي جديد سازي پياده
نهايت در پرداخت. خواهيم ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي متفاوت كاملا و جديد رويكرد يك به نيز چهارم فصل

است. شده پرداخته آينده كارهاي انجام جهت پيشنهادات و گيري نتيجه به پنجم، فصل در
كدام هر طوريكه، به است. ديفرانسيل معادلات از متناهي مجموعه شامل ديفرانسيل معادلات دستگاه يك .۱ .۱ .۱ تعريف
نكته است. شده ساخته آن مشتقات و مجهول توابع از خطي غير يا خطي تركيب صورت به ديفرانسيل معادلات اين از
در معادله يك در آن مشتقات و مجهول توابع طوريكه به باشد، مي يكديگر به ديفرانسيل معادلات اين وابستگي مهم،

است. زير صورت به خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه از اي نمونه شود. مي ظاهر نيز ديگر معادلات
Wang۳ Y. Lin۲ M. Cui۱

۳
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مرزي مقدار شرايط با خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه .۲ .۱ .۱ مثال
η′′۱(τ) + η′۱(τ) + τ η۱(τ) + η′۲(τ) + ۲τ η۲(τ) = f۱(τ), ۰ ≤ τ ≤ ۱,
η′′۲(τ) + η۲(τ) + ۲η′۱(τ) + τ۲η۱(τ) = f۲(τ),

η۱(۰) = η۱(۱) = ۰, η۲(۰) = η۲(۱) = ۰.

مرزي مقدار شرايط با خطي غير ديفرانسيل معادلات دستگاه .۳ .۱ .۱ مثال
η′′۱(τ) + η′۱(τ) + τ۲η۲(τ) + η′۲(τ) + ۲τ η۲(τ) + η′۱(τ)sin(η

′
۳(τ)) = f۱(τ), ۰ ≤ τ ≤ ۱,

η′′۲(τ) + η۲(τ) + ۲η′۱(τ) + τ۲η۱(τ) + τ η۲
۲(τ)η۳(τ) = f۲(τ),

η′′۳(τ) + τη′۳(τ) + τ۲η۲(τ) + ۲(η′۲(τ))۲η′۱(τ)e
η۳(τ) = f۳(τ),

η۱(۰) = η۱(۱) = ۰, η۲(۰) = η۲(۱) = ۰, η۳(۰) = η۳(۱) = ۰.

بازتوليدي هسته فضاي پايه اي مفاهيم ۲ .۱
مي دهيم، قرار .۱ .۲ .۱ تعريف

H =
{
u| است X مجرد مجموعه روي مختلط يا حقيقي مقادير با تابع يك u

}
زير، داخلي ضرب با هيلبرت فضاي 〉يك

u, g
〉
H, u, g ∈ H.

باشيم داشته u ∈ H هر براي طوريكه به باشد، داشته وجود y ∈ X هر براي Ry ∈ H تابع يك 〉اگر
u,Ry

〉
H = u(y),

مي شود. ناميده بازتوليدي هسته فضاي H و مي شود ناميده H هيلبرت فضاي بازتوليدي هسته Ry آنگاه
است، مزدوج متقارن Ry آنگاه باشد فضا اين بازتوليدي هسته Ry و بازتوليدي هسته فضاي H اگر .۲ .۲ .۱ خاصيت

.Ry(x) = Rx(y) يعني
منحصر بازتوليدي هسته Ry آنگاه باشد فضا اين بازتوليدي Ryهسته و بازتوليدي هسته فضاي H اگر .۳ .۲ .۱ خاصيت

است. H فضاي فرد به
و Rx(x) ≥ ۰ ،∀x ∈ X آنگاه باشد فضا اين بازتوليدي هسته Ry و بازتوليدي هسته فضاي H اگر .۴ .۲ .۱ خاصيت

.H = {۰} اگر تنها و اگر است Rx(x) = ۰

يعني است، H فضاي براي مثبت معين هسته يك Ry بازتوليدي هسته .۵ .۲ .۱ خاصيت
n∑

i,j=۱

Rxi(xj)ξiξj ≥ ۰, ∀xi ∈ X,

.i, j = ۱ . . . , n هستند مختلط اعداد ξi, ξj كه
عملگر ، x ∈ X هر براي اگر تنها و اگر است بازتوليدي هسته فضاي يك H هيلبرت تابعي فضاي .۶ .۲ .۱ خاصيت

باشد. كراندار I(f) = f(x) خطي تابعي
.[۲۴ ،۱۶] به شود رجوع خاصيت پنج هر اثبات براي

۴
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پيوسته مطلقا تابع ۱ .۲ .۱
بازه هاي از مجموعه يك {(ak, bk)}nk=۱ كنيم مي فرض و گيريم مي نظر در [a, b] بازه روي را f تابع .۷ .۲ .۱ تعريف

كه، طوري به ∀ε, ∃δ اگر باشند. [a, b] مجموعه زير جدا هم از دوبه دو باز
n∑

i=۱

|f(bi)− f(ai)| < ε, براي
n∑

i=۱

(bi − ai) < δ,

است. [a, b] بازه روي پيوسته مطلقاً تابع يك f تابع صورت اين در
است. پيوسته تابع يك [a, b] بازه روي پيوسته مطلقا تابع يك .۸ .۲ .۱ خاصيت

يك f آنگاه ،|f ′| ≤ M اگر ، يعني باشد كراندار مشتق داراي [a, b] بازه روي f تابع كنيد فرض .۹ .۲ .۱ خاصيت
است. پيوسته مطلقا تابع

است. پيوسته مطلقا [a, b] بازه روي f تابع آنگاه باشد، پيوسته [a, b] بازه روي f ′ تابع كنيد فرض .۱۰ .۲ .۱ خاصيت
بازه روي پيوسته مطلقا تابع يك ∫ x

a
f(t)dt آنگاه باشد، انتگرال پذير [a, b] بازه روي f تابع اگر .۱۱ .۲ .۱ خاصيت

است. [a, b]
شود. مراجعه [۱۶] به خواص اين اثبات براي

آن بازتوليدي هسته تابع و Wm
۲ [a, b] بازتوليدي هسته فضاي ۲ .۲ .۱

زير صورت به را Wm
۲ [a, b] تابعي فضاي گيريم. مي نظر در استاندارد داخلي ضرب با را L۲[a, b] هيلبرت فضاي

مي كنيم، تعريف

Wm
۲ [a, b] =

{
u| است پيوسته مطلقا تابع u(m−۱) كه , u(m) ∈ L۲[a, b]

}
مي كنيم، تعريف زير صورت به ∀u۱, u۲ ∈ Wm

۲ [a, b] را نرم و داخلي ضرب همچنين

< u۱, u۲ >Wm
۲ [a,b]=

m−۱∑
i=۰

u
(i)
۱ (a)u

(i)
۲ (a) +

∫ b

a

u
(m)
۱ (x)u

(m)
۲ (x)dx,

∥u∥Wm
۲ [a,b] =

√
< u, u >Wm

۲ [a,b],

است. داخلي ضرب فضاي يك Wm
۲ [a, b] تابعي فضاي كه كرد ثابت مي توان راحتي به

است. هيلبرت فضاي يك Wm
۲ [a, b] تابعي فضاي .۱۲ .۲ .۱ قضيه

است. بازتوليدي هسته فضاي يك Wm
۲ [a, b] تابعي فضاي .۱۳ .۲ .۱ قضيه

بدست آوريم. Wmرا
۲ [a, b] بازتوليدي هسته Ryتابع خواهيم مي ادامه در شود. رجوع [۱۶] به فوق قضاياي اثبات براي

كند: صدق زير شرط در تابع ∀u ∈ Wm
۲ [a, b] بايد باشد، مشخص y ∈ [a, b] كنيم فرض كار اين 〉براي

u,Ry

〉
Wm

۲ [a,b]
= u(y). (۱ .۱)

۵
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داريم، Wm
۲ [a, b] فضاي براي داخلي ضرب تعريف بكاربردن با

〈
u,Ry

〉
Wm

۲ [a,b]
=

m−۱∑
i=۰

u(i)(a)
∂iRy(a)

∂xi
+

∫ b

a

u(m)(x)
∂mRy(x)

∂xm
dx,

داريم، جز به جز گيري انتگرال از استفاده با ∫كه b

a

u(m)(x)
∂mRy(x)

∂xm
dx

=

m−۱∑
i=۰

(−۱)iu(m−i−۱)(x)
∂m+iRy(x)

∂xm+i

∣∣∣x=b

x=a
+ (−۱)m

∫ b

a

u(x)
∂۲mRy(x)

∂x۲m dx

داريم، همچنين
m−۱∑
i=۰

(−۱)iu(m−i−۱)(x)
∂m+iRy(x)

∂xm+i
=

m−۱∑
i=۰

(−۱)m−i−۱u(i)(x)
∂۲m−i−۱Ry(x)

∂x۲m−i−۱ .

مي شود، تبديل زير فرم به داخلي ضرب نتيجه در

〈
u,Ry

〉
Wm

۲ [a,b]
=

m−۱∑
i=۰

u(i)(a)
[∂iRy(a)

∂xi
− (−۱)m−i−۱∂

۲m−i−۱Ry(a)

∂x۲m−i−۱

]
+

m−۱∑
i=۰

(−۱)m−i−۱u(i)(b)
∂۲m−i−۱Ry(b)

∂x۲m−i−۱

+ (−۱)m
∫ b

a

u(x)
∂۲mRy(x)

∂x۲m dx. (۲ .۱)

بازتوليدي خاصيت زير، مفروضات همچنين و (−∞,+∞) بازه رو آن انتگرال و ديراك دلتاي تابع تعريف از استفاده با
مي شود، برقرار (۲ .۱) رابطه در داخلي ضرب در

δ(x− y) =

{
۰ x ̸= y,

∞ x = y,∫ ∞

−∞
u(x)δ(x− y)dx = u(y),



(−۱)m∂۲mRy(x)
∂x۲m = δ(x− y),

∂iRy(a)
∂xi − (−۱)m−i−۱ ∂۲m−i−۱Ry(a)

∂x۲m−i−۱ = ۰,

(−۱)m−i−۱ ∂۲m−i−۱Ry(b)
∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۰,۱, . . . ,m− ۱.

(۳ .۱)

۶
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است، ۲m مرتبه با زير همگن خطي ديفرانسيل معادله جواب Ry تابع ،x ̸= y كه زماني است مشخص

(−۱)m
∂۲mRy(x)

∂x۲m = ۰, (۴ .۱)
زير، مرزي شرايط با

∂iRy(a)
∂xi − (−۱)m−i−۱ ∂۲m−i−۱Ry(a)

∂x۲m−i−۱ = ۰,

(−۱)m−i−۱ ∂۲m−i−۱Ry(b)
∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۰,۱, . . . ,m− ۱.

(۵ .۱)

۲m تكرار مرتبه از صفر تكراري ريشه داراي كه است λ۲m = ۰ برابر (۴ .۱) ديفرانسيل معادله مشخصه جمله اي چند
است، زير صورت به (۵ .۱) مرزي شرايط با (۴ .۱) ديفرانسيل معادله عمومي جواب بنابراين است،

Ry(x) =


ℓRy(x) =

∑۲m
i=۱ ci(y)x

i−۱, x ≤ y,

rRy(x) =
∑۲m

i=۱ di(y)x
i−۱, x > y,

(۶ .۱)

را i = ۱,۲, . . . , ۲m كه di(.) و ci(.) ثابتهاي كه است كافي Ry بازتوليدي هسته تابع آوردن بدست براي حال
آنها آوردن بدست نحوه ادامه در كه داريم معادله ۴m به نياز مجهول، ۴m اين محاسبه براي است مشخص كنيم. محاسبه

رابطه و (y − ε, y + ε) بازه روي ديراك دلتاي تابع انتگرال تعريف از استفاده با مي دهيم. توضيح را

(−۱)m
∂۲mRy(x)

∂x۲m = δ(x− y),∫ y+ε

y−ε

δ(x− y)dx = ۱, ε > ۰,

داريم،
(−۱)m

(
∂۲m−۱rRy(y+ε)

∂x۲m−۱ − ∂۲m−۱ℓRy(y−ε)
∂x۲m−۱

)
= ۱,

∂iℓRy(y)
∂xi =

∂irRy(y)
∂xi , i = ۰,۱, . . . , ۲m− ۲.

(۷ .۱)

(۵ .۱) مرزي شرايط از بااستفاده و مي آورد، فراهم را di(.) و ci(.) ثابت هاي محاسبه  براي نياز مورد ۲m ،(۷ .۱) رابطه
بازتوليدي هسته تابع توان مي راحتي به معادله ۴mاين از استفاده با بنابراين بياوريم. بدست را ديگر معادله ۲m مي توانيم
مي شود. يافت [۱۶] در آنها اثبات كه مي آوريم را Ry بازتوليدي هسته تابع خواص از برخي ادامه در كرد. تعيين را Ry

داريم آنگاه باشد، Wm
۲ [a, b] بازتوليدي هسته Ry كنيم فرض .۱۴ .۲ .۱ گزاره

∂i+jRy(x)

∂xi∂yj
∈ L۲[a, b], i+ j = ۲m− ۱.

است، [a, b] بازه در پيوسته مطلقا تابع يك زير تابع .۱۵ .۲ .۱ نتيجه
∂i+jRy(x)

∂xi∂yj
, ۰ ≤ i+ j ≤ ۲m− ۲.

۷
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داريم. را زير قضيه فوق، گزاره و نتيجه از
داريم آنگاه باشد، Wm

۲ [a, b] بازتوليدي هسته Ry كنيم فرض .۱۶ .۲ .۱ قضيه
∂i+jRy(x)

∂xi∂yj
∈ Wm

۲ [a, b], i+ j = m− ۱.

اگر .(n = ۱,۲, . . . كه( fn, f ∈ Wm
۲ [a, b] و بازتوليدي هسته فضاي Wm

۲ [a, b] كنيم فرض .۱۷ .۲ .۱ قضيه
كه مي باشد، همگرا يكنواخت طور به f (k) تابع به f (k)n تابع آنگاه باشد، همگرا ∥.∥Wm

۲
نرم مفهوم به f تابع به fn تابع

.۰ ≤ k ≤ m− ۱

Wm
۲ [a, b] بازتوليدي هسته فضاي بسته  فضاهاي زير ۳ .۲ .۱

◦Wm
۲ [a, b] با را آن و ساخت خواهيم مرزي شرايط سري يك اعمال با را Wm

۲ [a, b] بسته زيرفضاي بخش اين در
كنيم: مي تعريف مثال عنوان به و داده نمايش

◦Wm
۲ [a, b] =

{
u| u ∈ Wm

۲ [a, b], u′(a) = ۰, u(b) = ۰
}

فضاي تابع است. هيلبرت بازتوليدي هسته فضاي يك ◦Wm
۲ [a, b] كه مي شود Wmثابت

۲ [a, b] فضاي همانند راحتي به
پيدا نحوه كه است ذكر قابل و هستيم Qy تابع كردن پيدا درصدد اكنون و مي ناميم Qy را ◦Wm

۲ [a, b] بازتوليدي هسته
كند، صدق زير داخلي ضرب در بايد Qy كه است مشخص است. Ry تابع كردن پيدا روش به شبيه كاملا Qy كردن

〈
u,Qy

〉
◦Wm

۲ [a,b]
=

m−۱∑
i=۰

u(i)(a)
[∂iQy(a)

∂xi
− (−۱)m−i−۱∂

۲m−i−۱Qy(a)

∂x۲m−i−۱

]
+

m−۱∑
i=۰

(−۱)m−i−۱u(i)(b)
∂۲m−i−۱Qy(b)

∂x۲m−i−۱

+ (−۱)m
∫ b

a

u(x)
∂۲mQy(x)

∂x۲m dx,

داراي ،◦Wm
۲ [a, b] فضاي تعريف نوع خاطر به كه تفاوت اين با است، زير ديفرانسيل معادله جواب Qy تابع بنابراين

است. Ry تابع محاسبه به نسبت متفاوت مرزي دوشرط

(−۱)m∂۲mQy(x)
∂x۲m = δ(x− y),

∂iQy(a)
∂xi − (−۱)m−i−۱ ∂۲m−i−۱Qy(a)

∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۰,۲,۳, . . . ,m− ۱,

∂۲m−i−۱Qy(b)
∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۱,۲,۳, . . . ,m− ۱,

Qy(b) = ۰,

∂Qy(a)
∂x = ۰.

(۸ .۱)

۸
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همگن خطي ۲m مرتبه ديفرانسيل معادله جواب Qy تابع آنگاه است x ̸= y كه زماني كه است مشخص قبل همانند
زير،

(−۱)m
∂۲mQy(x)

∂x۲m = ۰, (۹ .۱)

مرزي، شرايط با

∂iQy(a)
∂xi − (−۱)m−i−۱ ∂۲m−i−۱Qy(a)

∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۰,۲,۳, . . . ,m− ۱,

∂۲m−i−۱Qy(b)
∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۱,۲,۳, . . . ,m− ۱,

Qy(b) = ۰,

∂Qy(a)
∂x = ۰,

(۱۰ .۱)

تكرار مرتبه از صفر تكراري ريشه داراي كه است λ۲m = ۰ برابر (۹ .۱) ديفرانسيل معادله مشخصه جمله اي چند است.
است: زير صورت به (۱۰ .۱) مرزي شرايط با (۹ .۱) ديفرانسيل معادله عمومي جواب بنابراين است، ۲m

Qy(x) =


ℓQy(x) =

∑۲m
i=۱ ci(y)x

i−۱, x ≤ y,

rQy(x) =
∑۲m

i=۱ di(y)x
i−۱, x > y,

(۱۱ .۱)

از انتگرال از استفاده با كه زير، معادله ۲m همچنين و (۱۰ .۱) مرزي شرط ۲mتا از حاصل معادلات از استفاده با اكنون
مي آيد، بدست (y − ε, y + ε) بازه روي (−۱)m∂۲mQy(x)

∂x۲m = δ(x− y) رابطه طرف دو
(−۱)m

(
∂۲m−۱rRy(y+ε)

∂x۲m−۱ − ∂۲m−۱ℓRy(y−ε)
∂x۲m−۱

)
= ۱,

∂iℓQy(y)
∂xi =

∂irQy(y)
∂xi , i = ۰,۱, . . . , ۲m− ۲,

(۱۲ .۱)

آورد. بدست را (۹ .۱) بازتوليدي تابع در di(.) و ci(.) ثابتهاي توان مي
.[۱۶] است Wm

۲ [a, b] فضاي از بسته زيرفضاي يك ،◦Wm
۲ [a, b] بازتوليدي هسته فضاي .۱۸ .۲ .۱ قضيه

و W ۳
۲ [۰,۱] بازتوليدي هسته فضاهاي براي ترتيب به Qy, Ry بازتوليدي تابع هاي مثال عنوان به .۱۹ .۲ .۱ مثال

هستند. زير صورت به ◦W ۳
۲ [۰,۱]

Ry(x) =

{
x۵

۱۲۰ − x۴y
۲۴ + x۳y۲

۱۲ + x۲y۲

۴ + xy + ۱, x ≤ y,
۱

۱۲x
۲
(
y۳ + ۳y۲

)
+ ۱

۲۴x (۲۴y − y۴) + ۱
۱۲۰ (y

۵ + ۱۲۰) , x > y,

۹
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Qy(x) =



x۵(−y۵+۵y۴−۱۰y۳−۳۰y۲+۳۶)
۱۸۷۲۰ +

x۴(y۵−۵y۴+۱۰y۳+۳۰y۲−۱۵۶y+۱۲۰)
۳۷۴۴ +

x۳(−y۵+۵y۴−۱۰y۳+۱۲۶y۲−۱۲۰)
۱۸۷۲

+ ۱
۶۲۴x

۲ (−y۵ + ۵y۴ − ۱۰y۳ + ۱۲۶y۲ − ۱۲۰) + ۱
۱۵۶ (−y۵ + ۵y۴ − ۱۰y۳ − ۳۰y۲ + ۳۶) ,

x ≤ y,

x۵(−y۵+۵y۴−۱۰y۳−۳۰y۲−۱۲۰)
۱۸۷۲۰ +

x۴(y۵−۵y۴+۱۰y۳+۳۰y۲+۱۲۰)
۳۷۴۴ +

x۳(−y۵+۵y۴−۱۰y۳−۳۰y۲−۱۲۰)
۱۸۷۲

+ ۱
۶۲۴x

۲ (−y۵ + ۵y۴ + ۴۲y۳ + ۱۲۶y۲ − ۱۲۰)− xy۴

۲۴ + ۳y۵+۵۰y۴−۱۰۰y۳−۳۰۰y۲+۳۶۰
۱۵۶۰ ,

x > y.

پيوسته كاملاً توابع  ۴ .۲ .۱
كنيم فرض گيريم. مي نظر در D = [a, b]× [c, d] ⊂ R۲ناحيه روي را f تابع .۲۰ .۲ .۱ }تعريف

Ik = [ak, bk]× [ck, dk]
}n
k=۱∑n

i=۱ |f(Ii)| < ε،كه طوري به ∀ε > ۰, ∃δ > ۰ اگر .Ik ⊂ D كه جدا هم از دوبه دو ناحيه هاي از مجموعه يك
n∑و

i=۱ |Ii| < δ براي

f(Ii) = f(bi, di)− f(bi, ci)− f(ai, di) + f(ai, ci)

روي بر پيوسته كاملاً تابع يك f آنگاه باشند y, x متغيير به نسبت پيوسته مطلقاً تابع هاي ترتيب به f(a, y) ،f(x, c) و
است. D ناحيه

تابع يك f(x, y) تابع ∀y ∈ [c, d] آنگاه باشد، D ناحيه روي بر پيوسته كاملاً تابع يك f(x, y) اگر .۲۱ .۲ .۱ گزاره
مطلقاً تابع يك f(x, y) تابع ∀x ∈ [a, b] مشابه طور به و است [a, b] بازه روي بر x متغيير به نسبت پيوسته مطلقاً

است. [c, d] بازه روي بر y متغيير به نسبت پيوسته
روي بر پيوسته تابع يك f(x, y) آنگاه باشد، D ناحيه روي بر پيوسته كاملاً تابع يك f(x, y) اگر .۲۲ .۲ .۱ گزاره

است. D ناحيه
يك ∫ x

a

∫ y

c
f(t, s)dtds, (x, y) ∈ D تابع آنگاه باشد، Dانتگرال پذير ناحيه روي بر f(x, y) اگر .۲۳ .۲ .۱ گزاره

است. D ناحيه روي بر پيوسته كاملاً تابع
D ناحيه روي بر پيوسته كاملاً تابع يك f آنگاه باشد، [a, b] بازه روي بر پيوسته مطلقاً تابع يك f اگر .۲۴ .۲ .۱ گزاره

است.
f(x)g(y) تابع آنگاه باشند، [c, d] و [a, b] بازه هاي روي بر پيوسته مطلقاً تابع هاي g(y) و f(x) اگر .۲۵ .۲ .۱ گزاره

است. D ناحيه روي بر پيوسته كاملاً تابع يك
شود. رجوع [۱۶] به فوق گزاره هاي اثبات براي

۱۰
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W
(m,n)
۲ (D) دوتايي بازتوليدي هسته فضاي ۵ .۲ .۱

مي كنيم، تعريف زير صورت به را W (m,n)
۲ (D) دوتايي تابعي فضاي

W
(m,n)
۲ (D) = Wm

۲ [a, b]⊗Wn
۲ [c, d]

=
{
u(x, t)| است پيوسته كاملاً تابع ∂

m+n−۲u(x, t)

∂xm−۱∂tn−۱ كه , ∂
m+nu(x, t)

∂xm∂tn
∈ L۲(D), (x, t) ∈ D

}
مي كنيم، تعريف زير صورت به ∀u۱, u۲ ∈ W

(m,n)
۲ (D) را نرم و داخلي ضرب همچنين

< u۱, u۲ >W
(m,n)
۲ (D)

=

m−۱∑
i=۰

∫ d

c

[
∂n

∂tn
∂i

∂xi
u۱(a, t)

∂n

∂tn
∂i

∂xi
u۲(a, t)

]
dt

+

n−۱∑
j=۰

〈
∂j

∂tj
u۱(x, c),

∂j

∂tj
u۲(x, c)

〉
Wm

۲ [a,b]

+

∫ b

a

∫ d

c

∂m

∂xm
∂n

∂tn
u۱(x, t)

∂m

∂xm
∂n

∂tn
u۲(x, t)dxdt

∥u(x, t)∥
W

(m,n)
۲ (D)

=
√
< u, u >

W
(m,n)
۲ (D)

,

است. داخلي ضرب فضاي يك W (m,n)
۲ (D) تابعي فضاي كه كرد ثابت مي توان راحتي به

است. هيلبرت فضاي يك W (m,n)
۲ (D) تابعي فضاي .۲۶ .۲ .۱ قضيه

آنگاه، f, g۱, g۲ ∈ W
(m,n)
۲ (D) مي دهيم قرار .۲۷ .۲ .۱ 〉قضيه

f, g۱g۲
〉
W

(m,n)
۲ (D)

=
〈〈
f, g۱

〉
Wm

۲
, g۲
〉
Wn

۲
.

آنگاه، f۱, f۲, g۱, g۲ ∈ W
(m,n)
۲ (D) مي دهيم قرار .۲۸ .۲ .۱ 〉نتيجه

f۱f۲, g۱g۲
〉
W

(m,n)
۲ (D)

=
〈
f۱, g۱

〉
Wm

۲

〈
f۲, g۲

〉
Wn

۲
.

داريم n ∈ N براي آنگاه f ∈ Wm
۲ [a, b] تابع اگر .۲۹ .۲ .۱ نتيجه

∥f∥Wm
۲ [a,b] = ∥f∥

W
(m,n)
۲

.

به آن بازتوليدي هسته تابع و است بازتوليدي هسته فضاي يك W (m,n)
۲ (D) دوبعدي تابعي فضاي .۳۰ .۲ .۱ قضيه

است زير صورت
K(η,ξ)(x, t) = Rη(x)Qξ(t).

هستند. Wn
۲ [c, d] و Wm

۲ [a, b] فضاهاي فضاي بازتوليدي هسته هاي ترتيب به Qξ و Rη كه
بازتوليدي هسته فضاي به مربوط مقدمات كامل معرفي از پس اكنون .[۱۶] به شود رجوع فوق نتايج و قضيه ها اثبات براي
حل براي آن پياده سازي نحوه و بازتوليدي هسته روش معرفي به نوبت مربوطه، قضيه هاي و بازتوليدي هسته فضاي تابع و

مي رسد. ديفرانسيل معادله

۱۱



۲ فصل
ديفرانسيل معادله حل براي هيلبرت فضاي بازتوليدي هسته روش

مرزي مقدار شرايط با منفرد خطي غير

۱۲



منفرد خطي غير ديفرانسيل معادله حل براي هيلبرت فضاي بازتوليدي هسته روش دوممعرفي فصل

بازتوليدي هسته روش ۱ .۲
مقدمه ۱ .۱ .۲

استفاده با مي باشد، ديفرانسيل معادلات از وسيعي طيف حل براي قدرتمند تحليلي نيمه روش يك بازتوليدي هسته روش
مناسبي تقريب هاي و كرد حل را دشوارتر مسائل از وسيعي طيف توان مي حتي ابتكاري تكنيك هاي و روش اين از
معادلات همانند، شده اند. حل بازتوليدي هسته روش با كه مسائلي از نمونه هايي مثال عنوان به آورد، بدست آنها براي
و خطي غير و خطي فردهلم-اولترا انتگرال معادلات خطي، غير و خطي ديفرانسيل-انتگرال معادلات كسري، ديفرانسيل

.[۲۵-۳۱] متغير ضرايب- برگر معادلات
سه مقاله اين در .[۱۸] است شده ارائه همكاران و ۱ ونگ يولان توسط كه است اي مقاله روي بر ما تمركز فصل اين در
با ديفرانسيل معادله حل ۱ روش روش۳). ، روش۲ ،۱ (روش است شده معرفي منفرد ديفرانسيل معادله حل براي روش
اينكه به توجه با است. اشميت گرام سازي متعامد فرآيند بدون ديگر روش دو و است اشميت گرام سازي متعامد فرآيند
اين ادامه در است، خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي ۲ روش از تعميمي ارائه هدف رساله اين در

داد. خواهيم قرار بررسي مورد را ۳ و ۱ هاي روش اجمالي صورت به و پردازيم مي ۲ روش كامل تشريح به فصل
توجه مورد ۲ روش اينكه علت و داد خواهيم انجام روش سه هر بين اي مقايسه عددي نتايج به توجه با فصل اين آخر در

كرد. خواهيم تشريح را است گرفته قرار ما

مرزي مقدار شرايط با منفرد ديفرانسيل معادله ۲ .۱ .۲
بگيريد: نظر در را زير مرزي مقدار شرايط با منفرد ديفرانسيل }معادله

L(u(x)) = N(u(x)) + f(x),

u(۰) = u(۱) = ۰,
(۱ .۲)

كه
L(u(x)) ≡ p(x)u

′′
(x) +

۱
q(x)

u′(x) +
۱
r(x)

u(x),

حسب بر پيوسته خطي غير تابعي N(u) همچنين ،q(۰)q(۱) = ۰, r(۰)r(۱) = ۰ و ۱
q(x)

, ۱
r(x)

∈ C(۰,۱)
عملگر بازتوليدي هسته فضاي مناسب انتخاب بازتوليدي هسته روش با ديفرانسيل معادله يك حل در اول قدم است. u
جواب يك كه مي خواهيم ما و است دو مرتبه از معادله مشتق بزرگترين اينكه به توجه با (۱ .۲) معادله در مي باشد. معادله
فضاي در u همان يا عملگر مجهول تابع كه مي كنيم فرض بياوريم بدست بازتوليدي هسته فضاي در مسئله براي تقريبي
فضاي در u′′ آن، دوم مشتق و است W ۲

۲ [۰,۱] فضاي در u′ يعني آن اول مشتق اينصورت در كه باشد W ۳
۲ [۰,۱]

اينكه به توجه با است. W ۱
۲ [۰,۱]

W ۳
۲ [۰,۱] ⊂ W ۲

۲ [۰,۱] ⊂ W ۱
۲ [۰,۱],

فراموش اينجا در نبايد كه ديگري نكته است. W ۱
۲ [۰,۱] فضاي در L(u) كه بگيريم نظر در را حالتي است بديهي پس

u(۰) = مرزي مقدار شرايط با همراه شده فرض آن در u معادله مجهول تابع كه W ۳
۲ [۰,۱] فضاي كه است اين شود

به را ◦W ۳
۲ [۰,۱] بازتوليدي هسته فضاي پس شوند، لحاظ بازتوليدي هسته تابع توليد در بايد كه است u(۱) = ۰

Yulan Wang۱
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منفرد خطي غير ديفرانسيل معادله حل براي هيلبرت فضاي بازتوليدي هسته روش دوممعرفي فصل

كنيم، مي تعريف زير صورت
◦W ۳

۲ [۰,۱] =
{
u| است پيوسته مطلقا تابع u(۲), u(۳) ∈ L۲[۰,۱], u(۰) = u(۱) = ۰

}
,

مي كنيم، تعريف زير صورت به ◦W ۳
۲ [۰,۱] فضاي براي را داخلي ضرب و نرم همچنين

< u۱, u۲ >◦W ۳
۲ [۰,۱]=

۲∑
i=۰

u
(i)
۱ (۰)u(i)۲ (۰) +

∫ ۱

۰
u
(۳)
۱ (x)u

(۳)
۲ (x)dx,

∥u∥◦W ۳
۲ [۰,۱] =

√
< u, u >◦W ۳

۲ [۰,۱], ∀u۱, u۲ ∈ ◦W ۳
۲ [۰,۱],

L كه كرد ثابت مي توان راحتي به است. L : ◦W ۳
۲ [۰,۱] −→ W ۱

۲ [۰,۱] صورت به معادله عملگر فضاي بنابراين و
L∗ : W ۱

۲ [۰,۱] −→ ◦W ۳
۲ [۰,۱] صورت به را L خودالحاقي عملگر L∗ بعلاوه ،[۱۶] است كراندار خطي عملگر يك

مي كنيم. تعريف
يا هستيم بازتوليدي هسته روش از خطا آناليز يك ارائه دنبال به كه زمان هايي مخصوصا مواقع بعضي در .۱ .۱ .۲ نكته
كوچكتري بازتوليدي هسته فضاهاي كه داريم نياز هستيم معادله مجهول تابع بالاتر مرتبه از مشتق هاي تقريب دنبال به
تابع براي انتخابي بازتوليدي فضاي با متناسب هم عملگر بازتوليدي فضاي بايد كه است صورت اين در كنيم اختيار را
W ۴

۲ [۰,۱] بازتوليدي فضاهاي در ترتيب به را (۱ .۲) معادله مجهول تابع بخواهيم اگر مثال عنوان به باشد، مسئله مجهول
مي شود، زير صورت به عملگر فضاي آنگاه كنيم، فرض W ۵

۲ [۰,۱] و

L : ◦W ۴
۲ [۰,۱] −→ W ۲

۲ [۰,۱],

L : ◦W ۵
۲ [۰,۱] −→ W ۳

۲ [۰,۱].

(كه xi ∈ [۰,۱] نقاط از استفاده با و W ۱
۲ [۰,۱] فضاي بازتوليدي هسته تابع مشخص y يك براي ry كنيم فرض

و φi(x) = rxi(x) دهيم مي قرار ( كرد خواهيم صحبت نقاط اين انتخاب به راجع بعدا

ψi(x) = L∗φi(x).

◦W ۳
۲ فضاي[۰,۱] براي كامل پايه يك زير لم ،[۲۰] است پذير معكوس كراندار خطي عملگر Lيك عملگر اينكه فرض با

داد. بسط اي پايه  توابع اين از استفاده با را فضا اين اعضاي از هركدام مي توان طوريكه به مي دهد، ارائه
پايه يك {ψi}∞i=۱ آنگاه مي گيريم، نظر در [۰,۱] بازه از چگال مجموعه اي يك را {xi}∞i=۱ نقاط مجموعه .۲ .۱ .۲ لم

.[۱۸] است ◦W ۳
۲ [۰,۱] بازتوليدي هسته فضاي براي كامل

شرح را آن محاسبه نحوه كامل طور به قبل فصل در كه باشد ◦W ۳
۲ [۰,۱] فضاي بازتوليدي هسته تابع Ry كنيم فرض

است، زير صورت به ψi محاسبه نحوه داديم.

ψi(x) = L∗φi(x) =
〈
L∗φi(y), Rx(y)

〉
◦W ۵

۲
=
〈
φi(y), LyRx(y)

〉
W ۱

۲
= LyRx(y)

∣∣
y=xi

p(y)
∂۲Rx(y)

∂y۲

∣∣∣
y=xi

+
۱
q(y)

∂Rx(y)

∂y

∣∣∣
y=xi

+
۱
r(y)

Rx(y)
∣∣∣
y=xi

.

۱۴
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منفرد خطي غير ديفرانسيل معادله حل براي متفاوت روش سه معرفي ۲ .۲
(۱ روش ) اشميت گرام سازي متعامد فرآيند از استفاده با بازتوليدي هسته روش معرفي ۱ .۲ .۲

بازتوليدي فضاي از {ψi}∞i=۱ يكه متعامد پايه هاي به را {ψi}∞i=۱ پايه هاي اشميت گرام متعامدسازي فرايند از استفاده با
كنند: صدق زير شرط در كه طوري به مي كنيم تبديل ◦W ۳

۲ [۰,۱]

ψi(x) =

i∑
k=۱

βikψk(x),

هستند. متعامد سازي ثابت هاي βik كه

مرزي مقدار شرايط با ديفرانسيل معادله جواب تقريب ۲ .۲ .۲
معادله تحليلي جواب آنگاه ،[۰,۱] بازه از چگال مجموعه اي يك را {xi}∞i=۱ نقاط مجموعه مي دهيم قرار .۱ .۲ .۲ قضيه

است. زير فرم به (۱ .۲)

u(x) =

∞∑
i=۱

i∑
k=۱

βik(F (xk) +Nu(xk))ψi(x). (۲ .۲)

سري روي از را تقريبي جواب آوردن بدست روش مي خواهيم اكنون كنيد. رجوع [۱۶] به فوق قضيه اثبات ملاحظه براي
كنيد فرض دهيم. شرح (۲ .۲)

un(x) =

n∑
i=۱

i∑
k=۱

βikF (xk)ψi(x), (۳ .۲)

يا [۰,۱] بازه در نقطه n با ديفرانسيل معادله تقريبي جواب un و است [۰,۱] بازه به متعلق {xi}ni=۱ نقاط مجموعه كه
باشد. ◦W ۳

۲ [۰,۱] فضاي بازتوليدي هسته از حاصل پايه  n
(۱ .۲) معادله براي تحليلي جواب يك N(u(x)) = ۰ كه حالتي براي (۲ .۲) سري اگر همگرايي) (قضيه .۲ .۲ .۲ قضيه

و باشد ◦W ۳
۲ [۰,۱] بازتوليدي فضاي در

u(x) =

∞∑
i=۱

〈
u(x), ψi(x)

〉
◦W ۳

۲
ψi(x),

ψi(x) =

i∑
k=۱

βikψk(x),

آنگاه است، ◦W ۳
۲ [۰,۱] فضاي از يكه متعامد پايه هاي {ψi}∞i=۱ كه

un(x) =

n∑
i=۱

i∑
k=۱

βikF (xk)ψi(x),

.∥un − u∥◦W ۳
۲
−→ ۰ (n −→ ∞) داريم و است (۱ .۲) معادله تقريبي جواب

.[۱۶] به شود رجوع اثبات.
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(۲ روش ) مرزي مقدار شرايط با منفرد خطي غير ديفرانسيل معادله جواب تقريب ۳ .۲ .۲
نيز N(um−۱) غيرخطي عملگر و باشد كراندار خطي معكوس پذير ديفرانسيلي عملگر يك L(um) مي كنيم فرض
در u۰ كه طوري به باشد اوليه تابع يك m = ۱ براي um−۱ كه مي كنيم فرض و m = ۱ مي دهيم قرار باشد. پيوسته

مي كنيم. محاسبه را um−۱ تابع m = ۲,۳, . . . تكرار هر براي و مي كند صدق (۱ .۲) مسئله مرزي شرايط
آنگاه باشد، داشته L−۱وجود و باشد [۰,۱] بازه در شمارا و چگال زيرمجموعه يك {xj}∞j=۱ كنيد فرض .۳ .۲ .۲ قضيه

است زير صورت به (۱ .۲) مسئله تحليلي جواب

um(x) =

∞∑
i=۱

ci,mϕi(x), m = ۱,۲, . . . (۴ .۲)

N(um−۱(x)) مسئله غيرخطي جمله براي تكرارها تعداد m و شوند محاسبه بايد كه هستند مجهول ضرايب ci,m كه
است.

داريم: خودالحاق عملگر و Wm
۲ [۰,۱] بازتوليدي هسته فضاي خواص از استفاده با اثبات.

L(um(xj)) =
〈
L(um(x)), φj(x)

〉
=
〈
um(x), L∗φj(x)

〉
=
〈 ∞∑

i=۱

ci,mϕi(x), L
∗φj(x)

〉
=

〈
L
( ∞∑

i=۱

ci,mϕi(x)
)
, ϕj(x)

〉
=
〈 ∞∑

i=۱

ci,mL(ϕi(x)), φj(x)
〉
=

∞∑
i=۱

ci,mL(ϕi(x))|x=xj =

N(um−۱(x))|x=xj + F (xj), j = ۱,۲, . . . m = ۱,۲, . . .

است [۰,۱] بازه در چگال نقاطي {xj}∞j=۱ كه آنجا از و L(um(xj)) = N(um−۱(x))|x=xj +F (xj) بنابراين
است، زير صورت به نقطه n با (۱ .۲) مسئله تقريبي جواب و L(um(x)) = N(um−۱(x))+F (x) داريم نتيجه در

un,m(x) =

n∑
i=۱

ci,mϕi(x). (۵ .۲)

جواب از استفاده با مي كنيم. بيان را ci,m, i = ۱,۲, . . . m = ۱,۲, . . . مجهول ضرايب محاسبه نحوه اكنون
مي كنيم تعريف زير صورت به را Zn مانده تابع (۱ .۲) معادله در آن دادن قرار و un,m تقريبي

Zn(x) = L(un,m(x))−N(un,m−۱(x))− F (x), (۶ .۲)

يعني باشد، صفر برابر زير داخلي ضرب كه مي كنيم محاسبه طوري را ci,m ضرايب 〉اكنون
Zn(x), ϕj(x)

〉
◦W ۳

۲
= ۰, j = ۱,۲, . . . , n. (۷ .۲)

۱۶
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داريم un,m تقريبي جواب تعريف و مانده تابع تعريف از استفاده 〉با
Zn, ϕj

〉
=
〈
L(un,m)−N(un,m−۱)− F, ϕj

〉
=
〈
L(un,m), ϕj

〉
−
〈
N(un,m−۱) + F, ϕj

〉
=
〈
L
( n∑

i=۱

ci,mϕi
)
, ϕj
〉
−
〈
N(un,m−۱) + F, ϕj

〉
=

n∑
i=۱

ci,m
〈
L(ϕi), ϕj

〉
−
〈
N(un,m−۱) + F, ϕj

〉
= ۰,

كه مي رسيم زير فرم به خطي جبري معادلات دستگاه يك به داخلي ضرب در بازتوليدي خاصيت از استفاده با نهايت در
كرد: محاسبه را ci,m ضرايب مي توان آن حل با

(۸ .۲)
n∑

i=۱

ci,mLϕi(x)|x=xj = N(un,m−۱(x))|x=xj + F (xj), m = ۱,۲, . . . j = ۱,۲, . . . , n.

است. زير فرم به معادله جواب نتيجه در N(u(x)) = ۰ باشد خطي (۱ .۲) معادله اگر
n∑

i=۱

ci,mLϕi(x)|x=xj = F (xj), j = ۱,۲, . . . , n. (۹ .۲)

همگرايي آناليز ۴ .۲ .۲
است. كراندار و بسته ،D ⊂ R و B ⊂ C(D) كه مي گيريم درنظر را B مجموعه آرزِلا-آسكُلي ۱) ( قضيه .۴ .۲ .۲ قضيه

يعني، باشند هم پيوسته و كراندار يكنواخت طور به B در ها تابع كه مي كنيم فرض
supy(x)∈B∥y(x)∥∞ <∞,

∀x̂, x̌ ∈ D ∥(x̂− x̌)∥ ≤ ϵ, =⇒ |y(x̂)− y(x̌)| ≤ dB(ϵ), ∀y(x) ∈ B

.[۲۴] است C(D) در فشرده نسبتا مجموعه يك B آنگاه .dB(ϵ) −→ ۰ (ϵ −→ ۰) و
C[۰,۱] فضاي در فشرده مجموعه يك B آنگاه B = {un,m| ∥un,m∥◦W ۳

۲ [۰,۱] ≤ ζ} كنيم فرض اگر .۵ .۲ .۲ لم
است. ثابت يك ζ كه است

داريم بازتوليدي هسته پايه اي خواص از استفاده با اثبات.
∥Rx∥۲ = < Rx, Rx > = Rx(x) < ζ۱,

داريم، ∀un,m ∈ B كوشي-شوارتز۲ نامساوي از استفاده با است. ثابت يك ζ۱ كه
|un,m(x)| = | < un,m, Rx > |

≤ ∥un,m∥ ∥Rx∥ ≤ ζζ
۱
۲

۱ ,

Cauchy‐Schwartz۲ Arzela‐Ascoli۱
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δ > ۰ دارد وجود ∀un,m ∈ B و ∀ϵ > ۰ همچنين .C[۰,۱] در است كراندار يكنواخت طور به B مجموعه بنابراين
داريم، طوريكه به

|un,m(x+ h)− un,m(x)| = | < un,m, Rx+h −Rx > |

≤ ∥un,m∥ ∥Rx+h −Rx∥

≤ ζ.
(
∥∂Rx

∂x
|x=η∥.|h|

)
, η ∈ [x, x+ h],

داريم بازتوليدي هسته پايه اي خواص از و
∥∂Rx

∂x
∥ ≤ ζ۲,

داريم |h| < δ وقتيكه ،δ = ϵ
ζζ۲

بگيريم درنظر اگر است. ثابت يك ζ۲ كه

|un,m(x+ h)− un,m(x)| < ϵ.

آنجا از است. فشرده نسبتا B مجموعه آرزلا-آسكلي، قضيه از استفاده با نتيجه در و است هم پيوسته un,m(x) بنابراين
است. فشرده B مجموعه ي پس مي باشد خودش B مجموعه ي بستار كه

معادله تقريبي جواب آنگاه باشند، [۰,۱] بازه در چگال نقاطي {xi}∞i=۱ كنيد فرض همگرايي) (قضيه .۶ .۲ .۲ قضيه
يعني همگراست معادله دقيق جواب به (۱ .۲)

un,m
n−→∞−−−−→ u, m = ۱,۲, . . . .

همگرايي توان مي راحتي به ۱۷ .۲ .۱ قضيه از استفاده با آنگاه un,m −−→ u كه كنيم ثابت اگر است مشخص اثبات.
داريم (۹ .۲) و (۶ .۲) (۵ .۲) رابطه هاي به باتوجه گرفت. نتيجه را يكنواخت

L(un,m(xi)) = N(un,m−۱(x))|x=xi + F (xi),

m = ۱,۲, . . . i = ۱,۲, . . . , n

كه است بديهي و است B مجموعه به متعلق {un,m}∞n=۱ دنباله و است فشرده B مجموعه ي ۵ .۲ .۲ لم از استفاده با
دنباله زير يك شامل {un,m}∞n=۱ دنباله نرم دار فضاي در فشرده مجموعه تعريف از استفاده با همچنين و .u ∈ B
.{un,ml}n→∞

l→∞ −→ u كه مي كنيم فرض همگراست. B مجموعه از عضو يك به كه است {un,ml}∞l=۱ مانند همگرا
داريم،

L(un,ml(xi)) = N(un,ml−۱(x))|x=xi + F (xi),

m = ۱,۲, . . . i = ۱,۲, . . . , n
(۱۰ .۲)

غيرخطي عملگر كه مي كنيم فرض همچنين مي باشد. پيوسته عملگري پس است كراندار خطي عملگر يك L كه آنجا از
نتيجه، در .un,ml −→ u بنابراين باشد، پيوسته نيز N

L(un,ml) −→ L(u),

N(un,ml−۱) −→ N(u).

۱۸
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همگرايي ما اكنون .∥un,ml − u∥◦W ۳
۲
−→ ۰ (n −→ ∞) نتيجه در و Zn −→ ۰ ،(۱۰ .۲) معادله در بنابراين

پايه اي خواص و ۱۷ .۲ .۱ قضيه از استفاده با مي كنيم. ثابت را un,ml

n,l−→∞−−−−−→ u, (m = ۱,۲, . . . ) يكنواخت
داريم توليدي هسته تابع

|un,ml − u| =| < un,ml − u,Rx >◦W ۳
۲
|

≤∥un,ml − u∥◦W ۳
۲
∥Rx∥◦W ۳

۲

≤M∥un,ml − u∥◦W ۳
۲

.un,ml

n−→∞−−−−→ u بنابراين

(۳ روش ) بازتوليدي هسته بر مبتني پايه هاي از جديد مدل يك معرفي ۵ .۲ .۲
با اندكي پايه اين ساختن مي كنيم. بيان را بازتوليدي هسته تابع از استفاده مورد پايه ساختن براي جديد مدل يك اينجا در
Ry(.) هسته روي بر را معادله عملگر يكبار (.)Ryابتدا هسته در y به مقداردهي قبل طوريكه به است متفاوت قبلي پايه 

زير صورت به مي دهيم، اثر
Ψi(.) = LRy(.)

∣∣
y=xi

, i = ۱,۲, . . . (۱۱ .۲)
عملگر L و ◦W ۳

۲ [۰,۱] فضاي بازتوليدي هسته Ry(.) و [۰,۱] بازه در شمارا و چگال زيرمجموعه يك {xi}∞i=۱ كه
حل و دارد وجود حالت اين براي عينا نيز قبل حالت در مفروضات تمام همچنين مي باشند، (۱ .۲) مسئله كراندار خطي
(۱۱ .۲) جديد پايه هاي از ما كه تفاوت اين با است قبل حالت همانند نيز همگرايي قضيه اثبات نحوه و ديفرانسيل معادله

مي كنيم. استفاده

عددي مثال هاي ۶ .۲ .۲
:[۱۸] بگيريد نظر در را زير منفرد خطي غير ديفرانسيل معادله .۷ .۲ .۲ مثال

u
′′
(x) +

۱√
x
u′(x)

۱
x
+ u(x)− sin(u۲(x))− eu

۹(x) + u۱۱(x) = f(x)

u(۰) = u(۱) = ۰, x ∈ (۰,۱),

از استفاده با مثال اين . u۱(x) = ۰ دهيد قرار همچنين است، u(x) = (x − x۲)sinx معادله اين دقيق جواب كه
جدول در مثال اين به مربوط عددي نتايج است. شده حل فصل اين در شده ارائه روش۳) روش۲، (روش۱، روش سه
نيز ۱ .۲ جدول و است شده ارائه [۱۸] در همكاران و ونگ توسط روش سه هر كه است ذكر به لازم است. شده ارائه ۱ .۲

است. شده ارائه [۱۸] در
:[۱۸] بگيريد نظر در را زير منفرد خطي غير ديفرانسيل معادله .۸ .۲ .۲ مثال

ϵu
′′
(x) +

۱
x
u′(x) + (۱ + x۲)u(x)− (u(x))۹ = f(x),

u(۰) = u(۱) = ۰, x ∈ (۰,۱),

روش سه از استفاده با مثال اين . u۱(x) = ۰ دهيد قرار همچنين است، u(x) = (x − x۲) معادله اين دقيق جواب
ارائه ۲ .۲ جدول در مثال اين به مربوط عددي نتايج است. شده حل فصل اين در شده ارائه روش۳) روش۲، (روش۱،
[۱۸] در نيز ۲ .۲ جدول و است شده ارائه [۱۸] در همكاران و ونگ توسط روش سه هر كه است ذكر به لازم است. شده

است. شده ارائه

۱۹
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.m = ۱۰ و n = ۴۰ ازاي به (۷ .۲ .۲) مثال براي مطلق خطاي ماكزيمم :۱ .۲ جدول

x ۱ روش ۲ روش ۳ روش

۰٫۰۸ ۲٫۸۸۰۳۷ × ۱۰−۴ ۶٫۷۱۵۱۹ × ۱۰−۶ ۲٫۸۸۰۳۶ × ۱۰−۴

۰٫۱۶ ۴٫۴۶۷۳۵ × ۱۰−۴ ۶٫۷۵۰۴۶ × ۱۰−۶ ۴٫۴۶۷۳۴ × ۱۰−۴

۰٫۳۲ ۵٫۷۳۵۳۷ × ۱۰−۴ ۶٫۱۹۱۰۷ × ۱۰−۶ ۵٫۷۳۵۳۷ × ۱۰−۴

۰٫۴۸ ۴٫۰۱۹۸۳ × ۱۰−۴ ۵٫۳۵۰۹ × ۱۰−۶ ۵٫۳۶۴۰۳ × ۱۰−۴

۰٫۶۴ ۴٫۰۱۹۸۳ × ۱۰−۴ ۴٫۴۶۹۷۴ × ۱۰−۶ ۴٫۰۱۹۸۲ × ۱۰−۴

۰٫۸۰ ۲٫۲۱۶۳ × ۱۰−۴ ۳٫۶۳۵۸۹ × ۱۰−۶ ۲٫۲۱۶۲۸ × ۱۰−۴

۰٫۹۶ ۴٫۰۴۵۹۱ × ۱۰−۵ ۳٫۲۲۰۷۲ × ۱۰−۶ ۴٫۰۴۵۹ × ۱۰−۵

CPU Time(sec)

n = ۶۴ ۱۷٫۵ ۱۰ ۱۵٫۵

.ϵ = ۱۰−۵ و m = ۱۰ ، n = ۸۰ ازاي به (۸ .۲ .۲) مثال براي مطلق خطاي ماكزيمم :۲ .۲ جدول

x ۱ روش ۲ روش ۳ روش

۰٫۰۸ ۲٫۲۹۳۷۷ × ۱۰−۸ ۱٫۱۷۳۱۵ × ۱۰−۹ ۲٫۲۹۳۷۷ × ۱۰−۸

۰٫۱۶ ۲٫۱۶۰۷۴ × ۱۰−۸ ۲٫۵۶۵۹ × ۱۰−۹ ۲٫۱۶۰۷۳ × ۱۰−۸

۰٫۳۲ ۱٫۸۵۹۱۱ × ۱۰−۸ ۱٫۱۱۱۰۲ × ۱۰−۹ ۱٫۸۵۹۱ × ۱۰−۸

۰٫۴۸ ۱٫۵۰۲۹۴ × ۱۰−۸ ۱٫۰۳۶۷۵ × ۱۰−۹ ۱٫۵۰۲۹۵ × ۱۰−۸

۰٫۶۴ ۱٫۰۹۳۷۶ × ۱۰−۸ ۲٫۳۴۷۳۷ × ۱۰−۹ ۱٫۰۹۳۷۵ × ۱۰−۸

۰٫۸۰ ۶٫۴۰۶۹۱ × ۱۰−۹ ۱٫۸۳۸۴۲ × ۱۰−۱۱ ۶٫۴۰۶۹۴ × ۱۰−۹

۰٫۹۶ ۱٫۶۶۴۸۷ × ۱۰−۹ ۲٫۲۰۶۱۹ × ۱۰−۹ ۱٫۶۶۴۸۴ × ۱۰−۹

CPU Time(sec)

n = ۶۴ ۱۱ ۶٫۵ ۱۲

دو اين به مربوط مطلق خطاي ماكزيمم هستند. مرزي مقدار شرايط با منفرد خطي غير ديفرانسيل معادله مثال، دو هر
است. شده آورده ۲ .۲ و ۱ .۲ جداول در مثال

L∞ = max
۰<x<۱

|u(x)− un(x)|.
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. روش۳ و روش۲ روش۱، عددي نتايج مقايسه ۷ .۲ .۲
طرفي از است، يكديگر به نزديك تقريبا ۳ و ۱ روش دقت كه دهد مي نشان (۲ .۲) و (۱ .۲) هاي جدول در عددي نتايج
متعامد فرآيند بدون ۳ روش ولي است اشميت گرام سازي متعامد فرآيند با منفرد خطي غير ديفرانسيل معادله حل ۱ روش
كمتر ۱ روش از اشميت گرام سازي متعامد فرآيند حذف بدليل ۳ روش در عمليات حجم همچنين اشميت، گرام سازي
گرام فرآيند حذف بدليل و است بالاتر ديگر روش دو از ۲ روش دقت كه است اين جدول دو هر در مهم ي نكته است.

است. كمتر نيز محاسبات حجم اشميت
دستگاه حل براي ۲ روش از تعميمي كه آورد وجود به ما در را انگيزه اين ۲ روش در بالا دقت و كم عمليات حجم
به متفاوت رويكرد دو با بعدي هاي فصل در دهيم. ارائه مرزي مقدار شرايط با خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات

پرداخت. خواهيم روش۲ تعميم
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۳ فصل
بازتوليدي هسته روش مبناي بر جديد سازي پياده يك از استفاده

مرزي مقدار شرايط با ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي
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مرزي مقدار شرايط با خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه سومحل فصل

مقدمه ۱ .۳
با خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي روش۲ تعميم از استفاده با را جديدي رويكرد فصل اين در
بپردازيم ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي جديد رويكرد به اينكه از قبل كرد. خواهيم معرفي مرزي مقدار شرايط
در با فضا هاي هسته ۲ روش در داد. خواهيم ارائه تعميم اين درك براي روش۲، عملكرد ي نحوه و ساختار بر مروري
نتيجه در دهيم، مي قرار را محلي هم نقاط y بجاي سپس شوند مي ساخته y و τ حسب بر مرزي مقدار شرايط گرفتن نظر
محلي هم نقاط از استفاده با و شود مي اعمال ها پايه اين روي بر خطي عملگر ادامه در آيند. مي بدست τ حسب بر ها پايه
راست سمت بردار در ضرايب ماتريس معكوس ضرب با مجهول ضرايب نهايت در شود. مي ساخته ضرايب ماتريس

است. اهميت حائز محلي هم نقاط و داخلي ضرب فضا، انتخاب ۲ روش در بنابراين آيند. مي بدست
صحيحي روش و حاضر روش بين اي مقايسه هست آمد كار بسيار رساله اين در شده معرفي روش دهيم نشان اينكه براي
حل براي اشميت گرام سازي متعامد فرآيند بدون بازتوليدي هسته روش [۲۲] در داد. خواهيم انجام [۲۲] همكاران و
هسته روش [۳۲] روش با اي مقايسه مقاله اين در همچنين است. شده ارائه خطي غير و خطي ديفرانسل معادلات دستگاه
دو هر از ما روش كه داد خواهيم نشان فصل اين در است. شده انجام اشميت، گرام سازي متعامد فرآيند با بازتوليدي

بگيريد: نظر در را زير مرزي مقدار شرايط با ديفرانسيل معادلات دستگاه است. تر كارآمد عددي نتايج نظر از روش

(۱ .۳)

V۱۱(η۱(τ)) + V۱۲(η۲(τ)) + · · ·+ V۱k(ηk(τ)) = H۱(τ)− δ۱(τ, η(τ)), ۰ ≤ τ ≤ ۱,
V۲۱(η۱(τ)) + V۲۲(η۲(τ)) + · · ·+ V۲k(ηk(τ)) = H۲(τ)− δ۲(τ, η(τ)),... ...
Vk۱(η۱(τ)) + Vk۲(η۲(τ)) + · · ·+ Vkk(ηk(τ)) = Hk(τ)− δk(τ, η(τ)),

ηi(۰) = ηi(۱) = β,

طوريكه به

Vij(ηj(τ)) = η′′j (τ) + aij(τ)η
′
j(τ) + bij(τ)ηj(τ), i, j = ۱,۲, . . . , k.

و خطي غير و خطي هاي عملگر ترتيب به δj(.) و Vi,j(.) مشخص، هاي تابع bij(.) و aij(.) كنيد فرض
توابع بردار η(τ) = (η۱(τ), η۲(τ), . . . , ηk(τ))

T و شده داده توابع Hj(.) همچنين باشند. τ ∈ Ω = [۰,۱]
معادله δ = ۰ اگر ،δ = (δ۱, . . . , δk) و H = (H۱, . . . ,Hk) دهيد قرار حال، شوند. مشخص بايد كه مجهول

است: زير صورت به (۱ .۳) معادله ماتريسي فرم صورت هر در است خطي (۱ .۳)
{

V(η(τ)) = H(τ)− δ(τ, η(τ)), ۰ ≤ τ ≤ ۱,
ηi(۰) = ηi(۱) = β, i = ۱,۲, . . . , k,

(۲ .۳)

طوريكه به

V =


V۱۱ V۱۲ . . . V۱k

V۲۱ V۲۲ . . . V۲k... ... . . . ...
Vk۱ Vk۲ . . . Vkk

 .
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است. زير فرم به (۲ .۳) معادله تكرار نحوه خطي، غير حالت در

V(ηn(τ)) = H(τ)− δ(τ, ηn−۱(τ)), n = ۲,۳, . . . , (۳ .۳)
شود. مراجعه [۱۶] به بيشتر جزييات براي ،V(η۱(τ)) = H(τ) طوريكه به

جديد سازي پياده يك توصيف ۲ .۳
حاضر روش در كرد. خواهيم معرفي را قضيه و لم چندين و فضا اين هاي پايه بازتوليدي، هسته فضاي بخش، اين در

است: زير صورت به هيلبرت فضاي

Wm
۲ [۰,۱] =

{
η(.)|η(m−۱)(.)است پيوسته مطلقا تابع , η(m)(.) ∈ L۲[۰,۱], η(۰) = η(۱) = ۰

}
,

كنيم. مي تعريف زير صورت به را فضا اين داخلي ضرب و نرم همچنين ، m ∈ N طوريكه به

⟨η(.), γ(.)⟩Wm
۲ [۰,۱] =

m−۱∑
i=۰

η(i)(۰)γ(i)(۱) +
∫ ۱

۰
η(m)(τ)γ(m)(τ)dτ,

∥η(.)∥Wm
۲ [۰,۱] =

√
⟨η(.), η(.)⟩Wm

۲ [۰,۱], η(.), γ(.) ∈ Wm
۲ [۰,۱].

هسته ترتيب به R̃y(τ) و Ry(τ) همچنين هستند. بازتوليدي هسته فضاهاي W۱
۲ [۰,۱] و W۳

۲ [۰,۱] .۱ .۲ .۳ قضيه
.[۱۶] هستند ها فضا اين بازتوليدي هاي

Ry(τ) =

{
R۱(y, τ), τ ≥ y,

R۲(τ, y), τ < y,
R̃y(τ) =

{
R̃۱(y, τ), τ ≥ y,

R̃۲(τ, y), τ < y,

بطوريكه

R۱(y, τ) = y۵/۱۲۰+(τ(۸۶۴y−۷۲۰y۲ −۲۴۰y۳ −۳۶y۴ −۲۴y۵))/۳۷۴۴+(τ۲(−۳۶۰y+
۳۷۸y۲ + ۱۲۶y۳ + ۱۵y۴ − ۳y۵))/۱۸۷۲ + (τ۳(−۱۲۰y − ۳۰y۲ − ۱۰y۳ + ۵y۴ − y۵))/۱۸۷۲ +

(τ۵(−۱۲۰y−۳۰y۲−۱۰y۳+۵y۴−y۵))/۱۸۷۲۰+(τ۴(۱۲۰y+۳۰y۲+۱۰y۳−۵y۴+y۵))/۳۷۴۴,
R۲(τ, y) = (x(۸۶۴y−۷۲۰y۲−۲۴۰y۳+۱۲۰y۴−۲۴y۵))/۳۷۴۴+(τ۲(−۳۶۰y+۳۷۸y۲−۳۰y۳+

۱۵y۴ −۳y۵))/۱۸۷۲+(τ۵(۱۵۶−۱۲۰y−۳۰y۲ −۱۰y۳ +۵y۴ − y۵))/۱۸۷۲۰+(τ۳(−۱۲۰y+
۱۲۶y۲ − ۱۰y۳ + ۵y۴ − y۵))/۱۸۷۲ + (τ۴(−۳۶y + ۳۰y۲ + ۱۰y۳ − ۵y۴ + y۵))/۳۷۴۴,

.R̃۲(τ, y) = ۱ + y و R̃۱(y, τ) = ۱ + τ

و داريم را Vi,j : W۳
۲ [۰,۱] → W۱

۲ [۰,۱] خطي هاي عملگر ما ،(۱ .۳) معادله در

η ∈W ۳
۲[۰,۱] =

k times︷ ︸︸ ︷
W۳

۲ [۰,۱]⊕W۳
۲ [۰,۱]⊕ · · · ⊕W۳

۲ [۰,۱],

۲۴
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دهيد قرار ، (۳ .۳) معادله در همچنين

H− δ ∈W ۱
۲[۰,۱] =

k times︷ ︸︸ ︷
W۱

۲ [۰,۱]⊕W۱
۲ [۰,۱]⊕ · · · ⊕W۱

۲ [۰,۱] .

نرم W ۳
۲[۰,۱] =

{
η = (η۱, η۲, . . . , ηk)

T | ηi ∈ W۳
۲ [۰,۱], i = ۱,۲, . . . , k

} هيلبرت فضاي در بعلاوه
است: زير صورت به ترتيب به داخلي ضرب و

⟨η, γ⟩W ۳
۲
=

k∑
i=۱

⟨ηi, γi⟩W۳
۲ [۰,۱]

, ∥η∥ =

(
k∑

i=۱

∥ηi∥۲

)۱/۲

, ∀η, γ ∈W ۳
۲[۰,۱].

كه بگيريم نتيجه توانيم مي ما صورت اين در باشند. [۰,۱] بازه در نقاط از اي مجموعه {τl}∞l=۱ كنيد فرض حال،

ψlj(τ) = Rτl(τ)
−→ej =



(Rτl(τ),۰, . . . , ۰)T , j = ۱,
(۰, Rτl(τ), . . . , ۰)T , j = ۲,

...
(۰, . . . , Rτl(τ),۰)T , j = k − ۱,
(۰,۰, . . . , Rτl(τ))

T , j = k,

(۴ .۳)

برداري −→ej همچنين .l مثبت صحيح عدد هر و j = ۱, . . . , k ازاي به Wهستند ۳
۲[۰,۱] فضاي بازتوليدي هاي هسته

كه، كرد ثابت توان مي همچنين .[۱۶] است صفر ها مولفه ساير و ۱ آن مولفه امين j طوريكه به Rk در است

〈
ψsi(.),ψlj(.)

〉
W ۳

۲
=


۰, i ̸= j,

∥Rτs∥
۲ , s = l, i = j,

Rτs(τl), s ̸= l, i = j.

(۵ .۳)

آنگاه باشند، كراندار خطي هاي عملگر Vi,j : W۳
۲ [۰,۱] → W۱

۲ [۰,۱], i, j = ۱,۲, . . . , k اگر .۲ .۲ .۳ لم
.[۳۲] است كراندار خطي عملگر نيز V :W ۳

۲[۰,۱] →W ۱
۲[۰,۱]

W ۳
۲[۰,۱] در تابعي كامل سيستم (.)ψlj}يك

}(∞,k)

(۱,۱) آنگاه باشند، چگال [۰,۱] بازه در {τl}∞l=۱ اگر .۳ .۲ .۳ قضيه
است.

داريم (۴ .۳) معادله به توجه با آنگاه 〈η(.), ψlj(.)
〉
= اگر۰ ثابت، η ∈W ۳

۲[۰,۱] هر براي اثبات.

⟨η(.), Rτl(.)
−→ej ⟩W ۳

۲
= ⟨ηj(.), Rτl(.)⟩Wm

۲ [۰,۱]

= ηj(τl),

η۱(τl) = · · · = ηk(τl) = ۰ كه گرفت نتيجه توان مي {τl}∞l=۱ بودن چگال گرفتن نظر در با و j = ۱, . . . , k براي
شد. كامل اثبات پس ،η(.) = ۰ آن طبع به و

۲۵
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كرديم: استفاده يافته انتقال چبيشف نقاط از ما رساله، اين در .۴ .۲ .۳ ملاحظه

τl =

[
۱
۲
+

۱
۲
Cos

( ۲l−۱
۲
N

π

)]
+ ε, l = ۱, . . . , N.

ضرايب ماتريس اگر اين بر علاوه است. آمده بدست عددي نتايج روي بر آن گذاري تاثير كه است اين ε از استفاده دليل
توان مي مسئله نوع به توجه با البته شد. خواهد حل ε كردن اضافه با مشكل اين شود، منفرد N مقادير برخي ازاي به
. ε = ۱۰−۳,۱۰−۴ و ۱۰−۵ دهيد قرار مثال براي دارد. تاثير نيز روش دقت روي بر كار اين داد، تغيير را ε مقدار

پرداخت. خواهيم ۲ روش روي بر نقاط اين تاثير به عددي نتايج قسمت در
.[۳۳] است خطي Wمستقل ۳

۲[۰,۱] در {ψlj(.)
}(N,k)

(۱,۱) شده، فرض ثابت N هر براي .۵ .۲ .۳ لم
داريم: η(.) براي بازتوليدي هسته خاصيت از استفاده با

η(τ) =

∞∑
l=۱

k∑
j=۱

cj,lψlj(τ), (۶ .۳)

(۱ .۳) معادله اگر شوند. تعيين بايد كه هستند مشخصي نا اعداد l = ۱, . . . و j = ۱, . . . , k ازاي به cj,l طوريكه به
داريم ،δ = ۰ نتيجه در باشد خطي

ηN (τ) =

N∑
l=۱

k∑
j=۱

cj,lψlj(τ), (۷ .۳)

معادله اگر همچنين شوند. مشخص بايد كه هستند نامشخصي اعداد l = ۱, . . . , N و j = ۱, . . . , k ازاي به cj,l كه
داريم: η۱(.), n, N كردن مشخص با باشد، خطي غير (۱ .۳)

ηn,N (τ) =

N∑
l=۱

k∑
j=۱

cj,l,nψlj(τ), n = ۲,۳, . . . . (۸ .۳)

داريم: (۱ .۳) معادله در (۸ .۳) معادله جايگزيني و (۳ .۳) معادله به توجه با حال

V۱۱ . . . V۱k... . . . ...
Vk۱ . . . Vkk





N∑
l=۱

c۱,l,nψl۱(τ)|τ=τm

N∑
l=۱

c۲,l,nψl۲(τ)|τ=τm

...
N∑
l=۱

ck,l,nψlk(τ)|τ=τm


=

 H۱(τm)
...

Hk(τm)

−

 δ۱(τ, ηn−۱,N (τ))|τ=τm...
δk(τ, ηn−۱,N (τ))|τ=τm

 ,


N∑
l=۱

V۱۱ψl۱(τ)|τ=τm
. . .

N∑
l=۱

V۱kψlk(τ)|τ=τm

... . . . ...
N∑
l=۱

Vk۱ψl۱(τ)|τ=τm
. . .

N∑
l=۱

Vkkψlk(τ)|τ=τm


 c۱,l,n...

ck,l,n

 =

 H۱(τm)
...

Hk(τm)

−

 δ۱(τ, ηn−۱,N (τ))|τ=τm...
δk(τ, ηn−۱,N (τ))|τ=τm

 ,

۲۶
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گرفتن: نظر در با .m = ۱,۲, . . . , N طوريكه به

A =


N∑
l=۱

V۱۱ψl۱(τ)|τ=τm
. . .

N∑
l=۱

V۱kψlk(τ)|τ=τm

... . . . ...
N∑
l=۱

Vk۱ψl۱(τ)|τ=τm
. . .

N∑
l=۱

Vkkψlk(τ)|τ=τm

 ,

C =

 c۱,l,n...
ck,l,n

 ,H =

 H۱(τm)
...

Hk(τm)

−

 δ۱(τ, ηn−۱,N (τ))|τ=τm...
δk(τ, ηn−۱,N (τ))|τ=τm

 ,

است: زير فرم به (۱ .۳) معادله ماتريسي گذاري نماد

A C = H.

داريم: را زير قضيه بازتوليدي، هسته بودن مثبت معين خاصيت از استفاده با
دارد وجود (۲ .۳) معادله جواب آنگاه باشد داشته وجود A−۱ و باشد چگال [۰,۱] بازه در {τl}∞l=۱ اگر .۶ .۲ .۳ قضيه

.[۲۸] يكتاست و

خطا آناليز ۳ .۳
S =

{
η(.) = (η۱(.), . . . , ηk(.)) | ∥η∥W ۳

۲
≤ λ
اينصورت{ در باشد، ثابت و مثبت λعددي كنيد فرض .۱ .۳ .۳ لم

.[۱۸] است Ck[۰,۱] فضاي در فشرده مجموعه يك
بازه در چگال مجموعه يك {τm}∞m=۱ همچنين باشد. دار كران ∥η∥W ۳

۲
،(۲ .۳) دستگاه در كنيد فرض .۲ .۳ .۳ قضيه

معادله ηn,N (.) تقريبي و η(.) دقيق جواب آنگاه باشد، η حسب بر پذير معكوس پيوسته تابع يك V(η(.)) و [۰,۱]
.[۱۸] دارد وجود (۲ .۳)

تقريبي جواب آنگاه باشد، (۲ .۳) معادله جواب η(.) = (η۱(.), . . . , ηk(.)) ∈ W ۳
۲[۰,۱] اگر .۳ .۳ .۳ قضيه

به ترتيب به η(e)n,N (.) = (η
(e)
۱,n,N (.), . . . , η

(e)
k,n,N (.)) آن مشتق و ηn,N (.) = (η۱,n,N (.), . . . , ηk,n,N (.))

.e = ۱,۲ ازاي به است، يكنواخت همگراي η(e)(.) و η(.)
داريم: (۱ .۳) معادله k كردن جمع با مشخص، η۱, η۲, η۳, . . . , ηk هر براي اثبات.

η′′۱(τ) + a(τ)η′۱(τ) + b(τ)η۱(τ) + δ(τ, η(τ)) = H(τ), (۹ .۳)

۲۷
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بازتوليدي هسته فضاي در خطي غير معادله (۹ .۳) معادله كه است واضح هستند. مشخصي توابع δ Hو ،b ،a طوريكه به
بنابراين باشد، مي η۱(.) تقريبي جواب η۱,n,N (.) كه دانيم مي ۲ .۳ .۳ قضيه به توجه با طرفي از است. W۳

۲ [۰,۱]

|η۱(τ)− η۱,n,N (τ)| = |
〈
η۱ − η۱,n,N , Rτ

〉
| ≤
∥∥η۱ − η۱,n,N

∥∥
W۳

۲
∥Rτ∥W۳

۲

≤ D۱
∥∥η۱ − η۱,n,N

∥∥
W۳

۲
.

داريم (e = ۱,۲) دوم و اول مرتبه هاي مشتق براي همچنين

|η(e)۱ (τ)− η
(e)
۱,n,N (τ)| = | ∂

e

∂τ e
[
〈
η۱ − η۱,n,N , Rτ

〉
W۳

۲
]|

= |
〈
η۱ − η۱,n,N ,

∂e

∂τ e
Rτ

〉
W۳

۲

| ≤
∥∥η۱ − η۱,n,N

∥∥
W۳

۲

∥∥∥∥ ∂e∂τ eRτ

∥∥∥∥
W۳

۲

≤ Se۱
∥∥η۱ − η۱,n,N

∥∥
W۳

۲
.

كه گرفت نتيجه توان مي i = ۲, . . . , k براي مشابه طور به
|ηi(τ)− ηi,n,N (τ)| ≤ Di

∥∥ηi − ηi,n,N
∥∥
W۳

۲
, (۱۰ .۳)

|η(e)i (τ)− η
(e)
i,n,N (τ)| ≤ Sei

∥∥ηi − ηi,n,N
∥∥
W۳

۲
, (۱۱ .۳)

هستند. عددي هاي ثابت Sei و Di طوريكه به

و ۰ = τ۱ < τ۲ < · · · < τN = ۱ كه كنيد فرض ،N مثبت صحيح مقادير ازاي به .۴ .۳ .۳ ملاحظه
hi = τi+۱ − τi, i = ۱, . . . , N − ۱,

دهيد قرار همچنين
h = max

۱≤i≤N−۱
hi.

جواب ترتيب به ηn,N (.) = (η۱,n,N (.), . . . , ηk,n,N (.)) و η(.) = (η۱(.), . . . , ηk(.)) دهيد قرار .۵ .۳ .۳ قضيه
،∥∥∥η′′i,n,N∥∥∥∞ ≤ Qi و ηn,N (.) ∈W ۳

۲[۰,۱] ،η(.) ∈ C۳[۰,۱] همچنين باشند، (۱ .۳) معادله تقريبي جواب و دقيق
داريم، i = ۱ براي آنگاه ،i = ۱, . . . , k∥∥η۱(.)− η۱,n,N (.)

∥∥
∞ ≤ C۱h

۳, (۱۲ .۳)

∥∥η′۱(.)− η′۱,n,N (.)
∥∥
∞ ≤ C۲h

۲, (۱۳ .۳)

∥∥η′′۱(.)− η′′۱,n,N (.)
∥∥
∞ ≤ C۳h, (۱۴ .۳)

.[۳۴] هستند عددي هاي ثابت i = ۱,۲,۳ ازاي به Ci طوريكه به

۲۸
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به كار اين بنابراين، بگيريم. نتيجه را بهتري هاي دقت فضا كردن عوض با توانيم مي ما حاضر، روش در .۶ .۳ .۳ ملاحظه
فضا تغيير حالت، اين در كنيم. حل نيز m = ۴,۵ ازاي Wmبه

۲ [۰,۱] فضاي در را (۱ .۳) معادله تا دهد مي اجازه ما
داريم m = ۴ ازاي به مثال عنوان به شود. مي نيز ۵ .۳ .۳ قضيه تغيير به −(.)η۱∥∥منجر η۱,n,N (.)

∥∥
∞ ≤M۱h

۴. (۱۵ .۳)
[۱۶] Wبه ۵

۲[۰,۱] Wو ۴
۲[۰,۱] هاي هسته ساختن براي همچنين شود. مراجعه [۳۴] به بيشتر جزييات مشاهده براي

شود. مراجعه
كنيم، ايجاد اختلال ϵ اندازه به H در اگر ، H = H(τ) − δ(τ, η(τ)) دهيد قرار ۲ .۳ معادله در .۷ .۳ .۳ قضيه

آنگاه كند، مي صدق Vη̃ = H̃ در آن ، H̃ =H + ϵ

∥η − η̃∥W ۳
۲
≤ C ∥ϵ∥W ۳

۲
.

.[۲۹]
همين به كرد. خواهد تغيير كمي تقريبي جواب آنگاه كند، تغيير ϵ اندازه به مرزي مقدار شرايط اگر .۸ .۳ .۳ ملاحظه
،η۲(۰) = η۲(۱) = ϵ ،η۱(۰) = η۱(۱) = ϵ صورت به را (۱ .۳) معادله مرزي مقدار شرايط داريم نياز ما منظور

صورت به آن مشتق و تقريبي جواب به مربوط مطلق خطاي ماكسيمم همچنين دهيم. تغيير ،η۳(۰) = η۳(۱) = ϵ

عددي، نتايج قسمت در i = ۱,۲,۳ ازاي به ،Eη′
i,n,N

ϵ =
∥∥η′i − η′i,n,Nϵ

∥∥
∞ و Eηi,n,N

ϵ =
∥∥ηi − ηi,n,Nϵ

∥∥
∞

است. شده گزارش ۹ .۳ جدول

عددي نتايج ۴ .۳
روش كه دهد مي نشان عددي نتايج همچنين كرد. خواهيم حل را هايي مثال حاضر روش از استفاده با بخش، اين در

است. آمدتر كار بسيار [۳۲] و [۲۲] هاي روش از حاضر
: [۱۸] بگيريد نظر در را زير مرزي مقدار شرايط با منفرد ديفرانسيل معادله .۱ .۴ .۳ }مثال

η′′(τ) + ۱
τ η

′(τ) + η(τ) = f(τ),

η(۰) = η(۱) = ۰,

است: زير صورت به آن دقيق جواب طوريكه به
η(τ) = τ۲ − τ۳.

معرفي نقاط بين اي مقايسه ۱ .۳ جدول در است. ۲ روش روي بر مناسب نقاط تاثير دادن نشان مثال اين ارائه از هدف
، [۱۸] مقاله نقاط و τl =

[
۱
۲ + ۱

۲Cos
( ۲l−۱

۲
N π

)]
+ ۱۰−۴, l = ۱, . . . , N − ۱, رساله اين در شده

بالاتري بسيار دقت حاضر نقاط كه دهد مي نشان جدول در عددي نتايج است. شده انجام τl = l( ۱
N ), l = ۱, . . . , N

روي بر فضا تغيير تاثير دادن نشان منظور به همچنين، .L : W۳
۲ [۰,۱] → W۱

۲ [۰,۱] مثال، اين در دهند. مي نتيجه را
مثال اين ما منظور، همين به داديم. افزايش فضا كردن باعوض را حاضر روش دقت ۶ .۳ .۳ ملاحضه به توجه با ،۲ روش

است. شده داده نشان ۱ .۳ شكل در عددي نتايج كرديم. حل نيز m = ۳,۴,۵ ازاي به Wm
۲ [۰,۱] درفضاي را
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.[۳۲ ،۲۲] بگيريد نظر در را زير مرزي مقدار شرايط با خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه .۲ .۴ .۳ مثال
η′′۱(τ) + η′۱(τ) + τ η۱(τ) + η′۲(τ) + ۲τ η۲(τ) = f۱(τ), ۰ ≤ τ ≤ ۱,
η′′۲(τ) + η۲(τ) + ۲η′۱(τ) + τ۲η۱(τ) = f۲(τ),

η۱(۰) = η۱(۱) = ۰, η۲(۰) = η۲(۱) = ۰,

است: زير صورت به آن دقيق جواب طوريكه به

η(τ) = (η۱(τ), η۲(τ)) = (۲sin(τ)(۱ − τ), sin(πτ)).

به همگرايي مرتبه و پايداري همچنين است. شده داده نشان ديگر هاي روش و حاضر روش خطاي ۲ .۳ جدول در
شده انجام [۲۲] روش و حاضر روش بين اي مقايسه ۲ .۳ شكل در است. شده آورده ۹ .۳ و ۲ .۳ هاي جدول در ترتيب
انجام اول مرتبه تقريبي مشتق مطلق خطاي اساس بر اي مقايسه ۹ .۳ و ۸ .۳ ترتيب به هاي شكل در اين بر علاوه است.
حل m = ۳,۴,۵ ازاي به Wm

۲ [۰,۱] فضاي در را حاضر روش ،۶ .۳ .۳ ملاحضه به توجه با نهايت در است. شده
كرديم. استفاده لژاندر يافته انتقال نقاط از ۳ .۳ شكل و ۶ .۳ .۳ ملاحضه بين بيشتر تطابق براي البته، كرديم.
:[۳۲ ،۲۲] بگيريد نظر در را زير مرزي مقدار شرايط با خطي غير ديفرانسيل معادلات دستگاه .۳ .۴ .۳ مثال

η′′۱(τ) + τ η۱(τ) + ۲τ η۲(τ) + τ η۲
۲(τ) = f۱(τ), ۰ ≤ τ ≤ ۱,

η′′۲(τ) + η۲(τ) + τ۲η۱(τ) + sin(τ) η۲
۲(τ) = f۲(τ),

η۱(۰) = η۱(۱) = ۰, η۲(۰) = η۲(۱) = ۰,

است: زير صورت به آن دقيق جواب طوريكه به

η(τ) = (η۱(τ), η۲(τ)) = (τ − τ۲, sin(πτ)).

انجام ديگر هاي روش و حاضر روش بين اي مقايسه ۱۱ .۳ و ۱۰ .۳ ، ۴ .۳ ترتيب به هاي شكل و ۴ .۳ جدول در
در است. شده داده ۹ .۳ و ۷ .۳ هاي جدول در حاضر روش پايداري و همگرايي مرتبه به مربوط عددي نتايج است. شده
عددي نتايج كرديم. حل m = ۳,۴,۵ ازاي Wmبه

۲ [۰,۱] فضاي در ۶ .۳ .۳ ملاحضه به توجه با را مثال اين ما نهايت،
لژاندر يافته انتقال نقاط از ۵ .۳ شكل و ۶ .۳ .۳ ملاحضه بين بيشتر تطابق براي البته، است. شده داده نشان ۵ .۳ شكل در

است. شده استفاده
:[۲۲] بگيريد نظر در را زير مرزي مقدار شرايط با خطي غير ديفرانسيل معادلات دستگاه .۴ .۴ .۳ مثال

η′′۱(τ) + η′۱(τ) + τ۲η۲(τ) + η′۲(τ) + ۲τ η۲(τ) + η′۱(τ)sin(η
′
۳(τ)) = f۱(τ), ۰ ≤ τ ≤ ۱,

η′′۲(τ) + η۲(τ) + ۲η′۱(τ) + τ۲η۱(τ) + τ η۲
۲(τ)η۳(τ) = f۲(τ),

η′′۳(τ) + τη′۳(τ) + τ۲η۲(τ) + ۲(η′۲(τ))۲η′۱(τ)e
η۳(τ) = f۳(τ),

η۱(۰) = η۱(۱) = ۰, η۲(۰) = η۲(۱) = ۰, η۳(۰) = η۳(۱) = ۰,

است: زير صورت به آن دقيق جواب طوريكه به

η(τ) = (esin(τ
۲−τ) − ۱, τ(۱ − τ)e−τ , sin(

π

۲
τ)(τ − ۱)).
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شكل در همچنين، است. شده آورده ۹ .۳ و ۸ .۳ ترتيب به هاي جدول در حاضر روش پايداري و همگرايي مرتبه
با را مثال اين نهايت، در است. شده انجام [۲۲] روش و حاضر روش بين اي مقايسه ۱۴ .۳ و ۱۳ .۳،۱۲ .۳ ،۶ .۳ هاي
داده نشان ۷ .۳ شكل در عددي نتايج كرديم. حل m = ۳,۴,۵ ازاي Wmبه

۲ [۰,۱] فضاي در ۶ .۳ .۳ ملاحضه به توجه
خطي قسمت كمك به و داديم انتقال (۱۶ .۳) معادله راست سمت به را خطي غير قسمت مثال، اين حل براي است. شده

بنابراين: ساختيم. را ضرايب ماتريس
η′′۱(τ) + η′۱(τ) + τ۲η۲(τ) + η′۲(τ) + ۲τ η۲(τ) = f۱(τ)− η′۱(τ)sin(η

′
۳(τ)),

η′′۲(τ) + η۲(τ) + ۲η′۱(τ) + τ۲η۱(τ) = f۲(τ)− τ η۲
۲(τ)η۳(τ),

η′′۳(τ) + τη′۳(τ) + τ۲η۲(τ) = f۳(τ)− ۲(η′۲(τ))۲η′۱(τ)e
η۳(τ),

η۱(۰) = η۱(۱) = ۰, η۲(۰) = η۲(۱) = ۰, η۳(۰) = η۳(۱) = ۰,

(۱۶ .۳)

η۳(τ) به وابسته ضرايب ماتريس جاي به نتيجه، در است. نشده اعمال η۳(τ) روي عملگر (۱۶ .۳) معادله اول تساوي در
است. شده انجام η۱(τ) و η۳(τ) جاي به سوم و دوم تساوي در كار همين كرديم. استفاده N ×N صفر ماتريس از

. ۱ .۴ .۳ مثال براي ۲ روش در نقاط مقايسه :۱ .۳ جدول

τ [۱۸] نقاط حاضر نقاط [۱۸] نقاط حاضر نقاط

N = ۲۶ N = ۲۶ N = ۵۱ N = ۵۱

۰٫۰۸ ۴٫۲۸۲۳۲ × ۱۰−۵ ۹٫۰۹۸۷ × ۱۰−۸ ۶٫۲۲۳۹۹ × ۱۰−۶ ۲٫۶۰۰۸ × ۱۰−۱۰

۰٫۱۶ ۵٫۲۳۲۶۶ × ۱۰−۵ ۱٫۸۴۲۹ × ۱۰−۸ ۷٫۲۸۶۶۶ × ۱۰−۶ ۵٫۲۹۶۴ × ۱۰−۱۰

۰٫۳۲ ۶٫۰۸۷۰۲ × ۱۰−۵ ۶٫۱۱۹۵ × ۱۰−۸ ۸٫۲۶۱۸۵ × ۱۰−۶ ۷٫۷۶۴۵ × ۱۰−۱۰

۰٫۴۸ ۶٫۵۱۰۶۵ × ۱۰−۵ ۶٫۸۵۵۵ × ۱۰−۸ ۸٫۷۳۰۳۶ × ۱۰−۶ ۹٫۰۴۶۸ × ۱۰−۱۰

۰٫۶۴ ۶٫۷۵۳۷۱ × ۱۰−۵ ۷٫۳۰۲۲ × ۱۰−۸ ۸٫۹۸۵۴۸ × ۱۰−۶ ۹٫۷۵۷۱ × ۱۰−۱۰

۰٫۸۰ ۶٫۹۱۲۱ × ۱۰−۵ ۷٫۲۵۸۶ × ۱۰−۸ ۹٫۱۳۹۳۵ × ۱۰−۶ ۱٫۰۰۸۶ × ۱۰−۹

۰٫۹۶ ۷٫۸۱۷۷۴ × ۱۰−۵ ۱٫۳۱۲۴۸ × ۱۰−۸ ۹٫۱۹۰۷۸ × ۱۰−۶ ۹٫۹۸۷۳۷ × ۱۰−۱۰
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.۲ .۴ .۳ مثال براي مطلق خطاي ماكسيمم :۲ .۳ جدول

τ [۳۲] روش [۲۲] روش حاضر روش [۳۲] روش [۲۲] روش حاضر روش

Eη۱,۱۱(τ) Eη۱,۲۵,۱۱(τ) Eη۱,۱۱(τ) Eη۱,۲۱(τ) Eη۱,۲۵,۲۱(τ) Eη۱,۲۱(τ)

۰٫۰۸ ۳٫۳ × ۱۰−۳ ۲٫۴ × ۱۰−۵ ۴٫۰ × ۱۰−۶ ۸٫۰ × ۱۰−۴ ۴٫۸ × ۱۰−۷ ۲٫۲ × ۱۰−۷

۰٫۲۴ ۷٫۷ × ۱۰−۳ ۱٫۴ × ۱۰−۴ ۲٫۳ × ۱۰−۶ ۱٫۹ × ۱۰−۳ ۲٫۴ × ۱۰−۵ ۳٫۴ × ۱۰−۷

۰٫۴۰ ۹٫۷ × ۱۰−۳ ۲٫۵ × ۱۰−۴ ۴٫۳ × ۱۰−۶ ۲٫۴ × ۱۰−۳ ۴٫۰ × ۱۰−۵ ۲٫۷ × ۱۰−۷

۰٫۵۶ ۹٫۵ × ۱۰−۳ ۳٫۰ × ۱۰−۴ ۸٫۳ × ۱۰−۶ ۲٫۴ × ۱۰−۳ ۴٫۷ × ۱۰−۵ ۹٫۶ × ۱۰−۸

۰٫۷۲ ۷٫۳ × ۱۰−۳ ۳٫۱ × ۱۰−۴ ۷٫۲ × ۱۰−۶ ۱٫۸ × ۱۰−۳ ۴٫۸ × ۱۰−۵ ۷٫۷ × ۱۰−۸

۰٫۸۸ ۳٫۴ × ۱۰−۳ ۲٫۷ × ۱۰−۴ ۷٫۵ × ۱۰−۶ ۸٫۰ × ۱۰−۴ ۴٫۳ × ۱۰−۵ ۲٫۰ × ۱۰−۷

۰٫۹۶ ۱٫۱ × ۱۰−۳ ۲٫۷ × ۱۰−۴ ۵٫۸ × ۱۰−۶ ۲٫۰ × ۱۰−۴ ۴٫۲ × ۱۰−۵ ۳٫۶ × ۱۰−۷

Eη۲,۱۱(τ) Eη۲,۲۵,۱۱(τ) Eη۲,۱۱(τ) Eη۲,۲۱(τ) Eη۲,۲۵,۲۱(τ) Eη۲,۲۱(τ)

۰٫۰۸ ۷٫۷ × ۱۰−۳ ۱٫۳ × ۱۰−۳ ۶٫۲ × ۱۰−۵ ۱٫۹ × ۱۰−۳ ۱٫۹ × ۱۰−۴ ۴٫۱ × ۱۰−۷

۰٫۲۴ ۲٫۰ × ۱۰−۲ ۱٫۳ × ۱۰−۳ ۱٫۸ × ۱۰−۵ ۵٫۱ × ۱۰−۳ ۲٫۲ × ۱۰−۴ ۱٫۵ × ۱۰−۶

۰٫۴۰ ۲٫۷ × ۱۰−۲ ۱٫۴ × ۱۰−۳ ۴٫۵ × ۱۰−۶ ۷٫۱ × ۱۰−۳ ۲٫۳ × ۱۰−۴ ۲٫۳ × ۱۰−۶

۰٫۵۶ ۲٫۷ × ۱۰−۲ ۱٫۴ × ۱۰−۳ ۷٫۰ × ۱۰−۶ ۶٫۹ × ۱۰−۳ ۲٫۳ × ۱۰−۴ ۲٫۴ × ۱۰−۶

۰٫۷۲ ۲٫۰ × ۱۰−۲ ۱٫۳ × ۱۰−۳ ۱٫۳ × ۱۰−۵ ۵٫۲ × ۱۰−۳ ۲٫۲ × ۱۰−۴ ۱٫۷ × ۱۰−۶

۰٫۸۸ ۹٫۴ × ۱۰−۳ ۱٫۲ × ۱۰−۳ ۵٫۰ × ۱۰−۵ ۲٫۴ × ۱۰−۳ ۲٫۱ × ۱۰−۴ ۱٫۱ × ۱۰−۷

۰٫۹۶ ۳٫۱ × ۱۰−۳ ۱٫۴ × ۱۰−۳ ۱٫۱ × ۱۰−۵ ۸٫۰ × ۱۰−۴ ۲٫۳ × ۱۰−۴ ۲٫۰ × ۱۰−۶

. ۲ .۴ .۳ مثال در اول مرتبه مشتق مطلق خطاي ماكسيمم :۳ .۳ جدول

τ [۲۲] روش حاضر روش

Eη′
۱,۱۰۰(τ) Eη′

۲,۱۰۰(τ) Eη′
۱,۱۰۰(τ) Eη′

۲,۱۰۰(τ)

۰٫۲ ۱٫۲۷ × ۱۰−۹ ۴٫۶۶ × ۱۰−۹ ۳٫۷۷ × ۱۰−۱۱ ۱٫۶۲ × ۱۰−۸

۰٫۴ ۱٫۳۶ × ۱۰−۹ ۴٫۵۵ × ۱۰−۹ ۲٫۵۸ × ۱۰−۹ ۷٫۶۲ × ۱۰−۹

۰٫۶ ۱٫۳۶ × ۱۰−۹ ۴٫۱۳ × ۱۰−۹ ۲٫۸۴ × ۱۰−۹ ۶٫۷۳ × ۱۰−۹

۰٫۸ ۱٫۱۸ × ۱۰−۹ ۴٫۶۲ × ۱۰−۹ ۵٫۹۹ × ۱۰−۱۰ ۱٫۵۲ × ۱۰−۸
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مثال۳. ۴. ۳. براي مطلق خطاي ماكسيمم :۴ .۳ جدول

τ [۳۲] روش [۲۲] روش حاضر روش [۳۲] روش [۲۲] روش حاضر روش

Eη۱,n,۲۱(τ) Eη۱,۲۵,۲۱(τ) Eη۱,۱۰,۲۱(τ) Eη۲,n,۲۱(τ) Eη۲,۲۵,۲۱(τ) Eη۲,۱۰,۲۱(τ)

۰٫۰۸ ۵٫۰ × ۱۰−۴ ۴٫۰ × ۱۰−۶ ۱٫۱ × ۱۰−۷ ۲٫۰ × ۱۰−۳ ۱٫۹ × ۱۰−۴ ۴٫۵ × ۱۰−۷

۰٫۲۴ ۱٫۴ × ۱۰−۳ ۹٫۳ × ۱۰−۶ ۱٫۵ × ۱۰−۷ ۵٫۶ × ۱۰−۳ ۲٫۲ × ۱۰−۴ ۱٫۴ × ۱۰−۶

۰٫۴۰ ۲٫۱ × ۱۰−۳ ۲٫۰ × ۱۰−۵ ۲٫۲ × ۱۰−۷ ۷٫۹ × ۱۰−۳ ۲٫۳ × ۱۰−۴ ۲٫۲ × ۱۰−۶

۰٫۵۶ ۲٫۲ × ۱۰−۳ ۲٫۶ × ۱۰−۵ ۲٫۵ × ۱۰−۷ ۸٫۲ × ۱۰−۳ ۲٫۴ × ۱۰−۴ ۲٫۳ × ۱۰−۶

۰٫۷۲ ۱٫۸ × ۱۰−۳ ۲٫۵ × ۱۰−۵ ۲٫۰ × ۱۰−۷ ۶٫۵ × ۱۰−۳ ۲٫۳ × ۱۰−۴ ۱٫۶ × ۱۰−۶

۰٫۸۸ ۹٫۰ × ۱۰−۴ ۱٫۴ × ۱۰−۵ ۹٫۷ × ۱۰−۸ ۳٫۱ × ۱۰−۳ ۲٫۱ × ۱۰−۴ ۱٫۳ × ۱۰−۷

۰٫۹۶ ۳٫۰ × ۱۰−۴ ۵٫۵ × ۱۰−۶ ۳٫۲ × ۱۰−۸ ۱٫۰ × ۱۰−۳ ۲٫۳ × ۱۰−۴ ۲٫۰ × ۱۰−۶

. ۳ .۴ .۳ مثال در اول مرتبه مشتق مطلق خطاي ماكسيمم :۵ .۳ جدول

τ [۲۲] روش حاضر روش

Eη′
۱,۲۵,۱۰۰(τ) Eη′

۲,۲۵,۱۰۰(τ) Eη′
۱,۱۰,۱۰۰(τ) Eη′

۲,۱۰,۱۰۰(τ)

۰٫۲ ۳٫۴۹ × ۱۰−۹ ۵٫۲۳ × ۱۰−۹ ۴٫۴۵ × ۱۰−۱۰ ۱٫۶۹ × ۱۰−۸

۰٫۴ ۱٫۶۵ × ۱۰−۹ ۵٫۱۷ × ۱۰−۹ ۲٫۰۱ × ۱۰−۱۰ ۸٫۰۰ × ۱۰−۹

۰٫۶ ۱٫۲۷ × ۱۰−۹ ۵٫۱۱ × ۱۰−۹ ۴٫۷۰ × ۱۰−۱۰ ۷٫۰۰ × ۱۰−۹

۰٫۸ ۳٫۷۶ × ۱۰−۹ ۵٫۰۵ × ۱۰−۹ ۱٫۰۲ × ۱۰−۹ ۱٫۵۹ × ۱۰−۸

. ۴ .۴ .۳ مثال در اول مرتبه مشتق مطلق خطاي ماكسيمم :۶ .۳ جدول

τ [۲۲] روش حاضر روش

Eη′
۱,۲۵,۱۰۰(τ) Eη′

۲,۲۵,۱۰۰(τ) Eη′
۳,۲۵,۱۰۰(τ) Eη′

۱,۱۰,۱۰۰(τ) Eη′
۲,۱۰,۱۰۰(τ) Eη′

۳,۱۰,۱۰۰(τ)

۰٫۲ ۲٫۱۷ × ۱۰−۹ ۳٫۸۰ × ۱۰−۹ ۲٫۴۲ × ۱۰−۹ ۴٫۲۷ × ۱۰−۱۰ ۷٫۴۳ × ۱۰−۱۰ ۲٫۳۹ × ۱۰−۱۰

۰٫۴ ۲٫۱۷ × ۱۰−۹ ۴٫۰۱ × ۱۰−۹ ۲٫۰۹ × ۱۰−۹ ۱٫۶۶ × ۱۰−۱۰ ۱٫۰۵ × ۱۰−۹ ۳٫۷۹ × ۱۰−۱۰

۰٫۶ ۲٫۱۷ × ۱۰−۹ ۳٫۹۶ × ۱۰−۹ ۲٫۱۴ × ۱۰−۹ ۸٫۳۸ × ۱۰−۱۰ ۱٫۶۱ × ۱۰−۹ ۹٫۹۳ × ۱۰−۱۰

۰٫۸ ۲٫۱۷ × ۱۰−۹ ۳٫۶۵ × ۱۰−۹ ۱٫۹۹ × ۱۰−۹ ۱٫۲۰ × ۱۰−۹ ۲٫۲۶ × ۱۰−۹ ۱٫۲۸ × ۱۰−۹
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.(LogEn,N/En,۲N

۲ ) همگرايي مرتبه :۷ .۳ جدول

τ حاضر روش

N = ۸ N = ۱۶ N = ۳۲ N = ۶۴

مثال ۲ .۴ .۳

Eη۱,N (τ) ۱٫۰۸۷۸۶ × ۱۰−۴ ۲٫۲۹۷۸۸ × ۱۰−۶ ۹٫۴۴۳۴۸ × ۱۰−۸ ۶٫۰۳۹۹۹ × ۱۰−۹

۵٫۵ ۴٫۶ ۳٫۹
Eη۲,N (τ) ۵٫۰۳۷۴۶ × ۱۰−۴ ۱٫۲۲۲۲۳ × ۱۰−۵ ۵٫۹۹۱۰۴ × ۱۰−۷ ۳٫۷۳۹ × ۱۰−۸

۵٫۳ ۴٫۳ ۴٫۰
Eη′

۱,N (τ) ۷٫۲۰۱۹ × ۱۰−۳ ۴٫۷۰۴۶۱ × ۱۰−۴ ۱٫۹۴۰۶۳ × ۱۰−۵ ۱٫۳۴۶۹۵ × ۱۰−۶

۳٫۹ ۴٫۵ ۳٫۸
Eη′

۲,N (τ) ۳٫۷۸۳۷۶ × ۱۰−۲ ۲٫۷۲۹۴۲ × ۱۰−۳ ۱٫۱۵۱ × ۱۰−۴ ۱٫۳۲۰۲۷ × ۱۰−۵

۳٫۷ ۴٫۵ ۳٫۱
Eη′′

۱,N (τ) ۲٫۹۱۶۷۹ × ۱۰−۱ ۷٫۸۰۱۶۱ × ۱۰−۲ ۱٫۷۷۶۵۶ × ۱۰−۲ ۱٫۸۰۲۲۷ × ۱۰−۳

۱٫۹ ۲٫۱ ۳٫۳
Eη′′

۲,N (τ) ۱٫۷۰۹۹۳ ۴٫۷۱۹۸۸ × ۱۰−۱ ۱٫۰۸۵۲۷ × ۱۰−۱ ۲٫۷۸۷۶۹ × ۱۰−۲

۱٫۸ ۲٫۱ ۱٫۹

مثال۳. ۴. ۳

Eη۱,۱۰,N (τ) ۱٫۹۴۲۵ × ۱۰−۵ ۶٫۰۱۸۷۹ × ۱۰−۷ ۶٫۱۲۷۸ × ۱۰−۸ ۳٫۸۸۰۵۶ × ۱۰−۹

۵٫۰ ۳٫۲ ۳٫۹
Eη۲,۱۰,N (τ) ۴٫۹۴۵۲۳ × ۱۰−۴ ۱٫۲۲۸۴۱ × ۱۰−۵ ۵٫۷۴۴۷۶ × ۱۰−۷ ۳٫۶۰۹۹۷ × ۱۰−۸

۵٫۳ ۴٫۴ ۳٫۹
Eη′

۱,۱۰,N (τ) ۴٫۱۷۴۴۵ × ۱۰−۴ ۳٫۷۷۴۲۱ × ۱۰−۵ ۲٫۳۴۴۹۸ × ۱۰−۶ ۸٫۶۸۶۵ × ۱۰−۷

۳٫۴ ۴٫۰ ۱٫۴
Eη′

۲,۱۰,N (τ) ۳٫۷۴۵۵۱ × ۱۰−۲ ۲٫۷۲۳۰۷ × ۱۰−۳ ۱٫۱۵۰۷۸ × ۱۰−۴ ۱٫۳۲۱۵۶ × ۱۰−۵

۳٫۷ ۴٫۵ ۳٫۱
Eη′′

۱,۱۰,N (τ) ۱٫۶۸۷۵۶ × ۱۰−۲ ۴٫۶۰۳۹۴ × ۱۰−۳ ۲٫۵۵۰۴۳ × ۱۰−۳ ۱٫۷۹۸۵ × ۱۰−۳

۱٫۸ ۰٫۸ ۰٫۵
Eη′′

۲,۱۰,N (τ) ۱٫۷۰۴۹۲ ۴٫۷۱۵۵۱ × ۱۰−۱ ۱٫۰۸۴۹۴ × ۱۰−۱ ۲٫۷۸۷۶۸ × ۱۰−۲

۱٫۸ ۲٫۱ ۱٫۹
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(Log
En,N/En,۲N

۲ ) همگرايي مرتبه :۸ .۳ جدول

τ حاضر روش

N = ۸ N = ۱۶ N = ۳۲ N = ۶۴

مثال ۴ .۴ .۳
Eη۱,۱۰,N (τ) ۱٫۱۴۷۳۹ × ۱۰−۴ ۲٫۷۱۳۶ × ۱۰−۶ ۶٫۰۴۷۵۸ × ۱۰−۸ ۱٫۸۰۴۲۶ × ۱۰−۹

۳٫۷ ۳٫۸ ۳٫۵
Eη۲,۱۰,N (τ) ۱٫۴۶۸۲۳ × ۱۰−۴ ۳٫۶۵۹۴۶ × ۱۰−۶ ۶٫۱۸۵۷۴ × ۱۰−۸ ۲٫۵۰۹۶۱ × ۱۰−۹

۳٫۷ ۴٫۰ ۳٫۱
Eη۳,۱۰,N (τ) ۱٫۲۳۳۶ × ۱۰−۴ ۳٫۱۶۶۱۵ × ۱۰−۶ ۷٫۵۷۴۱۱ × ۱۰−۸ ۱٫۹۵۸۱۲ × ۱۰−۹

۳٫۶ ۳٫۷ ۳٫۶
Eη′

۱,۱۰,N (τ) ۷٫۲۶۸۲۷ × ۱۰−۳ ۵٫۳۰۹۷۱ × ۱۰−۴ ۲٫۲۶۰۲۴ × ۱۰−۵ ۳٫۸۶۵۲۵ × ۱۰−۶

۲٫۶ ۳٫۱ ۱٫۷
Eη′

۲,۱۰,N (τ) ۲٫۸۵۲۷۲ × ۱۰−۳ ۲٫۳۷۵۳۹ × ۱۰−۴ ۱٫۴۳۱۲ × ۱۰−۵ ۵٫۵۸۷۱۳ × ۱۰−۶

۲٫۴ ۲٫۷ ۰٫۹
Eη′

۳,۱۰,N (τ) ۹٫۱۶۷۷۲ × ۱۰−۳ ۶٫۵۸۰۳۹ × ۱۰−۴ ۲٫۷۸۳۱۳ × ۱۰−۵ ۱٫۹۸۸۶۶ × ۱۰−۶

۲٫۶ ۳٫۱ ۲٫۶
Eη′′

۱,۱۰,N (τ) ۳٫۲۲۸۴۹ × ۱۰−۱ ۹٫۰۷۶۰۱ × ۱۰−۲ ۲٫۰۹۷۴۹ × ۱۰−۲ ۸٫۰۸۹۳۴ × ۱۰−۳

۱٫۲ ۱٫۴ ۰٫۹
Eη′′

۲,۱۰,N (τ) ۱٫۰۹۲۴ × ۱۰−۱ ۳٫۶۲۲۶۶ × ۱۰−۲ ۱٫۷۷۳۹۳ × ۱۰−۲ ۱٫۱۶۸۴۳ × ۱۰−۲

۱٫۱ ۰٫۷ ۰٫۴
Eη′′

۳,۱۰,N (τ) ۴٫۱۰۳۸۴ × ۱۰−۱ ۱٫۱۲۸۸۸ × ۱۰−۱ ۲٫۵۹۲۴۸ × ۱۰−۲ ۲٫۴۵۹۸۳ × ۱۰−۳

۱٫۲ ۱٫۴ ۲٫۳

پايداري :۹ .۳ جدول

حاضر روش

W ۳
۲ E

η۱,۲۰(τ)
ϵ E

η۲,۲۰(τ)
ϵ E

η۳,۲۰(τ)
ϵ E

η′
۱,۲۰(τ)

ϵ E
η′

۲,۲۰(τ)

ϵ E
η′

۳,۲۰(τ)

ϵ

مثال ۲ .۴ .۳
ϵ = ۱۰−۳ ۱٫۰ × ۱۰−۳ ۱٫۰ × ۱۰−۳ - ۱٫۰۲۸۸۲ × ۱۰−۳ ۱٫۶۳۶۹۲ × ۱۰−۳ -
ϵ = ۱۰−۶ ۱٫۴۶۹۵۷ × ۱۰−۶ ۴٫۲۶۱۹ × ۱۰−۶ - ۱٫۸۴۷۳ × ۱۰−۴ ۱٫۰۸۱۷۷ × ۱۰−۳ -

E
η۱,۱۰,۲۰(τ)
ϵ E

η۲,۱۰,۲۰(τ)
ϵ E

η۳,۱۰,۲۰(τ)
ϵ E

η′
۱,۱۰,۲۰(τ)

ϵ E
η′

۲,۱۰,۲۰(τ)

ϵ E
η′

۳,۱۰,۲۰(τ)

ϵ

مثال ۳ .۴ .۳
ϵ = ۱۰−۳ ۱٫۰ × ۱۰−۳ ۱٫۰ × ۱۰−۳ - ۱٫۶۷۹۷۶ × ۱۰−۳ ۲٫۶۰۴۹۴ × ۱۰−۳ -
ϵ = ۱۰−۶ ۱٫۱۴۸۹۱ × ۱۰−۶ ۴٫۲۳۲۱۸ × ۱۰−۶ - ۱٫۵۰۱۹۴ × ۱۰−۵ ۱٫۰۸۱۲۶ × ۱۰−۳ -

مثال ۴ .۴ .۳
ϵ = ۱۰−۳ ۲٫۰۴۴۵ × ۱۰−۴ ۱٫۹۱۱۴۱ × ۱۰−۴ ۴٫۱۹۹۸ × ۱۰−۵ ۱٫۱۲۷۷۵ × ۱۰−۳ ۹٫۷۲۰۴۴ × ۱۰−۴ ۲٫۹۴۷۳۴ × ۱۰−۴

ϵ = ۱۰−۶ ۷٫۹۱۳۴۵ × ۱۰−۷ ۹٫۹۱۲۴۲ × ۱۰−۷ ۸٫۷۳۵۰۶ × ۱۰−۷ ۲٫۱۱۷۳۴ × ۱۰−۴ ۹٫۸۴۶۰۶ × ۱۰−۵ ۲٫۶۰۴۴۴ × ۱۰−۴
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.N = ۵, ۱۰, ۱۵, ۲۰ ازاي به ،Wm
۲ [۰, ۱] در ۱ .۴ .۳ مثال براي (EηN = ∥η − ηN∥∞)مطلق خطاي ماكسيمم مقايسه :۱ .۳ شكل

22
22

Eη۲,۱۰۰(τ) = راست: Eη۱,۱۰۰(τ)؛ = |η۱,۱۰۰(τ) − η۱(τ)| (چپ: .۲ .۴ .۳ مثال براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه :۲ .۳ شكل
.(|η۲,۱۰۰(τ)− η۲(τ)|

Eη۱,n,N = (چپ: .n = ۱۰ و N = ۵, ۱۰, ۱۵, ۲۰ ازاي به ،Wm
۲ [۰, ۱] در ۲ .۴ .۳ مثال براي مطلق خطاي ماكسيمم مقايسه :۳ .۳ شكل

.(Eη۲,n,N = ∥η۲ − η۲,n,N∥∞ راست: η۱∥؛ − η۱,n,N∥∞

22

22

Eη۲,۲۵,۱۰۰(τ) = راست: Eη۱,۲۵,۱۰۰(τ)؛ = |η۱,۲۵,۱۰۰(τ)− η۱(τ)| (چپ: .۳ .۴ .۳ مثال براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه :۴ .۳ شكل
.(|η۲,۲۵,۱۰۰(τ)− η۲(τ)|
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Eη۱,n,N = (چپ: .n = ۱۰ و N = ۵, ۱۰, ۱۵, ۲۰ ازاي به ،Wm
۲ [۰, ۱] در ۳ .۴ .۳ مثال براي مطلق خطاي ماكسيمم مقايسه :۵ .۳ شكل

.(Eη۲,n,N = ∥η۲ − η۲,n,N∥∞ راست: η۱∥؛ − η۱,n,N∥∞

22

22

22

Eη۳,۲۵,۱۰۰(τ) وسط:= Eη۱,۲۵,۱۰۰(τ)؛ = |η۱,۲۵,۱۰۰(τ) − η۱(τ)| (چپ: .۴ .۴ .۳ مثال براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه :۶ .۳ شكل
.( Eη۲,۲۵,۱۰۰(τ) = |η۲,۲۵,۱۰۰(τ)− η۲(τ)| راست: −η۳,۲۵,۱۰۰(τ)|؛ η۳(τ)|
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Eη۱,n,N = (چپ: .n = ۱۰ و N = ۵, ۱۰, ۱۵, ۲۰ ازاي به ،Wm
۲ [۰, ۱] در ۴ .۴ .۳ مثال براي مطلق خطاي ماكسيمم مقايسه :۷ .۳ شكل

.( Eη۲,n,N = ∥η۲ − η۲,n,N∥∞ راست: Eη۳,n,N؛ = ∥η۳ − η۳,n,N∥∞ وسط: η۱∥؛ − η۱,n,N∥∞

PresentMethod
22

.۲ .۴ .۳ مثال در Eη′
۱,۱۰۰(τ) = |η′

۱,۱۰۰(τ)− η′
۱(τ)| اول، مرتبه مشتق براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه :۸ .۳ شكل

PresentMethod
22

.۲ .۴ .۳ مثال در Eη′
۲,۱۰۰(τ) = |η′

۲,۱۰۰(τ)− η′
۲(τ)| اول، مرتبه مشتق براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه :۹ .۳ شكل
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PresentMethod 22

.۳ .۴ .۳ مثال در Eη′
۱,۲۵,۱۰۰(τ) = |η′

۱,۲۵,۱۰۰(τ)− η′
۱(τ)| اول، مرتبه مشتق براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه :۱۰ .۳ شكل

PresentMethod
22

.۳ .۴ .۳ مثال در Eη′
۲,۲۵,۱۰۰(τ) = |η′

۲,۲۵,۱۰۰(τ)− η′
۲(τ)| اول، مرتبه مشتق براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه :۱۱ .۳ شكل
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مرزي مقدار شرايط با خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه سومحل فصل

PresentMethod
22

.۴ .۴ .۳ مثال در Eη′
۱,۲۵,۱۰۰(τ) = |η′

۱,۲۵,۱۰۰(τ)− η′
۱(τ)| اول، مرتبه مشتق براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه :۱۲ .۳ شكل

PresentMethod 22

.۴ .۴ .۳ مثال در Eη′
۲,۲۵,۱۰۰(τ) = |η′

۲,۲۵,۱۰۰(τ)− η′
۲(τ)| اول، مرتبه مشتق براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه :۱۳ .۳ شكل

PresentMethod 22

.۴ .۴ .۳ مثال در Eη′
۳,۲۵,۱۰۰(τ) = |η′

۳,۲۵,۱۰۰(τ)− η′
۳(τ)| اول، مرتبه مشتق براي [۲۲] روش و حاضر روش بين مطلق خطاي مقايسه :۱۴ .۳ شكل
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۴ فصل
غير ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي جديد رويكرد يك

مرزي مقدار شرايط با خطي
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ناهمگن. و همگن مرزي مقدار شرايط با خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه چهارمحل فصل

مقدمه ۱ .۴
با خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي بازتوليدي هسته روش اساس بر جديدي رويكرد فصل اين در
فرآيند حذف همچون هايي ويژگي همچنان نيز رويكرد اين در كرد. خواهيم ارائه ناهمگن و همگن مرزي مقدار شرايط
رويكرد اين اساس چون است ذكر به لازم البته است. برقرار بالا دقت و كمتر عمليات حجم اشميت، گرام سازي متعامد
نوع با متناسب فضا نوع انتخاب همچنان پس است، اشميت گرام سازي متعامد فرآيند بدون بازتوليدي هسته روش نيز
جمع صورت به مسئله فضاي منظور، همين به است. خوردار بر بالايي اهميت از ها پايه و مناسب نقاط انتخاب مسئله،
استفاده با فضا دو اين هاي پايه سپس است. شده نوشته آن مشتق مرتبه و عملگر نوع با متناسب ديگر فضاي دو مستقيم
هاي تكنيك و الحاق خود عملگر از استفاده با ادامه، در است. شده معرفي Wk

۲ [۰,۱] فضاي هاي پايه و واحد بردار از
در ضرايب ماتريس معكوس مجهول بردار آوردن بدست براي نهايت در است. شده ساخته ضرايب ماتريس خطي جبر

است. شده ضرب راست سمت بردار
روش مبناي بر هموتوپي اختلالي ، [۲۳] روش و حاضر روش بين اي مقايسه حاضر روش كارآيي دادن نشان منظور به
معادلات دستگاه و معادلات انواع حل در قدرتمند روش يك ، هموتوپي اختلالي روش است. شده انجام بازتوليدي هسته
هموتوپي اختلالي روش از كارآمدتر بسيار عددي نتايج نظر از ما روش داد خواهيم نشان فصل اين در باشد. مي ديفرانسيل

است.
بگيريد: نظر در را زير ناهمگن مرزي مقدار شرايط با خطي غير ديفرانسيل معادلات دستگاه


L۱۱θ۱ + L۱۲θ۲ = f۱(τ)− σ۱(τ, θ(τ)), ۰ ≤ τ ≤ ۱,
L۲۱θ۱ + L۲۲θ۲ = f۲(τ)− σ۲(τ, θ(τ)),

θi(a) = θi(b) = γ, i = ۱,۲,
(۱ .۴)

ازاي به σd(., .) و خطي عملگرهاي Li,j : W۳
۲ [۰,۱] → W۱

۲ [۰,۱], i, j = ۱,۲ ،τ ∈ Ω = [۰,۱] طوريكه، به
،θ(.) = (θ۱(.), θ۲(.))

T دهيد قرار هستند. شده داده توابع fd(.) همچنين، هستند. خطي غير هاي عملگر d = ۱, ۲
كنيد: فرض (۱ .۴) معادله در شود. مشخص بايد كه است مجهولي توابع بردار

L۱۱θ۱ = θ′′۱(τ) + a۱(τ)θ
′
۱(τ) + a۲(τ)θ۱(τ),

L۱۲θ۲ = θ′′۲(τ) + a۳(τ)θ
′
۲(τ) + a۴(τ)θ۲(τ),

L۲۱θ۱ = θ′′۱(τ) + b۱(τ)θ
′
۱(τ) + b۲(τ)θ۱(τ),

L۲۲θ۲ = θ′′۲(τ) + b۳(τ)θ
′
۲(τ) + b۴(τ)θ۲(τ),

تعريف زير صورت Lبه خطي عملگر همچنين هستند. شده داده توابع i = ۱,۲,۳,۴ ازاي به ai(.), bi(.) طوريكه، به
شود: مي

L =

(
L۱۱ L۱۲

L۲۱ L۲۲

)
.

است: زير صورت به (۱ .۴) معادله ماتريسي فرم بنابراين ،σ = (σ۱, σ۲) و F = (f۱, f۲) دهيد قرار }همچنين،
L(θ(τ)) = F (τ)− σ(τ, θ(τ)), ۰ < τ < ۱,
θi(۰) = θi(۱) = γ, i = ۱,۲.

(۲ .۴)
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است: زير صورت به (۲ .۴) معادله در تكرار فرآيند خطي، غير حالت در

L(θn(τ)) = F (τ)− σ(τ, θn−۱(τ)), n = ۲,۳, . . . , (۳ .۴)

شود. مراجعه [۱۶] مرجع به بيشتر جزييات براي ،L(θ۱(τ)) = F (τ) گرفتن نظر در با

جديد رويكرد يك معرفي ۲ .۴
بگيريد:  نظر در را زير هيلبرت فضاي قبل، فصل در Wk

۲ [۰,۱] هيلبرت فضاي تعريف به توجه با

W k۱,k۲
۲ [۰,۱] = Wk۱

۲ [۰,۱]⊕Wk۲
۲ [۰,۱],

نرم و داخلي ضرب با

⟨θ, α⟩
W

k۱,k۲
۲

= ⟨θ۱, α۱⟩Wk۱
۲

+ ⟨θ۲, α۲⟩Wk۲
۲
, ∥θ∥

W
k۱,k۲
۲

=

(
۲∑

i=۱

∥θi∥۲
Wki

۲

)۱/۲

,

به توجه با بنابراين، .i = ۱,۲ و ki ازاي به θi, αi ∈ Wki
۲ [۰,۱] ،α = (α۱, α۲)

T ،θ = (θ۱, θ۲)
T طوريكه به

داريم:  (۳ .۴) معادله
θ(τ) ∈W ۳,۳

۲ [۰,۱], F − σ ∈W ۱,۱
۲ [۰,۱].

L :W ۳,۳
۲ [۰, ۱] →W ۱,۱

۲ [۰, ۱] خطي عملگر آنگاه . باشد كراندار خطي عملگرهاي (۱ .۴) معادله در Li,jاگر .۱ .۲ .۴ لم
طوريكه به است. كراندار نيز

L =

(
L۱۱ L۱۲

L۲۱ L۲۲

)
,

است: زير فرم به L الحاق خود عملگر همچنين، شود. مي L كرانداري به منتج Lij كرانداري و

L∗ =

(
L∗

۱۱ L∗
۱۲

L∗
۲۱ L∗

۲۲

)
,

.[۳۲] است Lij الحاق خود عملگر L∗
ij كه

هاي هسته كه هستند بازتوليدي هسته هيلبرت فضاي W۱
۲ [۰,۱] و W۲

۲ [۰,۱] ،W۳
۲ [۰,۱] هاي فضا .۲ .۲ .۴ ملاحظه
است. شده معرفي قبل فصل در آنها

: كه گرفت نتيجه توان مي باشند. [۰,۱] ي بازه در نقاط از اي مجموعه {τl}∞l=۱ كنيد فرض

φlj(τ) = R̃τ (τl)
−→ej =


(R̃τ (τl),۰)T , j = ۱,

(۰, R̃τ (τl))
T , j = ۲,

(۴ .۴)
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ناهمگن. و همگن مرزي مقدار شرايط با خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه چهارمحل فصل
−→ej آن در كه Wهستند. ۳,۳

۲ Wو[۰,۱] ۱,۱
۲ [۰,۱] فضاهاي بازتوليدي هاي هسته ترتيب به ψlj(τ) = L

∗φlj(τ) و
كه: كرد ثابت توان مي بنابراين، است. R۲ فضاي در يكه برداري

〈
ψsi(.),ψlj(.)

〉
W ۳,۳

۲
=


۰, i ̸= j,

∥Rτs∥
۲ , s = l, i = j,

Rτs(τl), s ̸= l, i = j.

(۵ .۴)

داريم: l = ۱,۲, . . . و, j = ۱,۲ ازاي به .۳ .۲ .۴ قضيه
ψlj(τ) = LRτl(τ)

−→ej .

داريم: [۱۶] بازتوليدي فضاي هاي خاصيت اعمال با اثبات.
ψlj(τ) =

〈
L∗R̃τ (.)

−→ej , Rτl(.)
−→ej
〉
W ۳,۳

۲
=
〈
R̃τ (.)

−→ej ,LRτl(.)
−→ej
〉
W ۱,۱

۲
= LRτl(τ)

−→ej .

فضاي در كامل تابعي سيستم يك {ψlj(.)
}(∞,۲)
(۱,۱) آنگاه باشد، چگال [۰,۱] بازه در {τl}∞l=۱ اگر .۴ .۲ .۴ قضيه

Wاست. ۳,۳
۲ [۰,۱]

آنگاه، 〈θ(.),ψlj(.)
〉
= ۰ اگر ،θ(.) ∈W ۳,۳

۲ [۰,۱] هر براي اثبات.
۰ =

〈
θ(.),ψlj(.)

〉
=
〈
θ(.),L∗φlj(.)

〉
=
〈
Lθ(.),φlj(.)

〉
=
〈
Lθ(.), R̃(.)(τl)

−→ej
〉
= Lθ(τl).

شود. مي كامل اثبات بنابراين .θ(τl) = شود۰ مي نتيجه {τl}∞l=۱بودن چگال به توجه با
.[۳۳] است خطي Wمستقل ۳,۳

۲ [۰,۱] فضاي در {ψlj(τ)
}(N,۲)
(۱,۱) ،N هر براي .۵ .۲ .۴ لم

زير صورت به جواب آنگاه باشد. يكتا (۲ .۴) معادله جواب و باشند، چگال [۰,۱] بازه s=۱∞{τs}در اگر .۶ .۲ .۴ قضيه
است:

θ(τ) =

∞∑
l=۱

۲∑
j=۱

cj,lψlj(τ). (۶ .۴)

بنابراين: كنيد. جايگزين (۲ .۴) معادله در را (۶ .۴) معادله اثبات.
Lθ(τs) = ⟨Lθ(.),φsi(.)⟩ = ⟨θ(.),L∗φsi(.)⟩

=

〈 ∞∑
l=۱

۲∑
j=۱

cj,lψlj(.),ψsi(.)

〉

=

∞∑
l=۱

۲∑
j=۱

cj,l
〈
ψlj(.),ψsi(.)

〉
=

∞∑
l=۱

۲∑
j=۱

cj,lψlj(τs)

= F (τs)− σ(τ, θ(τs)).
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طرفي، از شوند. تعيين l = ۱, . . . و j = ۱,۲ ازاي به بايد cj,l طوريكه به است. (۲ .۴) معادله جواب θ(.) بنابراين
است: زير صورت به تقريبي جواب و σ = ۰ آنگاه باشد، خطي (۲ .۴) معادله اگر

θN (τ) =

N∑
l=۱

۲∑
j=۱

cj,lψlj(τ), (۷ .۴)

اثبات نتيجه در شوند. مشخص l = ۱, . . . , N و j = ۱,۲ ازاي به بايد كه هستند مجهولي ضرايب cj,l طوريكه به
شود. مي كامل

داريم: θ۱(.), n, N كردن مشخص با باشد، خطي غير (۲ .۴) معادله اگر

θn,N (τ) =

N∑
l=۱

۲∑
j=۱

cj,l,nψlj(τ), n = ۲,۳, . . . , (۸ .۴)

بايد كه هستند مجهولي ضرايب cj,l,n و محلي هم نقاط تعداد N خطي، غير قسمت هاي تكرار تعداد n طوريكه، به
كافي اندازه برايNبه اينصورت در و ميكنيم جايگزين (۲ .۴) معادله در را (۸ .۴) معادله منظور، همين به شوند. مشخص

داريم: بزرگ
Lθn,N (τ) = F (τ)− σ(τ, θn−۱,N (τ)),

داريم: ، ۶ .۲ .۴ قضيه به توجه با
N∑
l=۱

۲∑
j=۱

cj,l,nψlj(τs) = F (τs)− σ(τ, θn−۱,N (τs)), (۹ .۴)
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داريم: ۳ .۲ .۴ قضيه از استفاده با حال، هستند. محلي هم نقاط تعداد s = ۱,۲, . . . , N كه
N∑
l=۱

۲∑
j=۱

cj,l,nψlj(τs) =
N∑
l=۱

c۱,l,nψl۱(τs) +
N∑
l=۱

c۲,l,nψl۲(τs)

=
N∑
l=۱

c۱,l,n(LRτl(τs)
−→e۱) +

N∑
l=۱

c۲,l,n(LRτl(τs)
−→e۲)

= L
N∑
l=۱

c۱,l,nRτl(τs)
−→e۱ +L

N∑
l=۱

c۲,l,nRτl(τs)
−→e۲

=

(
L۱۱ L۱۲

L۲۱ L۲۲

) N∑
l=۱

c۱,l,nRτl(τs)

۰


+

(
L۱۱ L۱۲

L۲۱ L۲۲

) ۰
N∑
l=۱

c۲,l,nRτl(τs)



=

L۱۱
N∑
l=۱

c۱,l,nRτl(τs)

L۲۱
N∑
l=۱

c۱,l,nRτl(τs)

+

L۱۲
N∑
l=۱

c۲,l,nRτl(τs)

L۲۲
N∑
l=۱

c۲,l,nRτl(τs)



=

L۱۱
N∑
l=۱

c۱,l,nRτl(τs) + L۱۲
N∑
l=۱

c۲,l,nRτl(τs)

L۲۱
N∑
l=۱

c۱,l,nRτl(τs) + L۲۲
N∑
l=۱

c۲,l,nRτl(τs)



=


N∑
l=۱

L۱۱Rτl(τs)
N∑
l=۱

L۱۲Rτl(τs)

N∑
l=۱

L۲۱Rτl(τs)
N∑
l=۱

L۲۲Rτl(τs)


(

c۱,l,n

c۲,l,n

)
.

همچنين

F (τs)− σ(τ, θn−۱,N (τs)) =

(
f۱(τs)

f۲(τs)

)
−

(
σ۱(τ, θn−۱,N (τs))

σ۲(τ, θn−۱,N (τs))

)
.

كه گرفت نتيجه توان مي (۹ .۴) معادله به توجه با بنابراين،

(۱۰ .۴)
N∑
l=۱

L۱۱Rτl(τs)
N∑
l=۱

L۱۲Rτl(τs)

N∑
l=۱

L۲۱Rτl(τs)
N∑
l=۱

L۲۲Rτl(τs)


(

c۱,l,n

c۲,l,n

)
=

(
f۱(τs)

f۲(τs)

)
−

(
σ۱(τ, θn−۱,N (τs))

σ۲(τ, θn−۱,N (τs))

)
.

به توجه با
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A =


N∑
l=۱

L۱۱Rτl(τs)
N∑
l=۱

L۱۲Rτl(τs)

N∑
l=۱

L۲۱Rτl(τs)
N∑
l=۱

L۲۲Rτl(τs)

 ,

C =

(
c۱,l,n

c۲,l,n

)
,F =

(
f۱(τs)

f۲(τs)

)
−

(
σ۱(τ, θn−۱,N (τs))

σ۲(τ, θn−۱,N (τs))

)
.

نوشت توان مي

A C = F ,

و دارد A−۱وجود ،۵ .۲ .۴ لم به توجه با نهايت، در

C = A−۱ F .

خطا آناليز ۳ .۴
تقريبي جواب آنگاه ، (۲ .۴) معادله تقريبي جواب θ(.) = (θ۱(.), θ۲(.)) ∈W ۳,۳

۲ اگر .۱ .۳ .۴ قضيه
آن هاي مشتق و θn,N (.) = (θ۱,n,N (.), θ۲,n,N (.))

θ
(i)
n,N (.) = (θ

(i)
۱,n,N (.), θ

(i)
۲,n,N (.)),

.i = ۱,۲ ازاي به هستند. همگرا يكنواخت طور به θ(i)(.) و θ(.) به ترتيب به
داريم:  (۱ .۴) معادله دو كردن جمع با اثبات.

θ′′۱(τ) + c(τ)θ′۱(τ) + d(τ)θ۱(τ) + σ۱(τ, θ(τ)) = f(τ), (۱۱ .۴)
فضاي در خطي غير معادله يك (۱۱ .۴) معادله كه است واضح هستند. مشخصي توابع σ۱(.) و f(.) ،d(.)، c(.) كه
جواب θ۱,n,N (.) كه دانيم مي قبل فصل در ۲ .۳ .۳ قضيه به توجه با اين، بر علاوه است. Wk

۲ [۰,۱] بازتوليدي هسته
پس است. θ۱(.) تقريبي

|θ۱ − θ۱,n,N | = |
〈
θ۱ − θ۱,n,N , Rτ

〉
| ≤
∥∥θ۱ − θ۱,n,N

∥∥
Wk

۲
∥Rτ∥Wk

۲

≤ P۱
∥∥θ۱ − θ۱,n,N

∥∥
Wk

۲
,

داريم: اول مرتبه مشتق براي همچنين، و

|θ
′

۱(τ)− θ
′

۱,n,N (τ)| = | ∂
∂τ

(
〈
θ۱ − θ۱,n,N , Rτ

〉
Wk

۲
)|

= |
〈
θ۱ − θ۱,n,N ,

∂

∂τ
Rτ

〉
Wk

۲

| ≤
∥∥θ۱ − θ۱,n,N

∥∥
Wk

۲

∥∥∥∥ ∂∂τ Rτ

∥∥∥∥
Wk

۲

≤ Z۱
∥∥θ۱ − θ۱,n,N

∥∥
Wk

۲
,
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: مشابه طور به هستند. عددي هاي ثابت Z۱ و P۱ كه

|θ۲(τ)− θ۲,n,N (τ)| ≤ P۲
∥∥θ۲ − θ۲,n,N

∥∥
Wk

۲
,

و
|θ

′

۲(τ)− θ
′

۲,n,N (τ)| ≤ Z۲
∥∥θ۲ − θ۲,n,N

∥∥
Wk

۲
.

و دقيق جواب ترتيب به θn,N (.) = (θ۱,n,N (.), θ۲,n,N (.)) و θ(.) = (θ۱(.), θ۲(.)) كنيد فرض .۲ .۳ .۴ قضيه
به آنگاه ، i = ۱,۲ ،∥∥θ′′i,n,N∥∥∞ ≤Miو θn,N ∈W ۳,۳

۲ [۰,۱] ،θ ∈ C۳[۰,۱] اگر باشند. (۲ .۴) معادله تقريبي
داريم: j = ۱,۲ θj∥∥ازاي − θj,n,N

∥∥
∞ ≤ Cjh

۳, (۱۲ .۴)

∥∥θ′j − θ′j,n,N
∥∥
∞ ≤ Cjh

۲, (۱۳ .۴)

.[۳۴] است عددي ثابت يك Cj كه
ما اين، بر علاوه يكتاست. و دارد وجود (۲ .۳) معادله جواب پس دارد A−۱وجود ،۵ .۲ .۴ لم به توجه با .۳ .۳ .۴ ملاحظه

است. Wپايدار ۳,۳
۲ فضاي[۰,۱] در حاضر روش كه بگيريم نتيجه توانيم مي

بالاترين ۳ .۴ و ۲ .۴ هاي مثال در مثال براي دارد. بستگي مسئله نوع به فضا انتخاب حاضر، روش در .۴ .۳ .۴ ملاحظه
L : مثال دو اين براي مناسب فضاي و θ۱, θ۲ ∈ W۳

۲ [۰,۱] نتيجه در است. دو با برابر θ۲ و θ۱ مشتق مرتبه
نتيجه در است. ۱ و ۲ ترتيب به θ۲ و θ۱ براي مشتق مرتبه ترين بالا ،۱ .۴ مثال در Wاما ۳,۳

۲ [۰,۱] →W ۱,۱
۲ [۰,۱].

L : W ۳,۲
۲ [۰,۱] → W ۱,۱

۲ [۰,۱] ۱ .۴ مثال براي مناسب فضاي بنابراين ،θ۲ ∈ W۲
۲ [۰,۱] و θ۱ ∈ W۳

۲ [۰,۱]
به θ′۲ و θ۲ همگرايي مرتبه ۱ .۴ مثال در بنابراين كند. مي تغيير نيز همگرايي مرتبه فضا، تغيير با كه است واضح البته

بود. خواهد زير θ۲∥∥صورت − θ۲,n,N
∥∥
∞ ≤ C۲h

۲, (۱۴ .۴)

∥∥θ′۲ − θ′۲,n,N
∥∥
∞ ≤ C۳h. (۱۵ .۴)

است: شده استفاده زير صورت به همگرايي مرتبه فرمول ادامه، در .۵ .۳ .۴ ملاحظه

C.Fi = log۲
||θi − θi,n,N ||∞
||θi − θi,n,۲N ||∞

, C.F ′
i = log۲

||θ′i − θ′i,n,N ||∞
||θ′i − θ′i,n,۲N ||∞

,

.i = ۱,۲ كه
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عددي نتايج ۴ .۴
[۳۲] و [۲۳] هاي روش از حاضر روش كه دهد مي نشان عددي نتايج كرديم، حل حاضر روش به مثال سه بخش، اين در

است. كارآمدتر
:[۲۳] بگيريد نظر در را زير همگن مرزي مقدار شرايط با خطي غير ديفرانسيل معادلات دستگاه .۱ .۴ .۴ مثال

θ′′۱(τ) + τθ۱(τ) + ۲τθ۲(τ) + τθ۲
۱(τ) = f(τ), ۰ < τ < ۱,

θ′۲(τ) + θ۲(τ) + τ۲θ۱(τ) + sin(τ)θ۲
۲(τ) = g(τ),

θ۱(۰) = θ۱(۱) = ۰, θ۲(۰) = θ۲(۱) = ۰,

است: زير صورت به دقيق جواب كه
θ(τ) = [τ − τ۲, sin(πτ)].

روش ۲ .۴ و ۱ .۴ هاي جدول در همچنين، است. شده Wحل ۳,۲
۲ [۰,۱] فضاي در (۱۰ .۴) معادله از استفاده با مثال اين

است: شده داده ۴ .۴ جدول در همگرايي مرتبه به مربوط عددي نتايج نهايت، در و شده مقايسه ديگر هاي روش با را حاضر
:[۲۳] بگيريد نظر در را زير همگن مرزي مقدار شرايط با خطي غير ديفرانسيل معادلات دستگاه .۲ .۴ .۴ مثال

θ′′۱(τ) + τθ′۱(τ) + cos(πτ)θ′۲(τ) = f(τ), ۰ < τ < ۱,
θ′′۲(τ) + τθ′۱(τ) + τθ۲

۱(τ) = g(τ),

θ۱(۰) = θ۱(۱) = ۰, θ۲(۰) = θ۲(۱) = ۰,

است: زير صورت به دقيق جواب كه
θ(τ) = [(τ − ۱)sin(πτ), τ − τ۲].

۱ .۴ هاي شكل و ۳ .۴ جدول در همچنين، است. شده Wحل ۳,۳
۲ [۰,۱] فضاي در (۱۰ .۴) معادله از استفاده با مثال اين

همگرايي مرتبه نهايت، در و است شده ارائه ديگر هاي روش و حاضر روش بين مطلق خطاي اساس بر اي مقايسه ۲ .۴ و
است. شده داده نشان ۵ .۴ جدول در

:[۲۳] بگيريد نظر در را زير ناهمگن مرزي مقدار شرايط با خطي غير ديفرانسيل معادلات دستگاه .۳ .۴ .۴ مثال
θ′′۱(τ) + ۲۰θ′۱(τ) + ۴cos(τ)θ۱(τ) + sin(θ۱(τ)θ۲(τ)) = f(τ), ۰ < τ < ۱,
θ′′۲(τ) + ۵eτθ′۲(τ) + ۶sinh(τ)θ۲(τ) + cos(θ۲(τ)) = g(τ),

θ۱(۰) = ۱, θ۱(۱) = e, θ۲(۰) = ۰, θ۲(۱) = sinh(۱),

است: زير صورت به دقيق جواب كه
θ(τ) = [eτ , sinh(τ)].

c۰, c۱, d۰, d۱ كه θ̃۲ = θ۲ + d۰ + d۱x ،θ̃۱ = θ۱ + c۰ + c۱x دهيد، قرار مرزي مقدار شرايط سازي همگن براي
در (۱۰ .۴) معادله از استفاده با مثال اين شوند. مي تعيين θ̃۲(۰) = θ̃۲(۱) = ۰.، θ̃۱(۰) = θ̄۱(۱) = ۰ وسيله به
روش بين نسبي خطاي اساس بر اي مقايسه ۶ .۴ و ۵ .۴ ،۴ .۴ ،۳ .۴ هاي شكل در است. شده حل W ۳,۳

۲ [۰,۱] فضاي
در مثال اين هاي شكل به مربوط مطلق خطاي ماكسيمم و همگرايي مرتبه جدول است. شده انجام [۲۳] روش و حاضر

است. شده داده ۷ .۴ و ۶ .۴ جدول
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.θ۱ براي مطلق خطاي :۲ .۴ .۳ مثال :۱ .۴ جدول

τ [۳۲] روش [۳۶] روش [۲۳] روش [۲۳] روش حاضر روش حاضر روش
θ۱ θ۱ θ۱,۵,۲۱ θ۱,۵,۵۱ θ۱,۵,۲۱ θ۱,۵,۵۱

۰٫۰۸ ۵٫۰ × ۱۰−۴ ۱٫۴ × ۱۰−۴ ۷٫۷ × ۱۰−۵ ۲٫۰ × ۱۰−۵ ۱٫۲ × ۱۰−۴ ۱٫۶ × ۱۰−۶

۰٫۲۴ ۱٫۴ × ۱۰−۳ ۴٫۴ × ۱۰−۵ ۲٫۲ × ۱۰−۴ ۵٫۷ × ۱۰−۵ ۱٫۱ × ۱۰−۴ ۵٫۲ × ۱۰−۷

۰٫۴۰ ۲٫۱ × ۱۰−۳ ۶٫۷ × ۱۰−۵ ۳٫۳ × ۱۰−۴ ۸٫۶ × ۱۰−۵ ۹٫۷ × ۱۰−۵ ۵٫۷ × ۱۰−۷

۰٫۵۶ ۲٫۲ × ۱۰−۳ ۹٫۳ × ۱۰−۵ ۳٫۷ × ۱۰−۴ ۹٫۸ × ۱۰−۵ ۷٫۵ × ۱۰−۵ ۱٫۰ × ۱۰−۶

۰٫۷۲ ۱٫۸ × ۱۰−۳ ۴٫۹ × ۱۰−۵ ۳٫۱ × ۱۰−۴ ۹٫۴ × ۱۰−۵ ۴٫۸ × ۱۰−۵ ۸٫۶ × ۱۰−۷

۰٫۸۸ ۹٫۰ × ۱۰−۴ ۸٫۶ × ۱۰−۵ ۱٫۵ × ۱۰−۴ ۶٫۵ × ۱۰−۵ ۲٫۱ × ۱۰−۵ ۳٫۹ × ۱۰−۷

۰٫۹۶ ۳٫۰ × ۱۰−۴ ۷٫۱ × ۱۰−۵ ۵٫۴ × ۱۰−۵ ۱٫۴ × ۱۰−۵ ۶٫۹ × ۱۰−۶ ۱٫۳ × ۱۰−۷

.θ۲ براي مطلق خطاي :۱ .۴ .۴ مثال :۲ .۴ جدول

τ [۳۲] روش [۳۶] روش [۲۳] روش [۲۳] روش حاضر روش حاضر روش
θ۲ θ۲ θ۲,۵,۲۱ θ۲,۵,۵۱ θ۲,۵,۲۱ θ۲,۵,۵۱

۰٫۰۸ ۲٫۰ × ۱۰−۳ ۲٫۴ × ۱۰−۴ ۷٫۱ × ۱۰−۴ ۱٫۱ × ۱۰−۴ ۴٫۲ × ۱۰−۴ ۶٫۵ × ۱۰−۶

۰٫۲۴ ۵٫۶ × ۱۰−۳ ۲٫۳ × ۱۰−۳ ۱٫۹ × ۱۰−۳ ۳٫۳ × ۱۰−۴ ۷٫۲ × ۱۰−۴ ۳٫۳ × ۱۰−۵

۰٫۴۰ ۷٫۹ × ۱۰−۳ ۸٫۹ × ۱۰−۴ ۲٫۷ × ۱۰−۳ ۴٫۶ × ۱۰−۴ ۲٫۴ × ۱۰−۴ ۵٫۱ × ۱۰−۶

۰٫۵۶ ۸٫۲ × ۱۰−۳ ۱٫۴ × ۱۰−۳ ۲٫۸ × ۱۰−۳ ۴٫۸ × ۱۰−۴ ۳٫۴ × ۱۰−۴ ۱٫۹ × ۱۰−۵

۰٫۷۲ ۶٫۵ × ۱۰−۳ ۳٫۱ × ۱۰−۳ ۲٫۲ × ۱۰−۳ ۳٫۸ × ۱۰−۴ ۲٫۰ × ۱۰−۴ ۴٫۰ × ۱۰−۵

۰٫۸۸ ۳٫۱ × ۱۰−۳ ۱٫۶ × ۱۰−۳ ۱٫۷ × ۱۰−۳ ۲٫۹ × ۱۰−۴ ۸٫۶ × ۱۰−۵ ۵٫۰ × ۱۰−۷

۰٫۹۶ ۱٫۰ × ۱۰−۳ ۹٫۸ × ۱۰−۴ ۳٫۶ × ۱۰−۴ ۶٫۲ × ۱۰−۵ ۸٫۴ × ۱۰−۵ ۲٫۶ × ۱۰−۵

.θ۱ براي مطلق ۴. ۴. ۲:خطاي مثال :۳ .۴ جدول

τ [۳۵] روش [۲۳] روش [۲۳] روش حاضر روش حاضر روش
θ۱ θ۱,۵,۲۱ θ۱,۵,۵۱ θ۱,۵,۲۱ θ۱,۵,۵۱

۰٫۰۰ ۰٫۰۰ ۰٫۰۰ ۰٫۰۰ ۰٫۰۰ ۰٫۰۰
۰٫۱۰ ۳٫۰ × ۱۰−۴ ۴٫۴ × ۱۰−۵ ۷٫۱ × ۱۰−۶ ۳٫۹ × ۱۰−۸ ۲٫۲ × ۱۰−۱۰

۰٫۳۰ ۷٫۸ × ۱۰−۳ ۱٫۰ × ۱۰−۴ ۱٫۶ × ۱۰−۵ ۱٫۲ × ۱۰−۸ ۴٫۵ × ۱۰−۱۰

۰٫۵۰ ۲٫۷ × ۱۰−۲ ۱٫۲ × ۱۰−۴ ۱٫۸ × ۱۰−۵ ۳٫۴ × ۱۰−۹ ۴٫۸ × ۱۰−۱۰

۰٫۷۰ ۴٫۶ × ۱۰−۲ ۹٫۶ × ۱۰−۵ ۱٫۵ × ۱۰−۵ ۱٫۲ × ۱۰−۸ ۲٫۷ × ۱۰−۱۰

۰٫۹۰ ۳٫۱ × ۱۰−۲ ۳٫۸ × ۱۰−۵ ۶٫۰ × ۱۰−۶ ۹٫۴ × ۱۰−۸ ۵٫۲ × ۱۰−۱۱

۱٫۰۰ ۰٫۰۰ ۰٫۰۰ ۰٫۰۰ ۰٫۰۰ ۰٫۰۰
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همگرايي. مرتبه براي مطلق خطاي ماكسيمم :۴ .۴ جدول

N = ۵ N = ۱۰ N = ۲۰ N = ۴۰

مثال ۱ .۴ .۴
||θ۱ − θ۱,۵,N ||∞ ۷٫۰ × ۱۰−۳ ۱٫۷۰ × ۱۰−۳ ۱٫۵۰ × ۱۰−۴ ۹٫۰ × ۱۰−۶

C.F۱ - ۲٫۰۴۱۸۲ ۳٫۵۰۲۵ ۴٫۰۷۸۸۹

||θ۲ − θ۲,۵,N ||∞ ۲٫۲۰ × ۱۰−۲ ۶٫۴۰ × ۱۰−۳ ۱٫۱۰ × ۱۰−۳ ۲٫۶۰ × ۱۰−۴

C.F۲ - ۱٫۷۸۱۳۶ ۲٫۵۴۰۵۷ ۲٫۰۸۰۹۲

||θ′۱ − θ′۱,۵,N ||∞ ۷٫۳۰ × ۱۰−۲ ۲٫۸۰ × ۱۰−۲ ۵٫۶۰ × ۱۰−۳ ۷٫۵۰ × ۱۰−۴

C.F ′
۱ - ۱٫۳۸۲۴۷ ۲٫۳۲۱۹۳ ۲٫۹۰۰۴۶

||θ′۲ − θ′۲,۵,N ||∞ ۳٫۴۰ × ۱۰−۱ ۱٫۸۰ × ۱۰−۱ ۷٫۵۰ × ۱۰−۲ ۳٫۶۰ × ۱۰−۲

C.F ′
۲ - ۰٫۹۱۷۵۳۸ ۱٫۲۶۳۰۳ ۱٫۰۵۸۸۹

همگرايي. مرتبه براي مطلق خطاي ماكسيمم :۵ .۴ جدول

N = ۵ N = ۱۰ N = ۲۰ N = ۴۰

مثال ۲ .۴ .۴
||θ۱ − θ۱,۵,N ||∞ ۳٫۱۰ × ۱۰−۴ ۱٫۲۰ × ۱۰−۵ ۲٫۶۰ × ۱۰−۷ ۳٫۴۰ × ۱۰−۹

C.F۱ - ۴٫۶۹۱۱۶ ۵٫۵۲۸۳۸ ۶٫۲۵۶۸۳

||θ۲ − θ۲,۵,N ||∞ ۲٫۳۰ × ۱۰−۴ ۹٫۵۰ × ۱۰−۶ ۲٫۱۰ × ۱۰−۷ ۲٫۷۰ × ۱۰−۹

C.F۲ - ۴٫۵۹۷۵۶ ۵٫۴۹۹۴۷ ۶٫۲۸۱۲۹

||θ′۱ − θ′۱,۵,N ||∞ ۳٫۵۰ × ۱۰−۳ ۳٫۴۰ × ۱۰−۴ ۲٫۷۰ × ۱۰−۵ ۱٫۷۰ × ۱۰−۶

C.F ′
۱ - ۳٫۳۶۳۷۵ ۳٫۶۵۴۵ ۳٫۹۸۹۳۵

||θ′۲ − θ′۲,۵,N ||∞ ۲٫۷۰ × ۱۰−۳ ۲٫۸۰ × ۱۰−۴ ۲٫۱۰ × ۱۰−۵ ۱٫۴۰ × ۱۰−۶

C.F ′
۲ - ۳٫۲۶۹۴۶ ۳٫۷۳۶۹۷ ۳٫۹۰۶۸۹
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همگرايي. مرتبه براي مطلق خطاي ماكسيمم :۶ .۴ جدول

N = ۵ N = ۱۰ N = ۲۰ N = ۴۰

مثال ۳ .۴ .۴
||θ۱ − θ۱,۵,N ||∞ ۳٫۶۰ × ۱۰−۴ ۱٫۰ × ۱۰−۵ ۲٫۴۰ × ۱۰−۷ ۳٫۸۰ × ۱۰−۹

C.F۱ - ۵٫۱۶۹۹۳ ۵٫۳۸۰۸۲ ۵٫۹۸۰۸۹

||θ۲ − θ۲,۵,N ||∞ ۲٫۴۰ × ۱۰−۴ ۵٫۲۰ × ۱۰−۶ ۱٫۵۰ × ۱۰−۷ ۲٫۱۰ × ۱۰−۹

C.F۲ - ۵٫۵۲۸۳۸ ۵٫۱۱۵۴۸ ۶٫۱۵۸۴۳

||θ′۱ − θ′۱,۵,N ||∞ ۴٫۶۰ × ۱۰−۳ ۳٫۵۰ × ۱۰−۴ ۲٫۶۰ × ۱۰−۵ ۱٫۹۰ × ۱۰−۶

C.F ′
۱ - ۳٫۷۱۶۲۱ ۳٫۷۵۰۷۷ ۳٫۷۷۴۴۴

||θ′۲ − θ′۲,۵,N ||∞ ۲٫۱۰ × ۱۰−۳ ۱٫۹۰ × ۱۰−۴ ۱٫۵۰ × ۱۰−۵ ۱٫۱۰ × ۱۰−۶

C.F ′
۲ - ۳٫۴۶۶۳۲ ۳٫۶۶۲۹۷ ۳٫۷۶۹۳۹

.۶ .۴ و ۵ .۴ ،۴ .۴ ،۳ .۴ هاي شكل براي نسبي خطاي ماكسيمم و ۲ .۴ ،۱ .۴ هاي شكل براي مطلق خطاي ماكسيمم :۷ .۴ جدول

[۲۳] روش حاضر روش

مثال ۲ .۴ .۴
||θ۱ − θ۱,۵,۲۱||∞ ۱٫۴۰ × ۱۰−۵ ۱٫۶۶ × ۱۰−۷

||θ۲ − θ۲,۵,۵۱||∞ ۲٫۰ × ۱۰−۶ ۸٫۷۰ × ۱۰−۱۰

مثال ۳ .۴ .۴

maxτ | θ۱(τ)−θ۱,۵,۲۱(τ)

θ۱(τ)
| ۱٫۰ × ۱۰−۴ ۷٫۲۰ × ۱۰−۸

maxτ | θ۱(τ)−θ۱,۵,۵۱(τ)

θ۱(τ)
| ۲٫۵۰ × ۱۰−۵ ۴٫۴۰ × ۱۰−۱۰

maxτ | θ۲(τ)−θ۲,۵,۲۱(τ)

θ۲(τ)
| ۶٫۲۰ × ۱۰−۴ ۴٫۵۰ × ۱۰−۶

maxτ | θ۲(τ)−θ۲,۵,۵۱(τ)

θ۲(τ)
| ۱٫۰ × ۱۰−۴ ۸٫۶۰ × ۱۰−۸
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نتايج ۱ .۰ .۵
مقدار شرايط با خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي بازتوليدي هسته روش از تعميمي رساله، اين در
پايه و نقاط داخلي، ضرب فضا، همچون هايي مولفه بازتوليدي هسته روش در است. شده ارائه ناهمگن و همگن مرزي
هسته فضاي سپس پرداختيم اوليه مفاهيم بيان به اول فصل در ابتدا روش، اين بهتر درك براي هستند. اهميت حائز ها
مي مرزي مقدار شرايط كمك به چطور كه داديم نشان همچنين . كرديم معرفي داخلي ضرب و نرم همراه به را بازتوليدي

شد. پرداخته ضروري هاي لم و ها قضيه از تعدادي به نهايت در و ساخت را فضا اين با متناسب هاي پايه توان
خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه حل حاضر روش چون پرداختيم. شد حاضر روش به منجر كه اصلي ايده به دوم، فصل در
خطي ديفرانسيل معادله حل در كه هاي روش ابتدا بود نياز بنابراين، است. بازتوليدي هسته روش مبناي بر خطي غير و
،[۱۸] در همكاران و ونگ يولان خوشبختانه كنيم. معرفي را هستند كارآمد بازتوليدي هسته روش مبناي بر خطي غير و
اين به كامل طور به دوم فصل در اند. داده ارائه منفرد خطي غير و خطي ديفرانسيل معادله حل براي را متفاوت روش سه
انجام روش سه اين بين اي مقايسه عددي نتايج به توجه با فصل انتهاي در همچنين پرداختيم. آنها هاي تفاوت و روش سه
اشميت، گرام سازي متعامد فرآيند حذف است. كارآمدتر ديگر روش دو از ۲ روش كه دادند نشان عددي نتايج داديم.
را ما كه بود فردي به منحصر هاي ويژگي آسان، سازي پياده و بالا دقت ديگر، روش دو با مقايسه در كمتر عمليات حجم
غير و خطي معادلات دستگاه انواع حل براي روش اين از تعميمي توان مي آيا كه كنيم فكر سوال اين به كه داشت آن بر

خير. يا داد ارائه خطي
شرايط با خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه منظور همين به پرداختيم. حاضر روش معرفي به سوم، فصل در
اعمال تواند مي مجهول k روي عملگر k معادله هر در و است معادله k شامل كه كرديم، انتخاب حل براي را مرزي مقدار
اين داخلي ضرب و نرم معرفي به سپس ساختيم. مجهول تا k و عملگر k همين با متناسب نيز را فضا بنابراين . شود
قضيه به و كرديم معرفي را ها پايه كرديم حل عددي نتايج قسمت در كه هايي مثال با متناسب ادامه، در پرداختيم. فضا
تقريبي جواب كردن صدق تقريبي، جواب ،معرفي ها پايه خطي استقلال بودن، كامل تابعي سيستم همچون اساسي هاي
پرداختيم. حاضر روش با متناسب همگرايي آناليز و خطا آناليز به مربوط هاي قضيه و جواب يكتايي و وجود مسئله، در
شرايط با خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه انواع حل براي ۲ روش از تعميمي فصل اين در شده معرفي روش
بنابراين باشد. مي است، بازتوليدي هسته روش مبناي بر كه ۲ روش از تعميمي حاضر، روش چون باشد. مي مرزي مقدار
و بالا دقت اشميت، گرام سازي متعامد فرآيند حذف دليل به كم عمليات حجم همچون ۲ روش ي ها ويژگي تمام شامل
و نقاط داخلي، ضرب فضا، همچون، هايي مولفه ۲ روش همانند حاضر روش در براين، علاوه باشد. مي آسان سازي پياده
كرديم انتخاب نقاط عنوان به را چبيشف اي جمله چند هاي ريشه فصل اين در منظور همين به هستند. اهميت حائز ها پايه
مقايسه حاضر، روش كارآيي دادن نشان براي كرديم. بحث روش۲ روي بر نقاط اين تاثير به عددي نتايج قسمت در و
،[۲۲] روش از حاضر روش كه دهد مي نشان فصل اين در عددي نتايج داديم. انجام ،[۲۲] روش و روش اين بين اي

كارآمدتراست.
روشي نيز فصل اين در داديم. ارائه را سوم فصل در شده بيان روش با متفاوت كاملا و جديد رويكردي چهارم، فصل در
اين در است. شده ارائه ناهمگن و همگن مرزي مقدار شرايط با خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي
هايي ويژگي همچنان كه دهيم ارائه را روشي خطي جبر هاي تكنيك و الحاق خود عملگر كمك به كرديم سعي فصل
شده ارائه روش اصلي ايده باشد. داشته را آسان سازي پياده و بالا دقت اشميت، گرام سازي متعامد فرآيند حذف همچون،
سوم فصل در كه رسيد ضرايبي ماتريس همان به متفاوت مسيري از توان مي آيا كه شد شروع سوال اين با فصل اين در
خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه حل براي فصل اين در جديد رويكردي به منجر سوال اين به پاسخ خير؟ يا شد ارائه نيز
در اهميت حائز نكته البته نوشتيم، ديگر فضاي دو مستقيم جمع صورت به را فضا فصل اين در است. شده خطي غير و
نقاط و ها پايه داخلي، ضرب مناسب انتخاب همچنين ميكند. تغيير عملگر نوع با متناسب فضا كه است اين روش اين
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اين بين اي مقايسه چهارم فصل در شده ارائه روش كارآيي دادن نشان براي هستند. توجه مورد نيز روش اين در همچنان
كند. مي اثبات را حاضر روش بودن موثر فصل اين در عددي نتايج است. شده انجام ،[۲۳] روش و روش

پيشنهادات ۲ .۰ .۵
دقت اشميت، گرام سازي متعامد فرآيند حذف دليل به كم عمليات حجم همچون، حاضر روش هاي ويژگي به توجه با
ديفرانسيل معادلات دستگاه شامل، معادلات دستگاه انواع حل براي را حاضر روش توان مي آيا آسان سازي پياده و بالا
معادلات دستگاه خطي، غير و خطي انتگرال معادلات دستگاه محلي، غير مرزي مقدار شرايط با منفرد خطي غير و خطي
معادلات دستگاه كسري، حالت در خطي غير و خطي ديفرانسيل معادلات دستگاه خطي، غير و خطي انتگرال ديفرانسيل-

برد؟ بكار آن همانند و جزيي مشتقات با ديفرانسيل معادلات دستگاه و كسري حالت در ديفرانسيل-انتگرال
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Reproducing kernel Method (RKM) to Solve System of Singular Differential Equations with Nonlocal Conditions

Abstract

In this thesis, we present a generalized version of the Reproducing Kernel Method (RKM) for solving

linear and non‐linear differential equations with boundary value conditions, without the use of the

Gram‐Schmidt process. The RKM relies on various components, such as points, space, inner prod‐

uct, bases, and an appropriate method for achieving accurate solutions. Our proposed method in

this thesis boasts features such as easy implementation, elimination of the Gram‐Schmidt process,

low computational complexity, and high accuracy. As many phenomena in physics, chemistry, bi‐

ology, and industry can be modeled using linear and non‐linear differential equations, there has

been a growing interest in developing numerical methods for solving these types of problems. In

the following sections, we first state the problem and introduce the RKM, then present the general‐

ized method that leads to our proposed approach, and finally discuss two different implementation

approaches along with convergence theorems and error analysis.

Keywords: System of linear and non‐linear differential equations, Reproducing kernel method,

Error estimation, Convergence analysis.
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