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 چکیده

همرراه برا  تاخیری کسری با هسته منفرد ضعیفهدف اصلی این رساله، حل عددی معادلات انتگرال دیفرانسیل 

بر اساس ماتریس های عملیاتی چند جمله ای های اویلر از مرتبه کسری و چبیشف نوع اول انتقال  شرایط اولیه

نیرز ، ابتدا ماتریس های عملیاتی انتگرال گیری کسری ایرن دو چندجملره ای و این منظوریافته می باشد. برای 

سپس با تقریب مشتق کسری جواب مسئله به کمک سری جواب از ایرن دو  آوریم. ست میتوابع تاخیری را به د

چندجمله ای و نیز با بکارگیری ماتریس عملیاتی انتگرال کسری ، شکل ماتریسی جواب تقریبری مسرئله مرورد 

یسرهای نظر را بدست می آوریم.  با بکارگیری شکل ماتریسی تمام جملات معلروم مسرئله و نیرز برا اعمرال ماتر

با  .عملیاتی بدست آمده ، مسئله مورد نظر را به یک دستگاه معادلات خطی یا غیر خطی جبری تبدیل می کنیم

معادلات انتگرال دیفرانسیل تاخیری کسری با هسته منفرد ضعیف با تقریبی حل دستگاه به دست آمده،  جواب 

د.  آنالیز خطای روش های پیشنهاد شده را  به شکل سری جواب از چندجمله ای ها به دست می آی شرایط اولیه

بررسی کرده و در آخر چند مثال عددی جهت  نشان دادن کارایی روشهای پیشنهاد شده ارائره کررده و نتیرایج 

 حاصل را با روش های دیگر مقایسه می کنیم. 

جملره ای هرای انتگرال با هسته ضعیف ، انتگرال کسری ،  چند جمله ای های اویلر، چند  :کلمات کلیدی

چبیشف انتقال یافته، ماتریس عملیاتی انتگرال و دیفرانسیل کسری، ماتریس عملیاتی ضرب، مراتریس عملیراتی 

 تابع تاخیری، آنالیز خطا.
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 مقدمه

معادلات انتگرال دیفرانسل از مرتبه کسری در مدل بندی بسیاری از علوم همانند فیزیک، شیمی، بیولوژی، 

ضی ظاهر می شوند. با توجه به کاربرد وسیع این دسته از معادلات، حل این معادلات مورد مهندسی و علوم ریا

توجه بسیاری از محققین بوده و هست و بر این اساس، اخیرا محققین زیادی سعی در توسعه روشهای عددی 

مرتبه کسری و  برای حل این معادلات داشنتد و روشهایی مبتنی بر توابع متعامد، چندجمله ای ها، توابع از

 رجوع کرد.  [] موجکها برای حل این معادلات را پیشنهاد کردند. برای جزئیات بیشتر می توان به مقالات

همراه با  هدف اصلی این رساله، حل عددی معادلات انتگرال دیفرانسیل تاخیری کسری با هسته منفرد ضعیف

مرتبه کسری و نیز چندجمله ای های چبیشف نوع اول  این منظور از توابع اویلر از شرایط اولیه می باشد. برای

به معرفی حساب شده است.  فصل اول این رساله در شش فصل تهیه و تنظیم انتقال یافته استفاده شده است. 

ابتدا  مروری بر تاریحچه حساب کسری کرده سپس انواع مختلفی از  ،کسری اختصاص دارد. در این فصل

را آورده ایم. سعی شده است که مفاهیم و مطالبی که در فصل های بعدی مورد  مشتقات و انتگرال های کسری

 چندجمله ای های اویلر و نیز خواص این چندجمله ای ها آوردهدر فصل دوم  نیاز هست در این فصل مرور شود.

ست. شکل تقریب توابع یک متغیره و نیز دو متغیره  به کمک این چندجمله ایها در این فصل مرور شده ا ایم.

ماتریسی این چندجمله ای ها و نیز شکل ماتریسی توابع دارای تاخیر به کمک این چند جمله ای ها در این 

لیوویل و ضرب ارائه شده -در آخر فصل ماتریس  عملیاتی انتگرال گیری کسری ریمان  فصل آورده شده است.

اویلر از مرتبه کسری یک متغیره و دو متغیره معرفی شده سپس ویژگی این ابتدا توابع  سوم در فصل است. 

توابع بررسی و ارائه شده است.  در ادامه تقریب توابع یک متغیره و نیز دو متغیره  به کمک این توابع ارائه شده و 

آورده شده است.  در ادامه شکل ماتریسی این توابع و نیز شکل ماتریسی توابع دارای تاخیر به کمک این توابع

لیوویل و ضرب این توابع در آخر فصل محاسبه شده است. در -ماتریس  عملیاتی انتگرال گیری کسری ریمان

ابتدا چندجمله ای های چبیشف نوع اول انتقال یافته  و نیز خواص این چندجمله ای ها را مرور چهارم فصل 

کمک این چندجمله ای ها ارائه می کنیم. در ادامه  کرده و سپس تقریب توابع یک متغیره و  دو متغیره را به

فصل   ماتریس های عملیاتی انتگرال گیری کسری و ضرب این چند جمله  ای ها را محاسبه و ارائه می کنیم.

یک روش عددی مبتنی بر ماتریس های عملیاتی انتگرال کیری کسری و ضرب توابع اویلر از مرتبه پنجم به ارائه 

آنالیز این فصل در اختصاص دارد. ادلات انتگرال دیفرانسیل کسری  تاخیری با هسته ضعیف کسری برای حل مع



15 

 

و در آخر فصل چند مثال عددی برای نشان دادن کارایی و دقت روش پیشنهادی  شدهخطای روش را اثبات 

چندجمله  ابتدا با بکارگیری ماتریس های عملیاتی انتگرال کیری کسری و ضربششم  فصلدر  .شودارائه می 

روش عددی برای حل معادلات انتگرال دیفرانسیل کسری  تاخیری با یک  ،ای های چبیشف نوع اول انتقال یافته

هسته ضعیف پیشنهاد کرده و روش را با جزئیات کامل ارائه می دهیم. در ادامه آنالیز خطای روش را اثبات کرده 

 و دقت روش پیشنهادی ارائه می دهیم.و در آخر فصل چند مثال عددی برای نشان دادن کارایی 

این رساله مباحث اصیل رساله بوده و از این  ۶و  ۵و نیز تمامی فصل های  ۴و  ۳بخش هایی از فصل های 

 مباحث مقالات زیر استخراج شده است:

1- S. Rezabeyk, S. Abbasbandy, E. Shivanian, Solving fractional‑order delay 

integro‑differential equations using operational matrix based on 

fractional‑order Euler polynomials, Mathematical Sciences, 2020, 

https://doi.org/10.1007/s40096-020-00320-1 

2- S. Rezabeyk, S. Abbasbandy, E. Shivanian, H. Dereli, New approach to 

solve weakly singular fractional order delay integro-differential equations 
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 مقدمه و کلیات 1

 1تولد حساب کسری 1-1

حساب کسری در واقع تعمیمی از حساب دیفرانسیل و انتگرال مرتبه صحیح به مرتبه ی دلخواه اسرت. در تولرد 

یعنی  2حساب کسری، ایده اصلی به نماد مشتق لایبنیتز
𝑑𝑝𝑦

𝑑𝑥𝑝
صحیح نباشد، برمی گردد. لایبنیترز  𝑝زمانی که   

به بعضری نکرات در مرورد  1697( در سال 1853) 4و والس 1695( در سال 1962)3در نامه هایی به هوپیتال

𝑝امکان وجود مشتق برای  =
1

2
برا  1734( در سرال 1738) 5اشاره کرد. در این خصوص، اولین گرام را اویلرر 

شتق تاکید بر ارزیابی م
𝑑𝑝𝑦

𝑑𝑥𝑝
( ایرده مشرتق غیرر 1812) 6، برداشت. سپس لاپرلاس𝑥𝑎برای توابع توانی به فرم  

∫صحیح را برای توابع، توسط انتگرال  T(t)t−x𝑑𝑡  ( فرمول دقیقی را 1820)7مطرح کرد. پس از آن لاکرویس

برای مشتق 
𝑑

1
2𝑦

𝑑𝑥
1
2

 به صورت زیر ارائه داد:  

𝑦 = 𝑥𝑚 ,   𝑚 ∈ ℤ, 

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
=

𝑑𝑛𝑥𝑚

𝑑𝑥𝑛
=

𝑚!

(𝑚 − 𝑛)!
𝑥𝑚−𝑛,    𝑚 ≥ 𝑛, 

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
=

𝛤(𝑚 + 1)

𝛤(𝑚 − 𝑛 + 1)
 𝑥𝑚−𝑛, 

𝑚با انتخاب  = 𝑛و  1 =
1

2
 به فرمول دقیق مشتق در این حالت رسید: 

𝑑
1
2𝑦

𝑑𝑥
1
2

=
2√𝑥

√𝜋
. 

 ( با ارائه انتگرال زیر به عنوان تعریف مشتق مرتبه غیر صحیح برداشته شد:1822) 8گام بعدی توسط فوریه

                                                 
1 Fractional calculus  
2 Leibniz 
3 L’ Hopital 
4 Wallis 
5 Euler 
6 Laplace 
7 Lacroix 
8 Fourier 
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𝑑𝑝𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑝
=

1

2𝜋
∫ 𝜆𝑝 𝑑𝜆 ∫ 𝑓(𝑡) cos (𝜆𝑥 − 𝑡𝜆 +

𝑝𝜋

2
) 𝑑𝑡.

∞

−∞

∞

−∞

 

این اولین تعریف برای مشتق مرتبه غیر صحیح بود که لزوما روی توابع توانی تاکیرد نداشرت. در ادامره الگرویی 

 به صورت معادله انتگرال ( 1826)9توسط آبل

∫
𝜑(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝜇
= 𝑓(𝑥),    𝑥 > 𝑎,   0 < 𝜇 < 1,

𝑥

𝑎

 

𝜇بیان شد که البته بیشتر تاکید او برای  =
1

2
 1832بود و خود در این حالت معادله را حل نمود. در سال های  

مقالات فراوانی ارائه داد که در آن ها ایده های مهمی مطرح شده بود اما در آن زمان چنرین  10لیوویل 1837تا 

𝑓(𝑥)ایده هایی دور از دسترس به نظر می رسید. اولین پیشنهاد او برای مشتق کسری تابع نمایی بره فررم  =

∑ 𝑐𝑘𝑒𝑎𝑘𝑥∞
𝑘=0:به صورت زیر تعریف شد ، 

𝐷𝑝𝑓(𝑥) = ∑ 𝑐𝑘𝑎𝑘
𝑝𝑒𝑎𝑘𝑥,   ∀𝑝.

∞

𝑘=0

 

 ( در تاکید اهمیت کارهای لیوویل مقاله ای ارائه داد که در آن تعریف 1847) 11ریمان

1

𝛤(𝛼)
 ∫

𝜑(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼
 , 𝑥 > 0,

𝑥

0

 

منتشرر شرد، امرا ایرن همران تعریرف  1876را برای انتگرال کسری بیان کرده بود. هر چند این مقاله در سال  

 لیوویل می باشد.-انتگرال کسری ریمان

و " 12حسراب کسرری و کاربردهرا"در نیوهاون آمریکا برا عنروان  1974اولین کنفرانس حساب کسری در سال 

 برگزار شد. "13حساب کسری"در بریتانیا با عنوان  1984دومین کنفرانس در سال 

 

                                                 
9 Abel 
10 Liouville 
11 Riemann 
12 Fractional calculus and applications 
13 Fractional calculus 
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 ی مشتق و انتگرال کسری کاربردها ۱-۱-۱

تروان مکانیک، شیمی و بیولوژی را به راحتی نمریاز آن جایی که بعضی از مسائل واقعی در زمینه های فیزیک، 

به صورت معادلات دیفرانسیل، معادلات انتگرال و یرا  تشریح کرد و عموماً این مسائلتوسط مدل های کلاسیک 

دیفرانسیل کسری فرموله می شوند، حساب کسری مورد توجه قرار گرفته است. به عنوان مثال -معادلات انتگرال

شتق اشاره کرد. این تعریف زمانی که تابع پیوسته باشد به راحتی قابل محاسبه و بیان اسرت توان به مفهوم ممی

 به مشکل برخورد می کند.  اما اگر تابع گسسته باشد، مفهوم میل کردن نمو تابع به صفر عملا

 14ام و اسپانیراز نقطه نظر کاربردی، تنها کتابی که اختصاصاً به کاربردهای حساب کسری اشاره دارد توسط اولده

، به ارائه سیستماتیک 15( نوشته شد. این کتاب با تاکید بر ارزیابی مشتق و انتگرال کسری از توابع واقعی1974)

اشاره می کند در حرالی کره در  16ها و کاربردهای حساب کسری از جمله کاربردهای شیمی و مسائل انتشارایده

 ه کاربردها اختصاص می یابد. کتاب های دیگر فقط یک بخش یا یک فصل از کتاب ب

، مسرائل ]1[17امروزه کاربردهای فراوانی توسط محققین در مسائل علمی و مهندسری ماننرد مهندسری زیسرتی

پرردازش سریگنال  ، ]5[، مکانیک جامردات ]2[ 20، مسائل بهینه سازی]3[ 19(، زلزله1996)بایلای، 18اقتصادی

 و ... برای حساب کسری مطرح شده و مورد توجه قرار گرفته است.  [4]

 روش های عددی ۲-۱-۱

سال های اخیر استفاده از مشتق و انتگرال کسری در مدل سازی پدیده های طبیعی رو به افزایش است. ایرن در 

ی شود که با توجه بره یا معادلات دیفرانسیل کسری منجر م، اتتگرال دیفرانسیل   مدل سازی به معادلات انتگرال

های تحلیلی کامل و جامع برای آن ها وجرود نردارد و یرا  در مروارد انردك پیچیدگی معادلات حاصل، یا جواب

از این رو روش های عرددی بسریاری بررای حرل معرادلات تعیین این جوابها دارای پیجیدگی زیادی می باشند. 

 انتگرال دیفرانسیل کسری ارائه شده است. 

                                                 
14 Oldham and Spanier 
15 Concrete functions  
16 Diffusion problems 
17 bioengineering 
18 economic 
19 earthquakes 
20 Optimal control problems 
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 بیان مساله ۳-۱-۱

اخیرا درمباحث مربوط به  حساب کسری، معادلات انتگرال دیفرانسریل کسرری برا هسرته ضرعیف مرورد توجره 

معرادلات انتگررال دیفرانسریل بررای حرل عرددی  ارائه روشهایمحققین بوده است. در این پایان نامه، هدف ما 

ادلات مورد بررسی در این رسراله مری کسری تاخیری با هسته ضعیف خواهد بود. لازم هست اشاره کنیم که مع

تواند در دسته معادلات انتگرال دیفرانسیل ولترا از نوع پانتوگراف، معادلات انتگرال دیفرانسیل کسرری منفررد و 

معادلات دیفرانسیل کسری تاخیری قرار گیرد.  معادلات انتگرال دیفرانسیل کسری منفرد در مدل بندی ریاضی 

ئل مربوط به انتقال حرارت ، تعادل تابشی،  کشش و مکانیک شکستگی ظاهر  مری پدیده های مختلف مثل مسا

مختلف علوم نظیر اخترفیزیک ، اقتصراد ، کنتررل ، زیسرت شناسری و در زمینه های ند. معادلات پانتوگراف شو

ر الکترودینامیک نقش مهمی ایفا می کنند. همچنین کاربردهای معرادلات دیفرانسریل تررخیری را مری تروان د

سیستمهای مختلف فنی از جمله کنترل اتوماتیک، زیست شناسی و شربکه هرای هیردرولیکی، خطروط انتقرال 

طولانی، اقتصاد و زیست شناسی  مشاهده کرد. بنابراین بررسی و حل این گونه معرادلات حرائز اهمیرت زیرادی 

 است. 

 

 تعاریف مقدماتی ۲-۱

حث مشتق و انتگرال کسری نقرش اساسری دارنرد معرفری مری در این بخش ابتدا بعضی از توابع مهم را که در ب

کنیم. سپس انواع مشتقات و انتگرال های کسری و روابط بین آن ها را مورد بررسی قرار می دهریم و در پایران 

 انواع مختلف معادلات انتگرال کسری را بیان می کنیم.   

 

 21تابع گاما۱-۲-۱

رفی حساب کسری دارند، تابع گاما می باشد که بره صرورت زیرر یکی از مهمترین توابعی که نقش اساسی در مع

 تعریف می شود:

(1-1) Γ(z) = ∫ 𝑒−𝑡𝑡𝑧−1 𝑑𝑡.
∞

0

 

                                                 
21 Gamma function 
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𝑅𝑒𝑙(𝑧)اگر  >  ، انتگرال فوق به طور مطلق همگرا است. 0

 عبارت است از:مهمترین ویزگی تابع گاما که در حساب کسری کاربرد دارد، 

𝛤(𝑧 + 1) = 𝑧𝛤(𝑧). 

𝑛واضح است که اگر  ∈ ℕ آنگاه ،𝛤(𝑛 + 1) = 𝑛!. 

 :تابع گاما را به صورت های دیگر نیز تعریف می کنند. تعریف حدی تابع گاما عبارت است از

𝛤(𝑧) = lim
𝑛→∞

𝑛! 𝑛𝑧

𝑧(𝑧 + 1) ⋯ (𝑧 + 𝑛)
 ,   𝑅𝑒𝑙(𝑧) > 0. 

 به صورت زیر بیان می شود: تعریف حاصلضربی تابع گاما که به تعریف اویلر معروف است

𝛤(𝑧) =
1

𝑧
lim
𝑛→∞

𝑛! 𝑛𝑧

(𝑧 + 1) ⋯ (𝑧 + 𝑛)
 =

1

𝑧
∏ (1 +

𝑧

𝑛
)

−1

(1 +
1

𝑛
)

𝑧
∞

𝑛=1

. 

 معروف است که عبارت است از: 22تعریف دیگری به فرم حاصلضرب به تعریف وایراشتراس

𝛤(𝑧) =
1

𝑧
lim
𝑛→∞

𝑛! 𝑛𝑧

(𝑧 + 1) ⋯ (𝑧 + 𝑛)
 =

𝑒−𝛾𝑧

𝑧
∏ (1 +

𝑧

𝑛
)

−1

𝑒
𝑧
𝑛,

∞

𝑛=1

 

𝛾 که در آن =  . می باشد 23ماسکرونی-اویلر ثابت، 0.5772

 

 24تابع بتا ۱-۲-۲

 یکی دیگر از توابع مورد استفاده در حساب کسری، تابع بتا است. این تابع به صورت زیر تعریف می شود:

(1-2) 𝐵(𝑧, 𝑤) = ∫ 𝑡𝑧−1(1 − 𝑡)𝑤−1 𝑑𝑡
1

0

, 𝑅𝑒𝑙(𝑧) > 0, 𝑅𝑒𝑙(𝑤) > 0, 

به کمک تبدیل لاپلاس ارتباط بین تابع گاما و تابع بتا را به دست می آوریرم. بررای ایرن منظرور برا اسرتفاده از 

                                                 
22 Weierstrass 
23 Euler-mascheroni 
24 Beta function 
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 توابع، تابع بتا را به صورت زیر نشان می دهیم: 25پیچش مفهوم

ℎ𝑧,𝑤(𝑡) = ∫ 𝜏𝑧−1(1 − 𝜏)𝑤−1 𝑑𝜏 =
𝑡

0

𝑡𝑧−1 ∗ 𝑡𝑤−1 = 𝑓1(𝑡) ∗ 𝑓2(𝑡), 

 نماد پیچش یا کانوولوشن می باشد. اگر از طرفین رابطه فوق تبدیل لاپلاس بگیریم، خواهیم داشت: ∗که در آن 

𝐿{ℎ𝑧,𝑤(𝑡)} = 𝐹1(𝑠). 𝐹2(𝑠) =
(𝑧 − 1)!

𝑠𝑧

(𝑤 − 1)!

𝑠𝑤
=

𝛤(𝑧)𝛤(𝑤)

𝑠𝑧+𝑤
, 

 حال تبدیل لاپلاس معکوس می گیریم. بنابراین داریم:

ℎ𝑧,𝑤(𝑡) = 𝛤(𝑧)𝛤(𝑤) 𝐿−1 {
1

𝑠𝑧+𝑤
} =

𝛤(𝑧)𝛤(𝑤) 

𝛤(𝑧 + 𝑤)
 𝑡𝑧+𝑤−1, 

𝑡در  =  ، رابطه مهم بین تابع گاما و تابع بتا را به صورت زیر خواهیم داشت:1

(1-3) 𝐵(𝑧, 𝑤) =
𝛤(𝑧)𝛤(𝑤) 

𝛤(𝑧 + 𝑤)
. 

 با استفاده از مطالب فوق، می توان نشان داد که:

1. 𝛤(𝑧)𝛤(1 − 𝑧) = 𝐵(𝑧, 1 − 𝑧) =
𝜋

sin (𝜋𝑧)
, 

2. 𝛤(𝑧)𝛤 (𝑧 +
1

2
) = √𝜋21−2𝑧𝛤(2𝑧), 

3. 𝛤 (𝑛 +
1

2
) =

√𝜋(2𝑛!)

𝑛! 22𝑛
, 

4. 𝛤 (
1

2
) = √𝜋. 

 

 26لفلر-تابع میتاگ ۱-۲-۳

لفلرر -لفلر را می توان تعمیمی از تابع نمایی دانست که توسط ریاضی دان سروئدی بره نرام میتراگ-تابع میتاگ

 می شود:لفلر با یک پارامتر به صورت زیر تعریف -( معرفی شد. تابع میتاگ1903)

                                                 
25 convolution 
26 Mittage-Leffler function 
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𝐸𝛼(𝑧) = ∑
𝑧𝑘

𝛤(𝛼𝑘 + 1)
,

∞

𝑘=0

      𝛼 > 0. 

( مورد مطالعه قرار گرفت اما تعمیم تابع آن توسط آگاروال ارائه شد که بره 1905سپس این تابع توسط وایمن )

 لفلر با دو پارامترعبارت است از:-لفلر با دو پارامتر معروف است. تابع میتاگ-تابع میتاگ

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) = ∑
𝑧𝑘

𝛤(𝛼𝑘 + 𝛽)
,

∞

𝑘=0

     𝛼, 𝛽 > 0. 

𝛽اگر  =  لفلر یک پارامتری و دو پارامتری را می توان به صورت زیر بیان کرد:-، آنگاه رابطه بین تابع میتاگ1

𝐸𝛼,1(𝑧) = ∑
𝑧𝑘

𝛤(𝛼𝑘 + 1)
 

∞

𝑘=0

= 𝐸𝛼(𝑧). 

 لفلر با دو پارامتر داریم:-در حالت خاص برای تابع میتاگ

 𝐸1,1(𝑧) = ∑
𝑧𝑘

𝛤(𝑘 + 1)
 

∞

𝑘=0

= ∑
𝑧𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

= 𝑒𝑧 , 

 𝐸1,2(𝑧) = ∑
𝑧𝑘

𝛤(𝑘 + 2)
 

∞

𝑘=0

= ∑
𝑧𝑘

(𝑘 + 1)!

∞

𝑘=0

=
1

𝑧
(𝑒𝑧 − 1), 

 و در حالت کلی 

𝐸1,𝑚(𝑧) = ∑
𝑧𝑘

𝛤(𝑘 + 𝑚)
 

∞

𝑘=0

= ∑
𝑧𝑘

(𝑘 + 𝑚 − 1)!

∞

𝑘=0

=
1

𝑧𝑚−1
(𝑒𝑧 − ∑

𝑧𝑘

𝑘!

𝑚−2

𝑘=0

). 

لفلر به صورت زیرر -همچنین توابع سینوس هیپربولیک و کسینوس هیپربولیک را می توان بر حسب تابع میتاگ

 بیان کرد:

𝐸2,1(𝑧2) = ∑
𝑧2𝑘

𝛤(2𝑘 + 1)
 

∞

𝑘=0

= ∑
𝑧2𝑘

(2𝑘)!

∞

𝑘=0

= cosh(𝑧), 

𝐸2,2(𝑧2) = ∑
𝑧2𝑘

𝛤(2𝑘 + 2)
 

∞

𝑘=0

= ∑
𝑧2𝑘

(2𝑘 + 1)!

∞

𝑘=0

=
1

𝑧
∑

𝑧2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!

∞

𝑘=0

=
sinh (𝑧)

𝑧
. 
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 27تابع رایت ۱-۲-۴

تابع رایت نقش مهمی در حل معادلات دیفرانسیل جزیی کسری از جمله معادله دیفرانسیل انتشار موج کسرری 

 ( مطرح شد. تابع رایت به صورت زیر تعریف می شود:1933دارد. این تابع اولین بار توسط رایت )

𝑊(𝑧; 𝛼, 𝛽) = ∑
𝑧𝑘

𝑘! 𝛤(𝛼𝑘 + 𝛽)
,

∞

𝑘=0

     𝛼, 𝛽 ≥ 0, 

𝛼حالت خاص تابع رایت به ازای  𝑒𝑧تابع نمایی  = 𝛽و 0 =  می باشد. به بیان دیگر داریم: 1

𝑊(𝑧; 0,1) = ∑
𝑧𝑘

𝑘!
 

∞

𝑘=0

= 𝑒𝑧 . 

 لفلر را به صورت زیر بیان می کند:-پلاس تابع رایت، رابطه بین تابع رایت و تابع میتاگتبدیل لا

𝐿{𝑊(𝑧; 𝛼, 𝛽)} = 𝐿 {∑
𝑧𝑘

𝑘! 𝛤(𝛼𝑘 + 𝛽)
 

∞

𝑘=0

} = ∑
1

𝛤(𝛼𝑘 + 𝛽)
 

∞

𝑘=0

1

𝑠𝑘+1
=

1

𝑠
𝐸𝛼,𝛽 (

1

𝑠
). 

 

 مشتق و انتگرال کسری ۳-۱

ارائه شده است اما سه نوع از آن ها مورد همانطور که قبلا اشاره شد، تعاریف متعددی از مشتق و انتگرال کسری 

 .30کاپوتوو  29لیوویل-ریمان ،28لتنیکوف-توجه قرار گرفته اند که عبارتند از: مشتق و انتگرال کسری گرانوالد

 

 لتنیکوف-مشتق و انتگرال کسری گرانوالد ۱-۳-۱

لتنیکروف -مشتق گرانوالدتعریف  توسط گرانوالد و لتنیکوف مطرح شد. 1867این نوع مشتق و انتگرال در سال 

 می باشد. بدین ترتیب که  𝑓(𝑡)بر اساس تعریف مشتق برای تابع مشتق پذیر 

𝑓′(𝑡) =
𝑑𝑓

𝑑𝑡
= lim

ℎ→0

𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑡 − ℎ)

ℎ
 , 

                                                 
27 Wright function 
28 Grunwald-Letnikov 
29 Riemann-Liouville  
30 Caputo  
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𝑓′′(𝑡) =
𝑑𝑓′

𝑑𝑥
= lim

ℎ→0

𝑓′(𝑡) − 𝑓′(𝑡 − ℎ)

ℎ
= lim

ℎ→0

1

ℎ
 (

𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑡 − ℎ)

ℎ
−

𝑓(𝑡 − ℎ) − 𝑓(𝑡 − 2ℎ)

ℎ
) 

= lim
ℎ→0

1

ℎ2
(𝑓(𝑡) − 2𝑓(𝑡 − ℎ) + 𝑓(𝑡 − 2ℎ)), 

 وجود داشته باشد، خواهیم داشت: 𝑓(𝑥)ام تابع  𝑛اگر مشتق 

(1-4) 𝑓(𝑛)(𝑡) = lim
ℎ→0

1

ℎ𝑛
∑(−1)𝑟

𝑛

𝑟=0

(
𝑛
𝑟

) 𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ). 

 در نظر بگیریم: 𝑝اگر تعریف را برای هر 

(1-5) 𝑓ℎ
(𝑝)(𝑡) = lim

ℎ→0

1

ℎ𝑝
∑(−1)𝑟

𝑛

𝑟=0

(
𝑝
𝑟

) 𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ), 

0آنگاه برای  ≤ 𝑝 ≤ 𝑛 :داریم 

(1-6) lim
ℎ→0

𝑓ℎ
(𝑝)(𝑡) = 𝑓(𝑛)(𝑡) =

𝑑𝑝𝑓(𝑡)

𝑑𝑡𝑝
. 

 بدین ترتیب می توان مشتق کسری را به صورت زیر تعریف کرد: 

𝑝از مرتبه  𝑓(𝑡)لتنیکوف تابع -مشتق کسری گرانوالد :۲-۳-۱تعریف ∈ ℝ+  روی بازه[𝑎, 𝑡] عبارت است از: 

(1-7) 
𝐷𝑡

𝑝
 𝑓(𝑡) = lim

ℎ→0
ℎ−𝑝

𝑎  ∑(−1)𝑟 (
𝑝
𝑟

)

𝑛

𝑟=0

𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ). 

 

زیر مری برای دستیابی به انتگرال کسری، با استفاده از تعریف مشتق فوق بسط دو جمله ای ضریب را به صورت 

 نویسیم:

(1-8) (
𝑝
𝑟

) =
𝑝!

𝑟! (𝑝 − 𝑟)!
=

𝑝(𝑝 − 1) ⋯ (𝑝 − 𝑟 + 1)

𝑟!
, 

𝑝اگر  < 𝑝−آنگاه  0 >  خواهیم داشت: 8-1که با جایگذاری در رابطه  0

(1-9) (
−𝑝
𝑟

) =
−𝑝(−𝑝 − 1) ⋯ (−𝑝 − 𝑟 + 1)

𝑟!
= (−1)𝑟

𝑝(𝑝 + 1) ⋯ (𝑝 + 𝑟 − 1)

𝑟!
, 

 

] با تعریف
𝑝
𝑟

] =
𝑝(𝑝+1)(𝑝+2)⋯(𝑝+𝑟−1)

𝑟!
 داریم: 5-1و جایگذاری در رابطه  
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(1-10) 𝑓ℎ
(−𝑝)(𝑡) = lim

ℎ→0
ℎ𝑝 ∑ [

𝑝
𝑟

]

𝑛

𝑟=0

𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ), 𝑝 > 0 

𝑝اگر  =  آنگاه 1

[
1
𝑟

] =
1 × 2 × ⋯ × (1 + 𝑟 − 1)

𝑟!
= 1, 

 بنابراین 

(1-11) 𝑓ℎ
(−1)(𝑡) = lim

ℎ→0
ℎ ∑ [

1
𝑟

]

𝑛

𝑟=0

𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ) = lim
ℎ→0

ℎ ∑ 𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ)

𝑛

𝑟=0

, 

ℎبا تعریف  =
𝑡−𝑎

𝑛
ℎ، اگر  → 𝑛آنگاه  0 → بیانگر تعریف انتگرال می  11-1. بنابراین حد موجود در رابطه ∞

 نتیجه داریم:باشد. در 

(1-12) 𝑓ℎ
(−1)(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡 − 𝑧)𝑑𝑧

𝑡−𝑎

0

, 

𝑝برای  = 2، 

[
2
𝑟

] =
2 × 3 × ⋯ × (2 + 𝑟 − 1)

𝑟!
=

(𝑟 + 1)!

𝑟!
= 1 + 𝑟, 

 خواهیم داشت: 10-1در رابطه  

(1-13) 
𝑓ℎ

(−2)(𝑡) = lim
ℎ→0

ℎ2 ∑ [
2
𝑟

]

𝑛

𝑟=0

𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ) = lim
ℎ→0

ℎ ∑ ℎ

𝑛

𝑟=0

(𝑟 + 1)𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ), 

 

𝑦با تغییر متغیر  = 𝑡 + ℎ  و فرض𝑘 = 𝑟 +  داریم: 13-1در رابطه  1

  

(1-14) 
𝑓ℎ

(−2)(𝑡) = lim
ℎ→0

ℎ ∑ ℎ

𝑛+1

𝑘=1

𝑘𝑓(𝑦 − 𝑘ℎ) = ∫ 𝑧 𝑓(𝑡 − 𝑧)
𝑡−𝑎

0

𝑑𝑧 = ∫ (𝑡 − 𝜏)𝑓(𝜏)
𝑡

𝑎

𝑑𝜏. 

𝑝اگر  =  آنگاه 3

[
3
𝑟

] =
3 × 4 × ⋯ × (3 + 𝑟 − 1)

𝑟!
=

(𝑟 + 2)!

2𝑟!
=

(𝑟 + 1)(𝑟 + 2)

2
, 

 ، می توان نوشت:10-1بنابراین با جایگذاری در 
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𝑓ℎ
(−3)(𝑡) = lim

ℎ→0
ℎ3 ∑ [

3
𝑟

]𝑛
𝑟=0 𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ) = lim

ℎ→0

ℎ

2
∑ ℎ2𝑛

𝑟=0 (𝑟 + 1)(𝑟 + 2)𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ)  

= lim
ℎ→0

ℎ

2
 ∑ 𝑘(𝑘 + 1)ℎ2𝑓(𝑦 − 𝑘ℎ)

𝑛+1

𝑘=1

 

  

(1-15) 
= lim

ℎ→0

ℎ

2
 ∑(𝑘ℎ)2𝑓(𝑦 − 𝑘ℎ)

𝑛+1

𝑘=1

+ lim
ℎ→0

ℎ2

2
 ∑ 𝑘ℎ 𝑓(𝑦 − 𝑘ℎ),

𝑛+1

𝑘=1

 

𝑧صفر می شود، با فرض  15-1چون جمله دوم در رابطه  = 𝑘ℎ :در جمله اول، خواهیم داشت 

 (1-16) 𝑓ℎ
(−3)(𝑡) =

1

2!
 ∫ 𝑧2𝑓(𝑡 − 𝑧)𝑑𝑧 =

1

2!
∫ (𝑡 − 𝜏)2 𝑓(𝜏)𝑑𝜏.

𝑡

𝑎

𝑡−𝑎

0

 

 (، داریم:16-1( و )14-1(، )12-1با توجه به روابط )

 (1-17) 𝑓ℎ
(−𝑝)(𝑡) =

1

(𝑝 − 1)!
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝−1 𝑓(𝜏)𝑑𝜏.

𝑡

𝑎

 

 بنابراین می توان تعریف زیر را بیان کرد.

𝑝از مرتبه  𝑓(𝑡)لتنیکوف تابع -انتگرال کسری گرانوالد :۳-۳-۱ تعریف ∈ ℝ+  روی بازه[𝑎, 𝑡]  عبارت اسرت

 از:

(1-18) 𝐷𝑡
−𝑝

 𝑓(𝑡) = lim
ℎ→0

ℎ𝑝  ∑ [
𝑝
𝑟

]

𝑛

𝑟=0

𝑎  𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ) =
1

(𝑝 − 1)!
 ∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝−1 𝑓(𝜏)𝑑𝜏,

𝑡

𝑎

 

ℎکه در آن   =
𝑡−𝑎

𝑛
 .  

,𝑎]روی بازه  𝑓(𝑡)اگرتابع  𝑡] ( 18-1دارای مشتق اول پیوسته باشد، آنگاه به کمک انتگرالگیری جز به جز از )

 می توان نوشت:

(1-19) 𝐷𝑡
−𝑝

𝑓(𝑡) =
𝑓(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑝

𝛤(𝑝 + 1)𝑎 +
1

𝛤(𝑝 + 1)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝𝑓′(𝜏)𝑑𝜏,

𝑡

𝑎

 

 

,𝑎]روی بازه  𝑓(𝑡)و اگر  𝑡]  دارای مشتق𝑚 + ام پیوسته باشد، آنگاه با انتگرالگیری جرز بره جرز، فرمرول  1

 لتنیکوف به صورت زیر به دست می آید:-کاربردی از انتگرال کسری گرانوالد
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(1-20) 𝐷𝑡
−𝑝

𝑓(𝑡) = ∑
𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑝+𝑘

𝛤(𝑝 + 𝑘 + 1)

𝑚

𝑘=0

𝑎 +
1

𝛤(𝑝 + 𝑚 + 1)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝+𝑚𝑓(𝑚+1)(𝜏)𝑑𝜏.

𝑡

𝑎

 

 

,𝑎]روی بازه  𝑓(𝑡)به همین ترتیب اگر  𝑡]  دارای مشتق𝑚 + ام پیوسته باشد، آنگاه رابطه کراربردی بررای  1

𝑚لتنیکوف برای -مشتق کسری گرانوالد ≤ 𝑝 < 𝑚 +  عبارت است از: 1

(1-21) 𝐷𝑡
𝑝

𝑓(𝑡) = ∑
𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)−𝑝+𝑘

𝛤(−𝑝 + 𝑘 + 1)

𝑚

𝑘=0

𝑎 +
1

𝛤(−𝑝 + 𝑚 + 1)
∫ (𝑡 − 𝜏)−𝑝+𝑚𝑓(𝑚+1)(𝜏)𝑑𝜏.

𝑡

𝑎

 

 

( 18-1( و )7-1لتنیکوف بررای ترابع دلخرواه بره صرورت )-: فرض کنید مشتق و انتگرال گرانوالد۴-۳-۱قضیه

 تعریف شده باشد. در این صورت داریم:

 1. 𝐷𝑡
𝑝

𝑎 (𝑡 − 𝑎)𝜈 =
𝛤(𝜈+1)

𝛤(𝜈+1−𝑝)
 (𝑡 − 𝑎)𝜈−𝑝,   (𝑝 < 0, 𝜈 > −1) 𝑜𝑟 (0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑝 < 𝑚 + 1, 𝜈 > 𝑚).  

   (1-22) 

 2.
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛 ( 𝐷𝑡
𝑝

𝑓(𝑡)𝑎 ) = 𝐷𝑡
𝑝

𝑎 (
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛 𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑡
𝑝+𝑛

𝑎 𝑓(𝑡),   𝑓(𝑘)(𝑎) = 0, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1.  

   (1-23) 

 

 3. 𝐷𝑡
𝑞

𝑎 ( 𝐷𝑡
𝑝

𝑎 𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑡
𝑝

𝑎 ( 𝐷𝑡
𝑞

𝑎 𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑡
𝑝+𝑞

𝑎 𝑓(𝑡), 𝑓(𝑘)(𝑎) = 0, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟 − 1,   𝑟 = max{𝑚, 𝑛}  

   (1-24) 

  اثبات.

𝑝اگر  <  ( داریم:18-1را خواهیم داشت بنابراین از رابطه ) 𝑝−، آنگاه انتگرال کسری از مرتبه 0

𝐷𝑡
𝑝

(𝑡 − 𝑎)𝜈 =𝑎

1

(𝑝 − 1)!
 ∫ (𝑡 − 𝜏)−𝑝−1(𝜏 − 𝑎)𝜈 𝑑𝜏,

𝑡

0

 

𝜏با تغییر متغیر  = 𝑎 + 𝜉(𝑡 − 𝑎) داریم: 

𝐷𝑡
𝑝(𝑡 − 𝑎)𝜈 =𝑎

1

𝛤(−𝑝)
 (𝑡 − 𝑎)𝜈−𝑝 ∫ 𝜉𝜈(1 − 𝜉)−𝑝−1 𝑑𝜉

1

0

 

                           =
1

𝛤(−𝑝)
(𝑡 − 𝑎)𝜈−𝑝 𝐵(−𝑝, 𝜈 + 1) 



29 

 

                           =
𝛤(𝜈 + 1)

𝛤(𝜈 + 1 − 𝑝)
(𝑡 − 𝑎)𝜈−𝑝,   𝑝 < 0 , 𝜈 > −1. 

0اگر  ≤ 𝑚 ≤ 𝑝 < 𝑚 +  ، چون 1

𝑓(𝑚+1)(𝑡) =
𝑑𝑚+1(𝑡 − 𝑎)𝜈

𝑑𝑡𝑚+1
= 𝜈(𝜈 − 1) ⋯ (𝜈 − 𝑚)(𝑡 − 𝑎)𝜈−𝑚−1 =

𝛤(𝜈 + 1)

𝜈 − 𝑚
(𝑡 − 𝑎)𝜈−𝑚−1, 

𝜏، سیگما صفر است. بنابراین با استفاده از رابطه فوق و انتخاب 21-1در  = 𝑎 + 𝜉(𝑡 − 𝑎):خواهیم داشت ، 

𝐷𝑡
𝑝(𝑡 − 𝑎)𝜈 =𝑎

𝛤(𝜈 + 1)

𝛤(𝜈 − 𝑚)𝛤(𝜈 + 1 − 𝑝)
 ∫ (𝑡 − 𝜏)𝑚−𝑝(𝜏 − 𝑎)𝜈−𝑚−1 𝑑𝜏

𝑡

0

 

                          =
𝛤(𝜈 + 1)

𝛤(𝜈 − 𝑚)𝛤(𝜈 + 1 − 𝑝)
 𝐵(−𝑝 + 𝑚 + 1, 𝜈 − 𝑚) (𝑡 − 𝑎)𝜈−𝑝 

                          =
𝛤(𝜈 + 1)

𝛤(𝜈 + 1 − 𝑝)
(𝑡 − 𝑎)𝜈−𝑝, 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑝 < 𝑚 + 1. □ 

0برای  .1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑝 < 𝑚 +  داریم: 1

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎 ) = 𝐷𝑡
𝑝+𝑛𝑓(𝑡)𝑎  

                                 = ∑
𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)−𝑝−𝑛+𝑘

𝛤(−𝑝 − 𝑛 + 𝑘 + 1)

𝑚+𝑛−1

𝑘=0

+
1

𝛤(−𝑝 + 𝑚)
∫ (𝑡 − 𝜏)−𝑝+𝑚−1𝑓(𝑚+𝑛+1)(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

, 

𝐷𝑡
𝑝

(
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡)) =𝑎 ∑

𝑓(𝑛+𝑘)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)−𝑝+𝑘

𝛤(−𝑝 + 𝑘 + 1)

𝑚−1

𝑘=0

+
1

𝛤(−𝑝 + 𝑚)
∫ (𝑡 − 𝜏)−𝑝+𝑚−1𝑓(𝑚+𝑛+1)(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

, 

 با مقایسه دو رابطه فوق، می توان نتیجه گرفت که اگر 

𝑓(𝑘)(𝑎) = 0, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1, 

 لتنیکوف و مشتق مرتبه صحیح برقرار است. به بیان دیگر-کسری گرانوالدآنگاه خاصیت جابجایی میان مشتق 

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎 ) = 𝐷𝑡
𝑝

𝑎 (
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑡

𝑝+𝑛
𝑎 𝑓(𝑡). □ 

𝑝اگر .۱ < 𝑞آنگاه به ازای  0 <  داریم: 0



30 

 

𝐷𝑡
𝑞

𝑎 ( 𝐷𝑡
𝑝

𝑎 𝑓(𝑡)) =
1

𝛤(−𝑞)
∫ (𝑡 − 𝜏)−𝑞−1( 𝐷𝑡

𝑝
𝑎 𝑓(𝜏))𝑑𝜏

𝑡

𝑎

 

                                  =
1

𝛤(−𝑞)𝛤(−𝑝)
∫ (𝑡 − 𝜏)−𝑞−1𝑑𝜏 ∫ (𝜏 − 𝜉)−𝑝−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉 

𝑡

𝑎

𝑡

𝑎

 

                               =
1

𝛤(−𝑞)𝛤(−𝑝)
∫ 𝑓(𝜉)𝑑𝜉 ∫ (𝑡 − 𝜏)−𝑞−1(𝜏 − 𝜉)−𝑝−1𝑑𝜏 

𝑡

𝑎

𝑡

𝑎

 

                                  =
1

𝛤(−𝑝 − 𝑞)
∫ (𝑡 − 𝜉)−𝑝−𝑞−1 𝑓(𝜉) 𝑑𝜏

𝑡

𝑎

 

                                  = 𝐷𝑡
𝑝+𝑞

𝑎
𝑓(𝑡), 

0در حالت  ≤ 𝑚 ≤ 𝑝 < 𝑚 + 𝑞و   1 < 𝑓(𝑘)(𝑎)، اگر 0 = 0, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚 −  آنگاه داریم: 1

𝐷𝑡
𝑞

𝑎 ( 𝐷𝑡
𝑝

𝑎 𝑓(𝑡)) =
𝑓(𝑚)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)−𝑝−𝑞+𝑚

𝛤(−𝑝 − 𝑞 + 𝑚 + 1)
+

1

𝛤(−𝑝 − 𝑞 + 𝑚 + 1)
∫ (𝑡 − 𝜏)−𝑝−𝑞+𝑚𝑓(𝑚+1)(𝜏)𝑑𝜏.

𝑡

𝑎

 

 یعنی خاصیت جابجایی بین مشتقات کسری برقرار خواهد بود. 

0حال اگر  ≤ 𝑚 ≤ 𝑝 < 𝑚 + 0و  1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑞 < 𝑛 +   ، آنگاه با برقراری شرط1

𝑓(𝑘)(𝑎) = 0, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟 − 1,   𝑟 = max{𝑚, 𝑛}, 

 مشتقات کسری خاصیت جابجایی خواهند داشت. به بیان دیگر

𝐷𝑡
𝑞

𝑎 ( 𝐷𝑡
𝑝

𝑎 𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑡
𝑝

𝑎 ( 𝐷𝑡
𝑞

𝑎 𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑡
𝑝+𝑞

𝑎 𝑓(𝑡). □ 

 

 لیوویل-تگرال کسری ریمانان ۱-۴

 31تایی-𝑛لیوویل معرفی شد. این تعریف بر اساس انتگرال -مفهوم مشتق و انتگرال کسری ریمان 1974در سال 

 تایی داریم:-𝑛. در انتگرال [6] معرفی شد

(1-25) ∫ 𝑑𝑡
𝑡

𝑎

∫ 𝑑𝑡
𝑡

𝑎

⋯ ∫ 𝜑(𝑡)
𝑡

𝑎

𝑑𝑡 =
1

(𝑛 − 1)!
 ∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

. 

 

                                                 
31 n-fold integral 
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Γ(n)می دانیم  = (n − بیان کرد. اگر  Γ(n)( را می توان بر حسب 25-1، بنابراین سمت راست رابطه )!(1

 های غیر صحیح در نظر بگیریم آنگاه می توان آن را به عنوان انتگرال کسری تعریف کرد. 𝑛( را برای 1-25)

𝐽روی  𝑓(𝑡)فرض کنید  : ۱-۴-۱تعریف = (0,  𝐽پیوسته تکه ای باشد و بر هرر زیرر برازه ی متنراهی از  (∞

αاز مرتبه  𝑓(𝑡)لیوویل تابع -انتگرال پذیر باشد. در این صورت انتگرال کسری ریمان > 𝑡، بررای 0 > بره  0

 شود:صورت زیر تعریف می

(1-26) 𝐼𝛼𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
 ∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

. 

 

,0]روی بازه  𝑓(𝑡)فرض کنید :  ۲-۴-۱قضیه 𝑋]  پیوسته و به ازای هر𝑎 ∈ [0, 𝑋]  در𝑡 = 𝑎  .تحلیلی باشد

 در این صورت داریم:

(1-27) 𝐼𝛼𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
 ∑

(−1)𝑘𝐷(𝑘)𝑓(𝑡)

𝑘! (𝛼 + 𝑘)

∞

𝑘=0

𝑡𝛼+𝑘,    0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑋. 

 ( را می توان به صورت زیر نوشت:26-1رابطه )اثبات. 

(1-28) 𝐼𝛼𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
 ∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

=
1

𝛤(𝛼)
 ∫ 𝑥𝛼−1𝑓(𝑡 − 𝑥)𝑑𝑥

𝑡

0

,  

 

𝑡در  𝑓(𝑡)اگر  = 𝑎  تحلیلی باشد آنگاه سری توانی 

(1-29) 𝑓(𝑡 − 𝑥) = 𝑓(𝑡) + ∑
(−1)𝑘𝐷(𝑘)𝑓(𝑡)

𝑘!

∞

𝑘=1

𝑥𝑘 ,     

𝑥برای همه  ∈ [0, 𝑡] ( در 29-1همگرای یکنواخت است. با جایگذاری )داریم:28-1 ، 

 𝐼𝛼𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
 𝑓(𝑡) ∫ 𝑥𝛼−1𝑑𝑥

𝑡

0

+
1

𝛤(𝛼)
 ∫ 𝑥𝛼 (∑

(−1)𝑘𝐷(𝑘)𝑓(𝑡)

𝑘!

∞

𝑘=1

𝑥𝑘−1) 𝑑𝑥
𝑡

0

, 

 ، با جابجایی انتگرال و سیگما خواهیم داشت:𝑓(𝑡)با توجه به همگرایی یکنواخت 

𝐼𝛼𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
 ∑

(−1)𝑘𝐷(𝑘)𝑓(𝑡)

𝑘! (𝛼 + 𝑘)

∞

𝑘=0

𝑡𝛼+𝑘,    0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑋. □ 
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( تعریف شرده باشرد. در 26-1به صورت ) 𝑓(𝑡)لیوویل تابع -: فرض کنید انتگرال کسری ریمان ۳-۴-۱ قضیه

 این صورت داریم:

(1-30) 
𝟏.  𝐼𝛼 (𝐼𝛽𝑓(𝑡)) = 𝐼𝛼+𝛽𝑓(𝑡). 

(1-31) 
𝟐. 𝐼𝛼𝑡𝜈 =

𝛤(𝜈 + 1)

𝛤(𝛼 + 𝜈 + 1)
 𝑡𝛼+𝜈 ,    𝜈 > −1. 

(1-32) 
𝟑. 𝐼𝛼(𝑡 − 𝑎)𝜈 =

𝛤(𝜈 + 1)

𝛤(𝛼 + 𝜈 + 1)
 (𝑡 − 𝑎)𝛼+𝜈,    𝜈 > −1, 

(1-33) 𝟒. 𝐼𝛼 (𝐼𝛽𝑓(𝑡)) = 𝐼𝛽(𝐼𝛼𝑓(𝑡)). 

 اثبات.

 لیوویل داریم:-ریمانبا استفاده از تعریف انتگرال کسری  .1

𝐼𝛼𝐼𝛽𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1 (𝐼𝛽𝑓(𝜏))

𝑡

0

𝑑𝜏 =
1

𝛤(𝛼)𝛤(𝛽)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1 ∫ (𝑡 − 𝜏)𝛽−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝜏

𝑡

0

𝑡

0

 

 با استفاده از فرمول دیریکله داریم:

𝐼𝛼𝐼𝛽𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)𝛤(𝛽)
∫ (∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1(𝜏 − 𝜂)𝛽−1𝑑𝜏

𝑡

𝜂

)
𝑡

0

𝑓(𝜂)𝑑𝜂, 

𝜏تغییر متغیر  = 𝜂 + (𝑡 − 𝜂)𝑟 :را در نظر می گیریم. در این صورت خواهیم داشت 

𝐼𝛼𝐼𝛽𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)𝛤(𝛽)
∫ (𝑡 − 𝜂)𝛼+𝛽−1 (∫ (1 − 𝑟)𝛼−1𝑟𝛽−1𝑑𝑟

1

0

)
𝑡

0

𝑓(𝜂)𝑑𝜂, 

انتگرال داخلی همان تابع بتا می باشد که بنا به تعریف برابر است با 
𝛤(𝛼)𝛤(𝛽)

𝛤(𝛼+𝛽)
 ، لذا داریم: 

 𝐼𝛼𝐼𝛽𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝛼 + 𝛽)
∫ (𝑡 − 𝜂)𝛼+𝛽−1𝑓(𝜂)

𝑡

0

𝑑𝜂 = 𝐼𝛼+𝛽𝑓(𝑡). □ 

2.  

𝐼𝛼𝑡𝜈 =
1

𝛤(𝛼)
 ∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝜏𝜈

𝑡

0

𝑑𝜏 =
1

𝛤(𝛼)
 ∫ (1 −

𝜏

𝑡
)𝛼−1 𝑡𝛼−1 𝜏𝜈

𝑡

0

𝑑𝜏 
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𝑢با تغییر متغیر  =
𝜏

𝑡
 داریم: 

=
1

𝛤(𝛼)
 ∫ (1 − 𝑢)𝛼−1 𝑡𝛼−1(𝑢 𝜏)𝜈

𝑡

0

𝑡 𝑑𝑢 =
1

𝛤(𝛼)
 𝑡𝛼+𝜈 ∫ (1 − 𝑢)𝛼−1 𝑢 𝜈

𝑡

0

 𝑑𝑢 

 بنابراین می توان نوشت:انتگرال موجود در رابطه آخر تابع بتا می باشد، 

=
1

𝛤(𝛼)
 𝑡𝛼+𝜈 ×

𝛤(𝛼)𝛤(𝜈 + 1)

𝛤(𝛼 + 𝜈 + 1)
=

𝛤(𝜈 + 1)

𝛤(𝛼 + 𝜈 + 1)
 𝑡𝛼+𝜈 . □ 

 اثبات مانند قسمت دوم می باشد.. ۲

 با استفاده از تعریف داریم:.۳

𝐼𝛼𝐼𝛽𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1 (𝐼𝛽𝑓(𝜏))

𝑡

0

𝑑𝜏 =
1

𝛤(𝛼)𝛤(𝛽)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1 ∫ (𝑡 − 𝜏)𝛽−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝜏

𝑡

0

𝑡

0

 

                      =
1

𝛤(𝛼)𝛤(𝛽)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛽−1 ∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝜏

𝑡

0

𝑡

0

 

                      =
1

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛽−1(𝐼𝛼𝑓(𝜏))

𝑡

0

𝑑𝜏 

                      = 𝐼𝛼𝐼𝛽𝑓(𝑡). □ 

 لیوویل را با قضایای زیر بیان می کنیم.-حال رابطه بین مشتق معمولی و انتگرال ریمان

-در شرایط تعریف انتگرال ریمران 𝐷𝑓(𝑡)پیوسته باشد و تابع مشتق  𝐽روی  𝑓(𝑡): فرض کنید  ۴-۴-۱قضیه 

 :لیوویل صدق کند. در این صورت داریم

(1-34) 1.  𝐼𝛼+1(𝐷𝑓(𝑡)) = 𝐼𝛼𝑓(𝑡) −
𝑓(0)

𝛤(𝛼 + 1)
𝑡𝛼 ,     

 

(1-35) 2. 𝐷(𝐼𝛼𝑓(𝑡)) =  𝐼𝛼(𝐷𝑓(𝑡)) +
𝑓(0)

𝛤(𝛼)
𝑡𝛼−1.     

 اثبات. 

,𝜀فرررض کنیررد .۱ 𝜂 > 𝑡)و  𝑓(𝜉). در ایررن صررورت 0 − 𝜉)𝛼−1  روی بررازه[𝜂, 𝑡 − 𝜀]  پیوسررته و مشررتق

 پذیرند. 
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 :بنابراین با انتگرال گیری جز به جز خواهیم داشت

∫ (𝑡 − 𝜉)𝛼(𝐷𝑓(𝜉))
𝑡−𝜀

𝜂

𝑑𝜉 = 𝛼 ∫ (𝑡 − 𝜉)𝛼−1
𝑡−𝜀

𝜂

𝑓(𝜉)𝑑𝜉 + 𝜀𝛼𝑓(𝑡 − 𝜀) − (𝑡 − 𝜂)𝛼𝑓(𝜂), 

𝜀در حد، اگر  → 𝜂و  0 →  آنگاه 0

∫ (𝑡 − 𝜉)𝛼(𝐷𝑓(𝜉))
𝑡

0

𝑑𝜉 = 𝛼 ∫ (𝑡 − 𝜉)𝛼−1
𝑡

0

𝑓(𝜉)𝑑𝜉 − 𝑡𝛼𝑓(𝜂), 

𝛤(𝛼با تقسیم رابطه فوق بر  +  و استفاده از تعریف داریم: (1

𝐼𝛼+1(𝐷𝑓(𝑡)) = 𝐼𝛼𝑓(𝑡) −
𝑓(0)

𝛤(𝛼 + 1)
𝑡𝛼 . □ 

𝜉در این قسمت تغییر متغیر .۱ = 𝑡 − 𝑥𝜆  با𝜆 =
1

𝛼
 را در نظر بگیرید. بنابراین داریم: 

𝐼𝛼𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜉)𝛼−1

𝑡

0

𝑓(𝜉)𝑑𝜉 =
1

𝛤(𝛼 + 1)
∫ 𝑓(𝑡 − 𝑥𝜆)

𝑥𝜆

0

𝑑𝑥, 

 با استفاده از قضیه اساسی حساب دیفرانسیل خواهیم داشت:

𝐷(𝐼𝛼𝑓(𝑡)) =
1

𝛤(𝛼 + 1)
[𝑓(0)(𝛼𝑡𝛼−1) + ∫

𝜕

𝜕𝑡
𝑓(𝑡 − 𝑥𝜆)

𝑥𝜆

0

𝑑𝑥], 

𝜉با قرار دادن  = 𝑡 − 𝑥𝜆.اثبات قسمت دوم کامل است ،□  

𝑛: فرض کنید  ۵-۴-۱قضیه ∈ ℤ+  و𝐼𝛼𝑓(𝑡)  روی𝐽  پیوسته باشد. در این صورت اگر𝐷(𝑛)𝑓(𝑡)  در شرایط

 لیوویل صدق کند، آنگاه-تعریف انتگرال کسری ریمان

(1-36) 1. 𝐼𝛼𝑓(𝑡) = 𝐼𝛼+𝑛(𝐷(𝑛)𝑓(𝑡)) + 𝑄𝑛(𝑡, 𝛼),     

(1-37) 2. 𝐷(𝑛)(𝐼𝛼𝑓(𝑡)) = 𝐼𝛼(𝐷(𝑛)𝑓(𝑡)) + 𝑄𝑛(𝑡, 𝛼 − 𝑛),     

 که در آن 

𝑄𝑛(𝑡, 𝛼) = ∑
𝐷(𝑘)𝑓(0)

𝛤(𝛼 + 𝑘 + 1)

𝑛−1

𝑘=0

𝑡𝛼+𝑘. 

  اثبات.
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𝛼با جایگذاری .۱ +  ، خواهیم داشت:34-1در رابطه  𝑓(𝑡)به جای  𝐷𝑓(𝑡)و  𝛼به جای  1

 𝐼𝛼+2(𝐷(2)𝑓(𝑡)) = 𝐼𝛼+1(𝐷𝑓(𝑡)) −
𝐷𝑓(0)

𝛤(𝛼 + 2)
𝑡𝛼+1, 

 ( در رابطه فوق، داریم:34-1با جایگذاری رابطه )

𝐼𝛼+2(𝐷(2)𝑓(𝑡)) = 𝐼𝛼𝑓(𝑡) −
𝑓(0)

𝛤(𝛼 + 1)
𝑡𝛼 −

𝐷𝑓(0)

𝛤(𝛼 + 2)
𝑡𝛼+1, 

 □شد.( برقرار خواهد 36-1با تکرار روند فوق، رابطه )

 ( داریم:35-1با مشتق گیری از رابطه ).۲

𝐷(2)(𝐼𝛼𝑓(𝑡)) =  𝐷(𝐼𝛼(𝐷𝑓(𝑡))) +
𝑓(0)

𝛤(𝛼 − 1)
𝑡𝛼−2, 

 ( در رابطه فوق، خواهیم داشت:35-1با استفاده از )

𝐷(2)(𝐼𝛼𝑓(𝑡)) =  𝐼𝛼(𝐷(2)𝑓(𝑡)) +
𝐷𝑓(0)

𝛤(𝛼)
𝑡𝛼−1 +

𝑓(0)

𝛤(𝛼 − 1)
𝑡𝛼−2, 

 □می آید.( به دست 37-1و با تکرار روند فوق، رابطه )

𝐷(𝑘)𝑓(0)  نتیجه: اگر = 𝑘برای    0 = 0, 1, ⋯ , 𝑛 −  ، آنگاه 1

1. 𝐼𝛼𝑓(𝑡) = 𝐼𝛼+𝑛(𝐷(𝑛)𝑓(𝑡)), 

2. 𝐷(𝑛)(𝐼𝛼𝑓(𝑡)) = 𝐼𝛼(𝐷(𝑛)𝑓(𝑡)). 

 

,𝑚: فرض کنید  ۵-۴-۱ قضیه 𝑛 ∈ ℤ+  و𝛼, 𝛽 > 𝑛به طوری که  0 − 𝛼 = 𝑚 − 𝛽 در این صورت اگرر .

𝑓(𝑡)  دارای مشتقات پیوسته تا مرتبه𝑟  ام باشد که𝑟 = max {𝑚, 𝑛}  آنگاه 

𝐼𝛼(𝐷(𝑛)𝑓(𝑡)) = 𝐼𝛽(𝐷(𝑚)𝑓(𝑡)) + 𝑠𝑔𝑛(𝛽 − 𝛼) ∑
𝐷(𝑘)𝑓(0)

𝛤(𝛼 − 𝑛 + 𝑘 + 1)

𝑟−1

𝑘=𝑠

𝑡𝛼−𝑛+𝑘, 

𝑠که در آن  = min {𝑚, 𝑛}. 
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 .( دید[8]اثبات را می توان در کتاب )میلر، اثبات. 

نیست و وجود جملره غیرر انتگرالری  لتنیکوف در مسائل آسان-با توجه به این که کاربرد مشتق کسری گرانوالد 

-کاربرد آن را با مشکل روبرو می کند، لذا نیاز به تعریف دیگری برای مشتق کسری داریم. این تعریرف انتگررال

 لیوویل می باشد.-دیفرانسیلی همان تعریف مشتق کسری ریمان

𝛼از مرتبه   𝑓(𝑡)لیوویل تابع -: مشتق کسری ریمان ۶-۴-۱ تعریف >  است از:، عبارت 0

(1-38) 𝐷𝛼𝑓(𝑡) =
𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚 (𝐼𝑚−𝛼𝑓(𝑡)),       𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚, 𝑚 ∈ ℕ.   

  با توجه به تعریف فوق داریم:

(1-39) 1. 𝐷𝛼𝐼𝛼𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡),    

 زیرا

𝐷𝛼(𝐼𝛼𝑓(𝑡)) =
𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
(𝐼𝑚−𝛼(𝐼𝛼𝑓(𝑡))) =

𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
(𝐼𝑚𝑓(𝑡)) = 𝑓(𝑡). 

(1-40) 2. 𝐼𝛼𝐷𝛼𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) − ∑ 𝑓(𝑖)(0+)
𝑡𝑖

𝑖!

𝑚−1

𝑖=0

, 

 زیرا 

 𝐼𝛼𝐷𝛼𝑓(𝑡) = 𝐼𝛼 (
𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
(𝐼𝑚−𝛼𝑓(𝜏))), 

ام زیرر  𝑚در انتگرال گیری از مشتق، مقادیر تابع در نقاط ابتدایی نیز ظاهر مری شروند و چرون مشرتق مرتبره 

𝑚علامت انتگرال می باشد، لذا مقادیر تابع تا مشتق  −  □ام در نقطه ابتدایی در رابطه به وجود می آید. 1

  : فرض کنید:۷-۴-۱قضیه

                   𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚,    𝑛 − 1 < 𝛽 ≤ 𝑛, 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 

 ، داریم:𝑓(𝑡)لیوویل تابع دلخواه -در این صورت برای مشتق کسری ریمان

(1-41)     1.
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛 (𝐷𝛼𝑓(𝑡)) = 𝐷𝛼 (
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡)) = 𝐷𝛼+𝑛𝑓(𝑡),   

 اگر
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                        𝑓(𝑘)(𝑎) = 0, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚 − 1. 

(1-42) 2. 𝐷𝛼 (𝐷𝛽𝑓(𝑡)) = 𝐷𝛽(𝐷𝛼𝑓(𝑡)) = 𝐷𝛼+𝛽𝑓(𝑡),   

 اگر و فقط اگر 

                    𝑓(𝑘)(𝑎) = 0, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟 − 1, 𝑟 = max{𝑚, 𝑛}. 

(1-43)     3. 𝐷𝛼(𝑡 − 𝑎)𝜈 =
𝛤(𝜈 + 1)

𝛤(𝜈 + 1 − 𝛼)
 (𝑡 − 𝑎)𝜈−𝛼 , 𝜈 > −1.   

 

 مشتق کسری کاپوچو ۵-۱

در مسائل کاربردی نیاز به تعاریفی از مشتقات کسری داریم که در آن ها شرایط اولیه بره راحتری قابرل بیران و 

لیوویل این شرایط به صرورت حردی بیران مری -ف مشتق کسری ریمانتفسیر باشند. با توجه به این که در تعری

و  1969شود و در عمل غیر قابل توصیف می باشند، لرذا سرومین تعریرف از مشرتق کسرری توسرط کراپوچو )

 ( بیان شد.1995

𝛼از مرتبه  𝑓(𝑡)مشتق کسری کاپوچو تابع  : ۱-۵-۱ تعریف >  ، به صورت زیر تعریف می شود:0

(1-44) 
𝐷𝑡

𝛼
𝑎
𝐶 𝑓(𝑡) =

1

𝛤(𝑚 − 𝛼)
 ∫ (𝑡 − 𝜏)𝑚−𝛼−1 𝑓(𝑚)(𝜏)𝑑𝜏,

𝑡

0

     𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚, 𝑚 ∈ ℕ. 

 

𝑚دارای مشتق مرتبه  𝑓(𝑡)اگر تابع  + ,𝑎]ام پیوسته روی بازه  1 𝑡]  باشد آنگاه با انتگرالگیرری جرز بره جرز

𝛼وقتی  → 𝑚خواهیم داشت ،: 

lim
𝛼→𝑚

𝐷𝑡
𝛼

𝑎
𝐶 𝑓(𝑡) = lim

𝛼→𝑚
(

𝑓(𝑚)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑚−𝛼

𝛤(𝑚 − 𝛼 + 1)
+

1

𝛤(𝑚 − 𝛼 + 1)
 ∫ (𝑡 − 𝜏)𝑚−𝛼 𝑓(𝑚+1)(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

 ) 

                           = 𝑓(𝑚)(𝑎) + ∫ 𝑓(𝑚+1)(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑓(𝑚)(𝑎), 𝑚 ∈ ℕ.
𝑡

0

 

 روابط بین تعاریف مشتق و انتگرال های کسری ۲-۵-۱

لتنیکروف و انتگررال -(، ارتباط بین انتگرال کسری گرانوالرد26-1رابطه )( و 18-1با توجه به روند بیان رابطه )

 لیوویل واضح است.-کسری ریمان
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𝑚دارای مشتق مرتبه  𝑓(𝑡)اگر تابع  + ,𝑎]ام پیوسته روی بازه  1 𝑡] باشد، آنگراه مشرتق کسرری گرانوالرد-

0لیوویل برابرند. زیرا برای -لتنیکوف و ریمان < 𝑚 − 1 ≤ 𝑝, 𝛼 ≤ 𝑚 < 𝑛 انتگرال گیری جز به جز از ، با

 :( می رسیم. به بیان دیگر داریم21-1( به رابطه )38-1رابطه )

𝐷𝛼𝑓(𝑡) = 𝐷𝑡
𝑝

𝑎 𝑓(𝑡) = ∑
𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)−𝑝+𝑘

𝛤(−𝑝 + 𝑘 + 1)
+

1

𝛤(−𝑝 + 𝑚)
∫ (𝑡 − 𝜏)−𝑝+𝑚−1𝑓(𝑚)(𝜏)𝑑𝜏.

𝑡

𝑎

𝑚−1

𝑘=0

 

0و برای  ≤ 𝑝 <  داریم: 1

𝐷𝛼𝑓(𝑡) = 𝐷𝑡
𝑝

𝑎 𝑓(𝑡) =
𝑓(𝑎)(𝑡 − 𝑎)−𝑝

𝛤(1 − 𝑝)
+

1

𝛤(1 − 𝑝)
∫ (𝑡 − 𝜏)−𝑝𝑓′(𝜏)𝑑𝜏.

𝑡

𝑎

 

لیوویرل -پیوسته و انتگرال پذیر باشد. اما باید توجه داشت که در تعریف مشرتق ریمران 𝑓′(𝜏)به شرط آن که 

𝑡)تنها شرط لازم، انتگرال پذیری  − 𝜏)𝑚−𝛼𝑓(𝜏) لتنیکوف ترابع -می باشد در صورتی که در مشتق گرانوالد

𝑓(𝑡) شتقات تا مرتبه باید شرط قوی پیوستگی م𝑚 +   ام را داشته باشد. 1

با توجه به این که شرایط اولیه در معادلات دیفرانسیل کسری کاپوچو مانند شرایط اولیه در معادلات دیفرانسیل 

معمولی می باشد مشتق کسری کاپوچو نسبت به دو مشتق دیگر برترری دارد.  برین مشرتق کسرری کراپوچو و 

لیوویل مری -کار وجود دارد که باعث برتری مشتق کاپوچو نسبت به مشتق ریمانلیوویل چند تفاوت آش -ریمان

 شود که عبارتند از:

 در تبدیل لاپلاس مشتق داریم:.۱

𝐿{ 𝐷𝑡
𝛼

𝑎
𝐶 𝑓(𝑡)} = 𝑠𝛼𝐹(𝑠) − ∑ 𝑠𝑘 ( 𝐷𝑡

𝛼−𝑘−1
𝑎
𝐶 𝑓(𝑡))

𝑡=0
,   𝑛 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑛,

𝑛−1

𝑘=0

 

𝐿{𝐷𝛼𝑓(𝑡)} = 𝑠𝛼𝐹(𝑠) − ∑ 𝑠𝛼−𝑘−1𝑓(𝑘)(0),   𝑛 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑛,

𝑛−1

𝑘=0

 

لیوویرل، مقرادیر -دو رابطه فوق بیان کننده ی این مطلب هستند که در تبدیل لاپرلاس مشرتق کسرری ریمران

مشتق کسری در نقطه ی ابتدایی نقش اساسی دارند در حالی که در تبردیل لاپرلاس مشرتق کسرری کراپوچو، 

از مرتبه صحیح را داریم  مقادیر مشتقات از مرتبه ی صحیح در نقطه ابتدا نیاز است. چون در عمل مقادیر مشتق

 لذا کاربرد مشتق کاپوچو به راحتی امکان پذیر است.
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 لیوویل تابع ثابت عبارت است از-مشتق کسری کاپوچو تابع ثابت صفر است در حالی که مشتق کسری ریمان.۱

𝐷𝛼𝐶 =
𝐶𝑡−𝛼

𝛤(1 − 𝛼)
, 0 ≤ 𝛼 < 1, 

𝑎باید توجه داشت که در  =  هر دو مشتق برابرند. یعنی ∞

𝐷𝑡
𝛼

∞
𝐶 𝑓(𝑡) = (𝐷𝛼)𝑎=∞𝑓(𝑡) =

1

𝛤(𝑛 − 𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1𝑓(𝑛)(𝜏)𝑑𝜏,   𝑛 − 1 ≤ 𝛼 < 𝑛.

𝑡

−∞

 

 به بیان دیگر در فرآیندهای دینامیکی حالت پایدار، هر دو مشتق نتایج یکسانی خواهند داشت.

 در برقراری خاصیت جابجایی در مشتقات، در مشتق کاپوچو برای برقراری رابطه .۱

𝐷𝑡
𝛼

𝑎
𝐶 ( 𝐷𝑡

𝑚
𝑎
𝐶 𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑡

𝑚
𝑎
𝐶 ( 𝐷𝑡

𝛼
𝑎
𝐶 𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑡

𝛼+𝑚
𝑎
𝐶 𝑓(𝑡), 𝑛 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑛 < 𝑚, 

 باید شرط زیر برقرار باشد

    𝑓(𝑘)(𝑎) = 0, 𝑘 = 𝑛, 𝑛 + 1, ⋯ , 𝑚 

 لیوویل عبارت است از:-در حالی که شرط برقراری خاصیت جابجایی در مشتق ریمان

    𝑓(𝑘)(𝑎) = 0, 𝑘 = 0, 1, ⋯ , 𝑚. 

 

لیوویل و برای حل معادلات -معمولا در مقالات برای حل معادلات انتگرال کسری از تعریف انتگرال کسری ریمان

دیفرانسیل کسری از تعریف مشتق کسری کاپوچو استفاده می شود. علت این امرر در مطالرب فروق بیران شرده 

 است. 

 

 

 

 معادلات انتگرال کسری ۶-۱

گیرد. این معادلات به سره شود که تابع مجهول زیر علامت انتگرال قرار میمی ای گفتهمعادله انتگرال به معادله

 (:1997دسته مهم تقسیم می شوند)اتکینسون، 



40 

 

 32الف( معادلات انتگرال ولترا

  33ب ( معادلات انتگرال فردهلم 

  34دیفرانسیل –ج ( معادلات انتگرال  

انتگرال در بیرون از آن نیز ظاهر شود، معادله انتگررال را  اگر در معادله انتگرال تابع مجهول علاوه بر زیر علامت

 نوع دوم و در غیر این صورت نوع اول می نامند.

𝛼معادله انتگرال کسری به مفهوم معادله انتگرال از مرتبه دلخواه  ∈ ℝ هرای مختلرف می باشرد کره در زمینره

 (.1993دارد)سامکو و همکاران، مهندسی، ریاضیات کاربردی، پدیده های فیزیکی و بیولوژی کاربرد 

 

  معادله انتگرال کسری ولترا یک بعدی به صورت زیر تعریف می شود: : ۱-۶-۱ تعریف

(1-45) 𝑓(𝑥) −
1

𝛤(𝛼)
 ∫ (𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑘(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0
= 𝑔(𝑥),     

,𝑘(𝑥و هسته معادله یعنی  𝑔(𝑥)که در آن تابع  𝑦)  توابعی معلوم هستند و ،α ∈ ℝ+ این معادله معمولا به .

,𝑘(𝑥عنوان معادله انتگرال منفرد ضعیف ولترا معرفی می شود. در حالت خاص، اگر  𝑦) = 0و  1 < 𝛼 < 1 

 به فرم زیر به دست می آید: 35آنگاه معادله انتگرال نوع دوم آبل

𝑓(𝑥) − 𝜆 ∫
𝑓(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)𝛽
 𝑑𝑡 = 𝑔(𝑥),   

𝑥

0

 

𝜆که در آن   =
1

𝛤(𝛼)
𝛽و   = 1 − 𝛼.   معمولا معادله انتگرال آبل را با𝜆 = 𝛽و  1 =

1

2
در نظر می گیرنرد.  

𝛼، اگر 47-1همچنین در رابطه  =  آنگاه معادله انتگرال معمولی نوع دوم ولترا را خواهیم داشت. 1

 همچنین معادله انتگرال کسری فردهلم را می توان به صورت زیر بیان کرد:

(1-46) 𝑓(𝑥) −
1

𝛤(𝛼)
 ∫ (𝑇 − 𝑡)𝛼−1𝑘(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

= 𝑔(𝑥). 

                                                 
32 Volterra integral Equation 
33 Fredholm integral Equation 
34 Integro-differential Equation 
35َ Abel 
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: معادله انتگرال دیفرانسیل کسری معادله ای هست که مشتق کسری )یا طبیعی( تابع مجهول در ۲-۶-۱تعریف

باشد.  به عنوان مثال معادله زیرر یرک بیرون از انتگرال نیز ظاهر شده باشد. البته می تواند در داخل انتگرال نیز 

 معادله انتگرال دیفرانسیل هست:

(۱-۴۹                    )1
1 ? 3

0 0

( , ) ( )
( ) ( , ) ( ) ( )

( )

t t
k s t y s

D y t ds k s t y s ds f t
t s




   

   

  در این رساله معادلات زیر بررسی خواهند شد:

(۱-۵۰  )

( )

1 2
1 2 3 3

0 0 0

( ) ( )

0

( , ) ( ) ( , ) ( ( ))
( ) ( , ) ( )

( ) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ), 0, 0 , 1,

(0) , 0,1,2,..., , [0,1],

r tt t

j j

k s t y s k s t y h s
D y t ds ds k s t y s ds

t s t s

g t y h s p t y t f t

y y j t



 
  

  




  

 


     


    


  

 

(۵۱-۱          )

( )

1 2
1 2 3 3

0 0 0

( )

4 4

0

( ) ( )

0

( , ) ( ( )) ( , ) ( ( ))
( ) ( , ) ( )

( ) ( )

( , ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ), 0, 0 , 1,

(0) , 0,1,2,..., , [0,1].

r tt t

r t

j j

k s t F y s k s t y h s
D y t ds ds k s t y s ds

t s t s

k s t y h s ds w t y h s p t G y t f t

y y j t



 
  

   




  

 


      

     



  






 

 معادله انتگرال کسری دو بعدی ولترا به صورت زیر بیان می شود::  ۳-۶-۱تعریف

𝑓(𝑥, 𝑦) −
1

𝛤(𝛼)𝛤(𝛽)
∫ ∫ (𝑥 − 𝑠)𝛼−1 (𝑦 − 𝑡)𝛽−1𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡)𝐹(𝑠, 𝑡, 𝑓(𝑠, 𝑡))𝑑𝑡 𝑑𝑠

𝑦

0

𝑥

0
= 𝑔(𝑥, 𝑦).  

(1-۵۲) 

,𝐹(𝑠، 49-1اگر در  𝑡, 𝑓(𝑠, 𝑡)) = f(s, t)  باشد معادله انتگرال را خطی و در غیر این صورت آن را غیرخطی

 می نامند. به همین ترتیب معادله انتگرال کسری دو بعدی فردهلم عبارت است از:

𝑓(𝑥, 𝑦) −
1

𝛤(𝛼)𝛤(𝛽)
∫ ∫ (𝑇 − 𝑠)𝛼−1 (𝑇 − 𝑡)𝛽−1𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡)𝑓(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡 𝑑𝑠

𝑇

0

𝑇

0

= 𝑔(𝑥, 𝑦). 
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(1-۵۳) 

,αلات که در این معاد β ∈ ℝ+  و توابع𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑠, 𝑡)  و𝑔(𝑥, 𝑦) . توابعی معلوم هستند 
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 2فصل 
 

 چند جمله ای های اویلر
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 مقدمه  ۱-۲

یک متغیره و دو متغیره را معرفی کرده و خواص این چنرد جملره ای  36در این قسمت چند جمله ای های اویلر 

مبتنی بر و ضرب و نیز  لیوویل -ماتریس های عملیاتی انتگرال گیری کسری ریماندر ادامه ها را بیان می کنیم. 

 جمله ای های اویلرررا ارائه می دهیم. همچنین شکل مانریسی توابع شامل تاخیر به کمک  این چندجمله ای ها

 بیان  می شود.  

 چند جمله ای های اویلر یک متغیره ۱-۱-۲

)را برا   𝑚چند جمله ای های اویلر یرک متغیرره از مرتبره  ، فصلدر کل این  )mE x  نشران مری دهریم. ایرن

 :[8]توسط تابع مولد زیر تعریف می شوند  چندجمله ایها

(۲-۱                                              )
0

2
( ) , ,

1 !

xt k

kt
k

e t
E x t

e k






 


   

 زیر برای این چندجمله ایها برقرار است: ثابت می شود که رابطه بازگشتی

(۲-۲                                                    )
0

( ) ( ) 2 ,
m

m

k m

k

m
E t E t t

k

 
  

 
 

که در اینجا 
m

k

 
 
 

 میباشد. واضح است که داریم:نیوتن ضرایب دو جمله ای  

0 1

2 3 2

2 3

1
( ) 1, ( ) ,

2

2 1
( ) , ( ) ,....

3 4

E x E x x

E x x x E x x x

  

    

 

 جمله ای های اویلرخواص چند  ۲-۱-۲

 : [9]این چندجمله ایها دارای خواص زیر هستند

(۳-۲                                                 )

                                                 
36 Euler polynomials 
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1

1

0

1
1 1

1

1. ( ) ( ),

2. ( 1) ( ) 2 ,

3. ( ) ( ) ,

11
4. ( ) (2 2 ) (0) , 1, 2,...,

1

n n

n

n n

n
n k

n k

k

n
k n k

n k

k

E x nE x

E x E x x

n
E x y E x y

k

n
E x B x n

kn










  



 

  

 
   

 

 
   

  





 

)که در اینجا  )kB x  ،0,1,2,...k ،  چندجمله ایهای برنولی از درجهk  بوده و بره صرورت زیرر تعریرف مری

 شوند:

0

1
( ) ( 1) .

n
n

k

k

n
B x n x

k

 
  

 
 

 ضرب داخلی چندجمله ایهای اویلر: ۳-۱-۲

)اگر ضرب داخلی چندجمله ایهای   )nE x  و( )mE x   را با ( ), ( )n mE x E x  نشان دهیم ثابت می شود که

[9] 

(۲-۴            )
 

1
1

1
0

( ), ( )

!( 1)!
( ) ( ) ( 1) (0), , 1.

( 1)!

n m

n

m n m n

E x E x

m n
E x E x dx E m n

m n



 




  

 
 

 شکل ماتریسی بردار چندجمله ای های اویلر تک متغیره: ۴-۱-۲

)با توجه به اینکه در فصل های بعدی توابع را با چندجمله ایهای اویلر تقریب خواهیم زد، بردار اویلر  )E t  را به

 صورت زیر تعریف می کنیم:

 (۲-۵)                                               0 1( ) ( ), ( ),..., ( ) .
T

mE t E t E t E t    

)واضح است که چندجمله ای اویلر  )mE t  یک چندجمله ای از درجهm ( ۳-۲است. لذا با در نظر گرفتن ، )

 می توان شکل ماتریسی بردار اویلر را به صورت زیر نوشت:

(۲-۶                                                    )( ) ( ),mE t A X t 

 که در اینجا داریم: 
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2

1

3 2

2 1

2 1 2

1 1

2 2
(0) 0 0

1

2 22 2 2 2
(0) (0) 0

2 12 2

1 1 12 2 2 2 2 2
(0) (0) (0)

1 12 1 1

m

m m

m m

B

B B
A

m m m
B B B

m mm m m

 



 
 
 
     
    

     
 
 

          
              

 

 و 

2( ) 1, , ,..., .
T

mX t t t t    

یک ماتریس بالامثلثی هست. با توجه به اعضای روی قطر اصلی، این ماتریس  Dواضح است که ماتریس 

 نامنفرد بوده و  لذا دارای معکوس هست.

 چند جمله ای های اویلر دو متغیره  ۲-۲

,0]در  𝑚𝑛چند جمله ای اویلر دو متغیره از درجه  : ۱-۲-۲تعریف 1] × ه صورت زیرر تعریرف مری ب [0,1]

 شود:

, ( , ) ( ) ( ).m n m nE x y E x E y 

  چند جمله ای های اویلر دو متغیره  برقرار است:. رابطه بازگشی زیر برای ۲-۲-۲لم

, , , ,

0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 .
n m n m

m n

i k m k i n m n

k i k i

n m n m
E x y E x y E x y E x y x y

k i k i   

      
         

      
   

 ( ، اثبات واضح است.۲-۲ده از رابطه )با استفااثبات. 

 متغیره:شکل ماتریسی بردار چندجمله ای های اویلر دو  ۳-۲-۲

 فرض کنید

 (۲-۷            )0,0 0,1 0, 1,0 ,( , ) ( , ), ( , ),..., ( , ), ( , ),..., ( , ) .
T

n m nE x y E x y E x y E x y E x y E x y    

 واضح است که
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( , ) ( ) ( ),E x y E x E y  

 بوده و نیز   عملگر ضرب کرونیکر که در اینجا 

   0 1 0 1( ) ( ), ( ),..., ( ) , ( ) ( ), ( ),..., ( ) .
T T

m nE x E x E x E x E y E y E y E y  

 با فرض اینکه 

,

( ) ( ), ( ) ( ),

( , ) [1, ,..., , , ,..., ,..., , ,..., ]

m n

n n m m m n

m n

E x A X x E y A X y

X x y y y x xy xy x x y x y

 


 

 نتیجه می شود که:

( , ) ( , ).m nE x y A A X x y  

 خواص چندجمله ای های اویلر دو متغیره:۴-۲-۲

 با بکارگیری خواص چندجمله ای های اویلر یک متغیره، می توان نتیجه زیر را گرفت: 

,

1,

,

, 1

( , )
( , ),

( , )
( , ).

n m

n m

n m

n m

E x y
nE x y

x

E x y
mE x y

y















 

 بسط توابع یک متغیره به کمک چندجمله ای های اویلر:  ۵-۲-۲

فرض کنید   2( ) 0,1u x L.  :این تابع را می توان به کمک  چندجمله ایهای اویلر به صورت زیر بسط داد 

(۲-۸                          )
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
m

T T

i i i i

i i

u x u E x u E x U E x E x U


 

    

 به صورت زیر است: Uبردار 

 0 1, ,..., .mU u u u 

)( با ۸-۲، از ضرب داخلی رابطه )Uبرای تعیین بردار )jE x  استفاده می کنیم: به صورت زیر 

1

0
0

( ( ), ( )) ( ) ( ) , 0,1,..., .
m

j i j i

i

u x E x u E x E x dx j m


   
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]حال ماتریس ]ijD d :را به صورت زیر تعریف می کنیم 

1

0
( ) ( )ij i jd E x E x dx  

 بنابراین داریم:

,DU b 

1

0 1
0

[ , ,..., ] , ( ) ( ) .T

m j jb b b b b u x E x dx   

 ، داریم:Dدر نتیجه، با فرض معکوس پذیری ماتریس 

1 .U D b 

 بسط توابع دو متغیره به کمک چندجمله ای های اویلر دو متغیره:  ۶-۲-۲

فرض کنید     2( , ) 0,1 0,1f x y L .   همانند توابع یک متغیره، این تابع را می توان به کمک  چندجمله

 ایهای اویلر دو متغیره به صورت زیر بسط داد:

(۲-۹     )
, ,

0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,
m n

T T

ij i j ij i j

i j i j

f x y f E x y f E x y F E x y E x y F
 

   

    

)در این فرمول،  بردار  , )E x y ( تعریف شده و نیز ۷-۲در رابطه ) 

 00 01 0 10 11 1, ,..., , , ,..., ,..., .
T

n n mnF f f f f f f f 

 برای تقریب تابع.  ۷-۲-۲لم       2( , ) 0,1 0,1f x y L ،  :داریم 

( , ) ( , ) ( ) ( ),T Tf x y F E x y E x E y  

]در اینجا  ]ij   یک ماتریس( 1) ( 1)m n   :بوده و نیز داریم 

.ij ijf  

 ابتدا قرار دهید:، Fبرای محاسبه بردار ضرایب 
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1 1

0 0
( , ) ( , ) .pq pqz f x y E x y dxdy   

)با جایگذاری تقریب  , )f x y  ( در رابطه بالا داریم:۹-۲از رابطه ) 

( ) ( )

1 1

, ,
0 0

0 0

1 1

0 0
0 0

1 1

0 0
0 0

( ) ( )

0 0

( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

.

m n
pi qj

m n

pq ij i j p q

i j

m n

ij i j p q

i j

m n

ij i p j q

i j

w w

m n
m n

pi qj ij

i j

z f E x y E x y dxdy

f E x E y E x E y dxdy

f E x E x dx E y E y dy

w w f

 

 

 

 









  

  

  



 

  در نتیجه می توان نوشت:

(۲-۱۰                                         )( ) ( )m nZ W W F  

]که در این رابطه،  ]pqZ z  یک ماتریس( 1)( 1) ( 1)( 1)m n m n      بوده و نیز ماتریسهای( )mW  و

( )nW   به ترتیب از مرتبه( 1) ( 1)m m    و( 1) ( 1)n n   ل دستگاه خطی هستند. واضح است که با ح

 را تعیین کرد. F( میتوان بردار ضرایب یعنی ۲-۱۰)

 بسط توابع شامل تابع تاخیر به کمک چندجمله ای های اویلر:  ۸-۲-۲

[0,1]: فرض کنید [0,1]h   تابع تاخیر باشد و نیز  2( ) 0,1u x L.  ( داریم:۸-۲با استفاده رابطه ) 

0 0

( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ( )).

m m
T

i i i i

i i

T

m

u x u E x u h x u E h x U E h x

U A X h x

 

 



  

 از طرفی داریم:

2( ( )) [1, ( ), ( ) ,..., ( ) ]m TX h x h x h x h x 

)حال از بسط  )ih x  0,1برای, ...,i m، :میتوان نوشت 
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0

( ) ( ) ( ) ( ).
m

i i i T

j j

j

h x H E x H E x


 

  :بنابراین میتوان نتیجه گرفت

(۲-۱۱                                              )( ( )) ( ),T

mu h x U A DE x 

 که در اینجا داریم:

0

1

( )

( )
.

( )

T

T

m T

H

H
D

H

 
 
 


 
 
 
 

 

 لیوویل و ضرب چندجمله ایهای اویلر-ماتریس های عملیاتی انتگرال گیری کسری ریمان ۳-۲

 لیوویل چندجمله ایهای اویلر-ریمانماتریس  عملیاتی انتگرال گیری کسری  ۱-۲-۳

فرض کنید : ۳-۲-۱تعریف  0 1( ) ( ), ( ),..., ( )
T

mE t E t E t E t ندجمله ایهای اویلر بوده و نیز بردار چI   

ماتریس  ( آورده شده است. گویند 3-5-1لیوویل باشد که در تعریف)-عملگر انتگرال گیری کسری ریمان

) لیوویل-عملیاتی انتگرال گیری کسری ریمان )E t :است هرگاه داشته باشیم 

(۲-۱۲                                              )( ) ( )I E x E x  

)یک ماتریس از مرتبه  که در اینجا  1) ( 1)m m   .است 

 ( داریم:۲-۶رابطه )از ، برای بدست آوردن ماتریس 

(۲-۱۳                                )( ) ( ) ( ).m mI E x I A X x A I X x    

 ثابت شده است که 

( 1)

( 1)

k kk
I x x

k

 



 

  

 

 لذا میتوان نتیجه زیر را گرفت:
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2

1

( ) [1, , ,..., ]

(1) (2) ( 1)
[ , ,..., ]

( 1) ( 2) ( 1)

m T

m T

I X x I x x x

m
x x x

m

 

  

  

 



   


      

 

)با توجه به بسط   1)

( 1)

kk
x

k





 

  
 با استفاده از جندجمله ایهای اویلر، داریم 

(۲-۱۴               )
0

( 1)
( ) ( ) ( ), 0,1,..., .

( 1)

m
k k k T

i i

i

k
x u E x U E x k m

k









 
 

  
 

 و در نتیجه

 (۲-۱۵                                               )( ) ( )I X x E x  

 که در اینجا داریم:

0

1

( )

( )
.

( )

T

T

m T

U

U

U

 
 
 

 
 
 
 
 

 

 ( ، نتیجه زیر را می گیریم:۱۳-۲با جایگذاری رابطه بالا در )

( ) ( ).mI E x A E x   

به صورت  لیوویل چندجمله ایهای اویلر یعنی -واضح است که ماتریس  عملیاتی انتگرال گیری کسری ریمان

 زیر است: 

(۲-۱۶                                                        ).mA  

 های اویلر ماتریس عملیاتی ضرب مبتنی بر چندجمله ای ۲-۲-۲

)یک  Pفرض کنید  1)m  بردار باشد. گویندP  :ماتریس عملیاتی ضرب نامیده میشود هرگاه داشته باشیم 

(۲-۱۷                                       )( ) ( ) ( ),TE x E x P PE x 

 :برای تعیین این ماتریس، به صورت زیر عمل می کنیم
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( ) ( ) ( ) ( ) ,T T T T

m m m mE x E x P A X x X x A P A A P   

,ماتریس   در این فرمول درآیه های 1 , 1,ij i j m       :به صورت زیر تعریف شده است 

   

Tفرض کنید     

mA P G    1و 2 1[ , ,..., ]TmG G G G   حال به .

 ها را بسط میدهیم. داریم: G( ، هرکدام ۸-۲کمک رابطه )

( ), 1, 2,..., .T

i iG E x i m   

 در نتیجه 

( ) ( ) ( ),T

mE x E x P A E x  

 که در اینجا داریم:

1

2

1

( )

( )
.

( )

T

T

T

m 

 
 
 

 
 
 
  

 

mPبوضح ماتریس عملیاتی ضرب عبارت است از  A  . 

2.i j

ij x  
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 ۳فصل 
 

 توابع اویلر از مرتبه کسری
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 مقدمه ۱-۳

را بیان می  توابعیک متغیره و دو متغیره را معرفی کرده و خواص این  37مرتبه کسریتوابع اویلر از فصل در این 

مراتریس هرای عملیراتی تقریب توابع یک متغیره و نیز دو متغیره توسط ایرن توابرع را آورده و در ادامره کنیم. 

ر فصرل شرکل مبتنی بر ایرن توابرع ارائره مری دهریم. در آخرضرب  و نیز  لیوویل -انتگرال گیری کسری ریمان

 مانریسی توابع شامل تاخیر به کمک این توابع را محاسبه می کنیم.

  

 توابع  اویلر از مرتبه کسری یک متغیره ۱-۱-۳

مثرل  اخیرا ساختن توابع از مرتبه کسری به کمک چندجمله ای ها بررای حرل عرددی انرواع معرادلات کسرری

مورد توجه محققرین معادلات انتگرال کسری و معادلات انتگرال دیفرانسیل کسری  ،معادلات دیفرانسیل کسری

بوضوح به این نکته اشاره شده اسرت کره نترایج عرددی  ،قرار گرفته است . در مقالات چاپ شده در این موضوع

معرادلات  توابع از مرتبه کسری خیلی بهتر از بکارگیری چندجمله ای ها برای حل عددی این نروع از بکارگیری 

ترابع مک چندجمله ای ها را توضریح داده و سرپس از مرتبه کسری به ک هست. لذا در این قسمت ساختن توابع

   را تعریف می کنیم. اویلر از مرتبه کسری

)فرض کنید . ۱-۱-۱-۳تعریف  )np x   یک چندجمله ای از درجهn  باشد. برای ساختن تابع از مرتبه کسری

)به کمک  )np x کافیست متغیر ،x  را با متغیر دیگری  مثلt  (0,1)که   جایگزین کنیم  در این صورت .

( )np t  .را تابع از مرتبه کسری نامند 

)فرض کنید  .۲-۱-۱-۳تعریف  )nE x از درجه  چندجمله ای اویلرn  متغیرر یجایگزینباشد. باx  برا متغیرر

t   تا بع( )nE t   بررای  ،در کرل رسراله مری گوینرد.  اویلر از مرتبه کسری تابع تابع،بدست می آید که به این

)راحتی  )nE t   را با( )nE t  .نشان می دهیم 

 ها نوشت: بطه بازگشتی زیر را برای این چندجمله ایتوان را قبل می فصلبا توجه به 

(۳-۱                                                    )
0

( ) ( ) 2 ,
m

m

k m

k

m
E t E t t

k

  



 
  

 
 

                                                 
37 Fractional-order Euler polynomials 
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که در اینجا 
m

k

 
 
 

 بدیهی است که: باشد. ضرایب دو جمله ای می 

0 1

2

2 3 2

3

1
( ) 1, ( ) ,

2

2 1
( ) , ( ) ,....

3 4

E t E t x

E t t t E t t t

  

    

  

    

 

 شکل بسته توابع اویلر از مرتبه کسری ۲-۱-۳

به شکل بسته این توابع ، ( آورده شده است ۳-۲با استفاده از شکل بسته چندجمله ایهای اویلر که در رابطه )

  صورت زیر می باشند:

(۲-۳                                                 )

1
1 ( 1 )

1

11
( ) (2 2 ) (0) , 1, 2,...,

1n

n
k n k

k

k

n
E t B t n

kn

 


  



 
   

  
 

)که در اینجا  )kB x  ،0,1,2,...k ، های برنولی از درجه  چندجمله ایk  قبل تعریرف شرده  فصلبوده و در

  است.

 ضرب داخلی توابع اویلر از مرتبه کسری: ۳-۱-۳

) قبل، ضرب داخلی توابع اویلر از مرتبه کسری فصلهمانند   )
n

E t  و( )
m

E t   را به صورت زیر محاسبه می

 کنیم:  

(۳-۳            )
 

1
1 1

1
0

( ), ( )

!( 1)!
( ) ( ) ( 1) (0), , 1.

( 1)!

n m

m n

n

m n

E t E t

m n
E t E t t dt E m n

m n

 

  



 

 




  

 
 

 ، شکل ماتریسی بردار توابع اویلر از مرتبه کسری تک متغیره: ۴-۱-۳

)بردار توابع اویلر از مرتبه کسری  )E t :را به صورت زیر تعریف می کنیم 

 (۳-۴)                                              
0 1

( ) ( ), ( ),..., ( ) .
m

T

E t E t E t E t          
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)( ، می توان شکل ماتریسی بردار ۲-۳با توجه به رابطه ) )E t :را به صورت زیر نوشت 

(۳-۵                                                    )( ) ( ),mE t A X t  

 که در اینجا داریم: 

2

1

3 2

2 1

2 1 2

1 1

2 2
(0) 0 0

1

2 22 2 2 2
(0) (0) 0

2 12 2

1 1 12 2 2 2 2 2
(0) (0) (0)

1 12 1 1

m

m m

m m

B

B B
A

m m m
B B B

m mm m m

 



 
 
 
     
    

     
 
 

          
              

 

 و 

2( ) 1, , ,..., .
T

mX t t t t       

)مزیت نوشتن شکل برداری توابع اویلر به صورت  ) ( )mE t A X t   این است که در محاسبه ماتریس عملیاتی

)انتگرال گیری این توابع کافیست محاسبه ماتریس عملیاتی انتگرال گیری )X t   .محاسبه شود 

 توابع اویلر از مرتبه کسری دو متغیره ۲-۳

,0]توابع اویلر از مرتبه کسری دو متغیره تعریف شده در  :۳-۲-۱ تعریف 1] × به صورت زیر تعریرف  [0,1]

 می شود:

,

, ( , ) ( ) ( ).
ii j jE x y E x E y    

 شکل ماتریسی توابع اویلر از مرتبه کسری دو متغیره: ۲-۲-۳

 فرض کنید

 (۳-۶            ), , , , , ,

0,0 0,1 0, 1,0 ,( , ) ( , ), ( , ),..., ( , ), ( , ),..., ( , ) .
T

n m nE x y E x y E x y E x y E x y E x y               

 واضح است که
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, ( , ) ( ) ( ),E x y E x E y     

 بوده و نیز   عملگر ضرب کرونیکر که در اینجا 

0 1 0 1( ) ( ), ( ),..., ( ) , ( ) ( ), ( ),..., ( ) .
T T

m nE x E x E x E x E y E y E y E y               

 با فرض اینکه 

,

,

( ) ( ), ( ) ( ),

( , ) [1, ,..., , , ,..., ,..., , ,..., ]

m n

n n m m m n

m n

E x A X x E y A X y

X x y y y x x y x y x x y x y

   

             

 


 

 نتیجه می شود که:

, ,( , ) ( , ).m nE x y A A X x y     

 بسط توابع یک متغیره به کمک توابع اویلر از مرتبه کسری:  ۳-۲-۳

فرض کنید   2( ) 0,1u x L.   این تابع را می توان به کمک  توابع اویلر از مرتبه کسری به صورت زیر بسط

 داد:

(۳-۷                          )
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
m

T T

i i i i

i i

u x u E x u E x U E x E x U   


 

    

 به صورت زیر تعریف شده است: Uکه در اینجا  بردار 

 0 1, ,..., .
T

mU u u u 

)( با ۷-۳،  همانند بخش قبل، از ضرب داخلی رابطه )Uبرای تعیین بردار )jE x ( ۳)با در نظر گرفتن رابطه-

 استفاده می کنیم: به صورت زیر  (( ۳

1
1

0
0

( ( ), ( )) ( ) ( ) , 0,1,..., .
m

j i j i

i

u x E x u E x E x x dx j m   



   

]حال ماتریس ]ijD d  :را به صورت زیر تعریف می کنیم 

1
1

0
( ) ( )ij i jd E x E x x dx     
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 بنابراین داریم:

,D U b  

1
1

0 1
0

[ , ,..., ] , ( ) ( ) .T

m j jb b b b b u x E x x dx         

Dدر نتیجه، با فرض معکوس پذیری ماتریس  :داریم ، 

1( ) .U D b  

 بسط توابع دو متغیره به کمک توابع اویلر از مرتبه کسری دو متغیره:  ۴-۲-۳

فرض کنید     2( , ) 0,1 0,1f x y L .   همانند توابع یک متغیره، این تابع را می توان به کمک  توابع اویلر

 از مرتبه کسری دو متغیره به صورت زیر بسط داد:

(۳-۸     ), , , ,

, ,

0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,
m n

T T

ij i j ij i j

i j i j

f x y f E x y f E x y F E x y E x y F       
 

   

    

,در این فرمول،  بردار  ( , )E x y  ( تعریف شده و نیز ۶-۳در رابطه ) 

 00 01 0 10 11 1, ,..., , , ,..., ,..., .
T

n n mnF f f f f f f f 

 برای تقریب تابع.  ۱-۲-۳لم        2( , ) 0,1 0,1f x y L ،  :داریم 

, ,( , ) ( , ) ( ) ( ),T Tf x y F E x y E x E y       

,در اینجا  ,[ ]ij

      یک ماتریس( 1) ( 1)m n   :بوده و نیز داریم 

, .ij ijf   

 ، ابتدا قرار دهید:Fبرای محاسبه بردار ضرایب 

1 1
, , 1 1

0 0
( , ) ( , ) .pq pqz f x y E x y x y dxdy         

 ( در رابطه بالا داریم:۸-۳با اسفاده از رابطه )
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( , ) ( , )

1 1
, , , 1 1

0 0
0 0

1 1
1 1

0 0
0 0

1 1
1 1

0 0
0 0

( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

m n
pi qj

m n

pq ij ij pq

i j

m n

ij i j p q

i j

m n

ij i p j q

i j

w w

z f E x y E x y x y dxdy

f E x E y E x E y x y dxdy

f E x E x x dx E y E y y dy

 

       

     

     

 

 

 

 

 

 







  

  

  

( , ) ( , )

0 0

.
m n

m n

pi qj ij

i j

w w f 

 



 

p,...,0,1برای  m  0,1و,...,q n :شکل ماتریسی رابطه بالا را می توان به صورت زیر نوشت  

(۳-۹                                         )( , ) ( , )m nZ W W F   

],که در این رابطه،  ]pqZ z    یک ماتریس( 1)( 1) ( 1)( 1)m n m n      بوده و نیز ماتریسهای( , )mW   و

( , )nW    به ترتیب از مرتبه( 1) ( 1)m m    و( 1) ( 1)n n    هستند. واضح است که با حل دستگاه خطی

 را تعیین کرد. F( میتوان بردار ضرایب یعنی ۳-۹)

 بسط توابع شامل تابع تاخیر به کمک توابع اویلر از مرتبه کسری:  ۵-۲-۳

[0,1]: فرض کنید [0,1]h   تابع تاخیر باشد و نیز  2( ) 0,1u x L.   ( داریم:۷-۳رابطه ) بکارگیریبا 

0 0

( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ( )).

m m
T

i i i i

i i

T

m

u x u E x u h x u E h x U E h x

U A X h x

  



 

 



  

 از طرفی داریم:

2( ( )) [1, ( ), ( ) ,..., ( ) ]m TX h x h x h x h x    

)حال از بسط  )ih x   0برای, 1, ...,i m، :میتوان نوشت 

, ,

0

( ) ( ) ( ) ( ).
m

i i i T

j j

j

h x H E x H E x    



 

 :بنابراین میتوان نتیجه گرفت
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(۳-۱۰                                              )( ( )) ( ),T

mu h x U A D E x  

 داریم:که در اینجا 

0,

1,

,

( )

( )
.

( )

T

T

m T

H

H
D

H








 
 
 


 
 
 
 

 

 لیوویل و ضرب توابع اویلر از مرتبه کسری-ماتریس های عملیاتی انتگرال گیری کسری ریمان ۳-۳

 لیوویل توابع اویلر از مرتبه کسری-ماتریس  عملیاتی انتگرال گیری کسری ریمان ۱-۳-۳

فرض کنید  
0 1

( ) ( ), ( ),..., ( )
m

T

E t E t E t E t        بردار توابع اویلر از مرتبه کسری بوده و نیزI    عملگر

( آورده شده است. با توجه به تعریف ماتریس  3-5-1) لیوویل باشد که در تعریف-انتگرال گیری کسری ریمان

 قبل آورده شد گویند  فصل لیوویل چندجمله ایهای اویلر که در -عملیاتی انتگرال گیری کسری ریمان

) لیوویل-ماتریس عملیاتی انتگرال گیری کسری ریمان )E t :است هرگاه داشته باشیم 

(۳-۱۷                                              )( ) ( )I E x E x    

)یک ماتریس از مرتبه  که در اینجا  1) ( 1)m m    .است 

 ( داریم:۵-۳عمل می کنیم. از رابطه ) فصل، همانند برای تعیین  ماتریس 

(۳-۱۸                                )( ) ( ) ( ).m mI E x I A X t A I X x       

)2با توجه به اینکه  ) 1, , ,...,
T

mX x x x x      ،   می توان گرفت:نتیجه زیر را 

2( ) 1, , ,...,

(1) (1 ) ( 1)
[ , ,..., ]

( 1) ( 1 ) ( 1)

T
m

m T

I X x I x x x

m
x x x

m

     

     

    

 

   

    

       

 

)، لازم است که  توابع برای تعیین ماتریس عملیاتی  1)
, 0,1,..., ,

( 1)

kk
x k m

k

 

 

 


  
را با استفاده  
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 از توابع اویلر از مرتبه کسری به شکل زیر بسط دهیم:

(۳-۱۹               )
0

( 1)
( ) ( ) ( ), 0,1,..., .

( 1)

m
k k k T

i i

i

k
x u E x U E x k m

k

     

 





 
 

  
 

 و در نتیجه

 (۳-۲۰                                               )( ) ( )I X x E x    

 که در اینجا داریم:

0( )

( )
.

( )

T

T

m T

U

U

U






 
 
 

 
 
 
 
 

 

 ( ، نتیجه زیر را می گیریم:۱۸-۳با جایگذاری رابطه بالا در )

( ) ( ).mI E x A E x     

به صورت  لیوویل توابع اویلر از مرتبه کسری یعنی -اتریس  عملیاتی انتگرال گیری کسری ریمانبوضوح م

 :خواهد بودزیر 

(۳-۲۱                                                        ).mA    

 اویلر از مرتبه کسریماتریس عملیاتی ضرب مبتنی بر توابع  ۲-۳-۳

)یک  Pقبل، فرض کنید  فصلهمانند  1)m  بردار باشد. هدف تعیین ماتریس از مرتبه( 1) ( 1)m m   

 است بطوریکه داشته باشیم:  Pمانند 

(۳-۲۲                                       )( ) ( ) ( ),TE x E x P P E x    

)با جایگذاری شکل ماتریسی  )E x :در رابطه بالا، داریم 

( ) ( ) ( ) ( ) ,T T T T

m m m mE x E x P A X x X x A P A A P       
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)با در نظر گرفتن اینکه حاصل ضرب  ) ( )TX x X x    یک ماتریس( 1) ( 1)m m    است و نیز با

,فرض  1 , 1,ij i j m       :داریم ، 

( 2) .i j

ij x    

Tاگر  فرض کنیم 

mG A P     1که 2 1[ , ,..., ]T

mG G G G   

( ، ۷-۳با استفاده از  رابطه ) ، در اینصورت

iGهرکدام    :ها را بسط میدهیم. لذا نتیجه می گیریم که 

( ) ( ), 1, 2,..., 1,T

i iG E x i m      

( ) ( ) ( ),T

mE x E x P A E x    

 که در اینجا داریم:

1

2

1

( )

( )
.

( )

T

T

T

m










 
 
 

 
 
 
  

 

mPبوضح ماتریس عملیاتی ضرب عبارت است از  A   . 

 

 

 

 



63 

 

 

 

 

 

 ۴فصل 

 

انتقال یافته و ماتریس های چندجمله ای های چبیشف نوع اول 

 عملیاتی انتگرال گیری کسری و ضرب مبتنی بر این چند جمله  ای ها
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 مقدمه ۴-۱

چندجمله ای های متعامد نقش بسیار مهمی در تقریرب توابرع دارنرد و در برین چندجملره ای هرای متعامرد،  

در ریاضریات هسرتند. ایرن  یکی از مهم ترین چندجمله ای هرای شرناخته شرده 38چندجمله ای های چبیشف

,ازای  به 39چندجمله ای ها حالت های خاص چندجمله ای های ژاکوبی    
1 1
2 2

هسرتند. در برین   

این چندجمله ای ها، چندجمله ای های نروع اول از اهمیرت بیشرتری برخروردار هسرتند. ارتبراط نزدیرک ایرن 

این چندجمله ای ها در صفرهای چندجمله ای های  40تعامد گسستهچندجمله ای ها با توابع مثلثاتی و خاصیت 

نوع اول، این چندجمله ای ها را از بقیه چندجمله ای های متعامد متمایز می کند. هم چنین ترابع درونیراب در 

بره ترابع اصرلی  42در تقریب می نی مراکس 41صفرهای چندجمله ای های چبیشف نوع اول تحت نرم بی نهایت

چندجمله ای ها نقش بسیار مهمی در نظریه تقریرب دارنرد. ایرن چندجملره ای هرا بره صرورت همگراست. این 

گسترده در ریاضیات کاربردی از جمله در انتگرال گیری و مشرتق گیرری عرددی ، تقریرب کمتررین مربعرات ، 

ه اند. در این فصل درونیابی  و در حل عددی معادلات دیفرانسیل و معادلات انتگرال و ...  مورد استفاده قرار گرفت

خواص مهمی از این چندجمله ای ها را آورده و سپس مروری بر چندجمله ای هرای چبیشرف نروع اول انتقرال 

یافته می کنیم. در ادامه تقریب توابع به کمک این چند جمله ای ها را ارائه داده و در آخر فصل مراتریس هرای 

ی چبیشف نوع اول انتقال یافتره، ضررب مبتنری برر ایرن لیوویل چندجمله ای ها-عملیاتی انتگرال گیری ریمان

 چندجمله ای ها و نیز توابع شامل تابع تاخیر را محاسبه می کنیم.  

 چندجمله ای های چبیشف ۲-۴

,چندجمله ای های چبیشف نوع اول تا چهارم را به ترتیب با نمادهای  , ,W V U T  نشران مری دهریم. ایرن

 ه شکل زیر تعریف می شوند:چندجمله ای ها ب

                                                 
38Chebyshev polynomials   

39Jacobi polynomials   
40Discrete orthogonality   

41.


   

42max-Mini   
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(۱-۴               )

.

2

( ) cos ,

sin( 1)
( ) ,

sin

1
cos( )

( ) ,
cos

2
1

sin( )
2( ) , 0,1,2,3,...

sin
2

T xn

n
U xn

n
V xn

n
W x nn
























 

 

cosxکه در اینجا    .است 

  تعامد چند جمله ای های چبیشف ۱-۲-۴

,چندجمله ای های چبیشف نوع اول تا چهارم یعنی , ,W V U Tنسبت به توابع وزن ، به ترتیب 

2

2

1 1 1
, 1 , , ,

1 11

x x
x

x xx

 


 
 

 متعامد هستند به عبارتی دیگر داریم:

1

21

0 ,

( ) ( )
= , 0

21
, 0

n m

m n

T x T x
dx m n

x
m n











 
 

 

 

1
2

1
1 ( ) ( ) , , 0,1, ,

2
m n mnx U x U x dx m n





   

1

1

1
( ) ( ) , , 0,1, ,

1
m n mn

x
V x V x dx m n

x





 

 

1

1

1
( ) ( ) , , 0,1, ,

1
m n mn

x
W x W x dx m n

x





 

 

 دلتای کرونکر بوده و داریم: mnکه در آن 

1, ,

0,
mn

m n

m n



 


 

 این چندجمله ای ها دارای خواص زیر هستند:

1 1 0 1 11) ( ) = 2 ( ) ( ), ( ) =1, ( ) = , ( ) = 0,n n nT x xT x T x T x T x x T x    
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1 1 0 1 12) ( ) = 2 ( ) ( ), ( ) =1, ( ) = 2 , ( ) = 0,n n nU x xU x U x U x U x x U x    

1 1 0 1 13) ( ) = 2 ( ) ( ), ( ) =1, ( ) = 2 1, ( ) = 0,n n nV x xV x V x V x V x x V x     

1 1 0 1 14) ( ) = 2 ( ) ( ), ( ) =1, ( ) = 2 1, ( ) = 0,n n nW x xW x W x W x W x x V x     

1 25) ( ) = ( ) ( ),n n nT x xU x U x   

26) 2 ( ) = ( ) ( ),n n nT x U x U x  

2

1 17) ( ) (1 ) ( ) = ( ).n n nxU x x U x nT x 
   

18) (1 ) ( ) ( ) ( )n n nx V x T x T x    

19) (1 ) ( ) ( ) ( )n n nx W x T x T x    

10) ( ) ( ( )) ( ( )),mn m n n mT x T T x T T x   

1 1 1 1 111) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ),mn m n n n m mU x U T x U x U T x U x       

2 2 2

212) (2 1) 2 ( ) 1 ( ),n n nT x T x T x     

2

1 113) ( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( ),m n m n m nT x T x T x x U x U x      

1 1 114) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),m n m n n mU x U x T x U x T x      

2

1 115) ( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( ),m n m n m nT x T x T x x U x U x      

| 1| 1 116) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),m n m n n mU x U x T x U x T x      

| |17) 2 ( ) ( ) ( ) ( ),m n m n m nT x T x T x T x    

2

1 1 | |18) 2(1 ) ( ) ( ) ( ) ( ),m n m n m nx U x U x T x T x       

1 1 | 1|19) 2 ( ) ( ) ( ) ( ),n m m n m nT x U x U x U x       

1 )2 2 ( )0) ( ) (n n nT x V x V x   

1 )2 2 ( )1) ( ) (n n nT x W x W x   

1( ) ( ) ( )22) n n nV x U x U x   

1( ) ( ) ( )23) n n nW x U x U x   

2 )2 2 ( )4) ( ) (n n nT x U x U x   

1 )2 ( ) (5) ) (n n nxU x U x T x   . 

آمده است. با استفاده از تعامد چندجمله ای های چبیشرف نتیجره [Arghang]اثبات بعضی از این روابط در ب

متعامد هسرتند.  nبر هر چندجمله ای از درجه کمتر از  nمی شود که چندجمله ای های چبیشف  از درجه 

باشد نتیجه جالبی بدست می آید. قضیه زیر بره  nزمانی که درجه چندجمله ای مورد نظر بزرگتر یا مساوی با 

 این مطلب اشاره می کند.
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  یمدار nو mبه ازای هر دو عدد طبیعی  :قضیه (2-2-2)

1

,
21

2 ( 1)
, , ,

( )
1 1( ) = =

2 21

0, .

m

m
T n
m n

m
m n m n is even

m n m nx T x
i I dx

x

n m or m n is odd





  
      

       
    

  

  

1

1
2

,
1

2 ( 1) ( 1)
, , ,

1 2( ) = 1 ( ) =
2 2

0, .

m

U m

m n n

n m
m n m n is even

m n m n
ii I x x U x dx

n m or m n is odd

 



   
      

        
   

  

  

1

1

1
,

0, .

2 ( 1)
, 1 , ,

1 1
2 2

2 ( 1)
( ) = = , 1 , ,

1 1
1

2 2

3
, 1,

2

,

1
(

,
2

)
1

m

m
T

m n

n

n

m

n

m n

m
m n m n is even

m n m n

m
iii V m n m n is odd

m n m

m

x
x V x

n

m

dx

n

n

x




















  
   

    
          


 

  
           

    

  








  

 

1

1

1
,

0, .

2 ( 1)
, 1 , ,

1 1
2 2

2 ( 1)
(

,

1
() = = , 1 , ,

1 1
1

2 2

, 1
2

)

, ,

1

2

m

m
T

m n

n

n

m

n

m n

m
m n m n is even

m n m n

m
iv W m n m n is odd

m n m n

m

n

x
x W x dx

n

m

x




















  
   

    
          


  

  
           

    

  








  

 [Arghang ]اثبات : در 

 چندجمله ای های چبیشف نوع اول انتقال یافته ۳-۴
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با روشی که در این بخش ارائه می شود می توان چندجمله ای چبیشف انتقال یافته از هر نوع را ساخت. در 

تعریف می شوند. حال برای تعریف این  [1,1-]بخش قبل دیدیم که چندجمله ای های چبیشف در بازه 

]چندجمله ایها در بازه دلخواه  , ]a b،  :لازم است که تبدیل زیر را در نظر بگیریم 

( ) ( )
, [ 1,1].

2 2

b a a b
t x x

 
    

,0در این بخش، حالت  1a b   را در نظر می گیریم . بنابراین یرای این حالت تبدیل به صورت زیر خواهد

 بود: 

(۲-۴                                   )2 1, [0,1].x t t   

 در نظر گرفتن رابطه بازگشتی با 

1 1 0 1 1( ) = 2 ( ) ( ), ( ) =1, ( ) = , ( ) = 0,n n nT x xT x T x T x T x x T x   

 (  رابطه زیر را نتیجه می گیریم:۲-۴برای چندجمله های های چبیشف نوع اول و نیز با بکارگیری تبدیل )

1 1(2 1) = 2(2 1) (2 1) (2 1).n n nT t t T t T t      

)با فرض  ) (2 1)n nT t T t    رابطه بازگشتی زیر را برای چندجمله های های چبیشف نوع اول انتقال یافته و

 نتیجه می گیریم:  [0,1]تعریف شده در بازه 

(۳-۴                        )1 1( ) = 2(2 1) ( ) ( ), ,n n nT t t T t T t n N  

    

 که در اینجا داریم:
* *

0 1( ) = 1, ( ) = 2 1.T t T t t  

 نوع اول انتقال یافته جمله ای های چبیشفچندخواص  ۱- ۳-۴

)*اگر بتوانیم )nT t  را به شکل بسته و به صورت بسطی از توانهای, 0,1,..., ,kt k n  بنویسیم در این صورت

لیوویل و نیز مشتق کسری کاپوتو چندجمله ای -محاسبه ماتریس های عملیاتی انتگرال گیری کسری ریمان

)*ثابت شده است که  ]10[انتقال یافته کار آسانی خواهد بود. خوشبختانه در  های چبیشف نوع اول )iT t  را می

 توان به صورت زیر نمایش داد:

(۴-۴                         ) 

 

2

*

0

1 !2
( ) = ( 1) ,

!(2 )!

ki
i k k

i

k

i k
T t i t

i k k





 



 

 همچنین برای این چندجمله ایها داریم: 
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(۵-۴                           )                                         
 2 2 2 2

1 1

1
) ( ) ( ) = ( ) ( ) ,

2

( ) ( )1
) ( ) .

4 1 1

i j i j i j

i i
i

i T t T t T t T t

T t T t
ii T t dt

i i

   

   

 
  



 
  

  


 

 به راحتی میتوان ثابت کرد که تعامد این چندجمله ایها به صورت زیر است: 

(۶-۴                                         )1
* * *

0
( ) ( ) ( ) = ,i j i ijT t T t w t dt h  

 که در این رابطه داریم: 

*

2

1
( ) ,

, 0,

, 1.
2

i

w t
t t

i

h
i











 




 

 نوع اول انتقال یافته جمله ای های چبیشفچندشکل ماتریسی  ۲-۳-۴

 فرض کنید:

2

( ) ( ) ( ) ( )

0 1

( ) 1, , ,..., ,

[ , ,..., ],

T
m

m m m m

m

X t t t t

V v v v

   



 

*( می توان ۴-۴با استفاده از رابطه ) ( )mT t  :را به صورت زیر نوشت 

(۷-۴                                      )* ( )( ) ( ),m

mT t V X t 

 که 

(۸-۴                      )
2

( ) ( 1)!2
( 1) , 0,1,..., .

( )!(2 )!

k
m m k

k

m m k
v k m

m k k

  
  


 

,*حال با فرض 

0 1( ) [ ( ), ( ),..., ( )]m m m m T

mT t T t T t T t :به راحتی نتیجه می گیریم ، 

(۹-۴                              )*, ( ) ( ),m

mT t A X t 

 که در اینجا 
(0)

(1)

( )

m

m

V

V
A

V

 
 
 


 
 
 
 

 

یک ماتریس از مرتبه    1 1m m    :است. همچنین داریم 
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(۱۰-۴                             )

(0)

(1) 1 1

0 1

(2) 2 2 2

0 1 2

( )

0 1 2

[1,0,...,0],

[ , ,0,...,0],

[ , , ,0,...,0],

[ , , ,..., ].m m m m m

m

V

V v v

V v v v

V v v v v









  

 نوع اول انتقال یافته جمله ای های چبیشفچند بسط توابع  به کمک ۴-۴

 توابع یک متغیره ۱ -۴-۴

فرض کنید   2( ) 0,1u x L.   این تابع را می توان به کمک  چندجمله ای های چبیشف نوع اول انتقال یافته

 به صورت زیر بسط داد:

(۱۱-۴                          )* * *, *,

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
m

T m m T

i i i i

i i

u t u T t u T t U T t T t U


 

   

 به صورت زیر تعریف شده است: Uکه در اینجا  بردار 

 0 1, ,..., .
T

mU u u u 

( یعنی ویژگی تعامد چندجمله ای های چبیشف نوع اول انتقال یافته به ۶-۴،  از رابطه )Uتعیین برداربرای 

 استفاده می کنیم: صورت زیر 

1
* * * *

0
0

0

( ( ), ( )) ( ) ( ) ( )

, 0,1,..., .

m

j i i j

i

m

i i ij j j

i

u t T t u T t T t w t dt

u h u h j m







  

 



 

 بنابراین داریم: 

                                        
1

*

0

1
( ) ( ) ( ) .j j

j

u u t T t w t dt
h

  

 توابع دو متغیره ۲ -۴-۴

فرض کنید      2( , ) 0,1 0,1f x y L .  همانند توابع یک متغیره، می توان تابع( , )f x y  را در جملات

 چندجمله ای های چبیشف نوع اول انتقال یافته دو متغیره به صورت زیر بسط داد:
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(۱۲-۴  )* * * * *, *,

0 0 0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),
m m m m

m T m

ij ij ij ij ij i j

i j i j i j

f s t f T s t f T s t f T s T t T s FT t
 

     

     

* که در اینجا * *( , ) ( ) ( )ij i jT s t T s T t  ،[ ]ijF f  یک ماتریس از مرتبه   1 1m m    بوده و دارای درآیه

 های به صورت زیر خواهد بود:

(۱۳-۴           )
1 1

* *

0 0

1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , 0,1,2,..., .ij i j

i j

f f s t T s T t w s w t dsdt i j m
h h

   

 توابع شامل تابع تاخیر ۳ -۴-۴

[0,1]:فرض کنید   [0,1]h   تابع تاخیر بوده و نیز  2( ) 0,1u x L.   برای بسط( ( ))u h t  با جملات

  ( را بکار می بریم. داریم:۴-۱۱چندجمله ای های چبیشف نوع اول انتقال یافته، رابطه )

*,

0 0

( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ( )).

m m
m m T m

i i i i

i i

T

m

u t u T t u h t u T h t U T h t

U A X h t

 

 



  

)حال برای نوشتن بسط  ( ))u h t    با جملات چندجمله ای های چبیشف نوع اول انتقال یافته، کافی است که

2( ( )) [1, ( ), ( ),..., ( )]m TX h t h t h t h x :را به کمک این چند جمله ای ها بسط د هیم. برای این منظور داریم 

*,

0

( ) ( ) ( ) ( ), 0,1,..., .
m

i i i i T m

j j

j

h t H T t H T t i m


  

0که در اینجا 1[ , ,..., ]j j j j T

mH H H H   :بردار ضرائب بوده و داریم 

(۱۴-۴                )
1

*

0

1
( ) ( ) ( ) , , 0,1,..., .j j

i i

i

H h t T t w t dt i j m
h

  

  بنابراین  میتوان نتیجه زیر را گرفت:

(۱۵-۴                          )*,( ( )) ( ),T m

mu h t U A HT t 

 که در آن 
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0

1

( )

( )
.

( )

T

T

m T

H

H
H

H

 
 
 


 
 
 
 

 

جمله ای های چند مبتنی بر لیوویل و ضرب-ماتریس های عملیاتی انتگرال گیری کسری ریمان ۵-۴

 نوع اول انتقال یافته چبیشف

 لیوویل چندجمله ای های چبیشف نوع اول انتقال یافته-ماتریس  عملیاتی انتگرال گیری کسری ریمان ۱-۵-۴

 [9]لیوویل چندجمله ای های چبیشف نوع اول انتقال یافته در -ماتریس عملیاتی انتگرال گیری کسری ریمان

ا روش بسیار ساده این ماتریس را بدست می آوریم. همانطور که در فصل قبل ساخته شده است. در این بخش ب

لیوویل چندجمله ای های چبیشف نوع اول -تعریف کردیم  تعریف ماتریس عملیاتی انتگرال گیری کسری ریمان

 انتقال یافته به صورت زیر است: 

,*فرض کنید  ۱-۵-۴تعریف   

0 1( ) [ ( ), ( ),..., ( )]m m m m T

mT t T t T t T t ای های چبیشف نوع اول  بردار چندجمله

Iانتقال یافته  بوده و نیز    ( آورده شده 3-5-1لیوویل باشد که در تعریف)-عملگر انتگرال گیری کسری ریمان

است. گویند 


 لیوویل -ماتریس عملیاتی انتگرال گیری کسری ریمان*, ( )mT t :است هرگاه داشته باشیم 

(۱۶-۴                                              )*, *,( ) ( )m mI T t T t


  

که در اینجا 


  یک ماتریس از( 1) ( 1)m m  .مرتبه  است 

برای بدست آوردن ماتریس 


( داریم:۹-۴صل سوم  عمل می کنیم.   از رابطه )، همانند روش ف 

(۱۷-۴                                )*, ( ) ( ) ( ).m

m mI T t I A X t A I X t    

 در فصل سوم ثابت کردیم که:

2

1

( ) [1, , ,..., ]

(1) (2) ( 1)
, ,..., .

( 1) ( 2) ( 1)

m T

T

m

I X t I t t t

m
t t t

m

 

  

  

 



    
  

       
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)حال بسط   1)

( 1)

kk
t

k





 

  
k,...,0,1را برای    m  با استفاده از چندجمله ای های چبیشف نوع اول انتقال

 یافته می نویسیم.  داریم: 

(۱۸-۴               )* *,

0

( 1)
( ) ( ) ( ), 0,1,..., .

( 1)

m
k k k T m

i i

i

k
t u T t U T t k m

k









 
 

  
 

 و در نتیجه

 (۱۹-۴                                               )*,( ) ( )mI X t T t


  

 که در اینجا داریم:

(۲۰-۴                                         )

0

1

( )

( )
.

( )

T

T

m T

U

U

U



 
 
 


 
 
 
 

 

 ( نتیجه زیر را خواهیم داشت:۲۰-۴( و )۱۷-۴بوضوح، از روابط )

*, *,( ) ( ),m m

mI T t A T t


   

که در اینجا 
mA



  لیوویل-ماتریس عملیاتی عملگر انتگرال گیری کسری ریمان*, ( )mT t  .است 

 ماتریس عملیاتی ضرب مبتنی بر چندجمله ایهای چبیشف نوع اول انتقال یافته ۲-۵-۴

)یک  Pفرض کنید  1)m  .بردار باشدP  :ماتریس عملیاتی ضرب نامیده میشود هرگاه داشته باشیم 

(۲۱-۴                                       )*, *, *,( ) ( ) ( ).m m T mT t T t P PT t 

,*، از شکل ماتریسی Pبرای تعیین ماتریس ( )mT t :استفاده می کنیم. بنابر این داریم 

*, *,( ) ( ) ( ) ( ) ,m m T T T T

m m m mT t T t P A X t X t A P A QA P  

,ماتریس   در اینجا درآیه های 1 , 1,ijQ q i j m       :به صورت زیر تعریف می شود 
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2.i j

ijq t   

)فرض کنید   )T

mQA P R t   1و 2 1( ) [ ( ), ( ),..., ( )]T

mR t r t r t r t ( داریم:۱۱-۴. حال به کمک رابطه ، ) 

*,( ) ( ), 1, 2,..., 1.T m

i ir t T t i m    

 بنابراین

 (۲۲-۴                             )*, *, *,( ) ( ) ( ),m m T m

mT t T t P A T t  

 در نتیجه

(۲۳-۴                                             )mP A  

 که در اینجا داریم:

(۲۴-۴                                           )

1

2

1

( )

( )
.

( )

T

T

T

m 

 
 
 

 
 
 
  
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 ۵فصل 
 

 

مبتنی بر ماتریس های عملیاتی انتگرال کیری کسری و ضرب روش عددی 

 ل دیفرانسیل کسری معادلات انتگرابرای حل  توابع اویلر از مرتبه کسری

 خطی با هسته ضعیف تاخیری
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 مقدمه  ۱-۵

انتگررال همانطور که می دانیم محاسبات کسری شاخه ای از آنالیز ریاضی بوده و اخیررا مردلهای دیفرانسریل و  

را به خود جلب زیادی مندان علاقه   ،با توجه به کاربردهای زیاد در شاخه های مختلف علوم و مهندسی ،کسری

سیسرتمهای  ، [11]کرده است. بعضی از کاربردهای جالب محاسبات کسری را می تروان در امرواج مغناطیسری

و مردل  [15]ای دینامیکی غیر خطیسیستمه  ، [14]بهینه سازی ، [13] سیستمهای فیزیکی ،  [12]آشوب 

می تروان بره   ،مشاهده کرد. جهت مطالعه کاربرد محاسبات کسری در ویسکوالاسیتیسی [16]های انتقال گرما

روشهای عرددی مختلفری  ،. با عنایت به کاربردهای وسیع محاسبات کسری مراجعه کرد [23-17]رفرنس های 

روش  ،[24]برای حل عددی معادلات کسری ارائه شده است که این روشها شامل روش تبدیل دیفرانسل کسری

 [36-33]و روشرهای دیگرر   [32-29]روش موجرک ،[27,28]روش آنالیز هموتوپی ،[25,26]تجزیه آدومین

 است. 

له ای ها یا موجک ها( برای حل معادلات انتگررال اخیرا روشهای عددی مبتنی بر توابع از مرتبه کسری)چندجم

دیفرانسل کسری و معادلات دیفرانسیل کسری پیشنهاد شده است که از بین این روشها می توان به روش توابرع 

چندجمله ای های برنشتاین  ،[37]لاگور تعمیم یافته از مرتبه کسری برای حل عددی دستگاه معادلات کسری 

توابع لژاندر از مرتبه کسری برای حل معرادلات کسرری  ، [38]ل معادله ریکاتی کسریاز مرتبه کسری برای ح

توابرع اویلرر از مرتبره  ، [40,41]موجکهای برنولی از مرتبه کسری برای حل معادلات دیفرانسیل کسری ،[39]

  اشاره کرد.  [41] کسری برای حل معادلات انتگرال دیفرانسیل کسیری 

معادلات انتگرال دیفرانسیل کسری برای حل مبتنی بر توابع اویلر از مرتبه کسری دی ، یک روش عددر این فصل

 و تاخیری  زیر ارائه می شود:

(۵-۱)      

( )

1 2
1 2 3 3

0 0 0

( ) ( )

0

( , ) ( ) ( , ) ( ( ))
( ) ( , ) ( )

( ) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ), 0, 0 , 1,

(0) , 0,1,2,..., , [0,1],

r tt t

j j

k s t y s k s t y h s
D y t ds ds k s t y s ds

t s t s

g t y h s p t y t f t

y y j t



 
  

  




  

 


     


    


  

 

f,کررره در ایرررن معادلررره توابرررع  g و نیرررز , :[0,1] [0,1]r h   .توابرررع پیوسرررته و معلرررومی هسرررتند
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1 2 3( , ), ( , ), ( , )k s t k s t k s t  [0,1]هسرررته هرررایی هسرررتند کررره در [0,1]  تعریرررف شرررده انرررد. همچنرررین
( )

0 , 1, 2,..., ,iy i       و
1 2 3, ,    اعداد ثابتی بوده وD   .نشاگر عملگر مشتق کسری کاپوچو مری باشرد

توابع اویلر از مرتبه کسرری را بررای تقریرب انتگرال گیری کسری و ضرب ماتریسهای عملیاتی ، برای این منظور

)( یعنی۱-۵ابتدا مشتق کسری جواب مسئله )( به کار می بریم. ۱-۵جواب ) )D y t   با جملات توابع اویلر از را

 جرواب مسرئله با بکارگیری ماتریس عملیاتی انتگرال گیرری کسرری،  تقریرب  زده سپس تقریب  مرتبه کسری

)یعنی  )y t را بدست می آوریم. در ادامه تقریب( ( ))y h s  را بدست آورده و تقریب هرای حاصرل را در مسرئله

منجر به حل یک دستگاه معادلات خطری   (۵-۱می کنیم. در نهایت حل مسئله ) جایگذاری( ۵-۱اصلی یعنی )

با حل این دستگاه، جواب مسئله به صورت سری جواب با جملات توابع اویلر از مرتبه کسرری بدسرت می شود. 

 می آید. 

 روش پیشنهادی ۲-۵

( را ارائه میدهیم. برای این منظور تمامی جملات در معادله ۵-۱در این بخش روش پیشنهادی برای حل مسئله )

تقریرب زده و ی عملیاتی مبتنی برر ایرن توابرع مسئله را به کمک توابع اویلر از مرتبه کسری و نیز ماتریسها این

 نمایش ماترسی هر کدام از این جملات را می نویسیم. 

 (۱-۵تقریب جملات مسئله  )  ۱-۲-۵ 

 تمامی جملات معلوم و نامعلوم در معادله 

(۵-۲        )

( )

1 2
1 2 3 3

0 0 0

( , ) ( ) ( , ) ( ( ))
( ) ( , ) ( )

( ) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ),

r tt t
k s t y s k s t y h s

D y t ds ds k s t y s ds
t s t s

g t y h s p t y t f t



 
    

 

  

   

 را به کمک توابع اویلر از مرتبه کسری تقریب می زنیم. جزئیات تقریب در فصل سوم آورده شده است.  داریم:
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(۵-۳                       )

0

0

0

0

(1)

1 1

0 0

(2)

2

0 0

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( , ) ( ) ( )

m
T

i i

i

m
T

i i

i

m
T

i i

i

m
T

i i

i

m n
T

ij i j

i j

m n

ij i j

i j

D y t y E t Y E t

p t p E t P E t

g t g E t G E t

f t f E t F E t

k s t k E s E t E s K E t

k s t k E s E t E

  

 

 

 

   

  









 

 























 2

(3)

3 3

0 0

( ) ( ),

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ).

T

m n
T

ij i j

i j

s K E t

k s t k E s E t E s K E t



   

 



 

 ( نتیجه می شود:۳-۵لیوویل بر معادله اول رابطه )-از اعمال عملگر انتگرال کسری ریمان

1 ( )

0

(0 )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

!

i
T T i T T

i

y
I D y t I Y E t Y I E t y t t Y I E x Y E x

i


         

   



     

حال با بسط  
1 ( )

0

(0 )

!

i
i

i

y
t

i

    



  داریم:در جملات توابع اویلر از مرتبه کسری ، 

1 ( )

0

0

(0 )
( ),

!

i
i T

i

y
t Y E t

i




   



 

 ( را می توان به صورت زیر نوشت: ۲-۵بنابراین تقریب جواب معادله )

(۵-۴                          )0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ).T T T Ty t Y E x Y E x Y Y E x         

 (۱-۵تقریب جملات شامل انتگرال در مسئله  )  ۲-۲-۵

( را بدسررت آوریررم حاصررل انتگرررال ۱-۵قبررل از اینکرره تقریررب جمررلات شررامل انتگرررال در مسررئله  )

0

( ) ( )

( )

t TE s E s
ds

t s

 

   .را تعیین می کنیم 
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 شکل ماتریسی-۵-۲-۲-۱
0

( ) ( )

( )

t TE s E s
ds

t s

 

: 

)با استفاده از تعریف بردارهای  ) [1, ,..., ]m TE s s s    و( ) [1, ,..., ]n TE s s s   واضح است که حاصرل  ،

)به صورت ماتریس  1) ( 1)m n    خواهد بود. با جایگرذاری بردارهرای( )E s  و( )E s در انتگررال فروق ،

 داریم:

0 0 0

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

t t tT TT T
Tm n

m n

A X s X s AE s E s X s X s
ds ds A dsA

t s t s t s

    

  
 

     

)با فرض  ) ( ) ( )TT s X s X s    به عنوان یک ماتریس( 1) ( 1)n m   درآیه این ماتریس بره شرکل زیرر ،

 خواهند بود: 

( 1) ( 1)( ) [ ], .i j

ij ijT s T T s      

 لیوویل می توان نوشت:-ریمان کسری از طرفی طبق تعریف عملگر انتگرال

( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

1

0

1
.

(1 ) ( )

i j
t i js

I t ds
t s

 
 





  
  

 
   

 بنابراین داریم:

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)
1

0

1 ( 1) ( 1) 1

(1 )
( )

(( 1) ( 1) 1)
(1 ) (1 )

(( 1) ( 1) 2 )

i j

i j

t i j

i j

s
ds I t

t s

i j
I t t

i j

 

 

 




   



 
 

  

  

  

  


     

  


    
     

     


 

 در نتیجه

 (۵-۵                                        )
0

( ) ( )

( )

t T
T

m n

E s E s
ds A MA

t s

 




  

]که در اینجا  ]ijM m   یک ماتریس( 1) ( 1)m n   :بوده و نیز داریم 

(۵-۶                    )( 1) ( 1) 1(( 1) ( 1) 1)
(1 ) .

(( 1) ( 1) 2 )

i j

ij

i j
m t

i j

   


  

        
  

     
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بدیهی است با فرض   ماتریس ،M  یک ماتریس مربعی و از مرتبه( 1) ( 1)m m   .خواهد بود 

1 تقریب -۵-۲-۲-۲ 

0

( , ) ( )

( )

t
k s t y s

ds
t s : 

1برای تقریب 

0

( , ) ( )

( )

t
k s t y s

ds
t s  ( استفاده کرده و به صورت زیر عمل می کنیم: ۴-۵( و )۳-۵از روابط ) 

0 11

0 0

0 1

0

( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

t t T T T

t T
T T

Y Y E s E s K E tk s t y s
ds ds

t s t s

E s E s
Y Y dsK E t

t s

   

 

 
 



 

 

  


 



 

 ( در رابطه بالا داریم: ۵-۵حال با بکارگلری )

1
0 1

0

( , ) ( )
( ) ( )

( )

t

T T T

m m

k s t y s
ds Y Y A MA K E t

t s

 


 

 

1با توجه به اینکه  ( )T

mMA K E t  یک( 1)m   بردار است لذا می توان این بردار را به کمک توابع اویلر از مرتبه

( بیا ریر ۶-۵از رابطیه ) Mدرآیه های ماتریسکسری بسط داد. باید توجه کنلم که    .محاسیبه میی نیوند

1بنابراین با رر  

1 ( )T

nV MA K E t  1که 1 1 1

1 2 1[ , ,..., ]mV v v v   ، :می توان نونت 

1

1, , , ( ), 1,2,..., 1.T

j jv E t j m

    

1در نتلجه می توان تقریب 

0

( , ) ( )

( )

t
k s t y s

ds
t s   :را به صورت زیر نونت 

(۵-۷                                      )11
0

0

( , ) ( )
( ) ( )

( )

t

T T

m

k s t y s
ds Y Y A E t

t s

 


  

 

 بدیهی است که 
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1,1, ,

1,2, ,1

1, 1, ,

.

T

T

T

m

 

 

 





 

 
 
 

   
 
 
 

 

2 تقریب -۵-۲-۲-۳ 

0

( , ) ( ( ))

( )

t
k s t y h s

ds
t s :  

2همانند زیر بخش قبل برای تقریب 

0

( , ) ( ( ))

( )

t
k s t y h s

ds
t s ، ( را بکار می بریم. ۴-۵( و )۱۰-۳روابط ) برا در نظرر

)گرفتن تقریب  )y t گیریمنتیجه زیر را می  ،( ۴-۵) نیز با بکارگیری رابطه  ( و۱۰-۳) هبطاز را : 

(۵-۸                              )
0

0

0

( ) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( ( ))

( ) ( ).

T T

T T

T T

m

y s Y Y E s

y h s Y Y E h s

Y Y A D E s

 

 

  

  

 

 

 

 ( در انتگرال فوق خواهیم داشت:۸-۵بکارگیری )با 

0 22

0 0

0 2

0

( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ( ))

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

t t T T T

m

t T
T T

m

Y Y A D E s E s K E tk s t y h s
ds ds

t s t s

E s E s
Y Y A D dsK E t

t s

    

 

 
  



 

 

  


 



 

 (  در بالا داریم: ۵-۵حال با بکارگلری )

2
0 2

0

( , ) ( ( ))
( ) ( )

( )

t

T T T
mm m

k s t y h s
ds Y Y A D A NA K E t

t s

  


 

 

]که در اینجا  ]ijN n   یک ماتریس از مرتبه 1 ( 1)m m   :بوده و نلز داریم 

( 1) ( 1) 1(( 1) ( 1) 1)
(1 )

(( 1) ( 1) 2 )

i j

ij

i j
n t

i j

   


  

        
  

     
 

2با توجه به اینکه  ( )T

mNA K E t  یک( 1)m   بردار است لذا می توان این بردار را به کمک توابع اویلر از مرتبه

2کسری بسط داد.. بنابراین با رر  

2 ( )T

nV NA K E t  2که 2 2 2

1 2 1[ , ,..., ]mV v v v   ، :می توان نونت 
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2

2, , , ( ), 1,2,..., 1.T

j jv E t j m

    

2در نتلجه می توان تقریب 

0

( , ) ( ( ))

( )

t
k s t y h s

ds
t s   :را به صورت زیر نونت 

(۵-۹                                      )22
0

0

( , ) ( ( ))
( ) ( )

( )

t

T T

m m

k s t y h s
ds Y Y A D A E t

t s

  


  

 

یک ماتریس از مرتبه   2  که در اینجا 1 ( 1)m m   :بوده و به صورت زیر تعریف می نود 

2,1, ,

2,2, ,2

3, 1, ,

.

T

T

T

m

 

 

 





 

 
 
 

   
 
 
 

 

 تقریب -۵-۲-۲-۴
( )

3

0

( , ) ( )

r t

k s t y s ds:  

) با جایگذاری )y s  و
3( , )k s t ( ۱۰-۳به ترتلب از روابط) ( در انتگرال بالا داریم:۴-۵و ) 

( )

3

0

( )

0 3

0

( )

0 3

0

( , ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

r t

r t

T T T

r t

T T T T

m m

k s t y s ds

Y Y E s E s ds K E t

Y Y A X s X s ds A K E t

   

   

  

  







 

) از طرری ملدانلم که ) ( ) ( )TT s X s X s   یک مانریس مربعی از مرتبه 1 ( 1)m m     بوده و نلز

( 2)( ) [ ] i j

ijT s T s    

 لذا ملتوان نونت:

( )

0

( ) ( )

r t

TX s X s ds Q   
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یک ماتریس  Qکه در اینجا   1 ( 1)m m    بوده و 

( 2) 1, ( ) i j

ij ijQ q q r t       

بنابراین برای تقریب   
( )

3

0

( , ) ( )

r t

k s t y s ds ،:نتلجه زیر را خواهلم دانت 

( )

3

0

0 3

( , ) ( )

( ) ( ).

r t

T T T

m m

k s t y s ds

Y Y A Q A K E t  

 

3همانند حالت قب ، چون  ( )T

mQ A K E t  یک( 1)m  دار است لذا می توان این بردار را به کمک توابع اویلر بر

3از مرتبه کسری بسط داد. بنابراین با رر  

3 ( )T

mV Q A K E t  3که 3 3 3

1 2 1[ , ,..., ]mV v v v   ، :می توان نونت 

3

3, , , ( ), 1,2,..., 1.T

j jv E t j m

    

 حال تقریب انتگرال روق به صورت زیر خواهد بود: 

(۵-۱۰ )                                   
( )

3

3 0

0

( , ) ( ) ( ) ( ),

r t

T T

mk s t y s ds Y Y A E t    

یک ماتریس از مرتبه   3  که در اینجا 1 ( 1)m m   :بوده و به صورت زیر تعریف می نود 

3,1, ,

3,2, ,3

3, 1, ,

.

T

T

T

m

 

 

 





 

 
 
 

   
 
 
 

 



84 

 

)تقریب جملات   ۵-۲-۳ ) ( ( ))g t y h s  و( ) ( )p t y t (  ۱-۵در مسئله:) 

)تقریب -۵-۲-۳-۱ ) ( ( ))g t y h s : ( داریم:۸-۵( و )۴-۵روابط )با استفاده از 

                     0( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ,T T T

mg t y h s Y Y A D E s E t G     

 ( نتلجه می نود که:۱۶-۳حال با بکارگلری رابطه )

 (۵-۱۱ )                      0( ) ( ( )) ( ) ( ).T T

mg t y h s Y Y A D GE s    

mGکه  ( به دست می آید۱۶-۳در رابطه )  Gبا   Pاز جایگزین  G واضح است که ماتریس A .  

)تقریب -۵-۲-۳-۲ ) ( )p t y t : 

 ( داریم:۴-۵( و )۳-۵با استفاده از روابط )

0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,T T Tp t y t Y Y E s E t P    

 ( نتلجه می نود که ۱۶-۳با بکارگلری رابطه )

(۵-۱۲ )                            0( ) ( ) ( ) ( ),T Tp t y t Y Y P E s   

mPو  A .  

( ۲-۵( تمیامی تقریبهیا در زییر ببیلا بیالا را در معادلیه )۱-۵حال برای ارائیه رو  یلنینهادی بیرای حی  مسی له )

 جایگذاری می کنلم. لذا داریم: 

 

1 2 3

1 0 2 0 3 0

0 0

1 2 3

0 1 2 3

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

T

T T T T T T

m m m m

T T T T T

m

T T T T

m m m m m

Y E t

Y Y A E t Y Y A D A E t Y Y A E t

Y Y A D GE s Y Y P E s F E s

Y I Y Y A A D A A A D G P E s F E s



      

     

    

  

  

          

      

           

 

 بنابر این دستگاه خطی زیر را نتلجه خواهلم گررت:  

(۵-۱۳    )                                                 ,T TY F  

 که در این دستگاه داریم:
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 1 2 3

0 1 2 3( ) .T T

m m m m mI Y Y A A D A A A D G P                  

را بدست آورد و سپس با جایگذاری در  TY ( ملتوان۱۳-۵)از ح  دستگاه ،  با رر  معکوس یذیری ماتریس

0( ) ( ) ( )T Ty t Y Y E t   ( تعللن می نود.۱-۵جواب تقریبی مس له )  

 آنالیز خطا -۳-۵

 میبه نک  زیر در این ببلا، هدف بررسی آناللز خطابرای معادله انتگرال دیفرانسل  کسری با هسته منفرد ضعلف 

 باند:

(۵-۱۴          )

( )

1
1 2 2

0 0

( , ) ( )
( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( )

0, 0 1, [0,1].

r tt
k s t y s

D y t ds k s t y s ds p t y t f t
t s

t




 

 

   


   

  

maxتعریف شده به صورت    ”بی نهایت“ برای محاسبات از نرم  ( ) , [ , ]f f t f C a b

  .استفاده می کنلم 

) رر  کنلد :۱-۳-۵قضیه  )y t  و( )my t ( در جملات توابیع ۱۴-۵به ترتلب جوابهای واقعی و تقریبی معادله  )

)اویلییییییر از مرتبییییییه کسییییییری بانییییییند. هم نییییییلن رییییییر  کنلیییییید کییییییه توابییییییع  )y t  ،( )p t  و

( , ), 1,2, ( , ) [0,1] [0,1]ik s t i s t   ابعی یلوسته بانند.  اگر تو 

(۵-۱۵)                     1 1 2 2

(1 ) (1) (1)
1

( 2 ) ( 1) ( 1)
M M p


 

   

    
   

       
 

1 با رر   در این صورت 1M k


   2و 2M k


 :داریم  

( ) ( ), .my t y t m  

I، للووی  -با اعمال عملگر انتگرال کسری ریمان اثبات:  ، ( می توان نونت:۱۴-۵بر طررلن معادله ) 

(۵-۱۶      )

( )1 ( )

1
1 2 2

0 0 0

( , ) ( )(0 )
( ) ( , ) ( )

! ( )

( ) ( ) ( ),

r tti
m

i

k s t y sy
y t t I ds I k s t y s ds

i t s

I p t y t I f t


 



 

 
   



  


 

   

) حال رر  کنلد کیه ) ( )T

my t Y E t ( بانیند و ۱۴-۵تقرییب جیواب معادلیه  )0 1[ , ,..., ]T

mY y y y.   در
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)  معادله بالا )y t  را با( )my t :جایگزین کنلد. داریم 

(۵-۱۷)      

( )1 ( )

1
1 2 2

0 0 0

( , ) ( )(0 )
( ) ( , ) ( )

! ( )

( ) ( ) ( ),

r tti
m m

m m

i

m

k s t y sy
y t t I ds I k s t y s ds

i t s

I p t y t I f t


 



 

 
   



  


 

   

 ( نتلجه زیر را خواهلم دانت:۱۷-۵( و )۱۶-۵از کم کردن معادلات )

( )

1
1 2 2

0 0

( , )( ( ) ( ))
( ) ( ) ( , )( ( ) ( ))

( )

( )( ( ) ( )),

r tt

m
m m

m

k s t y s y s
y t y t I ds I k s t y s y s ds

t s

I p t y s y s

 





 


   


 

  

( )

1
1 2 2

0 0

( )

1

1 2 2

0 0

( ) ( )

( , )( ( ) ( ))
( , )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( ))

( )

( , ) ( ) ( )
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

m

r tt

m
m m

r tt

m

m m

y t y t

k s t y s y s
I ds I k s t y s y s ds I p t y s y s

t s

k s t y s y s
I ds I k s t y s y s ds I p t y s y s

t s

  



  



 

 

 


   




    



 

 

 

( )

1

1 2 2

0 0

( )

1 1 2 2

0 0

( )

1
1

( )

r tt
m

m m

r tt

m

k y y
I ds I k y y ds I p y y

t s

y y M I ds M I ds p I
t s

  



  



 

 

 

   

 


    



 
      

 

 

 

1با توجه به اینکه 

0

1 1
1

(1 ) ( )

t

I ds
t s





 
    (1)و

1
( 1)

I t 





 

 لذا داریم: ، 
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1

1 1 2 2

1

1 1 2 2

1

1 1 2 2

1 1

( ) ( )

(1)
(1 ) 1 ( )

( 1)

(1)
(1 ) 1 1

( 1)

(1 ) (1) (1)

( 2 ) ( 1) ( 1)

(1

m

m

m

m

m

y t y t

y y M I I M I r t p t

y y M I M I p t

y y M t M t p t

y y M

   

   

   

  


  



 

   






 

 

 

 

 



 

 
     

  

 
      

  

    
    

       

 
  2 2

) (1) (1)

( 2 ) ( 1) ( 1)
M p

   

  
  

       

 

 :نتلجه زیر را داریمبنابراین 

1 1 2 2

(1 ) (1) (1)
1 0

( 2 ) ( 1) ( 1)
my y M M p


 

    

     
      

        
 

 (، حکم قضله ثابت می نود.۱۵-۵با در نظر گررتن نرط )

 مثالهای عددی -۴-۵

ارائه می نود. هم نلن  ۲-۵در این ببلا چند مثال عددی برای ننان دادن کارایی و دقت رو  یلننهادی در ببلا 

)0رر  بر این است که  جواب تقریبی مسائ  ح  نده عبارت است از  ) ( ) ( )T Ty t Y Y E t   .  قابی  ککیر

 انجام نده است.  Mathematica 11.3است که محاسبات با نرم ارزار 

 معادله انتگرال دیفرانسل  تاخلری کسری زیر را در نظر بگلرید:. ۱-۴-۵مثال 

1 3 2
2 32 2

0

8 1
( ) ( ) ( ) , [0,1].

12 3 4
3

2

t
t t

D y t y s ds y t y t t t t
 

        
    
 

 

(0)با نرط  اولله  0y  2و با جواب واقعی( )y t tدر این مثال .  واضح است که ( )
2

t
h t  . برای تعللن جواب

4,5m رو  یلننهادی را بکار برده و خطای مطلق را برای تقریبی این مثال،   1و
1,

2
   در نقاط مبتلفt  در

1با توجه به اینکه در مثال روق مرتبه منتقننان دادیم.  ۱جدول 

2
1نتایج عددی برای هست لذا  

2
   بهتر از حالت
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1  نده است . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۱-۴-۵. خطاهای مطلق در مثال ۱جدول 

1
, 5

2
m   1, 4m   1, 3m   t 

( ) ( )my t y t 
13102.1728 4104.1062 2.7782 510  0.1 

13104.0327 4102.3658 6102.1171 0.2 

13105.7634 4103.1194 5108.2092 0.3 

13107.9839 4105.7449  4101.8265 0.4 

13101.1137 4109.6202 4102.4447 0.5 

12101.5561 3101.4123 4102.5511 0.6 

12102.1509 3101.8632 4102.4482 0.7 
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 :[42]معادله انتگرال دیفرانسل  ولترا از نوع یانتوگراف زیر را در نظر بگلرید. ۲-۴-۵مثال 

1

4

0 0

1 2
3 24

( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1
( ) , (0) 0, [0,1].

2 4 2 4 32 2

t
t

x t

t
t t

D y t e y s ds sy s ds

t
y t y t te e e y t

  

 
         

 

 
 

1جواب واقعی این مس له  در حالت    عبارت است از( ) 1ty t e ،برای تعللن جواب تقریبی این مثال .  

 [1]با نتایج مقالات نتایج عددی رو  یلننهادی   (MAEs) ماکسلمم خطای مطلقو رو  یلننهادی را بکار برده 

 نتایج عددی رو  یلننهادی را  ماکسلمم خطای مطلق ۳. هم نلن در جدول مقایسه کردیم ۲در جدول را   [43]و 

1برای 

2
   1و    .1نتایج عددی برای  ،با توجه به مرتبه منتق در این مثالآورده ایم   بهتر از حالت

1

2
  است . 

 

 [43]و  [1]. مقایسه ماکسلمم خطای مطلق رو  یلننهادی و رونهای ارائه نده در مراجع ۲جدول 

 رو  یلننهاد نده برای

1  

M  [1]رو  ارائه نده در M [43]رو  ارائه نده در N 

 ماکسلمم خطای مطلق

5105.1681 4 4101.3772 4 4102.2328 10 
6102.6343 5 7101.6885 6 6104.7215 20 

12102.9193 3102.2524 4102.8650 0.8 

12103.8771 3102.5177 4104.9570 0.9 

12105.0393 3102.5970 3101.0307 1 
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6101.9487 6 10101.1029 8 8102.2096 60 

 

 

1. مقایسه ماکسلمم خطای مطلق رو  یلننهادی برای  ۳جدول 

2
    1و  

  مطلق  ماکسلمم خطای

m 

 
1

2
  1  

3104.17961 4105.1681 4 
4108.5267 6102.6343 5 
4101.3318 7101.9487 6 

 

 زیرمی یردازد:این مثال هم به ح  معادله انتگرال دیفرانسل  ولترا از نوع یانتوگراف . ۳-۴-۵مثال 

1

4

0 0

( ) ( ) ( ) ( ), (0) 0, [0,1],

t
t

x tD y t e y s ds sy s ds g t y t       

 که در اینجا داریم:

2 3 2 2 2 29 1
( ) 2 2 2 2

16 45

t t t tg t t t t t e te e e          

1جواب واقعی این مثال برای     2برابر است با( )y t t.   مقایسه  ماکسلمم خطیای مطلیق رو  ۴در جدول ،

 آورده نده است.   mو   یلننهادی برای مقادیر مبتلف

1. مقایسه ماکسلمم خطای مطلق رو  یلننهادی برای  ۳جدول 

2
    1و  

  ماکسلمم خطای مطلق رو  یلننهادی

M 
1  1

2
  
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4101.0861 1101.5226 2 
7102.57190 5103.4520 4 

11103.9051 7104.5311 6 

 

 

 انتگرال دیفرانسل  کسری تاخلری با هسته منفرد ضعلف زیر را در نظر بگلرید: معادله. ۴-۴-۵مثال 

117

232
1 1

0 02 3

1

( ) 1 32 243 12
( ) 2 , [0,1].

2 35 1760 4
( ) ( )

t t sy s
sy s

D y t ds ds y t t t t t t

t s t s



 
 

  
        

 
 

  

1جواب واقعی این مثال برای    2برابر است با( )y t t. 1 یس از اعمال رو  یلننهادی با   3وm 

، جوابهای عددی ایین مثیال  را بیرای مقیادیر ۱را نتلجه گررتلم. در نک   11105511.5 ماکسلمم خطای مطلق

جوابهیای  ،به عدد یک   و   مقادیرد که با نزدیک ندن نننان می ده عددی  نتایج. آوردیم و   مبتلف

1 عددی نلز به جواب واقعی در حالت     همگرا می نود. لذا رو  یلننهادی می تواند رو  مناسبی برای حی

  این نوع معادلات باند.  

 

 

 .و  برای مقادیر مبتلف   ۴-۴-۵واقعی مثال  . گراف جوابهای عددی و۱نک  



92 

 

 نتیجه گیری ۵-۵

برا  خطری تراخیری در این فصل یک روش عددی  برای تعیین جواب عددی معادلات انتگرال دیفرانسیل کسری

و ارگیری ماتریس های عملیاتی مبتنی بر توابع اویلر از مرتبره کسرری ته ضعیف ارائه شد. در این روش با بکهس

مس له داده نده به یک دستگاه معادلات خطی برگردانده ند. بیا حی  ایین  ،نیز تقریب تمامی جملات مسئله اصلی

ی چنید مثیال عیدد ،در آخر فصرل آنالیز خطا بررسی شد.جواب تقریبی مس له اصلی بدست آمد. در ادامه  ،دستگاه

نشان می دهرد کره روش پیشرنهاد نتایج عددی  ارائه شد.  نشان دهنده دقت و کارایی روش پیشنهاد شدهبرای 

 می باشد.  روش مناسبی برای حل این نوع مسائل  شده در این فصل
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 ۶فصل 
 

 

 غیرخطی معادلات انتگرال دیفرانسیل کسری و تاخیریروش عددی برای حل 

مبتنی بر ماتریس های عملیاتی انتگرال کیری کسری و ضررب چندجملره ای 

 های چبیشف نوع اول انتقال یافته 
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 مقدمه  ۱-۶

برا هسرته منفررد  غیرخطی کسریتاخیری معادلات انتگرال دیفرانسیل حل یک روش جدید برای  ،در این فصل

 زیر ارائه می شود:  ضعیف

(۶-۱)    

( )

1 2
1 2 3 3

0 0 0

( )

4 4

0

( ) ( )

0

( , ) ( ( )) ( , ) ( ( ))
( ) ( , ) ( )

( ) ( )

( , ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ), 0, 0 , 1,

(0) , 0,1,2,..., , [0,1],

r tt t

r t

j j

k s t F y s k s t y h s
D y t ds ds k s t y s ds

t s t s

k s t y h s ds w t y h s p t G y t f t

y y j t



 
  

   




  

 


      

     



  






 

f,کررره در ایرررن معادلررره توابرررع  w و نیرررز , :[0,1] [0,1]r h   .توابرررع پیوسرررته و معلرررومی هسرررتند

1 2 3 4( , ), ( , ), ( , ), ( , )k s t k s t k s t k s t  [0,1]هسرته هرایی هسرتند کره در [0,1]  تعریرف شرده انرد. همچنررین
( )

0 , 1, 2,..., ,iy i       و
1 2 3 4, , ,     اعداد ثابتی بوده وD   نشاگر عملگرر مشرتق کسرری کراپوچو مری

 در کل این فصل فرض براین است که  باشد.

( ) , ( ) , , .n lG t t F t t l n N   

، معرادلات  [42] می تواند در دسته معادلات انتگرال دیفرانسیل ولترا از نوع پرانتوگراف  (۱-۶)معادلات از نوع 

معادلات انتگرال دیفرانسریل قرار گیرد.  انتگرال دیفرانسیل کسری منفرد و معادلات دیفرانسیل کسری تاخیری 

  ،تعرادل تابشریانتقرال حررارت ، مدل بندی ریاضی پدیده های مختلف مثل مسائل مربوط به کسری منفرد در 

در زمینه های مختلف علوم . همچنین معادلات پانتوگراف [46-44]ظاهر  می شوندکشش و مکانیک شکستگی 

. [51-48 ,42]دنرنظیر اخترفیزیک ، اقتصاد ، کنترل ، زیست شناسی و الکترودینامیک نقش مهمی ایفا می کن

وان در سیستمهای مختلف فنی از جمله کنترل اتوماتیک ، زیست کاربردهای معادلات دیفرانسیل ترخیر را می ت

بنرابراین  شناسی و شبکه های هیدرولیکی ، خطوط انتقال طولانی ، اقتصاد و زیست شناسی نیز مشراهده کررد.

. با توجه به اینکه روش تحلیلی برای حل این نوع از [52,53]بررسی و حل این گونه معادلات حائز اهمیت است

وجود ندارد و یا اینکه خیلی پیچیده هست لذا توسعه روشهای عددی بررای حرل ایرن نروع معرادلات   معادلات

چندجملره ایهرای چبیشرف نروع اول انتقرال یافتره را بررای  ،در این فصل ،اجتناب ناپذیر است. برای این منظور

یاتی عملگر انتگرال کسری ماتریس عمل ابتدا( بکار می بریم. ۱-۶ساختن روش عددی برای حل معادلات از نوع )
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( و نیرز ۱-۶مشتق کسری جواب مسرئله )سپس   چندجمله ایهای چبیشف نوع اول انتقال یافته را بدست آورده

چندجمله ایهای چبیشف نوع اول انتقال یافته تقریب  می زنیم . در آخرر سری از جملات با را مسئله این جواب 

 ،چندجمله ایهای چبیشف نروع اول انتقرال یافتره به کمک  (۱-۶)با نوشتن شکل برداری تمامی جملات مسئله 

به صورت سری جواب با را با حل این دستگاه، جواب مسئله را بدست می آوریم. خطی غیریک دستگاه معادلات 

  ارائه می دهیم. چندجمله ایهای چبیشف نوع اول انتقال یافتهجملات 

 روش پیشنهادی ۲-۶

تمرامی  ،۲-۵بخرش ۵هماننرد فصرل ( را ارائره میردهیم. ۱-۶برای حل مسرئله )در این بخش روش پیشنهادی 

و نیرز  چندجملره ایهرای چبیشرف نروع اول انتقرال یافترهدر این مسرئله را بره کمرک معلوم و نامعلوم جملات 

 ماتریسهای عملیاتی مبتنی بر این توابع را تقریب زده و نمایش ماترسی هر کدام از این جملات را می نویسیم. 

 (۱-۶تقریب جملات مسئله  )  ۱-۲-۶ 

تمرامی جمرلات  ،چندجمله ایهای چبیشف نوع اول انتقال یافته و مباحث فصل چهرارمبه کمک  ،در این قسمت

 معلوم و نامعلوم در معادله 

(۶-۲        )

( )

1 2
1 2 3 3

0 0 0

( , ) ( ) ( , ) ( ( ))
( ) ( , ) ( )

( ) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ),

r tt t
k s t y s k s t y h s

D y t ds ds k s t y s ds
t s t s

g t y h s p t y t f t



 
    

 

  

   

 داریم:را تقریب می زنیم. 

(۶-۳                       )

* *, *,

0

* *,

0

* *,

0

* *,

0

( ) * * *, *,

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1, 2,3, 4.

m
T m m T

i i

i

m
T m

i i

i

m
T m

i i

i

m
T m

i i

i

m n
q m T m

q ij i j q

i j

D y t y T t Y T t T t Y

p t p T t P T t

w t w T t W T t

f t f T t F T t

k s t k T s T t T s K T t q











 

 







 










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 (  داریم: ۳-۶)از معادله  

*,( ) ( )T mD y t Y T t 

 نتیجه می شود: بالالیوویل بر معادله -از اعمال عملگر انتگرال کسری ریمانحال 

1 ( )
*, *, *, *,

0

(0 )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

!

i
T m T m i T m T m

i

y
I D y t I Y T t Y I T t y t t Y I T t Y T t

i


     

   



     

چندجمله ای های چبیشرف نروع اول انتقرال  لیوویل-انتگرال کسری ریمان ماتریس عملیانی که در اینجا  

با بسرط یافته هست که در فصل چهارم بدست آمده است. همچنین 
1 ( )

0

(0 )

!

i
i

i

y
t

i

    



   چندجملره در جمرلات

 ، داریم: ایهای چبیشف نوع اول انتقال یافته

1 ( )
*,

0

0

(0 )
( ),

!

i
i T m

i

y
t Y T t

i

    



 

 ( را می توان به صورت زیر نوشت: ۱-۶معادله )بنابراین تقریب جواب 

(۶-۴                          )*, *, *,

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ).T m T m T T my t Y T t Y T t Y Y T t      

 (۱-۶تقریب جملات شامل انتگرال در مسئله  )  ۲-۲-۶

( را بدسررت آوریررم حاصررل انتگرررال ۱-۶قبررل از اینکرره تقریررب جمررلات شررامل انتگرررال در مسررئله  )
*, *,

0

( ) ( )

( )

t m m TT s T s
ds

t s    .را تعیین می کنیم 

 شکل ماتریسی-۶-۲-۲-۱
*, *,

0

( ) ( )

( )

t m m TT s T s
ds

t s : 

 دیدیم که  ۴در فصل 

*, ( ) ( ), ( ) [1, ,..., ] .m m T

mT t A X t X t t t  

,*  واضح است که حاصل *,( ) ( )m m TT s T s ماتریس  یک( 1) ( 1)m m   .بنابراین می توان نتیجره  خواهد بود

 گرفت که: 
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*, *,

0 0 0

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

t t tT Tm m T T
Tm m

m m

A X s X s AT s T s X s X s
ds ds A dsA

t s t s t s  
 

     

)با فرض  ) ( )TX s X s   به عنوان یک ماتریس( 1) ( 1)m m  این ماتریس به شکل زیر خواهند   ، درآیه

 بود: 

2( ) [ ], .i j

ij ijs s       

 میتوان نوشت: ،همانند فصل پنجم

( 2)
1 ( 2) 2 1

0

( 2 1)
(1 ) (1 )

( ) ( 2 2 )

t i j
i j i js i j

ds I t t
t s i j

 


 



 
         

     
      

 در نتیجه

 (۶-۵                                        )
*, *,

0

( ) ( )

( )

t m m T
T

m m

T s T s
ds A MA

t s 


  

]که در اینجا  ]ijM m   یک ماتریس( 1) ( 1)m m   :بوده و نیز داریم 

(۶-۶                    )2 1( 1)
(1 ) .

( )

i j

ij

i j
m t

i j




     
  

  
 

)تقریب -۶-۲-۲-۲ ( )) ( )lF y t y t 

)برای تقریب  ( )) ( )lF y t y t از تقریب  *,

0( ) ( ) ( )T T my t Y Y T t  :استفاده می کنیم. داریم 

 *,

0( ( )) ( ) ( ) ( ) .
l

l T T mF y t y t Y Y T t   

 برای راحتی، فرض می کنیم 

0( )T T Tb Y Y   

 بنابراین 

 *,( ( )) ( ) ( ) .
l

l T mF y t y t b T t 
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l,...,2,3برای  نتیجه زیر را با محاسبات ساده می توان  :گرفت   

(۶-۷            )

   

 

 

2 *, *, *, *, *,

3 2 *, *, 2 *,

4 3 2 *, *, 3 *,

1 *,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ).

T m m T T m m T T m

T m m T T m

T m m T T m

l T l m

y t b T t T t b b T t T t b b bT t

y t y t y t b bT t T t b b b T t

y t y t y t b b T t T t b b b T t

y t b b T t

 

 

 

 

 

1  تقریب-۶-۲-۲-۳

0

( , ) ( ( ))

( )

t
k s t F y s

ds
t s : 

1برای تقریب 

0

( , ) ( ( ))

( )

t
k s t F y s

ds
t s  ( استفاده کرده و به صورت زیر عمل می کنیم: ۷-۶( و )۳-۶از روابط ) 

1 *, *, *,

1 1

0 0

*, *,
1 *,

1

0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

t tl T l m m T m

t m m T
T l m

k s t y s b b T t T t K T t
ds ds

t s t s

T t T t
b b dsK T t

t s

 







 




 



 

 ( در رابطه بالا داریم: ۵-۶حال با بکارگلری )

1 *,1
1

0

( , ) ( )
( )

( )

t l
T l T m

m m

k s t y s
ds b b A MA K T t

t s 



 

,*با توجه به اینکه 

1 ( )T m

mMA K T t  یک( 1)m   چندجملره ایهرای می توان این بیردار را بیه کمیک بردار است

1بسط داد. بنابراین بیا ریر   چبیشف نوع اول انتقال یافته *,

1 ( )T m

mV MA K T t  1کیه 1 1 1

1 2 1[ , ,..., ]mV v v v   ،

 می توان نونت: 

1 *,

1, ( ), 1,2,..., 1.T m

j jv T t j m   
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1در نتلجه می توان تقریب 

0

( , ) ( ( ))

( )

t
k s t F y s

ds
t s   :را به صورت زیر نونت 

(۶-۸                                      )1 1 *,1

0

( , ) ( )
( ).

( )

t l
T l m

m

k s t y s
ds b b A T t

t s 

 
 

 بدیهی است که 

1,1

1,21

1, 1

.

T

T

T

m





 

 
 
 

   
 
 
 

 

2 تقریب -۶-۲-۲-۴ 

0

( , ) ( ( ))

( )

t
k s t y h s

ds
t s :  

2برای تقریب 

0

( , ) ( ( ))

( )

t
k s t y h s

ds
t s ، ( را بکار برده و می نویسیم:۴-۶( و )۱۵-۴روابط ) 

 (۶-۹                              )
*,

*, *,

( ) ( )

( ( )) ( ( )) ( ).

T m

T m T m

m

y s b T s

y h s b T h s b A HT t


 

 خواهیم داشت:( در انتگرال فوق ۸-۵بکارگیری )

*, *, *,

2 2

0 0

*, *,
*,

2

0

( , ) ( ( )) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

t t T m m T m

m

t m m T
T m

m

k s t y h s b A HT s T s K T s
ds ds

t s t s

T s T s
b A H dsK T t

t s

 



 




 



 

 (  در بالا داریم: ۵-۶حال با بکارگلری )

*,2
2

0

( , ) ( ( ))
( )

( )

t

T T m

m m m

k s t y h s
ds b A HA MA K T t

t s  

]ا ماتریس که در اینج ]ijM m   با توجیه بیه اینکیه تعریف نده است.  (۶-۶)در رابطه*,

2 ( )T m

mMA K T t  ییک
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( 1)m  بسیط داد. چندجمله ایهای چبیشف نوع اول انتقرال یافترهت لذا می توان این بردار را به کمک بردار اس 

2بنابراین با رر   *,

2 ( )T m

mV MA K T t  2که 2 2 2

1 2 1[ , ,..., ]mV v v v   ، :می توان نونت 

2 *,

2, ( ), 1,2,..., 1.T m

j jv T t j m   

2در نتلجه می توان تقریب 

0

( , ) ( ( ))

( )

t
k s t y h s

ds
t s   :را به صورت زیر نونت 

(۶-۱۰                                      )2 *,2

0

( , ) ( ( ))
( )

( )

t

T m

m m

k s t y h s
ds b A HA T t

t s 


 

یک ماتریس از مرتبه   2  که در اینجا 1 ( 1)m m   :بوده و به صورت زیر تعریف می نود 

2,1

2,22

3, 1

.

T

T

T

m





 

 
 
 

   
 
 
 

 

 تقریب -۶-۲-۲-۵
( )

3

0

( , ) ( )

r t

k s t y s ds:  

) با جایگذاری )y s  و
3( , )k s t ( ۳-۶به ترتلب از روابط) ( در انتگرال بالا داریم:۴-۶و ) 

( )

3

0

( )

*, *, *,

3

0

( )

*,

3

0

( , ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

r t

r t

T m m T m

r t

T T T m

m m

k s t y s ds

b T s T s ds K T t

b A X s X s ds A K T t











 

) از طرری ملدانلم که ) ( ) ( )Ts X s X s   یک مانریس مربعی از مرتبه 1 ( 1)m m     بوده و نلز

( 2)( ) [ ] i j

ijs s      

 لذا ملتوان نونت:
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( )

0

( ) ( )

r t

TX s X s ds Q 

یک ماتریس  Qکه در اینجا   1 ( 1)m m    بوده و 

1( )
,

1

i j

ij ij

r t
Q q q

i j

 

     
 

بنابراین برای تقریب   
( )

3

0

( , ) ( )

r t

k s t y s ds ،:نتلجه زیر را خواهلم دانت 

( )

*,

3 3

0

( , ) ( ) ( ).

r t

T T m

m mk s t y s ds b A Q A K T t 

,*همانند حالت قبی ، چیون 

3 ( )T m

mQ A K T t  ییک( 1)m  دار اسیت لیذا میی تیوان ایین بیردار را بیه کمیک برر

3بسییط داد. بنییابراین بییا رییر   انتقررال یافتررهچندجملرره ایهررای چبیشررف نرروع اول  *,

3 ( )T m

mV Q A K T t  کییه

3 3 3 3

1 2 1[ , ,..., ]mV v v v   ، :می توان نونت 

3 *,

3, ( ), 1,2,..., 1.T m

j jv T t j m   

 حال تقریب انتگرال روق به صورت زیر خواهد بود: 

(۶-۱۱ )                                   
( )

3 *,

3

0

( , ) ( ) ( ),

r t

T m

mk s t y s ds b A T t 

یک ماتریس از مرتبه   3  در اینجا که 1 ( 1)m m   :بوده و به صورت زیر تعریف می نود 

3,1

3,23

3, 1

.

T

T

T

m





 

 
 
 

   
 
 
 

 

 تقریب -۶-۲-۲-۶
( )

4

0

( , ) ( ( ))

r t

k s t y h s ds:  
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با توجه به اینکه در زیربخشهای قبلی توضیحات کافی ارائه شده است لذا بدون توضیح تقریب زیر را نتیجه مری 

 گیریم: 

(۶-۱۲                        )
( )

*,

4 4

0

( , ) ( ( )) ( ).

r t

T T m

m m mk s t y h s ds b A HA QA K T t 

 کنید فرض 

4 4 4 4 *,

1 2 1 4[ , ,..., ] ( )T m

m mV v v v QA K T t  

 که در اینجا داریم:

4 *,

4, ( ), 1,2,..., 1,T m

j jv T t j m   

 صورت تقریب روق به نک  زیر نتلجه خواهد ند:در این 

(۶-۱۳                        )
( )

4 *,

4

0

( , ) ( ( )) ( )

r t

T m

m mk s t y h s ds b A HA T t  

 به صورت زیر تعریف می نود:4که در این تقریب ماتریس 

4,1

4,24

4, 1

.

T

T

T

m





 

 
 
 

   
 
 
 

 

)تقریب جملات   ۵-۲-۳ ) ( ( ))w t y h t  و( ) ( ( ))p t G y t (  ۱-۶در مسئله:) 

)تقریب -۵-۲-۳-۱ ) ( ( ))w t y h s :( داریم:۴-۶( و )۳-۶با استفاده از روابط ) 

*, *,( ) ( ( )) ( ) ( ) ,T m m T

mw t y h s b A HT t T t W 

 ( نتلجه می نود که:۱۶-۳حال با بکارگلری رابطه )

 (۶-۱۴ )                      *,( ) ( ( )) ( ).T m

mw t y h s b A HWT t 

 ( بطور کام  توضلح داده نده است. ۲۴-۴و )( ۲۳-۴) وابطدر ر Wماتریس نحوه تعللن  واضح است که
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)تقریب -۵-۲-۳-۲ ) ( ( ))p t G y t : 

 ( داریم:۴-۶( و )۳-۶با استفاده از روابط )

1 *, *,( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ,n T n m m Tp t G y t p t y t b b T t T t P 

  می توان نونت:  توضلح داده نده است  (۲۴-۴و )( ۲۳-۴روابط )همانند آن ه که در  

(۶-۱۵ )                                  1 *,( ) ( ( )) ( ).T n mp t G y t b b PT t 

 ، (۱-۶در مسیی له ) ( ۱۵-۶( و )۱۴-۶، ) (۱۳-۶) ، (۱۱-۶) ( ،۱۰-۶(، )۸-۶، )(۳-۶بییا بکییارگلری معییادلات )حییال 

 داریم:  را می توان ارائه داد. بنابراین مس له این رو  یلننهادی برای ح  

 

*,

1 1 *, 2 *, 3 *, 4 *,

1 2 3 4

*, 1 *, *,

1 2 3

0 1 2 3

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

T m

T l m T m T m T m

m m m m m m

T m T n m T m

m

T T T T

m m m m m

Y T t

b b A T t b A HA T t b A T t b A HA T t

b A HWT t b b PT t F T t

Y I Y Y A A D A A A D G P E s F E s    

   

  





      

  

           

 

 با ساده نویسی رابطه بالا معادله زیر را نتلجه می گلریم: 

(۶-۱۶     ) 1 1 2 3 4 1

1 2 3 4

T T l n T

m m m m m m mY b b A A HA A A HA A H b P F              

 که در این معادله  داریم:

0( ).T T Tb Y Y   

را تعلیلن  Y( یک دستگاه معادلات غلرخطی بوده و با ح  ایین دسیتگاه میی تیوان۱۶-۶واضح است که دستگاه ) 

   ( را به صورت زیر ارائه کرد:۱-۶کرده و سپس جواب تقریبی مس له )

(۶-۱۷    )                                                 *,

0( ) ( ) ( ).T T my t Y Y T t   

 آنالیز خطا -۳-۶

با هسته منفرد  تاخلری غلرخطی در این ببلا، هدف بررسی آناللز خطابرای معادله انتگرال دیفرانسل  کسری

 می باند:زیر ضعلف 
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(۶-۱۸          )

( )

1 2
1 2 3 3

0 0 0

( )

4 4

0

( , ) ( ( )) ( , ) ( ( ))
( ) ( , ) ( )

( ) ( )

( , ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ),

0, 0 1, [0,1].

r tt t

r t

k s t F y s k s t y h s
D y t ds ds k s t y s ds

t s t s

k s t y h s ds w t y h s p t G y t f t

t



 
  



 

  
 

   

   

  

 

maxیعنی  ”بلنهایت“ برای محاسبات از نرم  ( ) , [ , ]f f t f C a b

  .استفاده می کنلم 

) رر  کنلید :۱-۳-۶قضیه  )y t  و( )my t ( در جمیلات ۱۸-۶بیه ترتلیب جوابهیای واقعیی و تقریبیی معادلیه  )

)توابیییع  هم نیییلن ریییر  کنلییید بانیییند. چندجملیییه ایهیییای چبلنیییف نیییوع اول انتقیییال یارتیییه )y t  ، ( )p t  و

( , ), 1,2,3,4, ( , ) [0,1] [0,1]ik s t i s t   وابعی یلوسته بوده  و نلز ثابتهیای مثبیت ت
1 2 3, ,L L L R  موجیود

 بانند بطوریکه نرایط زیر برقرار بانند:

 

1

2

3

1 1 2 2 3 3 3 4 4 3

1) ( ) ( ) ,

2) ( ) ( ) ,

3) ( ) ( )

(1 ) (1 ) 1
4) 1,

( 2 ) ( 2) ( 1)

m m

m m

m m

F y F y L y y

G y G y L y y

y h y h L y y

M M L M M L w p
 

   
     

  

  

  

    
      

        

 

1 با رر   در این صورت 1M k


   3و 3M k


 :داریم  

( ) ( ), .my t y t m  

I، للووی  -با اعمال عملگر انتگرال کسری ریمان اثبات:  ، ( می توان نونت:۱۸-۶بر طررلن معادله ) 

(۶-۱۹      )

1 ( )

1 2
1 2

0 0 0

( ) ( )

3 3 4 4

0 0

( , ) ( ( )) ( , ) ( ( ))(0 )
( )

! ( ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ( )) ( ) ( ( ))

( ) ( ( )) ( ),

t ti
m

i

r t r t

k s t F y s k s t y h sy
y t t I ds I ds

i t s t s

I k s t y s ds I k s t y h s ds I w t y h s

I p t G y t I f t


 

 

  

 

 

 

   



  
 

  

 

  

  

),* حال رر  کنلد که ) ( )T m

my t Y T t ( بانیند و ۱۸-۶تقرییب جیواب معادلیه  )0 1[ , ,..., ]T

mY y y y.   برا

) یجایگزین )y t   با( )my t :در معادله بالا داریم 
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(۶-۲۰)      

1 ( )

1 2
1 2

0 0 0

( ) ( )

3 3 4 4

0 0

( , ) ( ( )) ( , ) ( ( ))(0 )
( )

! ( ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ( )) ( ) ( ( ))

( ) ( ( )) ( ),

t ti
m m m

m

i

r t r t

m m m

m

k s t F y s k s t y h sy
y t t I ds I ds

i t s t s

I k s t y s ds I k s t y h s ds I w t y h s

I p t G y t I f t


 

 

  

 

 

 

   



  
 

  

 

  

  

 دانت:( نتلجه زیر را خواهلم ۲۰-۶( و )۱۹-۶از کم کردن معادلات )

   

   

   

1 2

1 2

0 0

( ) ( )

3 3 4 4

0 0

( ) ( )

( , ) ( ( )) ( ( )) ( , ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ( ))

m

t t

m m

r t r t

m m

m m

y t y t

k s t F y s F y s k s t y h s F y s
I ds I ds

t s t s

I k s t y s y s ds I k s t y h s y h s ds

I w t y h s y h s I p t G y t G y t

 

 

 

 

 

 

 

 


 

   

   

 

 

,

 

   1 2

1 2

0 0

( ) ( )

( , ) ( ( )) ( ( )) ( , ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( )

m

t t

m m

y t y t

k s t F y s F y s k s t y h s F y s
I ds I ds

t s t s

 

 
 

 

 


  
 

   

   

( ) ( )

3 3 4 4

0 0

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ( ))

r t r t

m m

m m

I k s t y s y s ds I k s t y h s y h s ds

I w t y h s y h s I p t G y t G y t

 

 

    

   

 
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   

   

   

1 2

1 2

0 0

( ) ( )

3 3 4 4

0 0

( , ) ( ( )) ( ( )) ( , ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ( ))

t t
m m

r t r t

m m

m m

k s t F y s F y s k s t y h s F y s
I ds I ds

t s t s

I k s t y s y s ds I k s t y h s y h s ds

I w t y h s y h s I p t G y t G y t

 

 

 

 

 

 

 
 

 

   

   

 

  

1 1 2 3

1 2

0 0
( ) ( )

t t
m mk L y y k L y y

I ds I ds
t s t s

 

 
    

 
 

   

( ) ( )

3 3 4 4 3

0 0

3 2

r t r t

m m

m m

I k y y ds I k L y y ds

I w L y y I p L y y

 

 

 
   

   

   

   

 

 



( ) ( )

1 1 1 2 2 3 3 3 4 4 3

0 0 0 0

3 2

( ) ( )

1 1 .

r t r tt t

m

ds ds
y y M L I M L I M I ds M L I ds

t s t s

w L I p L I

   

 

 

   


 


      

 

   

 

با توجه به اینکه   1

0

1 1
( )

t
ds

I
t s




   

، :می توان نوشت 

    1 1

1 1 1 2 2 3 3 3 4 4 31 1 1 1 ( ) ( )

m

m

y y

y y M L I I M L I I M I r t M L I r t          



 



 

       
 



   

3 2

1 1

1 1 1 2 2 3 3 3 4 4 3

1 1

1 1 1 1 ( ) ( )m

w L I p L I

y y M L I M L I M I r t M L I r t

 

          

 

   



 

        
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

   

3 2

1 1

1 1 1 2 2 3 3 3 4 4 3

1 1

1 1 1 1 1 1m

w L I p L I

y y M L I M L I M I M L I

 

          

 

   



 

        
 



   

3 2

1 1

1 1 1 2 2 3

1 1

1 1 1 1m

w L I p L I

y y M L I M L I

 

      

 

   



 

      
 

  

 

3 3 4 4 3 3 2

1 1

1 1 2 2 3

1

1(1 )

( 2 ) (2 )
m

M M L w L p L I

y y M L t M L t



   

 


 

   

 

   



   

   
  

     

 

 

 

 

3 3 4 4 3 3 2

1 1 2 2 3

3 3 4 4 3 3 2

(1)

( 1)

1(1 )

( 2 ) (2 )

(1)

( 1)

m

M M L w L p L t

y y M L M L

M M L w L p L

 



 

   

 


 



 


    

  

   
  

     


    

  

 

 بنابراین داریم:

 
 1 1 2 2 3 3 3 4 4 3 3 2

1(1 ) (1)
1 0

( 2 ) (2 ) ( 1)

my y

M L M L M M L w L p L


   
    



 

 

     
                  

 

 (، حکم قضله ثابت می نود.۴با در نظر گررتن نرط )
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 مثالهای عددی -۴-۶

 محاسبات عددی با نرم ارائه می نود. این رص  چند مثال عددی رای ننان دادن کارایی و دقت رو  یلننهادی در ب

 جواب تقریبی مسائ  ح  نده عبارت است از انجام گررته است.  Mathematica 11.3ارزار

*,

0( ) ( ) ( )T T my t Y Y T t . 

 زیر را در نظر بگلرید: با هسته منفرد ضعلف تاخلری کسری معادله انتگرال دیفرانسل . ۱-۴-۶مثال 

1 2
22

1

0 02

( )
( ) ( ) ( ) ( ) , [0,1],

2
( )

t t
y x t

D y t dx y x dx y t y f t t

t x

 
      

 


  

(0)با نرط  اولله  0y  2، جواب واقعی( )y t t  و 

 

 

3 2
2 5 4.52

58 1 1
( ) .

1 5 4 2 5.5
3

2

t
f t t t t t

 
     

    
 

 

جواب عددی این مثال را به کمک چندجمله ای های چبلنف نوع اول  ،در این رص رو  یلننهادی با بکارگلری 

2,4,8m و خطای مطلق را برایانتقال یارته بدست آورده     در نقاط مبتلفt  ننان دادیم.  ۱در جدول 
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 ۱-۴-۶خطاهای مطلق در مثال . ۱جدول 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :[54]نظر بگلریدزیر را در رردهلم با هسته ضعلف –معادله انتگرال دیفرانسل  ولترا . ۲-۴-۶مثال 

11

4
1

0 02

1 ( ) 1
( ) ( ) ( ) ( ), (0) 0, [0,1].

2 3
( )

t
y s

D y t ds t s y s ds g t y t

t s

     


  

3جواب واقعی این مس له  عبارت است از  2( )y t t t  ماکسلمم خطای مطلق ۲. در جدول  ، (MAEs)   نتایج

ننان داده ایم. هم نلن مقایسه نتایج عددی رو  یلننهادی برای  mبرای مقادیر مبتلف عددی رو  یلننهادی را 

6,12m    آورده نده است.  ۳در جدول   ]55[و   ]54[عددی رونهای یلننهاد نده در مقالات با نتایج 

8m  4m  2m  t 

( ) ( )my t y t 
6107.7083 4101.9660 1.7479 310  0.1 

5101.2432 4103.1090 3.3353 310  0.2 

5102.8632 4104.0094 4.0676 310  0.3 

5102.2303 4104.6192  3.9449 310  0.4 

5102.3527 4105.4669 2.9671 310  0.5 

5105.5665 4107.6566 1.1342 310  0.6 

5109.4956 3101.2869 1.5536 310  0.7 

4101.2738 3102.3361 5.0966 310  0.8 

4102.2419 3104.1965 9.4946 310  0.9 

4104.1218 3107.2091 1.4748 210  1 
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2,4,6,9mمقایسه ماکسلمم خطای مطلق برای مقادیر . ۲جدول    ۲-۴-۶در مثال 

 ماکسلمم خطای مطلق
m 

1104 2 
5105.4 4 
5101.5 6 
6104.1 9 

 

6,12m با  مقایسه ماکسلمم خطای مطلق رو  یلننهادی .۳جدول    و  ]54[رونهای ارائه نده در مراجعو

[55]  

12m  6m    رو 

5102.7321 4102.4623  0.5هم محلی ژاکوبی با, 1   

[54] 
2107.25 1101.35 [55]هم محلی توابع بلاک یالس 

6104 5101.5 یلننهاد نده 

 

 یرمی یردازد:غلرخطی زبه ح  معادله انتگرال دیفرانسل  ولترا این مثال . ۳-۴-۶مثال 

1

4
2

0 0 0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), (0) 0, [0,1],

4 2

t
t t

s t t
D y t y s ds e y s ds sy s ds y y t g t y t          

 

 که در اینجا داریم:

1 2
3 2 2 24

1 1 1 1 1
( ) ( 1) 2 2 2.

2 4 32 2 2 2

t
t t t t tt

g t te e e e e t e                
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1جواب واقعی این مثال برای     برابر است با( ) 1ty t e .   مقایسیه  ماکسیلمم خطیای مطلیق ۴در جیدول ،

خطیای مطلیق کیم میی  mواضح است که با ارزایلا آورده نده است.   m رو  یلننهادی برای مقادیر مبتلف

 آورده نده است.  ۱در نک    m ماکسلمم خطای مطلق رو  یلننهادی برای مقادیر مبتلفنود. مقایسه  

2,4,6mمقایسه ماکسلمم خطای مطلق برای مقادیر . ۴جدول    ۳-۴-۶در مثال 

 ماکسلمم خطای مطلق
m 

2101.4 2 
4103.34 4 
7108.75 6 

 

 

 

 

2,4,6m. مقایسه  ماکسلمم خطای مطلق رو  یلننهادی برای مقادیر ۱شکل     ۳-۴-۶مثال در. 

 :[42,56]زیر را در نظر بگلریداز نوع یانتوگراف معادله انتگرال دیفرانسل  . ۴-۴-۶مثال 

1

1 24
3 24

0 0

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , (0) 0, [0,1].

4 2 2 4 32 2

t
t

t
s t t tt t

D y t e y s ds sy s ds y y t te e e y t            
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1جواب واقعی این مثال برای     برابر است با( ) 1ty t e .   مقایسیه  ماکسیلمم خطیای مطلیق ۵در جیدول ،

 آورده نده است.  [42]و    [43] ،  [56]و رونهای یلننهاد نده در مراجع رو  یلننهادی 

 

 [56]و    [43]،   [42]در مراجع رو  یلننهادی و رونهای ارائه نده مقایسه ماکسلمم خطای مطلق . ۵جدول 

 ۳-۴-۶مثال برای 

   [43] رو   [42]رو     [56]رو   رو  یلننهاد نده

MAEs m MAEs m MAEs M MAEs N 
5105.4496 4 5105.1681 4 4101.3772 4 4102.2328 10 

7104.0071 5 6102.6343 5 7101.6885 6 6104.7215 20 
8104.6035 6 6101.9487 6 10101.1029 8 8102.2098 60 

 

 زیر را در نظر بگلرید: غلرخطی با هسته منفرد ضعلف تاخلری کسریمعادله انتگرال دیفرانسل  . ۵-۴-۶مثال 

 

1192
232

1 1

0 02 3

1

( ) 1 1 24 243 12
( ) 2 , [0,1].

2 2 5 1760 4
( ) ( )

t t sy s
y s

D y t ds ds y t t t t t t

t s t s



 
 

    
          

   
 

 

 

1جواب واقعی این مثال برای    2برابر است با( )y t t. 2 یس از اعمیال رو  یلنینهادی بیاm   ماکسیلمم

و   ، جوابهای عیددی ایین مثیال  را بیرای مقیادیر مبتلیف۲را نتلجه گررتلم. در نک   13106.3 خطای مطلق

2m نتایج ننان می دهد که با نزدیک ندن مقادیر. آوردیم  1به عدد ،  جوابهیای عیددی نلیز بیه جیواب

1 واقعی در حالت   د.نهمگرا می نو  
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2mبا  برای مقادیر مبتلف   ۵-۴-۶گراف جوابهای عددی و واقعی مثال  .۲شکل   . 

 نتیجه گیری ۵-۶

چندجمله ای های  انتگرال گیری کسری و ضرب ماتریس های عملیاتیمبتنی بر  در این فصل یک روش عددی

با  غیر خطی برای تعیین جواب عددی معادلات انتگرال دیفرانسیل کسری تاخیری چبیشف نوع اول انتقال یافته

ع چندجمله ای های چبیشف نرو ابتدا ماتریسهای عملیاتی انتگرال گیری کسری و ضربهسته ضعیف ارائه شد. 

اول انتقال یافته و نیز نمایش ماتریسی توابع دارای تاخیر محاسبه و ارائه شد. سپس با جایگذاری تقریب تمرامی 

در ادامه آنرالیز خطرای روش مس له داده نده به یک دستگاه معادلات خطی برگردانده نید.  ،جملات مسئله اصلی

دقت و کرارایی روش  ،دن قابلیت بکارگیریدر آخر فصل چند مثال عددی جهت نشان دا. پیشنهادی بررسی شد

مناسرب برودن روش پیشرنهادی بررای حرل ایرن دسرته از  نتایج عددی نشان دهنده .بررسی شدپیشنهاد شده 

   معادلات می باشد.
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 نتایج و پیشنهادات

را با اسرتفاده از  با هسته منفرد ضعیفکسری تاخیری معادلات انتگرال دیفرانسیل حل عددی در این پایان نامه 

چبیشرف نروع اول انتقرال چند جمله ای هرای توابع اویلر از مرتبه کسری و نیز ماتریس های عملیاتی بر اساس 

یا غیر و یک دستگاه معادلات جبری خطی یافته مورد بررسی قرار دادیم. در این دو روش معادله مورد بررسی به 

خطرا را بررای  جواب تقریبی معادله ارائه می شرود. آنرالیز ،دستگاه جبری این  که با حل می شودخطی تبدیل 

 روش ها را نشان دادیم.و کارایی دقت )خطی و غیر خطی( و با چند مثال ارائه کرده شده  پیشنهادروش های 

توابع چبیشف از نوع اول انتقال یافته از مرتبه کسری را ساخته و سرپس  مراتریس می توان به عنوان کار بعدی 

تاخیری دیفرانسیل کسری  های عملیاتی انتگرال گیری کسری  و ضرب این توابع را برای حل معادلات انتگرال 

جملره ای را بکار برد. به نظر می رسد که می توان تابع کسری متناظر به هر چند  با هسته منفرد ضعیفکسری 

 ساخته و سپس برای حل این نوع معادلات بکار برد. 
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Abstract 

The main purpose of this theses is to numerically solve the weakly singular 

fractional delay integro-differential equations with the initial conditions based on 

the operational matrices of fractional-order Euler polynomials and shifted 

Chebyshev polynomials of the first kind. For this purpose, we first obtain the 

operational matrices of fractional integration of these two polynomials as well as 

the delay functions. Then, by approximating the fractional derivative of the 

solution of the problem with the help of a series solution of these two polynomials 

and also by using the operational matrix of the fractional integration, we obtain the 

matrix form of the approximate solution of the problem. By using the matrix form 

of all known sentences of the problem and also by applying the obtained 

operational matrices, we turn the problem into a system of linear or non-linear 

algebraic equations. By solving the obtained system, the approximate solution the 

original problem is obtained in the form of a series solution of the polynomials. We 

investigate the error analysis of the proposed methods and finally provide some 

numerical examples to show the efficiency of the proposed methods and compare 

the results with other methods. 
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