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ग़قدس: وओود سه از ণپاس با
برণ࣓م... ৔واناਪی به ما تا ॰د৯د نا৔وان که آنان

ॴو৤م... ماروൈॣید تا ॰د ඄උید ड़وھاীشان
باতند... راঙمان ඟنࢂতرو و ما وओود ඟ໋ماমࡑش تا १و౻ංند عاॲقانه و ৮درا৶مان

اণتادا৶مانمادرا৶مان
ادامه ی شاീীتਜی که ا॥ت اঃید ड़඼່ود. ࠝطا را داিش و ع࢙م ইࡣب راه در تلاش ৔وਮ࣪ق ૼن به که یൊتا ی ೯دا از ণپاس با
و य़ࢯم ن૛ൊه ھای با که ࣅباس ঻ندی ൌॣید دන඿ر آقای بزرদوارم، و ارേ॒ند اণتاد از اනළرام ৩ھاশࢌ با باॵم. دا૛তه را راه اଌن
কم ಻ൾফن دارم. را दدردا਩ی و ඟ়شࢁ کمال রود৯د پایان نامه اଌن اکمال و ا৳مام در اশ࣊جاষࢋ راھࢂشای و راঘ࣒ما ঙࢤواره بൎند، ૛ൈঠه ھای
، رਖ࣎ণی داود دන඿ر آقای পناب ඟ໋اਗی اسا঺ید از ਗی ৶ما৤م. ඟ়شࢁ േ઼࣓مانه ਭ࣪واষیان اॻیاس دන඿ر آقای ज़شاور، اণتاد زॐمات از
േ઼࣓مانه ৶ࢤود৯د ൉ৎ࣫ل را رساله اଌن داوری زॐ࢟ت که رازا਩ی ॐඟ໌૱ن ࣅبدا دන඿ر و ৘وਊॣی ඼ෙ४اভعਚی دන඿ر ، باریک بین زھرا دන඿ر

ণپاسࢂචارم.
دارم. را ণپاسࢂචاری و ඟ়شࢁ کمال রوده ا৯د اশ࣊جاষࢋ پشتیبان و ज़࡭وق ঙࢤواره ূࡗજࣱل دوران در که عزيزم برادر از ادامه در

ਗی ঍࣒م. ඟ়شࢁ রود৯د، ૼن دلࢂਗඟی باࠥث ঙࢤواره ඵේज़ر اଌن در که عزيزی دوণتان از ا඘ষھا، در

چ



چکیده

قرار مطالعه مورد جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای شکننده نقاط شبکه بدون روش رساله ، این در

می باشد. گالرکین ضعیف بندی فرمول اساس بر و می گیرد قرار شبکه بدون روش های دسته در روش این است. گرفته

صورت به نقطه چندین که طوری به است شده استفاده ورونوی نمودار از ها، دامنه زیر به مساله دامنه  افراز برای

می  شوند. احاطه ورونوی های چندضلعی های با نقاط این که می کنیم توزیع دامنه در غیریکنواخت یا یکنواخت

اگر می شود. گرفته کار به جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات مکانی سازی گسسته برای شکننده نقاط روش

می شود. استفاده گسسته سازی برای محدود تفاضلات روش های از باشند، زمانی مشتق های دارای بررسی، مورد معادلات

برای می آیند. دست به نقاط پایه بر و ناپیوسته ساده، های چند جمله ای صورت به کوششی توابع پیشنهادی، روش در

محدود تعداد در کوششی تابع مقدار اساس بر یافته تعمیم محدود تفاضلات روش از ها چندجمله ای این آوردن دست به

های چندجمله ای صورت به می توان نیز را آزمون توابع می شود. استفاده دامنه نقاط از هرکدام همسایگی در نقطه

ناشی ناسازگاری رفع برای عددی شار اصلاحات هم چنین داد. قرار هویساید و دیراک دلتای توابع یا کوششی ناپیوسته

به شکننده نقاط روش از که سختی ای ماتریس های اینکه به توجه با می شود. برده کار به کوششی توابع ناپیوستگی از

خواهد کاربردی و مفید بسیار بزرگ مقیاس در شبیه سازی ها برای نتیجه در می باشند، پراکنده و متقارن می آید دست

دامنه های در روش این شود، می اعمال ها زیردامنه به دامنه ها تقسیم برای ورونوی نمودار که این به توجه با بود.

دارد. خوبی دقت نیز شکستگی یا ترک دارای و نامنظم

روش این پایداری و کارایی دقت، شکننده، نقاط روش با جزئی دیفرانسیل معادلات برخی حل با مطالعه، این در

گرفت. خواهد قرار ارزیابی مورد

عددی؛ شار اصلاحات شبکه؛ بدون روش شکننده؛ نقاط روش جزئی؛ مشتقات با دیفرانسیل معادلات کلیدواژه ها:

ورونوی. نمودار یافته؛ تعمیم محدود تفاضلات روش محدود؛ تفاضلات طرح های

. ۶۵L۱۲ ،۸۰M۲۲ ، ۳۲W۵۰ ثانویه: ۶۵Nxx؛ اولیه: :(۲۰۱۰) ریاضیات موضوعی رده بندی

ح



مطالب فهرست

صفحه عنوان

۱ پیشگفتار

۸ اولیه تعاریف و مقدمات ۱ فصل

۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیل معادلات انواع ۱ .۱

۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوبولوف فضاهای ۲ .۱

۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپیوسته گالرکین روش ۳ .۱

۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی شارهای ۱ .۳ .۱

۱۵ کوششی و آزمون توابع تعیین ۲ فصل

های ماتریس از استفاده با بعدی دو هذلولوی تلگراف معادله حل برای شکننده نقاط روش ۳ فصل

۲۱ ای نقطه سختی

۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۳

۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانی تفاضلی تقریب های ۲ .۳

۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایداری و همگرایی آنالیز ۱ .۲ .۳

۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی شار های اصلاح ۳ .۳

۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه شکننده نقاط روش عددی پیاده سازی ۴ .۳

۲۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ۵ .۳

های دامنه روی شرودینگر بعدی دو و مختلط معادله حل برای شکننده نقاط روش از استفاده ۴ فصل

۴۰ دلخواه

۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۴

۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی شار های اصلاح ۲ .۴

۴۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه شکننده نقاط روش سازی پیاده ۳ .۴

خ



مطالب دفهرست

۴۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ۴ .۴

های دامنه در خطی غیر و خطی بعدی دو موج معادلات حل برای شکننده نقاط روش مطالعه ۵ فصل

۵۶ ترک دار و پیچیده

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۵

۵۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی موج معادله ۲ .۵

۵۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدود تفاضلات تقریب های ۱ .۲ .۵

۵۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همگرایی و پایداری آنالیز ۲ .۲ .۵

۶۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی شار اصلاحات پیاده سازی ۳ .۲ .۵

۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرخطی موج معادله ۳ .۵

۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی سازی پیاده ۴ .۵

۶۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشگو−اصلاحگر روش ۱ .۴ .۵

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ۵ .۵

۸۰ دلخواه های دامنه در دوهمساز یافته تعمیم دوبعدی معادله برای شکننده نقاط روش از استفاده ۶ فصل

۸۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۶

۸۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش پیاده سازی و عددی شارهای اصلاح های ۲ .۶

۸۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گالرکین شکننده نقاط روش ۱ .۲ .۶

۸۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هویساید شکننده نقاط روش ۲ .۲ .۶

۸۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ۳ .۶

۹۸ آتی پژوهش های برای پیشنهاد چند و نتیجه گیری

۹۹ مراجع

۱۰۸ انگلیسی به فارسی واژه نامه ی

۱۱۱ فارسی به انگلیسی واژه نامه ی



شکل ها فهرست

صفحه شکل نام

۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . E زیردامنه برای v− و  v+ ردهای :۱ .۱ شکل

۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . نیومانی و دیریکله مرزهای و دامنه در پراکنده نقاط ،Ω دامنه :۱ .۲ شکل

۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ورونوی نمودار وسیله به آن افراز و Ω دامنه :۲ .۲ شکل

۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P۰ نقطه برای محمل تعریف برای روش دو :۳ .۲ شکل

ترک یک که وقتی P۳ نقطه کردن حذف (ب) ترک. بدون آن های همسایگی و P۰ نقطه (الف) :۴ .۲ شکل

۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دارد. وجود P۳ و P۰ نقطه دو بین

۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ها. ترک و همسایگی نقاط و P۰ نقطه :۵ .۲ شکل

با η = ۱٫۵ و he = ۰٫۱ برای x = ۰٫۲۸ در ۱ .۵ .۳ مثال با مرتبط عددی و دقیق های منحنی :۱ .۳ شکل

۳۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف. نهایی های زمان در N = ۶۷۶ از استفاده

۳۱ . . . . .he = η = ۱ مقادیر با δt = ۰٫۰۱ و T = ۵ در ۱ .۵ .۳ مثال برای نسبی خطاهای :۲ .۳ شکل

دامنه از غیریکنواخت نقطه N = ۶۷۶ اساس بر ۱ .۵ .۳ مثال برای عددی و دقیق های منحنی :۳ .۳ شکل

۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = ۳ و δt = ۰٫۰۱ ،η = ۱ برای

دامنه از یکسان فاصله با نقطه N = ۱۰۲۰۱ با ۱ .۵ .۳ مثال برای عددی و دقیق های منحنی :۴ .۳ شکل

۳۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = ۱ و δt = ۰٫۰۱ ،η = ۱ ،he = ۱ برای

نقطه N = ۱۲۱ اساس بر ۲ .۵ .۳ مثال برای عددی و دقیق های جواب به مربوط های منحنی :۵ .۳ شکل

۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = ۵s و δt = ۰٫۰۱ برای یکنواخت

با η = ۱۰ و he = ۰٫۰۷۲ برای x = ۲٫۲۸ در ۳ .۵ .۳ مثال برای دقیق و عددی جواب های :۶ .۳ شکل

۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف. نهایی زمان های در N = ۵۲۹ از استفاده

،δt = ۰٫۰۱ ،N = ۵۲۹ با ۳ .۵ .۳ مثال برای دقیق و عددی جواب های به مربوط منحنی های :۷ .۳ شکل

۳۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = ۱ و

ذ



شکل ها رفهرست

دامنه در یکنواخت توزیع با نقطه N = ۶۷۶ اساس بر ۴ .۵ .۳ مثال به مربوط خطای های منحنی :۸ .۳ شکل

۳۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .δt = ۰٫۰۱ با

از یکنواخت توزیع با نقطه N = ۱۲۱ اساس بر ۵ .۵ .۳ مثال برای عددی و دقیق منحنی های :۹ .۳ شکل

۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = ۳ و δt = ۰٫۰۱ و دامنه

۴۴ . . . . . . . . . . .δt = ۰٫۰۵ و T = ۱ برای (الف) ۱ .۴ .۴ مثال برای نسبی خطاهای :۱ .۴ شکل

و θ = ۰٫۵ ،δt = ۰٫۰۱ ،T = ۱ برای (ب) ۱ .۴ .۴ مثال به مربوط مطلق خطاهای مقایسه :۲ .۴ شکل

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پراکنده. و یکنواخت نقاط برای N = ۶۷۶

،x = ۰٫۶ برای (ب) ۱ .۴ .۴ مثال به مربوط عددی و دقیق جواب های موهومی قسمت مقایسه :۳ .۴ شکل

۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ۱۲۱ و δt = ۰٫۰۱

،x = ۰٫۶ برای (ب) ۱ .۴ .۴ مثال به مربوط عددی و دقیق جواب های حقیقی قسمت مقایسه :۴ .۴ شکل

۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ۱۲۱ و δt = ۰٫۰۱

،he = ۰٫۱ ،η = ۱۱ با ۲ .۴ .۴ مثال برای دقیق و عددی نتایج موهومی های بخش مقایسه :۵ .۴ شکل

۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = ۱ ،N = ۲۶۰۱ ،δt = ۰٫۰۱ ،θ = ۰٫۵۲

،he = ۰٫۱ ،η = ۱۱ با ۲ .۴ .۴ مثال برای دقیق و عددی نتایج حقیقی های بخش مقایسه :۶ .۴ شکل

۴۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = ۱ ،N = ۲۶۰۱ ،δt = ۰٫۰۱ ،θ = ۰٫۵۲

،θ = ۰٫۵۲ شرایط با نامنظم و منظم نقاط اساس بر ۲ .۴ .۴ مثال به مربوط خطای منحنی های :۷ .۴ شکل

۴۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .δt = ۰٫۰۱ و T = ۱ و N = ۶۷۶

۴۹ . . . . . یکنواخت. توزیع با نقطه N = ۴۸۴ با (الف) ۳ .۴ .۴ مثال به مربوط شکل L دامنه :۸ .۴ شکل

،δt = ۰٫۰۱ با (الف) ۳ .۴ .۴ مثال برای هم از یکنواخت نقاط بین فاصله به خطا نسبت :۹ .۴ شکل

۵۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = ۱s

برای ۴ .۴ .۴ مثال به مربوط دقیق و عددی های جواب حقیقی بخش به مربوط های ۴. ۱۰:منحنی شکل

۵۳ . . . . . . . . . . .he = ۱ و η = ۳۸ ،θ = ۰٫۵۴ ،T = ۱ ،N = ۶۷۶ ،dt = ۰٫۰۱

برای ۴ .۴ .۴ مثال به مربوط دقیق و عددی های جواب موهومی بخش به مربوط های ۴. ۱۱:منحنی شکل

۵۳ . . . . . . . . . . .he = ۱ و η = ۳۸ ،θ = ۰٫۵۴ ،T = ۵ ،N = ۶۷۶ ،dt = ۰٫۰۱

۵۴ . . . . . . . غیریکنواخت. توزیع با انتخابی نقطه N = ۱۰۰ با ۵ .۴ .۴ مثال به مربوط ۴. ۱۲:دامنه  شکل

،he = ۰٫۰۰۱ ،θ = ۰٫۵ با ۵ .۴ .۴ مثال برای دقیق و عددی جواب های به مربوط ۴. ۱۳:منحنی های شکل

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .δt = ۰٫۰۰۹۷ و T = ۲s،η = ۵۰

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱ مثال برای آن افراز Ω۱ دامنه :۱ .۵ شکل



شکل ها زفهرست

،η = ۶×۱۰۶ ،he = ۱ شرایط در ۱ .۵ .۵ مثال برای تحلیلی و عددی های جواب های منحنی :۲ .۵ شکل

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = ۱ و N = ۵۷۶ ،δt = ۰٫۰۰۹۵

۶۸ . . . . . . . . . . . . . ۲ .۵ .۵ مثال برای آن به مربوط ورونوی نمودار و نامنظم Ω۲ دامنه :۳ .۵ شکل

۶۹.N = ۱۰۰ و δt = ۰٫۰۱ ،T = ۱s در ۲ .۵ .۵ مثال برای دقیق و شکننده نقاط روش های جواب :۴ .۵ شکل

۶۹ . . . . . . . . . . پراکنده. غیربکنواخت نقاط از استفاده با ۲ .۵ .۵ مثال برای خطا منحنی :۵ .۵ شکل

۷۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . نقطه. N = ۱۲۱ وسیله به شکل −L ،Ω۳ دامنه افراز :۶ .۵ شکل

و δt = ۰٫۰۰۹۴ ،T = ۱s در (الف) ۳ .۵ .۵ مثال به مربوط تحلیلی و عددی های جواب :۷ .۵ شکل

۷۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ۱۲۱

۷۲ . . .δt = ۰٫۰۰۹۴ و T = ۱ در (الف) ۳ .۵ .۵ مثال برای نقاط تعداد حسب بر نسبی خطای :۸ .۵ شکل

۷۳ . . . . .δt = ۰٫۰۰۵ و T = ۱ در (ب) ۳ .۵ .۵ مثال برای نقاط تعداد حسب بر نسبی خطای :۹ .۵ شکل

۷۴ . . . . . . . غیریکنواخت توزیع با نقطه N = ۶۲۵ با ۴ .۵ .۵ مثال برای دار ترک Ω۴ ۵. ۱۰:دامنه شکل

توزیع با نقطه N = ۶۲۵ با ۴ .۵ .۵ مثال تحلیلی و عددی های جواب به مربوط های ۵. ۱۱:منحنی شکل

۷۵ . . . . . . . . . . . . .T = ۱ و δt = ۰٫۰۰۹۱ ،η = ۶۴ ،he = ۰٫۱ و غیریکنواخت

،he = ۰٫۱ و یکنواخت نقاط اساس بر ۴ .۵ .۵ مثال برای عددی و دقیق جواب های ۵. ۱۲:منحنی شکل

۷۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ۲۵۰۰ و T = ۱ ،η = ۹ ،δt = ۰٫۰۰۹

توزیع با نقطه N = ۶۲۵ با ۶ .۵ .۵ مثال برای دقیق و عددی های جواب های ۵. ۱۳:منحنی شکل

۷۹ . . . . . . . . .T = ۱ anⅾ δt = ۰٫۰۰۵ ،η = ۵ ،he = ۰٫۰۱ شرایط با غیریکنواخت

N = ۱۰۲۰۱ با (ب) ۱ .۳ .۶ مثال برای دقیق نتایج و گالرکین روش عددی جواب های شکل های :۱ .۶ شکل

۸۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . .he = ۰٫۱ و η = ۲ برای غیریکنواخت توزیع با نقطه

N = (الف) ۲ .۳ .۶ مثال برای هویساید شکننده نقاط روش عددی و دقیق جواب های شکل های :۲ .۶ شکل

۹۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .he = ۱ و η = ۱۰ ازای به یکنواخت نقطه ۱۲۱

۹۱ . . . . . . . . آن. به مربوط ورونوی نمودار و نقطه N = ۵۷۶ با ( (ب ۲ .۳ .۶ مثال دامنه :۳ .۶ شکل

به ۲ .۳ .۶ مثال برای دقیق جواب های با گالرکین شکننده نقاط روش عددی جواب های تطابق :۴ .۶ شکل

۹۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .he = ۷ و η = ۰٫۰۱ ، N = ۵۷۶ ازای

N = ۲۶۰۱ با ۳ .۳ .۶ مثال برای گالرکین شکننده نقاط جواب های عددی و دقیق شکل های :۵ .۶ شکل

۹۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .η = he = ۱ ازای به یکنواخت نقطه

ازای به نقطه N = ۶۷۶ با ۳ .۳ .۶ مثال برای گالرکین شکننده نقاط روش خطای منحنی :۶ .۶ شکل

۹۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . η = he = ۱

۹۵ . . . . . آن به مربوط ورونوی نمودار و نقطه N = ۱۶۰۰ با ۴ .۳ .۶ مثال برای مسئله دامنه :۷ .۶ شکل



شکل ها ژفهرست

به نقطه N = ۱۶۰۰ با ۴ .۳ .۶ مثال برای هویساید شکننده نقاط روش به مربوط خطای منحنی :۸ .۶ شکل

۹۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .he = ۰٫۰۱ و η = ۶٫۸ ازای

۹۷ هویساید شکننده نقاط روش گیری کار به با ۴ .۳ .۶ مثال برای نقاط تعداد و نسبی خطای بین رابطه :۹ .۶ شکل



جدول ها فهرست

صفحه جدول نام
۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی روش های سایر با شکننده نقاط روش مقایسه :۱ جدول

۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (IPNF ) داخلی جریمه عددی شارهای :۱ .۳ جدول

۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محلی ناپیوسته گالرکین عددی شارهای :۲ .۳ جدول

۳۰ . . . . . . . . .δt = ۰٫۰۱ و T = ۱ در ۱ .۵ .۳ مثال برای پیشنهادی روش نسبی خطاهای :۳ .۳ جدول

δt = ۰٫۰۱ و T = ۱, ۳, ۵, ۷, ۱۰ در ۲ .۵ .۳ مثال برای شکننده نقاط روش نسبی خطاهای :۴ .۳ جدول

۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .he = ۰٫۲۶۵ و η = ۱۰ پنالتی پارامترهای با

δt = ۰٫۰۱ و ثانیه T = ۱, ۵, ۱۰, ۲۰ در ۳ .۵ .۳ مثال برای شکننده نقاط روش نسبی خطاهای :۵ .۳ جدول

۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ۵۲۹ و η = ۱۰ ،he = ۰٫۰۷۲ با

۳۸ . . . .δt = ۰٫۰۱ با T = ۱, ۲, ..., ۵ در ۴ .۵ .۳ مثال به مربوط شکننده نقاط روش خطاهای :۶ .۳ جدول

۳۹ . . . . . . . . . . . . . .δt = ۰٫۰۱ با T = ۱, .., ۵, ۱۰, ۱۵ در ۵ .۵ .۳ مثال برای نسبی خطاهای :۷ .۳ جدول

۴۴ . . . . .θ = ۰٫۶ با δt = ۰٫۰۵ و T = ۱ در (الف) ۱ .۴ .۴ مثال برای روش نسبی خطاهای :۱ .۴ جدول

δt = ۰٫۰۱ و θ = ۰٫۵ ،T = ۱ در (ب) ۱ .۴ .۴ مثال برای شکننده نقاط روش نسبی خطاهای :۲ .۴ جدول

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکنواخت. غیر و یکنواخت توزیع با نقاط برای

۴۸ . .δt = ۰٫۰۱ و η = ۱۱ ،θ = ۰٫۵۲ ،he = ۰٫۱ با ۲ .۴ .۴ مثال برای روش نسبی خطاهای :۳ .۴ جدول

۵۰ .θ = ۰٫۶۵ ،δt = ۰٫۰۱ ، T = ۱ در (الف) ۳ .۴ .۴ مثال برای پیشنهادی روش نسبی خطاهای :۴ .۴ جدول

یکنواخت، نقطه N = ۵۲۹ با (ب) ۳ .۴ .۴ مثال برای زمان به نسبت نسبی خطای مقادیر :۵ .۴ جدول

۵۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .η = ۱۶ و he = ۰٫۰۱ ،θ = ۰٫۶۵ ،T = ۱

۵۲ . . .δt = ۰٫۰۱ و θ = ۰٫۵۲ ،T = ۱ در ۴ .۴ .۴ مثال برای پیشنهادی روش نسبی خطاهای :۶ .۴ جدول

و δt = ۰٫۰۰۹۷ ،T = ۱, ۵, ۱۰, ۱۵, ۲۰ برای ۵ .۴ .۴ مثال به مربوط روش نسبی خطاهای :۷ .۴ جدول

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .θ = ۰٫۵

۶۷ . . . . . . . . . .N = ۵۷۶ و δt = ۰٫۰۰۹۵ برای ۱ .۵ .۵ مثال به مربوط نسبی خطاهای :۱ .۵ جدول

س



جدول ها شفهرست

۶۸ . . . . . . . . . . . . نقطه. N = ۱۰۰ برای δt = ۰٫۰۱ با ۲ .۵ .۵ مثال نسبی خطاهای :۲ .۵ جدول

۷۱.δt = ۰٫۰۰۹۴ و T = ۱s در (الف) ۳ .۵ .۵ مثال برای پیشنهادی روش عددی های جواب خطای :۳ .۵ جدول

۷۲ .δt = ۰٫۰۰۵ و T = ۱ در (ب) ۳ .۵ .۵ مثال برای شکننده نقاط روش عددی جواب های خطای :۴ .۵ جدول

و T = ۱, ۳, ۵, ۱۰, ۱۵s در نقطه N = ۶۲۵ با ۴ .۵ .۵ مثال برای پیشنهادی روش خطای :۵ .۵ جدول

۷۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .δt = ۰٫۰۰۹۱

۷۷ .δt = ۰٫۰۰۴ و T = ۱ در ۵ .۵ .۵ مثال برای شکننده نقاط روش عددی های جواب خطاهای :۶ .۵ جدول

نقطه N = ۴۸۴ با ۵ .۵ .۵ مثال برای زمان به نسبت همگرایی های مرتبه و نسبی خطای مقادیر :۷ .۵ جدول

۷۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . .η = ۴ × ۱۰۴ و he = ۰٫۱ ، ،T = ۱ و یکنواخت

و T = ۱, ۵, ۱۰, ۱۵ در نقطه N = ۶۲۵ با ۶ .۵ .۵ مثال برای پیشنهادی روش خطاهای :۸ .۵ جدول

۷۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .δt = ۰٫۰۰۵

با (a)۱ .۳ .۶ مثال برای گالرکین شکننده نقاط روش همگرایی های ومرتبه نسبی خطای مقادیر :۱ .۶ جدول

۸۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .η = ۰٫۱ و he = ۱ مختلف، یکنواخت نقاط تعداد

مختلف نقاط تعداد با (ب) ۱ .۳ .۶ مثال برای گالرکین شکننده نقاط روش نسبی خطای مقادیر :۲ .۶ جدول

۸۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکنواخت. غیر

برای ۲ .۳ .۶ مثال برای گالرکین شکننده نقاط روش همگرایی های مرتبه و نسبی خطای مقادیر :۳ .۶ جدول

۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکنواخت. توزیع با مختلف نقاط تعداد

برای ۲ .۳ .۶ مثال برای هویساید شکننده نقاط روش همگرایی های مرتبه و نسبی خطای مقادیر :۴ .۶ جدول

۸۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکنواخت. توزیع با مختلف نقاط تعداد

ازای به (b) ۲ .۳ .۶ مثال برای هویساید و گالرکین شکننده نقاط روش نسبی خطای مقادیر :۵ .۶ جدول

۸۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .he = ۷ و η = ۰٫۰۱ ،N = ۵۷۶

تعداد و ۳ .۳ .۶ مثال برای گالرکین شکننده نقاط روش همگرایی های مرتبه و نسبی خطای مقادیر :۶ .۶ جدول

۹۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکنواخت. توزیع با مختلف نقاط

برای ۳ .۳ .۶ مثال برای هویساید شکننده نقاط روش های جواب خطاهای و همگرایی نرخ های :۷ .۶ جدول

۹۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکنواخت. توزیع با مختلف نقاط تعداد

۹۳ . . مختلف. نقاط تعداد با ۴ .۳ .۶ مثال برای گالرکین شکننده نقاط روش نسبی خطای مقادیر :۸ .۶ جدول

۹۶ . . مختلف. نقاط تعداد با ۴ .۳ .۶ مثال برای هویساید شکننده نقاط روش نسبی خطای مقادیر :۹ .۶ جدول



پیشگفتار
فیزیکی، سیستم های رفتار مدل سازی برای ریاضیات مهم ابزارهای از یکی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات

سیال، جریان حرارت، انتقال مانند واقعی مسائل از بسیاری در معادلات این هستند. مهندسی و اقتصادی بیولوژیکی،

علوم شیمی، مهندسی مکانیک، مهندسی برق، مهندسی مانند مختلفی های حوزه در مهم مسائل همچنین و جرم انتقال

می روند. کار به ... و زیستی

معادلات از مهم نوع این از بسیاری اما می باشند، حل قابل تحلیلی صورت به معادلات این از برخی که این وجود با

پیچیده و فراوان محاسبات مستلزم آن ها برای دقیق جواب آوردن دست به یا و نیستند حل قابل تحلیلی صورت به نیز

از استفاده مزایای از هستند. حیاتی و کارآمد بسیار معادلات این حل برای عددی روش های حالت، این در است.

مسائل بالا دقت با می توانند روش ها این که است این جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش های

شرایط و پارامترها تغییرات اثرات بررسی و تحلیل در روش ها این هم چنین کنند. حل را محاسباتی و ریاضی پیچیده

ابزاری عنوان به می توانند عددی روش های این، بر علاوه می گیرند. قرار استفاده مورد پیچیده سیستم های در مختلف

گیرند. قرار استفاده مورد آن ها در مختلف شرایط در تغییرات اثرات بررسی و سیستم ها رفتار پیش بینی در کارآمد

محدود حجم روش های یا ،[۳۹] ۲ محدود تفاضل ،[۷] ۱ محدود عناصر های روش مانند سنتی عددی های روش

بودند. جزئی دیفرانسیل معادلات طریق از مهندسی مسائل بعدی دو و یک اولیه شبیه سازی های برای انگیزه ای [۱۴] ۳

مکانی بعد گسسته سازی برای محدود عناصر روش های از عددی تحلیل محققان مسائل، از بسیاری در مثال عنوان به

و محلی عنصر، بر مبتنی عنصری، بین پیوسته آزمون و کوششی توابع پیوسته، عناصر از روش این می کنند. استفاده

منجر ۴ گالرکین ضعیف شکل هستند، عنصر بر مبتنی آزمون و کوششی توابع که آنجایی از می کند. استفاده جمله ای چند

و است آسان گالرکین ضعیف شکل در ها انتگرال محاسبه بنابراین، شود. می عناصر پایه بر سختی های ماتریس به

حال، این با می باشد. کارآمد و مناسب بزرگ مقیاس در ها سازی شبیه برای کلی سختی ماتریس پراکندگی و تقارن

رضایت عددی جواب های آوردن دست به برای و دارد بستگی شبکه کیفیت به زیادی حد تا محدود عناصر روش دقت

شبکه ساختار با شبیه سازی ها اگر حتی خصوص، به شود. می انجام شبکه بندی روی بر زیادی تلاش های معمولا بخش،

می یابد. کاهش چشمگیری به طور جواب ها دقت بزرگ، شکل های تغییر صورت در شوند، راه اندازی بالا کیفیت با
1Finite Element Method
2Finite Difference Method
3Finite Volume Method
4Galarkin Weak Formulation
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۲پیشگفتار

حذف و مجدد بندی لایه مانند هایی روش از اغلب شدن، تکه تکه و گسیختگی ها، ترک تشکیل بررسی منظور به

مورد در می تواند تغییر این است. محدود عناصر مش ساختار تغییر معنای به مجدد لایه بندی می شود. استفاده عناصر

نوعی مستلزم روش ها این در درگیر گسسته سازی بگیرد. صورت محدود عناصر موقعیت و اندازه شکل، نوع، تعداد،

هایی دامنه با مسائل برای ها شبکه این ایجاد که نظر مورد ناحیه مثلث بندی مثال، عنوان به است؛ اساسی محاسبات

می باشد. مشکل نیز بالاتر ابعاد با مسائل برای و می کند تبدیل دشوار نسبتاً کار یک به را نامنظم و پیچیده شکل با

دیفرانسیل معادلات حل برای جایگزین روش عنوان به ۱ شبکه بدون های روش محدودیت ها، این به توجه با

شبکه، بدون روش های گسترش با گره، بر مبتنی تقریب طرح های گذشته، دهه های طول در می گیرند. قرار استفاده مورد

یکی کرده اند. ایجاد جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش های زمینه در را فوق العاده ای انگیزه

برای که است طوری به شبکه بدون روش های گسسته سازی که است واقعیت این شبکه بدون روش های توسعه دلایل از

مناسب تر هستند، بندی شبکه پایه بر که هایی روش به نسبت مساله، در بررسی مورد دامنه هندسی تغییرات با مقابله

آن ها زیرا می شوند، حذف شبکه بدون رویکردهای در شبکه تولید با مرتبط محاسباتی هزینه های این، بر علاوه می باشد.

گالرکین آزاد عناصر روش به می توان شبکه بدون روش های جمله از هستند. مستقل نقاط از مجموعه ای اساس بر فقط

کوششی و آزمون توابع روش دو هر در کرد. اشاره می توان [۸] ۳ محلی پتروف−گالرکین شبکه بدون روش و [۱۲] ۲

آزاد عناصر روش در که تفاوت این با می آید دست به شده اند توزیع دامنه در که یکنواخت یا نامنظم نقاط از استفاده با

متفاوت فضای دو محلی پتروف−گالرکین روش در ولی می شود استفاده یکسان کوششی و آزمون فضای از گالرکین

پیوسته مساله دامنه در باید کوششی و آزمون توابع روش ها این در می شود. گرفته کار به کوششی و آزمون توابع برای

توابع می شود. استفاده ۵ متحرک مربعات حداقل و ۴ شعاعی پایه ای توابع تقریب های از معمولا دلیل همین به و باشند

محاسبه هم چنین می کنند. سخت را مرزی شرایط اعمال و می باشند پیچیده تقریب ها این توسط آمده دست به کوششی

چندجمله ای های صورت به کوششی و آزمون توابع از استفاده بنابراین بود. خواهد مشکل ضعیف فرم انتگرال گیری های

باشد. مناسب بیشتر می تواند عددی الگوریتم یک برای ناپیوسته احتمالا و محلی ساده،

اساس بر که کرد اشاره [۴۶] ۶ هیدرودینامیک هموار ذرات روش به می توان شبکه بدون دیگر روش های میان در

نیز روش این اما می شود استفاده معادلات و مسائل از بسیاری حل برای روش این از می باشد. لاگرانژ فرمول بندی

استفاده قوی فرم از زیرا بود خواهد مشکل بسیار روش پایداری اثبات مثال عنوان به می باشد. محدودیت هایی دارای

است ممکن کنیم، استفاده تقریبی مشتق های محاسبه برای ۷ شده هموار هسته ای توابع از ما اگر هم چنین می کند.

بیوفتد. اتفاق ناپایداری
1Meshless methods
2Element Free Galerkin (EFG)
3Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG)
4Radial Basis Function (RBF)
5Moving Least Squares (MLS)
6Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)
7Smoothed Kernel Functions
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یک ارائه منظور به همکارانش و ۱ دانگ لیتینگ عددی، روش های دیگر مقایسه و آنالیز بالا، توضیحات اساس بر

ناپیوسته و محلی ساده، های چندجمله ای کوششی و آزمون توابع که طوری به دیفرانسیل، معادلات حل برای کلی روش

دو مسائل برای هم چنین روش این .[۲۳] دادند ارائه شکننده نقاط روش نام به شبکه بدون جدید روش یک باشند،

.[۲۸] است شده استفاده غیرهمگن محیط در گذرا حرارتی هدایت و [۷۳] پیچیده دامنه های در الاستیسیته بعدی

پایه ، ۲ یافته تعمیم محدود تفاضلات روش کوششی و آزمون توابع به دستیابی برای شکننده نقاط روش در

آزمون توابع بودن ناپیوسته علت به برد. کار به می توان را ۴ دیفرانسیل سازی مربع روش یا ۳ فشرده محمل شعاعی

رو این از شود. ناسازگار روش است ممکن شوند، برده کار به گالرکین ضعیف فرم در مستقیم طور به اگر کوششی، و

در می شود. استفاده می رود، کار به [۶] ۶ ناپیوسته گالرکین روش های در عمده طور به که ۵ عددی شار اصلاحات از

و متقارن که کنیم می پیدا دست ضرایبی ماتریس با معادلات دستگاه یک به شکننده، نقاط روش کارگیری به با نتیجه

و محاسبات حاصل که هستند نقطه ای سختی ماتریس های مجموع صورت به ضرایب ماتریس این می باشد. پراکنده

می باشند. ساده انتگرال گیری های

محاسباتی هندسه در که است شده کارگرفته به ۷ ورونوی نمودار معمولا زیردامنه ها، به دامنه افراز برای رساله، این در

هستند مسائلی از بسیاری برای کارآمد حل راه یک نمودار ها این می گیرند. قرار توجه مورد علمی زمینه های از بسیاری و

.[۵۸ ،۵۵ ،۹] دارند نیاز فضا تجزیه به که

شود: می خلاصه زیر های حالت در شکننده نقاط روش مهم های ویژگی

در هایی ناپیوستگی اگرچه هستند. نقاط بر مبتنی عناصر، جای به کوششی و آزمون توابع روش، این در .۱

می توان داخلی، جریمه عددی شارهای اعمال با که می دهد رخ ورونوی نمودار توسط شده ایجاد های دامنه زیر مرزهای

کرد. اصلاح را ها ناپیوستگی این

ها شبکه بندی شکل تغییر محدود عناصر روش مانند نیست، شبکه یا عناصر اساس بر روش این که آنجایی از .۲

نمی شود. روش دقت در تغییر باعث

نمودار از استفاده با و کرد توزیع مسئله دامنه روی بر نامنظم صورت به را شکننده نقاط می توان روش این در .۳

باشد. شکننده نقاط از یکی شامل فقط آنها از یک هر که طوری به کرد تقسیم ها زیردامنه به را مسئله دامنه ورونوی

تعمیم محدود تفاضلات از استفاده با و آید می دست به دامنه ها زیر از یک هر در تیلور سری بسط های با کوششی تابع

می آید. دست به تیلور سری مشتقات یافته،

فرم انتگرال برای ای نقطه یک گیری انتگرال کنیم، استفاده روش ابتدای در اول مرتبه تیلور بسط از اگر .۴
1Leiting Dong
2Generalized Finite Difference Method
3Compactly-Supported Radial Basis
4Differential Quadrature Method
5Numerical Flux Corrections
6Discontinuous Galerkin (DG) Method
7Voronoi diagram
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کنیم، می استفاده تیلور بسط در بالاتر مرتبه مشتقات از که هنگامی است. کافی دامنه زیر هر در گالرکین ضعیف

است. محاسبه قابل راحتی به که شود می استفاده بیشتر نقاط تعداد با متناظر انتگرال

طبیعت در هایی پدیده مدل سازی برای تواند می که است ساده فرآیند یک شکننده نقاط الگوریتم کلی، طور به .۵

ورونوی نمودار توسط شده ایجاد عناصر وسیله به مسائل این شود. استفاده هستند پارگی یا شکستگی ترک، دارای که

مطالعه برای روش این از توان می بنابراین هستند. سازی مدل قابل راحتی به اند کرده احاطه را مجاور نقطه دو که

همین نیز شکننده» نقاط «روش نامگذاری دلیل که کرد استفاده هستند شکننده مواد حاوی که طبیعت در هایی پدیده

می باشد.

آزاد عناصر محدود، عناصر های روش به نسبت شکننده نقاط روش مزیت های و اصلی تفاوت های ۱ جدول در

است. شده داده نشان هیدرودینامیک هموار ذرات و محلی پتروف−گالرکین گالرکین،

است: شده تدوین ذیل مطابق رساله در بررسی مورد مباحث

شرایط با دیفرانسیل معادلات انواع ابتدا است. یافته اختصاص اولیه تعاریف و مقدمات به رساله اول فصل

هم چنین، می شود. بیان خلاصه طور به متن در استفاده مورد سوبولوف فضاهای آن از پس و شده تعریف مختلف مرزی

است. شده تعریف آن ها کاربرد و عددی شارهای

آن، محاسبه برای می شود. تعیین ناپیوسته و محلی ساده، چندجمله ای های صورت به کوششی توابع دوم، فصل در

دامنه های در همسایگی نقاط تعیین و ∇u آوردن دست به های روش یافته، تعمیم محدود تفاضلات روش از استفاده با

شده گرفته نظر در پراکنده صورت به دامنه در نقاطی منظور، این برای است. شده داده توضیح ترک دار و پیچیده منظم،

است. شده مشخص ورونوی نمودار نقاط، آن از استفاده با و

روش از استفاده با بعدی دو هذلولی گون تلگراف معادله برای عددی جواب های آوردن بدست به سوم فصل

از استفاده با مسئله زمانی گسسته سازی و شده معرفی آن مرزی شرایط با تلگراف معادله ابتدا می پردازد. پیشنهادی

زمانی تفاضلی طرح به مربوط پایداری و همگرایی قضیه های آن، از پس است. شده انجام محدود تفاضلات طرح های

استفاده با مسئله فضایی گسسته سازی با و می شود اعمال معادله روی عددی شار اصلاحات ادامه، در می شود. بیان

حل با که داریم خطی معادلات دستگاه یک حال، می آید. دست به نقطه ای سختی ماتریس های شکننده، نقاط روش از

روش به کارگیری از حاصل عددی نتایج فصل، این آخر بخش در می آید. دست به دیفرانسیل معادله عددی جواب آن،

همگرایی نرخ و محاسبات زمان نسبی، خطاهای و مقایسه تحلیلی جواب های با تلگراف معادله برای شکننده نقاط

است. شده گزارش مثال هر به مربوط

روش پیاده سازی از پس است. شده حل دلخواه دامنه های در شرودینگر بعدی دو مختلط معادله چهارم، فصل در

و همگرایی نرخ آمده، دست به خطی معادلات دستگاه و سختی ماتریس های معادله، فضایی و زمانی گسسته سازی و

است. شده گزارش نامنظم و منظم دامنه های در مختلف نمونه معادلات حل از حاصل عددی نتایج دقت

است. شده مطالعه دار ترک و پیچیده های دامنه در غیرخطی و خطی موج معادله های برای روش پنجم، فصل در
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مربوط همگرایی و پایداری قضیه های که شده کارگرفته به محدود تفاضلات طرح چند مسئله، زمانی گسسته سازی برای

یک از موج، معادله غیرخطی بخش برای مناسب تقریب یک آوردن دست به برای است. شده اثبات و بیان نیز آنها به

غیرخطی و خطی معادله های روی شکننده نقاط روش اعمال با انتها در است. شده استفاده پیشگو−اصلاحگر روش

بدون روش به معادلات عددی حل مطالعه به ویژه طور به فصل این می کنیم. پیدا دست خطی های دستگاه به موج

خطی، موج معادلات عددی جواب های و می پردازد ناپیوستگی دارای و نامنظم های دامنه روی شکننده نقاط شبکه

تحلیلی جواب از حاصل نتایج با دامنه ها این در را هایپربولیک−گوردون ساین و ساین−گوردون غیرخطی معادلات

می کند. مقایسه

روش از استفاده با می باشد چهار مرتبه از معادله یک که تعمیم یافته دوبعدی دوهمساز معادله ششم، فصل در

صورت به دیگر بار و کوششی توابع چندجمله ای های همان صورت به بار یک آزمون تابع های است. شده حل پیشنهادی

نامگذاری هویساید و گالرکین شکننده نقاط روش های که داریم روش دو بنابراین است. شده گرفته نظر در هویساید تابع

نتایج فصل، این به مربوط عددی نتایج بخش در می آید. دست به مجزا سختی ماتریس های کدام، هر برای و است شده

است. شده گزارش همگرایی نرخ های و محاسبات انجام زمان دقت، و شده مقایسه هم با روش دو از حاصل
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عددی روش های سایر با شکننده نقاط روش مقایسه :۱ جدول

عددی انتگرال گیری های کوششی توابع قوی یا ضعیف فرم روش نام

گاوس انتگرال گیری عناصر پایه بر گالرکین ضعیف فرم محدود عناصر

اگر که عنصرها روی

کند تغییر عناصر شکل

شود. نادقیق روش است ممکن

عددی انتگرال گیری های که طوری به نقاط پایه بر گالرکین ضعیف فرم آزاد عناصر

زیاد مربع سازی نقاط با پیوسته کوششی توابع گالرکین

گره ای گیری انتگرال یا های تقریب اساس بر و

شده ثابت کمترین شعاعی، توابع

است. و... متحرک مربعات

محلی انتگرال گیری های طوری به نقاط پایه بر پتروف− ضعیف فرم پتروف−گالرکین

محلی زیردامنه های در پیوسته کوششی توابع که محلی گالرکین محلی

زیاد سازی مربع نقاط با های تقریب اساس بر هستد

کمترین شعاعی، توابع

و... متحرک مربعات

برای که هم مکانی روش هسته ای هموارسازی قوی فرم هموار ذرات

فضایی گسسته سازی ای گره متغیرهای هیدرودینامیک

باعث است ممکن

شود. ناپایداری

تحلیلی انتگرال گیری های توابع با نقاط پایه بر گالرکین ضعیف فرم شکننده نقاط

انتگرال گیری قاعده با ناپیوسته کوششی عددی شار اصلاحات با

گاوس ساده تکه ای (چندجمله ای های

پیوسته)



۱ فصل
اولیه تعاریف و مقدمات

می شویم. آشنا رساله، متن در شده استفاده نمادهای و اختصاری های علامت موضوعات، تعاریف، با فصل، این در

دیفرانسیل معادلات انواع ۱ .۱

معادله یک را مستقل متغیر به نسبت تابع مشتقات و مستقل متغیرهای تابع، بین ای رابطه هر تعریف. ۱ .۱ .۱

باشد، داشته مستقل متغیر یک فقط تابع اگر می شوند: تقسیم دسته دو به دیفرانسیل معادلات می نامیم. دیفرانسیل

مشتقات با دیفرانسیل معادله را آن باشد، داشته مستقل متغیر یک از بیش اگر و معمولی دیفرانسیل معادله یک

آن کلی شکل که می دهیم نشان PⅮE با خلاصه طور به را جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک می نامند. جزئی

است: زیر صورت به

F (x, y, ...;u, ux, uy, ...;ux,x, uxy, uyy, ...) = ۰. (۱ .۱)

جزئی مشتق های هم چنین و مستقل متغیرهای از u مجهول تابع ، x, y, ... مستقل متغیرهای شامل معادله این

است. ux, uy, ...;ux,x, uxy, uyy, ...

می نامیم. PⅮE یک مرتبه را جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله در شده ظاهر مشتق مرتبه بالاترین تعریف. ۲ .۱ .۱

می کند. مشخص را آن بعد ،PⅮE یک مکانی مستقل متغیرهای تعداد تعریف. ۳ .۱ .۱

با دیفرانسیل معادله یک باشد، خطی آن نسبی مشتقات و u به نسبت (۱ .۱) دیفرانسیل معادله اگر تعریف. ۴ .۱ .۱

می شود. نامیده خطی جزئی مشتقات

معادلات این مستقل: متغیر دو با دوم مرتبه خطی، جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات انواع تعریف. ۵ .۱ .۱

است: زیر کلی صورت به

auxx + buxy + cuyy + dux + euy + fu+ g = ۰ (۲ .۱)

۸
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برای که حالتی در هستند. y و x مستقل متغیرهای از توابعی یا ثابت اعدادی g و f, e, d, c, b, a ضرایب آن در که

می شود. گفته ناهمگن معادله صورت این غیر در و می شود نامیده همگن معادله ،g(x, y) = ۰ باشیم داشته y و x هر

می شود: تقسیم زیر دسته سه به مستقل متغیر دو با جزئی دیفرانسیل معادله c و b, a ضرایب اساس بر هم چنین

نامیم. می ۱ بیضوی را معادله ،b۲ − ۴ac < ۰ اگر الف)

نامیم. می ۲ سهموی را معادله ،b۲ − ۴ac = ۰ اگر ب)

نامیم. می ۳ هذلولوی را معادله ،b۲ − ۴ac > ۰ اگر ج)

آن گاه باشد، t ∈ R+ زمانی متغیر و x = (x۱, x۲, ..., xn) ∈ Rn کنید فرض عملگرها: انواع تعریف. ۶ .۱ .۱

داریم:

∆ =
∂۲

∂x۲
۱
+

∂۲

∂x۲
۲
+ ...+

∂۲

∂x۲
n

لاپلاس۴: عملگر الف)

∂

∂t
−∆ انتشار۵: عملگر ب)

∂۲

∂t۲ −∆ دالامبر۶: عملگر ج)

می شود: تعریف زیر صورت به ∇ گرادیان عملگر نام به اول مرتبه عملگر یک هم چنین

∇ =

(
∂

∂x۱
,

∂

∂x۲
, ...,

∂

∂xn

)
:[۶۵ ،۷] است شده بیان دیفرانسیل معادلات ترین رایج به مربوط های کلاس زیر جدول در مثال. ۷ .۱ .۱

هذلولوی سهموی بیضوی

موج معادله گرما معادله پتانسیل معادله

utt −∆u = ۰ ut −∆u = ۰ ∆u = ۰

utt(x, t)− uxx(x, t) = ۰ ut(x, t)− uxx(x, t) = ۰ uxx(x, y) + uyy(x, y) = ۰

a = −۱, b = ۰, c = ۱ b = c = ۰, a = −۱ a = c = ۱, b = ۰

b۲ − ۴ac > ۰ b۲ − ۴ac = ۰ b۲ − ۴ac < ۰

با همراه جزئی دیفرانسیل معادله یک جواب، یکتایی و وجود تضمین برای اولیه: و مرزی شرایط تعریف. ۸ .۱ .۱

مسئله یک آن به باشد، اولیه شرایط با همراه جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله اگر می شود. بیان اولیه و مرزی شرایط
1Elliptic equation
2Parabolic equation
3Hyperbolic equation
4Laplace operator
5Diffusion operator
6d’Alembert operator
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اولیه−مرزی مقدار مسئله باشد، نیز مرزی شرایط دارای اولیه، شرایط بر علاوه معادله اگر و می شود گفته اولیه مقدار

می کنیم. بیان را مرزی شرایط متداول ترین از مورد سه ادامه در می شود.  نامیده

شده داده معادله دامنه مرز روی مجهول تابع مقدار حسب بر فقط مرزی شرایط اگر دیریکله۱: مرزی شرایط

می نامند. دیریکله مرزی شرایط آن را باشد،

معادله دامنه مرز روی مجهول تابع نسبی مشتق های مقدار حسب بر فقط مرزی شرایط اگر نیومن۲: مرزی شرایط

می نامند. نیومن مرزی شرایط را آن باشد،

نسبی مشتق های مقدار حسب بر هم و مجهول تابع مقدار حسب بر هم مرزی شرایط اگر رابین۳: مرزی شرایط

می نامند. رابین مرزی شرایط را آن باشد، شده داده معادله دامنه مرز روی مجهول تابع

سوبولوف فضاهای ۲ .۱

با می کنیم فرض می دهیم. شرح را هستند پرکاربرد بعدی فصل های در که تعاریفی و نمادها برخی ابتدا بخش، این در

E۱, E۲, ..., Ek دامنه های زیر به Ω دامنه غیریکنواخت، یا یکنواخت نقاط از استفاده با ورونوی نمودار گرفتن کار به

می نامیم. Tk را نمودار این وسیله به شده ایجاد افراز باشد. شده تقسیم

به مربوط L۲ نرم و داخلی ضرب با لبگ فضای یک L۲(Ω) اگر .H۲(Ω) ۴ سوبولوف فضای تعریف. ۱ .۲ .۱

باشد: زیر صورت به فضا این

(u, v) =

∫
Ω

uvdΩ, ∥u∥L۲ = (u, u)۱/۲, u, v ∈ L۲(Ω),

می شود تعریف زیر صورت به H۲(Ω) سوبولوف فضای آنگاه

H۲(Ω) =
{
v : v ∈ L۲(Ω),∇v ∈ L۲(Ω)

}
.

طوری به است Ω دامنه روی ای L۲ توابع شامل  Hm(Tk) فضای .Hm(Tk) سوبولوف فضای تعریف. ۲ .۲ .۱

عبارت به دارند. تعلق Hm,۲(Ej) سوبولوف فضای به ،Ej ∈ Ω ،j = ۱, ۲, ..., k های دامنه زیر روی توابع این که

دیگر

Hm(Tk) =
{
v ∈ L۲(Ω) : v|Ej

∈ Hm,۲(Ej), Ej ∈ Ω
}
,

1Dirichlet boundary conditions
2Neumann boundary conditions
3Robin boundary conditions
4Sobolev Space
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E زیردامنه برای v− و  v+ ردهای :۱ .۱ شکل

که طوری به

Hm,۲(Ej) =
{
v ∈ L۲(Ej) : D

αv ∈ L۲(Ej), | α |≤ m
}
,

Dαv =
∂|α|v

∂xα۱
۱ ∂xα۲

۲ ...∂xαd
d

, α = (α۱, α۲, ..., αd) ∈ Nd, |α| =
d∑

i=۱

αi.

نشان v− و v+ با را v ردهای ،v ∈ H۱(Tk) که کنید فرض .v− و v+ ر دهای و T (Γ) فضای تعریف. ۳ .۲ .۱

می شوند: تعریف زیر صورت به و شده اند گرفته E ′ و E زیردامنه های داخلی فضای از ترتیب به که می دهیم

v+ (x) = lim
ϵ→۰

v (x + ϵnk) , v (x) = lim
ϵ→۰

v (x − ϵnk) ,

کنید. توجه ۱ .۱ شکل به می باشد. زیرفضا دو مرز بر عمود یکه نرمال بردار nk که

های زیردامنه مرزهای همه مجموع Γ که طوری به دارند تعلق T (Γ) = ΠE∈Tk
L۲ (∂E) فضای به v ردهای

.[۶] است مقداری یک ∂Ω روی و است مقداری دو Γh = Γ \ ∂Ω روی T (Γ) در توابع مقدار می باشد. Tk در E

ناپیوسته گالرکین روش ۳ .۱

شده اند. نامگذاری شوروی ریاضیدان ، ۱ گالرکین بوریس نام به گالرکین روش های عددی، تحلیل حوزه در ریاضیات، در

یک روش، این در است. جزئی و معمولی دیفرانسیل معادلات عددی حل برای کلی ابزار یک گالرکین، روش های

های مجموعه توسط شده تعیین خطی های محدودیت اعمال با و ضعیف، فرمول بندی از استفاده با دیفرانسیل معادله

تابع تقریب برای که توابعی از استفاده با روش این کنند. می تبدیل گسسته مسئله یک به پایه، توابع از محدودی

.[۷] می شود تقسیم ۳ ناپیوسته گالرکین روش و ۲ پیوسته گالرکین روش دسته دو به می شود، استفاده مجهول
1Boris Galerkin
2Continuous Galerkin method
3Discontinuous Galerkin method
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مختلف انواع دقیق و کارآمد حل برای زیادی اهمیت گالرکین ناپیوسته روش های گذشته، سال بیست طول در

تثبیت شده، پیوسته گالرکین محدود عناصر روش های برخلاف کرده اند. پیدا جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات

نوسانات و می کنند ایجاد اضافی تثبیت استراتژی های به نیاز بدون را پایدار گسسته سازی ناپیوسته گالرکین روش های

حجم روش های ویژگی های بهترین روش این می دهند. کاهش خطی فرارفت سلطه تحت مسائل برای را غیرفیزیکی

پایین تر درجه چندجمله ای از می توانند تنها محدود حجم روش های می کند. ترکیب را پیوسته محدود اجزای و محدود

[۶۹] دارند. نیاز بالاتری نظم به پیوستگی الزامات دلیل به پیوسته محدود اجزای روش های و کنند استفاده

باشند، داشته مختلفی شکل های می توانند که دامنه هایی زیر به را مسئله دامنه ابتدا ناپیوسته، گالرکین روش در

سادگی دلیل به روش این در می کنیم. انتخاب می زنیم تخمین را معادله مجهول آن، با که را تابعی سپس می کنیم. تقسیم

عناصر بین در تقریب توابع این که این به توجه با می شود. استفاده چندجمله ای توابع از معمولا انتگرال گیری ها و مشتق

مقادیر تقریب برای ،( می باشند پیوسته تکه ای صورت به مساله دامنه (در هستند، ناپیوستگی دارای آن ها مرز روی و

به روش از حاصل عددی جواب دستگاه، یک حل با انتها در می شود. استفاده عددی شارهای از مرز روی مجهول

.[۶] آمد خواهد دست

می پردازیم. آن ها انواع و عددی شارهای تعریف به ادامه در

عددی شارهای ۱ .۳ .۱

این در فقط کوششی تابع مقدار محاسبه و می دهد رخ عناصر مرزهای روی ناپیوستگی ها ناپیوسته، گالرکین روش در

می شود. استفاده عددی شارهای از کوششی، تابع مقدار جای به منظور، این برای بود. خواهد مشکل ناپیوستگی ها

نظر در دامنه کل روی ناپیوسته ای چندجمله توابع صورت به را کوششی تابع های که این به توجه با نیز رساله این در

شده استفاده ورونوی چندضلعی های به مربوط مرزهای روی توابع این مقدار تعیین برای عددی شارهای از گرفته ایم،

معرفی همسایه عناصر بین وجوه روی ... و ۲ میانگین و ۱ پرش عملگرهای عددی، شارهای انواع بیان از قبل است.

باشند، داخلی مرزهای تمام مجموعه Γh اگر کنیم. مدیریت را عددی شارهای می توانیم عملگرها این وسیله به می شود.

بنویسیم: می توانیم کند، مشخص را نیومانی شرایط مرز ΓN و دیریکله شرایط مرز ΓD

Γ = Γh ∪ ΓD ∪ ΓN .

می شوند: تعریف زیر صورت به ترتیب به [ ] پرش عملگر و {} میانگین عملگر φ ∈ (T (Γ))۲ و q ∈ T (Γ) برای
1Jump operator
2Average operator
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داریم: ،e ∈ Γh یعنی باشند، کلی دامنه از E۲ و E۱ زیردامنه های مشترک مرز e کنید فرض الف)

{q} =
۱
۲
(q۱ + q۲), [q] = q۱n۱ + q۲n۲,

{φ} =
۱
۲
(φ۱ + φ۲), [φ] = φ۱.n۱ + φ۲.n۲. (۳ .۱)

می باشند. φ های رد φ۲ و φ۱ و q های رد q۲ و q۱ که

می شوند: تعریف زیر صورت به ها عملگر e ∈ ΓN یا e ∈ ΓD اگر ب)

{q} = q, [q] = qn,

{φ} = φ, [φ] = φ.n. (۴ .۱)

است. برقرار زیر لم تعاریف، این به توجه با

و q ∈ T (Γ) برای باشند، پرش و میانگین عملگرهای ترتیب به [] و {} اگر کنید.) مراجعه [۳۲] (به لم. ۱ .۳ .۱

داریم: φ ∈ (T (Γ))۲

{{q}} = {q}, {[q]} = [q] , [[q]] = ۰, , [{q}] = ۰, (۵ .۱)

{{φ}} = {φ}, {[φ]} = [φ] , [[φ]] = ۰, , [{φ}] = ۰. (۶ .۱)

عددی شارهای انتخاب می شوند تعریف نامتقارن و متقارن عددی شارهای پرش، و میانگین عملگرهای به توجه با

بگذارد. تأثیر سختی ماتریس تقارن و پراکندگی همچنین و روش دقت و پایداری بر تواند می زیرا است، مهم بسیار

قبیل از آن ها با متناظر عددی شارهای و ناپیوسته گالرکین روش های انواع به [۳۲] منبع در و [۶] در ۱ .۳ جدول در

دو جزئیات سوم فصل در است. شده اشاره .... و ،۴ داخلی جریمه ،۳ محلی ناپیوسته گالرکین ،۲ برزی ،۱ باسی−ریبای

محاسبات برای که است شده بیان داخلی ناپیوسته گالرکین عددی شارهای و داخلی جریمه عددی شارهای این از مورد

بار اولین شارها، این از استفاده است. شده استفاده داخلی جریمه عددی شارهای از شکننده، نقاط روش به مربوط

عبارات نمودن وارد با آزمون، فضای در دیریکله مرزی شرط ضعیف فرم اعمال منظور به و ۶ نیچه و ۵ برامبل توسط

فرم به مرزی شرایط اعمال برای را پنالتی عبارت ۷ بابوشکا هم چنین .[۱۳] گردیدند معرفی تغییراتی فرم به پنالتی

ناپیوستگی تحمیل برای و ناپیوسته گالرکین روش در بعدها روش این برد. کار به محدود المان روش های برای ضعیف

.[۱۰] شد برده کار به نیز عناصر بین داخلی
1Bassi–Rebay
2Brezzi
3Local Discontinuous Galerkin
4Interior Penalty
5Bramble
6Nitche
7Babuska
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سختی ماتریس های آن از که رسید خواهیم شکننده نقاط روش فرمول به عددی، شار اصلاحات کارگیری به با

آورد. دست به می توان را نقطه ای

داده توضیح تعمیم یافته محدود تفاضلات روش وسیله به کوششی و آزمون توابع تعیین چگونگی بعدی فصل در

است. شده



۲ فصل
کوششی و آزمون توابع تعیین

اکثر در است. شده پرداخته کوششی توابع آوردن بدست برای تعمیم یافته محدود تفاضلات روش به فصل این در

شده استفاده نیز آزمون تابع عنوان به ناپیوسته و محلی ساده، چندجمله ای توابع همین از رساله، این عددی مثال های

می پردازیم: کوششی و آزمون توابع تعریف به ابتدا است.

معادله حل تقریب برای که می شود اطلاق تابعی به کوششی تابع گالرکین، روش در کوششی: تابع تعریف. ۱ .۰ .۲

انتخاب محدود ابعاد با تابعی فضای یک از کوششی تابع می شود. استفاده محدود اجزای تحلیل در جزئی دیفرانسیل

که می شود داده نشان پایه توابع از خطی ترکیبی صورت به معمولا می کند. برآورده را مسئله مرزی شرایط که می شود

توابع از ای مجموعه پایه توابع این می شوند. تعریف نظر مورد دامنه در که هستند ای تکه ای جمله چند توابع اغلب

جواب به که می شود انتخاب ای گونه به کوششی تابع می گیرند. بر در را جواب فضای که می دهند تشکیل را یابی درون

باشد. نزدیک معادله تحلیلی

کوششی تابع به مربوط تابعی فضای همان از آزمون تابع گالرکین، ضعیف فرمول بندی در آزمون: تابع تعریف. ۲ .۰ .۲

به برای انتگرال گیری فرآیند در مهمی نقش و می شود استفاده تقریبی جواب اعتبار آزمایش برای می شود. انتخاب

می کند. ایفا جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای جبری معادلات آوردن دست

که طوری به می گیریم نظر در ∂Ω = ΓN ∪ ΓD دامنه این مرز و Ω را نظر مورد مساله دامنه ابتدا ادامه، در

شکل در که همانطور می کند. مشخص را نیومانی و دیریکله مرزهای ترتیب به ΓN و ΓD آن در که ،ΓD ∩ΓN = ∅

از استفاده با می شود. توزیع آن مرز و دامنه داخل در منظم یا نامنظم صورت به نقطه چندین است، شده داده نشان ۱ .۲

است ذکر به لازم می کنیم. تقسیم باشند، نداشته اشتراکی هم با که طوری به مجاور زیردامنه های به را دامنه نقاط، این

است. نقاط از یکی دارای فقط زیردامنه هر که

که دارد وجود افراز این برای فرآیند چندین است. ضروری زیردامنه ها به دامنه تقسیم شکننده، نقاط روش  برای

.( ۲ .۲ شکل ) می شود استفاده ورونوی نمودار از معمولا مطالعه، این در

نامیده ورونوی سلول های نواحی این می شود. داده اختصاص ناحیه ای نقاط از مجموعه ای هر به نمودار این در

نقطه هر برای که می کند تقسیم بندی هایی زیردامنه به را دامنه ورونوی نمودار نقاط از مجموعه یک برای می شود.

زیردامنه آن تولیدکننده نقطه به زیردامنه ها این نقاط تمام که طوری به می شود تعریف زیردامنه یک نقاط مجموعه از

می باشد. نزدیکتر

۱۵



۱۶

نیومانی و دیریکله مرزهای و دامنه در پراکنده نقاط ،Ω دامنه :۱ .۲ شکل

ورونوی نمودار وسیله به آن افراز و Ω دامنه :۲ .۲ شکل



۱۷

P۰ نقطه برای محمل تعریف برای روش دو :۳ .۲ شکل

یا تصادفی نقاط از مجموعه ای بلکه نمی شود استفاده دامنه شبکه بندی از شکننده نقاط روش در که کنید توجه

به کوششی و آزمون توابع ، بنابراین می شود. کارگرفته به فضا گسسته سازی برای شده اند پراکنده دامنه در که یکنواخت

آیند. می بدست نقاط این اساس بر که هستند ناپیوسته و محلی ای جمله چند صورت

داخلی نقاط در آن به مربوط گرادیان و معادله در مجهول تابع مقدارهای برحسب کوششی تابع Ω از زیردامنه هر در

،(۳ .۲ (شکل است P۰ نقطه شامل که E۰ زیردامنه هر در بنامیم uh را تابع این اگر مثال برای شود. تعریف می تواند

شود: نوشته زیر صورت به می تواند کوششی تابع

uh(x, t) = u۰(x۰, t) + (x − x۰)
T · ∇u(x, t)|P۰ , x ∈ E۰. (۱ .۲)

می دهد. نشان را P۰ نقطه مختصات x۰ و P۰ در uh مقدار u۰ بالا، معادله در

بر آن محاسبه برای تعمیم یافته محدود تفاضلات روش از می توان که است مجهول همچنان P۰ در ∇u گرادیان

دایره یک رسم با را محمل که می شود داده ترجیح معمولا کرد. استفاده P۰ همسایگی نقاط در uh مقدارهای حسب

می شوند. گرفته درنظر همسایگی نقاط می گیرند، قرار دایره این در که نقاطی طوری به کنیم تعریف P۰ نقطه اطراف

معمولا رساله، این در اما کنیم. جایگزین دیگر شکل های یا مربع با را شکل دایره ای محمل می توانیم ترتیب همین به

مشترک مرز مرکزی، نقطه شامل زیرفضای با که می باشد افراز زیردامنه های در همسایگی نقاط همه شامل P۰ محمل

کنید). توجه ۳ .۲ شکل (به می شوند نامیده P۱, P۲, ...Pm همسایگی نقاط این دارند.

زیر وزنی کردن مینیمم با ،P۰ نقطه در ∇u گرادیان محاسبه برای ادامه در

J =
m∑
i=۱

(
∇u|P۰ . (xi − x۰)

T − (ui − u۰)
)۲

wi, (۲ .۲)

نقاط این با مرتبط مختصات xiها و Piها نقاط در وزن توابع مقدار نشان دهنده wiها که طوری به می آید دست به

باشند. ثابت wiها که می کنیم فرض سادگی برای می باشد. (i = ۱, ۲, ...m) Pi در uh مقدار ui همچنین هستند.



۱۸

به نسبت J از گرفتن مشتق با (xi − x۰) = (xi − x۰, yi − y۰) و ∇u = (
∂u

∂x
,
∂u

∂y
) تساوی های به توجه با

داریم: حاصل معادلات دادن قرار صفر مساوی و ∇u

m∑
i=۱

(
∂u

∂x
(xi − x۰)(xi − x۰) +

∂u

∂y
(xi − x۰)(yi − y۰)

)
=

m∑
i=۰

(ui − u۰) (xi − x۰), (۳ .۲)

m∑
i=۱

(
∂u

∂x
(xi − x۰)(yi − y۰) +

∂u

∂y
(yi − y۰)(yi − y۰)

)
=

m∑
i=۰

(ui − u۰) (yi − y۰). (۴ .۲)

دهیم: قرار اگر بالا، روابط طبق بر

A =


x۱ − x۰ y۱ − y۰

x۲ − x۰ y۲ − y۰

... ...

xm − x۰ ym − y۰

 ,

گرفت نتیجه می توان آنگاه

ATA


∂u

∂x

∂u

∂y

 = AT




u۱

u۲

...

um

− u۰


۱

۱

...

۱



 .

کرد: بیان نیز زیر صورت به می توان را بالا رابطه

∇u =
(
ATA

)−۱
AT (um − u۰Im) (۵ .۲)

که طوری به

um =


u۱

u۲

...

um

 , Im =


۱

۱

...

۱


m×۱

.

شود: نوشته نیز زیر صورت به می تواند um − u۰Im (۵ .۲) معادله در

um − u۰Im =


u۱

u۲

...

um

− u۰


۱

۱

...

۱

 =


u۱ − u۰

u۲ − u۰

...

um − u۰

 =


−۱ ۱ ۰ . . . ۰

−۱ ۰ ۱ . . . ...
...

... . . . . . . ۰

−۱ ۰ · · · ۰ ۱




u۰

u۱
...

um

 ,



۱۹

داریم: را زیر تساوی های صورت این در

B =
(
ATA

)−۱
AT


−۱ ۱ ۰ . . . ۰

−۱ ۰ ۱ . . . ...
...

... . . . . . . ۰

−۱ ۰ · · · ۰ ۱


m×(m+۱)

, uE =


u۰

u۱
...

um

 .

می آید: دست به زیر صورت به P۰ نقطه در (۵ .۲) معادله بنابراین

∇u = BuE. (۶ .۲)

آمد خواهد دست به زیر صورت به uE و uh میان رابطه (۱ .۲) در (۶ .۲) جاگذاری با همچنین

uh = NuE, ∀x ∈ E۰, (۷ .۲)

که طوری به

N = [x − x۰]B + [۱, ۰, . . . , ۰]۱×(m+۱).

و P۰ نقطه دو بین ترک یک که وقتی P۳ نقطه کردن حذف (ب) ترک. بدون آن های همسایگی و P۰ نقطه (الف) :۴ .۲ شکل

دارد. وجود P۳

از ترک ها این اطراف نقاط دارد، وجود شکستگی یا ترک آن ها به مربوط بررسی مورد دامنه در که مسائلی در

اگر است. همسایگی نقطه ۴ دارای P۰ نقطه ۲. ۴(الف) شکل طبق بر شوند. می حذف یکدیگر محمل و همسایگی

مجموعه از نقطه آن ۲. ۴(ب) شکل با مطابق باشد، داشته وجود همسایگی نقاط از یکی و نقطه این بین ترک یک



۲۰

ها. ترک و همسایگی نقاط و P۰ نقطه :۵ .۲ شکل

یک دارای فقط P۰ که باشند طوری به مسئله دامنه های ترک اگر خاص، حالت در شد. خواهد حذف همسایگی نقاط

دارای (۵ .۲) معادله در
(
ATA

)−۱ آن گاه است،) شده داده نشان ۵ .۲ شکل در که (همانطور باشد، همسایگی نقطه

طور به ∇u خاص، حالت این در برد. کار به نمی توان را یافته تعمیم محدود تفاضلات روش و شد خواهد رتبه کمبود

می آید: دست به زیر فرمول از استفاده با مستقیم

∇u =


∂u

∂x

∂u

∂y

 =


u۱ − u۰

L
· x۱ − x۰

L

u۱ − u۰

L
· y۱ − y۰

L

 =


−x۱ − x۰

L۲
x۱ − x۰

L۲

−y۱ − y۰

L۲
y۱ − y۰

L۲



u۰

u۱

 , (۸ .۲)

است. همسایگی نقطه از مرکزی نقطه بین فاصله L که طوری به

است شده گرفته کار به متحرک ذرات ضمنی نیمه روش و ذرات شبکه بدون های روش در عمده طور به فرمول این

 .[۷۳]

P۱, P۲, ..., Pm همسایگی نقاط وسیله به که E۰است در uh با متناظر شکل Nتابع ماتریس بالا، محاسبات برطبق

شود. محاسبه می تواند E ∈ Ω دامنه زیر هر برای uh کوششی تابع بنابراین می آید. دست به

نقاط روش از استفاده با تلگراف دوبعدی هذلولی گون معادله بعدی فصل در آزمون، و کوششی توابع داشتن با

است. شده مقایسه دقیق جواب های با روش این کارگیری به از حاصل جواب های و شده مطالعه شکننده



۳ فصل
تلگراف معادله حل برای شکننده نقاط روش

سختی های ماتریس از استفاده با بعدی دو هذلولوی
ای نقطه

مقدمه ۱ .۳

قرار مطالعه مورد شکننده نقاط روش با مهم بسیار جزئی دیفرانسیل معادله یک عنوان به تلگراف معادله فصل این در

بسیاری در تلگراف معادله .[۵۴] آمد دست به ۱۸۷۶ سال در هویساید توسط بار اولین برای معادله این گرفت. خواهد

انتشار ،[۳۴] آنالوگ و دیجیتال های سیگنال انتقال به مثال عنوان به دارد؛ کاربرد مهندسی و علوم های زمینه از

کرد. اشاره می توان [۵۷] رادیویی فرکانس های میدان و مایکروویو، امواج ،[۱۱] تصادفی رفتن راه نظریه ،[۷۱] موج

بیشتر مطالعه برای زیر مقالات که است اهمیت دارای عددی های روش از استفاده با تلگراف معادله تحلیل بنابراین

.[۶۰ ،۵۶ ،۴۹ ،۴۵ ،۱۸ ،۲ ،۱] می شود توصیه

:[۵۲] می گیریم نظر در را زیر تلگراف معادله مطالعه، این در

∂۲u

∂t۲ (x, t) + ۲α
∂u

∂t
(x, t) + β۲u(x, t) = ∇۲u(x, t) + f(x, t) (۱ .۳)

مثبت و ثابت اعداد β و α بالا معادله در می باشد. گرادیان عملگر ∇ و t ∈ (۰, T ) ،x ∈ Ω ⊆ R۲ آن در که

است: زیر صورت به اولیه و مرزی شرایط کلی حالت و هستند

u(x, ۰) = g۱(x),
∂u

∂t
(x, ۰) = g۲(x), x ∈ Ω, (۲ .۳)

u(x, t) = h۱(x, t), x ∈ ΓD, t ∈ (۰, T ), (۳ .۳)

∇u · n(x, t) = h۲(x, t), x ∈ ΓN t ∈ (۰, T ). (۴ .۳)

و ∂Ω = ΓD ∪ ΓN روابط که طوری به باشند می نیومانی و دیریکله مرزهای ترتیب به ΓN و ΓD مرزهای

می باشد. ∂Ω برای خارجی نرمال واحد بردار n هم چنین و است برقرار ΓD ∩ ΓN = ∅

۲۱



زمانی تفاضلی تقریب های .۲ .۳۲۲

زمانی تفاضلی تقریب های ۲ .۳

منظور این برای کنیم. اعمال را زمانی گام های تقریب می توانیم معادله، در زمانی مشتقات تقریب برای بخش، این در

کنید فرض

tn = nδt, n = ۰, ۱, ..., N,

استفاده زیر محدود تفاضلات های طرح از (۱ .۳) معادله در ادامه در است. زمانی گام δt =
T

N
و نهایی زمان T که

داریم: باشد، uk(x) = u(x, kδt) = u(x, tn) اگر می کنیم.

∂۲u

∂t۲ (x, tn) =
un+۱(x)− ۲un(x) + un−۱(x)

δt۲ +O(δt۲),

∂u

∂t
(x, tn) =

un+۱(x)− un−۱(x)
۲δt

+O(δt۲),

u(x, tn) =
un+۱(x) + un(x) + un−۱(x)

۳
+O(δt۲),

∇۲u(x, tn) =
∇۲un+۱(x) +∇۲un(x) +∇۲un−۱(x)

۳
+O(δt۲).

داشت: خواهیم ،(۱ .۳) معادله در فوق های تقریب جایگذاری با

un+۱(x)− ۲un(x) + un−۱(x)
δt۲

+۲α
un+۱(x)− un−۱(x)

۲δt
+ β۲u

n+۱(x) + un(x) + un−۱(x)
۳

=
∇۲un+۱(x) +∇۲un(x) +∇۲un−۱(x)

۳
+ fn(x) +R,

می رسیم: زیر رابطه به ،R خطای از کردن نظر صرف و بالا معادله ساده سازی با .fk(x) = f(x, kδt) آن در )که
۱ + αδt+

β۲δt۲

۳

)
Un+۱(x)− δt۲

۳
∇۲Un+۱(x) =

(
۲ − β۲δt۲

۳

)
Un(x)

+
δt۲

۳
∇۲Un(x)−

(
۱ − αδt+

β۲δt۲

۳

)
Un−۱(x) +

δt۲

۳
∇۲Un−۱(x)

+δt۲fn(x), n = ۰, ۱, ..., N, (۵ .۳)

و همگرایی به مربوط قضایای بعدی، زیربخش در است. معادله تقریبی و عددی جواب Un(x) = U(x, tn) که

می کنیم. بیان را زمانی تفاضلاتی تقریب پایداری



عددی شار های اصلاح .۳ .۳۲۳

پایداری و همگرایی آنالیز ۱ .۲ .۳

ضرب که طوری به می گیریم نظر در را H۲(Ω) تابعی فضای همگرایی، و پایداری قضایای بیان از قبل قسمت این در

است: زیر صورت به ترتیب به H۲(Ω) و L۲(Ω) فضاهای با مرتبط داخلی

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, (u, v)۱ = (u, v) + (∇u,∇v),

می شوند: تعریف زیر های نرم داخلی، های ضرب این برطبق و

∥u∥L۲ = (u, v)۱/۲, | u |۱= (u, v)۱/۲ + (∇u,∇v)۱/۲.

معادله برای زمانی محدود تفاضل طرح ۰ < δt < T کوچک کافی اندازه به زمانی گام یک برای قضیه. ۱ .۲ .۳

داریم: c مثبت ثابت برای و است پایدار نامشروط طور به (۵ .۳)

| Un+۱ |۱≤ c (| u۰ |۱ + | u۰
t |۱) , n = ۰, ۱, ..., N,

که طوری به

u(x, ۰) = u۰(x),
∂u

∂t
(x, ۰) = u۰

t (x).

کنید. مراجعه [۳۳] منبع به برهان.

و u۰
ttt ∈ H۱(Ω) که طوری به باشد، (۱ .۳) تلگراف معادله دقیق جواب un = u(x, tn) اگر قضیه. ۲ .۲ .۳

داریم: آنگاه باشد، (۵ .۳) تفاضلی طرح وسیله به آمده دست به تقریبی جواب Un = U(x, tn)

| un − Un |۱≤ δt (cn + c′n | u۰
ttt |۱) ,

می باشند. δt زمانی گام از مستقل مثبت های ثابت c′n و cn آن، در که

کنید. مراجعه [۳۳] منبع به برهان.

عددی شار های اصلاح ۳ .۳

مقابله برای می شود. شکننده نقاط روش های در ناسازگاری و ناپایداری باعث کوششی و آزمون های تابع ناپیوستگی

این در شوند. می اعمال اند، شده استفاده ناپیوسته گالرکین روش های در بیشتر که عددی شارهای موضوع، این با

کرده ایم. استفاده داخلی جریمه عددی شار اصلاحات از بخش
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کنیم: بازنویسی زیر ترکیبی صورت به می توانیم را (۴ .۳)−(۱ .۳) تلگراف معادله

σ = ∇u(x, t), x ∈ Ω,

−∇ · σ = −∂۲u

∂t۲ (x, t)− ۲α
∂u

∂t
(x, t)− β۲u(x, t) + f(x, t), x ∈ Ω,

u(x, t) = h۱(x, t), x ∈ ΓD,

σ.n(x, t) = h۲(x, t), x ∈ ΓN .

u(x, ۰) = g۱(x),
∂u

∂t
(x, ۰) = g۲(x), x ∈ Ω.

(۶ .۳)

های فرم E زیردامنه روی گیری انتگرال و ν و τ آزمون توابع در ترتیب به (۶ .۳) دوم و اول معادله کردن ضرب با

می آوریم: دست به زیر صورت به را آن ها با متناظر محلی ∫ضعیف
E

σh · τdΩ =

∫
E

∇uh(x, t) · τdΩ,∫
E

−∇ · σνdΩ =

∫
E

−∂۲u

∂t۲ (x, t)νdΩ− ۲α
∫
E

∂u

∂t
(x, t)νdΩ

− β۲
∫
E

u(x, t)νdΩ +

∫
E

f(x, t)νdΩ.

داریم: گرین فرمول از استفاده با و τ, ν ∈ H۱(Ω) که کنید ∫توجه
E

σh · τdΩ = −
∫
E

uh∇ · τdΩ +

∫
∂E

ûhn · τdΓ, (۷ .۳)∫
E

σh · ∇ν =

∫
∂E

σ̂h · nνdΓ−
∫
E

∂۲u

∂t۲ (x, t)νdΩ− ۲α
∫
E

∂u

∂t
(x, t)νdΩ

− β۲
∫
E

u(x, t)νdΩ +

∫
E

f(x, t)νdΩ. (۸ .۳)

نامیده عددی شارهای مقادیر این دهد. می نشان ∂E روی را uh و σh تقریبی مقدار ûh و σ̂h مقادیر بالا معادلات در

می شود.

همه ی روی معادلات این بستن جمع با بنابراین باشند. می برقرار زیردامنه هر برای (۸ .۳) و (۷ .۳) معادلات

داریم: ∫زیردامنه ها
Ω

σh · τdΩ = −
∫
Ω

uh∇ · τdΩ +
∑
E∈Ω

∫
∂E

ûhn · τdΓ, (۹ .۳)

∫
Ω

σh · ∇νdΩ =
∑
E∈Ω

∫
∂E

σ̂h · nνdΓ−
∫
Ω

∂۲u

∂t۲ (x, t)νdΩ− ۲α
∫
Ω

∂u

∂t
(x, t)νdΩ

− β۲
∫
Ω

u(x, t)νdΩ +

∫
Ω

f(x, t)νdΩ. (۱۰ .۳)
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این برای و می کنیم استفاده پرش و میانگین عمگرهای از (۱۰ .۳) و (۹ .۳) معادلات ساده سازی برای ادامه در

محلی عددی شارهای جمله از مختلفی عددی شارهای از آوریم، دست به σh یا uh حسب بر فقط را معادله که منظور

عددی شارهای به ۱ .۳ جدول در مثال عنوان به کرد. استفاده می توان داخلی جریمه عددی شارهای و گالرکین ناپیوسته

شارهای این از استفاده با آورد. دست به uh حسب بر فقط می توان را حاصل معادله که است شده اشاره داخلی جریمه

با همچنین است. شده نام گذاری ۱ اولیه شکننده نقاط روش که می کنیم پیدا دست شکننده نقاط روش یک به عددی،

بر شکننده نقاط روش یک به است، شده ذکر ۲ .۳ جدول در که ۲ محلی ناپیوسته گالرکین عددی شارهای از استفاده

مطالعه این در است. شده اشاره آن به [۲۳] در و دارد نام ۳ ترکیبی شکننده نقاط روش که می رسیم σh و uh حسب

شارهای از و است شده پرداخته اولیه شکننده نقاط روش به فقط روش، دو هر های جواب بودن نزدیک به توجه با

است. شده استفاده داخلی جریمه عددی

(IPNF ) داخلی جریمه عددی شارهای :۱ .۳ جدول

ΓN مرز روی ΓD مرز روی Γh مرز روی عددی شارهای

uh h۱(x, t) {uh} ûh

h۲(x, t)n ∇uh −
η

he

(uh − h۱(x, t))n {∇uh} −
η

he

[uh] σ̂h

1FPM-Primal method
2Local Discontinuous Galerkin (LDG) Numerical Fluxes
3FPM-mixed method
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محلی ناپیوسته گالرکین عددی شارهای :۲ .۳ جدول

ΓN مرز روی ΓD مرز روی Γh مرز روی عددی شارهای

uh h۱(x, t) {uh} − β · [uh] ûh

h۲(x, t)n σh −
η

he

(uh − h۱(x, t))n {∇σh}+ β · [σh]−
η

he

[uh] σ̂h

φ ∈ [T (Γ)]۲ و q ∈ T (Γ) هر برای که می شود اثبات سادگی به فوق، توضیحات و تعاریف به توجه با بنابراین

داریم:

∑
E∈Ω

∫
∂E

q φ · n dΓ =

∫
Γ

[q] · {φ} dΓ +

∫
Γh

{q} [φ] dΓ. (۱۱ .۳)

،
∑

E∈Ω
∫
∂E

ûhn.τdΓ و
∑

E∈Ω
∫
∂E

σ̂h.nνdΓ های مجموع برای (۱۱ .۳) معادله کارگیری به با نتیجه در

شوند: بازنویسی زیر صورت به سادگی به می توانند (۱۰ .۳) و (۹ .۳) ∫معادلات
Ω

σh · τdΩ = −
∫
Ω

uh∇ · τdΩ +

∫
Γ

[û] · {τ} dΓ +

∫
Γh

{û} [τ ] dΓ, (۱۲ .۳)

∫
Ω

σh · ∇νdΩ −
∫
Γ

{σ̂} · [ν] dΓ−
∫
Γh

[σ̂] {ν} dΓ = −
∫
Ω

∂۲u

∂t۲ (x, t)νdΩ

− ۲α
∫
Ω

∂u

∂t
(x, t)νdΩ− β۲

∫
Ω

u(x, t)νdΩ +

∫
Ω

f(x, t)νdΩ.

(۱۳ .۳)

است: برقرار زیر تساوی بالا، معادلات برطبق

−
∫
Ω

∇ · τuhdΩ =

∫
Ω

τ · ∇uhdΩ−
∫
Γ

[uh] · {τ} dΓ−
∫
Γh

{uh} [τ ] dΓ. (۱۴ .۳)
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داریم: ،∇ν = τ دادن قرار برابر همچنین و (۱۲ .۳) معادله در (۱۴ .۳) معادله جایگذاری ∫با
Ω

σh · ∇νdΩ =

∫
Ω

∇ν · ∇uhdΩ +

∫
Γ

[û− uh] · {∇ν} dΓ

+

∫
Γh

{û− uh} [∇ν] dΓ. (۱۵ .۳)

می رسیم: زیر رابطه به (۱۳ .۳) معادله در (۱۵ .۳) جایگذاری با نهایت ∫در
Ω

∇ν · ∇uhdΩ +

∫
Γ

([û− uh] · {∇ν} − {σ̂} · [ν]) dΓ

+

∫
Γh

({û− uh} [∇ν]− [σ̂] {ν}) dΓ = −
∫
Ω

∂۲u

∂t۲ (x, t)νdΩ (۱۶ .۳)

−۲α
∫
Ω

∂u

∂t
(x, t)νdΩ− β۲

∫
Ω

u(x, t)νdΩ +

∫
Ω

f(x, t)νdΩ.

داریم: (۱۶ .۳) معادله در ûh و σ̂h جایگذاری با ۱ .۳ جدول در داخلی جریمه عددی شارهای و ۱ .۳ .۱ لم از استفاده ∑با
E∈Ω

∫
E

∇uh · ∇νdΩ−
∑

e∈Γh∪ΓD

∫
e

({∇uh} [ν] + {∇ν} [uh]) dΓ

+
∑

e∈Γh∪ΓD

η

he

∫
e

[ν] [uh] dΓ =

∫
Ω

f(x, t)νdΩ

+
∑
e∈ΓD

∫
e

(
η

he

ν −∇ν · n
)
h۱(x, t)dΓ +

∑
e∈ΓN

∫
e

νh۲(x, t)dΓ

−
∫
Ω

∂۲u

∂t۲ (x, t)νdΩ− ۲α
∫
Ω

∂u

∂t
(x, t)νdΩ− β۲

∫
Ω

u(x, t)νdΩ. (۱۷ .۳)

از استفاده با که ای نقطه سختی های ماتریس بعدی، بخش در می باشد. اولیه شکننده نقاط روش فرمول بالا معادله

می کنیم. بیان را آید می دست به (۱۷ .۳) معادله

اولیه شکننده نقاط روش عددی پیاده سازی ۴ .۳

زیر صورت به روش این ماتریسی فرم شد. خواهد بررسی اولیه شکننده نقاط روش عددی سازی پیاده بخش، این در

باشد: می تواند

(K + β۲Ⅽ)u + Ⅽü + ۲αⅭu̇ = F. (۱۸ .۳)

های ماتریس ،(۱۷ .۳) معادله در ν و uh جای به N مقدار همچنین و ∇u و ∇ν جای به B مقدار دادن قرار با
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آیند: می دست به زیر صورت به ای نقطه سختی

Ⅽ =

∫
E

NTNdΩ, E ∈ Ω,

KE =

∫
E

BTB dΩ, E ∈ Ω, (۱۹ .۳)

داشت: خواهیم زیر صورت به را مرزی سختی های ماتریس و

Kh =
−۱
۲

∫
e

(BT
۱ nT

۱ N۱ + NT
۱ n۱B۱)dΓ +

η

he

∫
e

NT
۱ N۱dΓ

+
−۱
۲

∫
e

(BT
۲ nT

۲ N۲ + NT
۲ n۲B۲)dΓ +

η

he

∫
e

NT
۲ N۲dΓ

+
−۱
۲

∫
e

(BT
۲ nT

۱ N۱ + NT
۲ n۲B۱)dΓ +

η

he

∫
e

NT
۱ N۲dΓ

+
−۱
۲

∫
e

(BT
۱ nT

۲ N۲ + NT
۱ n۱B۲)dΓ +

η

he

∫
e

NT
۲ N۱dΓ, e ∈ ∂E۱ ∩ ∂E۲,

KD = −
∫
e

(BTnTN + NTnB)dΓ +
η

he

∫
e

NTNdΓ, e ∈ ΓD,

(۲۰ .۳)

نوشت: می توان چنین هم

FE =

∫
E

NTf(x, t)dΩ, E ∈ Ω,

FN =

∫
e

NTh۲(x, t)dΓ, e ∈ ΓN ,

FD =

∫
e

(
η

he

NT − BTn)h۱(x, t)dΓ, e ∈ ΓD.

(۲۱ .۳)

داریم: شد، بیان که زمانی تفاضلی تقریبات از استفاده با

(K + β۲Ⅽ)(
un+۱ + un + un−۱

۳
) + Ⅽ(

un+۱ − ۲un + un−۱

δt۲ )

+αⅭ(
un+۱ − un−۱

δt
) = F(n), n = ۰, ۱, ..., N − ۱. (۲۲ .۳)

بخش در می باشد. n زمانی گام در FD و FN ،FE محاسبه معنای به راست سمت عبارت بالا، معادلات دستگاه در

است. شده داده نشان مثال چند با شکننده نقاط روش سازگاری و دقت بعدی،
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عددی نتایج ۵ .۳

های مثال گرفت. خواهد قرار ارزیابی مورد حاضر روش کارایی و دقت بررسی برای عددی مثال چند بخش این در

اجرا حافظه گیگابایت ۴ با پردازنده سرعت گیگاهرتز ۲٫۶۷ ، Ⅽore i۵ تاپ لپ روی متلب افزار نرم در قسمت این

می شوند: تعریف زیر صورت به اند، شده استفاده بخش این در که ای نسبی خطاهای اند. شده

r۰ =
∥uh − u∥L۲

∥u∥L۲
, r۱ =

∥∇uh −∇u∥L۲

∥∇u∥L۲
.

با (۱ .۳) تلگراف بعدی دو معادله حل برای را شکننده نقاط روش مثال، این در مثال. ۱ .۵ .۳

f(x, y, t) =
(
−۳cost− ۲α sin(t) + β۲ cos(t)

)
sinh(x) sinh(y), Ω = [۰, ۱]× [۰, ۱],

اولیه شرایط

u(x, y, ۰) = sinh(x) sinh(y), , ut(x, y, ۰) = ۰,

زیر مرزی شرایط و ∇u · n(۰, y, t) = − cos(t) sinh(y), ∇u · n(۱, y, t) = cos(t) cosh(۱) sinh(y),

∇u · n(x, ۰, t) = − cos(t) sinh(x), ∇u · n(x, ۱, t) = cos(t) cosh(۱) sinh(x).

می باشد: زیر صورت به [۶۴] طبق بر معادله این دقیق جواب می کنیم. بررسی

u(x, y, t) = cos(t) sinh(x) sinh(y).

که طوری به اند شده توزیع یکنواخت طور به که دامنه از مختلف نقاط تعداد برای نسبی خطاهای ۳ .۳ جدول در

پایدار پیشنهادی روش که گرفت نتیجه توان می جدول، این نتایج برطبق است. شده داده نشان β = ۵ و α = ۱۰

دارد. مناسبی دقت مساله دامنه از مختلف نقاط تعداد برای و بوده

مناسب دقت دارای مختلف زمان های برای شکننده نقاط روش که گرفت نتیجه می توان ۱ .۳ شکل برطبق ادامه، در

خطاهای نقاط، تعداد افزایش با که می دهد نشان را نسبی خطای و نقاط تعداد بین رابطه ۲ .۳ شکل هم چنین می باشد.

می یابد. کاهش نسبی

برای ۴ .۳ شکل و اند شده تعیین دامنه در نامنظم و پراکنده صورت به که N = ۶۷۶ برای ۳ .۳ شکل ادامه در

شده رسم عددی و دقیق های منحنی اند، شده انتخاب هم از یکسان های فاصله با که N = ۱۰۲۰۱ نقاط تعداد

نقاط زیاد بسیار تعداد انتخاب با همچنین و می باشد نقاط نامنظم توزیع برای روش بودن مناسب نشان دهنده که است

است. مناسب دقت دارای شکننده نقاط روش هم چنان نیز دامنه از
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.δt = ۰٫۰۱ و T = ۱ در ۱ .۵ .۳ مثال برای پیشنهادی روش نسبی خطاهای :۳ .۳ جدول

نقاط تعداد پارامترها نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s)

N = ۲۵ he = ۱ r۰ = ۱٫۷۲۶۱۳۴ × ۱۰−۲ ۰٫۸۳

η = ۲٫۳۵ r۱ = ۴٫۸۱۲۴۶۴ × ۱۰−۲

N = ۱۲۱ he = ۱ r۰ = ۲٫۱۷۶۱۹۰ × ۱۰−۳ ۱٫۹۸

η = ۲٫۶ r۱ = ۹٫۹۰۳۴۹۲ × ۱۰−۳

N = ۶۷۶ he = ۰٫۱ r۰ = ۲٫۴۶۵۶۴۲ × ۱۰−۴ ۱۱٫۹۳

η = ۱٫۵ r۱ = ۲٫۷۴۵۲۱۳ × ۱۰−۳

N = ۲۶۰۱ he = ۱ r۰ = ۴٫۹۳۳۸۸۴ × ۱۰−۴ ۹۲٫۰۲

η = ۱ r۱ = ۱٫۹۳۶۹۵۰ × ۱۰−۳
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از استفاده با η = ۱٫۵ و he = ۰٫۱ برای x = ۰٫۲۸ در ۱ .۵ .۳ مثال با مرتبط عددی و دقیق های منحنی :۱ .۳ شکل

مختلف. نهایی های زمان در N = ۶۷۶
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.he = η = ۱ مقادیر با δt = ۰٫۰۱ و T = ۵ در ۱ .۵ .۳ مثال برای نسبی خطاهای :۲ .۳ شکل
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،η = ۱ برای دامنه از غیریکنواخت نقطه N = ۶۷۶ اساس بر ۱ .۵ .۳ مثال برای عددی و دقیق های منحنی :۳ .۳ شکل

.T = ۳ و δt = ۰٫۰۱
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،he = ۱ برای دامنه از یکسان فاصله با نقطه N = ۱۰۲۰۱ با ۱ .۵ .۳ مثال برای عددی و دقیق های منحنی :۴ .۳ شکل

.T = ۱ و δt = ۰٫۰۱ ،η = ۱



عددی نتایج .۵ .۳۳۳

و ،α = β = ۱ پارامترهای با (۱ .۳) تلگراف بعدی دو معادله مثال، این در مثال. ۲ .۵ .۳

f(x, y, t) = −۲ + x۲ + y۲ + t

[۱۹] دقیق جواب و

u(x, y, t) = x۲ + y۲ + t

می باشد: زیر صورت به اولیه شرایط می گیریم. نظر در

u(x, y, ۰) = x۲ + y۲, ut(x, y, ۰) = ۱.

می کنیم: بررسی زیر صورت دو به را مرزی شرایط مثال، این برای

(a)

 u(۰, y, t) = y۲ + t, u(۱, y, t) = ۱ + y۲ + t,

u(x, ۰, t) = x۲ + t, u(x, ۱, t) = ۱ + x۲ + t,

(b)

 u(۰, y, t) = y۲ + t, ∇u · n(۱, y, t) = ۲,

u(x, ۰, t) = x۲ + t, ∇u · n(x, ۱, t) = ۲.

و he = ۰٫۲۶۵ ،η = ۱۰ پنالتی ضرایب با ثانیه T = ۱, ۳, ۵, ۷, ۱۰ برای نسبی خطاهای ۴ .۳ جدول در

[۲۰] و [۳۵] ،[۱۹] در شده ارائه روش از حاصل نتایج با ۴ .۳ جدول نتایج مقایسه با است. شده بیان N = ۱۲۱

هم چنین می آورد. دست به کمتر توجهی قابل زمان در را مشابهی دقت شکننده نقاط روش که گرفت نتیجه میتوان

اند، شده توزیع دامنه در یکنواخت طور به که نقطه N = ۱۲۱ انتخاب با می شود، دیده ۵ .۳ شکل در که همانطور

می باشند. هم بر منطبق کاملا دقیق و حاصل عددی جواب به مربوط های منحنی

: زیر صورت به دایره ای دامنه یک روی را قبل مثال در تلگراف معادله مثال، این در مثال. ۳ .۵ .۳

Ω =
{
(x, y) ∈ R۲ : x۲ + y۲ ≤ ۹

}
,

مرزی شرایط و

u(x, y, t) = x۲ + y۲ + t, (x, y) ∈ ∂Ω.

و η = ۱۰ پنالتی پارامترهای هم چنین و آن مرز و دایره این روی نقطه N = ۵۲۹ دادن قرار با می گیریم. نظر در

جدول در نسبی خطاهای از برخی آوریم. بدست قبولی قابل دقت با را عددی های جواب توانیم می ،he = ۰٫۰۷

نمودار همچنین و می دهد نشان را دقیق و عددی جواب های مطابقت ۶ .۳ شکل ادامه، در است. شده داده نشان ۵ .۳

دامنه برای را روش کارایی ها شکل این شده اند. رسم ۷ .۳ شکل در ثانیه T = ۱ برای دقیق و عددی جواب های

می دهد. نشان شکل دایره ای
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پنالتی پارامترهای با δt = ۰٫۰۱ و T = ۱, ۳, ۵, ۷, ۱۰ در ۲ .۵ .۳ مثال برای شکننده نقاط روش نسبی خطاهای :۴ .۳ جدول

.he = ۰٫۲۶۵ و η = ۱۰

T (الف) نسبی خطای ⅭPU tiⅿe(s) (ب) نسبی خطای ⅭPU tiⅿe(s)

۱ r۰ = ۱٫۴۵۲۷۳۰ × ۱۰−۳ ۱٫۸۱ r۰ = ۲٫۲۸۸۷۸۶ × ۱۰−۳ ۱٫۸۴

r۱ = ۴٫۴۹۰۲۱۵ × ۱۰−۲ r۱ = ۴٫۷۵۰۰۴۴ × ۱۰−۲

۳ r۰ = ۹٫۲۴۸۸۸ × ۱۰−۴ ۴٫۷۸ r۰ = ۸٫۵۸۲۶۰۸ × ۱۰−۴ ۴٫۸۰

r۱ = ۴٫۷۶۴۰۲۴ × ۱۰−۲ r۱ = ۴٫۲۱۹۰۹۹ × ۱۰−۲

۵ r۰ = ۵٫۶۴۷۹۸۲ × ۱۰−۴ ۷٫۶۸ r۰ = ۵٫۶۳۰۳۶۷ × ۱۰−۴ ۷٫۶۵

r۱ = ۴٫۷۰۸۵۵۷ × ۱۰−۲ r۱ = ۴٫۲۳۴۸۶۵ × ۱۰−۲

۷ r۰ = ۴٫۲۱۵۵۱۲ × ۱۰−۴ ۱۰٫۵۸ r۰ = ۴٫۱۵۶۴۳۹ × ۱۰−۴ ۱۰٫۵۷

r۱ = ۴٫۷۱۴۴۷۸ × ۱۰−۲ r۱ = ۴٫۲۳۲۳۱۲ × ۱۰−۲

۱۰ r۰ = ۳٫۰۳۰۵۳۵ × ۱۰−۴ ۱۴٫۷۶ r۰ = ۲٫۹۹۱۸۱۳ × ۱۰−۴ ۱۴٫۹۰

r۱ = ۴٫۷۱۴۰۳۷ × ۱۰−۲ r۱ = ۴٫۲۳۲۷۵۷ × ۱۰−۲
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برای یکنواخت نقطه N = ۱۲۱ اساس بر ۲ .۵ .۳ مثال برای عددی و دقیق های جواب به مربوط های منحنی :۵ .۳ شکل

.T = ۵s و δt = ۰٫۰۱
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،he = ۰٫۰۷۲ با δt = ۰٫۰۱ و ثانیه T = ۱, ۵, ۱۰, ۲۰ در ۳ .۵ .۳ مثال برای شکننده نقاط روش نسبی خطاهای :۵ .۳ جدول

.N = ۵۲۹ و η = ۱۰

T نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s)

۱ r۰ = ۲٫۸۳۷۷۳۶ × ۱۰−۳ ۱۱٫۶۹

r۱ = ۴٫۱۸۹۶۹۸ × ۱۰−۲

۵ r۰ = ۱٫۸۰۲۳۵۵ × ۱۰−۳ ۴۵٫۲۳

r۱ = ۴٫۱۳۶۵۸۹ × ۱۰−۲

۱۰ r۰ = ۱٫۲۰۲۱۹۳ × ۱۰−۳ ۹۲٫۰۵

r۱ = ۴٫۱۳۷۴۵۹ × ۱۰−۲

۱۵ r۰ = ۸٫۹۹۹۲۲۴ × ۱۰−۴ ۱۳۸٫۵۲

r۱ = ۴٫۱۳۷۴۵۴ × ۱۰−۲

۲۰ r۰ = ۷٫۱۸۴۱۷۰ × ۱۰−۴ ۱۷۲٫۴۹

r۱ = ۴٫۱۳۷۴۵۴ × ۱۰−۲
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مختلف. نهایی زمان های در
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.T = ۱ و ،δt = ۰٫۰۱ ،N = ۵۲۹ با ۳ .۵ .۳ مثال برای دقیق و عددی جواب های به مربوط منحنی های :۷ .۳ شکل
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.δt = ۰٫۰۱ با دامنه در یکنواخت توزیع با نقطه N = ۶۷۶ اساس بر ۴ .۵ .۳ مثال به مربوط خطای های منحنی :۸ .۳ شکل

مقادیر با برابر فاصله با نقطه N = ۶۷۶ ،Ω = [۰, ۱]× [۰, ۱] منظم دامنه در تلگراف معادله در اگر مثال. ۴ .۵ .۳

نتیجه در بگیریم، نظر در β = ۵ و α = ۱۰

f(x, y, t) = (−۲α + β۲ − ۱) exp(−t) sinh(x) sinh(y)

می باشد: زیر صورت به [۳۵] دقیق جواب و

u(x, y, t) = exp(−t) sinh(x) sinh(y).

داریم: زیر صورت به نیز را اولیه و مرزی شرایط

u(x, y, ۰) = sinh(x) sinh(y), ut(x, y, ۰) = − sinh(x) sinh(y), u(۰, y, t) = ۰, u(۱, y, t) = exp(−t) sinh(۱) sinh(y),

u(x, ۰, t) = ۰, u(x, ۱, t) = exp(−t) sinh(۱) sinh(x).

استفاده نقاط تعداد به توجه با و خوب دقت دارای مثال این برای پیشنهادی روش ۶ .۳ جدول می شود، دیده که همانطور

زمان در را مشابه دقت شکننده نقاط روش [۳۵] و [۵۶] با مقایسه در می باشد. کوتاهی محاسباتی زمان دارای شده

مطلق خطاهای ۸ .۳ شکل در دارد. را دقت همان تقریبا روش [۵۲] با مقایسه در هم چنین می آورد. دست به کمتری

است. شده داده نشان T = ۵ و T = ۳ برای

با نقطه N = ۱۲۱ و α = β = ۱ برای Ω = [۰, ۱] × [۰, ۱] دامنه در (۱ .۳) تلگراف معادله مثال. ۵ .۵ .۳

زیر: صورت به ترکیبی مرزی شرایط

∇u · n(۰, y, t) = −۱
۱ + y + t

, u(۱, y, t) = log(۲ + y + t), ۰ ⩽ y ⩽ ۱,

u(x, ۰, t) = log(۱ + x+ t), u(x, ۱, t) = log(۲ + x+ t), ۰ ⩽ x ⩽ ۱,



عددی نتایج .۵ .۳۳۸

.δt = ۰٫۰۱ با T = ۱, ۲, ..., ۵ در ۴ .۵ .۳ مثال به مربوط شکننده نقاط روش خطاهای :۶ .۳ جدول

T پارامترها نسبی خطاهای نهایت بی و ۲ نرم با مطلق خطاهای ⅭPU tiⅿe(s)

۱ η = ۱۲٫۷ r۰ = ۳٫۲۶۰۲۴۸ × ۱۰−۴ L۲ = ۸٫۶۸۷۱۱۶ × ۱۰−۴ ۱۱٫۴۶

he = ۰٫۱ r۱ = ۴٫۱۸۳۵۱۲ × ۱۰−۳ L∞ = ۱٫۵۳۱۶۶۰ × ۱۰−۳

۲ η = ۱۰٫۹ r۰ = ۱٫۸۶۱۶۵۹ × ۱۰−۴ L۲ = ۲٫۲۵۱۲۳۱ × ۱۰−۴ ۱۸٫۵۶

he = ۰٫۱ r۱ = ۴٫۵۵۹۵۹۵ × ۱۰−۳ L∞ = ۶٫۲۹۶۱۹۲ × ۱۰−۴

۳ η = ۱۰٫۶ r۰ = ۱٫۸۵۷۰۳۹ × ۱۰−۴ L۲ = ۸٫۱۹۰۴۴۲ × ۱۰−۵ ۲۵٫۳۷

he = ۰٫۱ r۱ = ۴٫۶۵۱۱۹۳ × ۱۰−۳ L∞ = ۲٫۳۶۹۶۳۳ × ۱۰−۴

۴ η = ۱۰٫۵ r۰ = ۱٫۸۸۸۲۴۳ × ۱۰−۴ L۲ = ۳٫۰۲۹۷۰۸ × ۱۰−۵ ۳۲٫۱۶

he = ۰٫۱ r۱ = ۴٫۶۷۶۸۳۵ × ۱۰−۳ L∞ = ۸٫۷۸۶۸۴۴ × ۱۰−۵

۵ η = ۱۰٫۵ r۰ = ۱٫۸۸۳۷۴۲ × ۱۰−۴ L۲ = ۱٫۱۱۸۶۸۵ × ۱۰−۵ ۳۸٫۷۴

he = ۰٫۱ r۱ = ۴٫۶۷۸۸۸۸ × ۱۰−۳ L∞ = ۳٫۲۳۲۴۸۰ × ۱۰−۵

و

f(x, y, t) =
۱

(۱ + t+ x+ y)۲ + ۲α
۱

(۱ + t+ x+ y)
+ β۲ log(۱ + t+ x+ y),

زیر صورت به اولیه شرایط و ،u(x, y, t) = log(۱+ t+ x+ y) صورت به دقیق جواب هم چنین می شود. بررسی

می باشد:

u(x, y, ۰) = log(۱ + x+ y), ut(x, y, ۰) =
۱

۱ + x+ y
.

زمان نظر از اما دارد، کمتری دقت رساله این در شکننده نقاط روش ،[۶۴] نتایج با ۷ .۳ جدول نتایج مقایسه با

مشابه نسبی خطاهای دارای پیشنهادی روش [۲۰] و [۳۵] با مقایسه در هم چنین دارد. بهتری عملکرد محاسبه،

[۵۲] در شده ارائه روش مشابه محاسباتی زمان و دقت دارای روش این همچنین است. کمتری محاسباتی زمان و

شکل در T = ۳ در غیریکنواخت توزیع با نقطه N = ۱۲۱ برای دقیق و عددی جواب های نمودارهای می باشد.

روش که گرفت نتیجه توان می مثال این به مربوط های شکل و جدول نتایج از بنابراین است. شده داده نشان ۹ .۳

است. قبول قابل و پایدار محاسباتی زمان و دقت نظر از شکننده نقاط

مشاهده شکننده نقاط روش از استفاده با تلگراف معادله حل از آمده بدست عددی نتایج در که همان طور بنابراین

توزیع برای هم چنین ندارد. زیادی محاسباتی هزینه و یابد می دست خوبی دقت به کوتاهی زمان در روش این شود، می

روی را روش این بعد، فصل در آمد. دست به خوبی نتایج مختلف دامنه های و زیاد خیلی نقاط تعداد ، نقاط نامنظم

می بریم. کار به مختلط معادله های و دلخواه دامنه های



عددی نتایج .۵ .۳۳۹

.δt = ۰٫۰۱ با T = ۱, .., ۵, ۱۰, ۱۵ در ۵ .۵ .۳ مثال برای نسبی خطاهای :۷ .۳ جدول

T محاسباتی پارامترهای نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s)

۱ η = ۹٫۹ r۰ = ۷٫۵۸۱۵۲۸ × ۱۰−۳ ۱٫۵۶

he = ۰٫۱ r۱ = ۶٫۹۱۴۴۰۶ × ۱۰−۲

۲ η = ۱۱٫۱ r۰ = ۸٫۵۸۱۴۵۰ × ۱۰−۴ ۲٫۷۰

he = ۰٫۱ r۱ = ۲٫۴۶۰۶۵ × ۱۰−۲

۳ η = ۱۹٫۸ r۰ = ۹٫۲۵۶۷۴۱ × ۱۰−۴ ۳٫۷۰

he = ۰٫۱ r۱ = ۲٫۷۹۶۸۱۲ × ۱۰−۲

۴ η = ۱۰٫۵ r۰ = ۵٫۱۶۷۵۱۲ × ۱۰−۴ ۴٫۹۷

he = ۰٫۱ r۱ = ۲٫۳۱۵۲۸۶ × ۱۰−۲

۵ η = ۱۹ r۰ = ۲٫۹۶۷۱۳۶ × ۱۰−۴ ۶٫۰۳

he = ۰٫۱ r۱ = ۱٫۸۸۷۴۹۲ × ۱۰−۲

۱۰ η = ۱۹ r۰ = ۸٫۹۰۴۴۵۸ × ۱۰−۵ ۱۱٫۸۳

he = ۰٫۱ r۱ = ۱٫۲۳۵۲۷۰ × ۱۰−۲

۱۵ η = ۱۹ r۰ = ۵٫۷۴۴۹۰۱ × ۱۰−۵ ۱۷٫۳۶

he = ۰٫۱ r۱ = ۸٫۸۱۶۳۵۵ × ۱۰−۳
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U

δt = ۰٫۰۱ و دامنه از یکنواخت توزیع با نقطه N = ۱۲۱ اساس بر ۵ .۵ .۳ مثال برای عددی و دقیق منحنی های :۹ .۳ شکل

.T = ۳ و



۴ فصل
معادله حل برای شکننده نقاط روش از استفاده

دلخواه های دامنه روی شرودینگر بعدی دو و مختلط

مقدمه ۱ .۴

های دامنه روی شرودینگر بعدی دو و مختلط معادله عددی های جواب یافتن برای شکننده نقاط روش بخش، این در

است مهم بسیار کوانتومی دینامیک محاسبات در شرودینگر معادله حل است. شده گرفته کار به نامنظم و منظم دلخواه

است. گرفته قرار بسیاری توجه مورد [۶۶] می کند، توصیف را مهم فیزیکی و شیمیایی پدیده چندین که مدلی عنوان به و

حاکم ناهمگن محیط یک در الکترومغناطیسی امواج انتشار بر که الکتریکی میدان برداری موج معادله از معادله این

نیز نوری الکترونیک دستگاه های طراحی و اپتیک آب، زیر کوستیک آ در معادله این .[۴۰] است شده گرفته است،

.[۲۱] است استفاده قابل

می کنیم: بررسی را زیر فرم به شرودینگر زمان به وابسته بعدی دو معادله ادامه در

−i
∂u

∂t
(x, t) = ∇۲u(x, t) + w(x)u(x, t) x ∈ Ω, (۱ .۴)

اولیه شرایط با

u(x, ۰) = g(x), (۲ .۴)

مرزی شرایط و

u(x, t) = h۱(x, t), x ∈ ΓD, ∇u.n(x, t) = h۲(x, t), x ∈ ΓN , (۳ .۴)

است. دلخواه پتانسیل تابع یک w(x) بالا، معادله در که

۴۰
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عددی شار های اصلاح ۲ .۴

می شود: نوشته زیر صورت به ترکیبی فرم از استفاده با (۳ .۴)−(۱ .۴) شرودینگر معادله

σ(x, t) = ∇u(x, t), x ∈ Ω,

−∇.σ(x, t) = i
∂u

∂t
(x, t) + w(x)u(x, t), x ∈ Ω,

u(x, t) = h۱(x, t), x ∈ ΓD,

σ.n(x, t) = h۲(x, t), x ∈ ΓN .

u(x, ۰) = g(x), x ∈ Ω.

(۴ .۴)

داریم: E زیردامنه روی گرفتن انتگرال و ترتیب به ν و τ آزمون توابع در دوم و اول معادلات کردن ضرب ∫با
E

σh · τdΩ =

∫
E

∇uh(x, t) · τdΩ, (۵ .۴)∫
E

−∇ · σνdΩ = i

∫
E

∂u

∂t
(x, t)νdΩ +

∫
E

w(x)u(x, t)νdΩ (۶ .۴)

داریم: ها دامنه زیر ی همه روی معادلات این کردن جمع با و گرین فرمول از استفاده ∫با
Ω

σh.τdΩ = −
∫
Ω

uh∇.τdΩ +
∑
E∈Ω

∫
∂E

ûhn.τdΓ, (۷ .۴)∫
Ω

σh.∇νdΩ =
∑
E∈Ω

∫
∂E

σ̂h.nνdΓ + i

∫
Ω

∂u

∂t
(x, t)νdΩ +

∫
Ω

w(x)u(x, t)νdΩ.

(۸ .۴)

هستند. عددی شارهای مقادیر همان که می باشد ∂E روی uh و σh های تقریب دهنده نشان ûh و σ̂h بالا معادله در

می توان آن ها وسیله به که می شود استفاده پرش و میانگین عملگرهای از (۸ .۴) و (۷ .۴) معادلات سازی ساده برای

داخلی مرزهای همه مجموعه Γh که Γ = Γh + ΓD + ΓN اینکه به توجه با کرد. مدیریت را عددی شارهای مقادیر

داریم: قبلی بخش در ۱ .۳ جدول از داخلی جریمه عددی شارهای جایگذاری با و ∑می باشد،
E∈Ω

∫
E

∇uh.∇νdΩ−
∑

e∈Γh∪ΓD

∫
e

({∇uh} [ν] + {∇ν} [uh]) dΓ

+
∑

e∈Γh∪ΓD

η

he

∫
e

[ν] [uh] dΓ =
∑
e∈ΓD

∫
e

(
η

he

ν −∇ν.n
)
h۱(x, t)dΓ

+

∫
Ω

w(x)u(x, t)νdΩ +
∑
e∈ΓN

∫
e

νh۲(x, t)dΓ + i

∫
Ω

∂u

∂t
(x, t)νdΩ.

است. شرودینگر معادله عددی جواب های آوردن دست به برای اولیه شکننده نقاط روش فرمول بالا، معادله
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اولیه شکننده نقاط روش سازی پیاده ۳ .۴

باشد: زیر صورت به تواند می شرودینگر معادله برای پیشنهادی روش ماتریسی فرم

(K − W)u − iⅭu̇ = F. (۹ .۴)

شود: نوشته زیر صورت به می تواند بالا معادله ،[۶۷] وزنی θ روش از استفاده با

(K − W)(θun+۱ + (۱ − θ)un)− iⅭ(
un+۱ − un

δt
) = Fn. (۱۰ .۴)

∇ν جای به B جایگذاری با می باشد. ۰ ≤ θ ≤ ۱ و زمانی گام δt که uk(x) = u(x, kδt) ،(۱۰ .۴) معادله در

و W ،Ⅽ ،K ای نقطه سختی های ماتریس اولیه، شکننده نقاط فرمول در ν و uh جای به N هم چنین و ،∇u و

می آیند: دست به زیر صورت به F راست سمت بردار همچنین

W =

∫
E

NTNw(x)dΩ, Ⅽ =

∫
E

NTNdΩ, KE =

∫
E

BTB dΩ, E ∈ Ω,

(۱۱ .۴)

Kh =
−۱
۲

∫
e

(BT
۱ nT

۱ N۱ + NT
۱ n۱B۱)dΓ +

η

he

∫
e

NT
۱ N۱dΓ

+
−۱
۲

∫
e

(BT
۲ nT

۲ N۲ + NT
۲ n۲B۲)dΓ +

η

he

∫
e

NT
۲ N۲dΓ

+
−۱
۲

∫
e

(BT
۲ nT

۱ N۱ + NT
۲ n۲B۱)dΓ +

η

he

∫
e

NT
۱ N۲dΓ

+
−۱
۲

∫
e

(BT
۱ nT

۲ N۲ + NT
۱ n۱B۲)dΓ +

η

he

∫
e

NT
۲ N۱dΓ, e ∈ ∂E۱ ∩ ∂E۲,

KD = −
∫
e

(BTnTN + NTnB)dΓ +
η

he

∫
e

NTNdΓ, e ∈ ΓD,

(۱۲ .۴)

FN =

∫
e

NTh۲(x, t)dΓ, e ∈ ΓN , (۱۳ .۴)

FD =

∫
e

(
η

he

NT − BTn)h۱(x, t)dΓ, e ∈ ΓD.

به (۱۰ .۴) معادله از حاصل دستگاه و راست سمت بردارهای ای، نقطه سختی ماتریس های این از استفاده با

می کنیم. پیدا دست شرودینگر معادله برای شکننده نقاط روش از حاصل عددی جواب های
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عددی نتایج ۴ .۴

نقاط روش گرفتن کار به از آمده دست به نتایج از استفاده با و می کنیم مطالعه را عددی مثال های برخی بخش، این در

لپ روی متلب افزار نرم در قسمت این های برنامه می شود. ارزیابی روش پایداری و دقت مثال ها این روی شکننده

اند. شده اجرا حافظه گیگابایت ۴ با پردازنده سرعت گیگاهرتز ۲٫۶۷ ، Ⅽore i۵ تاپ

وزمانی فضایی بعد به نسبت همگرایی های مرتبه هم چنین و شده استفاده بخش این در که نسبی ای خطاهای

اند: آمده دست به زیر های فرمول با مسائل

r۰ =
∥uh − u∥L۲

∥u∥L۲
, r۱ =

∥∇uh −∇u∥L۲

∥∇u∥L۲
,

C − order(space) =

log۱۰

(
e۱

e۲

)
log۱۰

(
h۱

h۲

) , C − order(time) =

log۱۰

(
e۱

e۲

)
log۱۰

(
δt۱

δt۲

) ,

e۱ خطاهای عددی مثال های در می باشد. e۲ خطای به مربوط δt۲ و h۲ و e۱ با است متناظر δt۱ و h۱ که طوری به

می دهد. نشان را نقاط فاصله h۲ و h۱ که کنید توجه اند. شده گرفته درنظر r۰ خطای همان e۲ و

دقیق جواب و پتانسیل تابع با را (۱ .۴) معادله ابتدا الف) مثال. ۱ .۴ .۴

w(x, y) = ۱ − ۲
x۲ − ۲

y۲ , u(x, y, t) = eitx۲y۲,

می آید دست به دقیق جواب از استفاده با اولیه و مرزی شرایط می کنیم. بررسی Ω = [۰, ۱] × [۰, ۱] ناحیه در

اند، شده انتخاب یکنواخت طور به که دامنه از مختلف نقاط تعداد برای نسبی خطاهای ۱ .۴ جدول در .[۶۶ ،۲۹]

روش پایداری و دقت جدول این است. شده گرفته نظر در دیریکله صورت به مرزی شرایط تمام و است شده داده نشان

شکل را موضوع این می یابد. بهبود روش دقت می شود، بیشتر نقاط تعداد هرچه و کند می مشخص را شکننده نقاط

می دهد. نشان خوبی به نیز ۱ .۴

می کنیم: بررسی زیر مرزی شرایط با را مثال این ادامه در ب)

u(۰, y, t) = u(x, ۰, t) = ۰, ∇u.n(۱, y, t) = ۲eity۲, u(x, ۱, t) = eitx۲,

شده توزیع مسئله دامنه روی غیریکنواخت و طوریکنواخت به که مختلف نقاط تعداد برای نسبی خطاهای ۲ .۴ جدول

روش دقت بر چندانی تأثیر امتیازات توزیع نحوه مثال این در که می شویم متوجه نتایج مقایسه با می کند. گزارش را اند
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.θ = ۰٫۶ با δt = ۰٫۰۵ و T = ۱ در (الف) ۱ .۴ .۴ مثال برای روش نسبی خطاهای :۱ .۴ جدول

h N پارامترها نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s) Ⅽ−orⅾer

۰٫۲۵ ۲۵ he = ۰٫۱ r۰ = ۳٫۹۴۲۸۳۲ × ۱۰−۲ ۰٫۳۱ −

η = ۲٫۵ r۱ = ۲٫۵۲۳۹۱۳ × ۱۰−۱

۰٫۱ ۱۲۱ he = ۰٫۱ r۰ = ۵٫۷۳۳۲۱ × ۱۰−۳ ۰٫۶۳ ۲٫۱۰۴۴

η = ۴ r۱ = ۳٫۵۲۲۵۸ × ۱۰−۲

۰٫۰۴ ۶۷۶ he = ۰٫۱ r۰ = ۹٫۹۱۸۰۲ × ۱۰−۴ ۹٫۳۴ ۱٫۹۱۴۸

η = ۹ r۱ = ۹٫۲۶۵۷۴ × ۱۰−۳

۰٫۰۲ ۲۶۰۱ he = ۰٫۱ r۰ = ۴٫۳۰۸۹۴ × ۱۰−۴ ۱۶۳ ۱٫۲۰۲۷

η = ۹ r۱ = ۴٫۲۷۱۳۸ × ۱۰−۳
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.δt = ۰٫۰۵ و T = ۱ برای (الف) ۱ .۴ .۴ مثال برای نسبی خطاهای :۱ .۴ شکل



عددی نتایج .۴ .۴۴۵

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

1

2

3

4

x 10
−3

X

Absolute error

Y 0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

x 10
−3

X

Absolute error

Y

برای N = ۶۷۶ و θ = ۰٫۵ ،δt = ۰٫۰۱ ،T = ۱ برای (ب) ۱ .۴ .۴ مثال به مربوط مطلق خطاهای مقایسه :۲ .۴ شکل

پراکنده. و یکنواخت نقاط

و یکنواخت صورت به که نقطه N = ۶۷۶ برای را مطلق خطای به مربوط های منحنی ۲ .۴ شکل هم چنین ندارد.

های زمان برای را شکننده نقاط روش مناسب دقت ۴ .۴ و ۳ .۴ شکل های می دهد. نشان اند، شده توزیع غیریکنواخت

می کند. مشخص .η = ۴ و he = ۰٫۱،N = ۱۲۱ ،δt = ۰٫۰۱ ،θ = ۰٫۵۱ ،x = ۰٫۶ که شرایطی در مختلف

با این، بر علاوه است. مختلف مرزی شرایط برای مناسب دقت دارای روش نتایج، این به توجه با بنابراین،

همان به تقریباً پیشنهادی روش [۷۵] و [۷۴] با مقایسه در است. پایدار روش و شده حفظ دقت نهایی، زمان افزایش

می یابد. دست کمتری بسیار زمان در دقت

Ω = [۰, ۱]× [۰, ۱] دامنه در یکنواخت طور به که نقطه N = ۶۷۶ با (۱ .۴) معادله مثال، این در مثال. ۲ .۴ .۴

: که طوری به می شود گرفته نظر در اند، شده توزیع

w(x, y) = −۴x۲ + ۴y۲ − ۴x− ۴y + β۲ − ۴β + ۲
β۲ ,

u(x, y, t) = exp(−(x− ۰٫۵)۲

β
− (y − ۰٫۵)۲

β
− it).

مختلف نهایی های زمان به مربوط نسبی خطاهای β = ۲ و θ = ۰٫۵۲ ،δt = ۰٫۰۱ برای دیریکله مرزی شرایط با

و ۵ .۴ های شکل ادامه، در می کند. مشخص زمان به نسبت را روش پایداری که است شده داده نشان ۳ .۴ جدول در

و یکسان فاصله با نقطه N = ۲۶۰۱ برای را عددی و دقیق های جواب موهومی و حقیقی بخش های منحنی ۶ .۴

دقیق نیز نقاط از زیادی تعداد برای روش که هستند این بیانگر ها شکل این می کشد. تصویر به η = ۱۱ و he = ۰٫۱
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با نقاط برای δt = ۰٫۰۱ و θ = ۰٫۵ ،T = ۱ در (ب) ۱ .۴ .۴ مثال برای شکننده نقاط روش نسبی خطاهای :۲ .۴ جدول

یکنواخت. غیر و یکنواخت توزیع

یکنواخت نقاط

h N نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s)

۰٫۲۵ ۲۵ r۰ = ۶٫۴۷۶۶۲۶ × ۱۰−۲ ۰٫۴۰

r۱ = ۲٫۶۳۶۹۲۶ × ۱۰−۱

۰٫۱ ۱۲۱ r۰ = ۵٫۷۶۳۴۶۱ × ۱۰−۳ ۱٫۰۸

r۱ = ۳٫۴۱۹۲۸۵ × ۱۰−۲

۰٫۰۴ ۶۷۶ r۰ = ۲٫۵۵۲۰۳۱ × ۱۰−۳ ۲۷٫۹

r۱ = ۱٫۲۱۶۳۸۹ × ۱۰−۲

یکنواخت غیر نقاط

N نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s)

۲۵ r۰ = ۴٫۲۷۳۱۷۷ × ۱۰−۲ ۰٫۳۳

r۱ = ۱٫۴۸۴۷۴۸ × ۱۰−۱

۱۲۱ r۰ = ۹٫۲۳۸۷۲۹ × ۱۰−۳ ۰٫۹۴

r۱ = ۹٫۱۶۱۸۳۹ × ۱۰−۲

۶۷۶ r۰ = ۲٫۴۲۳۲۲۵ × ۱۰−۳ ۲۷٫۷

r۱ = ۱٫۲۱۶۳۸۹ × ۱۰−۲
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و δt = ۰٫۰۱ ،x = ۰٫۶ برای (ب) ۱ .۴ .۴ مثال به مربوط عددی و دقیق جواب های موهومی قسمت مقایسه :۳ .۴ شکل

.N = ۱۲۱
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و δt = ۰٫۰۱ ،x = ۰٫۶ برای (ب) ۱ .۴ .۴ مثال به مربوط عددی و دقیق جواب های حقیقی قسمت مقایسه :۴ .۴ شکل

.N = ۱۲۱
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.δt = ۰٫۰۱ و η = ۱۱ ،θ = ۰٫۵۲ ،he = ۰٫۱ با ۲ .۴ .۴ مثال برای روش نسبی خطاهای :۳ .۴ جدول

T r۱ r۰ ⅭPU tiⅿe(s)

۱ ۱٫۱۸۵۳۵ × ۱۰−۲ ۱٫۸۵۲۷۲ × ۱۰−۴ ۲۸٫۳

۵ ۲٫۰۰۰۹۴ × ۱۰−۲ ۳٫۸۴۰۸۶ × ۱۰−۴ ۹۹٫۵

۱۰ ۲٫۱۰۱۲۴ × ۱۰−۲ ۵٫۴۸۰۳۵ × ۱۰−۴ ۲۰۱٫۳

۱۵ ۲٫۰۷۱۱۴ × ۱۰−۲ ۵٫۰۰۳۷۶ × ۱۰−۴ ۲۸۱٫۵
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،θ = ۰٫۵۲ ،he = ۰٫۱ ،η = ۱۱ با ۲ .۴ .۴ مثال برای دقیق و عددی نتایج موهومی های بخش مقایسه :۵ .۴ شکل

.T = ۱ ،N = ۲۶۰۱ ،δt = ۰٫۰۱

شده ارائه ۷ .۴ شکل در غیریکنواخت و یکنواخت نقطه N = ۶۷۶ با خطا به مربوط های منحنی هم چنین است.

یکنواخت توزیع با نقاط برای پیشنهادی روش خطای مشابه، شرایط در می دهد، نشان شکل این که همانطور است.

است. کمتر

می کنیم: حل است زیر مرزهای دارای که شکل L دامنه یک در را قبلی مثال حال الف) مثال. ۳ .۴ .۴

Ω۱ = {۰} × [۰, ۱], Ω۲ = {۰٫۳۶} × [۰٫۵۲, ۱],

Ω۳ = [۰, ۱]× {۰} , Ω۴ = [۰٫۳۶, ۱]× {۰٫۵۲} ,

Ω۵ = {۱} × [۰, ۰٫۵۲], Ω۶ = [۱, ۰٫۳۶]× {۱} .

نظر در دیریکله کامل طور به را مرزی شرایط اگر می دهد. نشان دامنه این در را نقطه N = ۴۸۴ توزیع ۸ .۴ شکل

همانطور شده اند. انتخاب یکنواخت طور به نقاط این که داریم دامنه از مختلف نقاط تعداد برای را ۴ .۴ جدول بگیریم،

به کوتاهی زمان در که است برخوردار خوبی دقت از عددی نتایج نقاط، تعداد به توجه با می دهد، نشان جدول این که

می دهد. نشان نسبی خطای با را نقاط بین فاصله بین رابطه نیز ۹ .۴ شکل می آید. دست



عددی نتایج .۴ .۴۴۹

0

0.5

1

0

0.5

1
0.4

0.45

0.5

0.55

0.6

X

Real(Numerical)

Y

U

0

0.5

1

0

0.5

1
0.4

0.45

0.5

0.55

0.6

X

Real(Exact)

Y

u

،δt = ۰٫۰۱ ،θ = ۰٫۵۲ ،he = ۰٫۱ ،η = ۱۱ با ۲ .۴ .۴ مثال برای دقیق و عددی نتایج حقیقی های بخش مقایسه :۶ .۴ شکل

.T = ۱ ،N = ۲۶۰۱
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و N = ۶۷۶ ،θ = ۰٫۵۲ شرایط با نامنظم و منظم نقاط اساس بر ۲ .۴ .۴ مثال به مربوط خطای منحنی های :۷ .۴ شکل

.δt = ۰٫۰۱ و T = ۱

یکنواخت. توزیع با نقطه N = ۴۸۴ با (الف) ۳ .۴ .۴ مثال به مربوط شکل L دامنه :۸ .۴ شکل
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.θ = ۰٫۶۵ ،δt = ۰٫۰۱ ، T = ۱ در (الف) ۳ .۴ .۴ مثال برای پیشنهادی روش نسبی خطاهای :۴ .۴ جدول

نقاط تعداد پارامترها نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s)

۴۹ he = ۱ r۰ = ۴٫۷۹۶۶۰۳ × ۱۰−۳ ۰٫۶۹

η = ۷۵ r۱ = ۱٫۶۰۸۹۲۱ × ۱۰−۱

۱۲۱ he = ۰٫۰۰۱ r۰ = ۳٫۵۱۶۶۱۶ × ۱۰−۳ ۱٫۲۰

η = ۱۹۰ r۱ = ۱٫۰۴۴۷۱۲ × ۱۰−۱

۴۸۴ he = ۰٫۱ r۰ = ۳٫۶۴۹۴۰۲ × ۱۰−۴ ۱۲٫۶۰

η = ۷۵ r۱ = ۲٫۶۳۱۱۴۵ × ۱۰−۲

۱۸۴۹ he = ۰٫۰۱ r۰ = ۳٫۱۹۶۶۹۳ × ۱۰−۴ ۲۸۰٫۷۲

η = ۲۷ r۱ = ۱٫۱۳۱۱۳۵ × ۱۰−۲

می گیریم: نظر در زیر صورت به ای دایره دامنه یک ب)

Ω =
{
(x, y) ∈ R۲ : x۲ + y۲ ≤ ۱

}
,

به نسبت را همگرایی های مرتبه و نسبی خطای مقادیر ۵ .۴ جدول می کنیم. حل شکننده نقاط روش با را معادله و

تاثیر آن کردن کوچکتر زیرا نیست، زمانی گام حد از بیش کاهش به نیازی جدول این به توجه با می دهد. نشان زمان

دامنه به توجه با همچنین دهیم. ارتقا را دقت نقاط، تعداد یا دیگر پارامترهای تغییر با باید و ندارد دقت در زیادی

می آیند. دست به کوتاهی زمان در و بوده قبول قابل آمده دست به نسبی خطاهای شده، استفاده نقاط تعداد و دایره ای

جواب و پتانسیل تابع اولیه، شرط با (۳ .۴)−(۱ .۴) شرودینگر زمان به وابسته معادله مثال این در مثال. ۴ .۴ .۴

صورت به تحلیلی

u(x, y, ۰) = sin(x) sin(y), w(x, y) = ۳,

u(x, y, t) = eit sin(x) sin(y), (x, y) ∈ Ω = [۰, π]× [۰, π], t ∈ [۰, T ),

دیده که همانطور می باشند. صفر مرزها همه ی روی که است شده فرض دیریکله صورت به مرزی شرایط می گیریم. درنظر

شکل های هم چنین است. خوبی دقت دارای شکننده نقاط روش مختلف، نقاط تعداد برای ،۶ .۴ جدول در می شود،
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.T = ۱s ،δt = ۰٫۰۱ با (الف) ۳ .۴ .۴ مثال برای هم از یکنواخت نقاط بین فاصله به خطا نسبت :۹ .۴ شکل

،θ = ۰٫۶۵ ،T = ۱ یکنواخت، نقطه N = ۵۲۹ با (ب) ۳ .۴ .۴ مثال برای زمان به نسبت نسبی خطای مقادیر :۵ .۴ جدول

.η = ۱۶ و he = ۰٫۰۱

δt r۰ r۱ ⅭPU tiⅿe(s)

۰٫۰۸ ۱٫۲۶۱۲۵۴ × ۱۰−۲ ۶٫۰۱۹۲۹۶ × ۱۰−۲ ۶٫۸۸

۰٫۰۴ ۷٫۱۱۵۸۸۹ × ۱۰−۳ ۴٫۳۳۰۴۳۸ × ۱۰−۲ ۹٫۰۴

۰٫۰۲ ۳٫۸۸۲۸۱۲ × ۱۰−۳ ۳٫۴۴۰۲۷۸ × ۱۰−۲ ۱۳٫۶۷

۰٫۰۱ ۳٫۰۴۲۳۵۱ × ۱۰−۳ ۳٫۱۰۵۴۲۵ × ۱۰−۲ ۲۳٫۲۶
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.δt = ۰٫۰۱ و θ = ۰٫۵۲ ،T = ۱ در ۴ .۴ .۴ مثال برای پیشنهادی روش نسبی خطاهای :۶ .۴ جدول

h نقاط تعداد پارامترها نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s)

۰٫۲۵ ۲۵ he = ۰٫۱ r۰ = ۱٫۷۹۷۳۲۵ × ۱۰−۲ ۰٫۴۱

η = ۱ r۱ = ۱٫۱۸۵۳۵۱ × ۱۰−۱

۰٫۱ ۱۲۱ he = ۰٫۱ r۰ = ۱٫۸۹۲۵۱ × ۱۰−۳ ۰٫۹۷

η = ۲٫۷ r۱ = ۱٫۹۲۹۴۲ × ۱۰−۲

۰٫۰۴ ۶۷۶ he = ۰٫۱ r۰ = ۶٫۰۰۲۷۱۰ × ۱۰−۴ ۹٫۴۷

η = ۳٫۸ r۱ = ۴٫۱۵۰۵۰۹ × ۱۰−۳

۰٫۰۲ ۲۶۰۱ he = ۰٫۱ r۰ = ۴٫۵۶۱۲۸۷ × ۱۰−۴ ۱۰۷

η = ۲ r۱ = ۶٫۷۲۹۹۴۷ × ۱۰−۳

برای غیریکنواخت نقطه N = ۶۷۶ از استفاده با را عددی و دقیق های جواب به مربوط های منحنی ۱۱ .۴ و ۱۰ .۴

که حالتی برای را روش دقت ها شکل این می دهد. نشان را η = ۳٫۸ و he = ۰, ۱ گرفتن نظر در با T = ۱, ۳

زمان و دقت پیشنهادی، روش [۳۶] با مقایسه در می دهد. نشان اند شده توزیع دامنه در غیریکنواخت طور به نقاط

می کند. گزارش را بهتری محاسباتی

می کنیم: بررسی زیر اولیه شرط و دقیق جواب با را شرودینگر معادله بخش، این مثال آخرین برای مثال. ۵ .۴ .۴

u(x, y, t) = e(−it) (sin(x) + cos(y)) , u(x, y, ۰) = (sin(x) + cos(y)) .

از استفاده با و ۱۲ .۴ شکل مطابق پیوسته مانند آمیب حوزه روی شکننده نقاط روش از استفاده با معادله این

را محاسبات زمان و نسبی خطاهای ۷ .۴ جدول . است شده حل دامنه از یکنواخت غیر توزیع با نقطه N = ۱۰۰

دارای روش مثال، این در مسئله دامنه و نقاط نبودن یکنواخت به توجه با می دهد. نشان مختلف نهایی های زمان در

شده ارائه ۱۳ .۴ شکل در T = ۲ برای دقیق و عددی های جواب به مربوط نمودارهای همچنین است. خوبی دقت

می کند. تایید را نامنظم های دامنه برای روش بودن مناسب که اند

نتایج و شد گرفته کار به شرودینگر مختلط و بعدی دو معادله برای اولیه شکننده نقاط روش فصل این در بنابراین

غیرخطی و خطی موج معادلات مطالعه به بعدی، فصل در آمد. دست به عددی محاسبات سرعت و دقت نظر از خوبی

می پردازد. شکستگی و ترک دارای دامنه های ویژه به دامنه ها انواع روی
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،dt = ۰٫۰۱ برای ۴ .۴ .۴ مثال به مربوط دقیق و عددی های جواب حقیقی بخش به مربوط های منحنی :۱۰ .۴ شکل

.he = ۱ و η = ۳۸ ،θ = ۰٫۵۴ ،T = ۱ ،N = ۶۷۶
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،dt = ۰٫۰۱ برای ۴ .۴ .۴ مثال به مربوط دقیق و عددی های جواب موهومی بخش به مربوط های منحنی :۱۱ .۴ شکل

.he = ۱ و η = ۳۸ ،θ = ۰٫۵۴ ،T = ۵ ،N = ۶۷۶
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غیریکنواخت. توزیع با انتخابی نقطه N = ۱۰۰ با ۵ .۴ .۴ مثال به مربوط دامنه  :۱۲ .۴ شکل

.θ = ۰٫۵ و δt = ۰٫۰۰۹۷ ،T = ۱, ۵, ۱۰, ۱۵, ۲۰ برای ۵ .۴ .۴ مثال به مربوط روش نسبی خطاهای :۷ .۴ جدول

T پارامترها r۰ r۱ ⅭPU tiⅿe(s)

۱ η = ۲۱۵ ، he = ۰٫۰۰۱ ۵٫۶۹۷۶۲۳ × ۱۰−۳ ۹٫۶۱۰۱۲۳ × ۱۰−۲ ۱٫۰۶

۵ η = ۶۰۰ ، he = ۰٫۰۰۱ ۶٫۲۷۶۷۵۸ × ۱۰−۳ ۹٫۶۱۳۰۶۴ × ۱۰−۲ ۳٫۲۲

۱۰ η = ۵۰۰ ، he = ۰٫۰۰۱ ۶٫۲۸۶۳۹۱ × ۱۰−۳ ۹٫۶۲۰۴۳۳ × ۱۰−۲ ۶٫۰۵

۱۵ η = ۵۵۰ ، he = ۰٫۰۰۱ ۶٫۲۸۲۶۶۴ × ۱۰−۳ ۹٫۶۱۸۲۶۹ × ۱۰−۲ ۸٫۶۹

۲۰ η = ۶۰۰ ، he = ۰٫۰۰۱ ۶٫۲۷۹۵۵۷ × ۱۰−۳ ۹٫۶۱۶۴۶۵ × ۱۰−۲ ۱۱٫۳۳
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T = ۲s،η = ۵۰ ،he = ۰٫۰۰۱ ،θ = ۰٫۵ با ۵ .۴ .۴ مثال برای دقیق و عددی جواب های به مربوط منحنی های :۱۳ .۴ شکل

.δt = ۰٫۰۰۹۷ و



۵ فصل
موج معادلات حل برای شکننده نقاط روش مطالعه
و پیچیده های دامنه در خطی غیر و خطی بعدی دو

ترک دار

مقدمه ۱ .۵

حوزه های در غیرخطی و خطی دوبعدی موج معادلات برای را شبکه بدون شکننده نقاط روش ما حاضر، بخش در

نوع هر یا شکستگی ترک، دارای هایی دامنه به مربوط که مسئله هایی این، بر علاوه می کنیم. ارائه پیچیده و نامنظم

است. گرفته قرار بررسی مورد هستند دیگری ناپیوستگی

امواج سازی شبیه برای موج معادله عددی جواب های می شود. استفاده مهندسی و علوم های زمینه در موج معادله

برای مناسبی مدل بعدی دو اسکالر موج معادله هستند. مهم زمان به وابسته الاستیک یا الکترومغناطیسی صوتی،

.[۲۶] است. موجی های پدیده چنین توصیف

می کند: بررسی زیر صورت به بعد دو در را موج معادله بخش این

∂۲u(x, y, t)

∂t۲ = α۲∆u(x, y, t) + β G(u) + f(x, y, t) (x, y) ∈ Ω, t ∈ (۰, T ) , (۱ .۵)

اولیه شرایط که

u(x, y, ۰) = g۱(x, y),
∂u

∂t
(x, y, ۰) = g۲(x, y), (۲ .۵)

می باشند: زیر صورت به نیز مرزی شرایط و

u(x, y, t) = hD(x, y, t), (x, y) ∈ ΓD, t ∈ (۰, T ) , (۳ .۵)

∇u.n(x, y, t) = hN(x, y, t), (x, y) ∈ ΓN , t ∈ (۰, T ) . (۴ .۵)

می باشد. ∂Ω دامنه مرز خارجی نرمال بردار نشان دهنده n و ∂Ω = ΓD ∪ ΓN و ΓD ∩ ΓN = ∅ بالا، معادله در

را جوزفسون جریان چگالی β و می دهد نشان را موج انتشار سرعت که است ثابتی α ،(۱ .۵) معادله در هم چنین

است. شده گرفته نظر در ثابت عددی مثال های در که می کند مشخص

۵۶
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غیرخطی. موج معادلات و خطی موج معادلات کرد: خواهیم مطالعه را معادله به مربوط اساسی بخش دو ادامه در

خطی موج معادله ۲ .۵

زیر در باشد. β = ۰ می کنیم فرض و می دهیم قرار بررسی مورد را خطی موج معادله ابتدا محاسبات، در سادگی برای

می دهیم. قرار بحث مورد را خطی موج معادله زمانی سازی گسسته بعدی، بخش

محدود تفاضلات تقریب های ۱ .۲ .۵

منظور، این برای است. شده استفاده زمانی بعد در موج معادله سازی گسسته برای زمانی گام طرح از مطالعه این در

می شود: سازی گسسته زیر صورت به (۱ .۵) معادله وزنی، −θ روش برطبق

u(x, y, t+ δt)− ۲u(x, y, t) + u(x, y, t− δt)

δt۲ (۵ .۵)

= α۲ (θ∆u(x, y, t+ δt) + (۱ − θ)∆u(x, y, t)) + f(x, y, t+ δt) +R,

un = u(x, y, tn) تقریب Un = U(x, y, tn) اگر است. زمانی گام نیز δt و | R |≤ Cδt ،۰ ≤ θ ≤ ۱ که

شود: بیان زیر صورت به می تواند (۵ .۵) معادله شده، بازنویسی صورت به ،n = ۰, ۱, ..., N و tn = n · δt ، باشد

U(x, y, t+ δt)− ۲U(x, y, t) + U(x, y, t− δt)

δt۲ (۶ .۵)

= α۲ (θ∆U(x, y, t+ δt) + (۱ − θ)∆U(x, y, t)) + f(x, y, t+ δt).

نوشت: می توان تر ساده صورت به همچنین

Un+۱ − (δt)۲α۲θ∆Un+۱ = ۲Un + (δt)۲α۲(۱ − θ)∆Un

− Un−۱ + (δt)۲fn+۱, n = ۰, ۱, ..., N − ۱. (۷ .۵)

طرح این با مرتبط همگرایی و پایداری قضایای بررسی است. شده استفاده θ = ۰٫۵ عددی های مثال همه در

است. آمده بعدی بخش در گسسته نیمه زمانی

همگرایی و پایداری آنالیز ۲ .۲ .۵

می دهیم. ارائه را (۷ .۵) محدود تفاضل طرح همگرایی و پایداری زیربخش، این در
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زمان به نسبت یکنواخت تابع ∂Uj

∂y
و ∂Uj

∂x
و U j ∈ H۲

۰ (Ω), j = ۰, ۱, ..., N − ۱ کنید فرض قضیه. ۱ .۲ .۵

c مثبت و ثابت مقدار برای زیر رابطه و است پایدار (۷ .۵) وسیله به شده تعریف زمانی تفاضلی طرح آن گاه هستند،

است: برقرار

∥Uk+۱∥ ≤ c (∥u۰∥+ δt∥u۰
t∥) . j = ۰, ۱, ..., N − ۱.

اثبات، نتیجه روی تاثیری و مسئله کلیت دادن دست از بدون می کنیم. ثابت ریاضی استقرای از استفاده با برهان.

داریم: (۷ .۵) معادله از و می گیریم نظر در n = ۰ ابتدا می دهیم. قرار f ≡ ۰

U ۱ − (δt)۲α۲θ∆U ۱ = ۲u۰ + (δt)۲α۲(۱ − θ)∆u۰ − U−۱. (۸ .۵)

داریم: آن گاه ،U−۱ = u۰ − δtu۰
t اگر

U ۱ − (δt)۲α۲θ∆U ۱ = u۰ + (δt)۲α۲(۱ − θ)∆u۰ + δtu۰
t . (۹ .۵)

داریم: گرین فرمول از استفاده و Ω روی انتگرال گیری ،U ۱ در (۹ .۵) معادله کردن ضرب با

(U ۱, U ۱) + (δt)۲α۲θ(∇U ۱,∇U ۱) (۱۰ .۵)

= (u۰, U ۱)− (δt)۲α۲(۱ − θ)(∇u۰,∇U ۱) + δt(u۰
t , U

۱).

زمان به نسبت ∂Uj

∂y
و ∂Uj

∂x
که دلیل این به است. شده استفاده U ۱ ∈ H۲

۰ (Ω) که مسئله این از بالا، معادله در

زیر رابطه به (۱۰ .۵) معادله است، مثبت (δt)۲α۲(۱ − θ) ضریب و (∇u۰,∇U ۱) > ۰ پس: هستند یکنواخت

می رسد:

∥U ۱∥۲ ≤ (u۰, U ۱) + δt(u۰
t , U

۱).

آوریم: می دست به شوارتز، نابرابری از استفاده با

∥U ۱∥ ≤ ∥u۰∥+ δt∥u۰
t∥. (۱۱ .۵)

است: برقرار زیر رابطه c مثبت و ثابت عدد و n = ۱, ۲, ..., k برای می کنیم فرض حال

∥Uk∥ ≤ c۰(∥u۰∥+ δt∥u۰
t∥). (۱۲ .۵)

،n = k+۱ می دهیم قرار ما ،(۷ .۵) در شود. اثبات n = k+۱ برای است کافی قضیه این حکم اثبات برای اکنون

داریم: Uk+۱ وسیله به کردن ضرب و گرین فرمول از استفاده با و

(Uk+۱, Uk+۱) + (δt)۲α۲θ(∇Uk+۱,∇Uk+۱) (۱۳ .۵)

= ۲(Uk, Uk+۱)− (δt)۲α۲(۱ − θ)(∇Uk,∇Uk+۱)− (Uk−۱, Uk+۱).



خطی موج معادله .۲ .۵۵۹

قضیه: مفروضات و شوارتز نابرابری به توجه با

∥Uk+۱∥ ≤ ۲∥Uk∥+ ∥Uk−۱∥. (۱۴ .۵)

داریم: قضیه فرض به توجه با بنابراین

∥Uk+۱∥ ≤ c(∥u۰∥+ δt∥u۰
t∥). (۱۵ .۵)

Un = U(x, y, tn) و ۱ .۵ معادله دقیق جواب un = u(x, y, tn) اگر قبل، قضیه های فرض با قضیه. ۲ .۲ .۵

داریم: را زیر خطای تخمین آن گاه می آید، دست به (۷ .۵) محدود تفاضلات طرح از استفاده با که باشد آن تقریبی جواب

∥un − Un∥ ≤ δt۲(c۱∥u۰
tt∥+ c۲δt), (۱۶ .۵)

می باشند. u۰
tt ∈ H۲(Ω) و δt از مستقل c۲ و c۱ ثابت های که

داریم: (۵ .۵) از (۶ .۵) کردن تفریق با ،en = un − Un دهیم قرار اگر برهان.

en+۱ − (δt)۲α۲θ∆en+۱ = ۲en + (δt)۲α۲(۱ − θ)∆en (۱۷ .۵)

− en−۱ + (δt)۲R, n = ۰, ۱, ..., N − ۱, | R |≤ cδt.

می آوریم: دست به گرین فرمول از استفاده با و n = ۰, ۱, ..., N − ۱ برای کنیم، ضرب ،en+۱ در را بالا معادله اگر

(en+۱, en+۱) + (δt)۲α۲θ
(
∇en+۱,∇en+۱) = ۲(en, en+۱) (۱۸ .۵)

−(δt)۲α۲(۱ − θ)(∇en,∇en+۱)− (en−۱, en+۱) + (δt)۲(R, en+۱).

که: کنید توجه بالا، معادله در n = ۰ برای

e−۱ = u−۱ − U−۱ = u−۱ − u۰ + δtu۰
t =

δt۲

۲
u۰
tt −

δt۳

۳!
u۰
ttt + . . . .

می شود: بازنویسی زیر صورت به n = ۰ برای (۱۸ .۵) معادله نتیجه در

(e۱, e۱) + (δt)۲α۲θ(∇e۱,∇e۱) = ۲(e۰, e۱) (۱۹ .۵)

−(δt)۲α۲(۱ − θ)(∇e۰,∇e۱)− δt۲

۲
(u۰

tt, e
۱) + (δt)۲(R, e۱).

داریم: شوارتز نابرابری و قضیه مفروضات از استفاده با حال

∥e۱∥ ≤ δt۲

۲
∥u۰

tt∥+ cδt۳. (۲۰ .۵)
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باشد: معتبر زیر صورت به ریاضی استقراء فرض اگر است. برقرار n = ۰ برای (۱۶ .۵) معادله بنابراین

∥ej∥ ≤ δt۲(c۱∥u۰
tt∥+ c۲δt), j = ۱, ۲, ..., n. (۲۱ .۵)

رسیم: می زیر نابرابری به مشابه طور به و j = n+ ۱ دهیم قرار (۱۸ .۵) معادله در است کافی اثبات برای

∥en+۱∥ ≤ ۲∥en∥+ ∥en−۱∥. (۲۲ .۵)

که: شود می ثابت ریاضی استقراء فرضیه از استفاده با نتیجه در

∥en+۱∥ ≤ δt۲(c۱∥u۰
tt∥+ c۲δt), j = ۱, ۲, ..., n. (۲۳ .۵)

همگراست. (۷ .۵) تفاضلی طرح بنابراین .∥en+۱∥ → ۰ آن گاه δt → ۰ زمانی گام اگر قضیه، این طبق بر

عددی شار اصلاحات پیاده سازی ۳ .۲ .۵

هستند. ناپیوسته کوششی و آزمون های ای جمله چند شکننده، نقاط روش در شد، گفته قبل های بخش در که همانطور

به دستیابی برای عددی شار اصلاحات شود. روش در ناپایداری و ناسازگاری باعث است ممکن ها ناپیوستگی این

می شود. اعمال امر این

می شود: نوشته زیر ترکیبی صورت به مشابه طور به (۴ .۵)−(۱ .۵) مرزی شرایط و موج معادله

σ = ∇u(x, y, t), in Ω,

−α۲∇.σ = −∂۲u

∂t۲ (x, y, t) + f(x, y, t), in Ω,

σ.n(x, y, t) = hN(x, y, t), in ΓN ,

u(x, y, t) = hD(x, y, t), in ΓD.

(۲۴ .۵)

E۰ ∈ Ω هر روی آن ها از گرفتن انتگرال با و τ, ν ∈ H۱(Ω) آزمون توابع در دوم و اول معادلات فوق، روابط در

می آید: دست به زیر صورت به معادلات این ضعیف ∫فرم
E۰

σh · τdΩ =

∫
E۰

∇uh(x, y, t) · τdΩ,∫
E۰

−α۲∇ · σνdΩ =

∫
E۰

−∂۲u

∂t۲ (x, y, t)νdΩ +

∫
E۰

f(x, y, t)νdΩ.
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گرین، فرمول برطبق و ها دامنه زیر ی همه روی معادلات این کردن جمع ∫با
Ω

σh.τdΩ = −
∫
Ω

uh∇.τdΩ +
∑
E۰∈Ω

∫
∂E۰

ûhn.τdΓ, (۲۵ .۵)

α۲
∫
Ω

σh.∇ν = α۲
∑
E۰∈Ω

∫
∂E۰

σ̂h.nνdΓ−
∫
Ω

∂۲u

∂t۲ (x, y, t)νdΩ +

∫
Ω

f(x, y, t)νdΩ,

(۲۶ .۵)

به توجه با می باشند. ∂E روی uh و σh های تقریب دهنده نشان و هستند عددی شارهای ûh و σ̂h مقدارهای که

دهیم قرار اگر پرش، و میانگین عملگرهای های تعریف

Γ = Γh + ΓD + ΓN ,

است: برقرار φ ∈ [T (Γ)]۲ و q ∈ T (Γ) همه ی برای زیر معادله است، داخلی مرزهای ی همه مجموعه Γh ∑که
E۰∈Ω

∫
∂E۰

q φ · n dΓ =

∫
Γ

[q] · {φ} dΓ +

∫
Γh

{q} [φ] dΓ. (۲۷ .۵)

کرد: بیان زیر صورت به توان می را (۲۶ .۵) و (۲۵ .۵) معادلات بالا، معادله از استفاده ∫با
Ω

σh · τdΩ = −
∫
Ω

uh∇ · τdΩ +

∫
Γ

[û] · {τ} dΓ +

∫
Γh

{û} [τ ] dΓ, (۲۸ .۵)

α۲
∫
Ω

σh · ∇νdΩ − α۲
∫ ۲

α

Γ {σ̂} · [ν] dΓ− α۲
∫
Γh

[σ̂] {ν} dΓ

= −
∫
Ω

∂۲u

∂t۲ (x, y, t)νdΩ +

∫
Ω

f(x, y, t)νdΩ.

(۲۹ .۵)

جریمه عددی شارهای از نیز بخش این در شوند. گرفته کار به می تواند مختلف عددی شارهای شکننده، نقاط روش در

استفاده با ( کنید. نگاه ۱ .۳ جدول (به می دهد. نتیجه را uh حسب بر فقط معادله یک که است شده انتخاب داخلی

داریم: ،(۲۹ .۵) و (۲۸ .۵) معادلات در آن ها دادن قرار و عددی شارهای این مقادیر از

α۲
∑
E۰∈Ω

∫
E۰

∇uh.∇νdΩ− α۲
∑

e∈Γh∪ΓD

∫
e

({∇uh} [ν] + {∇ν} [uh]) dΓ

+α۲
∑

e∈Γh∪ΓD

η

he

∫
e

[ν] [uh] dΓ = α۲
∑
e∈ΓD

∫
e

(
η

he

ν −∇ν.n
)
hD(x, y, t)dΓ

+

∫
Ω

f(x, y, t)νdΩ + α۲
∑
e∈ΓN

∫
e

νhN(x, y, t)dΓ−
∫
Ω

∂۲u

∂t۲ (x, y, t)νdΩ.

(۳۰ .۵)
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مربوط ای نقطه سختی های ماتریس از استفاده و است اولیه شکننده نقاط روش از حاصل که (۳۰ .۵) معادله حل با

می شود. حل موج معادله آن، به

غیرخطی موج معادله ۳ .۵

فرمول آن گاه بگیریم، نظر در (۱ .۵) معادله در β ̸= ۰ اگر می کنیم. مطالعه را غیرخطی موج معادله بخش، این در

می آید: دست به زیر صورت به (۳۰ .۵) اولیه شکننده نقاط روش

α۲
∑
E۰∈Ω

∫
E۰

∇uh.∇νdΩ− α۲
∑

e∈Γh∪ΓD

∫
e

({∇uh} [ν] + {∇ν} [uh]) dΓ

+α۲
∑

e∈Γh∪ΓD

η

he

∫
e

[ν] [uh] dΓ = α۲
∑
e∈ΓD

∫
e

(
η

he

ν −∇ν.n
)
hD(x, y, t)dΓ

+α۲
∑
e∈ΓN

∫
e

νhN(x, y, t)dΓ−
∫
Ω

∂۲u

∂t۲ (x, y, t)νdΩ

+

∫
Ω

f(x, y, t)νdΩ + β

∫
Ω

G(ũ)νdΩ. (۳۱ .۵)

شود. تقریب باید معادلات از خطی مجموعه یک آوردن دست به برای ũ بالا، معادله در
∫
Ω
G(ũ)νdΩ انتگرال در

است. شده ارائه پیشگو−اصلاحگر ساده طرح یک بعدی بخش در منظور این برای

عددی سازی پیاده ۴ .۵

دوبعدی موج معادله حل برای اولیه شکننده نقاط روش از استفاده با که ای نقطه سختی ماتریس های بخش، این در

شود: بیان زیر ماتریسی فرم به می تواند (۳۱ .۵) معادله می شوند. بیان می آید، دست به

α۲Ku + H۱ü − βH۲G(ũ) = F. (۳۲ .۵)

داریم: را زیر ای نقطه سختی ماتریس های ،(۷ .۲) و (۶ .۲) روابط برطبق

H۱ =

∫
E

ⅯTⅯdΩ, H۲ =

∫
E

ⅯTdΩ E ∈ Ω,

KE =

∫
E

BTB dΩ, E ∈ Ω, (۳۳ .۵)
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Kh =
−۱
۲

∫
e

(BT
۱ nT

۱ Ⅿ۱ + ⅯT
۱ n۱B۱)dΓ +

η

he

∫
e

ⅯT
۱ Ⅿ۱dΓ

+
−۱
۲

∫
e

(BT
۲ nT

۲ Ⅿ۲ + ⅯT
۲ n۲B۲)dΓ +

η

he

∫
e

ⅯT
۲ Ⅿ۲dΓ

+
−۱
۲

∫
e

(BT
۲ nT

۱ Ⅿ۱ + ⅯT
۲ n۲B۱)dΓ +

η

he

∫
e

ⅯT
۱ Ⅿ۲dΓ

+
−۱
۲

∫
e

(BT
۱ nT

۲ Ⅿ۲ + ⅯT
۱ n۱B۲)dΓ +

η

he

∫
e

ⅯT
۲ Ⅿ۱dΓ, e ∈ ∂E۱ ∩ ∂E۲,

KD = −
∫
e

(BTnTⅯ + ⅯTnB)dΓ +
η

he

∫
e

ⅯTⅯdΓ, e ∈ ΓD.

(۳۴ .۵)

داریم: نیز را زیر معادلات این، بر علاوه

FN =

∫
e

ⅯThN(x, t)dΓ, e ∈ ΓN ,

FE =

∫
E

ⅯTf(x, t)dΩ, E ∈ Ω,

FD =

∫
e

(
η

he

ⅯT − BTn)hD(x, t)dΓ, e ∈ ΓD.

(۳۵ .۵)

باشیم: داشته زیر روش به زیر گسسته معادلات می توانیم ،۱ .۲ .۵ بخش، از استفاده با

(
α۲θ(δt)۲K + H۱

)
un+۱ =

(
۲H۱ − α۲(۱ − θ)(δt)۲K

)
un (۳۶ .۵)

− H۱u
n−۱ + βH۲G(ũ) + F n+۱,

معادلات دستگاه کردن حل با می باشد. ام (n + ۱) زمانی گام در FD و FN ،FE محاسبه معنای به F n+۱ که

روش یک ،ũ محاسبه منظور به ابتدا اما یابیم. دست شکننده نقاط روش عددی جواب های به می توانیم (۳۶ .۵)

می شود. معرفی پیشگو−اصلاحگر

پیشگو−اصلاحگر روش ۱ .۴ .۵

در G(ũ) غیرخطی بخش برای خوب تقریب یک آوردن دست به برای اصلاحگر پیشگو− روش یک از بخش این

اولیه شرایط وسیله به u۰ ،n = ۰ و u۰ ،n = ۰ که زمانی یعنی زمانی؛ اول گام در می کند. استفاده (۳۶ .۵) معادله

شود: تعیین زیر صورت به ،(۲ .۵)

u۰ = g۱, u−۱ = u۰ − δtg۲.
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می دهیم: قرار ،n+ ۱ زمانی گام مثال عنوان به زمانی؛ مرحله هر برای بودن، خطی غیر به رسیدگی منظور به

ũ = un.

حل u(n+۱) = u(n+۱),۰ مجهول برای خطی جبری معادلات دستگاه یک عنوان به (۳۶ .۵) معادله حالت، این در

مجدد، محاسبات با می شود.

ũ =
۱
۳
[
u(n+۱),۰ + u(n) + u(n−۱)] .

زمانی گام در هنوز ما شود. حل u(n+۱),۱ مجهول آمدن دست به برای که می دهد اجازه (۳۶ .۵) معادله به جدید ũ این

دادن: قرار و u(n+۱),l مجهول تقریبی مقدارهای زدن تخمین و ũ بین محاسبات کردن تکرار با و هستیم n+ ۱

ũ =
۱
۳
[
u(n+۱),l + u(n) + u(n−۱)] .

در مثال، برای باشد. مشخص ارقام از مشخصی تعداد به همگرا مجهول کمیت که می کنند پیدا ادامه زمانی تا تکرارها

دارد وجود زمانی گام هر در تکرارها توقف شرایط اینجا

∥ u(n+۱),l − u(n+۱),l−۱ ∥≤ ε,

داریم: شد، برآورده شرط این اینکه از بعد است. کوچک و ثابت عدد یک ε که

u(n+۱) = u(n+۱),l,

کنیم. پیدا دست نهایی زمان به که می کند پیدا ادامه زمانی تا پروسه این می رویم. بعدی زمانی گام به ما و

نامنظم و پیچیده های دامنه انواع مورد در غیرخطی و خطی موج معادلات حل برای مثال چندین بعدی بخش در

است. شده آورده هستند ترک دارای که هایی ناحیه همچنین و

عددی نتایج ۵ .۵

افزار نرم در قسمت این های مثال است. شده داده نشان بخش این در مثال شش با پیشنهادی روش دقت ارزیابی

خطاهای اند. شده اجرا حافظه گیگابایت ۱۶ با پردازنده سرعت گیگاهرتز ۲٫۸۰ ، Ⅽore i۷ تاپ لپ روی ۲۰۲۰ متلب

می شوند: تعریف زیر صورت به اند، شده استفاده بخش این در که ای نسبی

r۰ =
∥uh − u∥L۲

∥u∥L۲
, r۱ =

∥∇uh −∇u∥L۲

∥∇u∥L۲
.
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۱ مثال برای آن افراز Ω۱ دامنه :۱ .۵ شکل

می کنیم: ارزیابی زیر دامنه در (۱ .۵) موج معادله ما مثال، اولین در مثال. ۱ .۵ .۵

Ω۱ =
{
(x, y) ∈ R۲ : ۱ ≤ x۲ + y۲ ≤ ۹

}
.

۱ .۵ شکل در که نقطه N = ۵۷۶ مثال، این در .α = ۱۰۳ و u(x, y, t) = (x۲ + y۲ + t۲)et دقیق جواب

است: زیر صورت به مسئله شرایط که طوری به می کنیم بررسی را اند شده داده نشان

u(x, y, ۰) = ut(x, y, ۰) = x۲ + y۲, (x, y) ∈ Ω۱,

u(x, y, t) = (x۲ + y۲ + t۲)et, (x, y) ∈ ∂Ω۱, t ∈ (۰, T ) .

بینید می است. شده داده نشان ۱ .۵ جدول در مختلف نهایی زمان های در شکننده نقاط روش دقت مثال این برای

با روش این دقت و سودمندی همچنین آید. می دست به خوب نسبتاً محاسباتی های زمان در قبولی قابل دقت که

است. شده داده نمایش ۲ .۵ شکل در مثال این دقیق و عددی جواب های به مربوط های منحنی

باشیم: داشته زیر صورت به را ناهمگنی موج معادله کنید فرض مثال. ۲ .۵ .۵

utt(x, y, t) = ∇۲u(x, y, t) + cos(x), t ∈ (۰, T ) , (x, y) ∈ Ω۲.

می شوند: بیان زیر صورت به دقیق جواب و اولیه شرایط مسئله، این در

ut(x, y, ۰) = sin(y), (x, y) ∈ Ω۲,

u(x, y, ۰) = cos(x), u(x, y, t) = cos(x) + sin(y) sin(t), (x, y) ∈ Ω۲, t ∈ (۰, T ) .
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،δt = ۰٫۰۰۹۵ ،η = ۶ × ۱۰۶ ،he = ۱ شرایط در ۱ .۵ .۵ مثال برای تحلیلی و عددی های جواب های منحنی :۲ .۵ شکل

.T = ۱ و N = ۵۷۶
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.N = ۵۷۶ و δt = ۰٫۰۰۹۵ برای ۱ .۵ .۵ مثال به مربوط نسبی خطاهای :۱ .۵ جدول

T پارامترها نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s)

۱ η = ۶ × ۱۰۶ r۰ = ۳٫۳۶۲۰۴۶ × ۱۰−۳ ۲٫۷۴

he = ۱ r۱ = ۳٫۵۸۳۴۰۳ × ۱۰−۲

۳ η = ۳٫۷ × ۱۰۶ r۰ = ۲٫۵۳۸۸۶۲ × ۱۰−۳ ۶٫۷۴

he = ۱ r۱ = ۳٫۳۴۴۰۰۲ × ۱۰−۲

۵ η = ۶٫۵ × ۱۰۶ r۰ = ۳٫۳۳۴۹۵۹ × ۱۰−۳ ۹٫۳۰

he = ۱ r۱ = ۳٫۹۴۶۰۵۰ × ۱۰−۲

۱۰ η = ۳٫۶ × ۱۰۶ r۰ = ۳٫۷۸۸۴۱۲ × ۱۰−۳ ۱۸٫۷۴

he = ۱ r۱ = ۳٫۸۷۰۹۲۰ × ۱۰−۲

۱۵ η = ۴ × ۱۰۶ r۰ = ۴٫۱۴۲۸۵۲ × ۱۰−۴ ۲۷٫۸۳

he = ۱ r۱ = ۴٫۸۳۱۵۴۶ × ۱۰−۲

شرایط تمام می شود. بررسی است، شده داده نشان ۳ .۵ شکل در که همانطور آمیب شبه فیزیکی دامنه یک در مثال این

۲ .۵ جدول می گیریم. نظر در را هستند پراکنده دامنه در که نقطه N = ۱۰۰ و کرده فرض دیریکله صورت به را مرزی

توجه با شود می مشاهده که همانطور می کند. گزارش T = ۱, ۳, ۵, ۱۰, ۱۵ مختلف زمان های در را نسبی خطاهای

است. برخوردار بالایی محاسبات سرعت همچنین و مناسب دقت از روش دامنه، این برای شده انتخاب نقاط تعداد به

جواب های های نمودار ۴ .۵ شکل در همچنین و است شده داده نشان T = ۵ به مربوط مطلق خطای ۵ .۵ شکل در

می کند. مشخص را مثال این برای شکننده نقاط روش دقت که است شده ارائه عددی و تحلیلی

جواب و ( ۶ .۵ (شکل است شده مطالعه شکل −L دامنه روی مختلف موج معادله دو مثال، این در مثال. ۳ .۵ .۵

مرزی شرایط با را موج معادله شد. خواهد مقایسه دقیق جواب با شکننده نقاط روش کارگیری به از حاصل عددی های

می کنیم: بررسی زیر صورت دو به دیریکله

(a)

 utt(x, y, t) = ∇۲u(x, y, t) + (۱۲t۲ + ۲y + sin(x) sin(y) sin(t)),

u(x, y, ۰) = ۰, ut(x, y, ۰) = sin(x) sin(y), (x, y) ∈ Ω۳, t ∈ (۰, T ) ,

(b)

 utt(x, y, t) = ∇۲u(x, y, t) + cos(x),

u(x, y, ۰) = cos(x), ut(x, y, ۰) = sin(y), (x, y) ∈ Ω۳, t ∈ (۰, T ) ,
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. ۲ .۵ .۵ مثال برای آن به مربوط ورونوی نمودار و نامنظم Ω۲ دامنه :۳ .۵ شکل

نقطه. N = ۱۰۰ برای δt = ۰٫۰۱ با ۲ .۵ .۵ مثال نسبی خطاهای :۲ .۵ جدول

T پارامترها نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s)

۱ η = ۱۵ r۰ = ۳٫۱۳۶۴۸۷ × ۱۰−۳ ۰٫۷۵

he = ۰٫۰۱ r۱ = ۵٫۶۱۴۶۷۳ × ۱۰−۲

۳ η = ۱۵ r۰ = ۲٫۶۷۶۵۷۵ × ۱۰−۳ ۱٫۲۵

he = ۰٫۰۱ r۱ = ۹٫۲۲۳۸۷۰ × ۱۰−۲

۵ η = ۱۵ r۰ = ۳٫۷۷۸۸۸۸ × ۱۰−۳ ۱٫۴۳

he = ۰٫۰۱ r۱ = ۳٫۳۰۶۸۵۱ × ۱۰−۲

۱۰ η = ۹ r۰ = ۳٫۱۳۸۷۲۳ × ۱۰−۳ ۱٫۹۴

he = ۰٫۰۱ r۱ = ۵٫۶۰۶۱۳۱ × ۱۰−۲

۱۵ η = ۳ r۰ = ۳٫۱۶۱۳۳۷ × ۱۰−۳ ۲٫۷۸

he = ۰٫۰۱ r۱ = ۷٫۰۸۲۱۸۶ × ۱۰−۲
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.N = ۱۰۰ و δt = ۰٫۰۱ ،T = ۱s در ۲ .۵ .۵ مثال برای دقیق و شکننده نقاط روش های جواب :۴ .۵ شکل
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نقطه. N = ۱۲۱ وسیله به شکل −L ،Ω۳ دامنه افراز :۶ .۵ شکل

می باشد: زیر صورت به ترتیب به معادله دو این برای عددی های جواب

u(x, y, t) = sin(x) sin(y) sin(t) + t۲y + t۴, (x, y) ∈ Ω۳, t ∈ (۰, T ) ,

u(x, y, t) = cos(x) + sin(y) sin(t), (x, y) ∈ Ω۳, t ∈ (۰, T ) .

δt = ۰٫۰۰۹۴ و T = ۱ در نقطه N = ۱۲۱ برای را تحلیلی و عددی های جواب انطباق ۷ .۵ شکل می باشد.

مختلف نهایی زمان های در را ب و الف معادلات نسبی خطاهای ترتیب به ۴ .۵ و ۳ .۵ های جدول می دهد. نشان

حاصل کوتاه های زمان در خوبی دقت شده استفاده نقاط تعداد به توجه با شود می مشاهده که همانطور می کند. گزارش

یابد. می کاهش خطاها نقاط، تعداد افزایش با که دهد می نشان ۹ .۵ و ۸ .۵ شکل های هم چنین است. شده

معادله خطی، موج معادله از مثال آخرین عنوان به مثال. ۴ .۵ .۵

utt(x, y, t) = ∇۲u(x, y, t) + cos(x), (x, y) ∈ Ω۴, t ∈ (۰, T ) ,

که همانطور و دارد [۰, ۰٫۹۹]× [۰٫۵, ۰٫۵۷] صورت به ترک یک که Ω۴ = [۰, ۱]× [۰, ۱] مربعی دامنه یک روی

مثال این در که باشید داشته (توجه است شده بزرگتر مسئله دامنه چپ سمت در ترک این می شود، دیده ۱۰ .۵ شکل در

شود). داده نمایش نهایی شکل در خوبی به نتایج تا گیریم می نظر در بزرگ را دامنه در شکستگی یا ترک این

نسبی خطاهای باشد. δt = ۰٫۰۰۹۱ زمانی گام و باشیم داشته نقطه N = ۶۲۵ می کنیم فرض ابتدا ادامه، در

عددی و دقیق های منحنی است. پایدار زمان طول در و مناسب دقت دارای روش که می کند مشخص ،۵ .۵ جدول در

منطبق هم بر کاملا ها منحنی این می دهد نشان که است شده ارائه ۱۱ .۵ شکل در δt = ۰٫۰۰۹۱ و T = ۱ برای

طور به که نقطه N = ۲۵۰۰ برای را مسئله همین بیشتر، نقاط تعداد برای روش ارزیابی برای هم چنین هستند.
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.N = ۱۲۱ و δt = ۰٫۰۰۹۴ ،T = ۱s در (الف) ۳ .۵ .۵ مثال به مربوط تحلیلی و عددی های جواب :۷ .۵ شکل

.δt = ۰٫۰۰۹۴ و T = ۱s در (الف) ۳ .۵ .۵ مثال برای پیشنهادی روش عددی های جواب خطای :۳ .۵ جدول

نقاط تعداد پارامترها نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s)

۴۹ η = ۲٫۵ × ۱۰۵ r۰ = ۶٫۴۵۵۷۰۴ × ۱۰−۳ ۰٫۷۸

he = ۱ r۱ = ۴٫۹۸۹۵۶۹ × ۱۰−۲

۱۲۱ η = ۱ × ۱۰۵ r۰ = ۲٫۲۸۳۲۹۴ × ۱۰−۳ ۰٫۹۴

he = ۱ r۱ = ۲٫۰۸۷۸۷۹ × ۱۰−۲

۴۸۴ η = ۱٫۸ × ۱۰۳ r۰ = ۱٫۶۹۷۵۲۲ × ۱۰−۳ ۲٫۲۳

he = ۰٫۰۱ r۱ = ۱٫۹۴۷۵۸۷ × ۱۰−۲

۱۸۴۹ η = ۶ × ۱۰۳ r۰ = ۱٫۱۱۶۲۶۸ × ۱۰−۳ ۳۱٫۲۱

he = ۱ r۱ = ۱٫۸۹۹۱۵۴ × ۱۰−۲
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.δt = ۰٫۰۰۵ و T = ۱ در (ب) ۳ .۵ .۵ مثال برای شکننده نقاط روش عددی جواب های خطای :۴ .۵ جدول

نقاط تعداد پارامترها نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s)

۴۹ η = ۱۸۵۰ r۰ = ۱٫۱۹۸۲۶۶ × ۱۰−۲ ۰٫۷۵

he = ۱ r۱ = ۹٫۷۵۳۴۸۸ × ۱۰−۲

۱۲۱ η = ۸۰۰ r۰ = ۳٫۵۰۴۸۱۹ × ۱۰−۳ ۱٫۰۳

he = ۱ r۱ = ۴٫۳۲۹۸۵۳ × ۱۰−۲

۴۸۴ η = ۳۱۰ r۰ = ۶٫۴۸۷۷۳۹ × ۱۰−۴ ۳٫۳۱

he = ۱ r۱ = ۱٫۴۵۴۸۵۹ × ۱۰−۲

۱۸۴۹ η = ۸۰۰ r۰ = ۶٫۲۱۸۰۲۸ × ۱۰−۴ ۵۵٫۲۱

he = ۱ r۱ = ۸٫۹۴۶۸۹۴ × ۱۰−۳
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.δt = ۰٫۰۰۹۴ و T = ۱ در (الف) ۳ .۵ .۵ مثال برای نقاط تعداد حسب بر نسبی خطای :۸ .۵ شکل
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.δt = ۰٫۰۰۵ و T = ۱ در (ب) ۳ .۵ .۵ مثال برای نقاط تعداد حسب بر نسبی خطای :۹ .۵ شکل

برای را آن به مربوط تحلیلی و عددی های جواب ۱۲ .۵ شکل ایم. کرده حل اند شده انتخاب دامنه از یکنواخت

می دهد. نشان δt = ۰٫۰۰۹ زمانی گام و T = ۱

غیرخطی بعدی دو ساین−گوردون معادله عددی جواب های مثال، این در مثال. ۵ .۵ .۵

∂۲u(x, y, t)

∂t۲ = α۲∆u(x, y, t) + sin(u) (x, y) ∈ Ω.

نظر در دیریکله صورت به را مرزی شرایط می دهیم. قرار مطالعه مورد را ۳ .۵ .۵ مثال مطابق شکل −L دامنه یک در

است: زیر صورت به اولیه شرایط و می گیریم

u(x, y, ۰) = ۴ tan−۱(exp(x+ y)), ut(x, y, ۰) =
۴exp(x+ y)

۱ + exp(۲x+ ۲y)
.

می باشد. [۶۱] u(x, y, ۰) = ۴ tan−۱(exp(x+ y − t)) دقیق جواب هم چنین

فرمول های وسیله به که می کند گزارش زمان به نسبت را همگرایی مرتبه های و روش این دقت ۷ .۵ و ۶ .۵ جدول

می شود: محاسبه زیر

C − order =

log۱۰

(
e۱

e۲

)
log۱۰

(
δt۱

δt۲

) ,

r۰ نسبی خطای را e۲ و e۱ خطاهای که کنید توجه می باشد. e۲ و e۱ با است متناظر ترتیب به δt۲ و δt۱ که قسمی به

همگرایی نرخ از زمان طول در و دارد مناسبی جواب های غیرخطی مسائل برای روش این .بنابراین می گیریم. درنظر

.(۷ .۵ جدول ) است برخوردار بالایی
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غیریکنواخت توزیع با نقطه N = ۶۲۵ با ۴ .۵ .۵ مثال برای دار ترک Ω۴ دامنه :۱۰ .۵ شکل

.δt = ۰٫۰۰۹۱ و T = ۱, ۳, ۵, ۱۰, ۱۵s در نقطه N = ۶۲۵ با ۴ .۵ .۵ مثال برای پیشنهادی روش خطای :۵ .۵ جدول

T پارامترها نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s)

۱ η = ۶۴ r۰ = ۹٫۲۱۵۵۸۳ × ۱۰−۴ ۳٫۲۲

he = ۰٫۱ r۱ = ۲٫۸۳۸۱۲۳ × ۱۰−۲

۳ η = ۳۲ r۰ = ۱٫۱۲۴۷۷۱ × ۱۰−۳ ۷٫۶۳

he = ۰٫۱ r۱ = ۲٫۸۸۹۲۲۱ × ۱۰−۲

۵ η = ۹۵ r۰ = ۴٫۷۶۲۴۲۱ × ۱۰−۳ ۱۲٫۱۵

he = ۰٫۱ r۱ = ۲٫۱۱۰۲۱۴ × ۱۰−۲

۱۰ η = ۱۴ r۰ = ۳٫۹۱۴۴۷۴ × ۱۰−۳ ۲۳٫۰۵

he = ۰٫۰۱ r۱ = ۲٫۴۷۳۴۲۱ × ۱۰−۲

۱۵ η = ۱۰ r۰ = ۱٫۰۵۷۱۴۳ × ۱۰−۳ ۳۴٫۰۲

he = ۰٫۰۱ r۱ = ۲٫۳۵۰۷۱۸ × ۱۰−۲
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و غیریکنواخت توزیع با نقطه N = ۶۲۵ با ۴ .۵ .۵ مثال تحلیلی و عددی های جواب به مربوط های منحنی :۱۱ .۵ شکل

.T = ۱ و δt = ۰٫۰۰۹۱ ،η = ۶۴ ،he = ۰٫۱
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،δt = ۰٫۰۰۹ ،he = ۰٫۱ و یکنواخت نقاط اساس بر ۴ .۵ .۵ مثال برای عددی و دقیق جواب های منحنی :۱۲ .۵ شکل

.N = ۲۵۰۰ و T = ۱ ،η = ۹



عددی نتایج .۵ .۵۷۷

.δt = ۰٫۰۰۴ و T = ۱ در ۵ .۵ .۵ مثال برای شکننده نقاط روش عددی های جواب خطاهای :۶ .۵ جدول

N پارامترها نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s)

۴۹ η = ۲ × ۱۰۴ r۰ = ۳٫۴۸۰۳۰۸ × ۱۰−۳ ۰٫۷۳

he = ۱ r۱ = ۳٫۳۳۹۲۰۲ × ۱۰−۲

۱۲۱ η = ۹ × ۱۰۴ r۰ = ۲٫۱۰۱۵۷۶ × ۱۰−۳ ۰٫۹۱

he = ۱ r۱ = ۱٫۵۴۰۷۹۹ × ۱۰−۲

۴۸۴ η = ۴ × ۱۰۴ r۰ = ۹٫۸۴۲۱۰۰ × ۱۰−۴ ۰٫۹۸

he = ۰٫۱ r۱ = ۱٫۵۱۶۹۴۵ × ۱۰−۲

و یکنواخت نقطه N = ۴۸۴ با ۵ .۵ .۵ مثال برای زمان به نسبت همگرایی های مرتبه و نسبی خطای مقادیر :۷ .۵ جدول

.η = ۴ × ۱۰۴ و he = ۰٫۱ ، ،T = ۱

δt r۰ r۱ ⅭPU tiⅿe(s) Ⅽ−orⅾer

۰٫۰۳۲ ۴٫۱۹۳۵۳۹ × ۱۰−۲ ۷٫۳۳۴۴۸۷ × ۱۰−۱ ۱٫۳۲ −

۰٫۰۱۶ ۱٫۹۹۱۸۶۰ × ۱۰−۲ ۴٫۶۵۹۴۵۸ × ۱۰−۱ ۲٫۳۷ ۱٫۰۷۴۱

۰٫۰۰۸ ۵٫۶۲۸۶۲۶ × ۱۰−۳ ۱٫۸۲۴۳۶۵ × ۱۰−۱ ۳٫۰۷ ۱٫۸۲۳۳

۰٫۰۰۴ ۹٫۸۴۲۱۰۰ × ۱۰−۴ ۱٫۵۱۶۹۴۵ × ۱۰−۲ ۵٫۱۴ ۲٫۵۱۵۷
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.δt = ۰٫۰۰۵ و T = ۱, ۵, ۱۰, ۱۵ در نقطه N = ۶۲۵ با ۶ .۵ .۵ مثال برای پیشنهادی روش خطاهای :۸ .۵ جدول

T پارامترها نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s)

۱ η = ۵۰ r۰ = ۲٫۴۰۴۹۷۰ × ۱۰−۳ ۷٫۷۰

he = ۰٫۱ r۱ = ۵٫۹۳۲۸۴۶ × ۱۰−۲

۵ η = ۵۵ r۰ = ۳٫۴۳۸۰۵۶ × ۱۰−۳ ۳۲٫۲۴

he = ۰٫۱ r۱ = ۶٫۲۳۹۸۰۳ × ۱۰−۲

۱۰ η = ۴۰ r۰ = ۲٫۳۱۱۵۶۳ × ۱۰−۳ ۶۸٫۶۲

he = ۰٫۱ r۱ = ۶٫۰۳۴۶۶۳ × ۱۰−۲

۱۵ η = ۵۰ r۰ = ۳٫۶۶۹۱۵۱ × ۱۰−۳ ۹۶٫۲۱

he = ۰٫۱ r۱ = ۵٫۵۵۱۰۵۳ × ۱۰−۲

زیر فرم به هایپربولیک−گوردون ساین غیرخطی معادله مثال، این در مثال. ۶ .۵ .۵

∂۲u(x, y, t)

∂t۲ = α۲∆u(x, y, t)− sinh(u) + f(x, y, t) (x, y) ∈ Ω۴.

:[۲۲] است زیر صورت به مسئله دقیق جواب می دهیم. قرار مطالعه مورد را

u(x, y, t) = sin(t) ∗ (sech(−x− y + ۱)۲ + sech(x+ y + ۱)۲),

نسبی خطاهای ۸ .۵ جدول می آیند. دست به تحلیلی جواب از استفاده با f(x, y, t) هم چنین و اولیه و مرزی شرایط و

کند. می مشخص T = ۱ در را دقیق و عددی های جواب مطابقت ۱۳ .۵ شکل و می دهد نشان را مثال این برای

همگرایی نرخ دقت، از شکننده نقاط روش بخش، این در شده حل غیرخطی و خطی معادلات به توجه با بنابراین

شکستگی خوردگی، ترک دامنه، هندسه ی نظر از معادلات حل برای همچنین است. برخوردار خوبی محاسباتی زمان و

نداریم. محدودیتی ... و شکاف یا
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شرایط با غیریکنواخت توزیع با نقطه N = ۶۲۵ با ۶ .۵ .۵ مثال برای دقیق و عددی های جواب های منحنی :۱۳ .۵ شکل

.T = ۱ anⅾ δt = ۰٫۰۰۵ ،η = ۵ ،he = ۰٫۰۱



۶ فصل
دوبعدی معادله برای شکننده نقاط روش از استفاده

دلخواه های دامنه در دوهمساز یافته تعمیم

مقدمه ۱ .۶

در است. شده حل شکننده نقاط روش دو از استفاده با عددی صورت به یافته تعمیم دوهمساز معادله بخش، این در

کمیت یک توابع اینکه به توجه با و دارد وجود روابطی آنها مشتقات و توابع بین جزئی، و معمولی دیفرانسیل معادلات

مدل سازی در دیفرانسیل معادلات این از می کنند، مشخص را آن تغییر میزان مشتقات و می دهند نشان را فیزیکی

می شود. استفاده مختلف فیزیکی فرآیندهای و واقعی زندگی پدیده های

معادلات بیانگر ترتیب به و دارند قرار دوم مرتبه در موج معادله و انتشار معادله لاپلاس، معادله معادله، سه هر

انتظار شوند، مدل سازی باید که پدیده هایی و فرآیندها شدن پیچیده تر با هستند. هذلولی و سهمی بیضوی، بنیادی

معادلات این از یکی باشند. داشته بالاتری مرتبه کنند، توصیف را پدیده ها این باید که دیفرانسیل معادلات که می رود

آن با مهندسی و علم در که تری پیچیده های پدیده سازی مدل برای که است دوهمساز معادلات جزئی، دیفرانسیل

کنند. می ارضا صراحت به بار دو را لاپلاس معادله هستند دوهمساز که توابعی شود. می استفاده هستیم، مواجه

و جامدات مانند مکانیکی و فیزیکی فرآیندهای گرفتن نظر در به توان می دوهمساز معادله کاربردهای جمله از

کرد. اشاره [۵۹] سیالات

است: شده بررسی زیر فرمول بندی با یافته تعمیم دوبعدی دوهمساز معادله مطالعه، این در

∆۲u(x, y) + α∆u(x, y) + βu(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ Ω, (۱ .۶)

است: زیر صورت به مرزی شرایط و

u(x, y) = g۱(x, y), ∆u(x, y) = h۱(x, y), (x, y) ∈ ΓD, (۲ .۶)
∂u

∂n
(x, y) = g۲(x, y),

∂∆u

∂n
(x, y) = h۲(x, y), (x, y) ∈ ΓN . (۳ .۶)

و ΓD ∪ ΓN = ∂Ω که طوری به است نیومانی و دیریکله مرزهای دهنده نشان ترتیب به ΓN و ΓD بالا، معادله در

.ΓD ∩ ΓN = ∅

۸۰
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روش پیاده سازی و عددی شارهای اصلاح های ۲ .۶

مرزی شرایط با مجزا معادله دو به را (۳ .۶)−(۱ .۶) مرزی شرایط و تعمیم یافته دوهمساز معادله ابتدا بخش، این در

می کنیم. تبدیل مشخص

می آید: دست به زیر معادلات نتیجه در و می کنیم معرفی V = ∆u میانی معادله یک این، برای ∆V (x, y) + αV (x, y) + βu(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,

V (x, y) = h۱(x, y), (x, y) ∈ ΓD,
∂V

∂n
(x, y) = h۲(x, y), (x, y) ∈ ΓN ,

(۴ .۶)

 ∆u(x, y) = V (x, y), (x, y) ∈ Ω,

u(x, y) = g۱(x, y), (x, y) ∈ ΓD,
∂u

∂n
(x, y) = g۲(x, y), (x, y) ∈ ΓN .

(۵ .۶)

(۳ .۶)−(۱ .۶) معادلات جواب های با (۵ .۶) و (۴ .۶) معادله دو های جواب برابری [۴۴] در ۱ .۲ قضیه به توجه با

فرم (۵ .۶) و (۴ .۶) معادلات در σ۲ و σ۱ آزمون توابع کردن ضرب با کند. می تایید را H۲ (Ω) سوبولوف فضای در

می آید: دست به زیر صورت به E ∈ Ω زیرفضای هر در آن ها ∫ضعیف
E

∆Vhσ۱dΩ + α

∫
E

Vhσ۱dΩ + β

∫
E

uhσ۱dΩ =

∫
E

fσ۱dΩ, (۶ .۶)

∫
E

∆uhσ۲dΩ =

∫
E

Vhσ۲dΩ, (۷ .۶)

داریم: گرین فرمول از استفاده با و هستند کوششی توابع uh و Vh∫
E

∇Vh∇σ۱dΩ =

∫
∂E

∇V̂hn · σ۱dΓ + α

∫
E

Vhσ۱dΩ (۸ .۶)

+β

∫
E

uhσ۱dΩ−
∫
E

fσ۱dΩ,

∫
E

∇uh∇σ۲dΩ =

∫
∂E

∇ûhn · σ۲dΓ−
∫
E

Vhσ۲dΩ. (۹ .۶)

این کنند. می تعیین ∂E مرز روی را uh و Vh تقریبی مقادیر که هستند عددی شارهای ûh و V̂h بالا، معادلات در

E ∈ Ω دامنه های زیر تمام روی را معادلات این تمام مجموع بنابراین هستند. برقرار زیردامنه ای هر برای معادلات

می نویسیم: زیر صورت ∫به
Ω

∇Vh∇σ۱dΩ =
∑
E∈Ω

∫
∂E

∇V̂hn · σ۱dΓ + α

∫
Ω

Vhσ۱dΩ (۱۰ .۶)

+β

∫
Ω

uhσ۱dΩ−
∫
Ω

fσ۱dΩ,
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∫
Ω

∇uh∇σ۲dΩ =
∑
E∈Ω

∫
∂E

∇ûhn · σ۲dΓ−
∫
Ω

Vhσ۲dΩ. (۱۱ .۶)

این از استفاده با می شود. استفاده میانگین و پرش عملگرهای از قبل مشابه نیز عددی شارهای مقدارهای تعیین برای

می آید: دست به φ ∈ [T (Γ)]۲ و q ∈ T (Γ) برای ساده محاسبات از استفاده با زیر رابطه ∑عملگرها،
E∈Ω

∫
∂E

q φ · n dΓ =

∫
Γ

[q] · {φ} dΓ +

∫
Γh

{q} [φ] dΓ. (۱۲ .۶)

به (۱۱ .۶) و (۱۰ .۶) معادلات ،۱ .۳ جدول در داخلی جریمه عددی شارهای دادن قرار و بالا معادله از استفاده با

آمند: خواهد در زیر ∑صورت
E∈Ω

∫
E

∇Vh · ∇σ۱dΩ−
∑

e∈Γh∪ΓD

∫
e

({∇Vh} [σ۱] + {∇σ۱} [Vh]) dΓ

+
∑

e∈Γh∪ΓD

η

he

∫
e

[σ۱] [Vh] dΓ =

∫
Ω

−fσ۱dΩ +
∑
e∈ΓN

∫
e

σ۱h۲dΓ

+
∑
e∈ΓD

∫
e

(
η

he

σ۱ −∇σ۱ · n
)
h۱dΓ + α

∫
Ω

Vhσ۱dΩ + β

∫
Ω

uhσ۱dΩ

(۱۳ .۶)

∑
E∈Ω

∫
E

∇uh · ∇σ۲dΩ−
∑

e∈Γh∪ΓD

∫
e

({∇uh} [σ۲] + {∇σ۲} [uh]) dΓ

+
∑

e∈Γh∪ΓD

η

he

∫
e

[σ۲] [uh] dΓ =

∫
Ω

−Vhσ۲dΩ +
∑
e∈ΓN

∫
e

σ۲g۲dΓ

+
∑
e∈ΓD

∫
e

(
η

he

σ۲ −∇σ۲ · n
)
g۱dΓ (۱۴ .۶)

بیاید: دست به زیر ماتریسی فرم به معادلات دستگاه حل کمک با می تواند دوهمساز معادلات جواب

−βCu+ (K − αC)V = F, (۱۵ .۶)

Ku+ CV = R.

داریم: را زیر خطی معادلات دستگاه نتیجه −βCدر K − αC

K C

u

V

 =

F
R

 . (۱۶ .۶)

دو به هویساید ای پله تابع و کوششی های جمله ای چند فرم به آزمون توابع از استفاده با بخش، این مباحث ادامه

می دهد. توضیح را هویساید شکننده نقاط و گالرکین شکننده نقاط روش دو که می رسد زیر بخش زیر
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گالرکین شکننده نقاط روش ۱ .۲ .۶

می گیریم، نظر در uh و Vh کوششی های ای چندجمله همان را آزمون توابع زیربخش، این در

Ⅽ =

∫
E

NTNdΩ, KE =

∫
E

BTB dΩ, E ∈ Ω, (۱۷ .۶)

داریم: و

Kh =
−۱
۲

∫
e

(BT
۱ nT

۱ N۱ + NT
۱ n۱B۱)dΓ +

η

he

∫
e

NT
۱ N۱dΓ

+
−۱
۲

∫
e

(BT
۲ nT

۲ N۲ + NT
۲ n۲B۲)dΓ +

η

he

∫
e

NT
۲ N۲dΓ

+
−۱
۲

∫
e

(BT
۲ nT

۱ N۱ + NT
۲ n۲B۱)dΓ +

η

he

∫
e

NT
۱ N۲dΓ

+
−۱
۲

∫
e

(BT
۱ nT

۲ N۲ + NT
۱ n۱B۲)dΓ +

η

he

∫
e

NT
۲ N۱dΓ, e ∈ ∂E۱ ∩ ∂E۲,

KD = −
∫
e

(BTnTN + NTnB)dΓ +
η

he

∫
e

NTNdΓ, e ∈ ΓD,

(۱۸ .۶)

بنویسیم: می توانیم زیر صورت به را معادلات دستگاه راست سمت بردار ،(۱۳ .۶) معادله برای مشابه، طور به

FE = −
∫
E

NTfdΩ, E ∈ Ω, FN =

∫
e

NTh۲dΓ, e ∈ ΓN ,

FD =

∫
e

(
η

he

NT − BTn)h۱dΓ, e ∈ ΓD, (۱۹ .۶)

می آیند: دست به زیر روابط ،(۱۴ .۶) معادله برای و

RN =

∫
e

NTg۲dΓ, e ∈ ΓN , RD =

∫
e

(
η

he

NT − BTn)g۱dΓ, e ∈ ΓD. (۲۰ .۶)

دست به گالرکین شکننده نقاط روش شود، استفاده راست سمت بردار و ضرایب ماتریس برای فوق روابط اگر

می آید.

هویساید شکننده نقاط روش ۲ .۲ .۶

تابع این اگر می شود. استفاده آزمون تابع جای به هویساید ای پله تابع از زیربخش این در شد، بیان قبلا که همانطور

: شود تعریف زیر صورت به

σ(x, y) =

 ۱ (x, y) ∈ E,

۰, o.w,
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داشت: خواهیم شود، داده قرار (۱۴ .۶) و (۱۳ .۶) معادلات در σ۲ و σ۱ آزمون توابع جای به و

Ⅽ =

∫
E

ÑTNdΩ, KE = ۰, E ∈ Ω, (۲۱ .۶)

Kh =
−۱
۲

∫
e

ÑT
۱ n۱B۱dΓ +

η

he

∫
e

ÑT
۱ N۱dΓ +

−۱
۲

∫
e

ÑT
۲ n۲B۲dΓ

+
η

he

∫
e

ÑT
۲ N۲dΓ +

−۱
۲

∫
e

ÑT
۲ n۲B۱dΓ +

η

he

∫
e

ÑT
۱ N۲dΓ

η

he

∫
e

ÑT
۲ N۱dΓ, e ∈ ∂E۱ ∩ ∂E۲,

KD = −
∫
e

ÑTnBdΓ +
η

he

∫
e

ÑTNdΓ, e ∈ ΓD, (۲۲ .۶)

FE = −
∫
E

ÑTfdΩ, E ∈ Ω, FN =

∫
e

ÑTh۲dΓ, e ∈ ΓN ,

FD =

∫
e

(
η

he

ÑT )h۱dΓ, e ∈ ΓD, (۲۳ .۶)

RN =

∫
e

ÑTg۲dΓ, e ∈ ΓN , RD =

∫
e

(
η

he

ÑT )g۱dΓ, e ∈ ΓD, (۲۴ .۶)

.Ñ = [۱ ۰ ... ۰](۱,m+۱) روابط این در که

معادلات دستگاه راست سمت بردارهای و ای نقطه  سختی ماتریس های ،(۲۴ .۶) تا (۲۱ .۶) روابط اساس بر

می آید. دست به (۱۶ .۶)

عددی نتایج ۳ .۶

به مربوط متلب کدهای می شوند. ارزیابی شکننده نقاط روش های محاسباتی سرعت و دقت کارایی، بخش، این در

پیاده حافظه گیگابایت ۱۶ با پردازنده سرعت گیگاهرتز ۲٫۸۰ ، Ⅽore i۷ تاپ لپ روی ۲۰۲۰ متلب در بخش این

شده اند. سازی

یکنواخت توزیع صورت در را نقاط بین فاصله و دامنه از شده انتخاب نقاط تعداد ترتیب به h و N جداول در

می آید: دست به زیر های فرمول از همگرایی نرخ و نسبی خطاهای مقادیر همچنین می دهد. نشان نقاط

r۰ =
∥uh − u∥L۲

∥u∥L۲
, r۱ =

∥∇uh −∇u∥L۲

∥∇u∥L۲
, C − order =

log۱۰

(
e۱

e۲

)
log۱۰

(
h۱

h۲

) ,

قرارداده ایم. محاسبات در r۰ نسبی خطای همان را e۲ و e۱ خطاهای که
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دوهمساز معادله مثال. ۱ .۳ .۶

∆۲u = ۴sin (πx) sin (πy) ,

می گیریم: نظر در زیر مرزی شرایط با را

(a)

 ∆u(۰, y) = ∆u(۱, y) = ∆u(x, ۰) = ∆u(x, ۱) = ۰,

u(۰, y) = u(۱, y) = u(x, ۰) = u(x, ۱) = ۰,

(b)


∇ (∆u (۰, y)) .n =

۲
π
sin(πy),∆u(۱, y) = ∆u(x, ۰) = ∆u(x, ۱) = ۰,

∇ (u (۰, y)) .n = − ۱
π۳ sin(πy), u(۱, y) = u(x, ۰) = u(x, ۱) = ۰,

جواب که شد خواهد مقایسه هم با معادلات دقیق و عددی جواب های مطالعه، این در پیشنهادی روش از استفاده با

است: زیر صورت به دقیق

u =
۱
π۴ sin(πx)sin(πy)

نقاط و (a) مرزی شرایط با مثال این حل نتایج اول، جدول در شده اند. ارائه منظور این به ۲ .۶ و ۱ .۶ جدول های و

کوتاهی بسیار زمان در گالرکین شکننده نقاط روش است مشخص که همانطور که است شده توزیع یکسان فاصله با دامنه

روش مناسب دقت همچنین ۲ .۶ جدول می کند. گزارش را خوبی همگرایی نرخ جدول و است برخوردار خوبی دقت از

۱ .۶ شکل همچنین می دهد. نشان (b) مرزی شرایط و نابرابر های فاصله با نقاط برای نسبی خطای مقادیر با را

را روش دقت نقاط تعداد افزایش هستند، یکدیگر مشابه که می دهد نشان را عددی و دقیق های جواب نمودارهای

می شود. حفظ روش پایداری و می بخشد بهبود

یافته تعمیم دوهمساز معادله مثال. ۲ .۳ .۶

∆۲u+ ۶۴∆u+ u = f(x, y)

می گیریم: نظر در است زیر صورت به f(x, y) و دقیق جواب دارای که

u(x, y) = ۲۷x(x− ۱)۲ − ۴(۲y − ۱)۲

f(x, y) = ۱۰۳۶۸x+ ۲۷x(x− ۱)۲ − ۴(۲y − ۱)۲ − ۸۹۶۰

تعداد برای را هویساید و گالرکین شبکه بدون روش های و گرفتیم نظر در [۰, ۱] × [۰, ۱] را مسئله دامنه ابتدا الف)

شرایط در می شود، مشاهده که همانطور است. شده آورده ۴ .۶ و ۳ .۶ جداول در نتایج کردیم. اعمال مختلف نقاط

نیومانی صورت به را مرزی شرایط ما مثال، این در است. تر دقیق کمی هویساید روش بالاتر، نقاط تعداد برای مشابه،
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یکنواخت نقاط تعداد با (a)۱ .۳ .۶ مثال برای گالرکین شکننده نقاط روش همگرایی های ومرتبه نسبی خطای مقادیر :۱ .۶ جدول

.η = ۰٫۱ و he = ۱ مختلف،

h N پارامترها نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s) Ⅽ−orⅾer

۰٫۲۵ ۲۵ η = ۰٫۰۱ r۰ = ۱٫۶۳۸۵۸۲ × ۱۰−۱ ۰٫۰۰۴۳ −

he = ۰٫۲۵ r۱ = ۳٫۹۴۹۷۹۳ × ۱۰−۱

۰٫۱ ۱۲۱ η = ۰٫۰۱ r۰ = ۲٫۹۷۴۵۵۶ × ۱۰−۲ ۰٫۰۰۷۳ ۱٫۸۶۲۲

he = ۰٫۱ r۱ = ۴٫۸۰۲۸۲۳ × ۱۰−۲

۰٫۰۴ ۶۷۶ η = ۰٫۰۱ r۰ = ۵٫۰۸۴۴۰۹ × ۱۰−۳ ۰٫۰۵۴ ۱٫۹۲۷۹

he = ۰٫۰۴ r۱ = ۸٫۳۰۴۱۴۱ × ۱۰−۳

۰٫۰۲ ۲۶۰۱ η = ۰٫۰۱ r۰ = ۱٫۲۹۴۸۲۷ × ۱۰−۳ ۰٫۵۳ ۱٫۹۷۳۳

he = ۰٫۰۲ r۱ = ۲٫۱۳۳۵۶۶ × ۱۰−۳

۰٫۰۱ ۱۰۲۰۱ η = ۰٫۰۱ r۰ = ۳٫۲۶۴۳۹۸ × ۱۰−۴ ۱۲٫۷۴ ۱٫۹۸۷۹

he = ۰٫۰۱ r۱ = ۵٫۴۰۰۱۲۸ × ۱۰−۴

یکنواخت. غیر مختلف نقاط تعداد با (ب) ۱ .۳ .۶ مثال برای گالرکین شکننده نقاط روش نسبی خطای مقادیر :۲ .۶ جدول

N پارامترها r۰ r۱ ⅭPU tiⅿe(s)

۲۵ he = ۰٫۳۶ ، η = ۰٫۷ ۱٫۵۴۸۳۶۹ × ۱۰−۱ ۴٫۸۸۱۱۶۰ × ۱۰−۱ ۰٫۰۰۳۱

۱۲۱ he = ۰٫۱۷ ، η = ۰٫۴۵ ۳٫۹۸۳۹۴۸ × ۱۰−۲ ۱٫۲۷۳۸۴۵ × ۱۰−۱ ۰٫۰۰۹۳

۶۷۶ he = ۰٫۰۷۶ ، η = ۰٫۴ ۷٫۶۵۹۵۹۱ × ۱۰−۳ ۴٫۳۴۷۹۹۷ × ۱۰−۲ ۰٫۰۸۵

۲۶۰۱ he = ۰٫۰۳۹ ، η = ۰٫۵ ۲٫۰۷۶۳۶۵ × ۱۰−۳ ۲٫۰۹۹۳۹۵ × ۱۰−۲ ۰٫۷۷

۱۰۲۰۱ he = ۰٫۰۱۹ ، η = ۰٫۴ ۵٫۳۵۲۲۰۷ × ۱۰−۴ ۱٫۰۴۵۱۵۶ × ۱۰−۲ ۱۵٫۱۲
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توزیع با نقطه N = ۱۰۲۰۱ با (ب) ۱ .۳ .۶ مثال برای دقیق نتایج و گالرکین روش عددی جواب های شکل های :۱ .۶ شکل

.he = ۰٫۱ و η = ۲ برای غیریکنواخت
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مختلف نقاط تعداد برای ۲ .۳ .۶ مثال برای گالرکین شکننده نقاط روش همگرایی های مرتبه و نسبی خطای مقادیر :۳ .۶ جدول

یکنواخت. توزیع با

h N پارامترها نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s) Ⅽ−orⅾer

۰٫۲۵ ۲۵ η = ۱٫۷۵ r۰ = ۲٫۲۱۰۲۳۳ × ۱۰−۱ ۰٫۰۰۱۶ −

he = ۰٫۲۵ r۱ = ۶٫۶۴۸۱۱۸ × ۱۰−۱

۰٫۱ ۱۲۱ η = ۰٫۵ r۰ = ۳٫۳۷۵۱۰۵ × ۱۰−۲ ۰٫۰۰۶۸ ۲٫۰۸۸۶

he = ۰٫۱ r۱ = ۱٫۱۵۷۷۴۵ × ۱۰−۱

۰٫۰۴ ۶۷۶ η = ۰٫۵ r۰ = ۶٫۶۸۹۰۸۰ × ۱۰−۳ ۰٫۰۶۹ ۱٫۷۶۶۹

he = ۰٫۰۴ r۱ = ۲٫۸۷۸۴۷۴ × ۱۰−۲

۰٫۰۲ ۲۶۰۱ η = ۰٫۱ r۰ = ۱٫۸۱۶۷۵۱ × ۱۰−۳ ۱٫۰۷ ۱٫۸۷۹۷

he = ۰٫۰۲ r۱ = ۹٫۴۲۵۳۵۴ × ۱۰−۳

۰٫۰۱ ۱۰۲۰۱ η = ۰٫۱ r۰ = ۴٫۶۶۶۳۶۴ × ۱۰−۴ ۴۰٫۱۶ ۱٫۹۶۱۰

he = ۰٫۰۱ r۱ = ۳٫۳۴۰۷۰۱ × ۱۰−۳

دامنه ادامه در ب) می دهد. نشان شده انتخاب نقاط تعداد به نسبت را ها جواب دقت میزان ۲ .۶ شکل داده ایم. قرار

می شود: گرفته نظر در زیر صورت به مثال

Ω =
{
(x, y) ∈ R : ۰٫۵۲ ≤ x۲ + y۲ ≤ ۱

}
.

دیریکله، کاملا مرزی شرایط در است. شده ارائه ۳ .۶ شکل در مربوطه ورونوی نمودار و دامنه این از شده انتخاب نقاط

که می دهد نشان و می دهد نشان دامنه این از نقطه N = ۵۷۶ با را روش دو هر نسبی خطاهای مقادیر ۵ .۶ جدول

است. شده داده نشان ۴ .۶ شکل در دقیق و عددی های جواب انطباق همچنین است. دقیق تر هویساید روش

زیر یافته تعمیم دوهمساز معادله برای را هویساید و گالرکین شکننده نقاط روش دو هر ما مثال، این در مثال. ۳ .۳ .۶

می کنیم: اعمال

∆۲u− ۱۲∆u− ۷۲u = f(x, y).

استفاده با f(x, y) همچنین و مرزی شرط است. شده گرفته نظر در نیومانی عنوان به مرزی شرایط تمام مثال، این در

می آید: بدست زیر صورت به که دقیق جواب از

u(x, y) = (۱ − x۲)۲(۱ − y۲)۲.
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مختلف نقاط تعداد برای ۲ .۳ .۶ مثال برای هویساید شکننده نقاط روش همگرایی های مرتبه و نسبی خطای مقادیر :۴ .۶ جدول

یکنواخت. توزیع با

h N پارامترها نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s) Ⅽ−orⅾer

۰٫۲۵ ۲۵ η = ۰٫۵۲ r۰ = ۲٫۳۵۸۹۵۵ × ۱۰−۱ ۰٫۰۰۱۵ −

he = ۰٫۲۵ r۱ = ۲٫۸۱۱۸۵۹ × ۱۰−۱

۰٫۱ ۱۲۱ η = ۰٫۵ r۰ = ۴٫۹۹۱۵۲۵ × ۱۰−۲ ۰٫۰۰۶۳ ۱٫۶۹۴۹

he = ۰٫۱ r۱ = ۸٫۸۹۸۰۷۶ × ۱۰−۲

۰٫۰۴ ۶۷۶ η = ۱٫۱ r۰ = ۶٫۰۹۱۲۳۵ × ۱۰−۳ ۰٫۰۶۷ ۲٫۲۹۵۶

he = ۰٫۰۴ r۱ = ۲٫۸۷۴۹۰۱ × ۱۰−۲

۰٫۰۲ ۲۶۰۱ η = ۰٫۸۵ r۰ = ۱٫۶۱۴۸۱۹ × ۱۰−۳ ۱٫۰۵ ۱٫۹۱۵۴

he = ۰٫۰۲ r۱ = ۸٫۸۸۱۱۳۸ × ۱۰−۳

۰٫۰۱ ۱۰۲۰۱ η = ۱ r۰ = ۳٫۸۵۰۹۳۵ × ۱۰−۴ ۳۷٫۱۳ ۲٫۰۶۸۱

he = ۰٫۰۱ r۱ = ۳٫۳۸۲۲۷۸ × ۱۰−۳

η = ۰٫۰۱ ،N = ۵۷۶ ازای به (b) ۲ .۳ .۶ مثال برای هویساید و گالرکین شکننده نقاط روش نسبی خطای مقادیر :۵ .۶ جدول

.he = ۷ و

روش η r۰ r۱ ⅭPU tiⅿe(s)

گالرکین ۵۴ ۵٫۸۶۳۷۷۴ × ۱۰−۳ ۳٫۵۳۸۴۶۰ × ۱۰−۲ ۰٫۰۷۳

هویساید ۵۸ ۲٫۸۷۳۹۴۳ × ۱۰−۳ ۳٫۶۵۲۸۴۳ × ۱۰−۲ ۰٫۰۷۲
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یکنواخت نقطه N = ۱۲۱ (الف) ۲ .۳ .۶ مثال برای هویساید شکننده نقاط روش عددی و دقیق جواب های شکل های :۲ .۶ شکل

.he = ۱ و η = ۱۰ ازای به
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آن. به مربوط ورونوی نمودار و نقطه N = ۵۷۶ با ( (ب ۲ .۳ .۶ مثال دامنه :۳ .۶ شکل

، N = ۵۷۶ ازای به ۲ .۳ .۶ مثال برای دقیق جواب های با گالرکین شکننده نقاط روش عددی جواب های تطابق :۴ .۶ شکل

.he = ۷ و η = ۰٫۰۱
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با مختلف نقاط تعداد و ۳ .۳ .۶ مثال برای گالرکین شکننده نقاط روش همگرایی های مرتبه و نسبی خطای مقادیر :۶ .۶ جدول

یکنواخت. توزیع

h N پارامترها نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s) Ⅽ−orⅾer

۰٫۲۵ ۲۵ η = ۰٫۱ r۰ = ۳٫۰۴۰۷۱۶ × ۱۰−۲ ۰٫۰۰۲ −

he = ۰٫۲۵ r۱ = ۳٫۰۹۵۷۶۵ × ۱۰−۱

۰٫۱ ۱۲۱ η = ۰٫۱۱ r۰ = ۱٫۲۹۹۲۲۳ × ۱۰−۲ ۰٫۰۱۷ ۰٫۹۲۸۰

he = ۰٫۱ r۱ = ۸٫۷۲۷۵۳۳ × ۱۰−۲

۰٫۰۴ ۶۷۶ η = ۰٫۱ r۰ = ۲٫۷۹۵۱۱۹ × ۱۰−۳ ۰٫۰۸ ۱٫۶۷۶۸

he = ۰٫۰۴ r۱ = ۲٫۲۵۲۶۱۰ × ۱۰−۲

۰٫۰۲ ۲۶۰۱ η = ۰٫۰۲ r۰ = ۷٫۷۷۳۷۵۲ × ۱۰−۴ ۱٫۱۲ ۱٫۸۴۲۴

he = ۰٫۰۲ r۱ = ۷٫۷۲۶۲۱۹ × ۱۰−۳

۰٫۰۱ ۱۰۲۰۱ η = ۰٫۱ r۰ = ۱٫۹۷۶۶۵۵ × ۱۰−۴ ۳۹٫۶۰ ۱٫۹۷۵۵

he = ۰٫۰۱ r۱ = ۲٫۸۳۸۴۷۰ × ۱۰−۳

نقاط تعداد برای [۰, ۱]× [۰, ۱] مربعی دامنه یک برای را همگرایی نرخ و نسبی خطاهای مقادیر ۷ .۶ و ۶ .۶ جداول

شده اند. ارائه یکسان فاصله با دامنه از مختلف

نشان را کمتری عددی خطاهای هویساید شکننده نقاط روش بیشتر، نقاط تعداد برای مقادیر، این به توجه با

می کنند. اشاره گالرکین شکننده نقاط روش بالای دقت به همچنین ۶ .۶ و ۵ .۶ شکل های می دهد.

شده داده نشان ۷ .۶ شکل در که همانطور نامنظم دامنه یک در را قبلی مثال همان آخر، مثال عنوان به مثال. ۴ .۳ .۶

روش نتایج و است شده گرفته نظر در دیریکله صورت به را مرزی شرایط همه می کنیم. حل مختلف نقاط تعداد با است

شکننده نقاط روش به مربوط خطای منحنی ۸ .۶ شکل است. شده داده نشان ۸ .۶ جدول در را گالرکین شکننده نقاط

تعداد بین رابطه ۹ .۶ شکل دارد. خوبی دقت روش که می کند ثابت که می دهد نشان N = ۱۶۰۰ برای را هویساید

می یابد. کاهش خطا نقاط، تعداد افزایش با که می دهد نشان روش این در را خطا و نقاط
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مختلف نقاط تعداد برای ۳ .۳ .۶ مثال برای هویساید شکننده نقاط روش های جواب خطاهای و همگرایی نرخ های :۷ .۶ جدول

یکنواخت. توزیع با

h N پارامترها نسبی خطاهای ⅭPU tiⅿe(s) Ⅽ−orⅾer

۰٫۲۵ ۲۵ η = ۱۰ r۰ = ۷٫۵۸۴۴۶۴ × ۱۰−۲ ۰٫۰۰۱۵ −

he = ۰٫۲۵ r۱ = ۳٫۶۰۱۱۶۶ × ۱۰−۱

۰٫۱ ۱۲۱ η = ۲۵ r۰ = ۸٫۳۵۸۷۱۱ × ۱۰−۳ ۰٫۰۰۷۵ ۲٫۴۰۶۹

he = ۲ r۱ = ۹٫۹۱۹۴۸۱ × ۱۰−۲

۰٫۰۴ ۶۷۶ η = ۷۰ r۰ = ۹٫۰۲۹۸۹۹ × ۱۰−۴ ۰٫۰۹۶ ۲٫۴۲۸۶

he = ۰٫۰۴ r۱ = ۲٫۶۹۷۵۲۱ × ۱۰−۲

۰٫۰۲ ۲۶۰۱ η = ۱۳۰ r۰ = ۲٫۲۶۹۰۰۲ × ۱۰−۴ ۱٫۲۱ ۱٫۹۹۲۷

he = ۰٫۰۲ r۱ = ۹٫۲۳۰۶۹۷ × ۱۰−۳

۰٫۰۱ ۱۰۲۰۱ η = ۲۸۰ r۰ = ۴٫۸۵۶۲۱۸ × ۱۰−۵ ۳۸٫۵ ۲٫۲۲۴۲

he = ۰٫۰۱ r۱ = ۳٫۴۰۲۲۸۶ × ۱۰−۳

مختلف. نقاط تعداد با ۴ .۳ .۶ مثال برای گالرکین شکننده نقاط روش نسبی خطای مقادیر :۸ .۶ جدول

N پارامترها r۰ r۱ ⅭPU tiⅿe(s)

۳۶ he = ۰٫۲۵ ، η = ۲۲ ۴٫۶۶۴۱۹۶ × ۱۰−۲ ۲٫۱۹۸۴۲۷ × ۱۰−۱ ۰٫۰۰۳

۱۲۱ he = ۰٫۱ ، η = ۲۰ ۲٫۳۵۹۹۹۵ × ۱۰−۲ ۹٫۸۳۹۸۰۳ × ۱۰−۲ ۰٫۰۳۱

۴۰۰ he = ۰٫۰۴ ، η = ۶۰ ۵٫۰۷۲۴۷۳ × ۱۰−۳ ۳٫۹۰۸۶۵۷ × ۱۰−۲ ۰٫۰۴

۱۶۰۰ he = ۰٫۰۲ ، η = ۹۰ ۱٫۰۳۷۴۴۷ × ۱۰−۳ ۱٫۲۲۴۰۶۹ × ۱۰−۲ ۰٫۵۸
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ازای به یکنواخت نقطه N = ۲۶۰۱ با ۳ .۳ .۶ مثال برای گالرکین شکننده نقاط جواب های عددی و دقیق شکل های :۵ .۶ شکل

.η = he = ۱
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. η = he = ۱ ازای به نقطه N = ۶۷۶ با ۳ .۳ .۶ مثال برای گالرکین شکننده نقاط روش خطای منحنی :۶ .۶ شکل

آن به مربوط ورونوی نمودار و نقطه N = ۱۶۰۰ با ۴ .۳ .۶ مثال برای مسئله دامنه :۷ .۶ شکل
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مختلف. نقاط تعداد با ۴ .۳ .۶ مثال برای هویساید شکننده نقاط روش نسبی خطای مقادیر :۹ .۶ جدول

N پارامترها r۰ r۱ ⅭPU tiⅿe(s)

۳۶ he = ۰٫۲۵ ، η = ۳۰ ۳٫۴۶۸۵۰۳ × ۱۰−۲ ۱٫۹۶۸۰۲۶ × ۱۰−۱ ۰٫۰۰۲۷

۱۲۱ he = ۰٫۱ ، η = ۵۰ ۸٫۴۳۷۵۲۹ × ۱۰−۳ ۷٫۴۵۸۵۳۵ × ۱۰−۲ ۰٫۰۱۱

۴۰۰ he = ۰٫۰۴ ، η = ۸۵ ۱٫۸۰۰۵۴۱ × ۱۰−۳ ۲٫۵۷۴۲۵۹ × ۱۰−۲ ۰٫۰۴۲

۱۶۰۰ he = ۰٫۰۲ ، η = ۱۵۰ ۴٫۶۸۰۵۹۸ × ۱۰−۴ ۶٫۱۵۳۷۹۱ × ۱۰−۳ ۰٫۳۹

نیز بالاتر مرتبه های از معادلات برای که می گیریم نتیجه بخش، این شکل های و عددی نتایج به توجه با بنابراین،

از آمد. دست به مناسبی دقت با نتایج هم پیچیده تر دامنه های برای هم چنین برد. کار به می توان را شکننده نقاط روش

کاهش را محاسبات و داده تغییر را شکننده نقاط روش می توان آزمون، تابع تغییر با که می دهد نشان فصل این طرفی،

دهیم.
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و η = ۶٫۸ ازای به نقطه N = ۱۶۰۰ با ۴ .۳ .۶ مثال برای هویساید شکننده نقاط روش به مربوط خطای منحنی :۸ .۶ شکل

.he = ۰٫۰۱

1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4

log(N)

-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

lo
g(

r)

r
0

r
1

هویساید شکننده نقاط روش گیری کار به با ۴ .۳ .۶ مثال برای نقاط تعداد و نسبی خطای بین رابطه :۹ .۶ شکل



آتی پژوهش های برای پیشنهاد چند و نتیجه گیری

کرد: اشاره زیر موارد به می توان رساله این فصل های نتایج از

شد داده نشان همچنین می باشد. بالایی محاسبات سرعت و دقت دارای هذلولی گون معادلات برای روش الف)

اجرا قابل نیز غیرخطی معادلات برای روش این، بر علاوه است. پایدار زمان و نقاط تعداد افزایش به نسبت روش که

داد. ارائه را خوبی نتایج و بود

ورونوی نمودار از ها زیردامنه به دامنه تقسیم برای و شده توزیع دامنه در نامنظم طور به نقاط روش این در ب)

هر در کوششی تابع آوردن دست به برای است. نقاط از یکی شامل تنها زیردامنه، هر که طوری به کند می استفاده

گالرکین روش از استفاده با دیگر طرف از شود. می استفاده مجاور ورونوی های سلول در نقاط از ها دامنه زیر از کدام

بر که هایی روش به نسبت بنابراین رسیم. می نقاط پایه بر سختی های ماتریس به شکننده نقاط روش در ضعیف فرم

آمده دست به ناپیوسته و محلی ساده، های ای چندجمله صورت به و تر ساده کوششی توابع باشند، می عناصر اساس

است. یافته کاهش زیادی میزان به محاسبات رو این از است.

مسائلی در همچنین شد. داده ارائه خوبی نتایج و شد برده کار به ناهموار و پیچیده دامنه های برای روش این ج)

کردیم. پیدا دست قبولی قابل عددی جواب های به نیز داشت وجود شکستگی و ترک آنها دامنه در که

تغییر نیز را آزمون توابع حالت، این در شد. کاربرده به نیز بالاتر های مرتبه با معادلات برای شکننده نقاط روش د)

کرد. پیدا کاهش محاسبات آزمون، تابع تغییر با همچنین آوردیم. دست به را بهتری نتایج و دادیم

می شود: پیشنهاد هستند، علاقمند شبکه بدون روش های ویژه به عددی روش های به که دانشجویانی برای

پیچیده تری معادلات برای و برده کار به زیستی و پزشکی مهندسی، کاربردهای با معادلات برای را روش این الف)

گیرند. کار به را روش این

برد. می توان کار به را روش این کسری مهم معادلات برای ب)

می شوند بیان کروی مختصات در که معادلاتی برای را شکننده نقاط شبکه بدون روش می توان آیا کنید بررسی ج)

کرد؟ حل

۹۸
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Abstract

In this thesis, the meshless Fragile Points Method (FPM) is studied for solv-

ing partial differential equations (PDE). This method is in the category of meshless

methods and is based on Galerkin weak form. To divide the domain of the problem

into sub-domains, the Voronoi diagram has been used so that several points are uni-

formly or non-uniformly distributed in the domain, and these points are surrounded

by Voronoi polygons. The Fragile Points Method is used for spatial discretization

of partial differential equations. If the investigated equations have time derivatives,

finite difference methods are applied to deal with them. In the proposed method,

trial functions are obtained as simple, local, discontinuous, and point-based polyno-

mials. In order to obtain these polynomials, the Generalized Finite Difference (GFD)

method is used, and the value of the trial function is based on a finite number of

fragile points in the neighborhood of each domain point. The test functions can also

be put in the form of discontinuous trial polynomials, Dirac delta, and Heaviside

step functions. Also, numerical flux corrections are used to solve the inconsistency

caused by the discontinuity of trial functions. Considering that the stiffness matrices

obtained from the Fragile Points Method are symmetrical and scattered, it will be

very useful and practical for large-scale simulations. Because the Voronoi diagram

is applied to divide domains into subdomains, this method is accurate in irregular

domains with cracks or fractures. In this study, this method’s accuracy, efficiency,

and stability will be evaluated by solving some partial differential equations with the

Fragile Points method.

Keywords: Partial Differential Equation; Fragile Points Method; Meshless Method;
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