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نتایج اصالت و صحت تأییدیۀ

تعالͬ باسمه

که کاربردی ریاضͬ رشته در تخصصی دکتري مقطع دانش�آموخته زنجانͬ نورافͺن اعظم اینجانب
کنترل در جزئͬ دیفرانسیل�جبری معادله عددی حل عنوان تحت خود رساله از ١۴٠١/٠۴/٢٠ تاریخ در

می�شوم: متعهد بدینوسیله نموده�ام، دفاع ١٨.۵ نمره کسب با شبͺه فاقد روش�های با تئوری
دستاوردهاي از که مواردي در و بوده اینجانب توسط شده انجام پژوهش و تحقیق حاصل رساله این (١
رویه و ضوابط مطابق نموده�ام، استفاده (...... و مقاله کتاب، نامه، پایان از (اعم دیگران پژوهشی و علمی

کرده�ام. درج و ذکر مربوط فهرست در را آن مشخصات سایر و استفاده مورد منبع نام موجود،
دانشگاه�ها سایر در بالاتر) یا تر پایین سطح، (هم تحصیلی مدرك هیچ دریافت براي قبلا́ رساله این (٢

است. نشده ارائه عالی آموزش موسسات و
کتاب، مقاله، چاپ از اعم بهره��برداري هرگونه و استفاده قصد تحصیل، از فراغت از بعد چنانچه (٣
دانشگاه نام درج و مشاور و راهنما استادان نام ذکر با باشم، داشته را رساله این از ....... و اختراع ثبت

کرد. خواهم اقدام پیام�نور
می�پذیرم را آن از ناشی حقوقی عواقب شود، ثابت فوق موارد خلاف زمانی مقطع هر در چنانچه (۴
ابطال صورت در و کند رفتار مقررات و ضوابط مطابق اینجانب با است مجاز پیام�نور دانشگاه همچنین و

داشت. نخواهم ادعایی گونه هیچ تحصیلی�ام مدرك

زنجانͬ نورافͺن اعظم خانوادگͬ: نام و نام
١۴٠١/٠۴/٢٠ امضاء: و تاریخ
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چͺیده

جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله حل برای پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش کاربرد رساله، این در
مͬ�کنیم تجزیه دایره شͺل به محلͬ زیردامنه�های به را اصلͬ دامنه پیشنهادی، روش در است. شده بررسͬ
به توجه با دایره�ها شعاع این، بر علاوه مͬ�گردند. تعیین گوسͬ کوادراتور نقاط ͷکم به دایره�ها مراکز که
زیردامنه�ها برای که است گونه�ای به حل روش مͬ�شوند. گرفته نظر در ثابتͬ عدد انتخابͬ زیردامنه�های تعداد
با شعاعͬ پایه�ای توابع تقریب از ما مسئله، حل روند ادامه در مͬ�آوریم. دست به را محلͬ ضعیف فرم
(تابع تست تابع عنوان به هویساید پله�ای تابع از و درونیاب) (تابع آزمایش تابع عنوان به فشرده محمل
بسیار اخیر دهه�های تحقیقات در که شده ارائه روش پایداری و خطا آنالیز همچنین، مͬ�کنیم. استفاده وزن)
عددی روش این برنامه داده�ایم. قرار بررسͬ مورد پیشنهادی روش برای را است گرفته قرار توجه مورد
برای آن اجرای که است شده نوشته متلب نرم�افزار از استفاده با جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله حل برای
از حاصل نتایج کارایͬ و دقت دادن نشان برای واقع، در است. بوده همراه موفقیت با شده ارائه مثال دو
ارائه نمودارها و جداول در قدیمͬ روش�های با آن مقایسه با همراه مثال�ها این عددی نتایج پیشنهادی، روش

است. گردیده

پترو- محلͬ شبͺه فاقد روش جزئͬ، دیفرانسیل-جبری معادله ، دیفرانسیل-جبری معادله کلیدی: کلمات
فشرده. محمل با شعاعͬ پایه�ای توابع گالرکین،

١



پیش�گفتار

تقریب�های اغلب مرزی شرایط با بعدی) سه یا بعدی دو جزئͬ - بعدی ͷی (معمولͬ دیفرانسیل معادلات
در که �ͬͺفیزی فرآیندهای در مͬ�باشند. مهندسͬ علوم در ͬͺفیزی فرآیندهای مشخصه�های برای خوبͬ بسیار
معادلات شͺل به است ممͺن نیز مقتضͬ اولیه شرایط و زمان به نسبت مشتقات مͬ�دهند، رخ زمان طͬ
ساده هندسͬ شͺل با دامنه�های در که مسئله�هایͬ برای دقیق ریاضͬ جواب معمولا شوند. ظاهر دیفرانسیل
فرآیندهای اغلب حالͬ�که در مͬ�آیند دست به راحتͬ به مͬ�باشند خطͬ مسائل برای عمدتا و مͬ�شوند تعریف
حل مͬ�باشد. غیرخطͬ معادلات شامل اوقات اکثر و مͬ�دهند رخ پیچیده هندسͬ دامنه�های در مهندسͬ
شبیه�سازی تͺنی�ͷهای و مدل�بندی طراحͬ، مهندسͬ، تحلیل�های به ͷکم برای عمل در مسائلͬ چنین
توان با مدرن دیجیتالͬ کامپیوترهای قدرت از استفاده محققان هدف واقع، در هستند. ضروری کامپیوتری
به رسیدن برای اطلاعات تͺنولوژی همراهͬ و مجازی واقعیت تصویرسازی، تͺنی�ͷهای بالا، محاسباتͬ

است. مهندسͬ پدیده�های از واقعیت ͷنزدی شبیه�سازی ͷی
عناصر روش�های آنها بین در است. داشته اخیر دهه� چند در زیادی بسیار توسعه� مهندسͬ محاسبات
دارای اما دارد مستدلͬ نظری پایه� متناهͬ عناصر روش چه اگر بوده�اند. موفق مرزی عناصر روش و متناهͬ

از عبارتند که است ضعف�هایͬ

کردن، قفل •

خسته��کننده، و طولانͬ شبͺه�بندی •

مشͺلات، در مجدد شبͺه�بندی •

ترک، انتشار •

بزرگ، شͺل تغییر •

.· · · •

بسیار اخیر دهه سه در مرزی مسائل حل در شبͺه بدون روش�های شد، ذکر بالا در که مشͺلاتͬ دلیل به
در معروف مشͺلات حذف جهت جایͽزینͬ عنوان به روش�ها این واقع، در گرفته�اند. قرار توجه مورد
و انعطاف�پذیری به توجه با کردند. جلب خود به را زیادی توجه مرزی عناصر و متناهͬ عناصر روش�های
مرزهای که مسائلͬ در مجدد، شبͺه�بندی و هندسͬ شبͺه�های ایجاد برای انسانͬ تلاش�های حذف قابلیت

شده�اند. واقع سودمند بسیار دارند، ͬͽناپیوست یا است تغییر حال در آن
به آن کاهش حداقل یا و کلͬ ساختار شبͺه�بندی سختͬ از شدن رها شبͺه فاقد روش�های اصلͬ هدف
شبͺه فاقد روش�های از ایده این است. کلͬ ساختار در گره�هایͬ کردن حذف یا کردن اضافه تنها وسیله

٢
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فاقد لاگرانژی١ روش ͷی ͬͺهیدرودینامی ذرات روش برمͬ�گردد. (SPH) ͬͺهیدرودینامی ذرات روش به
در [٢۶] موناقان٣ و گینͽولد٢ توسط ͷآستروفیزی در گاز ͷدینامی حل برای بار اولین که است شبͺه
روی تحقیق ،[۴٣] همͺارانش و نایرولز۴ توسط پراکنده عناصر روش چاپ از بعد شد. ارائه ١٩٧٧ سال

از عبارتند که دارند وجود مختلفͬ شبͺه فاقد روش�های گردید. فعال بسیار شبͺه بدون روش�های

.(EFG) گالرکین آزاد عناصر روش •

.(RKMP ) هسته ذرات بازتولید روش •

.(PUFME) متناهͬ عناصر واحد افراز روش •

.(HPC) ابری اچ-پͬ روش •

.(NEM) طبیعͬ عناصر روش •

.(RBF ) شعاعͬ پایه�ای توابع با گالرکین شبͺه فاقد روش •

هیچ اگرچه است. آزمایش تابع درونیابͬ شیوه در شده ذکر شبͺه فاقد روش�های اساسͬ تفاوت�های
شبͺه از استفاده اما نیست نیاز مورد جواب متغیرهای برای آزمایش تابع برای روش�ها این در شبͺه�بندی�ای
شبͺه بدون واقعا شده ذکر روش�های لذا و است اجتناب�ناپذیر ضعیف فرم�های در انتͽرال�گیری برای زمینه
محلͬ شبͺه بدون و (LBIE) مرزی انتͽرال معادلات محلͬ شبͺه بدون روش�های ،١٩٩٨ سال در نیستند.
غیرخطͬ و خطͬ مرزی مسائل حل برای [١٢،١١] همͺارانش و آتلوری۶ توسط (MLPG) پترو-گالرکین۵
درونیابͬ منظور به دامنه یا مرز در شبͺه�ای هیچ که طوری به هستند. شبͺه بدون واقعا که شدند ارائه
همه� و نیست نیاز مورد ضعیف فرم انتͽرال�گیری برای یا و جواب متغیرهای برای تست و آزمایش توابع

مͬ�شوند. محاسبه سادگͬ به مرتبط انتͽرال�های
برای دارد؛ وجود عمومͬ ضعیف فرم سه دوم، مرتبه جزئͬ دیفرانسیل معادله ͷی برای کلͬ، حالت در
فرم (m + ١) ترتیب همین به و دارد وجود عمومͬ ضعیف فرم پنج چهارم، مرتبه دیفرانسیل معادله ͷی
و متقارن فرم�ها از ͬͺی تنها که دارد وجود mام مرتبه جزئͬ دیفرانسیل معادله هر برای عمومͬ ضعیف
مرتبه ͷی از دو هر باید تست تابع و آزمایش تابع متقارن، ضعیف فرم در مͬ�باشند. نامتقارن فرم�ها بقیه
در نیستند. مشتق�پذیر مرتبه ͷی از تست تابع و آزمایش تابع نامتقارن، ضعیف فرم در اما باشند مشتق�پذیر
عناصر روش�های در و سراسری غیرمتقارن ضعیف فرم اولین از ... و مربعات کمترین هم�محلͬ، روش�های

مͬ�شود. استفاده غیرمتقارن سراسری ضعیف فرم دومین از مرزی جواب و مرزی
پایه بر مͬ�باشند. کار اساس موضعͬ ضعیف فرم�های پترو-گالرکین، محلͬ شبͺه فاقد روش�های در
مختلفͬ گونه�های مرزها، روی یا و دامنه کل در ͷکوچ زیردامنه�های روی موضعͬ ضعیف فرم�های
و تست و آزمایش توابع درونیابͬ روش�های در آنها تفاوت که شده�اند فرمول�بندی MLPG/BLIE از

.[٣۶ ،٢٨ ،٧] است انتͽرال�گیری روش�های
١Lagrange
٢Gingold
٣Monaghan
۴Nayroles
۵Petrov-Galerkin
۶Atluri
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زیر انتخاب�های ͷکم به پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش�های متعدد، مرزی مسائل حل برای
مͬ�شوند: ساخته

صفحه، بروی آزمایش تابع برای شبͺه فاقد درونیاب�های از دسته ͷی الف:

موضعͬ، زیرمرزی صفحه�های بروی تست توابع از دسته ͷی ب:

مختلف. انتͽرال�گیری روش�های انتخاب ج:

از: عبارتند بعدی سه دامنه از صفحه روی به تابع برای شبͺه فاقد درونیاب برای انتخاب گزینه�های

متحرک، مربعات کمترین •

شعاعͬ، پایه�ای توابع •

واحد، افراز •

شپرد٧، تابع •

.· · · و •

جمله از دارند وجود زیرمرزی صفحه هر روی تست تابع انتخاب برای زیادی گزینه�های همچنین،

،٨ دیراک دلتای تابع •

متحرک، مربعات کمترین •

.· · · و •

پایه بر مͬ�توانند انتͽرال�گیری روش�های این، بر علاوه

هم�محلͬ، نقاط •

هالتون٩، نقاط •

چپیشف١٠، نقاط •

.· · · و •

مͬ�شوند. منتهͬ واقعͬ شبͺه فاقد روش ͷی به نهایت در که باشند
کارهای و نیست محدود آتلوری توسط شده ارائه روش�های به MPLG/BLIE روش�های تنوع البته
موضعͬ ضعیف فرمول�بندی مبنای بر MPLG روش�های خلاصه طور به اما است شده انجام نیز دیͽری

باشند. هستند سراسری فرمول�بندی پایه بر که دیͽر شبͺه فاقد روش�های همه شامل مͬ�توانند
٧Shepard
٨Direct
٩Halton
١٠Chbichef
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است: زیر فرم به (DAE) دیفرانسیل-جبری معادله ͷی

f(u′, u, t) = ٠

مجموعه ͷی Ω که ،f : Ω ⊆ R٢k+١ → Rn و است منفرد مقادیر، تمام ازای به ∂f
∂u′ جزئͬ مشتق آن در که

مͬ�شوند. مدل�سازی دیفرانسیل-جبری معادلات توسط ابتدا در زیادی ͬͺفیزی سیستم�های است. همبند باز
مسائل تغییراتͬ، مسائل از است عبارت مͬ�شوند ظاهر دیفرانسیل-جبری معادلات که زمینه�هایͬ مهم�ترین
معادلات گسسته�سازی و ͬͺتریͺال مدارهای مدل�سازی ،ͷرباتی مانند ͷانیͺم مهندسͬ در مقید، مسیر کنترل
در واقعͬ دنیای در زیادی مسائل متحرک. شبͺه روش یا خطوط روش توسط جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل
در حاضر معادلات در دست�کاری با مسائل بعضͬ مͬ�شوند. مدل�سازی f(u′, u, t) = ٠ صورت به ابتدا
دسته حال این با شوند. تبدیل معمولͬ دیفرانسیل معادله به است ممͺن متغیرها)، تقلیل (مانند دستͽاه
[۴۴ ،۴٠ ،٣٨] منابع در مربوط مثال�های نیست. ممͺن آنها برای تقلیل چنین که هستند مسائل از زیادی
حتͬ این، بر علاوه شوند. حل دیفرانسیل-جبری معادلات شͺل به باید مسائلͬ چنین شده�اند. آورده
معادله فرم به نهایت در است ممͺن نباشد دیفرانسیل-جبری معادله شͺل در ظاهر به اصلͬ مساله اگر
به آنها تقلیل دیفرانسیل-جبری معادله حل برای روش�ها اولین تاریخͬ، نظر از آید. در دیفرانسیل-جبری
دیفرانسیل معادلات سپس و داشتند فرسا طاقت تغییرات به نیاز که بودند معمولͬ دیفرانسیل معادلات
معادلات حل برای مستقیم روش�های ادامه در مͬ�شدند. حل عددی روش�های توسط آمده دست به معمولͬ
فرمول�بندی دیفرانسیل-جبری معادلات حل�پذیری که بود لازم بنابراین، شدند. ابداع دیفرانسیل-جبری
روی دیفرانسیل-جبری معادلات که است آن پایه بر اساسا مفهوم این شوند. تحلیل جزئیاتͬ با و شده
که دهند تشͺیل انتͽرال منحنͬ�های از منیفلد ͷی باید جواب�ها این مͬ�شوند. تعریف Rn زیرمنیفلدهای

است. جواب منیفلد
مͬ�باشد. زیر شرح به رساله این ساختار بالا، توضیحات به توجه با

ارائه را مͬ�گیرند قرار استفاده مورد بعدی فصل�های در که پایه�ای تعاریف از برخͬ ابتدا اول، فصل در
وزن�دار، باقیمانده روش عمومͬ، ضعیف فرم قبیل از پتروگالرکین شبͺه فاقد روش مفاهیم سپس مͬ�کنیم.
درون�یابͬ متقارن، ضعیف فرم و نامتقارن ضعیف فرم دومین و اولین از اعم محلͬ ضعیف فرمول�بندی
ارائه فشرده محمل با شعاعͬ پایه�ای توابع و شعاعͬ پایه�ای توابع تست، تابع و آزمایش تابع از شبͺه بدون
شعاعͬ پایه�ای توابع اصلͬ انواع از ͬͺی از استفاده نحوه به ابتدا شعاعͬ پایه�ای توابع بخش در شده�اند.
شعاعͬ پایه�ای توابع توسط تولید باز مسئله که حقیقت این علیرغم مͬ�پردازیم. مثبت اکید معین نوع یعنͬ
محمل دلیل به زیاد بسیار محاسبات به آنها نیاز در روش�هایͬ چنین اصلͬ مشͺل است وضع خوش همواره
را مͬ�شوند محاسبات میزان در کاهش باعث که را روشͬ دلیل این به است. شعاعͬ توابع اغلب کلͬ
را فشرده محمل با شعاعͬ پایه�ای توابع نام به ویژه حالت�های از ͬͺی به مربوط جزئیات و مͬ�کنیم معرفͬ

مͬ�کنیم. بیان
بیان و معرفͬ به جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادلات معرفͬ برای مقدمه�ای عنوان به دوم، فصل در
دیفرانسیل- معادله ͷی مشخصه مهم�ترین عنوان به و پرداخته�ایم معمولͬ دیفرانسیل معادلات از حالت�هایͬ
ارائه به و کرده معرفͬ را جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله سپس کرده�ایم؛ بیان را آنها اندیس�های انواع جبری
معادله ͷی اندیس�های از مختلف انواع آخر در پرداخته�ایم. جبری دیفرانسیل معادله ͷی مدل از تعریف

کردیم. تشریح را جزئͬ دبفرانسیل-جبری
کار به خطͬ جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله برای را پتروگالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش سوم، فصل در
در است. گرفته قرار بررسͬ مورد فصل این در پیشنهادی روش پایداری و همͽرایͬ آنالیز همچنین، مͬ�بریم.
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الͽوریتم�ها کردیم. بررسͬ را روش کارایͬ دیͽر روش�های با آن مقایسه و عددی مثال�های ارائه با نیز انتها
شده�اند. داده نشان نمودارها و جداول در حاصل عددی نتایج و شده پیاده�سازی متلب افزار نرم توسط

است: شده استخراج زیر مقاله رساله، این از

Azam Noorafkan Zanjani, Saeid Abbasbandy, Fahimeh Soltanian, Solving Partial-Differential
Algebraic Equations with Fifth-Order Meshless Petrov-Galerkin Method by CS-RBFS Inter-
polation, International Journal of Nonlinear Analysis and Applications, In press.



١ فصل

شبͺه فاقد روش معرفͬ و اولیه تعاریف
پترو�گالرکین محلͬ

مͬ�آوریم. را مͬ�گیرند قرار استفاده مورد بعد فصل�های در که پایه�ای تعاریف از برخͬ ابتدا فصل این در
دامنه گسسته�سازی پترو-گالرکین، محلͬ شبͺه فاقد روش�های در نیاز مورد مفاهیم بیان راستای در سپس
را سراسری ضعیف فرم�های ͷکم به مدل�بندی استراتژی�های تنوع روی بحث مرزی، انتͽرال معادلات و
ضعیف فرمول�بندی�های خطا، کردن کم جهت وزن�دار باقیمانده روش معرفͬ از بعد ادامه، در مͬ�کنیم. بیان
که درونیابͬ بررسͬ به شبͺه، فاقد درونیاب�های مختصر طور به معرفͬ با سپس مͬ�کنیم. معرفͬ را محلͬ

مͬ�باشند. فشرده محمل با شعاعͬ پایه�ای توابع آن در که مͬ�پردازیم مͬ�رود کار به روش این در

اولیه تعاریف ١.١
سوبولوف فضای ١.١.١

جفت هر به هرگاه مͬ�نامیم داخلͬ ضرب فضای ͷی را H مختلط برداری فضای [۴۵] .١.١.١ تعریف
شود مربوط چنان داخلͬ حاصل�ضرب نام به < x,y > مانند مختلط عددی H در y و x بردارهای از مرتب

باشند: برقرار زیر روابط که

⟨x, y⟩ = ⟨ȳ, x⟩ -
،< x,y >= ¯< y,x > -

،< x+ y, z >=< x, z > + < y, z > آنͽاه x,y, z ∈ H اگر -
،< x,x >≥ 0 ، x ∈ H هر ازای به -

،< ax,y >= a < x,y > باشد، اسͺالر a و x,y ∈ H اگر -
.x = 0 اگر تنها و اگر < x,x >= 0 -

کوشͬ معروف نامساوی قبل، روابط به توجه با و کنیم تعریف < x,x > نامنفͬ دوم ریشه را ||x|| اگر
داریم: زیر صورت به را شوارتز

| < x,y > | ≤ ||x||||y||.

٧



٨ پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش معرفͬ و اولیه تعاریف .١

این هرگاه بود. خواهد ͷمتری فضای ͷی H فضای ، ||x − y|| صورت به y و x بین فاصله تعریف با
هیلبرت٢ فضای ͷی H فضای آنͽاه باشد، همͽرا آن در کوش١ͬ دنباله هر یعنͬ باشد، تام متری فضای

مͬ�شود. نامیده

فشرده محمل با µ : Ω → R مشتق�پذیر بار بͬ�نهایت توابع فضای C∞
c کنید فرض [۴۵] .٢.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. تست تابع ͷی را C∞
c به متعلق µ تابع باشند. Ω ∈ Rn باز مجموعه در

که طوری به u, v ∈ L١
c گرفتن نظر در با [۴۵] .٣.١.١ تعریف

L١
c(Ω) = {f : Ω → R|u, v ∈ L١(Ω̄), ∀Ω̄ ⊂ Ω}

مشتق αامین را v باشد، |α| = α١ + · · · + αn = k مرتبه از چندگانه اندیس ͷی α = {α١, · · · , αn} و
صورت به و مͬ�نامیم u جزئͬ ضعیف

Dαu = v

،µ ∈ C∞
c (Ω) تابع هر برای هرگاه مͬ�دهیم ∫نمایش

Ω
uDαµdx = (−١)|α|

∫
Ω
vµ dx.

هر ازای به و مͬ�باشد، u : Ω → R �انتͽرال�پذیر توابع همه شامل که W k
p (Ω) فضای [۴۵] .۴.١.١ تعریف

ͷی را باشد Lp(Ω) به متعلق و باشد داشته وجود Dαuضعیف مشتق است، α ≤ k که α چندگانه اندیس
مͬ�نامیم. سوبولوف٣ فضای

�بعدیn منیفلد ٢.١.١

مانند زیرمجموعه�هایͬ از خانواده�ای با همراه است M مانند مجموعه�ای n-بعدی منیفلد .۵.١.١ تعریف
مختص نͽاشت�های که fα : Uα → Vα مانند ͷی به ͷی توابع و مختص نمودارهای نام به Uα ⊂ M

مͬ�کند: صدق زیر شرایط در که مͬ�شوند نامیده Vα ⊂ Rn همبند باز زیرمجموعه�های روی به موضعͬ

.∪αUα =M (i)

باشد. مشتق�پذیر بͬ�نهایت Uα ∩ Uβ روی fβof−١
α : fα(Uα ∩ Uβ) → fβ(Uα ∩ Uβ) (ii)

W٢ ⊂ Vβ و W١ ⊂ Vα باز زیرمجموعه�های آنͽاه باشند، جدا هم از نقاط y ∈ Uβ و x ∈ Uα اگر (iii)
رابطه در که طوری به fβ(y) ∈W٢ و fα(x) ∈W١ با دارند وجود

f−١
α (W١) ∩ f−١

β (W٢) = ∅,

مͬ�کنند. صدق
١Cauchy
٢Hilbert
٣Sobolev



٩ اولیه تعاریف .١.١

برای عمدتا مͬ�کنند. القا ͬͺتوپولوژی ساختار ͷی M منیفلد برای fα : Uα → Vα مختص نمودارهای
مجموعه�ها این باشد. M از بازی زیرمجموعه f−١

α (W ) که داریم نیاز W ⊂ Vα ⊂ Rn باز زیرمجموعه هر
و اگر است باز مجموعه ͷی U ∈M بنابراین مͬ�شوند. محسوب M روی ͬͺتوپولوژی فضای برای پایه�ای
x ∈ f−١

α (W ) ⊂ U بنابراین باشد، Uدرون که باشد داشته وجود x از ͬͽهمسای ͷی x ∈ U هر برای اگر تنها
است. Vα از بازی زیرمجموعه W و است x شامل مختص نمودار ͷی fα : Uα → Vα که جایͬ

متمایز نقاط برای یعنͬ است هاسدورف جداسازی موضوع اصل منیفلد، تعریف در اساسͬ نیاز سومین
دارند. وجود y و x شامل ترتیب به ، U٢ و U١ هم از جدا باز مجموعه�های ،M در y و x

نͽاشت با U = Rn مختص نمودار ͷی تنها و است n-بعدی منیفلد ساده�ترین Rn مثال، عنوان به
باز زیر�مجموعه هر کلͬ�تر، حالت در دارد. وجود f = I : Rn → Rn وسیله به شده داده موضعͬ مختص
عنوان به همانͬ نͽاشت و U خود وسیله به شده داده مختص نمودار ͷی با n-بعدی، منیفلد ͷی U ⊂ Rn

مͬ�باشد. موضعͬ مختص نͽاشت

زیر نامساوی در g(x) تابع اگر .۶.١.١ تعریف

|g(x)− g(y)| ≤M |x− y|k

شرط دارای g تابع آنͽاه باشد، h از مستقل ٠ ≤ k ≤ ١ که طوری به کند صدق دامنه نقاط همه برای
ضعیف�تر مفهومͬ لیپ�شیتز، پیوسته مفهوم مͬ�شود. نامیده لیپ�شیتز۴ ثابت M است. k مرتبه از لیپ�شیتز

کنید. توجه زیر جدول به مثال برای است. ͬͽپیوست از قوی�تر و پذیری مشتق از

پذیر مشتق لیپ�شیتز پیوسته پیوسته تابع
نیست نیست هست √

x
نیست هست هست |x|

مرزی شرایط انواع ٣.١.١

معادله ͷی حل برای هستند. مرزی مقدار مساله ͷی جواب برای ضروری محدودیت�های مرزی شرایط
نقش مرزی شرایط نوع انتخاب مرزی، شرایط تنوع به توجه با است. مرزی شرایط به نیاز جزئͬ و معمولͬ
و جواب واگرایͬ به منجر است ممͺن مرزی شرایط اعمال دارد. محاسباتͬ مساله ͷی حل راه در اساسͬ

شود. نادرست جواب به همͽرایͬ یا

دیریͺله مرزی شرط

تابع برای مثال، عنوان به مͬ�کند. مشخص نماید اخذ Γ مرز در باید مجهول تابع که را مقداری شرط، این
ثابت x = l و x = ٠ در آن انتهای دو که است نوسان حال در رشته ͷی جابجایͬ دهنده نشان که Ψ(x, t)

هستند. دیریͺله شرایط Ψ(l, t) و Ψ(٠, t) آنͽاه است، شده� داشته نͽه�
۴Lipschitz



١٠ پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش معرفͬ و اولیه تعاریف .١

نیومن مرزی شرط

که مͬ�کند مشخص را نماید اخذ Γ مرز بر عمود جهت در باید مجهول تابع مشتق که مقداری شرط، این
مͬ�شود: تعریف زیر صورت به و مͬ�شود نوشته ∂Ψ

∂n صورت به
∂Ψ

∂n
= ∇(Ψ) · n = (

∂Ψ

∂x١
, · · · , ∂Ψ

∂xn
) · n,

ͷی در دما دهنده نشان Ψ(x, t) تابع فرض به مثال، برای است. Γ مرز بر برونسو عمود بردار n آن در که
این در گرما شارش آنͽاه باشد، شده عایق�بندی کاملا x = l و x = ٠ نقاط در میله اگر باشد. l طول به میله
از عبارتند مناسب مرزی شرایط که مͬ�شود نتیجه فوریه، گرمایͬ رسانایͬ قانون از است. صفر برابر نقاط

∂Ψ

∂n
(٠, t) = ٠ ,

∂Ψ

∂n
(l, t) = ٠,

هستند. نیومن مرزی شرایط که

رابینز مرزی شرط

قسمت�های تمام در نیومن مرزی شرایط و دیریͺله مرزی شرایط از وزن�دار ترکیب ͷی رابینز مرزی شرایط
است: زیر صورت به مرزی شرایط چنین کلͬ فرم است. مرز

αΨ+ β
∂Ψ

∂n
= q.

ممͺن مرزی شرایط آنͽاه باشد. l طول به میله ͷی در دما دهنده نشان Ψ(x, t) تابع کنید فرض مثال، برای
باشند: زیر فرم به رابینز شرایط است

Ψ(٠, t) +
∂Ψ

∂n
(٠, t) = ٠ , Ψ(l, t) +

∂Ψ

∂n
(l, t) = ٠.

آمیخته مرزی شرط

لحاظ نیومن مرزی شرایط دیͽر قسمت در و دیریͺله مرزی شرایط قسمتͬ در که باشد گونه�ای به مرز هرگاه
به میله ͷی در دما دهنده نشان که را Ψ(x, t) تابع مثال، برای مͬ�شوند. نامیده آمیخته مرزی شرایط گردد
ͷی به دیͽر انتهای و دهیم قرار ثابت دمای با آب در را میله انتهای اگر مͬ�گیریم. درنظر را است l طول
بود: خواهند زیر شͺل به آمیخته مرزی شرایط آنͽاه، باشد. متصل ثابت گرمای انتقال نرخ با گرما منبع

∂Ψ

∂n
(l, t) = c١ , Ψ(٠, t) = c٢,

هستند. ثابت مقادیر c٢ و c١ که

کوشͬ مرزی شرط

بدهد اطمینان که مͬ�گردد اعمال مسائلͬ روی ایده�آل صورت به اما نیستند، مرسوم زیاد کوشͬ مرزی شرایط
شرایط ،Ψ(x, t) بالا در شده ذکر تابع برای مثلا دارد. وجود مساله برای فردی به منحصر جواب

∂Ψ

∂n
(٠, t) = c١ , Ψ(٠, t) = c٢,

هستند. کوشͬ مرزی شرایط



١١ (WRM) وزن�دار باقیمانده روش و (GWF ) عمومͬ ضعیف فرم .٢.١

تقسیم طبیعͬ مرزی شرایط و اساسͬ مرزی شرایط دسته دو به مͬ�توان را مرزی شرایط .٧.١.١ ملاحظه
صریح �طور به و مͬ�کنند مشخص مرز در را متغیر ͷی مقدار که هستند شرایطͬ اساسͬ مرزی شرایط کرد.
طبیعͬ مرزی شرایط دارند. تعلق دسته این به دیریͺله مرزی شرایط که گردد. حل مساله تا مͬ�شوند اعمال
مشخص را مرز در متغیر ͷی برای مشتق مقدار و هستند برقرار خود به خود خارجͬ، شرایط حضور بدون

هستند. دسته این به متعلق که نیومن مرزی شرایط مثل مͬ�کنند

(WRM) وزن�دار باقیمانده روش و (GWF ) عمومͬ ضعیف فرم ٢.١

این است. شده تعریف Γ مرز با Ω دامنه روی که بͽیرید نظر در را بعدی دو فضای در پواسون خطͬ معادله
نوشت: زیر فرم به مͬ�توان را معادله

∇٢Ψ(x) = P (x) x = (x١, x٢, . . . , xn) ∈ Ω, (١.١)

مرزی شرایط دارای Γ = Γu ∪ Γq مرز با Ω دامنه و است معلوم منبع تابع P که

،Γu روی Ψ = Ψ̄ (٢.١)

،Γq روی
∂Ψ

∂n
= q = q̄ (٣.١)

مͬ�باشد. نیومن۵ مرزی شرط (٣.١) و دیریͺله مرزی شرط (٢.١) که است شده محصور
شده گرفته نظر در (١.١) مساله از تقریبͬ جواب ͷی عنوان به که باشد آزمایش تابع Φ(x) کنید فرض
مانده�های برای را زیر روابط مرزی، شرایط و دیفرانسیل معادله در Φ جایͽزینͬ با صورت، این در است.

مͬ�آوریم. دست به خطا

داخلͬ: خطای •

R١(x) = ∇٢Φ(x)− P (x) ̸= ٠. (۴.١)

مرزی: خطای •{
R٢u = Φ(x)− Φ̄ ̸= ٠, Γu روی
R٢q =

∂Φ

∂n
− q̄ ̸= ٠, Γq روی ,

که

است، شده تعریف آن روی طبیعͬ مرزی شرایط که است مرز از قسمتͬ Γq -

است، شده تعریف آن روی ضروری مرزی شرایط که است مرز از قسمتͬ Γu -

است. نشده تعریف آن روی شرطͬ که است مرز از قسمتͬ L -
۵Neuman



١٢ پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش معرفͬ و اولیه تعاریف .١

تابع بنابراین، شوند. صفر باقیمانده�ها که مͬ�شود حاصل زمانͬ مشخص طور به آزمایش تقریب تابع بهترین
به باشد. داشته معنͬ شدن صفر فرآیند که شوند شامل را شرایطͬ حداقل باید شده گرفته نظر در آزمایش
دوبار باید (۴.١) معادله در Φ تابع مثال، طور به مͬ�گوییم. مجاز توابع هستند دارا را شرایط این که توابعͬ
نامتناهͬ است ممͺن آن دوم مشتق صورت این غیر در زیرا باشد پیوسته باید آن مشتق و باشد مشتق�پذیر

بود. خواهد بͬ�معنͬ و نامتناهͬ نقاط این در باقیمانده و شود
در که دارد وجود ͷکوچ امͺان حد تا R٢u و R٢q ،R١ خطاهای کردن کم برای مختلفͬ روش�های

جمله از مͬ�کنند صفر Ω سراسری دامنه روی را باقیمانده�ها حد،

هم�محلͬ. نقاط روش •

وزن�دار. انتͽرال مربعات خطای روش •

زیردامنه�ای. انتͽرال/میانͽین خطای روش •

متناهͬ. حجم روش •

وزن�دار. باقیمانده روش •

مͬ�پردازیم. وزن�دار باقیمانده روش بررسͬ به ادامه، در

معادله برای عمومͬ نامتقارن ضعیف فرم اولین و وزن�دار باقیمانده روش ٣.١
دوم مرتبه جزئͬ دیفرانسیل

شرط در F (x) تابع اگر ∫مͬ�دانیم
Ω
F (x)µ(x)dΩ = ٠ (۵.١)

پیدا طوری را Φ(x) آزمایش تابع مͬ�توانیم بنابراین، .F (x) ∼= ٠ آنͽاه کند صدق Ω روی µ(x)ها همه برای
.i = ١, ٢ برای Ri(Φ(x)) = ٠ که کنیم

داریم: (۵.١) ضعیف فرم بردن کار به ∫با
Ω
Ri(Φ(x))µ(x)dΩ = ٠, (۶.١)

به Φ(x) آزمایش تابع کلͬ، طور به بود. خواهند تست توابع همان µ(x)ها و مͬ�باشد مجاز تابع Φ(x) که
مͬ�شوند: انتخاب χi نامشخص ضرایب با Φi پایه�ای توابع از خطͬ ترکیب صورت

Φ(x) =
N∑
i=١

χiΦi.

صورت به که µ(x) تست تابع و

µ(x) =

N∑
i=١

ηiµi



١٣ محلͬ ضعیف فرمول�بندی .۴.١

دست به وقتͬ تقریب بهترین هستند. پایه�ای توابع µiها و نامشخص ضرایب ηiها که مͬ�شوند انتخاب
کند. صدق شده انتخاب (۶.١) ضعیف فرم در Φiها ترکیب که مͬ�آید

مͬ�گیریم: نظر در را پواسون معادله برای داخلͬ وزن�دار باقیمانده ∫معادله
Ω
(∇٢Φ(x)− P (x))µ(x)dΩ = ٠, (٧.١)

بنابراین، نیست. µ تابع بودن پیوسته به نیازی ضمن در باشند. پیوسته Φ′ و Φ و مشتق�پذیر دوبار باید Φ که
هستند. نامتقارن µ و Φ برای شرایط

محلͬ ضعیف فرمول�بندی ۴.١

روش در اما است. Ω دامنه کل روی سراسری ضعیف فرم پایه بر EFG مانند شبͺه فاقد روش�های اغلب
طور به که Ωs موضعͬ زیردامنه�های از ͷی هر روی محلͬ ضعیف فرم از پترو-گالرکین، محلͬ شبͺه فاقد
روش متمایز مشخصه مهم�ترین این واقع در مͬ�شود. استفاده شده�اند واقع Ω سراسری دامنه داخل کامل
دلخواهͬ شͺل هر مͬ�توانند محلͬ زیردامنه�های که است ذکر قابل است. پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد

باشند. داشته
تقریب از شده گسسته�سازی معادلات مشابه نتیجه محلͬ ضعیف فرم از خاص تقریب ͷی اگرچه
انتͽرال�گیری برای واضح مفهوم ͷی محلͬ ضعیف فرم اما مͬ�دهد، را سراسری ضعیف فرم برای گالرکین
روی انتͽرال�گیری برای زمینه�ای تقسیمات به نیازی هیچ که مͬ�کند ارائه را ضعیف فرم از محلͬ شبͺه فاقد
ماتریس است. سراسری ماتریسسختͬ ایجاد برای طبیعͬ راه به منجر روش این همچنین، نیست. دامنه کل
نمͬ�آید، دست به شبͺه در مولفه�هایͬ کردن سرهم با همجوار شبͺه�های روی انتͽرال�گیری طریق از سختͬ
شبͺه ͷی تشͺیل محلͬ زیردامنه�های مͬ�شود. حاصل محلͬ زیردامنه�های روی انتͽرال�گیری طریق از بلͺه

باشند. داشته اشتراک هم با که است ممͺن گاهͬ و نمͬ�دهند را سراسری پیوسته
دیفرانسیل معادله از موضعͬ ضعیف فرمول�بندی سه شبͺه، بدون واقعا روش�های برای پایه، عنوان به

مͬ�کنیم. بیان را دوم مرتبه

(LUSWF١) محلͬ نامتقارن ضعیف فرمول�بندی اولین ١.۴.١

نوشت: مͬ�توان زیر فرم به را (١.١) مساله که باشید داشته ∫توجه
Ωs

(∇٢Φ− P )µdΩ = ٠, (٨.١)

یا ͬͽپیوست به نیازی هیچ حالͬ�که در باشند پیوسته Φ′ و Φ و بوده مشتق�پذیر دوبار باید Φ آن در که
LUSWF١ محلͬ نامتقارن ضعیف فرم اولین عنوان به را (٨.١) معادله بنابراین، نیست. µ تابع مشتق�پذیری

مͬ�گیریم. نظر در
و طبیعͬ مرزی شرایط برقراری برای روش�ها سایر یا جریمه روش یا هم�محلͬ روش حالت، این در

مͬ�شود. استفاده اساسͬ



١۴ پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش معرفͬ و اولیه تعاریف .١

(LSWF١) محلͬ متقارن ضعیف فرمول�بندی ٢.۴.١

انتͽرال جزء به جزء روش به (٨.١) معادله از مͬ�توانیم بالاتر، مرتبه�های از مشتق�پذیری به نیاز کاهش برای
رابطه جایͽذاری با واقع در بͽیریم.

(∇٢Φ)µ =
∂٢Φ

∂x٢ µ = (
∂Φ

∂x
µ)− ∂Φ

∂x

∂µ

∂x

داریم: (٨.١) معادله ∫در
Ωs

(
∂Φ

∂x
µ− ∂Φ

∂x

∂µ

∂x
− Pµ)dΩ = ٠,

داریم: جریمه، پارامتر ͷکم به اساسͬ مرزی شرایط کردن وارد با ∫که
Γs

∂Φ

∂x
µdΓ−

∫
Ωs

(
∂Φ

∂x

∂µ

∂x
+ Pµ)dΩ− η

∫
Γu

(Φ− Φ̄)µdΩ = ٠.

صورت به (٨.١) معادله برای محلͬ متقارن ضعیف فرم اولین طبیعͬ، مرزی شرایط جایͽذاری با آخر در
بود: خواهد ∫زیر

Ls

qµdΓ +

∫
Γsu

qµdΓ +

∫
Γsq

q̄µdΓ−
∫
Ωs

(
∂Φ

∂x

∂µ

∂x
+ Pµ)dΩ− η

∫
Γu

(Φ− Φ̄)µdΩ = ٠, (٩.١)

به (٩.١) معادله است. رفته کار به اساسͬ مرزی شرایط اعمال برای و است جریمه پارامتر η آن در که
است یادآوری به لازم دارد. نیاز Ωs زیردامنه درون در µ تست تابع و Φ آزمایش تابع برای یͺسانͬ شرایط

که است ذکر شایان همچنین، مͬ�باشند. مشتق�پذیر ی�ͷبار و پیوسته توابع این دو هر که

Γs = Γsu ∩ Γsq ∩ Ls,

Ls = L ∩ Γs,

Γsu = Γu ∩ Γs,

Γsq = Γq ∩ Γs,

Γsu ∩ Γsq = ∅,

مͬ�باشد. Γs مرز به محصور و شده گرفته نظر در زیردامنه Ωs که

(LUSWF٢) محلͬ نامتقارن ضعیف فرمول�بندی دومین ٣.۴.١

زیر صورت به جزء به جزء انتͽرال�گیری بار دو با ، (٩.١) معادله در مشتق�پذیری کاهش برای

(∇٢Φ)µ =
∂٢Φ

∂x٢ · µ =
∂(∂Φ∂xµ)

∂x
− Φ

∂µ

∂x
+Φ

∂٢µ

∂x٢ .

داریم: ،(LUSWF٢) دوم نامتقارن ضعیف فرم آوردن دست به ∫برای
Ls

qµdΓ−
∫
Ls

Φ
∂µ

∂x
nidΓ +

∫
Γsu

qµdΓ−
∫
Γsq

Φ
∂µ

∂x
nidΓ

−
∫
Γsu

Φ̄
∂µ

∂x
nidΓ +

∫
Ωs

∂٢µ

∂x٢ dΩ−
∫
Ωs

PµdΩ = ٠,
(١٠.١)



١۵ شبͺه بدون درونیابͬ .۵.١

آزمایش تابع بودن پیوسته به نیازی که حالͬ در باشد پیوسته µ′ و باشد مشتق�پذیر دوبار باید µتست تابع که
عنوان به را (١٠.١) محلͬ ضعیف فرم و است نامتقارن µ و Φ برای نیاز مورد شرایط بنابراین، نیست.

مͬ�گیریم. نظر در نامتقارن محلͬ ضعیف فرم دومین

شبͺه بدون درونیابͬ ۵.١

صدق زیر شرایط در شبͺه فاقد درونیاب محلͬ، ویژگͬ�های حفظ برای است لازم شبͺه فاقد روش�های در
کند:

بودن، محلͬ اول: شرط •

،ͬͽپیوست دوم: شرط •

سازگاری. سوم: شرط •

کافͬ اندازه به باید درونیابͬ دامنه هر در گره�ها تعداد به شبͺه بدون درونیابͬ روش�های حساسیت همچنین،
کردن اضافه یا حذف به نسبت روش و باشیم داشته عمل آزادی گره�ها کردن حذف یا اضافه در تا باشد کم
سختͬ ماتریس ایجاد از تا است حیاتͬ روش کارایͬ برای بودن محلͬ شرط ندهد. نشان حساسیت گره
به سوم شرط است. ضروری ضعیف فرم بودن انتͽرال�پذیر برای ͬͽپیوست شرط شود. جلوگیری سراسری
ضعیف فرم همͽرایͬ به سوم و دوم شرط دو هر نهایت در و است وابسته جزئͬ دیفرانسیل معادلات مرتبه

مͬ�باشند. مربوط درونیابͬ بر مبتنͬ
کرد. اشاره زیر موارد به مͬ�توان که هستند موجود متعددی شبͺه بدون درونیابͬ روش�های

دارند. صفر مرتبه سازگاری فقط که شپرد: تابع :١

توابع آن در که است (١) از ضمنͬ و کلͬ حالت که :MLS متحرک مربعات کمترین درونیابͬ :٢
دارند. بالاتری مرتبه سازگاری

است. (١) از کلͬ صریح حالت که واحد: افراز روش :٣

است ͬͺی MLS در هسته و وزن تابع که است MLS روش همان که هسته: ذرات بازتولید روش :۴
است. MLS پایه همان با بالاتر سازگاری با روشͬ و

مورد آزمایش و تست توابع و مͬ�کند استفاده دامنه در پراکنده نقاط از که شعاعͬ: پایه�ای توابع روش :۵
مͬ�کند. تولید را نظر

،ͷی دقیقا مͬ�تواند گره�ای آزمایش تابع که است شرطͬ ͷی tام مرتبه سازگاری از منظور .١.۵.١ ملاحظه
آزمایش تابع یعنͬ صفر مرتبه سازگاری بنابراین، فضایͬ). (مختصات دهد نمایش را tام مرتبه ی�ͷجمله�ای

دارد. را ثابت تابع ͷی دقیقا نمایش توانایͬ

شده�اند. آورده ١.١ جدول در خلاصه صورت به شد ذکر بالا در که شبͺه بدون درونیابͬ روش پنج
و تست توابع که است این پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش در توجه قابل ویژگͬ�های از ͬͺی
شوند. انتخاب فضا ͷی از دو هر که نیست لازم و شوند انتخاب مختلفͬ فضاهای از مͬ�توانند آزمایش

کرد: انتخاب زیر موارد از ͬͺی مͬ�توان را آزمایش توابع



١۶ پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش معرفͬ و اولیه تعاریف .١

ͬͽپیوست خاصیت تابع روش

کرونͺر دلتای

C١ ندارد ΦI(X) =
m∑
j=١

Pj(X)[A−١(X)B(X)]jI MLS or RKPM

C١ ندارد ΦI
٠ (X) =

ωI (X)
N∑

j=١
ωJ (X٠)

شپرد تابع

چهارم) مرتبه اسپلاین وزن تابع ωI(X))

C١ ندارد uh(X) =
N∑

I=١

m∑
j=١

ΦI
٠ (X)Pj(X)βjI PU

C٢k دارد ΦI(X) =
N∑
j=١

rjI RBF

شبͺه بدون درونیاب�های :١.١ جدول

هسته، ذرات بازتولید روش یا متحرک مربعات کمترین روش الف)

واحد، افراز روش ب)

شپرد، تابع پ)

فشرده، محمل با شعاعͬ پایه�ای توابع ت)

نقاط، محلͬ درونیابͬ روش ث)

باشند: زیر موارد از ͷی هر با متناظر است ممͺن و باشند متفاوت کاملا مͬ�توانند تست توابع و

متحرک، مربعات کمترین روش الف)

واحد، افراز روش ب)

شپرد، تابع پ)

فشرده، محمل با شعاعͬ پایه�ای توابع ت)

هویساید۶، پله�ای تابع ث)

دیراک، دلتای تابع ج)

،MLS از گوس٧ وزنͬ تابع چ)
۶Heaviside
٧Gauss



١٧ شبͺه بدون درونیابͬ .۵.١

پایه�ای، جواب از خاصͬ فرم ح)

دیفرانسیلͬ، معادله خ)

نقاط. محلͬ درونیابͬ روش د)

شبͺه فاقد روش�های از زیادی تعداد مͬ�توانیم آزمایش، و تست تابع از مختلف انتخاب�های داشتن دلیل به
آزمایش و تست توابع که زیردامنه�هایͬ اشͺال یا و اندازه�ها ضمن، در کنیم. تولید پترو-گالرکین محلͬ
ͷشماتی توصیف ،١.١ شͺل در باشند. متفاوت است ممͺن هستند غیرصفر ترتیب به آنها روی محلͬ

شده�اند. داده نشان پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش در آزمایش و تست توابع

پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش در آزمایش و تست توابع ͷشماتی توصیف :١.١ شͺل

تست توابع از متفاوت انتخاب�های شوند. انتخاب متعددی روش�های به مͬ�تواند Ωs هر روی تست تابع
�مͬ�کنیم. بیان ادامه در را شده�اند MLPG پترو-گالرکین شبͺه فاقد متفاوت روش�های به منجر که

محلͬ شبͺه فاقد روش نتیجه، در MLSاست. تقریب در وزن تابع همانند Ωs روی تست تابع :MLPG١
مͬ�کند. استفاده محلͬ متقارن ضعیف فرم از پترو-گالرکین

محلͬ شبͺه فاقد روش نتیجه، در است. هم�محلͬ دیراک دلتای تابع ،Ωs روی تست تابع :MLPG٢
مͬ�کند. استفاده محلͬ غیرمتقارن ضعیف فرم از پترو-گالرکین

استفاده گسسته مربعات کمترین از دیفرانسیل، معادله در خطا تابع همانند Ωs روی تست تابع :MLPG٣
مͬ�شود. استفاده محلͬ غیرمتقارن ضعیف فرم از نتیجه در که مͬ�کند

فاقد روش نتیجه، در و است دیفرانسیل معادله بهبودیافته اساسͬ جواب ،Ωs روی تست تابع :MLPG۴
مͬ�باشد. محلͬ غیرمتقارن ضعیف فرم اساس بر پترو-گالرکین محلͬ شبͺه

روش نتیجه، در است. ثابت) مقدار زیردامنه هر (روی هویساید پله�ای تابع ،Ωs روی تست تابع :MLPG۵
بود. خواهد موضعͬ متقارن ضعیف فرم اساس بر پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد



١٨ پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش معرفͬ و اولیه تعاریف .١

با پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش که است یͺسان آزمایش تابع با Ωs روی تست تابع :MLPG۶
است. متقارن ضعیف فرم ͷی اساس بر و مͬ�شود هم�ارز گالرکین روش

�شده�اند. معرفͬ ٢.١ جدول در خلاصه طور به MLPG۶ تا MLPG١ روش�های

برای انتͽرال�گیری هر در ضعیف فرم Ωte در تست تابع روش
ضعیف فرم محاسبه تست تابع و آزمایش تابع

دامنه انتͽرال�گیری موضعͬ متقارن ضعیف فرم MLS وزن تابع MLPG١

ندارد غیرمتقارن موضعͬ ضعیف فرم اولین کرونͺر دلتای MLPG٢

دامنه انتͽرال�گیری غیرمتقارن موضعͬ ضعیف فرم اولین مربعات کمترین MLPG٣

منفرد مرزی انتͽرال�گیری غیرمتقارن موضعͬ ضعیف فرم دومین u∗ اساسͬ جواب MLPG۴

عادی مرزی انتͽرال�گیری موضعͬ متقارن ضعیف فرم هویساید پله�ای تابع MLPG۵

دامنه انتͽرال�گیری موضعͬ متقارن ضعیف فرم آزمایش تابع مشابه MLPG۶

پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش برای مختلف حالت�های :٢.١ جدول

شعاعͬ پایه�ای توابع ۶.١

در که مͬ�کنیم استفاده پترو-گالرکین محلͬ شبͺه بدون روش پنجمین از رساله این در این�که به توجه با
توابع از بیشتری جزئیات ارائه به ادامه در مͬ�شود، استفاده شعاعͬ پایه�ای توابع شبͺه بدون درونیاب از آن
فشرده محمل با شعاعͬ پایه�ای توابع و اکید مثبت معین شعاعͬ پایه�ای توابع و مͬ�پردازیم شعاعͬ پایه�ای

مͬ�شوند. معرفͬ

اکید مثبت معین شعاعͬ پایه�ای توابع ١.۶.١

مثبت معین هسته�های

هسته ͷی ϕ : Ω×Ω → Ω آنͽاه باشد دلخواهͬ ناتهͬ مجموعه Ω ⊂ R اگر حقیقͬ: هسته .١.۶.١ تعریف
مͬ�شود. نامیده حقیقͬ

Ω در yهای و x همه برای ϕ(x, y) = ϕ(y, x) اگر است متقارن ϕ هسته متقارن: هسته .٢.۶.١ تعریف
باشد. برقرار

تحت را آن که بͽیرد ساده�تری شͺل هسته است ممͺن آنͽاه باشد خاصͬ هندسͬ ساختار دارای Ω اگر
فرم به هسته�های مثال، عنوان به مͬ�دارد. نͽه پایا Ω روی هندسͬ تبدیلات



١٩ شعاعͬ پایه�ای توابع .۶.١

هستند. پایا انتقال تحت آبلͬ گروه�های روی ϕ(x− y) -

هستند. ناحیه�ای چندمتغیره، کره�های روی ϕ(xT y) -

هستند. شعاعͬ ،Rn روی ϕ(∥x− y∥٢) -

تابع ͷی هرگاه مͬ�شود نامیده شعاعͬ پایه�ای تابع ϕ : Rn → R هسته شعاعͬ: پایه�ای تابع .٣.۶.١ تعریف
Rn روی L٢ اقلیدسͬ نرم ∥ · ∥ و ∥x∥ = δ با ϕ(x) = ζ(δ) که طوری به باشد موجود ζ : R+ → R پایه�ای

است.

تمام برای اگر تنها و اگر است مثبت معین Rn روی ϕ متقارن هسته مثبت: معین هسته .۴.۶.١ تعریف
ϕ(xi, xj) درایه�های با Aϕ,S ماتریس ،Ω متمایز نقاط از S = {x١, x٢, . . . , xm} متناهͬ زیرمجموعه�های

یعنͬ باشد مثبت معین است ١ ≤ i, j ≤ m که

cT ·Aϕ,S · c =
m∑
i=١

m∑
j=١

cicjϕ(xi, xj) ≥ ٠ (١١.١)

.c ∈ Rm هر برای

آنͽاه باشد صفر بردار مͬ�کند تبدیل صفر با تساوی ͷی به را (١١.١) نامعادله که برداری تنها گاه هر
است. خواهد مثبت اکید معین ϕ هسته

و هستند مثبت معین ماتریس ͷی ویژه مقادیر تمام که کرد بررسͬ مͬ�توان قبل تعریف از همچنین،
به اکید مثبت معین هسته�های از است بهتر اساس، این بر است. نامنفرد مثبت معین ماتریس ͷی بنابراین،

یعنͬ کنیم استفاده شعاعͬ پایه�ای توابع عنوان

ϕk(x) = ϕ(x,xk),

f(x) =

m∑
i=١

ciϕi(x),

.x ∈ Rn آن در که

اکید مثبت معین پایه�ای توابع

شده بازسازی تابع یعنͬ ندارد وجود داده�ها جهت در ترجیحͬ هیچ که مͬ�گیریم این بر را فرض اینجا، در
پایه�ای توابع که شود استفاده Rn روی شعاعͬ هسته از که مͬ�شود فرضموجب این است. دوران از مستقل
تابع ͷی ζ : R+ → R که مͬ�کنیم. بیان ادامه در را شعاعͬ پایه�ای توابع بنابراین، مͬ�شوند. خوانده شعاعͬ

است. مثبت معین
در شده�اند. بیان جزئیات با [۵٣] در که دارد وجود شعاعͬ پایه�ای توابع تولید برای متعددی شیوه�های

شده�اند. آورده مرسوم اکید مثبت معین شعاعͬ پایه�ای توابع ،٣.١ جدول
مͬ�شود: تجزیه زیر صورت به f تابع اکید، مثبت معین شعاعͬ پایه�ای توابع بردن کار به با

f(x) =

M∑
i=١

ci · ζ(∥x− x̂i∥),



٢٠ پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش معرفͬ و اولیه تعاریف .١

پایه�ای توابع در عناصر تعداد M و مͬ�شود خوانده مرکز x̂i مͬ�شوند، نامیده RBF ضرایب ci آن در که
مرکزها عنوان به داده�ها محل Mو = m یعنͬ داده�هاست تعداد برابر پایه�ها تعداد درونیابͬ، حالت در است.
باشد داده�ها محل از زیرمجموعه�ای مͬ�تواند مراکز و M ≤ m که حالͬ در ،x̂i = x یعنͬ مͬ�شوند استفاده

شود. گرفته نظر در داده�ها محل با متفاوت و متمایز نقاط از مجموعه ͷی یا

پارامترها ζ(r) اسم

β > ٠ e−βr٢ گاوسͬ

ν > ٠ است بسل کروی تابع Kν که rνKν(r) اسپلاین�ها سوبولوف

β > n
٢ (r٢ + c٢)

−β
٢ مربعاتͬ معͺوس

l > [n٢ ] + ١ است هویساید تابع µ که µ(١ − r)l.P (r) فشرده محمل

مرسوم شعاعͬ پایه�ای توابع :٣.١ جدول

فشرده محمل با شعاعͬ پایه�ای توابع ٢.۶.١

به نمͬ�تواند ζ : R+ → R متغیره ͷت فشرده محمل با شعاعͬ پایه�ای توابع ،[۴٧] در قضیه�ای اساس بر
بپذیریم. را n یعنͬ فضا بعد به ζ ͬͽوابست که هستیم مجبور بنابراین، باشد. مثبت معین ابعاد تمام ازای

f شده بازسازی تابع هستند، مثبت توابع این این�که به توجه با و شعاعͬ پایه�ای توابع بردن کار به با
شود: بیان زیر صورت به مͬ�تواند

f(x) =
m∑
i=١

ci · ζs(∥xi − xi∥),

شعاعͬ پایه�ای توابع از ζn,p معروف خانواده ͷی [۵٢] وندلند٨ .ζs(δ) = ζ( δs) و است محمل اندازه s که
مͬ�شوند بیان n فضای بعد برای مینیمال درجه با چندجمله�ای فرم به که است کرده معرفͬ فشرده محمل با

است. C٢p آنها ͬͽپیوست و
٨Wendland



٢١ شعاعͬ پایه�ای توابع .۶.١

هستند: زیر شͺل دارای شدند معرفͬ وندلند توسط که p = ٠, ١, ٢, ٣ برای ζn,p توابع

ζn,٠ = (١ − δ)l+,

ζn,١ = (١ − δ)l+١
+ [(l + ١)δ + ١],

ζn,٢ = (١ − δ)l+٢
+ [(l٢ + ۴l + ١)δ٢ + (٣l + ۶)δ + ٣],

ζn,٣ = (١ − δ)l+٣
+ [(l٣ + ٩l٢ + ٢٣l + ١۵)δ٣ + (۶δ٢ + ٣۶δ + ۴۵)δ٢ + (١۵l + ۴۵)δ + ١۵],

. l = [n٢ ] + p+ ١ آن در که
توابع فشرده، محمل با شعاعͬ پایه�ای توابع تلفیق توسط که است کرده ارائه دیͽری روش [۵۴] وو٩
را بالاتری درجه با چندجمله�ای نظر، مورد بعد و بودن هموار کردن برآورده برای که شده�اند ساخته مشابهͬ

مͬ�کند. تولید

ζ = (١ − δ)۵
+,

ζ = (١ − δ)۵
+(δ

۴ + ۵δ٣ + ٩δ٢ + ۵δ + ١),

ζ = (١ − δ)۴
+(٣δ٣ + ١٢δ٢ + ١۶δ + ۴),

ζ = (١ − δ)٣
+(٣δ٢ + ٩δ + ٨),

ζ = (١ − δ)۶
+(۵δ۵ + ٣٠δ۴ + ٧٢δ٣ + ٨٢δ٢ + ٣۶δ + ۶),

ζ = (١ − δ)٧
+(٣۵δ۶ + ٢۴۵δ۵ + ٧٢٠δ۴ + ١١٢٠δ٣ + ٩٢٨δ٢ + ٣٣۶δ + ۴٨),

ζ = (١ − δ)۶
+(٣۵δ۵ + ٢١٠δ۴ + ۵١۵δ٣ + ۶۴٠δ٢ + ٣٨δ + ۶۴),

ζ = (١ − δ)۵
+(٣۵δ۴ + ١٧۵δ٣ + ٣۴۵δ٢ + ٣٢۵δ + ١٢٨),

برابر ١ − δ < ٠ که نقاطͬ در تابع که است این معنͬ به (١ − δ)k+ نماد که است ذکر قابل .۵.۶.١ ملاحظه
است. صفر

٩Wu



٢٢ پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش معرفͬ و اولیه تعاریف .١

است: زیر صورت به [١۶] بوهمن١٠ توسط شده معرفͬ پایه�ای توابع همچنین،

ζ =

{
١
٣ + δ٢ − ۴

٣δ
٣ + ٢δ٢logδ ٠ ≤ ri ≤ ١

٠ ١ ≤ ri

ζ =

{
١

١۵ + ١٩
۶ δ

٢ − ١۶
٣ δ

٣ + ٣δ۴ − ١۶
١۵δ

۵ + ١
۶δ

۶ + ٢δ٢log(δ) ٠ ≤ ri ≤ ١
٠ ١ ≤ ri

ͬͽپیوست ζ(δ) n بعد

C٠ ζ١,٠(δ) = µ(١ − δ)

C٢ ζ٢,١(δ) = µ(١ − δ)٣)٣δ + ١) n = ١ بعد

C۴ ζ٣,١(δ) = µ(١ − δ)۵(٣٨δ٢ + ۵δ + ١)

C٠ ζ٢,٠(δ) = µ(١ − δ)٢

C٢ ζ٣,١(δ) = µ(١ − δ)۴(۴δ + ١) n = ٣ بعد

C۴ ζ۴,٢(δ) = µ(١ − δ)۶(٣۵δ٢ + ١٨δ + ٣)

C٠ ζ٣,٠(δ) = µ(١ − δ)٣

C٢ ζ۴,١(δ) = µ(١ − δ)۵(۵δ + ١) n = ۵ بعد

C۴ ζ۵,٢(δ) = µ(١ − δ)١)٧۶δ٢ + ٧δ + ١)

مختلف. حالت چند برای وندلند توسط شده معرفͬ ζn,p توابع :۴.١ جدول

١٠Buhmann



٢ فصل

جزئͬ دیفرانسیل�جبری معادلات

روش انتخاب در دیفرانسیل-جبری معادله ͷی اندیس و معادله کلͬ شͺل اینͺه به توجه با فصل، این در
سپس مͬ�پردازیم. آن اندیس�های مختلف انواع و (١.٢) از خاصͬ حالت�های بیان به است موثر بسیار حل
مرزی، شرایط انواع معرفͬ از بعد مͬ�دهیم. ارائه جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل-جبری معادله از تعریفͬ
در مͬ�کنیم. معرفͬ را است رساله اصلͬ موضوع که را خطͬ جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل-جبری معادله

مͬ�پردازیم. جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل-جبری معادله ͷی اندیس�های انواع معرفͬ به آخر

دیفرانسیل�جبری معادلات انواع ١.٢

مͬ�گیریم: نظر در زیر فرم به کلͬ حالت در را جبری دیفرانسیل معادله

f(u′, u, t) = ٠, (١.٢)

باز مجموعه ͷی Ω که ،f : Ω ⊆ Rm → Rn و است منفرد مقادیر، تمام ازای به ∂f
∂u′ جزئͬ مشتق آن در که

تماما دیفرانسیل-جبری معادله که است دیفرانسیل-جبری معادله کلͬ حالت (١.٢) معادله است. همبند
آنها حل برای خاص روش ͷی و دارند وجود (١.٢) از متعددی خاص حالت�های مͬ�شود. نامیده ضمنͬ

باشد. وابسته آنها کلͬ شͺل به است ممͺن

صریح نیمه دیفرانسیل�جبری معادله ١.١.٢

تعریف زیر فرم به که است دیفرانسیل-جبری معادله از صریح نیمه حالت پرکاربرد، حالت�های از ͬͺی
}مͬ�شود:

u′١ = g١(u١, u٢, t) (a),

٠ = g٢(u١, u٢, t) (b),
(٢.٢)

دیفرانسیل- معادله ͷی همچنین، است. محدودیت ͷی دهنده نشان و محض جبری معادله ((b)-٢.٢) که
با مͬ�آید. دست به معادلات دست�کاری از پس فقط که باشد پنهان محدودیت دارای است ممͺن جبری
نشان را معمولͬ دیفرانسیل معادله و معادله این بین رابطه صریح، نیمه دیفرانسیل-جبری معادله از استفاده

مͬ�دهیم.

٢٣



٢۴ جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادلات .٢

باشد. مشتق�پذیر t به نسبت ((b)-٢.٢) و بوده حل�پذیر (٢.٢) معادله کنید فرض

٠ =
∂g٢

∂u١
.u′ +

∂g٢

∂u٢
.u′٢ +

∂g٢

∂t
(٣.٢)

داریم: (٣.٢) رابطه از آنͽاه است نامنفرد ∂g٢
∂u٢

اگر

u′٢ = −(
∂g٢

∂u٢
)−١(

∂g٢

∂u١
.u′١ +

∂g٢

∂t
)

= (
∂g٢

∂u٢
)−١(

∂g٢

∂u١
.g١(u١, u٢, t) +

∂g٢

∂t
) (۴.٢)

که کنیم فرض اگر دارد. دنبال به را معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی (۴.٢) همراه به ((a)-٢.٢) بنابراین،
t = t٠ برای ((b)-٢.٢) در معمولͬ دیفرانسیل معادله یͷجواب و است حل�پذیر معمولͬ دیفرانسیل معادله

نماید. صدق حل�پذیری مفروضات با نیز دیفرانسیل-جبری معادله در باید جواب این آنͽاه کند صدق

٣ و ٢ اندازه هسنبرگ دیفرانسیل�جبری معادله ٢.١.٢

فرم�های است. هسنبرگ فرم در جبری دیفرانسل معادله ͷی جبری، دیفرانسل معادله خاص فرم ͷی
هستند. مرسوم خیلͬ حالت�های از ٣ و ٢ اندازه از هسنبرگ١

است: زیر صورت به دو اندازه از هسنبرگ }فرم
u′١ = g١(u١, u٢, t) (a),

٠ = g٢(u١, t) (b),
(۵.٢)

هستند. نامنفرد ∂g٢
∂u١

و ∂g١
∂u٢

آن در که
است: زیر صورت به سه اندازه از هسنبرگ فرم همچنین،

u′١ = g١(u١, u٢, u٣, t),

u′٢ = g٢(u١, u٢, t),

٠ = g٣(u٢, t),

هستند. نامنفرد ∂g٣
∂u١

و ∂g٢
∂u٢

، ∂g١
∂u٣

آن در که
نیستند. مربعͬ جزئͬ مشتقات ماتریس�های این از ͷی هیچ کلͬ حالت در که شود توجه

هستند. تغییراتͬ مسائل و ͷانیͺم در مهم معادلات از هسنبرگ فرم به دیفرانسیل-جبری معادلات
حل برای عددی پͺیج�های توسعه نظر نقطه از همͽن هسنبرگ فرم با دیفرانسیل-جبری معادلات همچنین،
معادلات حل برای مͬ�توان را RADAU۵ مانند برنامه�هایͬ است. اهمیت دارای جبری دیفرانسل معادلات

ببینید. را [٢٩] منبع بیشتر، توضیحات برای برد. کار به دیفرانسیل-جبری
١Hesenberg



٢۵ دیفرانسیل-جبری معادلات اندیس .٢.٢

بقا دیفرانسیل�جبری معادله ٣.١.٢

نامͽذاری دلیل استکه بقا دیفرانسیل-جبری یͷمعادله معادلاتدیفرانسیل-جبری، خاصاز فرم چهارمین
شͺل مͬ�شوند. ظاهر بقا قوانین تحلیل در عموما دیفرانسیل-جبری معادلات چنین که است جهت این به آن

است: زیر صورت به دیفرانسیل-جبری معادلات این کلͬ

[h(u(t))]′ = g(t) (۶.٢)

یا

hu(u(t))u
′(t) = g(t). (٧.٢)

این با اما است امͺان�پذیر (٢.٢) صریح نیمه شͺل به (۶.٢) فرم دیفرانسیل-جبری معادلات تبدیل البته
مͬ�یابد. افزایش دیفرانسیل-جبری معادله اندیس عمدتا کار

ادامه در و است غیرخطͬ و خطͬ دیفرانسیل-جبری معادلات در مشخصه�ها مهم�ترین از ͬͺی اندیس
مͬ�پردازیم. دیفرانسیل-جبری معادله ͷی اندیس انواع بیان به

دیفرانسیل�جبری معادلات اندیس ٢.٢

را (٢.٢) معادله آنͽاه باشد نامنفرد ∂g١
∂u٢

اگر ،(٢.٢) فرم صریح نیمه دیفرانسیل-جبری معادلات به توجه با
معادله چنین کنیم. تبدیل معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی به مͬ�توانیم ((b)-٢.٢) از مشتق�گیری ͷی با تنها
با آنͽاه باشد منفرد ∂g١

∂u٢
اگر است. ͷی اندیس دارای ویژگͬ�هایͬ چنین با صریح نیمه دیفرانسیل-جبری

بازنویسͬ متفاوت u٢ و u١ با ((b)-٢.٢) فرم به را (٣.٢) مͬ�توانیم مختصات تغییر و جبری دست�کاری
تبدیل معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی به آیا که مͬ�کنیم نͽاه و مͬ�گیریم مشتق جدید محدودیت� این از کنیم.
به صورت این غیر در است ٢ اندیس از اصلͬ دیفرانسیل-جبری معادله باشد چنین اگر خیر. یا مͬ�شود
مشتق�گیری بار هر مͬ�آوریم. دست به معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی نهایت در تا مͬ�دهیم ادامه ترتیب همین
تعریف بنابراین، و مͬ�کند اضافه واحد ͷی را دیفرانسیل-جبری معادله اندیس ((b)-٢.٢) محدودیت از

داریم. را زیر

u′ اینͺه تا شده مشتق�گیری t به نسبت (١.٢) از بخشͬ یا تمام که دفعاتͬ تعداد کمترین .١.٢.٢ تعریف
است. (١.٢) دیفرانسیل-جبری معادله اندیس نماید معین t و u از پیوسته�ای تابع عنوان به را

بͽیرید: نظر در را زیر صریح نیمه دیفرانسیل-جبری معادله .٢.٢.٢ مثال
u′١ + u٣ = f١ (a),

u′٢ + u١ = f٢ (b),

u٢ = f٣ (c).

(٨.٢)

آنͽاه بͽیریم مشتق بار سه ((c)-٨.٢) از و بار دو ((b)-٨.٢) از بار، ͷی ((a)-٨.٢) از اگر
u′′١ + u′٣ = f ′١,

u′′′٢ + u′′١ = f ′′٢ ,

u′′′٢ = f ′′′٣ .



٢۶ جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادلات .٢

داریم: بالا معادلات از صورت، این در

u′٣ = f ′١ − f ′′٢ + f ′′′٣ .

آنͽاه بͽیریم مشتق بار دو ((c)-٨.٢) از و بار ͷی ((b)-٨.٢) از }اگر
u′′٢ + u′١ = f ′٢,

u′′٢ = f ′′٣ .

داریم: بالا معادلات از صورت، این در

u′١ = f ′٢ + f ′′٣ .

داریم: ((c)-٨.٢) از مشتق�گیری بار ͷی با همچنین،

u′٢ = f ′٣.

اندیس از معادله که گفت مͬ�توان دادیم انجام u′ محاسبه برای مشتق�گیری بار سه حداقل اینͺه به توجه با
است. ٣

νd سراسری اندیس یا دیفرانسیلͬ اندیس ١.٢.٢

معادلات تحلیل در مهمͬ نقش که است معروف مشتق آرایه معادلات به بالا در شده توصیف مشتق�گیری
آرایه معادلات دارد. دیفرانسیل-جبری معادلات برای عددی الͽوریتم�های توسع در نیز و دیفرانسیل-جبری

هستند: زیر صورت به مشتق F (u′, u, t)
Ft(u

′, u, t) + Fu(u
′, u, t).u′ + Fu′(u′, u, t).u′′

dk

dtk
F (u′, u, t)

 = Gk(u
′, u, t, ω) = ٠, (٩.٢)

حذف نمادگذاری و سادگͬ برای را kاندیس عموما بعدی، قسمت�های در .ω = [u(٢), ..., u(k+١)] آن در که
است k با برابر (١.٢) دیفرانسیل-جبری معادله اندیس مͬ�کند، بیان ١.٢.٢ تعریف که همان�گونه مͬ�کنیم.

داریم. را νd سراسری یا دیفرانسیلͬ اندیس ترتیب این به .Gk = ٠ هرگاه

νp اغتشاشͬ اندیس ٢.٢.٢

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به است شده ارائه [٢٩] در که νp اغتشاشͬ اندیس
بازه روی u جواب همراه به νp اغتشاشͬ اندیس دارای (١.٢) دیفرانسیل-جبری معادله .٣.٢.٢ تعریف

اگر که طوری به باشد عدد کمترین νp اگر است I = [٠, T ]

F (û′, û, t) = δ(t) (١٠.٢)

برآورد ͷی آنͽاه باشد هموار کافͬ اندازه به δ برای

∥û(t)− u(t)∥ ≤ C(∥û(٠)− u(٠)∥+ ∥δ∥tνp−١ )

است. وابسته u و T ،F به C ثابت که دارد وجود ∥ · ∥νp−١ نرم در
دیفرانسیل- معادله برای اغتشاشͬ و دیفرانسیلͬ اندیس دوی هر که است شده داده نشان ،[١٨] منبع در

مͬ�باشند. متفاوت معناداری طور به (١.٢) صریح تماما غیرخطͬ جبری



٢٧ جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله .٣.٢

جزئͬ دیفرانسیل�جبری معادله ٣.٢

دسته ͷی با که است ناقص جزئͬ مشتقات با معادلات دستͽاه ͷی جزئͬ، دیفرانسیل-جبری معادله ͷی
مͬ�شود: تعریف زیر فرم به کلͬ حالت در و مͬ�شود کامل جبری معادلات از

F (Z, Y,
∂yi
∂xj

,
∂٢yi

∂xj∂xk
, ...,x) = ٠ (١١.٢)

آن در که

است، دلخواه توابع از دسته�ای F -

است، مستقل متغیرهای از دسته�ای x -

دارد، وجود دستͽاه در آنها جزئͬ مشتقات که است وابسته متغیرهای از دسته�ای Y -

ندارد. وجود دستͽاه در آنها برای جزئͬ مشتقات که است وابسته متغیرهای از دسته�ای Z -

رابطه همانند دیفرانسیل-جبری معادله ͷی و جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله بین رابطه که است ذکر قابل
دیفرانسیل- معادله حل همچنین، است. معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی و جزئͬ دیفرانسیل معادله ͷی بین
حالت در زیرا .[٣٢،٣١] شده�اند بررسͬ (١١.٢) از ساده�تری و خاص�تر حالت�های در معمولا جزئͬ جبری

بود. خواهد پیچیده بسیار (١١.٢) جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله حل کلͬ
باشد: زیر موارد شامل است ممͺن جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادلات دستͽاه

بیضوی؛ و سهموی معادلات -

معمولͬ؛ دیفرانسیل معادلات و بیضوی سهموی، معادلات -

جبری؛ معادلات و معمولͬ دیفرانسیل معادلات بیضوی، معادلات -

برخͬ تحت و مͬ�شوند کامل (BCs) مرزی شرایط و مناسب (ICs) اولیه شرایط با کلͬ، حالت در که
دیفرانسیل- معادلات دستͽاه�های از دنباله�ای به فوریه تبدیلات یا و لاپلاس تبدیل ͷکم به مفروضات
مͬ�شود. نامیده دیفرانسیل-جبری معادلات دستͽاه همچنان اصلͬ دستͽاه که مͬ�کنند پیدا تقلیل جبری

خطͬ جزئͬ دیفرانسیل�جبری معادلات ۴.٢

فرم به ثابت ضرایب با خطͬ جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادلات دستͽاه بروی تمرکز رساله، این در

AΨt(x, t) +BΨxx(x, t) + CΨx(x, t) +DΨ(x, t) = P (x, t) (١٢.٢)

حالت در .Ψ, P : [−l, l] × [٠, tf ] → Rn و A,B,C,D ∈ Rn×n ،x ∈ (−l, l) ،t ∈ (٠, tf ) که مͬ�باشد
کند: صدق زیر اولیه و مرزی شرایط در فوق جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله که است لازم کلͬ

EΨ(x, t) + F
∂Ψ(x, t)

∂n
= q(x, t), (١٣.٢)
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و x ∈ Γ ،t ∈ [t٠, tf ] که

Ψ(x, t٠) = Ψ٠(x), (١۴.٢)

و مͬ�باشند معلوم توابع Ψ٠ و q : [−l, l] × [t٠, tf ] → Rn هستند، معلوم ماتریس�های F و E طوری�که به
است. نرمال بردار مشتق ∂Ψ(x,t)

∂n

تمام برای φ در φi مولفه�های برای زیر فرم به مرزی شرایط به نیاز t ∈ [٠, tf ] تمام برای این، بر علاوه
و k = ٠ یا ١ ،j ∈ mBC ⊆ {١, ٢, ..., n}

φj(x, t)
∂kφj

∂xk
(∓l, t) = ٠. (١۵.٢)

اولیه شرایط اینها، کنار در

u(x, ٠) = g(x), x ∈ [−l, l] (١۶.٢)

برای است. تعیین قابل j ∈ mIC ⊆ {١, ٢, ..., n} تمام برای g از gj مولفه�های مͬ�شوند. فرض شده داده
هستند. دیریͺله مرزی شرایط از تنها مرزی، شرایط φk ،k /∈ mBC مولفه�های

معادله ͷکم به بایستͬ φi i؛ /∈ mIC برای اولیه شرایط و φk k؛ /∈ mBC مرزی شرایط کلͬ، حالت در
محاسبه برای مͬ�گردند. تعیین m؛ ∈ mIC و φj j؛ ∈ mBC مرزی شرایط ،(١.٢) جزئͬ دیفرانسیل-جبری
بر علاوه شوند. تولید مͬ�توانند معادلات دستͽاه از زوج ͷی اولیه و مرزی شرایط برای سازگار زوج این

هست. نیاز نیز تطابق شرایط اولیه و مرزی شرایط بین این،

g(x) = φ(x,0)

را خاصͬ مͺمل شرایط باید B یا و A منفرد ماتریس�های با مسائل برای (١۵.٢) مرزی شرط یا و (١۶.٢)
نمایید. مشاهده را زیر مثال سازگاری). (شرط نماید برآورده نیز

جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله و φ = (φ١, φ٢, φ٣)
T کنید فرض .١.۴.٢ ١مثال ٠ ٠

٠ a ٠
٠ ٠ ٠

φ١t
φ٢t
φ٣t

+

−١ ٠ ٠
٠ −b ٠
٠ ٠ ٠

φ١xx
φ٢xx
φ٣xx

+

٠ c١ ٠
٠ ٠ c٢
٠ c٣ ٠

φ١
φ٢
φ٣

 =

P١
P٢
P٣

 , (١٧.٢)

φj(−١, t) = φj(١, t) = ٠, j ∈ mBC (١٨.٢)
φi(x, ٠) = qi(x) sin(πx), i ∈ mIC (١٩.٢)

i = ١, ٢, ٣ برای Pi(x, t) هموار کافͬ اندازه به توابع و ci ̸= ٠ ،a, b > ٠ با x ∈ (−١, ١) و t ∈ (٠, tf ) برای
(i ∈ mBC مرزی شرایط (با (١٧.٢) سازگاری شرط φi برای اولیه شرط در sin(πx) جمله باشد. شده داده
شرط ͷی که مͬ�کنیم جمع�آوری را φ مولفه از اندیس�هایͬ mBC اندیس مجموعه در مͬ�کند. تضمین را
ماتریس�های با مسائل خلاف بر مͬ�گردد). مشخص مشابه شیوه به mIC) گردد تعیین بتواند دلخواه مرزی
زیرمجموعه�های مجموعه�ها، این اینجا در .mBC = mIC = {١, ٢, ..., n} کلͬ حالت در و B و A منظم

داریم: جواب مولفه�های برای که چرا هستند {١, ٢, ٣} از محضͬ

u٢(x, t) =
١
c٣
P٣(x, t),

u٣(x, t) =
١
c٢
(P٢(x, t)−

a

c٣
f٣t(x, t) +

b

c٣
P٣xx(x, t)).
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به φ٣(x, t) و φ٢(x, t) مولفه�های برای را اولیه و مرزی مقادیر که طوری به نمͬ�ماند باقͬ آزادی پارامتر هیچ
نمͬ�توانیم بنابراین، مͬ�شوند. داده آنها مشتقات و راست سمت توابع مرزی و اولیه مقادیر توسط مستقیم طور
مولفه mBC = mIC = {١} لذا و نمائیم تعیین φ٣(x, t) و φ٢(x, t) مولفه�های برای اولیه و مرزی شرایط

است: زیر مرزی مقدار مسئله از جوابͬ ،φ١(x, t) جواب

φ١t = φ١xx + P١ −
c١

c٣
P٣,

φ١−)١, t) = φ١(t, ١) = ٠,

φ١(x, ٠) = q١(x) sin(πx),

مثال این است). آزاد نیز دیریͺله مرزی شرایط (انتخاب دهیم تخصیص را q١(x) مͬ�توانیم آن در که
B و A ماتریس�های که مواردی با اساسا منفرد، ماتریس�های با (١٢.٢) نوع از مسائل که مͬ�کند مشخص

است. متفاوت هستند منظم

جزئͬ دیفرانسیل�جبری معادلات اندیس ۵.٢

دسته�بندی [٢۵] اغتشاشͬ و اساساندیسدیفرانسیلͬ بر مͬ�توان را معادلاتدیفرانسیل-جبری که همان��گونه
اندیس�ها، زیرا مͬ�کنیم. معرفͬ را [٣٧ ،١٩] اندیس�ها نیز جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادلات برای کرد
معادلات خلاف بر مͬ�کنند. توصیف تحلیلͬ و عددی جواب�های حسب بر را سیستم�ها خاص ویژگͬ�های
اندیس�ها این باشد. تمییز قابل (فضایͬ) مͺانͬ اندیس از زمانͬ اندیس باید اینجا در دیفرانسیل-جبری،
اندیس ͷی و مͺانͬ اندیس ͷی اینجا، در شد. خواهند تعریف لاپلاس و فوریه تبدیلات پایه بر ترتیب به
دیفرانسیل-جبری معادلات برای نیز اغتشاشͬ اندیس ͷی آن، بر علاوه مͬ�کنیم. تعریف زمانͬ یͺنواخت
دیفرانسیل- معادله جواب روی ͷکوچ اغتشاشات تاثیر اندیس این مͬ�گردد. تعریف (PDAEs) جزئͬ

مͬ�کند. مشخص وجود صورت در را جبری

نامیده ماتریس مداد ،E,F ∈ Rm١×m٢ که (E,F ) ماتریس�های از زوج ͷی ماتریس: مداد .١.۵.٢ تعریف
مͬ�دهیم. نمایش (E, λF ) توسط را ماتریس مداد رساله این در مͬ�شود.

ریشه�های مجموعه باشند. E,F ∈ Rm١×m٢ کنیم فرض ویژه: بردار ویژه، مقدار طیف، .٢.۵.٢ تعریف
طیف از عضو هر و مͬ�شود نامیده ماتریس مداد طیف P (λ) = det(E − λF ) مشخصه چندجمله�ای
به�طوری�که باشد موجود X ∈ Rm١×m٢ غیرصفر بردار اگر تنها و اگر است (E, λF ) ویژه�ی مقدار ͷی

مͬ�نامیم. λ ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار را X بردار .EX = λFX

مداد باشد. مربعͬ ماتریس مداد ͷب (E, λF ) کنیم فرض تͺین: و منتظم ماتریس مداد .٣.۵.٢ تعریف
صورت این غیر در ،det(E − λF ) ̸= ٠ به�طوری�که باشد موجود λ ∈ C اگر مͬ�شود گفته منتظم ماتریس

مͬ�شود. گفته تͺین ماتریس مداد

مͬ�شود: استفاده زیر مفروضات از ادامه در

دارد. جواب ͷی فقط و فقط (١٢.٢) (IBV P ) اولیه و مرزی مقدار مسئله (i)
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مͬ�کند: صدق زیر فرم به نمو شرط در φ جواب بردار از مولفه هر (ii)

|φi(x, t)| ≤Meαt

.i = ١, ٣, ..., n هر برای

است. منتظم Re(ζ) > α برای (B, ζA+ C) ماتریس مداد (iii)

شرایط با ∂٢

∂x٢ عملͽر از ویژه مقدار ͷی ηk است. منتظم kها تمام برای (B, ηkA+C)ماتریس مداد (iv)

است. شده تعریف مرزی

هستند. هموار کافͬ اندازه به q(x) اولیه بردار و P (x, t) راست سمت بردار (v)

مͺانͬ اندیس و لاپلاس تبدیل ١.۵.٢

کنید فرض همچنین، باشد. α > ٠ نمو شرط با پیوسته تابعͬ y : [٠,∞] → R و tf = ∞ کنید فرض
داریم: زیر صورت به را y(t) لاپلاس تبدیل .|y(t)| ≤Meαt و t ∈ [٠,∞] ،٠ < M <∞

Lϵ = Lϵ{y(t)} =

∫ ∞

٠
e−tϵy(t)dt, Re(ϵ) > α.

نوشت: زیر صورت به مͬ�توان را (١٢.٢) معادله که مͬ�شود نتیجه (ii) فرض از

φ′′
ϵ (x) + (ϵA+ C)φϵ(x) = Pϵ(x) +Aq(x), Re(ϵ) > α, (٢٠.٢)

معادله ͷی (٢٠.٢) معادله آنͽاه باشد منفرد ماتریس ͷی B اگر است. (١۴.٢) اولیه بردار q(x) آن در که
از مناسب انتخاب با و (v)-(i) مفروضات تحت است. وابسته ϵ پارامتر به که است دیفرانسیل-جبری

یͺتاست. جواب دارای (٢٠.٢) معادله مرزی، شرایط
داریم نیاز (٢٠.٢) دیفرانسیل-جبری معادله از کرونͺر نرمال فرم به مͺانͬ، اندیس تعریف منظور به
وجود PL,ϵ, QL,ϵ ∈ Rn×n نامنفرد ماتریس�های که مͬ�کند تضمین (iii)فرض همچنین، ببینید). را [٢٣] )

که طوری به دارند

PL,ϵBQL,ϵ =

(
Im١ ٠

٠ NL,ϵ

)
و

PL,ϵ(ϵA+ C)QL,ϵ =

(
RL,ϵ ٠

٠ Im٢

)
, (٢١.٢)

که است جردن٢ زنجیری ماتریس ͷی NL,ϵ ∈ Rm٢×m٢ و است مربعͬ ماتریس ͷی RL,ϵ ∈ Rm١×m٢ که
پوچ�توانͬ یا ریس٣ اندیس است. همانͬ ماتریس k ∈ {m١,m٢} که Ik ∈ Rk×k ماتریس و m١ +m٢ = n

٢Jordan
٣Riesz
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مͬ�تواند (٢٠.٢) معادله روابط این با .NνL,ϵ

L,ϵ = N
−νL,ϵ−١
L,ϵ ̸= ٠ یعنͬ مͬ�شود داده نمایش νL,ϵ توسط NL,ϵ

گردد. تبدیل زیر دوتایͬ معادلات دستͽاه به

ν ′′ϵ (x) +RL,ϵνϵ(x) = rϵ,١(x), (٢٢.٢)
NL,ϵω

′′
ϵ (x) + ωϵ(x) = rϵ,٢(x). (٢٣.٢)

مͬ�دهیم: ارائه را زیر تعریف�های اینجا در

(νTϵ (x), ω
T
ϵ (x))

T = Q−١
L,ϵφϵ(x),

(rTϵ,١(x), r
T
ϵ,٢(x))

T = PL,ϵ(Pϵ(x) +Aq(x)).

کنیم. حل را بعد m١ در دوم مرتبه معادلات دستͽاه ͷی بایستͬ که مͬ�دهد نشان (٢٢.٢) دیفرانسیل معادله
m١ دارای mBC بردار یعنͬ باشیم داشته مرزی شرط ͷی νϵ از νϵ,j مولفه هر برای بایستͬ کلͬ، حالت در

مͬ�شود: استنتاج زیر معادلات از که است جبری معادله ͷی هم�ارز (٢٣.٢) معادله است. مولفه

ωϵ(x) = rϵ,٢(x)−NL,ϵω
′′
ϵ (x)

= rϵ,٢(x)−NL,ϵr
′′
ϵ,٢(x) +N٢

L,ϵω
(۴)
ϵ (x)

...
= rϵ,٢(x)−NL,ϵrϵ,٢(x) + · · ·+ (−١)νL,ϵ−١N

νL,ϵ−١
L,ϵ · r٢νL,ϵ−٢

ϵ,٢ (x)

+ (−١)νL,ϵN
νL,ϵ

L,ϵ · ω(٢νL,ϵ)
ϵ (x). (٢۴.٢)

مشتقات و rϵ,٢ شده داده بردار حسب بر عبارت ͷی ωϵ ∈ Rm٢ بردار از مولفه هر برای (٢۴.٢) معادله از
برای نمͬ�توان را مرزی�ای شرط هر که معنͬ این به مͬ�آوریم دست به ٢νL,ϵ − ٢ مرتبه تا x حسب بر آن

برد. کار به ωϵ مولفه�های
حالت در و است وابسته ϵ پارامتر به (νL,ϵ,m٢,m١) NL,ϵ و RL,ϵ ،QL,ϵ ،PL,ϵ ماتریس�های ساختار
مرزی شرط ͷی مͬ�توانیم (φ(x, t) نتیجه، در (و φϵ(x) از مولفه�هایͬ برای کند. تغییر است ممͺن کلͬ
که شود انتخاب طوری مͬ�تواند Re(ϵ) که مͬ�کنیم فرض اینجا در کنیم. توصیف QL,ϵ ساختار به وابسته

باشد. لاپلاس تبدیل در ϵ پارامتر از مستقل mBC اندیس مجموعه
معادلات دیفرانسیلͬ اندیس تعریف مشابه مͺانͬ اندیس تعریف برای ایده ͷی (٢۴.٢) معادله از

داریم: x به نسبت (٢۴.٢) معادله از مشتق�گیری بار ͷی با مͬ�آوریم. دست به دیفرانسیل-جبری

ω′
ϵ(x) = r′ϵ,٢(x)−NL,ϵω

′′′
ϵ (x) + · · ·+ (−١)νL,ϵ−١N

νL,ϵ−١
L,ϵ · r٢νL,ϵ−١

ϵ,٢ (x) (٢۵.٢)

تعداد به x متغیر به نسبت بایستͬ بیاید دست به ωϵ(x) برای صریح دیفرانسیل معادله ͷی اینͺه برای یعنͬ
(٢٣.٢) و (٢٢.٢) دستͽاه و جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادلات هم�ارزی شود. مشتق�گیری بار (٢v − ١)
اندیس ،(iii) و (ii) مفروضات تحت که مͬ�دهد نتیجه ،ω(x) برای (٢۵.٢) دیفرانسیل معادله همراه به

شود. تعریف زیر صورت به مͺانͬ

که طوری به باشد عدد ͷی α∗ ∈ R+ کنید فرض .۴.۵.٢ تعریف

،α∗ > α -١
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نمͬ�کند. تغییر ساختارش ،Re(ϵ) > α∗ با ϵ ∈ C همه ازای به vL,ϵ ≥ ١ پوچ�توانͬ با NL,ϵ ماتریس -٢

صورت، این در

vn,x = ٢vL − ١,

نامیده (١.٢) جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله مͺانͬ اندیس است، Re(ϵ) > α∗ و vL = vL,ϵ آن در که
مͬ�شود.

تعریف صفر جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله اندیس آنͽاه باشد vL = ٠ اگر که باشید داشته توجه
مͬ�شود.

vn,x مͺانͬ دیفرانسیلͬ اندیس است. موجود α∗ ∈ R+ ،(v) تا (i) مفروضات تحت .۵.۵.٢ ملاحظه
و f(x, t) بنابراین (و x متغیر حسب بر دیفرانسیلͬ ویژگͬ�های کدام rϵ,٢(x) که مͬ�دهد نشان مستقیما
ͷی به را (٢٠.٢) جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله لاپلاس تبدیل حداقل اینͺه تا باشد داشته باید (g(x)
(B, ϵA + c) ماتریس مداد توسط (٢٠.٢) جبری معادله اندیس نماید. تبدیل معادلات از صریح دستͽاه
به (١۵.٢) متناظر مرزی شرایط با (٢٠.٢) مرزی مقدار مساله (v) تا (i) مفروضات تحت مͬ�شود. تعیین

باشد. منفͬ معین (٢١.٢) در RL,ϵ ماتریس اگر است حل�پذیر فرد به منحصر طور

vL,ϵ پوچ�توانͬ ،(n = ٢, ٣, ۴ مثال، (برای است ͷکوچ n کاربردها بیشتر در آنجایͬ�که از .۶.۵.٢ ملاحظه
vL,ϵاست. = m٢ آنͽاه باشد بلوک ͷی تنها شامل NL,ϵ حالتͬ�که برای است. تعیین قابل سادگͬ به NL,ϵ از

زمانͬ اندیس و فوریه تبدیل ٢.۵.٢

دیفرانسیل-جبری معادلات برای نیز را زمانͬ اندیس قبل، قسمت در شده تعریف مͺانͬ اندیس بر علاوه
کرد. تعریف مͬ�توان جزئͬ

بازه روی و است شده ضرب ϕi(x) اسͺالر تابع در (١٢.٢) جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله زیر در
∂٢

∂x٢ عملͽر برای متعامد ویژه توابع i = ١, ٢, ... برای ϕi(x) توابع مͬ�شود. انتͽرال�گیری xحسب بر [−l, l]
یعنͬ j ∈ mBC برای φj(x, t) که مͬ�کند برآورده را مرزی شرایط همان ϕk(x) هستند. λk ویژه مقدار با

.(١۵.٢) همͽن شرایط
صورت به χ(x, t) برداری تابع برای متناهͬ فوریه تبدیل تعریف با

χ̂k(t) =
١
l

∫ l

−l
χ(x, t)ϕk(x)dx,

مͬ�آوریم: دست به را زیر رابطه

Aχ̂′
k(t) + (λkB + c)χ̂k(t) = P̂k(t) +Bρk(t)P̄k(t) (٢۶.٢)

با

ρk(t) = (ρk١(t), ..., ρkn(t))
T
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و

ρkj (t) =


٠, j ∈ mBC

١
l
[ϕ′k(x)φj(x, t)− ϕk(x)φj(x, t)]

x=l
x=−l, j /∈ mBC

از جزئͬ انتͽرال�گیری با ∫که l

−l
φxxϕk(x)dx

مͬ�شود. حاصل
وابسته λk پارامتر که است دیفرانسیل-جبری معادله ͷی (٢۶.٢) معادله باشد منفرد A ماتریس اگر
مشابه آید. دست به یͺتایͬ صورت به مͬ�تواند (v) و (iv) شرط�های تحت و مناسب اولیه شرایط با و است
وجود QF,k و PF,k منظم ماتریس�های که مͬ�دهد نتیجه (iv) فرض قبل، بخش در لاپلاس تبدیل حالت

طوری�که به دارند

PF,kAQF,k =

(
In١ ٠

٠ NF,k

)
, PF,k(λkB + C)QF,k =

(
RF,k ٠

٠ In٢

)
(٢٧.٢)

vF,k ریس اندیس با پوچ�توان جردن زنجیری ماتریس ͷی دوباره نیز NF,k ∈ Rn١×n٢ .RF,k ∈ Rn١×n٢ با
.n١ + n٢ = n البته که است

است: زیر دوتایͬ معادلات دستͽاه با هم�ارز (٢٠.٢) معادله که مͬ�دهند نتیجه روابط این

y′k(t) +RF,kyk(t) = Sk,١(t), (٢٨.٢)
NF,kZ

′
k(t) + Zk(t) = Sk,٢(t), (٢٩.٢)

آن در که

(yTk (t), y
T
k (t))

T = Q−١
F,kφ̂k(t), (٣٠.٢)

(ST
k,١(t), S

T
k,٢(t))

T = P−١
F,kP̄k(t). (٣١.٢)

مͬ�شود: داده زیر صورت به (٢٨.٢) معادله جواب

yk(t) = e−RF,ktyk(٠) +
∫ t

٠
e−RF,k(t−τ)Sk,١(τ)dτ, (٣٢.٢)

مͬ�شود: داده زیر صورت به بلافاصله (٢٩.٢) معادله جواب حالͬ�که در

Zk(t) =

vF,k−١∑
i=٠

(−NF,k)
iS

(i)
k,٢(t). (٣٣.٢)

معادله این زیرا کرد اعمال را Zk(٠) اولیه شرط هیچ نمͬ�توان کلͬ حالت در که مͬ�دهد نشان نمایش این
جواب مولفه اگر همچنین، مͬ�شوند. داده راست سمت توابع توسط Zk(t) اولیه مقادیر که مͬ�کند ایجاب
را اندیس�ها برای vF,k ≥ ٢ شرط باید P راست سمت تابع آنͽاه باشد داشته خاصͬ بودن هموار به نیاز

نماید. برآورده خود دیفرانسیلͬ ویژگͬ�های برای را قوی�تری نیازهای تا باشد داشته
کنیم: تعریف را زیر اندیس مͬ�توانیم مقدمات این با
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برابر یͺنواخت دیفرانسیلͬ زمانͬ اندیس دارای (١٢.٢) جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله .٧.۵.٢ تعریف
vF,k = vF ریس اندیس دارای و بوده منتظم (A, λkB + C) مداد kها تمام برای هرگاه است vn,t = vF

باشد. یͺسانͬ ساختار دارای kها تمام برای NF,k جردن زنجیری ماتریس اگر و باشد (k از (مستقل

Sk,٢(t) تابع که مͬ�کند نمایان را اطلاعاتͬ vn,t زمانͬ اندیس که گرفت نتیجه مͬ�توان (٢٧.٢) معادله از
n١ که مͬ�دهد نشان (٢٨.٢) معادله همچنین، باشد. داشته باید دیفرانسیلͬ�ای ویژگͬ�های چه کم دست
اعمال (١٢.٢) جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله جواب برای مͬ�تواند که است اولیه�ای شرایط تعداد برابر

شوند.

(A, λkB+C) مداد است ممͺن باشند ویژه�ای ساختار دارای C و B ،A ماتریس�های اگر .٨.۵.٢ ملاحظه
مͬ�افتد اتفاق k از متناهͬ تعداد برای فقط چیزی چنین نباشد. یͺسانͬ اندیس دارای kمختلف مقادیر برای
برای NF,k ساختار است ممͺن مشابه، طور به ببینید). را ١٢.۵.٢ (مثال مͬ�نامیم اندیس پرش را آن که
اندیس دارای مسائل دسته با کیفͬ صورت به مسائلͬ چنین ببینید). را ١٣.۵.٢ (مثال نماید تغییر k مقادیر
دیفرانسیل-جبری معادلات از دیͽری دسته به آنها تخصیص که طوری به هستند متفاوت یͺنواخت زمانͬ

است. مزیت ͷی جزئͬ

از مͬ�توان ϵ پارامتر انتخاب و (١٢.٢) جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله روی لاپلاس تبدیل اعمال با
پارامترهای زیرا نمͬ�شوند ظاهر فوریه تبدیل در مشابه شرایط کرد. دوری NL,ϵ متغیر ساختار و اندیس پرش

هستند. ثابتͬ گسسته کمیت�های k = ١, ٢, ... برای λk

است. دیفرانسیل-جبری معادله ͷی (١٢.٢) دستͽاه ،vn,x = ٠ و vn,t = ٠ برای .٩.۵.٢ ملاحظه

vL = ٢ که مͬ�شود داده نشان سادگͬ به ،١.۴.٢ مثال جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله برای .١٠.۵.٢ مثال
.vd,t = ٢ و vd,x = ٣ یعنͬ

و باشد ٢ با برابر n مقدار ،(١٢.٢) جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله در کنید فرض .١١.۵.٢ مثال

A =

[
١ ٠
٠ ٠

]
, B =

[
−b١ −b٢

٠ ٠

]
, C =

[
c١ c٢
c٢١ ٠

]
.

.vd,x = ١ و vL = ١ داریم: b٢ ̸= ٠ برای دیͽر، طرف از .vd,x = ٣ و vL,ϵ = ٢ داریم: b٢ = ٠ برای
.vd,t = ٢ b٢ها، همه برای همچنین،

مͬ�باشند. NF,k ساختار تغییر و پرش اندیس از نمونه�هایͬ بعدی مثال�های

دیریͺله همͽن مرزی شرایط و بوده منتظم B منفرد، A ،n = ٢ کنید فرض .١٢.۵.٢ مثال

φ(l, t) = φ(−l, t) = ٠

که مͬ�گیریم نتیجه (٢۶.٢) از است منتظم B که خاص حالت در باشند. شده داده t ∈ [٠, tf ] برای
باشند: شده داده زیر صورت به R٢×٢ در C و B ،A ماتریس�های کنید فرض .ρk(t) = ٠

A =

[
١ ٠
٠ ٠

]
, B =

[
b١ b٢
b٣ b۴

]
, C =

[
c١ c٢
c٣ c۴

]
.
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که اگر است منتظم (A, λKB + C) ماتریس مداد

{b۴λk = −c۴ , (b٢λk + c٢)(b٣λk + c٣) ̸= ٠}

یا

b۴λk ̸= −c۴.

مداد برای ریس اندیس صورت، این در باشد. منتظم vA + λk(B + C) که باشد طوری v کنید فرض
از است عبارت ماتریس

ind(A, λkB + C) = ind(vA+ λk(B + C)) =

{
١, λk ̸= −c۴
٢, λk = −c۴

داشت: خواهیم و

،k = ١, ٢, ... هر برای b۴λk ̸= c−۴ هرگاه است ١ برابر یͺنواخت زمانͬ اندیس -

،b۴ = c۴ = ٠ هرگاه است ٢ برابر یͺنواخت زمانͬ اندیس -

.k برای λk = − c۴
b۴
اگر پرش اندیس -

بردن کار به با .Dk = det(λkB + C) یعنͬ باشد منتظم k > ٠ تمام برای λkB + C ماتریس کنید فرض
ارائه را (٢۶.٢) دیفرانسیل-جبری معادله جواب از زیر نمایش مͬ�توانیم ،(λkB+C)−١A نرمال جردن فرم

دهیم.
جواب باشد ١ ریس اندیس دارای (A, λkB+C) ماتریس مداد اگر یعنͬ ،b١λk ̸= −c۴ که حالتͬ برای

از است عبارت φ̂k = (φ̂k١ , φ̂k٢)
T

φ̂k(t) = φ̂k(٠)١


١

−b٣λk + c٣

b۴λk + c۴

 e
−

Dk

b۴λk + c۴
t

+


٠

١
b۴λk + c۴

 P̂k٢(t)

+


١

−b٣λk + c٣

b۴λk + c۴

∫ t

٠
(P̂k١(τ)−

b٢λk + c٢

b۴λk + c۴
P̂k٢(τ))e

Dk
b۴λk+c۴

(τ−t)
dτ,

بایستͬ k = ٠ برای .φ̂k = (φ̂k١ , φ̂k٢)
T که

ûk(٠) =

ûk(٠)١

ûk(٠)٢

 = ûk(٠)١


١

−b٣λk + c٣

b۴λk + c۴

+


٠

١
b۴λk + c۴

+ P̂k(٠)٢.

مͬ�آوریم: دست به را راست سمت تابع و اولیه مقادیر بین سازگاری شرط طریق این از

P̂k(٠)٢ = (b٣λk + c٣)φ̂k(٠)١ + (b۴λk + c۴)φ̂k(٠)٢.
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صورت به و مͬ�گردد تعیین P̂k(٠)٢ و φk(٠)١ توسط یͺتایͬ طور به φ̂k(٠)٢ ،φ̂k(٠)١ کردن وارد از پس
مͬ�گردد. معین دلخواه

زیر صورت به b۴λk = −c۴ برای (٢۶.٢) جواب

φ̂k(t) =


P̂k٢ (t)

b٣λk+c٣

(b٣λk + c٣)P̂k١(t)− (b١λk + c١)P̂k٢(t)− P ′
k٢
(t)

(b٢λk + c٢)(b٣λk + c٣)


از عبارتند سازگاری شرایط و مͬ�شود داده

φ̂k(٠)١ =
P̂k(٠)٢
b٣λk + c٣

,

φ̂k(٠)١ =
(b٣λk + c٣)P̂k(٠)١− (b١λk + c١)P̂k(٠)٢− P ′

k٢
(٠)

(b٢λk + c٢)(b٣λk + c٣)
,

کنیم. وارد را φ̂k(٠)٢ نه و φ̂k(٠)١ نمͬ�توانیم کلͬ حالت در که معنͬ این به
مͬ�کنیم فرض یعنͬ است φ(x, t) تابع k-ام فوریه�ای ضریب عنوان به (٢۶.٢) در φ̂k(t) جواب تعبیر

لذا و هستند ϕk(x) توابع حسب بر فوریه�ای سری بسط دارای P (x, t) راست سمت تابع و φ(x, t)

φ(x, t) =
∞∑
k=١

φ̂k(t)ϕk(x).

معادلات تمام جزئͬ، دیفرانسیل-جبری معادله برای ١ برابر یͺنواخت دیفرانسیلͬ اندیسزمانͬ برای بنابراین،
مسائل این تمام برای که معنͬ این به هستند. ͷی دیفرانسیلͬ اندیس دارای (٢۶.٢) دیفرانسیل-جبری�های
سمت تابع از را سازگار φ̂k(٠)٢ فردی به منحصر طور به ،φ̂k(٠)١ کردن تعیین با مͬ�توانیم اولیه، مقدار

نماییم. محاسبه φ̂k(٠)١ و راست
سازگاری ،(mIC = {١} (یعنͬ مثال این در q(x) اول مولفه برای (١۶.٢) اولیه شرایط کردن تعیین با
یͺنواخت زمانͬ اندیس حالت در مشابه، طور به مͬ�شود. حاصل راست سمت توابع و اولیه مقادیر بین اولیه
راست سمت تابع توسط طور به آن زیرا کنیم تعیین را اولیه�ای شرط هیچ نمͬ�توانیم (mIC = ∅ (یعنͬ ٢ برابر
مثال، در است. دشوار اندیس پرش حالت در φ̂k(t) با سازگار ١۶.٢ اولیه شرایط تعیین مͬ�شود. تعیین
سایر مͬ�شود. داده راست سمت تابع توسط φ١(t, ٠) فوریه�ای ضریب j-امین و j > ٠ ͷی برای λj = −c۴

b۴
کرد تعیین نمͬ�توان فوریه�ای، آنالیز بدون بنابراین، هستند. آزاد پارامترهای φk(٠)١ ،k ̸= j فوریه�ای ضرایب

گردد. تعیین ١٢.٢ جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله برای اولیه�ای شرایط چه که

باشند: شده داده زیر صورت به C و B ،A ماتریس�های و n = ۴ کنید فرض .١٣.۵.٢ مثال

A =


٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

 , B =


−١ ٠ ٠ ٠

٠ −١ ٠ ٠
٠ ٠ −١ ٠
٠ ٠ ٠ −١

 , C =


١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ١
٠ ٠ ١ c

 .



٣٧ جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادلات اندیس .۵.٢

ͷی برای کنید فرض .k ∈ N مقادیر تمام برای است ٢ ریس اندیس دارای (A, λkB + C) ماتریس مداد
مͬ�دهد: نتیجه (A, λkB + C) مداد و (A, λk̄B + C) مداد از (٢٧.٢) کرونͺر تبدیل .C = λk̄ ،k̄ ∈ N

و b = λk − c ،a = ١ − λk

PF,k̄A


١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ − c ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ١ ٠

 =


٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠



PF,kA


٠ ١ ١ ١
٠ ٠ a ٠
b ٠ ٠ ٠
١ ٠ ١ ١

 =


٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠


از است. k ̸= k̄ و NF,k ∈ R٣×٣ ماتریس مانند دیͽری ساختاری دارای NF,k̄ ∈ R۴×۴ ماتریس یعنͬ
φk(t) = QF,k(y

T
k , Z

T
k )

T از اما مͬ�شود، تعیین راست سمت تابع توسط φk̄(٠) که مͬ�شود نتیجه (٣٣.٢)
دوباره گردد. انتخاب مͬ�تواند φk(٠) از سوم مولفه از مقدار هر k ̸= k̄ تمام برای که مͬ�آوریم دست به
تخصیص را (١٢.٢) جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله اولیه شرایط مͬ�توان طریقͬ چه به که نیست مشخص

دهیم.

اغتشاشͬ اندیس ٣.۵.٢

جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله برای اغتشاشͬ اندیس داشتن ،vd,t و vd,x دیفرانسیلͬ اندیس بر علاوه
فوریه�ای تبدیلات پایه بر اغتشاشͬ اندیس�های از گونه چندین معادلات این برای است. مفید نیز (١٢.٢)
معادله مشخصه تعیین برای اندیس این اندیس�ها، سایر میان از ببینید). را [۶] (منبع مͬ�شوند تعریف
خطوط). روش (مانند است استفاده قابل عددی جواب برای روش�ها به نسبت جزئͬ دیفرانسیل-جبری

برای اغتشاشͬ اندیس تعمیم�یافته که مͬ�کنیم انتخاب را اغتشاشͬ اندیس از گونه�ای رساله، این در
اغتشاشͬ اندیس جفت ͷی واقعا اغتشاشͬ اندیس که است این بر تاکید است. دیفرانسیل-جبری معادلات
یͺنواخت دیفرانسیلͬ زمانͬ اندیس و vd,x مͺانͬ اندیس از متفاوت این است. (x, t) فضای در شده تعریف
جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله روی فوریه�ای تبدیل و لاپلاس تبدیل ͷی از بعد ترتیب به که است vd,t

.٠ < t٠ ≤ tf و I = [٠, t] کنید فرض مͬ�شوند. تعریف

اغتشاشͬ اندیس جفت دارای (١٢.٢) جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله (i) شرط تحت .١۴.۵.٢ تعریف
مثبت صحیح اعداد کوچͺترین k و m اگر و است، [−l, l]× [٠, tf ] روی φ(x, t) جواب همراه به [m, k]p

کاستͬ با φ̂(x, t) تمام برای که باشند

Aφ̂t(x, t) +Bφ̂xx(x, t) + Cφ̂x(x, t) +Dψ(x, t) = P (x, t) + δ(x, t)

باشد: داشته وجود زیر صورت به تقریب ͷی [−l, l]× [٠, tf ] روی دیریͺله مرزی شرایط برای

∥φ̂(x, t)− φ(x, t)∥ ≤ C٠(∥φ̂(٠, x)− φ(x, t)∥+
m−١∑
i=٠

k−١∑
j=٠

max
τ∈I

∥∂
i+jδ(τ, x)

∂τ i∂xj
∥)

+ C١ max
τ∈I

(∥φ̂(τ,−l)− φ(τ,−l)∥+ ∥φ̂(τ, l)− φ(τ, l)∥),
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دیفرانسیل-جبری معادله در اغتشاش عنوان به δ باشد. ͷکوچ کافͬ اندازه به راست سمت عبارت باید و
وابسته�اند. δ و x ،t به که فرضمͬ�شوند متناهͬ نامنفͬ ثابت مقادیر C١ و C٠ مͬ�شود. تعبیر (١٢.٢) جزئͬ
جایͽزین زیر عبارت با راست سمت دوم سطر (k = ١ با (١۵.٢) معادله (در نیومن مرزی شرایط برای

مͬ�گردد:

C١
∑

j∈mBC

max
τ∈I

(
∥∂(φ̂j(τ,−l)− φj(τ,−l))

∂x
∥SC + ∥∂(φ̂j(τ, l)− φj(τ, l))

∂x
∥SC

)
+ C٢

∑
j /∈mBC

max
τ∈I

( ∥φ̂j(τ,−l)− φj(τ,−l)∥+ ∥φ̂j(τ, l)− φj(τ, l)∥) ,

است. متناهͬ نامنفͬ ثابت ͷی C٢ و است اسͺالر ͷی از مناسب نرم ͷی ∥ · ∥SC آن در که

صورت، این در مͬ�شوند. صفر x حسب بر مشتقات تمام آنͽاه باشد نداشته وجود x به ͬͽوابست اگر
بود. خواهد دیفرانسیل-جبری معادلات برای اغتشاشͬ اندیس همان دقیقا تعریف این

مͺانͬ و زمانͬ اندیس�های و اغتشاشͬ اندیس رابطه ۴.۵.٢

در شده تعریف دیفرانسیلͬ اندیس دو و [m, k]p اغتشاشͬ اندیس جفت بین رابطه�ای شرایط، برخͬ تحت
مساله برای را φ̂ و است شده داده اغتشاش ͷی که مͬ�کنیم فرض آن، دادن نشان برای دارد. وجود قبل

مͬ�کنیم. تعیین را تعریف در شده داده اغتشاش با جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله اولیه مرزی مقدار

نماید. صدق ((ii) (شرط نمو شرط در و بوده هموار کافͬ اندازه به φ̂ و tf = ∞ کنید فرض .١۵.۵.٢ لم
ͷی و باشد جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله برای مͺانͬ دیفرانسیلͬ اندیس vd,x کنید فرض این، بر علاوه
دیفرانسیل-جبری معادله اغتشاشͬ اندیس جفت آنͽاه باشد. داشته وجود vd,t یͺنواخت دیفرانسیلͬ اندیس

مͬ�شود. داده [m, k]p = [vd,t, vd,x] صورت به جزئͬ

رخ φ̂(x, t) در که x و t به نسبت δ اغتشاش مشتق مرتبه بالاترین که شود داده نشان است کافͬ برهان.
مͬ�کنیم استفاده φ̂ تابع نمایش دو از منظور این برای هستند. (vd,x−١) و (vd,t−١) برابر ترتیب به مͬ�دهند
تبدیل با نمایش ͷی و فوریه سری توسط نمایش ͷی) است فرد به منحصر و موجود مفروضات، تحت که
نسبت δ مشتق ،(١٢.٢) جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله در P جای به P + δ دادن قرار با ابتدا لاپلاس).
P̄k(t) + Pk(t) فوریه تبدیل در زمانͬ مشتق مرتبه بالاترین ،١.٢ بخش به توجه با مͬ�گیریم. نظر در را x به
و نمͬ�دهد تغییر را زمان به نسبت مشتق مرتبه فوریه، معͺوس تبدیل آنجایͬ�که از است. (vF,k −١) مرتبه از
مرتبه بالاترین که مͬ�گیریم نتیجه (vF,k = vF (یعنͬ است یͺنواخت زمانͬ اندیس که مͬ�شود فرض چون
.(٧.۵.٢ (تعریف m = vF = vd,t یعنͬ این اما است. (vF − ١) با برابر (x, t) فضای در δ از زمانͬ مشتق
از اینجا در باشد. δ(x, t) از x به نسبت مشتق مرتبه بالاترین φ̂(x, t) که مͬ�کنیم فرض دوم، قسمت در

مͬ�کنیم. استفاده φ̂(x, t) لاپلاس تبدیل

φ̂ϵ(x) = QL,ϵ(û
T
ϵ (x), ω̂

T
ϵ (x))

تبدیل از مشتق مرتبه که مͬ�بینیم (٢۴.٢) معادله و (iv)-(i) فرضیات از دارد. وجود φ̂ϵ لم مفروضات با
تعریف از و نمͬ�دهد تغییر را x به نسبت مشتق مرتبه لاپلاس تبدیل چون است. ٢vL−٢ مرتبه از δϵ لاپلاس
همان دقیقا این ۴.۵.٢ تعریف به توجه با گردد. انتخاب باید k = ٢vL − ١ که مͬ�گیریم نتیجه ١۴.۵.٢
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است vF − ١ برابر مͬ�دهد رخ φ̂ در که δ زمانͬ مشتق بالاترین آنجایͬ�که از .k = vd,x یعنͬ است vd,x
مͬ�گردد. کامل اثبات

و φ که مͬ�کنیم انتخاب را tf = ∞ ،(١.۴.٢) مثال جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله برای .١۶.۵.٢ مثال
برقرار (١۵.۵.٢) لم مفروضات آنͽاه نمایند. صدق ((ii) (شرط نمو شرط ͷی در (مولفه�وار) دو هر φ̂

جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله جواب از همچنین، .[m, k]p = [٢, ٣] داریم: (١٠.۵.٢) مثال در هستند.
حالت در نمͬ�شود. ظاهر φ̂(x, t) در δ(x, t) از مͺان) و زمان به (نسبت آمیخته مشتق هیچ که مͬ�بینیم
از سادگͬ به نه، یا مͬ�شود ظاهر ∥φ̂(x, t) − φ(x, t)∥ تقریب در آمیخته�ای مشتق آیا که سوال این کلͬ،

مͬ�گردد. مشخص φϵ(x) لاپلاس تبدیل

کنترل نظریه در جزئͬ دیفرانسیل�جبری معادله کاربرد ۶.٢

(غذایͬ) تغذیه�ای زنجیره و زیستͬ بازسازی سیاست�های ١.۶.٢

تا است شده ساخته دریاچه کنار در گیاهͬ آزمایشͬ تالاب ͷی زیستͬ، احیای به پرداختن در تلاش برای
را دریاچه در موجود مغذی مواد خارجͬ بارگذاری ترتیب این به .[٢٢] شوند حفظ آن نیترات و فسفات
در بیشتر بررسͬ امͺان که دارد وجود تالاب این نͽهداری ظرفیت مورد در اطلاعاتͬ داد. کاهش مͬ�توان
(کنترل خارجͬ مغذی مواد بارگذاری کاهش مͬ�کند. فراهم را اضافͬ بازسازی سیاست�های به نیاز مورد
آبͬ بدنه�های در که مغذی مواد بازیافت نباشد. کافͬ آب کیفیت بهبود برای است ممͺن بالا) به پایین از
آنها، میان در مͬ�شود. ضروری دریاچه درون بازسازی استراتژی�های از استفاده طوری�که به مͬ�شود انجام
مانند ͬͺهیدرولوژی اقدامات فسفر، داخلͬ آزادسازی کاهش برای آلومینیوم یا آهن با رسوب تثبیت لایروبͬ،
نظریه اساس بر که دریاچه بازسازی تͺنی�ͷهای است. شده اعمال زیستͬ دستͺاری و جداسازی ،͹فلاشین
در پایین به بالا از کنترل تئوری اساس بر روش این مͬ�شوند. نامیده زیستͬ دستͺاری است غذایͬ زنجیره
کنترل مصرف�کننده تغذیه�ای زنجیره حلقه�های توسط تغذیه�ای ساختار آن در که دریاچه�ها دریایͬ جامعه
یا ماهͬ�خوار ماهͬ ذخیره یا زئوپلانͺتون ماهیان برداشتن که است این اصلͬ ایده مͬ�شود. پشتیبانͬ مͬ�شود
گیاه�خوار زئوپلانͺتون توسط فیتوپلانͺتون جامعه روی بر بالا مصرف فشار تا دهیم انجام را دو هر از ترکیبͬ
پایین از (کنترل رجوع کنترل نظریه برخلاف تغذیه زنجیره پایین به بالا از کنترل تئوری اگرچه شود. حفظ
انجام دریاچه مدیریت اهداف برای هم با باید مغذی مواد بارگیری کاهش و زیستͬ دستͺاری است، بالا) به

شود.

آب خوراک ͬͽانباشت مدل ٢.۶.٢

معادلات از مجموعه�ای طریق از مͬ�توان را مͬ�افتند اتفاق آبͬ بدنه�های در که بیوژئوشیمیایͬ فرآیندهای
حاصل آب ستون امتداد در اصلͬ اجزای برای ͬͺدینامی جرم تعادل از که داد نشان جزئͬ دیفرانسیل-جبری

مͬ�شود.
دیفرانسیل-جبری معادلات مجموعه به گسسته�سازی با حاصل جزئͬ دیفرانسیل-جبری مدل اینجا در
مشاهده داده�های مͬ�شود. تبدیل معمولͬ دیفرانسیل معادلات سیستم ͷی به آب افقͬ لایه هر برای معمولͬ

است. کرده فراهم را آب لایه دو در گسسته�سازی امͺان مخزن برای موجود شده
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اکسیژن تریا)، سیانوباک و کلروفیتا دیاتوم�ها، شͺل (به فیتوپلانͺتون�ها روی بر پویا اجزای جرم موازنه
آلͬ فسفر و فسفات آلͬ، نیتروژن آمونیوم، نیترات، شامل که مغذی مواد و اکسیژن بیوشیمیایͬ نیاز محلول،
و مستلزم مقاصد برای خروجͬ�ها سرشاخه�ها، از جزء ورودی�های شامل ترازها است. شده فرموله است
دریاچه حجم تغییرات همچنین مͬ�شود، لایه�ها بین انتقال و مصرف و تولید شرایط رودخانه، خود و صنعتͬ
حاصل ورودی�های کلͬ جرم موازنه دیͽر، طرف از مͬ�گیرد. نظر در را بالایͬ) لایه ارتفاع تغییر طریق (از
تابش دما، مشخصات نمایانͽر جبری معادلات مͬ�گیرد. نظر در را تبخیر از ناشͬ خروجͬ�های و باران از
نرخ، معادلات بر موثر عوامل از بسیاری و نرخ معادلات بر علاوه رودخانه، ورودی جریان و خورشیدی

است. مغذی مواد و خورشیدی تابش اثر مانند

آب خوراک چرخه در کنترل مراحل :١.٢ شͺل
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کل جرم توازن

dhT
dt

=
١
A
[Qrain −Qevap +

NIN∑
k=١

QINk
− ١
A

NOUT∑
m=١

QOUTm ]. (٣۴.٢)

دیاتوم�ها، سیانوباکتری�ها، :j پایین، لایه :L بالایͬ، لایه :U) افقͬ لایه�های برای اجزا جرم موازنه
محلول) اکسیژن اکسیژن، بیوشیمیایͬ نیاز آلͬ، فسفر فسفات، آلͬ، نیتروژن آمونیوم، نیترات، کلروفیت�ها،

بالایͬ لایه

dCUj

dt
=

NIN∑
k=١

QINU,k

VU
CINUjk −

NOUT∑
m=١

QOUTU

VU
CUJ + rUj

− kdA

△hUhU
(CUj − CLj)−

CUj

hU

dhU
dt

. (٣۵.٢)

پایینͬ لایه

dCLj

dt
=

NOUT∑
m=١

QOUTL

VL
CLj + rLj −

kdA

△hLhL
(CLj − CUj)−

CLj

hL

dhL
dt

. (٣۶.٢)

و L اندیس�های که مͬ�دهد نشان لایه هر برای را را جزء و کلͬ جرم توازن (٣۶.٢)-(٣۴.٢) معادلات
در است شده گرفته نظر در ثابت VL یعنͬ پایینͬ لایه حجم دارند. اشاره بالایͬ و پایینͬ لایه به ترتیب به U

شده�اند. داده نمایش hU با آن ارتفاع و VU با بالایͬ لایه حجم در کل حجم تغییرات حالͬ�که
جلب�ͷها هستند. فسفر و نیتروژن اصلͬ مغذی مواد مͬ�شود مربوط اوتروفیͺاسیون کنترل به آنجایͬ�که تا

مͬ�شوند: تولید فتوسنتز طریق از

١٠۶CO٢ + ١۶NO−
٣ +HPO٢−

۴ + ١٢٢H٢O + ١٨H+

پرتوخورشیدی −→ C١٠۶H٢۶٣N١۶P + ١٣٨O٢.

عنوان به فسفات کلͬ، طور به است. نیاز مورد ͷجلب رشد کردن محدود برای عنصر ͷی کنترل بنابراین،
کنترل و مͬ�شود گرفته نظر در شیرین آب اکوسیستم�های در اولیه بهره�وری برای کننده محدود غذایͬ ماده
مͬ�شود. گرفته� نظر در کار این در همان�طوری�که است مدیریتͬ اهداف برای استراتژی بهترین معمولا آن

طبیعͬ، مرگ تنفس، از ناشͬ تلفات و تولید فیتوپلانͺتون�ها گروه�های برای نرخ معادلات فیتوپلانͺتون:
مͬ�گیرد. نظر در را گیاه�خوار زئوپلانͺتون�های توسط شدن ته�نشین

rij = Rij,growth −Rij,resp −Rij,death −Rij,settling −Rij,graz, (٣٧.٢)

.j = cyano, diatom, chlorophyte و i = UL,LL آن در که
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مغذی مواد بودن دسترس در و آب دمای خورشید، تابش از تابعͬ فیتوپلانͺتون گروه سه رشد سرعت
انجام ضربͬ مدل ͷی دنبال به فیتوپلانͺتون�ها رشد سرعت بر مغذی مواد و خورشیدی تابش اثر است.

مͬ�شود.

Rij, = ki,f(T )ijf(I)ijf(N)ijCij , (٣٨.٢)

.j = cyano, diatom, chlorophyte و i = UL,LL آن در که
.(٢٠٠۴) مͬ�کند پیروی همͺارانش و ۴͹ژان از فیتوپلانͺتون گروه سه برای دما محدودیت تابع

f(T )ij = −(Ti − Topti)
٢

T ٢
opti

+ ١, (٣٩.٢)

.j = cyano, diatom, chlorophyte و i = UL,LL آن در که
بیر قانون با همراه فیتوپلانͺتون�ها، رشد بر خورشیدی تابش کنترل گرفتن نظر در برای Steele تابع

مͬ�شود. اعمال عمق با ورودی خورشیدی تابش انقراض تنظیم برای

f(I)ij =
Ioi
Ioptj

exp(١ − Ioi
Ioptj

), (۴٠.٢)

و j = cyano, diatom, chlorophyte ،i = UL,LL آن در که

Ioi =
I[١ − exp(−Ke△Di)]

Ke△Di
, (۴١.٢)

Ke = K١ +K٢

∑٣
j=١ Cj

ccl
, (۴٢.٢)

است. نور خاموشͬ ضریب Ke و ly واحد حسب بر روز ͷی در ورودی خورشیدی تابش I آن در که

f(N)ij =
Ci,PO۴

Ci,PO۴ +KPi

,
CSii

CSii +KSj

, i = UL,LL j = diatom, (۴٣.٢)

f(N)ij =
CPO۴j

CPO۴j +KPi

, i = UL,LL j = cyano, chlorophyte. (۴۴.٢)

شده�اند: داده زیر صورت به طبیعͬ میر و مرگ نرخ و فیتوپلانͺتون تنفس

Rij,resp = kj,respθ
(T−٢٠)
r Cij , (۴۵.٢)

Rij,death = kj,respθ
(T−٢٠)
m Cij , (۴۶.٢)

.j = cyano, diatom, chlorophyte و i = UL,LL آن در که
نظر در را سلول�ها شدن ته�نشین که عبارتͬ هستند آب از متراکم�تر فیتوپلانͺتون گونه�های آنجایͬ�که از

مͬ�شود: لحاظ هم مͬ�گیرد

Rij,settling = kj,settling
Cij

hi
, (۴٧.٢)

۴Zhang



۴٣ کنترل نظریه در جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله کاربرد .۶.٢

گیاه�خوار زئوپلانͺتون�های چرای میزان .j = cyano, diatom, chlorophyte و i = UL,LL آن در که
از است عبارت

Rij,graz = kj,graz
Cij

Cij +Kgraz
, (۴٨.٢)

.j = cyano, diatom, chlorophyte و i = UL,LL آن در که
مغذی، مواد ͷسینتی رشد، نرخ حداکثر بین تفاوت با فیتوپلانͺتون گروه سه برای رشد نرخ در تفاوت
مغذی مواد داخلͬ مغذی مواد بازیافت توصیف به باید ویژه توجه مشخصمͬ�شود. دما نیازهای و بهینه نور
همچنین و مͬ�افتد، اتفاق آب بدن در که را شیمیایͬ و ͬͺبیولوژی فرآیندهای درک امͺان که شود معطوف

مͬ�دهد. را بازسازی مختلف استراتژی�های زیربنای مفهوم



٣ فصل

روش با جزئͬ دیفرانسیل�جبری معادله حل
پترو�گالرکین محلͬ شبͺه بدون

شعاعͬ پایه�ای توابع شبͺه فاقد درونیاب و جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله ͷخاصی فرم ابتدا فصل، این در
دیفرانسیل-جبری معادله بر شبͺه فاقد روش پایداری بررسͬ به سپس و مͬ�کنیم معرفͬ را فشرده محمل با
شبͺه فاقد روش ͷکم به را خطͬ دیفرانسیل-جبری معادله عددی حل الͽوریتم ادامه، در پردازیم. مͬ

مͬ�دهیم. نشان را روش کارایͬ عددی نمونه چند حل با و کرده تشریح پترو-گالرکین

جزئͬ دیفرانسیل�جبری معادله ١.٣

:[٣٩] مͬ�گیریم نظر در Γ مرز به محدود و Ω دامنه روی را زیر جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله

AΨt(x, t) +BΨxx(x, t) + CΨx(x, t) +DΨ(x, t) = P (x, t), (١.٣)

که

t ∈ [t٠, tf ] , x ∈ [x١, x٢] , A,B,C,D ∈ Rn×n

و

Ψ, P : [x١, x٢]× [t٠, tf ] → Rn.

معادله آنͽاه باشند C = ٠ و B = ٠ اینͺه یا و A = ٠ اگر خاص، حالت�های در که است ذکر قابل
شد. خواهد تبدیل دیفرانسیل-جبری معادله ͷی اینͺه یا و معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی فرم به نظر مورد
کند: صدق زیر اولیه و مرزی شرایط در فوق جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله که است لازم کلͬ، حالت در

EΨ(x, t) + F
∂Ψ(x, t)

∂n
= q(x, t), (٢.٣)

و x ∈ Γ ،t ∈ [t٠, tf ] که

Ψ(x, t٠) = Ψ٠(x), (٣.٣)

۴۴



۴۵ فشرده محمل با شعاعͬ پایه�ای توابع .٢.٣

مͬ�باشند معلوم توابع Ψ٠ و q : [x١, x٢]× [t٠, tf ] → Rn هستند، معلوم ماتریس�های F و E �که طوری به
مͬ�باشد. نرمال بردار مشتق ∂Ψ(x,t)

∂n و
دیفرانسیل- معادله در که حالتͬ برای را جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله از تعریفͬ [٣٩] ١ͷزال مارک
به اولیه و مرزی شرایط است. کرده ارائه ،x٢ = l و x١ = ٠ ،C = ٠ باشیم: داشته (١.٣) جزئͬ جبری

صورت
Ψ(٠, t) = ٠, Ψ(l, t) = ٠, Ψ(x, ٠) = q

مͬ�کنند. صدق اولیه و مرزی شراط در و هستند هموار کافͬ اندازه به q و P که مͬ�باشند

فشرده محمل با شعاعͬ پایه�ای توابع ٢.٣

مͬ�شود استفاده متغیره چند تقریب نظریه در قوی ابزار ͷی عنوان به شعاعͬ توابع از استفاده با درونیابͬ
با شعاعͬ پایه�ای توابع شد. ایجاد فشرده محمل با شعاعͬ پایه�ای توابع که زمانͬ از ویژه به ،[۵٧ ،۴٨]
پایه�ای تابع ͷی شده، داده C٢p درجه از بودن هموار و بعد هر برای همیشه که داد نشان فشرده محمل
مͬ�باشد. فرد به منحصر و دارد وجود مینیمال درجه از ی�ͷمتغیره چندجمله�ای ͷی فرم به اکید مثبت شعاعͬ
[۵٢] (ζ١ − ζ۴) وندلند و [۵۴] (ζ۵, ζ۶) وو توسط که فشرده محمل با شعاعͬ پایه�ای توابع مختلف انواع

گرفت. خواهند قرار استفاده مورد تحقیق این در که کرده�ایم ارائه زیر در را شده�اند معرفͬ

ζ١
i (x) = (١ − δi

si
)٢, ٠ ≤ δi ≤ si,

ζ٢
i (x) = (١ − δi

si
)۴(١ + ۴

δi
si
), ٠ ≤ δi ≤ si,

ζ٣
i (x) = (١ − δi

si
)۶(٣ + ١٨

δi
si

+ ٣۵
δ٢
i

s٢
i

), ٠ ≤ δi ≤ si,

ζ۴
i (x) = (١ − δi

si
)١)٨ + ٨

δi
si

+ ٢۵
δ٢
i

s٢
i

++٣٢
δ٣
i

s٣
i

), ٠ ≤ δi ≤ si,

ζ۵
i (x) = (١ − δi

si
)۵(٨ + ۴٠

δi
si

+ ۴٨
δ٢
i

s٢
i

+ ٢۵
δ٣
i

s٣
i

+ ۵
δ۴
i

s۴
i

), ٠ ≤ δi ≤ si,

ζ۶
i (x) = (١ − δi

si
)۶(۶ + ٣۶

δi
si

+ ٨٢
δ٢
i

s٢
i

+ ٧٢
δ٣
i

s٣
i

+ ٣٠
δ۴
i

s۴
i

+ ۵
δ۵
i

s۵
i

), ٠ ≤ δi ≤ si, (۴.٣)

صورت این غیر در و

،k = ١, . . . , ۶ برای ζki (x) = ٠

که

،xi to x نقطه تا فاصله δi •

،xi نقطه در محمل اندازه si •

i-ام. گره xi •
١Marszalek



۴۶ پترو-گالرکین محلͬ شبͺه بدون روش با جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله حل .٣

مͬ�توان را شعاعͬ پایه�ای توابع آنͽاه باشد Ω(i)
s زیردامنه در تابع از تقریبͬ Φi که بͽیریم نظر در اگر حال

نوشت: زیر صورت به

ϕi(x) = ζT (x)a, x ∈ Ω(i)
s ,

.i = ١, . . . , Q که xi پراکنده نقاط از تعدادی روی بر
زیر صورت به خطͬ معادلات از دستͽاهͬ فشرده، محمل با پایه�ای توابع توسط درونیابͬ از بعد اکنون

داشت: خواهیم
ζ٠a = Φ,

که طوری به

Φ =


ϕ١
ϕ٢
· · ·
ϕQ

 , ζ٠ =


ζ١(x١) ζ٢(x١) · · · ζQ(x١)
ζ١(x٢) ζ٢(x٢) · · · ζQ(x٢)

... ... ... ...
ζ١(xQ) ζ٢(xQ) · · · ζQ(xQ)

 ,

ضرایب بردار a ،xi مراکز با هستند شعاعͬ پایه�ای توابع مجموعه ζT (x) = [ζ١(x), ζ٢(x), · · · , ζN (x)] که
هستند. گره�ها در مقادیر i = ١, · · · , Q برای ϕiها و مͬ�باشد

است. نامنفرد ζ٠ ماتریس که گرفت نتیجه مͬ�توان هستند معین مثبت شعاعͬ پایه�ای توابع که آنجایͬ از
مͬ�آوریم: دست به را زیر رابطه ،(٢.٣) معادله طرفین در ζ−١

٠ ضرب با بنابراین،

a = ζ−١
٠ Φ. (۵.٣)

نوشت: زیر صورت به مͬ�توان را Φ(x) تقریب تابع نتیجه، در

Φ(x) = ζ ζ−١
٠ Φ =

Q∑
i=١

χi(x)Φ, (۶.٣)

دارای و مͬ�باشد زیردامنه در پراکنده نقاط به وابسته که است گره�ای شͺل تابع χ(x) = ζ(x)ζ−١
٠ که

نوشت: زیر فرم به مͬ�توان را گره�ای شͺل توابع هست. کرونͺر دلتای خاصیت

χi(x) =

Q∑
j=١

ζj(x)(ζ
−١
٠ )ji.

آورد: دست به زیر صورت به را توابع این مشتق مͬ�توان همچنین،

∂χ(x)

∂xk
=
∂ζ(x)

∂xk
ζ−١

٠ =

[
∂ζ١(x)

∂xk

∂ζ٢(x)

∂xk
· · ·

∂ζQ(x)

∂xk

]
ζ−١

٠



۴٧ فشرده محمل با شعاعͬ پایه�ای توابع .٢.٣

که ،k = ١, . . . , n برای

∂χj(x)

∂xk
=

Q∑
i=١

∂ζi(x)

∂xk
(ζ−١

٠ )ij (٧.٣)

و j = ١, . . . , Q برای
∂ζi(x)

∂xk
=
∂ζi(x)

∂δi

∂δi
∂xk

و ∂δi
∂xk

=
xk − xik
δi

.

پراکنده نقاط انتخاب ١.٢.٣

و حل فرايند در به�سزايͬ تاثير صورت مرز و دامنه پوشش منظور به نقاط انتخاب شبͺه، بدون روش�های در
نقاط بايد مسئله مرز و دامنه وضعيت همچنين و آن شرايط و مسئله به توجه با داشت. خواهد جواب دقت
مͬ�گيرند. قرار استفاده مورد پرتعدادی روش�های نقاط انتخاب برای شود. انتخاب مناسب شͺل به پراكنده

مͬ�كنيم. اشاره نقاط انتخاب برای روش چند به ادامه در

متساوی�الفاصله نقاط

مͬ�شود. گرفتـه نظـر در يͺـديͽر از مختصات محورهای جهت در مسـاوی فواصـل با كه نقاطͬ

پادوا نقاط

در درجه نود دوران با است. واحد مربع روی دومتغیره تابع درونیابͬ برای نقاط از مجموعه�ای پادوا نقاط
منحنͬ روی نقاط از نمونه�ای پادوا نقاط مͬ�آیند. به�دست پادوا نقاط از مختلف خانواده چهار جهت، چهار
متفاوت خانواده چهار از ͷی هر در مولد منحنͬ �طوری��که به مͬ�شوند نامیده مولد منحنͬ که است پارامتری

است: زیر صورت به n > ٠ برای اول خانواده مولد منحنͬ روی نقاط مختصات مثال برای است.

yPD
i =

{
cos( (٢i−٢)π

n+١ ), nفرد
cos( (٢i−١)π

n+١ ), nزوج , ١ < i <
n

٢
,

xPD
j = cos(

(j − ١)π
n

) , ١ < j < n+ ١,

است. N =

(
n+ ٢

٢

)
برابر [−١, ٢[١ در پادوا نقاط تعداد که

هالتون نقاط

مساله به توجه با و مͬ�دهد پوشش خوبͬ به را مساله دامنه كه مͬ�باشد نقاط انتخاب رايج روش�های از ͬͺي
دنباله اساس و مͬ��شود نتيجه هالتون دنباله از هالتون نقاط بͽيرد. قرار استفاده مورد مͬ��تواند آن حل دامنه و

کرد: محاسبه زیر رابطه از مͬ�توان را هالتون نقاط دنباله مͬ�باشد. اول اعداد نيز هالتون

Halton(p)k =

[logkp ]∑
i=١

١
pi+١

([
k

pi

]
mod p

)
,

است. اول عدد ͷی p که



۴٨ پترو-گالرکین محلͬ شبͺه بدون روش با جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله حل .٣

گوسͬ کوادراتور نقاط

گوسͬ نقاط کردن مشخص برای البته مͬ�شوند. انتخاب [−١, ١] بازه در معمولا گوسͬ کوادراتور نقاط
نقاط مختلف مقادیر مͬ�آیند. به�دست x = (b−a)y+(b+a)

٢ متغیر تغییر با سادگͬ به [a, b] ها بازه سایر در
اختیار در که دارند وجود جدول�هایͬ البته و هستند محاسبه قابل مختلفͬ روش�های با گوسͬ کوادراتور
است این گاوس انتͽرال�گیری های فرمول از دسته این خصوصیات جمله از مͬ�گیرند. قرار استفاده�کنندگان

آنͽاه باشد زوج N نقاط تعداد اگر که

xN−i+١ = −xi, i = ١, . . . , N٢

آنͽاه باشد فرد نقاط تعداد اگر و

.xN−i+١ = −xi, xN+١
٢

= ٠, i = ١, . . . , N٢

مربعͬ. دامنه در متساوی�الفاصله نقاط پراکندگͬ :١.٣ شͺل

مربعͬ. دامنه در پادوا نقاط پراکندگͬ :٢.٣ شͺل

مربعͬ. دامنه در هالتون نقاط پراکندگͬ :٣.٣ شͺل



۴٩ جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله حل برای پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش .٣.٣

دیفرانسیل�جبری معادله حل برای پترو�گالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش ٣.٣
جزئͬ

مͬ�کنیم. بیان هم سر پشت قسمت چند در را بخش جزئیات موضوع، شدن مشخص بهتر برای

پترو�گالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش ١.٣.٣

دامنه روی بر سراسری ضعیف فرم از عددی حل برای که گالرکین آزاد و متناهͬ عناصر روش�های برخلاف
مساله محلͬ ضعیف فرم روی بر پترو-گالرکین شبͺه فاقد روش فرمول�بندی در مͬ�شود، استفاده Ω داخلͬ

.[۵ ،١] مͬ�کنیم کار Ωs زیردامنه�های از مشخصͬ تعداد در
بعد، دو در معمول روال طبق و شده ارائه روش در زیردامنه�ها شͺل و اندازه بودن بͬ�تاثیر به توجه با
در آن مرز و سراسری دامنه در r٠ شعاع و i = ١, · · · , Q ،xi مراکز با دایره شͺل به زیردامنه N ×M = Q

مͬ�گیریم. نظر
یا و عنصر هیچ بنابراین، مͬ�شود. اجرا ای دایره محلͬ زیردامنه�های روی ضعیف فرم از انتͽرال�گیری
پترو-گالرکین محلͬ شبͺه بدون روش نمͬ�باشد. نیاز انتͽرال�گیری حتͬ یا و درونیابͬ برای زمینه�ای خانه
بحث آن روی کامل جزئیات با [١٢ ،١١] منابع در که مͬ�باشد (١٠.٣) متقارن محلͬ ضعیف فرم پایه بر

است. شده
محلͬ شبͺه بدون روش مهم ویژگͬ�های از ͬͺی متفاوت فضاهای از تست تابع و آزمایش تابع انتخاب
بدون روش از حالت پنجمین در باشد. صفر نمͬ�تواند مرز روی تست تابع که ویژه به است. پترو-گالرکین
تابع عنوان به هویساید پله�ای تابع است، شده استفاده تحقیق این در که [١٠] پترو-گالرکین محلͬ شبͺه
است. شده گرفته نظر در زیردامنه هر در آزمایش تابع عنوان به فشرده محمل با شعاعͬ پایه�ای تابع و تست

محلͬ ضعیف فرم فرمول�بندی ٢.٣.٣

و است Γ = ∂Ω قطعه�ای هموار یا که مرزی با است، Rn از بازی زیرمجموعه ͷی Ω فرضکنید .١.٣.٣ لم
مͬ�باشند. سوبولوف فضای به متعلق ،V برداری تابع و u اسͺالر تابع باشد. مͬ لیپ�شیتز پیوسته حداقل یا

صورت، این ∫در
Ω
u ∇ · V dΩ =

∫
Γ
u V · n̂ dΓ−

∫
Ω
∇u · V dΩ.

مͬ�شود: نوشته زیر صورت به را دیورژانس ضرب قانون ،V برداری تابع و u اسͺالر تابع برای برهان.

∇(uV ) = u∇V +∇u · V.

به و Ω روی به حجم استاندارد انتͽرال�گیری از بعد آنͽاه باشد Γ مرز با Rn از باز زیرمجموعه ͷی Ω اگر
داشت: خواهیم دیورژانس قضیه بردن ∫کار

Γ
u V · n̂ dΓ =

∫
Ω
∇(uV ) dΩ =

∫
Ω
u∇ · V dΩ +

∫
Ω
∇u · V dΩ, (٨.٣)

است. مرز بر نرمال واحد بردار n̂ مͬ�شود. حاصل (٨.٣) معادله جابجایͬ با که



۵٠ پترو-گالرکین محلͬ شبͺه بدون روش با جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله حل .٣

جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله ضعیف فرم .٢.٣.٣ قضیه

AΨt(x, t) +BΨxx(x, t) + CΨx(x, t) +DΨ(x, t) = P (x, t)

اولیه و مرزی شرایط با

EΨ(x, t) + F
∂Ψ(x, t)

∂n
= q(x, t)

و

Ψ(x, t٠) = Ψ٠(x)

مͬ�نویسیم: زیر صورت به Ωs زیردامنه هر در ∫را
Γsu

q dΓ +

∫
Ls

q dΓ +D

∫
Ωs

φdΩ− η

∫
Γsu

φdΓ = η

∫
Γsu

φ٠ +

∫
Γsq

q̄ dΓ−
∫
Ωs

P dΩ. (٩.٣)

باشد. شده گرفته نظر در جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله جواب از تقریبͬ و تریال تابع φ فرضکنید برهان.
مͬ�نویسیم: زیر صورت به i = ١, . . . , Q برای Ω(i)

s زیردامنه هر در را محلͬ ضعیف ∫فرم
Ωs

[Aφt(x, t) +Bφxx(x, t) + Cφx(x, t) +Dφ(x, t)− P (x, t)]µdΩ

−η
∫
Γsu

[φ(x, t)− φ(x, t٠)]µdΓ = ٠,

آن در که

است، تست µتابع •

است، نشده تعریف آن روی شرطͬ هیچ که است محلͬ زیردامنه مرز از Lsقسمتͬ •

است، شده تعریف آن روی طبیعͬ مرزی شرایط که است محلͬ زیردامنه مرز از قسمتͬ Γsq •

است، شده تعریف آن روی ضروری مرزی شرایط که است محلͬ زیردامنه مرز از قسمتͬ Γu •

است، شده تعریف آن روی اولیه شرایط که است محلͬ زیردامنه مرز از قسمتͬ Γsu •

مساله ضعیف فرم به ضروری مرزی شرایط کردن وارد برای که مͬ�باشد جریمه پارامتر η >> ١ •
مͬ�شود. استفاده

مͬ�شود: حاصل زیر معادله محلͬ، ضعیف فرم برای ٨.٣ لم بردن کار به با

A

∫
Γs

φµ.nj dΓ−A

∫
Ωs

φµt dΩ+B

∫
Γs

φxµ.ni dΓ−B

∫
Ωs

φxµx dΩ

+C

∫
Γs

φµ.ni dΓ− C

∫
Ωs

φµx dΩ+D

∫
Ωs

φµdΩ−
∫
Ωs

PµdΩ

−η
∫
Γsu

φµdΓ + η

∫
Γsu

φ٠µdΓ = ٠.



۵١ جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله حل برای پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد روش .٣.٣

∫بنابراین،
Γs

(Aφδij +Bφx + Cφ)µ.ni dΓ−A

∫
Ωs

φµt dΩ−B

∫
Ωs

φxµx dΩ

−C
∫
Ωs

φµx dΩ+D

∫
Ωs

φµdΩ−
∫
Ωs

PµdΩ− η

∫
Γsu

φµdΓ

+η

∫
Γsu

φ٠µdΓ = ٠, (١٠.٣)

مͬ�کنیم: استفاده تست تابع عنوان به هویساید پله�ای تابع از انتخابͬ روش در

µ =

{
١, x ∈ Ωs

٠, x /∈ Ωs

مͬ�شود: ساده زیر صورت به محلͬ متقارن ضعیف فرم نهایتا ∫که
Γs

(Aφδij +Bφx + Cφ).ni dΓ +D

∫
Ωs

φdΩ−
∫
Ωs

P dΩ

−η
∫
Γsu

φdΓ + η

∫
Γsu

φ٠ dΓ = ٠,

مرزی شرایط ضروری، مرزی شرایط آنها روی که است قسمت�هایͬ شامل که زیردامنه�ای مرزهای به توجه با
داریم: Γs = Γsq ∩ Γsu ∩ Ls نشده�اند، تعریف آنها روی شرطͬ هیچ که قسمت�هایͬ و ∫طبیعͬ

Γsq

(Aφδij +Bφx + Cφ).ni dΓ +

∫
Γsu

(Aφδij +Bφx + Cφ).ni dΓ

+

∫
Ls

(Aφδij +Bφx + Cφ).ni dΓ +D

∫
Ωs

φdΩ−
∫
Ωs

P dΩ

−η
∫
Γsu

φdΓ + η

∫
Γsu

φ٠ dΓ = ٠.

داریم: Γsq روی به (Aφδij +Bφx + Cφ).ni ≡ q = q̄ نیومن مرزی شرایط کردن اعمال از ∫بعد
Γsq

q̄ dΓ +

∫
Γsu

q dΓ +

∫
Ls

q dΓ +D

∫
Ωs

φdΩ−
∫
Ωs

P dΩ

−η
∫
Γsu

φdΓ + η

∫
Γsu

φ٠ dΓ = ٠.

مͬ�باشد. صحیح (٩.٣) معادله که گرفت نتیجه مͬ�توان بنابراین،

دامنه گسسته�سازی ٣.٣.٣

با شعاعͬ پایه�ای توابع که درونیاب، تابع جایͽذاری پترو-گالرکین، شبͺه فاقد روش از حالت پنجمین در
شده�اند: انتخاب زیر صورت به فشرده محمل

χi(x) =

N∑
j=١

ζj(x)(ζ
−١
٠ )ji



۵٢ پترو-گالرکین محلͬ شبͺه بدون روش با جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله حل .٣

است: زیر صورت به آنها مشتقات و

∂χ(x)

∂xi
=
∂ζ(x)

∂xi
ζ−١

٠ =

[
∂ζ١(x)

∂xi

∂ζ٢(x)

∂xi
· · · ∂ζN (x)

∂xi

]
ζ−١

٠ ,

که

∂χi(x)

∂x
=

N∑
j=١

∂ζj(x)

∂x
(ζ−١

٠ )ji

متقارن محلͬ ضعیف فرم معادله در Ωs زیردامنه هر برای آزمایش تابع از تقریبͬ عنوان ∫به
Γsu

q dΓ +

∫
Ls

q dΓ +D

∫
Ωs

φdΩ− η

∫
Γsu

φdΓ =

η

∫
Γsu

φ٠ +

∫
Γsq

q̄ dΓ−
∫
Ωs

P dΩ

مͬ�شود: زیر خطͬ معادلات دستͽاه تولید به منجر

Q∑
i=١

∫
Γsu

(
Aχi(x)ϕiδij +B

∂χi(x)

∂x
ϕi + Cχi(x)ϕi

)
ni dΓ +

Q∑
i=١

∫
Ls

(
Aχi(x)ϕiδij +B

∂χi(x)

∂n
ϕi + Cχi(x)ϕi

)
ni dΓ +

D

Q∑
i=١

∫
Ωs

χi(x)ϕi dΩ− η

Q∑
i=١

∫
Γsu

χi(x)ϕi dΩ = η

∫
Γsu

φ٠ +

∫
Γsq

q̄ dΓ−
∫
Ωs

P dΩ,

(١١.٣)

نوشت: زیر ماتریسͬ ساده فرم به مͬ�توان که

KΦ = f , (١٢.٣)

مͬ�باشند. سراسری معلوم مقادیر بردار f و سراسری سختͬ ماتریس همان K ماتریس که

معادله�ها تولید ۴.٣.٣

به مرزی نقاط و درونͬ نقاط شامل روش این در گره�ای نقاط است مشخص ۴.٣ شͺل در که همان�طور
مͬ�باشد: زیر صورت

درونͬ گره�ای نقاط از ͬͺی آنها مرکز که زیردامنه�هایͬ که طوری به هستند درونͬ گره�ای نقاط اول نوع (i)
(قابل ندارند. تقاطعͬ سراسری مرز با و مͬ�گیرند قرار سراسری زیردامنه درون کامل طور به است
ͷکوچ قدری به را زیردامنه شعاع هستند مرز به ͷنزدی بسیار که گره�ای نقاط برای که است ذکر

بͽیرد.) قرار اصلͬ دامنه درون کاملا زیردامنه که مͬ�کنیم انتخاب

گرفته�اند. قرار سراسری مرز روی دقیقا که هستند مرزی گره�ای نقاط دوم نوع (ii)



۵٣ ͷدیس روی انتͽرال�گیری روش�های .۴.٣

عناصر همان یا حاصل خطͬ معادلات مͬ�توان (١٢.٣) دستͽاه در معادلات گره�ای نقاط نوع به توجه با
فرم به عنصر هر درونͬ نقاط برای که کرد ساده صورت دو به را f بردار یا و K ماتریس

Kij =

∫
Ls

(
Aχi(xj)δij +B

∂χi(xj)

∂n
+ Cχi(xj)

)
ni dΓ +D

∫
Ωs

χi(xj) dΩ,

fi = −
∫
Ωs

P dΩ,

(١٣.٣)

فرم به عناصر مرزی نقاط برای و

Kij =

∫
Γsu

(
Aχi(xj)δij +B

∂χi(xj)

∂x
+ Cχi(xj)

)
ni dΓ

+

∫
Ls

(
Aχi(xj)δij +B

∂χi(xj)

∂n
+ Cχi(xj)

)
ni dΓ

+D

∫
Ωs

χi(xj) dΩ− η

∫
Γsu

χi(xj) dΩ,

fi = η

∫
Γsu

φ٠ dΓ +

∫
Γsq

q̄ dΓ−
∫
Ωs

P dΩ,

(١۴.٣)

بود. خواهند

دایره�ای. زیردامنه�های و Q = ٨ × ۵ گاوسͬ نقاط پراکندگͬ :۴.٣ شͺل

ͷدیس روی انتͽرال�گیری روش�های ۴.٣

ندارد راه�حل و جواب در تاثیری زیردامنه�ها شͺل پترو-گالرکین، محلͬ شبͺه فاقد روش در که است واضح
مربع، هندسͬ ساده اشͺال از ͷی هر که کنیم استفاده مͬ�توانیم زیردامنه عنوان به هندسͬ شͺل هر از و

شوند. گرفته نظر در زیردامنه عنوان به …مͬ�توانند و مثلث مستطیل،
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زیردامنه iامین در نقطه ١٠ × ١٠ با مرزی و درونͬ زیردامنه�های در انتͽرال�گیری نقاط پراکندگͬ :۵.٣ شͺل
.xi گره مرکز به Ω(i)

s

Ωi
s محلͬ زیردامنه .[۴٢] مͬ�کنیم بیان را ͷدیس روی عددی انتͽرال�گیری روش دو قسمت، این در

این، بر علاوه شود. دایره روی انتͽرال�گیری به منتج و باشد Ω کلͬ دامنه داخل کامل طور به است ممͺن
محل روی انتͽرال�گیری به منتج و کرده رد را مرز Ωi

s که است ممͺن مرز ͷنزدی یا مرزی گره�های برای
انتͽرال�گیری مͬ�پردازیم. ͷدیس روی عددی انتͽرال�گیری به تنها ادامه، در گردد. کلͬ مرز با دایره تلاقͬ
گرفته نظر در Ωi

s خارج نقاط آن در که است دایره روی انتͽرال�گیری مانند مرز با دایره تلاقͬ محل روی
با مرزی گره�های توسط دیریͺله شرایط کردن برآورده خاطر به پیشنهادی روش انتخاب علت نمͬ�شوند.
طرف از مͬ�دهند. کاهش دیریͺله گره�های در را دامنه�ای وزن بنابراین، و مͬ�باشد شده داده مرزی شرایط
مͬ�شود باعث مناسب شعاع انتخاب نیستند، کلͬ مرز به متعلق ولͬ هستند ͷنزدی که گره�هایͬ ازای به دیͽر،

سادگͬ برای گردند. ایجاد نوع این زیردامنه�های از کمتری خیلͬ تعداد ∫که
Ωs

f(x, y)dΩ

(x٠, y٠) مرکز و r٠ شعاع با ͷدیس ͷی Ωs و است انتͽرال�پذیر تابع ͷی f(x, y) آن در که است انتͽرالͬ
است.

گاوس انتͽرالͬ روش ١.۴.٣

تغییر این مͬ�گردد. استفاده قطبͬ به دکارتͬ متغیر تغییر با گاوس عددی انتͽرال�گیری روش ،MLPG در
صورت به y و x راستاهای در رفته کار به گاوس-لژاندر ضرب روش که زیرا است ترجیح قابل متغیر
به را زیر فرمول دایره به واحد مربع از آفین تبدیل ͷی بردن کار به با بود. نخواهد دقیق چندان مستقیم

مͬ�آوریم: دست

∫
Ωs

f(x, y)dΩ ≃
Nρ∑
i=١

Nθ∑
j=١

ωiωjG(αi, βj), (١۵.٣)



۵۵ ͷدیس روی انتͽرال�گیری روش�های .۴.٣

ωi وزن�های همچنین، هستند. β و α محورهای راستای در انتͽرال�گیری نقاط تعداد Nθ و Nρ آن در که
برای βj و i = ١, ٢, . . . , Nρ برای αi بعدهای با متناظر گاوس-لژاندر روش برای [−١, ١] بازه روی ωj و

فرم به G تابع این، بر علاوه هستند. j = ١, ٢, . . . , Nθ

G(α, β) =
٢πr٠ρF (ρ, θ)

۴

آن در که است

F (ρ, θ) = f(x٠ + ρ cos θ, y٠ + ρ sin θ)

هستند: مرتبط زیر صورت به (α, β) با آفین تبدیل توسط (θ, ρ) قطبͬ مختصات و

ρ =
r٠

٢
α+

r٠

٢
α ∈ [−١, ١],

θ = πβ + π β ∈ [−١, ١].

MLPG روش در انتͽرال�گیری برای روش اولین و دارد MLPG در را کاربرد بیشترین (١۵.٣) فرمول
.[١٠] مͬ�باشد

میانͬ نقطه و لژاندر گاوس روش ٢.۴.٣

به از خوبͬ نتایج متناهͬ، حجم�های روش� و پترو-گالرکین محلͬ شبͺه فاقد مانند شبͺه فاقد روش�های در
شده ارائه انتͽرال�گیری روش ادامه، در آمده�اند. دست به میانͬ نقطه عددی انتͽرال�گیری روش� بردن کار
را میانͬ نقطه روش و ρ به نسبت انتͽرال برای را گاوس-لژاندر شیوه که مͬ�گیریم نظر در را [۴١ ،٢٠] در

مͬ�کند: استفاده θ به نسبت انتͽرال ∫برای
Ωs

f(x, y)dΩ =

∫ ٢π

٠

∫ r٠

٠
F (ρ, θ)ρdρdθ ≈

Nρ∑
i=١

Nθ∑
j=١

aibjF (ρj , θi) (١۶.٣)

آن در که

F (ρ, θ) = f(x٠ + ρ cos θ, y٠ + ρ sin θ),

میانͬ نقطه θj و آن با متناظر وزن ai و است Nρ درجه از لژاندر چندجمله�ای صفر i-امین دوم ریشه ρi
اگر است. bj زاویه با دایره�ای قطاع j-امین

ai =
r٢

٠ωi

۴
,

bj =
Lπ

Nθ
,

θj = (j − ١
٢
)bj ,

آنͽاه
aibj =

٢πr٢
٠ωi

۴Nθ

مͬ�باشد. دایره مساحت A = r٢
٠π که است
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میانͬ نقطه و گاوس-لژاندر روش و (چپ) گاوس انتͽرالͬ روش در انتͽرال�گیری نقاط پراکندگͬ :۶.٣ شͺل
(راست)

MLPG۵ ۵.٣

کمترین توابع از مͬ�توان آزمایش تابع برای مͬ�کنیم. استفاده متقارن محلͬ ضعیف فرم از روش، این در
تست تابع عنوان به هویساید پله�ای تابع همچنین، نمود. استفاده پیشرو یا شعاعͬ پایه�ای متحرک، مربعات
روش، این در مͬ�شود. برگزیده مͬ�شوند انتخاب کره بعد سه در و دایره بعد دو در معمولا که دامنه زیر هر در
داشت خواهیم دایره�ای مرزهای روی انتͽرال�گیری تنها و داشت نخواهد وجود Ωروی سراسری انتͽرال�گیری
پترو-گالرکین محلͬ شبͺه بدون روش�های جذاب�ترین از ͬͺی روش این مͬ�کند. ضمانت را روش کارایͬ که
ظاهر منفرد انتͽرال سختͬ ماتریس در هرگز بلͺه ندارد وجود سراسری انتͽرال�گیری تنها نه زیرا مͬ�باشد
به برای کرده�ایم. پیاده�سازی عددی مثال�های حل برای را شده ارائه روش متلب نرم�افزار ͷکم به نمͬ�شود.

مͬ�کنیم: پیروی زیر الͽوریتم از پیشنهادی روش بردن کار

مͬ�کنیم. انتخاب Γ مرز روی و Ω دامنه از (گره) نقطه Q متناهͬ تعداد (١ گام
مͬ�کنیم. انتخاب تست تابع عنوان به را هویساید پله�ای تابع

مͬ�کنیم. انتخاب آزمایش تابع عنوان به را فشرده محمل با شعاعͬ پایه�ای تابع

مͬ�کنیم. مشخص را Γs یعنͬ آنها مرز�های و Ωs زیردامنه�های نقطه، هر به توجه با (٢ گام
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مͬ�دهیم: انجام را زیر مراحل گره هر برای (٣ گام

است- زیردامنه در انتͽرال�گیری نقاط تعداد K - xiG , i = ١, . . . ,K گوسͬ کوادراتور نقاط -١
مͬ�کنیم. مشخص Γs و Ωs روی را

مͬ�کنیم: دنبال را زیر مراحل ،xiG نقطه هر برای -٢
مͬ�کنیم. مشخص را است مثبت نقاط آن در تست تابع که xiG از نقاطͬ الف:

مͬ�آوریم. دست به را xiG نقاط در آن به مربوط مشتقات و φi آزمایش تابع ب:
مͬ�کنیم. محاسبه عددی صورت به را موجود انتͽرال�های ج:

مͬ�کنیم. محاسبه را مجهول مقادیر و مͬ�کنیم حل را حاصل خطͬ معادلات دستͽاه (۴ گام

پایداری تحلیل ١.۵.٣

تعاریفمͬ�پردازیم. ارائه به ابتدا که داریم تعریف چند به نیاز شوند مͬ بیان ادامه در که اثباتقضیه�هایͬ برای

بͽیرید. نظر در زیر صورت به را D آن معͺوس و I عملͽرهای .١.۵.٣ تعریف

I{ξ}(δ) =
∫ ∞

δ
yξ(y)dy,

D{ξ}(δ) = −١
δ
ξ
′
(y).

که مͬ�کنیم تعریف ζk = (١ − δ)k+ برای را ξn,p = Ipξ[n٢ ]+p+١ صورت، این در

ξn,p(δ) =

{
ζk(δ) ٠ ≤ δ ≤ ١
٠ ١ ≤ δ

چندجمله�ای ͷی ξn,p هستند. (۴.٣) در شده معرفͬ چندجمله�ای�های همان j = ١, . . . , ۶ برای ζk(δ) و
است. ٢p مرتبه از هموار و

[
n
٢
]
+ p+ ١ مرتبه از ت�ͷمتغیره

به نامنفͬ غیرصفر فوریه تبدیل دارای که g : Rn → R مثبت معین انتͽرال�پذیر تابع برای .٢.۵.٣ تعریف
فرم

g̃(ν) = (
١

٢π
)
n
٢

∫
Rn

g(x)e−ixT ν dx

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را Fn{ξ}(δ) متغیره ͷت عملͽر است

Fn{ξ}(δ) ≡ g̃(ν) = (
١

٢π
)
n
٢

∫
Rn

g(x)e−ixT ν dx = (
١
δ
)
n
٢ −١

∫ ∞

٠
ξ(y)y

n
٢ Jn

٢ −١(δy) dy,

و δ = ||x− xi||٢ ،ξ(δ) = g(x) که

Jα(ν) =
∞∑
i=٠

(−١)i(ν٢ )
α+٢i

i!Γ(α+ i+ ١)

داریم: همچنین، مͬ�باشد. اول نوع از بسل تابع

Fn{I{ξ}}(δ) = Fn+٢{ξ}(δ) و Fn{D{ξ}}(δ) = Fn+٢{ξ}(δ).
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داریم: را زیر تعریف ،S = {x١,x٢, ...,xQ} ⊆ Ω ⊆ Rn مرکزهای مجموعه برای .٣.۵.٣ تعریف

h٠ = sup
x∈Ω

min
١≤i≤Q

||x− xi||٢.

داریم: δ ≥ δr همه برای که طوری به دارد وجود δr ͷی ،r ∈ N برای .۴.۵.٣ لم

١
πδ

≤ J٢
r+ ١

٢
(δ) + J٢

r+ ٣
٢
(δ)

حاصل�جمع صورت به را بسل تابع مͬ�توانیم لم، صورت در شده نوشته اندیس�های به توجه با برهان.
بنویسیم: زیر فرم به نامتناهͬ

Jr+ ١
٢
(δ) =

√
٢
πδ

∞∑
i=٠

(−١)[
d
٢ ](i+ r)!δ−i

i!(r − i)!٢i
fi,r(δ) (١٧.٣)

به fi,r تابع باشد فرد i که صورتͬ در و sin(. − πr
٢ ) صورت به fi,r تابع باشد زوج i که صورتͬ در که

مͬ�نویسیم: زیر صورت به را (١٧.٣) رابطه دوم توان مͬ�باشد. cos(.− πr
٢ ) صورت

J٢
r+ ١

٢
(δ) =

٢
πδ

(
f٢

٠,r(δ) +

٢r∑
i=١

Ai,rδ
−i

)
,

کراندار یͺنواخت طور به ضرایبͬ Ai,rδ و مͬ�گیریم نظر در صفر را جملات مابقͬ اثبات در سهولت برای که
داریم: بالا در آمده به�دست رابطه به توجه با که هستند

J٢
r+ ١

٢
(δ) + J٢

r+ ٣
٢
(δ) =

٢
πδ

(
f٢

٠,r(δ) + f٢
٠,r+١(δ) +

٢r+٢∑
i=١

Bi,rδ
−i

)
,

اینͺه به توجه با هستند. کراندار یͺنواخت طور به نیز Bi,r ضرایب که

f٢
٠,r(δ) + f٢

٠,r+١(δ) = sin٢(δ − πr

٢
) + cos٢(δ − πr

٢
) = ١,

مͬ�آید. به�دست حͺم بزرگ، کافͬ اندازه به δr گرفتن نظر در با نتیجه در که

محاسبه قابل که است Ψ : Rn → R چون توابعͬ تمام شامل Rg هیلبرت فضای کنید فرض .۵.۵.٣ قضیه
مͬ�باشند: زیر رابطه از

Ψ(x) = (
١

٢π
)
n
٢

∫
Rn

Ψ̃(ν)eix
T ν dν

که

Ψ̃/
√
g̃ ∈ L٢(Rn)

فرم به آن نرم و

||Ψ||g = (
١

٢π
)
n
۴

(∫
Rn

|Ψ̃(ν)|٢

g̃(ν)
dν

) ١
٢

.
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در فشرده محمل با شعاعͬ پایه�ای توابع توسط که Φ تقریب با ،Ψ ∈ Rg تابع هر و h ≤ h٠ برای باشد.
بود. خواهد زیر صورت به خطا تخمین است آمده دست به (۴.٣)

||Ψ− Φ||∞ ≤ C||Ψ||ghk.

نوشت: مͬ�توان بنابراین .l = [n٢ ] + p+ ١ بفرض مساله، کلیت از کاستن بدون برهان.

Fn{ξn,p}(δ) = Fn{Ip{ξl}}(δ) = Fn+٢p{ξl}(δ) = (
١
δ
)−n−٢p−١

∫ δ

٠
(δ − t)lt

n
٢ +pJn

٢ +p−١(t) dt.

.l = r + ١ آنͽاه ،r = p+ k و n = ٢k + ١ دهیم: قرار و بͽیریم نظر در فرد عددی را فضا بعد اگر حال
بنابراین،

Fn{ξn,p}(δ) = F٢k+١{ξn,p}(δ) = (
١
δ
)٣r+٢

∫ δ

٠
(δ − t)r+١tr+

١
٢Jr− ١

٢
(t) dt (١٨.٣)

داریم: جز به جز روش به انتͽرال�گیری از بعد که

Fn{ξn,p}(δ) = (
١
δ
)٣r+٢

(
−(r + ١)(δ − t)rtr+

١
٢Jr+ ١

٢
(t)|δ٠ + (r + ١)

∫ δ

٠
(δ − t)rtr+

١
٢Jr+ ١

٢
(t) dt

)
= (

١
δ
)٣r+٢(r + ١)

∫ δ

٠
(δ − t)rtr+

١
٢Jr+ ١

٢
(t) dt.

نوشت: را زیر نامساوی مͬ�توان ،[۵١] از ٣.١ لم بر تͺیه با

Fn{ξn,p(δ)} = (
١
δ
)٣r+٢(r + ١)

Γ(r + ١)Γ(٢r + ٢)Γ(r + ٣
٢)

Γ(٣r + ٣)
٢٣r+ ٣

٢ δr+١

×
∞∑
j=٠

( r+١
٢ )j(

r
٢)j

(٣r+٣
٢ )j

(٢r + ٢)j
j!

٢j + ٢r + ١
j + ٢r + ١

J٢
r+j+ ١

٢
(
δ

٢
)

≥ Cδ−٢r−١ ×
(
J٢
r+ ١

٢
(
δ

٢
) + J٢

r+ ٣
٢
(
δ

٢
)

)
≥ Cδ−٢r−١ ×

(
١
πδ

)
,

مͬ�گیریم: نتیجه که

Fn{ξn,p}(δ) ≥ C١δ
−n−٢p−١. (١٩.٣)

به را qr تابع ابتدا پایین، کران آوردن دست به برای آوردیم. دست به Fn{ξn,p} برای بالایͬ کران اینجا تا
مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت

qr =

{
١ − cos(δ) r = ٠
q٠ ∗ qr−١(δ) r ≥ ٠

, (٢٠.٣)
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داریم: تابع، این برای لاپلاس تبدیل محاسبه از بعد که

L{qr} = L{q٠ ∗ qr−١(δ)} = L{
∫ δ

٠
q٠(t)qr−١(δ − t) dt} =

١
sr+١)١ + s٢)r+١ .

طرفͬ، از

L{
∫ δ

٠
(δ − t)r+١tr+

١
٢Jr− ١

٢
(t) dt} =

r!(r + ٢!(١r+ ١
٢

√
πsr+١)١ + s٢)r+١

= Ar
١

sr+١)١ + s٢)r+١

= ArL{qr(δ)} = L{Arqr(δ)},

و برابرند نیز توابع خود که گرفت نتیجه مͬ�توان تابع دو لاپلاس تبدیل تساوی به توجه با ∫که δ

٠
(δ − t)r+١tr+

١
٢Jr− ١

٢
(t) dt = Arqr(δ). (٢١.٣)

داریم: ،(١٨.٣) در (٢١.٣) جایͽذاری با اکنون

Fn{ξn,p}(δ) = (
١
δ
)٣r+٢

∫ δ

٠
(δ − t)ltr+

١
٢Jr− ١

٢
(t) dt = (

١
δ
)٣r+٢Arqr(δ) ≤ C٢δ

−n−٢p−١.

دست به باشد فرد فضا بعد حالتͬ�که در تابع فوریه تبدیل برای بالایͬ کران و پایین کران مرحله این تا
.r = p + k و n = ٢k مͬ�دهیم: قرار صورت، این در باشد. زوج فضا بعد کنیم فرض اکنون آورده�ایم.
داریم: زیر صورت به را qr و Fn{ξn,p} جدید تعاریف تنها که تفاوت این با است فرد حالت مشابه اثبات

Fn{ξn,p}(δ) = (
١
δ
)٣r+١

∫ δ

٠
(δ − t)r+١trJr−١(t) dt

و

qr(δ) =

{∫ δ
٠ J٠(t) dt r = ٠
q٠ ∗ qr−١(δ) r ≥ ٠

.

که داد نشان مͬ�توان قبلͬ حالت با مشابه به�طور

Fn{ξn,p}(δ) = (
١
δ
)٣r+٢Arqr(δ)

p و n به وابسته تنها که C٢ و C١ ،δ٠ ثابت�های ،p ∈ N٠ و n فضا بعد هر برای نتیجه، در .n = ٢k برای
داریم: ξn,p فوریه تبدیل برای که دارند وجود هستند

Fn{ξn,p}(δ) ≥ C١δ
−n−٢p−١ (٢٢.٣)
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،δ ≥ δ٠ هر برای و

Fn{ξn,p}(δ) ≤ C٢δ
−n−٢p−١. (٢٣.٣)

یعنͬ هستند g̃ فوریه تبدیل مجانبͬ رفتار نشان�دهنده (٢٣.٣) و (٢٢.٣) نامساوی�های

،δ = ||ν||٢ → ∞ هنͽامͬ که Fn{ξn,p}(δ) = g̃(ν) = O(||ν||−n−γ
٢ ) (٢۴.٣)

مͬ�توان باشد مجانبͬ رفتار با فوریه تبدیل دارای که تابعͬ هر برای مͬ�کند اثبات که [۵۵] به توجه با که
که گرفت نتیجه

||Ψ− Φ||∞ ≤ C٠||Ψ||gh
γ
٢

مͬ�یابد. خاتمه اثبات اینجا در که .Ψ ∈ Rg و h ≤ h٠ هر برای

عددی مثال�های ٢.۵.٣

عدد ͷکم به خطا عددی تحلیل به کردیم استفاده شبͺه فاقد درونیاب ͷی از که آنجایͬ از بخش، این در
مͬ�شود: محاسبه زیر رابطه ͷکم به که پرداخته�ایم شرط

CN(A) =
svmax

svmin
, (٢۵.٣)

و ۵.٣ جداول در نتایج هستند. Aماتریس تͺین مقادیر کوچͺترین و بزرگترین ترتیب به svmin و svmax که
خطای و نسبͬ خطای مطلق، خطای محاسبه به زیر رابطه�های ͷکم به همچنین، شده�اند. داده نشان ١٠.٣

پرداخته�ایم. همͽرایͬ و دقت بررسͬ برای مربعات میانͽین ریشه

RMSE =

√√√√ ١
MN

N∑
i=١

M∑
j=١

||Ψ(xi, tj)− Φ(xi, tj)||٢
٢,

|ek| = |ψk − ϕk|, k = ١, ٢, ٣,

|Ek| = |ψk − ϕk
ψk

|, k = ١, ٢, ٣,

و Φ(x, t) =

ϕ١
ϕ٢
ϕ٣

 توابع R٣ فضای در و Ψ(x, t) =

(
ψ١
ψ٢

)
و Φ(x, t) =

(
ϕ١
ϕ٢

)
توابع R٢ فضای در که

هستند. مساله تحلیلͬ جواب و شده ارائه روش از حاصل عددی جواب� ترتیب به Ψ(x, t) =

ψ١
ψ٢
ψ٣


برای شده ارائه عددی روش عملͺرد ͬͽونͽچ در تحقیق برای عددی مثال�های ارائه به قسمت، این در
روش پیاده�سازی و متلب نرم�افزار ͷکم به واقع، در مͬ�پردازیم. جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادلات حل
جواب�هایͬ بین ضمن، در کرده�ایم. حل عددی صورت به را ٨.۵.٣ و ٧.۵.٣ ،۶.۵.٣ مثال�های شده� ارائه
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به [١۴] در دیͽر روش�های ͷکم به که جواب�هایͬ و آوردیم دست به ٧.۵.٣ و ۶.۵.٣ مثال�های در که
نشان را پیشنهادی روش کارایͬ که کرده�ایم ارائه نموداری و جدولͬ صورت به جامعͬ مقایسه� آمده�اند دست
نقاط تعداد دامنه، گره�ای نقاط تعداد محمل، اندازه مانند مختلفͬ پارامترهای شده ارائه روش در مͬ�دهد.
مثال�های در موثرند. جواب همͽرایͬ و دقت بر عددی، انتͽرال�گیری روش�های و زیردامنه در انتͽرال�گیری

گرفتیم. نظر در گاوس روش را انتͽرال�گیری روش و نقطه صد را انتͽرال�گیری نقاط تعداد شده آورده

بͽیرید: نظر در را زیر جزئͬ دیفرانسیل معادله .۶.۵.٣ )مثال
١ ٠
٠ ٠

)
Ψt +

(
−١ ٠

٠ −١

)
Ψxx +

(
١ ١
١ −۴

)
Ψ = P (x, t),

،x ∈ [−١, ١] و t ∈ [٠, ١] که

P (x, t) =

(
(x٢ − ١)(−πsin(πt)) + (x٢ − ٣)cos(πt) + (x− x٢)e−t

(x٢ − ١)cos(πt)− (۴x− ۴x٢ + ٢)e−t

)
ماتریس�های مثال این در C و E ،(١.٣) جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله مساله کلͬ صورت به توجه با

است: زیر صورت به دقیقͬ جواب دارای مساله همچنین، هستند. صفر

Ψ(x, t) =

(
(x٢ − ١)cos(πt)
x(١ − x)e−t

)

ͷکم با که مͬ�گیریم نظر در شده ارائه عددی روش از آمده دست به تقریبͬ جواب را Φ(x, t) =

(
ϕ١
ϕ٢

)
مͬ�آوریم. دست به متلب نرم�افزار در کدنویسͬ و کامپیوتری محاسبات

خطای گرفتن نظر در با شده، ارائه روش با دیͽر روش�های بین مقایسه�ای ،٢.٣ و ١.٣ جدول�های در
روش از آمده دست به جواب�های بین مقایسه�ای مثال این در همچنین، است. شده انجام نسبͬ و مطلق
جدول در نتایج و شده انجام است شده گرفته نظر در متفاوت نقاط تعداد که حالت�هایͬ برای پیشنهادی
حاصل عددی جواب�های دقت و همͽرایͬ در پارامترها موثرترین از ͬͺی این، بر علاوه است. شده ارائه ۴.٣
محمل اندازه گرفتن نظر در با حاصل جواب�های بین مقایسه ٣.٣ جدول در که مͬ�باشد si محمل اندازه

است. شده انجام متفاوت

(۶.۵.٣ (مثال t = ٠٫ ٣ در [١۴] روش و پیشنهادی روش نسبͬ خطای مقایسه :١.٣ جدول

(ζ۶) پیشنهادی روش ICN −Kansa ICN −QIE

|E٢| |E١| |E٢| |E١| |E٢| |E١| x
۵٫ ٧٣ × ٧−١٠ ۶٫ ٧۴ × ١٠−۶ ١٫ ٣٨ × ٣−١٠ ۶٫ ٩۴ × ٢−١٠ ۶٫ ۵٩ × ١٠−۶ ٩٫ ١٠ × ١٠−۴ −٠٫ ٩۵
١٫ ٢۵ × ١٠−۶ ۵٫ ۶٣ × ٧−١٠ ١٫ ۵٧ × ٣−١٠ ١٫ ٠٢ × ١−١٠ ٨٫ ١٩ × ١٠−۵ ١٫ ٠٢ × ٣−١٠ −٠٫ ۶
۶٫ ١٧ × ١٠−۶ ۴٫ ۴٩ × ٧−١٠ ١٫ ٨ × ٣−١٠ ١٫ ٠۵ × ١−١٠ ٣٫ ٩٣ × ١٠−۴ ١٫ ٠۶ × ٣−١٠ −٠٫ ٢۵
١٫ ٢٢ × ١٠−۵ ٧٫ ١٨ × ٧−١٠ ٢٫ ۴٣ × ٢−١٠ ١٫ ٠۴ × ١−١٠ ١٫ ۴۶ × ٣−١٠ ١٫ ٠٧ × ٣−١٠ ٠٫ ١
۴٫ ٣٠ × ١٠−۶ ۴٫ ٧١ × ٧−١٠ ٩٫ ۴٨ × ٣−١٠ ١٫ ٠١ × ١−١٠ ۴٫ ١٠ × ١٠−۴ ٨٫ ٠۴ × ٣−١٠ ٠٫ ۴۵
١٫ ٠٨ × ١٠−۵ ١٫ ٠٣ × ١٠−۶ ١٫ ۵٢ × ٣−١٠ ٨٫ ٧١ × ٢−١٠ ٢٫ ۵٩ × ١٠−۴ ٩٫ ۶۴ × ١٠−۴ ٠٫ ٨
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(۶.۵.٣ (مثال t = ٠٫ ٨ در [١۴] روش و پیشنهادی روش نسبͬ خطای مقایسه :٢.٣ جدول

(ζ۶) پیشنهادی روش ICN −Kansa ICN −QIE

|E٢| |E١| |E٢| |E١| |E٢| |E١| x
٣٫ ٩٨ × ٧−١٠ ١٫ ٣٩ × ٧−١٠ ۵٫ ٠۶ × ٣−١٠ ١٫ ٣٧ × ١−١٠ ٢٫ ٢١ × ١٠−۵ ١٫ ۵٣ × ٣−١٠ −٠٫ ٩۵
٨٫ ٢٩ × ٧−١٠ ٢٫ ۵٩ × ٧−١٠ ٧٫ ٩٧ × ٣−١٠ ۶٫ ۴٢ × ٢−١٠ ٣٫ ١٩ × ١٠−۴ ١٫ ٧٣ × ٣−١٠ −٠٫ ۶
١٫ ٢٠ × ١٠−۶ ٣٫ ۴١ × ٧−١٠ ٣٫ ٣۵ × ٣−١٠ ۶٫ ٠٩ × ٢−١٠ ١٫ ۵٣ × ٣−١٠ ١٫ ٨٣ × ٣−١٠ −٠٫ ٢۵
۴٫ ۴۵ × ١٠−۶ ٣٫ ٧٩ × ٨−١٠ ۴٫ ٩٢ × ٢−١٠ ۶٫ ٠١ × ٢−١٠ ۵٫ ۶٩ × ٣−١٠ ١٫ ٨۵ × ٣−١٠ ٠٫ ١
٧٫ ۴۶ × ٧−١٠ ١٫ ٧٠ × ٨−١٠ ٢٫ ٠٨ × ٢−١٠ ۶٫ ١٠ × ٢−١٠ ١٫ ۶٠ × ٣−١٠ ١٫ ٧٨ × ٣−١٠ ٠٫ ۴۵
٩٫ ٧٧ × ٧−١٠ ۶٫ ٣١ × ٧−١٠ ۵٫ ٧٢ × ٣−١٠ ۶٫ ٩۵ × ٢−١٠ ١٫ ٠١ × ٣−١٠ ١٫ ۶٢ × ٣−١٠ ٠٫ ٨

(۶.۵.٣ (مثال Q = ٣٢ و t = ٠٫ ۵ در محمل اندازه از متفاوت مقادیر برای مطلق خطاهای مقایسه :٣.٣ جدول

si = ۴ si = ٢٫ ۵ si = ٠٫ ۵

|e٢| |e١| |e٢| |e١| |e٢| |e١| x
٢ × ٢−١٠ ٢٫ ۶ × ١٠−۴ ١٫ ٩٣ × ٢−١٠ ٢٫ ۶۶ × ١٠−۴ ١٫ ٠٨ × ٢−١٠ ٢٫ ٢۵ × ٢−١٠ −٠٫ ٩۵

٢٫ ٣ × ٣−١٠ ٢٫ ١ × ٣−١٠ ٢٫ ۵۴ × ٣−١٠ ٢٫ ٣۴ × ٣−١٠ ۶٫ ٣۴ × ٣−١٠ ٣٫ ۵٣ × ٣−١٠ −٠٫ ۶
٩٫ ٩ × ٣−١٠ ٧٫ ٠ × ١٠−۴ ٩٫ ۴٨ × ٣−١٠ ۶٫ ۶۶ × ١٠−۴ ٣٫ ٧۵ × ٣−١٠ ٢٫ ۵٨ × ٣−١٠ −٠٫ ٢۵

٣٫ ٢٩ × ١٠−۴ ٩٫ ٨ × ١٠−۴ ٣٫ ٩١ × ١٠−۴ ١٫ ٠٩ × ٣−١٠ ٢٫ ٢١ × ١٠−۴ ١٫ ٧٣ × ٣−١٠ ٠٫ ١
٧٫ ١۶ × ٣−١٠ ٢٫ ٧ × ٣−١٠ ٨٫ ١٣ × ٣−١٠ ٢٫ ٨۵ × ٣−١٠ ٧٫ ٧١ × ١٠−۴ ٣٫ ١۶ × ٣−١٠ ٠٫ ۴۵
۴٫ ٠٣ × ٣−١٠ ٣٫ ٢۵ × ١٠−۴ ٣٫ ۵۴ × ٣−١٠ ٣٫ ٢٠ × ١٠−۴ ٢٫ ٠٣ × ٢−١٠ ١٫ ٠١ × ٢−١٠ ٠٫ ٨

(۶.۵.٣ (مثال t = ٠٫ ٣ در گره�ها از متفاوت تعداد در مطلق خطاهای مقایسه :۴.٣ جدول

Q = ٢٠٠ Q = ١٠۵ Q = ٣٢ Q = ٨

|e٢| |e١| |e٢| |e١| |e٢| |e١| |e٢| |e١| x

٧٫ ٨۶ × ٨−١٠ ٣٫ ٨۶ × ٨−١٠ ۵٫ ٣۴ × ٣−١٠ ۴٫ ۴۵ × ٢−١٠ ١٫ ٩۵ × ٢−١٠ ٣٫ ٨٠ × ٢−١٠ ١٫ ٠٠ × ١−١٠ ٢٫ ٢١ × ١−١٠ −٠٫ ٩۵
٨٫ ٨٩ × ٨−١٠ ٢٫ ١٢ × ٨−١٠ ٣٫ ٧٧ × ٢−١٠ ۴٫ ۴٩ × ٢−١٠ ۴٫ ٠٩ × ٣−١٠ ٣٫ ۴٣ × ٣−١٠ ۶٫ ۴١ × ٣−١٠ ۵٫ ۴١ × ٣−١٠ −٠٫ ۶
١٫ ۴٣ × ٧−١٠ ٢٫ ۴٧ × ٨−١٠ ١٫ ۵۶ × ١−١٠ ١٫ ٩٢ × ١−١٠ ۴٫ ١٢ × ٣−١٠ ۴٫ ٩٠ × ٣−١٠ ٢٫ ۴٩ × ٣−١٠ ٨٫ ۵٣ × ٣−١٠ −٠٫ ٢۵
٨٫ ١۵ × ٨−١٠ ۴٫ ١٨ × ٨−١٠ ۶٫ ۴۵ × ٢−١٠ ۴٫ ٨٨ × ٢−١٠ ١٫ ٠۵ × ٣−١٠ ۵٫ ٢۴ × ٣−١٠ ٨٫ ۵۴ × ٣−١٠ ٣٫ ٢٠ × ١−١٠ ٠٫ ١
٧٫ ٨٨ × ٨−١٠ ٢٫ ٢١ × ٨−١٠ ١٫ ٧٧ × ١−١٠ ١٫ ١٠ × ١−١٠ ۵٫ ۶٢ × ٣−١٠ ۴٫ ١٧ × ٣−١٠ ٩٫ ۴٣ × ١−١٠ ٩٫ ٩٢ × ١−١٠ ٠٫ ۴۵
١٫ ٢٩ × ٧−١٠ ٢٫ ١٩ × ٨−١٠ ٧٫ ١٩ × ٢−١٠ ١٫ ٧٨ × ٣−١٠ ١٫ ٢٣ × ٢−١٠ ۵٫ ٨٨ × ٣−١٠ ١٫ ٣٩ × ١+١٠ ١٫ ۵١ × ١+١٠ ٠٫ ٨

بͽیرید: نظر در را زیر جزئͬ دیفرانسیل معادله .٧.۵.٣ )مثال
١ ٠
٠ ٠

)
Ψt +

(
−١ ٠

٠ −١

)
Ψxx +

(
١ ١
١ −۴

)
Ψ = P (x, t),

است: زیر صورت به دقیقͬ جواب دارای مساله ،x ∈ [−١, ١] و t ∈ [٠, ١] که

Ψ(x, t) =

(
x۵(x٢ − ١)cos(πt)
x٢(x٢ − ١)e−t

)
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گره�ها از متفاوت تعداد و محمل متفاوت اندازه�های برای مربعات میانͽین ریشه خطای و شرط عدد :۵.٣ جدول
(۶.۵.٣ (مثال

si = ۴ si = ٢٫ ۵ si = ٠٫ ۵

CN RMSE CN RMSE CN RMSE Q
١٫ ٧۶ × ١٠+۶ ٢٫ ٠٠ × ٢−١٠ ٩٫ ٣٣ × ٣+١٠ ١٫ ١۵ × ٢−١٠ ٩٫ ۵٨ × ٣+١٠ ٩٫ ۴١ × ١−١٠ ٨

۵٫ ٧۵ × ١٣+١٠ ۴٫ ٣٢ × ٢−١٠ ۴٫ ٩٢ × ١٢+١٠ ١٫ ٢۵ × ٣−١٠ ١٫ ٠٠ × ١+١٠۵ ۶٫ ٣٢ × ٢−١٠ ٣٢
٨٫ ٧٢ × ١+١٠۶ ٣٫ ۵٣ × ٢−١٠ ۶٫ ۵٣ × ١+١٠۴ ٢٫ ٣٠ × ٢−١٠ ٢٫ ١٠ × ١٨+١٠ ٣٫ ٣۴ × ٢−١٠ ١٠۵
١٫ ٨٠ × ١٨+١٠ ٧٫ ٠٢ × ١٠−۵ ٢٫ ٠۵ × ١+١٠۵ ١٫ ١٢ × ٧−١٠ ٩٫ ٠٠ × ١٩+١٠ ١٫ ٠٧ × ١٠−۵ ٢٠٠

در Q = ٣٢ با (ζ۶) محمل از مختلف اندازه�های برای |E٢|(پایین)) (|E١|(بالا)، مطلق خطای مقایسه :٧.٣ شͺل
(۶.۵.٣ (مثال x = ٠٫ ١۵

و

P (x, t) =

(
(x٧ − x۵)(−πsin(−πt)) + (x٧ − ۴٣x۵ + ٢٠x٣)cos(πt) + (x۴ − x٢)e( − t)

(x٧ − x۵)cos(πt) + (−۴x۴ − ٨x٢ + ٢)e−t

)
مͬ�گیریم. نظر در عددی پیشنهادی روش از حاصل جواب را Φ(x, t) =

(
ϕ١
ϕ٢

)
و
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دست به نتایج با پیشنهادی روش از حاصل نتایج مقایسه به عددی، جواب محاسبه از پس مثال، این در
٧.٣ و ۶.٣ جدول�های در نتایج پرداخته�ایم. ICN − FDM و ICN − QIE عددی روش�های از آمده
تعداد و محمل اندازه مانند پارامترهایͬ تغییر از حاصل عددی نتایج بین مقایسه�ای همچنین، شده�اند. آورده

آمده�اند. ٨.٣ و ٩.٣ جدول�های در که است شده انجام دامنه در گره�ای نقاط

(٧.۵.٣ (مثال t = ٠٫ ٨ در [١۴] روش و پیشنهادی روش نسبͬ خطاهای مقایسه :۶.٣ جدول

(ζ۶) پیشنهادی روش ICN − FDM ICN −QIE

|E٢| |E١| |E٢| |E١| |E٢| |E١| x
۵٫ ۴۶ × ١٠−۶ ١٫ ٣٧ × ١٠−۶ ٧٫ ٩٧ × ١٠٠ ١٫ ۵٣ × ٢−١٠ ١٫ ۴٠ × ٢−١٠ ١٫ ٠٩ × ١٠−۴ −٠٫ ٩۵
٢٫ ١٢ × ١٠−۶ ٣٫ ۵٩ × ١٠−۶ ٢٫ ٢٨ × ١+١٠ ۶٫ ۴۶ × ٢−١٠ ۶٫ ۴۶ × ٢−١٠ ۶٫ ٠۵ × ١٠−۴ −٠٫ ۶
٢٫ ۵١ × ١٠−۶ ٩٫ ٨٠ × ١٠−۵ ١٫ ۴١ × ١٠٠ ٢٫ ۶٧ × ١٠٠ ٢٫ ۶٧ × ١٠٠ ١٫ ۵٨ × ٢−١٠ −٠٫ ٢۵
٢٫ ٣۴ × ١٠−۶ ١٫ ٧ × ٢−١٠ ٨٫ ٩٢ × ٢+١٠ ٧٫ ٧۴ × ٢+١٠ ١٫ ٧۴ × ٢+١٠ ۵٫ ٨٩ × ١−١٠ ٠٫ ١
١٫ ٩۴ × ٨−١٠ ٨٫ ٩٨ × ١٠−۶ ۴٫ ٢١ × ١+١٠ ۵٫ ٩۶ × ٣−١٠ ۵٫ ٩۶ × ٣−١٠ ١٫ ٧٠ × ٣−١٠ ٠٫ ۴۵
٣٫ ٠٣ × ٨−١٠ ۵٫ ٢۶ × ٧−١٠ ١٫ ٢٠ × ١+١٠ ١٫ ۴۴ × ٢−١٠ ١٫ ۴۴ × ٢−١٠ ٢٫ ١٩ × ١٠−۴ ٠٫ ٨

(٧.۵.٣ (مثال t = −٠٫ ۵ در [١۴] روش و پیشنهادی روش نسبͬ خطاهای مقایسه :٧.٣ جدول

(ζ۶) پیشنهادی روش ICN − FDM ICN −QID

|E٢| |E١| |E٢| |E١| |E٢| |E١| t
٢٫ ٢۶ × ١٠−۶ ۴٫ ٠٧ × ١٠−۶ ٣٫ ٨٢ × ١٠٠ ۴٫ ٧٠ × ٢−١٠ ٢٫ ٨٣ × ١٠−۶ ١٫ ٣۴ × ١٠−۴ ٠٫ ١
٣٫ ۶٠ × ١٠−۶ ۵٫ ۵٨ × ١٠−۶ ١٫ ١۶ × ١+١٠ ۵٫ ٨٧ × ٢−١٠ ١٫ ٧۶ × ١٠−۵ ١٫ ٢٠ × ٣−١٠ ٠٫ ٣
٢٫ ۵۶ × ١٠−۶ ∗ ١٫ ٩٨ × ١+١٠ ∗ ٣٫ ٣۴ × ١٠−۵ ∗ ٠٫ ۵
٣٫ ٧۴ × ١٠−۶ ١٫ ٧٩ × ١٠−۶ ٢٫ ٨٨ × ١٠+ ١٫ ٣۴ × ١−١٠ ۴٫ ٠٠ × ١٠−۵ ١٫ ٨٨ × ٣−١٠ ٠٫ ٧
۵٫ ۴۵ × ١٠−۶ ٣٫ ١٣ × ١٠−۶ ٣٫ ٨٩ × ١٠+ ١٫ ٣٠ × ١−١٠ ٢٫ ٩٣ × ١٠−۵ ٧٫ ١١ × ١٠−۴ ٠٫ ٩
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(٧.۵.٣ (مثال Q = ٣٢ و t = ٠٫ ۵ در محمل اندازه از متفاوت مقادیر برای مطلق خطاهای مقایسه :٨.٣ جدول

si = ۴ si = ٢٫ ۵ si = ٠٫ ۵

|e٢| |e١| |e٢| |e١| |e٢| |e١| x
٩٫ ٠۴ × ٣−١٠ ٩٫ ٩٠ × ٣−١٠ ۴٫ ٩٩ × ٣−١٠ ٣٫ ١٩ × ٣−١٠ ١٫ ٠ × ٣−١٠ ٢٫ ۴ × ١−١٠ −٠٫ ٩۵
۶٫ ٨۴ × ٣−١٠ ١٫ ٣٣ × ٢−١٠ ۶٫ ٠٧ × ٣−١٠ ٢٫ ۴۵ × ٣−١٠ ٩٫ ١ × ٣−١٠ ٢٫ ٣ × ١−١٠ −٠٫ ۶
١٫ ۵۵ × ٣−١٠ ١٫ ٧٣ × ٢−١٠ ١٫ ٠۵ × ٣−١٠ ٢٫ ٩٣ × ٣−١٠ ٣٫ ٧ × ١٠−۴ ۶٫ ۴ × ٢−١٠ −٠٫ ٢۵
١٫ ٢٠ × ٢−١٠ ١٫ ١٢ × ٢−١٠ ١٫ ۴٧ × ٢−١٠ ٢٫ ٠٢ × ٣−١٠ ١٫ ١ × ١٠−۴ ٢٫ ٧ × ٢−١٠ ٠٫ ١
١٫ ٣٢ × ٢−١٠ ١٫ ٩٠ × ٣−١٠ ١٫ ۵٢ × ٢−١٠ ٢٫ ٨٩ × ١٠−۵ ٢٫ ۵ × ١٠−۴ ۵٫ ۵ × ٢−١٠ ٠٫ ۴۵
١٫ ٢٠ × ٢−١٠ ١٫ ٢۴ × ٢−١٠ ١٫ ١٩ × ٢−١٠ ١٫ ٧۶ × ٣−١٠ ۶٫ ۵ × ٣−١٠ ۵٫ ٨ × ٣−١٠ ٠٫ ٨

(٧.۵.٣ (مثال x = ٠٫ ٣ در گره�ها از متفاوت تعداد در مطلق خطاهای مقایسه :٩.٣ جدول

Q = ٢٠٠ Q = ١٠۵ Q = ٣٢ Q = ٨

|e٢| |e١| |e٢| |e١| |e٢| |e١| |e٢| |e١| t

٢٫ ٩١ × ٧−١٠ ۶٫ ٩٧ × ٨−١٠ ٢٫ ١٧ × ٣−١٠ ٣٫ ۵٢ × ١٠−۴ ۴٫ ۶۵ × ١٠−۴ ۵٫ ٨۴ × ٢−١٠ ٣٫ ٢۴ × ١٠٠ ٧٫ ٣٨ × ١−١٠ ٠٫ ١
١٫ ٩۵ × ٧−١٠ ۶٫ ٨٧ × ٨−١٠ ٢٫ ٠١ × ٣−١٠ ١٫ ٧٩ × ١٠−۴ ١٫ ٢٢ × ٢−١٠ ١٫ ٧۴ × ٢−١٠ ٢٫ ٣۶ × ١٠٠ ١٫ ٠٩ × ١−١٠ ٠٫ ٣
۵٫ ۶٨ × ٧−١٠ ١٫ ٢٠ × ٧−١٠ ١٫ ٨۶ × ٣−١٠ ٣٫ ٩٠ × ١٠−۵ ١٫ ٠٨ × ٢−١٠ ١٫ ٣٢ × ٣−١٠ ١٫ ٣٧ × ١٠٠ ۵٫ ٠۵ × ١−١٠ ٠٫ ۵
۶٫ ٢٧ × ٧−١٠ ١٫ ٠١ × ٧−١٠ ١٫ ۵١ × ٣−١٠ ٨٫ ٩٠ × ١٠−۵ ٣٫ ۴۶ × ٢−١٠ ١٫ ۶۵ × ٢−١٠ ۶٫ ۶٣ × ١−١٠ ٨٫ ٠٩ × ١−١٠ ٠٫ ٧
٣٫ ٩١ × ٧−١٠ ۶٫ ٣٩ × ٨−١٠ ١٫ ١١ × ٣−١٠ ٢٫ ٢٩ × ١٠−۴ ٢٫ ٠٣ × ٢−١٠ ۶٫ ١٢ × ٢−١٠ ٣٫ ٧۵ × ١−١٠ ٨٫ ٩۴ × ١−١٠ ٠٫ ٩

از متفاوت تعداد و محمل از متفاوت اندازه�های برای مربعات میانͽین ریشه خطای و شرط عدد :١٠.٣ جدول
(٧.۵.٣ (مثال گره�ها

si = ۴ si = ٢٫ ۵ si = ٠٫ ۵

CN RMSE CN RMSE CN RMSE Q
١٫ ٧۶ × ١٠+۶ ١٫ ٠٣ × ١−١٠ ٩٫ ٣٣ × ٣+١٠ ٣٫ ٢١ × ١−١٠ ٩٫ ۵٨ × ٣+١٠ ٩٫ ۶۵ × ١−١٠ ٨

۵٫ ٧۵ × ١٣+١٠ ۴٫ ١٣ × ٢−١٠ ۴٫ ٩٢ × ١٢+١٠ ١٫ ۵٠ × ٢−١٠ ١٫ ٠٠ × ١+١٠۵ ۴٫ ٠٣ × ٢−١٠ ٣٢
٨٫ ٧٢ × ١+١٠۶ ۴٫ ٧١ × ٣−١٠ ۶٫ ۵٣ × ١+١٠۴ ٣٫ ٣٩ × ١٠−۴ ٢٫ ١٠ × ١٨+١٠ ٧٫ ١٣ × ٣−١٠ ١٠۵
١٫ ٨٠ × ١٨+١٠ ٨٫ ١٢ × ١٠−۵ ٢٫ ٠۵ × ١+١٠۵ ١٫ ٢٧ × ٧−١٠ ٩٫ ٠٠ × ١٩+١٠ ٢٫ ٣٢ × ١٠−۴ ٢٠٠

مͬ�گیریم. نظر در را زیر فرم به جزئͬ دیفرانسیل-جبری معاله از دیͽری مثال .٨.۵.٣ ٠مثال ٢ ٠
١ −١ ٠
١ −١ ٠

Ψt +

−١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ −١

Ψxx +

٠ ٠ ٠
٠ −١ ٠
٠ ٠ ١

Ψ = P (x, t)

که

t ∈ [٠, ١] , x ∈ [−١, ١] , Ψ(x, ١) = (e−t, e
−١

٢ t, sint)T



۶٧ MLPG۵ .۵.٣

در Q = ٣٢ با (ζ۶) محمل از مختلف اندازه�های برای |E٢|(پایین)) (|E١|(بالا)، مطلق خطای مقایسه :٨.٣ شͺل
(٧.۵.٣ (مثال x = ٠٫ ١۵

و

P (x, t) =

 −x٢e
−١

٢ t − ٢e−t

−١
٢x

٢e
−١

٢ t − x٢e−t

−x٢e−t + ١
٢x

٢e
−١

٢ t + (x− ٢)sin(t)

 .

است: زیر فرم به دقیقͬ جواب دارای معادله

Ψ(x, t) =

 x٢et

x٢e
−١

٢ t

x٢sin(t)

 .

نظر در تحقیق این در شده ارائه روش از حاصل عددی جواب را Φ(x, t) =

ϕ١
ϕ٢
ϕ٣

 اینͺه به توجه با

جدول�های در که است شده انجام دامنه در پارامترها تغییر از حاصل عددی نتایج بین مقایسه� مͬ�گیریم.
شده�اند. داده نشان ١١.٣ و ١٠.٣ ،٩.٣ شͺل�های و ١٢.٣ ،١١.٣



۶٨ پترو-گالرکین محلͬ شبͺه بدون روش با جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله حل .٣

(٨.۵.٣ (مثال x = ٠٫ ٢۵ در محمل اندازه از متفاوت مقادیر برای مطلق خطاهای مقایسه :١١.٣ جدول

si = ۶ si = ٢٫ ۵ si = ١

|e٣| |e٢| |e١| |e٣| |e٢| |e١| |e٣| |e٢| |e١| t

١٫ ١٣ × ٢−١٠ ١٫ ١٣ × ٢−١٠ ١٫ ٣۵ × ٢−١٠ ١٫ ٣٧ × ١٠−۵ ٢٫ ١٧ × ٣−١٠ ٣٫ ٠١ × ١٠−۴ ١٫ ١١ × ١−١٠ ٢٫ ۵٢ × ٢−١٠ ١٫ ٠۴ × ١−١٠ ٠٫ ١

٣٫ ١٧ × ٢−١٠ ٢٫ ٨۴ × ٢−١٠ ١٫ ٧١ × ١−١٠ ٨٫ ٢۴ × ١٠−۵ ٩٫ ٢٣ × ١٠−۴ ١٫ ۶٠ × ١٠−۴ ٣٫ ٨٠ × ٢−١٠ ٣٫ ٧۵ × ٢−١٠ ١٫ ۶٩ × ٢−١٠ ٠٫ ٣

٣٫ ٠٢ × ٢−١٠ ١٫ ۴٣ × ٢−١٠ ٧٫ ٨٩ × ٢−١٠ ٢٫ ۶۶ × ١٠−۴ ١٫ ٢٣ × ٣−١٠ ۶٫ ٣۶ × ١٠−۴ ۶٫ ٠١ × ٣−١٠ ٨٫ ٠٧ × ٢−١٠ ٣٫ ٩١ × ٢−١٠ ٠٫ ۵

٧٫ ٣۶ × ٢−١٠ ١٫ ٨۵ × ٢−١٠ ٧٫ ٢٣ × ٢−١٠ ١٫ ٨٩ × ١٠−۴ ١٫ ۴٨ × ٣−١٠ ٩٫ ٢۴ × ١٠−۴ ۵٫ ٧٠ × ٢−١٠ ٣٫ ۶٧ × ٢−١٠ ١٫ ١۶ × ١−١٠ ٠٫ ٧

۴٫ ٩۵ × ٣−١٠ ٧٫ ۶٧ × ٣−١٠ ٢٫ ٢٢ × ٢−١٠ ١٫ ٣۵ × ١٠−۴ ١٫ ١١ × ١٠−۴ ٣٫ ٧٧ × ١٠−۴ ٨٫ ٠۵ × ٢−١٠ ٣٫ ٠۴ × ٢−١٠ ٧٫ ۵٠ × ٢−١٠ ٠٫ ٩

(٨.۵.٣ (مثال Q = ١٠۵ و t = ٠٫ ٨ در محمل اندازه از متفاوت مقادیر برای مطلق خطاهای مقایسه :١٢.٣ جدول

si = ۶ si = ٢٫ ۵ si = ١

|e٣| |e٢| |e١| |e٣| |e٢| |e١| |e٣| |e٢| |e١| x

١٫ ٩٩ × ٢−١٠ ١٫ ٧۶ × ١−١٠ ١٫ ٣٨ × ٢−١٠ ۶٫ ١٨ × ٣−١٠ ١٫ ٣۴ × ٢−١٠ ٣٫ ۵۴ × ٣−١٠ ١٫ ٣٠ × ٢−١٠ ۴٫ ۶٠ × ٢−١٠ ۴٫ ١۴ × ٢−١٠ −٠٫ ٩۵

٢٫ ٠۵ × ٢−١٠ ٣٫ ٨٩ × ٢−١٠ ١٫ ٣٢ × ٢−١٠ ٢٫ ١۴ × ٣−١٠ ۵٫ ۵٩ × ٣−١٠ ١٫ ۴١ × ٣−١٠ ٧٫ ٣۵ × ٣−١٠ ٣٫ ٧٢ × ٢−١٠ ١٫ ٠٨ × ٢−١٠ −٠٫ ۶

۵٫ ٨٧ × ٢−١٠ ۶٫ ٨۴ × ٣−١٠ ۶٫ ٠١ × ٢−١٠ ۴٫ ۵٧ × ١٠−۵ ٧٫ ٧١ × ١٠−۴ ۵٫ ١٢ × ١٠−۴ ۶٫ ٩٧ × ٢−١٠ ۵٫ ٠۶ × ٢−١٠ ١٫ ٠٠ × ١−١٠ −٠٫ ٢۵

٢٫ ۵٣ × ٢−١٠ ١٫ ٨٠ × ٢−١٠ ٢٫ ۴۴ × ٢−١٠ ۴٫ ۴٩ × ١٠−۴ ۴٫ ٣٨ × ١٠−۴ ۵٫ ۴۴ × ١٠−۵ ٣٫ ٣٣ × ٢−١٠ ۵٫ ۴۴ × ٢−١٠ ۴٫ ۶٩ × ٢−١٠ ٠٫ ١

٣٫ ١۶ × ٢−١٠ ۵٫ ٠٧ × ٢−١٠ ٣٫ ۴۶ × ٢−١٠ ٩٫ ۵٩ × ١٠−۴ ٣٫ ٢٨ × ٣−١٠ ٧٫ ٩٣ × ١٠−۴ ۵٫ ١١ × ٢−١٠ ٧٫ ٢٧ × ٢−١٠ ۶٫ ٧۵ × ٢−١٠ ٠٫ ۴۵

۵٫ ٣٢ × ٣−١٠ ١٫ ٠٨ × ١−١٠ ٢٫ ۶٧ × ١٠−۴ ۴٫ ٢٠ × ٣−١٠ ٩٫ ۴٨ × ٣−١٠ ٢٫ ۴٩ × ٣−١٠ ٨٫ ٩٠ × ٣−١٠ ٢٫ ٢۶ × ١−١٠ ٢٫ ٩۴ × ٣−١٠ ٠٫ ٨

(٨.۵.٣ (مثال Q = ١٠۵ و t = ٠٫ ۵ در محمل اندازه از متفاوت مقادیر برای مطلق خطاهای مقایسه :١٣.٣ جدول

si = ۴ si = ٢٫ ۵ si = ١

|e٣| |e٢| |e١| |e٣| |e٢| |e١| |e٣| |e٢| |e١| x

٩٫ ۴٠ × ٣−١٠ ١٫ ٧۵ × ٢−١٠ ١٫ ٨٠ × ٢−١٠ ۴٫ ٠٨ × ٣−١٠ ١٫ ۵٨ × ٢−١٠ ۴٫ ٨۵ × ٣−١٠ ۴٫ ۶٧ × ٣−١٠ ٢٫ ۴٢ × ٣−١٠ ١٫ ٩٩ × ٢−١٠ −٠٫ ٩۵

٢٫ ٠٢ × ٣−١٠ ٣٫ ٣٢ × ٢−١٠ ٣٫ ٨٧ × ٣−١٠ ١٫ ۵۵ × ٣−١٠ ۶٫ ٠۴ × ٣−١٠ ١٫ ٣١ × ٣−١٠ ٢٫ ٨۵ × ٣−١٠ ۶٫ ٠۶ × ٣−١٠ ٣٫ ٨٣ × ٣−١٠ −٠٫ ۶

٣٫ ٠٣ × ٢−١٠ ١٫ ۴٢ × ٢−١٠ ٧٫ ٩٠ × ٢−١٠ ٢٫ ۶۵ × ١٠−۴ ١٫ ٢٣ × ٣−١٠ ۶٫ ٣۴ × ١٠−۴ ۵٫ ٩٨ × ٣−١٠ ٨٫ ٠٧ × ٣−١٠ ٣٫ ٩١ × ٢−١٠ −٠٫ ٢۵

١٫ ٠٢ × ٢−١٠ ٣٫ ١٧ × ٣−١٠ ٢٫ ۶٨ × ٢−١٠ ١٫ ۵٢ × ١٠−۴ ١٫ ٨۵ × ١٠−۴ ٧٫ ١۴ × ١٠−۴ ۴٫ ٧٢ × ٣−١٠ ۵٫ ٩٩ × ٣−١٠ ١٫ ٩٠ × ٢−١٠ ٠٫ ١

٢٫ ٢٧ × ٢−١٠ ۴٫ ٠١ × ٢−١٠ ١٫ ٨٣ × ٢−١٠ ٧٫ ٨١ × ١٠−۴ ٣٫ ٢٠ × ٣−١٠ ۴٫ ٣٧ × ١٠−۴ ٨٫ ۵٧ × ٣−١٠ ٣٫ ٩٩ × ٣−١٠ ٣٫ ٨٠ × ٢−١٠ ٠٫ ۴۵

٨٫ ٢٢ × ٣−١٠ ١٫ ٠٢ × ١−١٠ ١٫ ٩٣ × ٢−١٠ ٢٫ ٧٩ × ٣−١٠ ١٫ ١٢ × ٢−١٠ ٣٫ ٣١ × ٣−١٠ ۶٫ ٢٣ × ٣−١٠ ٣٫ ٠١ × ٣−١٠ ١٫ ۴۶ × ٢−١٠ ٠٫ ٨



۶٩ MLPG۵ .۵.٣

گره�ها از مختلف اندازه�های برای |e٣|(پایین)) |e٢|(وسط)، (|e١|(بالا)، مطلق خطای مقایسه :٩.٣ شͺل
(٨.۵.٣ (مثال x = ٠٫ ١۵ در



٧٠ پترو-گالرکین محلͬ شبͺه بدون روش با جزئͬ دیفرانسیل-جبری معادله حل .٣

از مختلف اندازه�های برای |e٣|(پایین)) |e٢|(وسط)، (|e١|(بالا)، مطلق خطای مقایسه :١٠.٣ شͺل
(٨.۵.٣ (مثال x = ٠٫ ١۵ در محمل�ها



٧١ MLPG۵ .۵.٣

t = ٠٫ ٨۵ در پیشنهادی روش از حاصل عددی جواب ها�ی مولفه بین مطلق خطای مقایسه :١١.٣ شͺل
(٨.۵.٣ (مثال



نتیجه�گیری

مشتقات با دیفرانسیل-جبری معادله عددی حل برای پترو-گالرکین محلͬ شبͺه روشبدون از رساله، این در
جواب تابع تقریب برای فشرده محمل با شعاعͬ پایه�ای توابع از شده ارائه روش در کردیم. استفاده جزئͬ
بسیار زیاد ابعاد با معادلات دستͽاه وجود دلیل به نیز دیفرانسیل-جبری معادلات حل در که کردیم استفاده
سایر در آمده دست به عددی نتایج با تحقیق این در آمده دست به عددی نتایج مقایسه با مͬ�باشد. کارا
خصوص به روش�ها برخͬ مشͺلات این�که بر علاوه پیشنهادی روش که گرفت نتیجه مͬ�توان تحقیقات،
تحقیق این در است. برخوردار روش�ها سایر به نسبت خوبͬ دقت از ندارد، را شبͺه�بندی بر مبتنͬ روش�های
جزئͬ، دیفرانسیل-جبری معادلات بسیار تنوع به توجه با شد. پرداخته خطͬ نوع از معادله عددی حل به
به�روی تحقیق شاخه�ها سایر در معادلات این�گونه وسیع کاربرد همچنین و معادلات بسیار تنوع به توجه با

مͬ�گردد. پیشنهاد غیرخطͬ معادلات قبیل از جبری دیفرانسیل معادلات از دیͽری انواع عددی حل

٧٢



مراجع

[1] Abbasbandy, S., Roohani Ghehsareh, H., Alhuthali, M. S., & Alsulami, H. H. (2014).
Comparison of meshless local weak and strong forms based on particular solutions for
a non-classical 2-D diffusion model. Engineering Analysis with Boundary Elements, 39,
121-128.

[2] Abbasbandy, S., Roohani Ghehsareh, H., & Hashim, I. (2013). A meshfree method
for the solution of two-dimensional cubic nonlinear Schrödinger equation. Engineering
Analysis with Boundary Elements, 37, 885-898.

[3] Abbasbandy, S., & Shirzadi, A. (2010). A meshless method for two-dimensional diffu-
sion equation with an integral condition. Engineering Analysis with Boundary Elements,
34, 1031-1037.

[4] Abbasbandy, S., & Shirzadi, A. (2011). MLPG method for two-dimensional diffusion
equation with Neumann’s and non-classical boundary conditions. Applied Numerical
Mathematics, 61, 170-180.

[5] Amani Rad, J., Parand, K., & Abbasbandy, S. (2015). Local weak-form meshless tech-
niques based on the radial point interpolation (RPI) method and local boundary inte-
gral equation (LBIE) method to evaluate European and American options. Communi-
cations in Nonlinear Science and Numerical Simulation, 22, 1178-1200.

[6] Arnold, M. (1998). A note on the uniform perturbation index. Rostocker Mathematis-
ches Kolloquium, 52, 33-46.

[7] Assari, P., & Dehghan, M. (2019). A meshless local Galerkin method for solving Volterra
integral equations deduced from nonlinear fractional differential equations using the
moving least squares technique. Applied Numerical Mathematics, 143, 276-299.

[8] Atluri, S. N. (2002). Methods of Computer Modeling in Engineering and Sciences. Tech
Science Press.

٧٣



٧۴ مراجع

[9] Atluri, S. N., Kim, H. G., & Cho, J. Y. (1999). A critical assessment of the truly
meshless local Petrov-Galerkin (MLPG) and local boundary integral equation (LBIE)
methods. Computational Mechanics, 24, 348-372.

[10] Atluri, S. N., & Shen, S. (2002). The meshless local Petrov-Galerkin (MLPG) method:
A simple and less-costly alternative to the finite element and boundary element meth-
ods. Computer Modeling in Engineering & Sciences, 3(1), 11-52.

[11] Atluri, S. N., & Zhu, T. (1998b). A new meshless local Petrov-Galerkin (MLPG) ap-
proach in computational mechanics. Computational Mechanics, 22, 117-127.

[12] Atluri, S. N., & Zhu, T. (1998a). A new meshless local Petrov-Galerkin (MLPG) ap-
proach to nonlinear problems in computational modeling and simulation. Computer
Modeling and Simulation in Engineering, 3, 187-196.

[13] Atluri, S. N., & Zhu, T. (2000). New concepts in meshless methods. International
Journal for Numerical Methods in Engineering, 47, 537-556.

[14] Bao, W., & Song, Y. (2014). Multiquadric quasi-interpolation methods for solving par-
tial differential algebraic equations. Numerical Methods for Partial Differential Equa-
tions, 30, 95-119.

[15] Bao, W., & Song, Y. (2012). Solving partial differential algebraic equations by colloca-
tion and radial basis functions. Journal of Applied Mathematics & Informatics, 30(5-6),
951-969.

[16] Buhmann, M. D. (1998). Radial functions on compact support. Proceedings of the
Edinburgh Mathematical Society II, 41, 33-46.

[17] Campbell, S. (1995). High-index differential algebraic equations. Mechanics of Struc-
tures and Machines, 23(2), 199-222.

[18] Campbell, S., & Gear, C. W. (1995). The index of general nonlinear DAEs. Numerische
Mathematik, 72, 173-196.

[19] Chistyakov, V. F., Chistyakova, E. V., & Diep, N. K. (2020). Upon the concept of index
of linear partial differential-algebraic equations. Siberian Mathematical Journal, 61(5),
913-925.

[20] De, S., & Bathe, K. J. (2001). The method of finite spheres with improved numerical
integration. Computers & Structures, 79, 22-25.

[21] Duan, Y., Tang, P. F., & Huang, T. Z. (2009). A novel domain decomposition method
for highly oscillating partial differential equations. Engineering Analysis with Boundary
Elements, 33(11), 1284-1288.



٧۵ مراجع

[22] Estrada V., Parodi R. E., Soledad D. M. (2009). Addressing the control problem of algae
growth in water reservoirs with advanced dynamic optimization approaches. Computers
and Chemical Engineering, 33, 2063-2074.

[23] Ganmacher, F. R. (1986). Matrizentheorie. Berlin, Germany: VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften.

[24] Gelas, A. (2006). Compactly Supported Radial Basis Functions Multidimensional Re-
construction and Applications. PhD Thesis, France.

[25] Gera, C. W., & Petzold, L. R. (1984). ODE methods for the solution of differen-
tial/algebraic systems. SIAM Journal on Numerical Analysis, 21(4), 716-728.

[26] Gingold, R. A., & Monghan, J. J. (1977). Smoothed particle hydrodynamics: theory
and application to non-spherical stars. Monthly Notices of the Royal Astronomical So-
ciety, 181(3), 375-389.

[27] González-Casanova, P., Mũnoz-Gómez, J. A., & Rodríguez-Gómez, G. (2009). Node
adaptive domain decomposition method by radial basis functions. Numerical Methods
for Partial Differential Equations, 25(6), 1482-1501.

[28] Haghighi, D., Abbasbandy, S., Shivanian, E., Dong, L., & Atluri, S. N. (2022). The
Fragile points method (FPM) to solve two-dimensional hyperbolic telegraph equation
using point stiffness matrices. Engineering Analysis with Boundary Elements, 134, 11-
21.

[29] Hairer, E., Roche, M., & Lubich, C. (1989). The Numerical Solution of Differential-
Algebraic Systems by Runge-Kutta Methods. Lecture Notes in Mathematics, New York:
Springer-verlag.

[30] Hajiketabi, M., & Abbasbandy, S. (2018). The combination of meshless method based
on radial basis functions with a geometric numerical integration method for solving
partial differential equations: Application to the heat equation. Engineering Analysis
with Boundary Elements, 87, 36-46.

[31] Kawamura, Y. (2019). Phase reduction of limit-torus solutions to partial differential
algebraic equations. Physical Review Research, 1(3), 1-23.

[32] Lambert, W., Alvarez, A., Ledoino, I., Tadeu, D., Marchesin, D., & Bruining, J. (2020).
Mathematics and numerics for balance partial differential-algebraic equations (PDAEs).
Journal of Scientific Computing, 84(29), 1-56.



٧۶ مراجع

[33] Li, K., Huang, Q. B., Wang, J. L., & Lin, L. G. (2011). An improved localized radial
basis function meshless method for computational aeroacoustics. Engineering Analysis
with Boundary Elements, 35(1), 47-55.

[34] Ling, L., & Kansa, E. J. (2005). A least-squares preconditioner for radial basis functions
collocation methods. Advances in Computational Mathematics, 23(1-2), 31-54.

[35] Liu, G. R., & Gu, Y. T. (2001). A local radial point interpolation method (LRPIM)
for free vibration analysis of 2-D solids. Journal of Sound and Vibration, 246, 29-46.

[36] Liu, Z., & Xu, Q. (2019). A multiscale RBF collocation method for the numerical
solution of partial differential equations. Mathematics, 7(10), 1-15.

[37] Lucht, W., Strehmel, K., & Eichler-Liebenow, C. (1997). Linear Partial Differential
Algebraic Equations Part I: Indexes, Consistent Boundary/Initial Conditions. Report
of Institute of Numerical Mathematics, Report No. 17, Halle, Germany.

[38] Luenberger, D. (1977). Dynamic equations in descriptor form. IEEE Transactions on
Automatic Control, 22(3), 312-321.

[39] Marszalek, W. (1997). Analysis of Partial Differential Algebraic Equations. PhD Thesis,
North Carolina State University, Raleigh, NC, USA.

[40] Marszalek, W., & Trzaska, Z. W. (1995). Analysis of implicit hyperbolic multivariable
systems. Applied Mathematical Modelling, 19, 400-410.

[41] Mazzia, A., Ferronato, M., Pini, G., & Gambolati, G. (2007). A comparison of numerical
integration rules for the meshless local Petrov-Galerkin method. Numerical Algorithms,
45, 61-74.

[42] Mazzia, A., & Pini, G. (2010). Product Gauss quadrature rules vs.cubature rules in the
meshless local Petrov-Galerkin method. Journal of complexity, 26, 82-101.

[43] Nayroles, B., Touzot, G., & Villon, P. (1992). Generalizing the finite element method:
Diffuse approximation and diffuse elements. Computational Mechanics, 10, 307-318.

[44] Newcomb, R. (1981). The semistate description of nonlinear time-variable circuits.
IEEE Transactions on Circuits and Systems, 28(1), 62-71.

[45] Rudin, W. (1986). Real and Complex Analysis. Singapore: McGraw Hill.

[46] Schaback, R. (1995). Error estimates and condition numbers for radial basis function
interpolation. Advances in Computational Mathematics, 3(3), 251-264.



٧٧ مراجع

[47] Schoenberg, I. J. (1938). Metric spaces and completely monotone functions. Annals of
Mathematics, 39(4), 811-841.

[48] Smolik, M., & Skala, V. (2018). Large scattered data interpolation with radial basis
functions and space subdivision. Integrated Computer Aided Engineering, 25(1), 49-62.

[49] Soltanian, F., Dehghan, M., & Karbasi, S. M. (2010). Solution of the differential alge-
braic equations via homotopy perturbation method and their engineering applications.
International Journal of Computer Mathematics, 87(9), 1950-1974.

[50] Soltanian, F., Karbassi, S. M., & Hosseini, M. M. (2009). Application of He’s varia-
tional iteration method for solution of differential-algebraic equations. Chaos. Solitons
& Fractals, 41(1), 436-445.

[51] Wendland, H. (1998). Error estimates for interpolation by compactly supported radial
basis functions of minimal degree. Journal of Approximation Theory, 93, 258-272.

[52] Wendland, H. (1995). Piecewise polynomial, positive definite and compactly supported
radial basis functions of minimal degree. Advances in Computational Mathematics, 4,
389-396.

[53] Wendland, H. (2004). Scattered Data Approximation. Germany: Cambridge University
Press.

[54] Wu, Z. (1995). Compactly supported positive definite radial functions. Advances in
Computational Mathematics, 4, 283-292.

[55] Wu, Z., & Schaback, R. (1993). Local error estimate for radial basis function interpo-
lation of scattered data, IMA Journal of Numerical Analysis, 13, 13-27.

[56] Xiao, J. R., & McCarthy, M. A. (2003). A local Heaviside weighted meshless method
for two-dimensional solids using radial basis functions. Computational Mechanics, 31,
301-315.

[57] Zheng, S., Feng, R., & Huang, A. (2020). The optimal shape parameter for the least
squares approximation based on the radial basis function. Mathematics, 8(11), 1-20.

[58] Zhou, F., Zhang, J., Sheng, X., & Li, G. (2011). Shape variable radial basis function
and its application in dual reciprocity boundary face method. Engineering Analysis
with Boundary Elements, 35(2), 244-252.



انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

Derivative array . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق. آرایه
Modelling strategies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل�بندی. استراتژی�های
Uncertainly principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطعیت. عدم اصل
Strictly . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اکید
Domain integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سراسری انتͽرال�گیری
Singular integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منفرد انتͽرال
Pertubation index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اغتشاشͬ اندیس
Partition of unity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واحد. افراز
Uniform differentiation index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺنواخت. دیفرانسیلͬ اندیس
Time index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانͬ. اندیس
Spatial index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͺانͬ. اندیس
Reflection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازتاب
Dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعد
Maximal dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکزیمال بعد
Elliptic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیضوی.
Best approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریب بهترین
Invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایا
Penalty parameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جریمه پارامتر
Scattered . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پراکنده
Nilpotent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوچ�توان
Reconstructed function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده بازسازی تابع
Step function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پله�ای تابع
Trial function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمایش. تابع
Test function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تست. تابع
Shape function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شͺل. تابع



٧٩ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

Affine transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آفین. تبدیل
Fourier transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فوریه. تبدیل
Laplace transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس. تبدیل
Geometric transformations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسͬ تبدیلات
Visualization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصویرسازی.
Change of coordinate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختصات. تغییر
Reduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقلیل
Fully-explicit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صریح. تماما
Basis functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه�ای. توابع
Radial basis functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شعاعͬ پایه�ای توابع
Purly algebraic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محض. جبری
Polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندجمله�ای.
Legender polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لژاندر چندجمله�ای
Solvability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حل�پذیری
Well-posed . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوش�وضع.
Complex geometrical domains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیچیده هندسͬ دامنه�های
Accuracy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دقت.
Rotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوران
Full row rank . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل. سطری رتبه
Method of lines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطوط. روش
Finite element method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهͬ عناصر روش
Boundary element method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرزی عناصر روش
Subdomain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیردامنه
Submanifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرمنیفلد.
Structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساختار.
Consistencey . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازگاری.
Parabolic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سهموی.
Background mesh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمینه�ای. شبͺه
remeshing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجدد شبͺه�بندی
Moving grids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متحرک. شبͺه�های
Simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه�سازی.
Dirichlet condition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیریͺله شرایط
Growth condition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رشد شرط



٨٠ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

Explicit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صریح.
Increasing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صعودی
Essential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضروری.
Implicit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضمنͬ
Design . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طراحͬ.
operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عملͽر
Nonlinear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرخطͬ
Weak form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف فرم
Kronecker normal form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کرونͺر نرمال فرم
Recursive form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازگشتͬ فرمول
Compact . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشرده
Circular sector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دایره�ای قطاع
Conservative laws . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بقا قوانین
Calocation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم�محلͬ
Moving least squares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متحرک مربعات کمترین
Node . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گره
Dircretization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسسته�سازی
Stiffness matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سختͬ. ماتریس
Square matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مربعͬ. ماتریس
Unit matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واحد. ماتریس
Error residuals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا مانده�های
Orthogonal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعامد
Distinct . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متمایز
Open set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باز مجموعه
Connected set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند مجموعه
Unknown variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجهولات.
Computations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محاسبات
Intersection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تلاقͬ-اشتراک. محل
Locality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بودن محلͬ
Cartesian coodinate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دکارتͬ مختصات
Polar coordinate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطبͬ مختصات
Matrix pencil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس. مداد
Electrical circuits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬͺتریͺال مدارهای



٨١ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

Variational problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تغییراتͬ مسائل
Independent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقل.
Path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر
Reconstruction problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازتولید مسئله
Poisson equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پواسون معادله
Ordinary differential equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معمولͬ دیفرانسیل معادله
Algebraic differential equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیل-جبری. معادله
Positive definite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت. معین
Comparison . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقایسه
Element Free . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزاد. مولفه
eigenvalue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه مقدار
Constrained . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقید
Singular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منفرد
Manifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منیفلد
Unsymmetric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامتقارن.
Undetermined . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامعین
Euclidean norm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اقلیدسͬ نرم
Norm-invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرم-پایا
Near-real-time . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واقعیت. ͷنزدی
Decreasing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نزولͬ.
Relative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نسبͬ.
Boundray point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرزی. نقطه
Midpoint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میانͬ. نقطه
Semi-explicit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صریح. نیمه
Dependent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وابسته
Virtual reality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجازی. واقعیت
Kernel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هسته
Smoothness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بودن. هموار
Convegency . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همͽرایͬ.
Univariate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ی�ͷمتغیره
Uniform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺنواخت.



فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

Accuracy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دقت.
Affine transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آفین. تبدیل
Background mesh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمینه�ای. شبͺه
Basis functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه�ای. توابع
Best approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریب بهترین
Boundary element method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرزی عناصر روش
Boundray point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرزی. نقطه
Calocation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم�محلͬ
Cartesian coodinate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دکارتͬ مختصات
Change of coordinate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختصات. تغییر
Circular sector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دایره�ای قطاع
Compact . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشرده
Comparison . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقایسه
Complex geometrical domains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیچیده هندسͬ دامنه�های
Computations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محاسبات
Connected set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند مجموعه
Conservative laws . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بقا قوانین
Consistencey . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازگاری.
Constrained . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقید
Convegency . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همͽرایͬ.
Decreasing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نزولͬ.
Dependent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وابسته
Derivative array . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق. آرایه
Design . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طراحͬ.
Dirichlet condition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیریͺله شرایط
Discretization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسسته�سازی



٨٣ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

Distinct . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متمایز
Domain integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سراسری انتͽرال�گیری
Eigenvalue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه مقدار
Electrical circuits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬͺتریͺال مدارهای
Element Free . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزاد
Elliptic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیضوی.
Error residuals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا مانده�های
Essential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضروری.
Euclidean norm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اقلیدسͬ نرم
Explicit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صریح.
Finite element method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهͬ عناصر روش
Fourier transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فوریه. تبدیل
Full row rank . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل. سطری رتبه
Fully-explicit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صریح. تماما
Geometric transformations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسͬ تبدیلات
Growth condition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رشد شرط
Implicit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضمنͬ
Increasing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صعودی
Independent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقل.
Infinite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامتناهͬ
Intersection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تلاقͬ-اشتراک. محل
Invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایا
Kernel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هسته
Kronecker normal form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کرونͺر نرمال فرم
Laplace transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس. تبدیل
Legender polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لژاندر چندجمله�ای
Locality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بودن محلͬ
Manifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منیفلد
Matrix pencil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس. مداد
Maximal dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکزیمال بعد
Method of lines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطوط. روش
Midpoint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میانͬ. نقطه
Minimal dimention . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمال بعد



٨۴ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

Moving grids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متحرک. شبͺه�های
Modelling strategies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل�بندی. استراتژی�های
Moving least squares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متحرک مربعات کمترین
Near-real-time . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واقعیت. ͷنزدی
Nilpotent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوچ�توان
Node . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گره
Nonlinear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرخطͬ
Norm-invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرم-پایا
Open set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باز مجموعه
Ordinary differential equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معمولͬ دیفرانسیل معادله
Orthogonal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعامد
Parabolic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سهموی.
Partition of unity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واحد. افراز
Path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر
Penalty parameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جریمه پارامتر
Pertubation index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اغتشاشͬ اندیس
Poisson equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پواسون معادله
Polar coordinate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطبͬ مختصات
Polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندجمله�ای.
Positive definite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت. معین
Purly algebraic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محض. جبری
Radial basis functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شعاعͬ پایه�ای توابع
Reconstruction problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازتولید مسئله
Recursive form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازگشتͬ فرمول
Reflection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازتاب
Time index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانͬ. اندیس
Translation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتقال.
Trial function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمایش. تابع
Reconstructed function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده بازسازی تابع
Reduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقلیل
Relative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نسبͬ.
Remeshing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجدد شبͺه�بندی
Rotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوران



٨۵ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

Scattered . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پراکنده
Semi-explicit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صریح. نیمه
Shape function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شͺل. تابع
Simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه�سازی.
Singular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منفرد
Singular integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منفرد انتͽرال
Smoothness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بودن. هموار
Spatial index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͺانͬ. اندیس
Sphere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کره
Solvability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حل�پذیری
Square matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مربعͬ. ماتریس
Step function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پله�ای تابع
Stiffness matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سختͬ. ماتریس
Strictly . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اکید
Structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساختار.
Subdomain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیردامنه
Submanifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرمنیفلد.
Undetermined . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامعین
Test function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تست. تابع
Uncertainly principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطعیت. عدم اصل
Uniform differentiation index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺنواخت. دیفرانسیلͬ اندیس
Univariate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ی�ͷمتغیره
Unit matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واحد. ماتریس
Unknown variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجهولات.
Unsymmetric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامتقارن.
Variational problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تغییراتͬ مسائل
Virtual reality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجازی. واقعیت
Visualization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصویرسازی.
Weak form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف فرم
Well-posed . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوش�وضع.



Abstract

In this thesis, the application of the Meshless Local Petrov-Galerkin Method in solving the
linear partial differential-algebraic equations (PDAEs) was surveyed. The Gaussian quadra-
ture points in the domain and on the boundary were determined as centers of local circular
sub-domains. The radii are considered as a constant. By governing the local weak-form in
each sub-domain, the compactly supported radial basis functions (CS-RBFs) approximation
was used as the trial function and Heaviside step function was considered as the test function.
The proposed method was successfully utilized for solving linear PDAEs and the numerical
results were obtained and compared with the exact solution to investigate the accuracy of the
proposed method. The sensitivity to different parameters was analyzed and the comparison
with the other methods was done. The results were shown with tables and figures.

Keywords: Differential algebraic equations, partial differential algebraic equations, Meshless
local Petrov-Galerkin method, compactly supported radial basis functions.
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