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ندا نام: زاده نجف دانشجو: خانوادگͬ نام

شبͺه بدون و بازتولیدی روش های به نگر کلان ͷترافی جریان مسأله حل عنوان:

عباس بندی سعید دکتر راهنما: استاد
شیوانیان الیاس دکتر مشاور: استاد

عددی آنالیز گرایش: کاربردی ریاضͬ رشته: دکتری تحصیلͬ: مقطع

پایه علوم دانشͺده (ره) خمینͬ امام المللͬ بین دانشͽاه:
۱۲۵ صفحات: تعداد ۱۴۰۱ فارغ التحصیلͬ: تاریخ

بازتولیدی هسته روش شبͺه، بدون روش های ،ͬͺترافی معادلات کلیدی: واژگان

چͺیده
در شهروندان، سلامت و زیست محیط حفظ در ͷترافی کنترل اهمیت و نقش به توجه با
و دقت افزایش به خطا، حداقل با ͬͺترافی معادلات حل طریق از که کردیم تلاش رساله این
مطالعه را ͷترافی که محققانͬ توسط زیادی مدل های کنیم. ͷکم ͷترافی هوشمند کنترل
ماکروسͺوپی مدل های ،ͷترافی جریان مدل های پرکاربردترین از ͬͺی شده اند. ارایه ͬ کنند، م
غیرخطͬ هذلولͬ جزیی معادلات از مجموعه ای یا ͷی صورت به را ͷترافی جریان که هستند
وجود ناگهانͬ شوک های یا تغییرات معادلات این اکثر به پاسخ در که آنجایی از ͬ کنند. م بیان
کلان نظریه است. ضروری معادلات از دسته این حل برای مناسب عددی روش انتخاب دارد،
برای ͷتکنی مناسب ترین روش این ͬ کند. م نگاه تجمعͬ مفهوم ͷی عنوان به ͷترافی جریان به
سیال جریان و گرما جریان مانند ͬͺفیزی تشابهات براساس جریان پدیده پایدار وضعیت مطالعه
چند معرفͬ به ابتدا ͬ دهد. م توضیح شͺل بهترین به را دستگاه بالقوه عملͺرد بنابراین و است
شبͺه بدون و بازتولیدی هسته روش های مفاهیم برخͬ سپس و ͬ پردازیم م ͷترافی جریان مدل
و انتخاب این علت که شده انتخاب MLS روش شبͺه بدون روش های بین از ͬ کنیم. م ارایه را
برگرز و برگرز معادلات رفتاری مشابهت دلیل به است. شده بیان سوم فصل در آن کامل تشریح
بدست وجوابهای کردیم بررسͬ برگرز معادلات روی را روش ابتدا ͬͺترافی معادلات به فیشر
است. شده درج مقایسه ای جداول چهارم فصل در که کردیم مقایسه دقیق جواب های با را آمده
که ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م حل شده ارائه روش های به را نگر کلان مدلهای از ͬͺی انتها در

هستند. معادلات این حل برای مناسب و کارا بسیار روشͬ شبͺه بدون روش های
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 تعهدنامه اصالت اثر 
 

 10که در تاریخ  عددیگرایش  ریاضی کاربردیدانش آموخته مقطع دکتری در رشته  ندا نجف زاده اینجانب           

حل معادلات ترافیکی با روشهای بدون مش و هسته  از رساله ی خود تحت عنوان  1401بهمن ماه 

 کرده ام، شرعا و قانونا متعهد می شوم:دفاع  بسیار خوبی با کسب درجه بازتولیدی

مطالب مندرج در این رساله، حاصل تحقیق و مطالعه اینجانب بوده و در مواردی که از دستاوردهای علمی و  .1

پژوهشی دیگران اعم از رساله، کتاب، مقاله و غیره استفاده کرده ام، با رعایت کامل امانت ، مطابق مقررات، 

 ذکر آن در فهرست منابع و مآخذ نموده ام.اقدام به ارجاع در متن و 

تمامی یا بخشی ازاین رساله قبلا برای دریافت هیچ مدرک تحصیلی به سایر دانشگاه ها و موسسات آموزش عالی  .2

 ارائه نشده است.

مقالات مستخرج ازاین رساله کاملا حاصل کار اینجانب بوده و از هرگونه جعل داده و یا تغییر اطلاعات پرهیز  .3

 ه ام.کرد

درصد همپوشانی( به مجلات و یا  3از ارسال همزمان و یا تکراری مقالات مستخرج ازاین رساله )با بیش از  .4

 همایش های گوناگون خودداری نموده و می نمایم.

کلیه حقوق مادی و معنوی حاصل از این رساله متعلق به دانشگاه بین المللی امام خمینی )ره( بوده و متعهد می  .5

ه بهره مندی ویا نشر دستاوردهای حاصل از این تحقیق اعم از چاپ کتاب، مقاله، ثبت اختراع و غیره شوم هرگون

 ) چه در زمان دانشجویی و یا بعد از فراغت از تحصیل( با کسب اجازه از استاد )استادان( راهنما باشد.

شده توسط دانشگاه بین   درصورت اثبات تخلف و نقض موارد پنجگانه فوق )درهر زمان( مدرک تحصیلی صادر .6

 المللی امام خمینی)ره( از درجه اعتبار ساقط و اینجانب هیچگونه ادعایی نخواهم داشت.

 ندا نجف زاده نام ونام خانوادگی دانشجو

 امضاء   

ث
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 سوگندنامه دانش آموختگان دکتری دانشگاه بین المللی امام خمینی)ره( 
 

 به نام خدا 

سپاس ایزد منان را که مرا مشمول الطاف خویش نمود که با طی مراحل تحصیل موفق به اخذ درجه دکتری 

نزد اینجانب به امانت گذاشته شده و شوم. به شکرانه این نعمت بزرگ الهی که با امکانات این مرز و بوم، فراهم 

 یاد می کنم که :است، در پیشگاه ملت ایران به کتاب آسمانی خود، قرآن کریم، سوگند 

در سراسر زندگی حرفه ای، در راه اعتلای کشور ایران و جامعه بشری به نحو احسن قدم برداشته و  •

 دراین راه از هیچ تلاشی دریغ ننمایم.

در تمام فعالیت های تخصصی، رضای خدا را همراه با صداقت علمی و اجتماعی در نظر داشته و از  •

رفع مشکلات جامعه استفاده کنم و در همه ی امور، منافع کشور موقعیت های به دست آمده در جهت  

 را بر منافع فردی مقدم بدارم.

همواره علم و دانش خود را به روز نگاه داشته و در ایفای مسئولیت و تعهدات حرفه ای در حد توان  •

 سعی و تلاش خود را به کار گیرم.

فاد این سوگندنامه را خواستارم و از او می خواهم و اینک از خداوند علیم توفیق بندگی و پای بندی به م •

 که مرا در ایفای رسالت علمی و انسانی خویش موفق بدارد.

 ندا نجف زاده  نام ونام خانوادگی دانشجو

 امضاء 

 

ج
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                                                               حل معادلات ترافیکی با روشهای بدون مش و هسته بازتولیدی:     عنوان رساله

 (900095559)ش:  ندا نجف زاده  : نام و نام خانوادگی دانشجو

 

 رسالهمجوز بهره برداری از 

 

 

ه ترجمه، اقتباس و ... از نتایج این پایان نام کلیه حقوق اعم از چاپ، تکثیر، نسخخ ه برداری،

برای دانشخخهاه بین المللی اماخ یمی)یهرهق قیوین موظوا اسخخه. بهره برداری از این پایان 

نامه/ رساله در چهارچوب مقررات کتاب انه و با توجه به مودودیتی که توسط استاد راه)ما به 

 شرح زیر تعیین می شود، بلامانع اسه:

 

 ه برداری از این پایان نامه/ رساله برای همگان بلامانع است.بهر     

 بهره برداری از این پایان نامه/ رساله با اخذ مجوز از استاد راهنما، بلا مانع است.     

 بهره برداری از این پایان نامه/ رساله تا تاریخ ............................. ممنوع است.     

 

ستاد راهنما می  سئولین کتابخانه موظف به رعایت موارد تعیین ا تواند یکی از گزینه های بالا را انتخاب کند و م

 شده می باشد.

 بندیسعید عباس نام استاد و یا اساتید راهنما:                             

 50/05/0050 تاریخ:                                                        

  امضا:                                                                

                      

 

 
 

چ



: بـه нقدѓم
Տٍͮه، زلاݵی بـه مادرم

باران، Ԫڝ͇̖̭ت بـه ۳̖Јرم

ۛې͆م. طـراوت بـه ۳Эرم



Вپاس گـزاری

درΕشان. تار، ϝب دل در او ح˼̔ت اцوار و اϔت تابان روձن، روز Ίܧ܊ه بـر او Θدرت آثار کـه اϔت، پـروردگارم از ժن Вپاس дˆږۊؑن
پیراۙۑࠢد. рقاлص از و ́ХداІ را رسالـه اպن ΄ود ارزўده راЇ͆ماҘی ھای با کـه Ъࠢدی ̹باس پـروˡΕور آقای Йناب ψܳۿرم راЇ͆مای اВتاد از دارم ویـژه Вپاس

بـردم. را اҚ͒فاده کمال اЯشان ارزϦڝࠢد ھای راЇ͆ماҘی و کات ن از Ј̙واره کـه қ͞واЦیان اϪیاس د܍ۿر آقای Йناب ψܳۿرم، ϊشاور اВتاد از فـراوان Ыش˶ۭ
یا ب˾وѓم اش بـزرҊی از داђم ѥ҅ی کـه او بـه کـرد. ˑдواІد غـروب ھـرگـز و پابـرجاϔت Ј̕ڨنان قڤ́م، آВتانـه در ώܧ܊ش آΟتاب آنՐه Ҭ٠͜وђم، Оږیار مادرعـزیـزم از

ѝدر. Єم و اϔت مادر Єم ժن بـرای کـه او بـه اش، ώܧ܊باҗی س˻وت، ϓخاوت،
ώܧ܊باҗی و ܘ۾ر با Ј̙واره و کـرد روձن را دϮم چـراغ ٍͮماЮش اϲࠤد وبـرق ϶ڗࠤد ӻзویـر بـه بـراѓم را ܘ۾ر واژه زўدҊی ناЈ̙وار ϊܨ܃ر در کـه ΄وСم ۳̖Јر از فـراوان Вپاس

داد. را راه ادامـه اϲࠤد ժن بـه
اϔت. ժن آراϊش مایـه ԚفاЯش و Нˆش شادی و΅ودش کـه Ϸوچ˼م ۳Эر از آخـر در و

زاده д˒ف ўدا
۱۴۰۱



چͺیده

این در شهروندان، سلامت و زیست محیط حفظ در ͷترافی کنترل اهمیت و نقش به توجه با

کنترل و دقت افزایش به خطا، حداقل با ͬͺترافی معادلات حل طریق از که کردیم تلاش رساله

ارایه ͬ کنند، م مطالعه را ͷترافی که محققانͬ توسط زیادی مدل های کنیم. ͷکم ͷترافی هوشمند

جریان که هستند ماکروسͺوپی مدل های ،ͷترافی جریان مدل های پرکاربردترین از ͬͺی شده اند.

آنجایی از ͬ کنند. م بیان غیرخطͬ هذلولͬ جزیی معادلات از مجموعه ای یا ͷی صورت به را ͷترافی

عددی روش انتخاب دارد، وجود ناگهانͬ شوک های یا تغییرات معادلات این اکثر به پاسخ در که

ͷی عنوان به ͷترافی جریان به کلان نظریه است. ضروری معادلات از دسته این حل برای مناسب

جریان پدیده پایدار وضعیت مطالعه برای ͷتکنی مناسب ترین روش این ͬ کند. م نگاه تجمعͬ مفهوم

دستگاه بالقوه عملͺرد بنابراین و است سیال جریان و گرما جریان مانند ͬͺفیزی تشابهات براساس

ͬ پردازیم م ͷترافی جریان مدل چند معرفͬ به ابتدا رساله این در ͬ دهد. م توضیح شͺل بهترین به را

بین از ͬ کنیم. م ارائه را شبͺه بدون روش های و بازتولیدی هسته روش های مفاهیم برخͬ سپس و

روش این کامل تشریح و انتخاب این علت که شده انتخاب MLS روش شبͺه بدون روشهای

معادلات به فیشر برگرز و برگرز معادلات رفتاری مشابهت دلیل به است. شده بیان شوم فصل در

کردیم مقایسه دقیق جواب های با را نتایج و سنجیدیم برگرز معادلات روی را روش ابتدا ͬͺترافی

از ͬͺی انتها در است. شده درج مقایسه ای جداول چهارم فصل در که رسیدیم خوبی نتایج به و

شبͺه بدون روش های که ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م حل شده ارائه روش های به را نگر کلان مدلهای

هستند. معادلات این حل برای مناسب و کارا بسیار روشͬ



مطالب فهرست

ژ شͺل ها فهرست

ص جدول ها فهرست

۴ ͷترافی جریان مدل های ۱

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷترافی جریان مدل های انواع ۱ .۱

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خردنگر مدل ۱ .۱ .۱

۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلان نگر مدل های ۲ .۱ .۱

۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⅬWR مدل ۱ .۲ .۱ .۱

۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفͬ مدل ۲ .۲ .۱ .۱

۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P −Wمدل ۳ .۲ .۱ .۱

۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A−R مدل ۴ .۲ .۱ .۱

۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . سوم: مرتبه های مدل ۵ .۲ .۱ .۱

۲۳ . . . . . . . . . . . خودرو تعقیب مدل یافته تعمیم کلان نگر مدل ۳ .۱ .۱

۲۵ راننده تهاجمͬ و ترسو ͬ های ویژگ به مربوط توسعه یافته کلان مدل ͷی ۴ .۱ .۱

۲۷ بازتولیدی هسته روش ۲

۲۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازتولیدی هسته ۱ .۲

ذ
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۲۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازتولیدی هسته اصلͬ خواص ۱ .۱ .۲

۲۹ . . . . . . . . . . . . . . . . بازتولیدی هسته Wmفضای
۲ [a, b] ۲ .۱ .۲

۳۰ . . . . . . . . . . . . . . . Wm
۲ [a, b] فضای هسته ۱ .۲ .۱ .۲

۳۳ . . Wm
۲ [a, b] بازتولیدی هسته فضای از بسته فضای زیر ۲ .۲ .۱ .۲

۳۵ . . . . . . . . . . . W
(m,n)

۲ (D) مضاعف بازتولیدی هسته فضای ۳ .۱ .۲

۳۷ . . . . . . . . . . . . بازتولیدی هسته روش از استفاده با ͷترافی معادله حل ۲ .۲

۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال های ۳ .۲

۴۵ شبͺه بدون روش های ۳

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبͺه بدون روش ۱ .۳

۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمایشͬ تقریب ۲ .۳

۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . هموار ͬͺهیدرودینامی ذرات روش ۱ .۲ .۳

۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هسته عناصر بازتولیدی روش ۲ .۲ .۳

۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متحرک مربعات کمترین ۳ .۲ .۳

۵۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺه افراز روش های ۴ .۲ .۳

۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شعاعͬ پایه ای توابع ۵ .۲ .۳

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمودن ۳ .۳

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . محلͬ) هم (روش قوی فرم به آزمودن ۱ .۳ .۳

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . سراسری ضعیف فرم به آزمودن ۲ .۳ .۳
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ض



پیشͽفتار

نیازهای رفع برای بیشتر تردد به نیاز و نقلیه، وسایل تعداد افزون روز افزایش شهرها، سریع رشد

کاهش و شهروندان وقت اتلاف آن دنبال به و ͷترافی افزایش موجب امروز، تجملاتͬ زندگͬ

بخصوص جهان کشورهای اغلب در که نوظهوری بحران است؛ شده شهری زیست محیط کیفیت

است. افزایش به رو توسعه حال در کشورهای در

شهرها کلان در ͷترافی از ناشͬ مشͺلات با توسعه، درحال کشورهای از ͬͺی عنوان به ایران

نظر در را سنگین ترافیͷ های از ناشͬ اقتصادی⁃اجتماعͬ مشͺلات اگر ͬ کند. م نرم پنجه و دست

این مهمترین جمله از ͬ شود؛ م نمایان بیشتر ͷترافی هوشمند و دقیق کنترل مسئله اهمیت بͽیریم

نمود. اشاره آلوده روزهای در مدارس و ادارات مͺرر تعطیلͬ به ͬ توان م مشͺلات

مانند ͬͺترافی پارامترهای دقیق مدت کوتاه پیش بینͬ و واقعͬ اطلاعات صحیح آوری جمع

جلب خود به را بسیاری توجه امروزه که است تحقیقاتͬ موضوع ͷترافی جریان و سرعت چͽالͬ،

روزمره زندگͬ در هوشمند حمل و نقل دستگاه های تکنولوژی نفوذ افزایش امر این دلیل و است کرده

این است. زیست محیط حفظ و زمان مدیریت برای ͷترافی مدیریت پیشرفته دستگاه های همراه به

قابل حد تا ترتیب بدین و شود کاسته روشن و بلاتکلیف خودروهای تعدد از ͬ گردد م موجب امر

یابد. کاهش هوا آلودگͬ توجهͬ

و رانندگͬ و راهنمایی های چراغ بهتر بندی زمان طریق از سفر اطلاعات تکنولوژی هدف

،ͷترافی وضعیت های از صحیح و دقیق اطلاعات اساس بر مسیر انتخاب در رانندگان به اطلاع رسانͬ

در مسافران که است هوا آلودگͬ و سفر زمان ،ͷترافی تراکم مشͺلات کاهش برای مطلوبی حل راه

مدل موضوع تا شده باعث مسائل همین مواجه اند. آن با شهرها کلان ویژه به جهان شهرهای اکثر

برخوردار بالایی جذابیت از اصلͬ، مولفه های از ͬͺی عنوان به ،ͬͺترافی پارامترهای پیش بینͬ و سازی

آنها انعطاف پذیری که روش هایی توسعه و محاسباتͬ سرعت مداوم افزایش دلیل به اینکه چه شود
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رو این از ͬ شود. م نیز بیشتر زمان مرور به جذابیت این است، افزایش حال در فزاینده ای بطور

کنترل ،ͷترافی مدیریت موثر روش های از ͬͺی عنوان به ͷترافی جریان حل و ریاضͬ سازی مدل

و جسمͬ سلامت حفظ و زمان مدیریت منظور به بهینه راهبرد انتخاب و گیری تصمیم ،ͷترافی

است. افزایش حال در شهروندان روانͬ

ͷترافی جریان که میباشند نگر کلان مدل های ͷترافی جریان مدل های پرکاربردترین از دسته ͷی

جا آن از میͺنند. بیان غیرخطͬ هذلولوی جزئͬ مشتقات معادلات از دستگاهͬ یا و ͷی صورت به را

روش انتخاب لذا دارد، وجود شوک یا و ناگهانͬ تغییرات معادلات از دسته این اکثر جواب در که

است. ضروری معادلات از دسته این حل برای مناسب عددی

خودروها تردد افزایش مانند ͬ تری کل اهداف به توان مͬ محققین توسط ͬͺترافی معادلات حل با

یافت. دست هوا آلودگͬ و تصادفات ،ͷترافی تراکم کاهش و

بر مسیر انتخاب در رانندگان به اطلاع رسانͬ و راهنمایی چراغ های بهتر زمان بندی با امر این

است. امͺان پذیر ͬͺترافی موقعیت های از صحیح و واقعͬ اطلاعات اساس

ͬͺی به عنوان ͬͺترافی پارامترهای پیش بینͬ و مدل سازی موضوع که است شده باعث مسائل این

ریاضͬ سازی مدل دلیل، همین به کند. جلب خود به را چشمͽیری علمͬ توجه اصلͬ، مولفه های از

بالایی اهمیت از ͷترافی مدیریت موثر روش های از ͬͺی عنوان به ͷترافی جریان مدلهای حل و

است. برخوردار

به آنها حل و نگر کلان ͷترافی جریان مدل چند بهبود و معرفͬ مطالعه، رساله این در ما هدف

ͬͺترافی جریان های از مدل چند معرفͬ به اول فصل در است. شبͺه بدون و بازتولیدی روش های

ارائه شبͺه بدون و بازتولیدی هسته روشهای مورد در توضیحاتͬ سوم و دوم فصل در ͬ پردازیم. م

نهایت در و ͬ کنیم م حل را فیشر برگرز و برگرز معادله شبͺه، بدون روشهای با ۴ فصل در و کرده ایم

این نتایج از ͬ کنیم. م حل شبͺه بدون روش به را ͷترافی مدل های معروفترین از ͬͺی ۵ فصل در

است: شده استخراج زیر بشرح مقاله دو رساله

۲
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بسیار اخیر سالهای در که است تحقیقاتͬ موضوعات مهمترین از ͬͺی ͷترافی جریان مدل سازی

نقلیه، وسیله هر سرعت مثل زیادی پارامترهای اینکه دلیل به اما است، بوده محققان توجه مورد

این دارند دخالت آن در که دیͽری زیاد بسیار عوامل و نظر مورد جاده نوع افراد، رانندگͬ نحوه

ͷترافی مهندسͬ در مدل سازی ها ترین مشͺل از ͬͺی به و دارد ای پیچیده فرآیند بسیار مدل سازی

عبوری مسیر ͷی با جاده ͷی مدل سازی، شدن آسانتر بخاطر است. شده تبدیل مصنوعͬ هوش و

مدل هایی انواع از نوع چند و ͷترافی مساله معرفͬ به فصل این در ͬ شود. م گرفته درنظر مدل برای

ͬ کنیم. م بررسͬ را است بوده محققان توجه مورد تاکنون ͷترافی جریان برای که

ͷترافی جریان مدل های انواع ۱ .۱

بررسͬ و بحث برای ͬ پردازیم. م ͷترافی جریان مدل سازی های از مدل چند معرفͬ به بخش این در

طور به که است شده ارایه و مطرح زیادی دیدگاه های تاکنون بزرگراه ها و شهرها در ͷترافی جریان

کرد. تقسیم کلان نگر۲ ⁃۲ و ۱⁃خردنگر۱ : کلͬ دسته دو به را مدل ها این ͬ توان م کلͬ

خردنگر مدل ۱ .۱ .۱

هم نقليه وسيله هر مدل ها اين در ͬ کنند. م بيان کامل جزیيات با را ͷترافي جریان خردنگر مدل های

واحد هر در است. توجه مورد وسایل بقیه با ارتباط نحوه در هم و ͬ گردد م بررسͬ جداگانه طور به

سرعت حتͬ و نقلیه، وسیله هر شتاب و سرعت و نظر مورد نقلیه وسیله ͬ های ویژگ مشخص، زمانͬ

حتͬ و گذاشته فراتر را پا مدل ها بعضͬ ͬ شود. م محاسبه رانندگان رفتار به توجه با رانندگͬ نحوه و

ͬ کنند م توجه راننده گرفتن ترمز و گرفتن سرعت طرز و نظر مورد راننده توسط دنده تعویض نحوه به

۳ خردنگر بسیار مدل های را ͬ کنند م توجه ظریف نکات به بسیار که را مدل ها دسته این بعضا که

دارند، کاربرد بسیار هوشمند و ͷاتوماتی و خودکار نقلیه وسیله های در مدل ها دسته این ͬ گویند. م
1Microscopic
2Macroscopic
3Submicroscopic
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تعقيب مدل نیز خردنگر مدل های معروفترین از ͬͺی .[۳] PEⅬOPS و [۲] SⅿartAHS مثل

ماشین ردیف ͷی که است شده مدل سازی صورت این به خودرو، تعقيب مدل است. [۴] ۴ خودرو

فقط آن، راننده و وسیله هر که است این بر فرض و ͬ شود م گرفته نظر در ͬͺترافی جاده ͷی در

حرکت حالت و نوع حقیقت در یعنͬ دهد. مͯ نشان العمل عکس خود جلویي نقليه وسيله به نسبت

⁃۳ و جلویی خودروی ۲⁃سرعت ، عقبی خودروی ۱⁃سرعت عامل سه توسط عقبی خودروی

نشان زیر معادله توسط خودرو تعقیب ͷکلاسی نظریه ͬ گردد. م مشخص خودرو، دو این بین فاصله

:[۴] است شده داده

dvn+۱(t+∆t)

dt
= λ∆v, (۱ .۱)

∆t و عقبی و جلویی خودروهای سرعت ترتیب به , vn, vn+۱ و ∆v = vn(t)− vn+۱(t) آن در که

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به کلͬ حالت در λ است. راننده العمل عکس زمان

λ = a
[vn+۱(t+∆t)]m

(∆x)l
,

دارد این به بستگͬ معادله در آنها انتخاب و هستند ثابت a,m, l و ∆x = xn+۱ − xn آن در که

زیر صورت به [۱۷] در مثال عنوان به ͬ کنند. م توصیف را واقعͬ ͬͺترافی پدیده های آنها چͽونه که

است: شده تعریف

λ = a
[vn+۱(t+∆t)]

(∆x)۲ .

داریم: [۱۴] در ویا

λ =
a

(∆x)۲ .

است [۵] بهینه۵ سرعت مدل آنها معروفترین از ͬͺی دارد وجود خودرو تعقیب از زیادی مدل های

وسیله ͷی راننده هر و است V قانونͬ سرعت دارای نقلیه وسیله هر که است شده فرض آن در که
4Car-following
5Optimal velocity model
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کردن آزاد یا گرفتن با را شتاب باید او ͬ دهد. م پاسخ خود جلویی نقلیه وسیله از محرکͬ به نقلیه

مطمئن سرعت جلویی، خودروی حرکت به توجه با بتواند که کند کنترل گونه ای به ترمز و گاز پدال

بستگͬ n + ۱ خودرو با آن فاصله به n شماره نقلیه وسیله قانونͬ سرعت پس کند. حفظ را قانونͬ

کوتاه خودرو دو بین فاصله که هنگامͬ ͬ شود. م داده نشان V (∆xn+۱(t)) صورت به بنابراین دارد،

جلویی خودروی با برخورد از تا شود ͷکوچ کافͬ اندازه به و یابد کاهش باید سرعت ͬ شود، م

نقلیه وسیله ͬ شود، م ͬ تر طولان خودرو دو بین فاصله که هنگامͬ دیͽر، سوی از شود. جلوگیری

تابعͬ V بنابراین، ͬ کند. نم تجاوز سرعت حداکثر از اگرچه کند، حرکت بالاتر سرعت با ͬ تواند م

است: زیر ͬ های ویژگ دارای که است

دارد. بالا کران |V (∆xn+۱(t))| (۲) و صعودی، تابع ͷی (۱)

ͬ شود: م ارایه زیر صورت به خودرو تعقیب مدل [۵] در شده داده توضیحات به توجه با

dvn+۱(t)

dt
= κ[V (∆xn+۱(t))− vn+۱(t)], (۲ .۱)

تفصیل به Vکه (∆x) و است شده) فرض n از مستقل (که راننده العمل عکس ضریب κ آن در که

بود این آن و دهد توضیح را مهم واقعیت ͷی ͬ توانست نم متاسفانه مدل این اما شد. داده توضیح

حرکت عقبی وسیله از بیشتری سرعت با جلویی خودروی و است کم خودرو دو بین فاصله وقتͬ که

کاهش را خود سرعت زیاد احتمال با عقبی راننده است افزایش حال در دو این بین فاصله چون کند

بر اختلاف این بودن منفͬ یا مثبت و عقبی و جلویی خودرو دو بین سرعت اختلاف این ͬ دهد. نم

همین به شود گرفته نظر در آن برای مدل در پارامتری باید لذا و ͬ گذارد م تاثیر عقبی راننده رفتار روی

به آن در که شد ارایه [۶] یافته۶ تعمیم نیروی مدل خودرو، تعقیب مدل های این از دیͽری مدل دلیل

است: شده توجه پارامتر این

dvn+۱(t)

dt
= κ[V (∆xn+۱(t))− vn+۱(t)] + λ∆vH(−∆v), (۳ .۱)

6Generalized Force Model
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که دیͽری مدل است. شده تعریف بالا در که است صورتͬ همان به λ و هویساید تابع H آن در که

صورت: به است شده معرفͬ [۷] در

dvn+۱(t)

dt
= κ[V (∆xn+۱(t))− vn+۱(t)] + λ∆v. (۴ .۱)

تعقیب خردنگر مدل سازی های در که است پارامترهایی از ͬͺی نیز راننده العمل عکس زمان

لذا دارند. تاخیر با پاسخͽویی معمولا محرک ͷی به نسبت رانندگان دارد. اهمیت بسیار خودرو

:[۸] در مثلا .[۱۰–۸] است بوده توجه مورد مقالات بعضͬ در تاخیر این پارامتر

dvn+۱(t)

dt
= κ[V (∆xn+۱(t− τ))− vn+۱(t)] + λ∆v, (۵ .۱)

نوع این از دیͽری مدل به [۹] مقاله در یا است. راننده العمل عکس در تأخیر زمان τ آن در که

است: شده اشاره خودرو تعقیب مدل های

dvn+۱(t)

dt
= κ[V (∆xn+۱(t− τ۱))− vn+۱(t− τ۲)] + λ∆vn+۱(t− τ۲). (۶ .۱)

است. τ۱, τ۲ ≥ ۰ تاخیری پارامتر تا دو دارای مدل این که

گرفته قرار بررسͬ مورد ͬͺترافی مدل سازی های در که است پارامترهایی از ͬͺی نیز مͺانͬ تغییر

دو بین فاصله بنابراین ͬ کند. م تغییر راننده العمل عکس زمان مدت در خودرو دو بین فاصله است.

زیر صورت به ͬ شود م سپری راننده العمل عکس زمان مدت اینکه از بعد جلویی و عقبی خودرو

است[۱۱]:

∆xn+۱(t− τ) = ∆xn+۱(t)− d,

و زمانͬ تاخیر پارامتر دو این با ای معادله پس است. رانندگان العمل عکس فاصله d آن در که

داریم: d, τͬانͺم

dvn+۱(t)

dt
= κ[V (∆xn+۱(t)− d)− vn+۱(t− τ)] + λ∆vn+۱(t). (۷ .۱)
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ͬ کنیم م استفاده را تیلور بسط vn+۱(t− τ) و V (∆xn+۱(t)− d) کلوشه، داخل عبارت دو برای

ͬ گیریم: م نظر در فقط را پایین تر مرتبه جملات سپس و

V (∆xn+۱(t)− d) = V (∆xn+۱(t))− dV ′(∆xn+۱(t)), (۸ .۱)

vn+۱(t− τ) = vn+۱(t)− τ
dvn+۱(t)

dt
. (۹ .۱)

صورت: به مدل بنابراین

(۱۰ .۱)

dvn+۱(t)

dt
= κ[V (∆xn+۱(t))− dV ′(∆xn+۱(t))− vn+۱(t)− τ

dvn+۱(t)

dt
] + λ∆vn+۱(t).

ͬ آید. م بدست

کلان نگر مدل های ۲ .۱ .۱

عکس العمل هایی و عمل و ͬ شود م نگاه کلͬ مفهوم ͷی صورت به ͷترافی جریان به کلان نگر مدل های در

ͬ شود. نم گرفته نظر در رانندگان فردی رفتارهای و دارند جاده در هم به نسبت نقلیه وسایل تک تک که

ͬͺفیزی مقایس های براساس را ͷترافی جریان مدل که رسیدند نتیجه این به محققان نظریه این در

طرف ͷی از کلان نگر مدل های این کنند. پایه ریزی سیالات جریان کلͬ طور به و آب جریان مثل

برای کافͬ اندازه به دیͽر طرف از ͬ کند، م فراهم را کامل درک امͺان که است ساده کافͬ اندازه به

ریزی های برنامه در و ͬ کند م عمل عالͬ ͷترافی و صف تشͺیل عنوان به مهم پدیده های تشخیص

مدل های ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد گسترده ای بسیار سطح در نقلͬ و حمل شبͺه های و منطقه ای

از استفاده (بدلیل باشند برخوردار بالاتری دقت از کلان نگر مدل های با مقایسه در شاید خردنگر

شاید کلان نگر مدل های که شده باعث آنها اجرای آهستگͬ و طولانͬ محاسبات اما بیشتر)، جزییات

باشند. توجه مورد بیشتر

۹
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مشخص کننده که پارامتر ۳ نگر، کلان مدل های صورت به ͷترافی مسأله کردن مدل براي

:[۱] است نیاز ͬ باشد م ͷترافی جریان خاصیت

ͬ نامند. م ρ(x, t) ͷترافي جریان چͽالͬ را طول واحد در نقليه وسيله های :تعداد ۱⁃چͽال۷ͬ

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به جریان چͽالͬ t زمان در و ∆x مͺانͬ بازه در یعنͬ

ρ(x, t) =
n

∆x
,

. است ∆x طول در نقلیه وسیله های تعداد n آن در که

ͷی از عبوری نقليه وسيله های تعداد نشان دهنده q(x, t) ͷترافي جریان ۸:نرخ جریان ۲⁃نرخ

صورت به ͷترافی جریان x نقطه در و ∆t زمانͬ بازه در یعنͬ است. زمان واحد در مشخص نقطه

ͬ شود: م بیان زیر

q(x, t) =
n

∆t
.

تصویر روایت به جریان و چͽالͬ :۱ .۱ شͺل

خودروهایی کل شده اندازه گيری سرعت های حسابی ميانگين از است متوسط۹:عبارت ۳⁃سرعت

v(x, t) با را آن که ͬ باشند. م حرکت حال در معينͬ مͺانͬ فاصله در و زمان ͷی در مثال عنوان به که

ͬ دهیم. م نشان

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به که دارد وجود ͷترافي جریان متغيرهای بين اساسͬ رابطه ͷی

q(x, t) = ρ(x, t).v(x, t)

7Density
8Flow rate
9Mean speed
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ندارد وجود جاده در خودرویی هیچ زیرا، است صفر نیز جریان ͬ شود، م صفر چͽالͬ که وقتͬ

به که زمانͬ تا ͬ یابند م افزایش جریان و چͽالͬ ͬ شوند، م اضافه تدریج به ماشین ها که هنگامͬ و

چͽالͬ با برابر چͽالͬ صورت این در کنند. حرکت ͬ توانند نم خودرو ها دیͽر که ͬ رسیم م وضعیتͬ

صورت به جریان بندان، راه چͽالͬ و صفر بین ͬ های چͽال در است. صفر جریان و ρjam بندان راه

صفر سرعت یا است صفر چͽالͬ یا باشد صفر جریان اگر اینکه نتیجه پس ͬ شود. م رسم سهمͬ ͷی

در پارامتر سه این بین روابط است. بندان راه حالت در چͽالͬ یعنͬ باشد صفر سرعت اگر و است

: است شده داده نشان ۲ .۱ شͺل

[آ]

[ب]

[پ]
سرعت و جریان و چͽالͬ بین روابط :۲ .۱ شͺل

جاده از مشخص قسمت ͷی که ͬ شود م گرفته نظر در یͺطرفه جاده ͷی نگر کلان مدل های در

۱۱



ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

است واضح است. وابسته زمان به مͺانͬ بازه این در خودروها تعداد ͬ گیریم، م درنظر ,x۱]را x۲] مثلا́

از قسمت این از که نقلیه ای وسایل از ͬ شوند م جاده از قسمت این وارد که نقلیه ای وسایل اگر که

برعکس و ͬ یابد م افزایش جاده از قسمت این در نقلیه وسایل تعداد باشد، بیشتر ͬ شوند م خارج جاده

جاده از قسمت این از که ای نقلیه وسایل از ͬ شوند م جاده از قسمت این وارد که ای نقلیه وسایل اگر

ͬ یابد. م کاهش جاده از قسمت این در خودروها تعداد صورت آن در ، باشد کمتر ͬ شوند م خارج

جریان نرخ اختلاف با باید جاده از قسمت این در خودروها تعداد تغییرات نرخ زمان، هر در یعنͬ

داریم: باشد، بازه این در خودروها تعداد n اگر باشد. برابر

dn

dt
= −q(x۲, t) + q(x۱, t),

: t زمان در و [x۱, x۲] بازه در نقلیه وسیله های تعداد طرفͬ از

n(t) =

∫ x۲

x۱

ρ(x, t)dx,

بنابراین

d

dt

∫ x۲

x۱

ρ(x, t)dx = −q(x۲, t) + q(x۱, t)

داریم: است، ثابت x۱, x۲ وقتͬ

d

dt

∫ x۲

x۱

ρ(x, t)dx =

∫ x۲

x۱

∂ρ

∂t
dx,

طرفͬ ∫از x۲

x۱

∂q

∂x
dx = q(x۲, t)− q(x۱, t)

داریم: بالا روابط به ∫بنا x۲

x۱

(
∂ρ

∂t
+
∂q

∂x
)dx = ۰

: پس است دلخواه x۱, x۲ چون و

∂ρ

∂t
+
∂q

∂x
= ۰ (۱۱ .۱)
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معرفͬ را کلان نگر مدل های از مهم مدل چند قسمت این در ͬ گویند. م ۱۰ بقا قانون رابطه این به

ͬ کنیم. م

ⅬWR مدل ۱ .۲ .۱ .۱

ͬ شود: م بیان زیر معادله صورت به و است ماشین ها بقای قانون براساس مدل این

∂ρ

∂t
+
∂(ρv)

∂x
= ۰. (۱۲ .۱)

۱۹۵۶ و ۱۹۵۵ سالهای در بار اولین برای است. سرعت و چͽالͬ مجهول دو دارای فوق مدل

عنوان به سرعت که کردند بیان جداگانه [۱۳ ،۱۲] مقاله دو در ۱۳ ریچاردز ۱۲و ویتهام و لایت۱۱

یعنͬ: شود. گرفته نظر در چͽالͬ از تابعͬ

∂ρ

∂t
+
∂(f)

∂x
= ۰. (۱۳ .۱)

.f = ρv(ρ) آن در که

ͷترافی جریان مدل اولین LWR مدل نامیدند. LWR دانشمند سه این افتخار به را مدل این نام

این LWR مدل برای اصلͬ فرض است. هذلولوی غیرخطͬ جزیی مشتقات معادلات صورت به

از تابعͬ عنوان به را شار که قانونͬ است. وابسته ماشینها چͽالͬ به فقط متوسط سرعت که هست

باشد: زیر شرایط دارای باید f اساسͬ تابع این که ͬ شود م نامیده اساسͬ تابع ͬ دهد، م نشان چͽالͬ

باشد. پیوسته دوم مرتبه تا f تابع ●

باشد. مقعر اکیدا f تابع ●

f(۰) = f(ρmax) = ۰ ●
10conservation law
11Lighthill
12Whitham
13Richards

۱۳
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از ͬͺی تابع این تعیین بحث که کرد تعیین مدل سازی برای ͬ توان م را مختلفͬ اساسͬ تابع های

برحسب سرعت تعریف برای بسیاری مدل های است. ͷترافی جریان مدل سازی بحث های مهمترين

دارد: وجود چͽالͬ

نظرگرفته در چͽالͬ از خطͬ تابعͬ عنوان به سرعت مدل، این در [۱۴] ۱۴ شيلدز گرين مدل ●

ͬ شود: م

v(ρ) = vmax

(
۱ − (

ρ

ρmax

)

)
,

[۱۵] درو۱۵ مدل ●

v(ρ) = vmax

(
۱ − (

ρ

ρmax

)n
)
,

پایپس۱۶[۱۶] مدل ●

v(ρ) = vmax

(
۱ − (

ρ

ρmax

)

)m

,

[۱۸]۱۷ کلر و مͬ مدل ●

v(ρ) = vmax

(
۱ − (

ρ

ρmax

)n
)m

,

[۱۹]۱۸ برگ گرین مدل ●

v(ρ) = v۰

(
log(

ρmax

ρ
)

)
,

است. مثبت ثابت ͷی u۰

[۲۰]۱۹ آندروود مدل ●

v(ρ) = v۰exp

(
ρ

ρmax

)
,

14Greenshields
15Drew
16Pipes
17May , Keller
18Greenberg
19Underwood
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[۲۱]۲۰ پاپاگئوگیو مدل ●

v(ρ) = v۰exp

(
−۱
m

(
ρ

ρmax

)m
)
,

[۲۲]۲۱ کالیفرنیا مدل ●

v(ρ) = v۰

(
−۱
ρ

− ۱
ρmax

)
,

شیلدز گرین مدل برای چͽالͬ حسب بر سرعت تابع و اساسͬ تابع نمودار :۳ .۱ شͺل

برگ گرین مدل برای چͽالͬ حسب بر سرعت تابع و اساسͬ تابع نمودار :۴ .۱ شͺل

20Papageorgiou
21California
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آندروود مدل برای چͽالͬ حسب بر سرعت تابع و اساسͬ تابع نمودار :۵ .۱ شͺل

دروو مدل برای چͽالͬ حسب بر سرعت تابع و اساسͬ تابع نمودار :۶ .۱ شͺل

تصادفͬ مدل ۲ .۲ .۱ .۱

و پیوسته حالت به تکͬ و گسسته حالت از خردنگر متغیرهای در تغییر با کلان نگر مدل های بعضͬ

متغیرهای براساس آنها متغیر که هستند مدل هایی شبیه سازی ها، این از ͬͺی ͬ آیند. م بدست بازه ای

این به مدلͬ سولاکیس۲۳ کت ۲۲و سپاساکیس بار اولین ۲۰۰۶ سال در است. شده تعریف تصادفͬ

ͷی که است شده فرض ابتدا مدل دادن نشان برای مقاله این در .[۲۳] کردند معرفͬ را صورت

ͷی ناحیه این است. بعدی ͷی ناحیه ͷی ͬͺفیزی دامنه بنابراین داریم. عبوری مسیر ͷی با بزرگراه
22Sopasakis
23Katsoulakis
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(x ∈ L) سلول N این روی نقطه هر برای L = {۱,۲, ..., N} ͬ کنیم م تقسیم قسمت N به را بعدی

ͬ گردد: م ارایه σ(x) ترتیب پارامتر ͷی

σ(x) =

{
۱, باشد پر x سلول اگر
۰, باشد خالͬ x سلول اگر

(۱۴ .۱)

بالقوه عامل ͬ نویسیم. م σ = {σ(x) : x ∈ L} صورت به را ترتیب پارامترهای این تمام مجموعه

:[۲۴] ͬ شود م تعریف زیر صورت به ماشینها بین انفعالات و فعل پتانسیل یا

U(x, σ) =
∑

y∈L,y>x

J(y − x)σ(y) (۱۵ .۱)

بین تقابل عامل ͷی منزله به J آن در و ماشینهاست موضعͬ رفتار های کننده مشخص عامل این

است: ͷکوچ ناحیه ͷی در ماشینها

J(y − x) = γV (γ(y − x)), x, y ∈ L (۱۶ .۱)

ͬ کند م تعیین خردنگر دیدگاه از را انفعالات و فعل محدوده که است پارامتری γ = ۱
۲L+۱ آن در که

هر که است این دهنده نشان (۱۵ .۱) اینکه به توجه با است. پتانسیل شعاع دهنده نشان L بنابراین و

از جلوتر L فاصله تا حدکثر که ای نقلیه وسایل با ͬ تواند م دارد قرار x مͺانͬ موقعیت در که ماشینͬ

،ͬͺفیزی نظر از ͬ کند. م اجرا را جلو به نگاه قانون بنابراین دهد، نشان العمل عکس است خودرو این

به نگاه قانون پس ͬ شود، م گرفته نظر در متر ۵ حدوداً سلول) (یا نقلیه وسیله ͷی طول که آنجایی از

حداکثر ͬͺفیزی فاصله در را ͷترافی تا میدهد اجازه رانندگان به شود مͬ اجرا (۱۵ .۱) توسط که جلو

قرار و V : R → R ͬ کنیم م فرض ما خاص طور به کنند. مشاهده خود نقلیه وسیله از جلوتر متر ۵

ͬ دهیم: م

V (r) = ۰, r ∈ R− , V (r) = ۰, r ≥ ۱

بین تعامل و ندارند منفͬ) حرکت (جهت عقب به برگشت حرکت ماشینها تعریف این براساس

برای متفاوتͬ انتخابهای است. ͷنزدی بسیار واقعیت به که آنهاست مͺانͬ موقعیت براساس ماشینها
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ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

است. شده انتخاب [۲۴]۲۴ آرنیوس ͷدینامی اینجا در که داشت ͬ توان م حرکت ͷدینامی توصیف

مقدار تا ͬ دهد م اجازه x مͺان در σ(x)ترتیب پارامتر به ، x, y همسایه مͺان دو برای نظریه، این در

خالͬ محل به x محل از نقلیه وسیله پیشروی عنوان به این کند. تبدیل y مͺان در آن مقدار به را خود

مͺان به پر مͺان ͷی از انتقال امͺان U ساخت براساس که باشید داشته توجه ͬ شود. م تعبیر y در

ببینید. را ۷ .۱ شͺل ندارد؛ وجود دیͽر پر

ͬͺترافی مختلف مثال سه برای نقلیه وسیله حرکت به مربوط جلو به نگاه قانون ساده نمودار ͷی(L = ۴) :۷ .۱ شͺل

است: زیر صورت به آرنیوس ͷدینامی برای عمل این فرآیند انجام سرعت کلͬ طور به

c(x, y, σ) =


c۰exp[−U(x, σ)], yاگر = x+ ۱, σ(x) = ۱, σ(y) = ۰

اگر و σ(x) = ۰, σ(y) = ۱
۰, اینصورت غیر در

(۱۷ .۱)

(۱۵ .۱) در U(x, σ) و فرآیند برای آرامش زمان τ۰ و c۰ = ۱/τ۰ اینجا در ͷدینامی پارامترهای که

است. شده تعریف

با است متناظر y مͺان مسیر، ͷی با فقط جاده ͷی در ͷترافی برای که است مشخص کاملا

ترتیب پارامتر مقدار تعویض (۱۶ .۱) در J تعامل پتانسیل تعریف به توجه با .x + ۱ یا و x − ۱

داده نشان ساده مثال ͷی شͺل۱. ۷ (در باشد خالͬ y خانه و پر x خانه که ͬ افتد م اتفاق وقتͬ تنها

قانون فاصله و J۰ تعامل پتانسیل و τ۰ آرامش زمان پارامترهای براساس مدل این کل در است). شده

پارامتر دو و نقلیه وسایل ماکزیمم سرعت براساس τ۰ پارامتر که ͬ گردد. م مشخص L جلو به نگاه

ابتدا مدل این در ͬ گردد. م تعیین جاده هر ͬͺترافی محدودیت های یا و ͬͺترافی رفتار براساس دیͽر
24Arrhenius Dynamics
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ͬ گیرند: م نظر در زیر ثابت صورت به را پتانسیل

σ(x) =

{
J۰, ۰ < r < ۱
۰, اینصورت غیر در

(۱۸ .۱)

دهنده نشان باشد منفͬ اگر و جذب دهنده نشان باشد مثبت اگر که است پارامتر ͷی J۰ که

آن مقابل که مͺانͬ توسط ماشین پس است مثبت همواره که است این بر فرض اینجا در است. دفع

جلویی خودرو به نسبت العمل عکس (۱۸ .۱) رابطه ͬ شود. م جذب است خالͬ و دارد قرار خودرو

و سپاساکیس [۲۳] در ͬ دهد. نم را عقب سمت به ماشین حرکت اجازه (۱۷ .۱) و ͬ دهد م ارایه را

معادله به ͬ گنجد نم رساله این حوصله در که جزییاتͬ و ریاضͬ روابط سری ͷی با سولاکیس کت

کردند: پیدا دست زیر جزیی انتگرال⁃مشتقات

∂u

∂t
+
∂F (u)

∂x
= ۰, (۱۹ .۱)

F (u) = c۰u(۱ − u)exp(−J ∗ u).

به تعامل پتانسیل و Vm = c۰ که کنیم فرض اگر .J ∗ u(x) =
∫∞
x
J(y − x)u(y)dy آن در که

: صورت

J(r) = φ(r/γ)/γ, φ(r) =

{
۱, ۰ < r < ۱
۰, اینصورت غیر در

(۲۰ .۱)

داریم پس

J(r) =

{
۱/γ, ۰ < r < γ

۰, اینصورت غیر در
(۲۱ .۱)

داریم: U(x, t) =
∫ x

−∞ u(ξ, t)dξ تعریف با

J ∗ u(x) =
∫ ∞

x

J(y − x)u(y)dy =

∫ γ

۰
u(y)/γdy

= ۱/γ
[∫ x+γ

−∞
u(y)dy −

∫ x

−∞
u(y)dy

]
= [U(x+ γ)− U(x)]/γ (۲۲ .۱)
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ͬ شود م بازنویسͬ زیر صورت به معادله پس

∂u

∂t
+
∂F (u, U)

∂x
= ۰, (۲۳ .۱)

F (u, U) = Vmu(۱ − u)exp(−U(x+ γ)− U(x)

γ
).

P −Wمدل ۳ .۲ .۱ .۱

از بعضͬ فرض این داشت. بستگͬ چͽالͬ به فقط اتومبیل متوسط سرعت ، LWR مدل در

ͷی ۱۹۷۱ سال در ۲۵ پاین رو این از ͬ کند. نم توصیف خوبی به را ͷترافی جریان موقعیت های

ͬ کند: م ایجاد را زیر معادلات سیستم که کرد[۲۵] معرفͬ سرعت برای اضافͬ معادله
∂ρ
∂t

+ ∂ρu
∂x

= ۰,

∂u
∂t

+ u ∂ρ
∂x

+ ۱
ρ
∂(Ae(ρ))

∂x
= ۱

τ
(ue(ρ)− u),

(۲۴ .۱)

جمله ۱
τ
(ue(ρ)−u) و بینͬ پیش جمله ۱

ρ
∂(Ae(ρ))

∂x
است. متعادل وضعیت در سرعت مقدار ue(ρ) که

سال ۲۶در ویتام ͬ شوند. م نامیده ue(ρ) آن تعادل مقدار به نسبت τ > ۰ مشخص زمان در آرامش

:[۲۶] داد پیشنهاد زیر شتاب معادله افزودن با را LWR مدل تعمیم ۱۹۷۴

∂u

∂t
+ u

∂ρ

∂x
+
D

ρ

∂ρ

∂x
=

۱
τ
(ue(ρ)− u), (۲۵ .۱)

است (۲۴ .۱) دستگاه دوم معادله به شبیه معادله این که هست واضح . است مثبت Dثابتͬ آن در که

(۲۴ .۱) دستگاه با شده بیان مدل دلیل همین به است. شده انتخاب خاصͬ صورت به Ae(ρ) فقط

است. شده ارایه Ae(ρ) یعنͬ بینͬ پیش جمله برای مختلفͬ عبارتهای ͬ نامند. ۲۷م ویتام پاین مدل را

کرد: ارایه ترتیب این به را جمله این پاین

Ae(ρ) =
۱

۲τ |ue(ρ)|.

25Payne
26Whitham
27Payne-Whitham P-W
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گرفتند: درنظر زیر صورت به را جمله این [۲۸ ،۲۷] کوهنهاوزر۳۰ و کرنر۲۹ و کاهن۲۸

Ae(ρ) = c۲
۰ρ,

است. ثابت ͷی c۰ آن در که

عنوان ͷترافی سنگینͬ یا فشار ͬ توان م را Ae(ρ) بینͬ پیش جمله سیالات، ͷدینامی با مقایسه در

حرکت و ͬ شود م نامیده همرفت اصطلاح u ∂ρ
∂x

عبارت ،ͬͺهیدرودینامی مورد در که همانطور کرد.

ͷترافی وضعیت به را مشابه رانندگان واکنش ۱
ρ
∂(Ae(ρ))

∂x
بینͬ پیش عبارت ͬ کند. م توصیف را سرعت

سرعت با را uمتوسط سرعت تطبیق ۱
τ
(ue(ρ)−u) آرامش جمله ͬ کند. م منعکس اطرافشان محیط در

ͬ کند. م ارایه ue(ρ) تعادل

A−R مدل ۴ .۲ .۱ .۱

ͷترافی برای دوم مرتبه مدل های اشͺالات مورد در را ای مقاله ۱۹۹۵ سال در [۲۹] ۳۱ داگانزو

به شبیه بسیار دوم مرتبه مدل های دیͽر و P −W مدل که داد توضیح مقاله این در او کرد. منتشر

اصلͬ تفاوت های دارد. سیال رفتار با مهمͬ تفاوت های ͬͺترافی رفتار اما هستند، سیال مدل های

از: عبارتند مایعات و ͷترافی بین

به فقط ماشین ͷی که حالͬ در ͬ دهد، م پاسخ پشت از و جلو از محرک ها به مایع ذره ͷی .۱

ͬ دهد. م پاسخ جلویی محرک های

دارند. شخصیت رانندگان مولͺول ها، خلاف بر .۲

خودروهایی که دارد را نامطلوب ویژگͬ این P −W مدل که داد نشان خاص طور به داگانزو

مانده باقͬ نقلیه وسایل به رفتار این و ͬ کنند م حرکت عقب سمت به دارند قرار صف انتهای در که

واقعͬ غیر کاملا که ͬ کنند م حرکت منفͬ سرعت با خودروها برخͬ یعنͬ ͬ یابد. م گسترش صف در
28Kuhne
29Kerner
30Kohnhauser
31Daganzo
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را منفͬ سرعت یعنͬ مشͺل این که دادند ارایه را مدلͬ راسͺل۳۳ و ۳۲ اوه دلیل همین به است.

:[۳۰] است زیر سیستم براساس راسͺل و اوه مدل باشد. نداشته
∂ρ
∂t

+ ∂(ρu)
∂x

= ۰,

∂(u+p(ρ))
∂t

+ u∂(u+p(ρ))
∂x

= ۰,
(۲۶ .۱)

اولین است. چͽالͬ از صعودی تابعͬ حقیقت در و است ͷترافی سنگینͬ یا فشار همان p(ρ) که

آن در که کردند، بیان p(ρ) = ργ صورت این به را فشار آنها شد. ارایه راسͺل و اوه توسط p(ρ)

بدست دوم، معادله به کردن اضافه و p′(ρ) در (۲۶ .۱) دستگاه معادله اولین کردن ضرب با .γ > ۰

ͬ آوریم: م
∂ρ
∂t

+ ∂(ρu)
∂x

= ۰,

∂u
∂t

+ (u− ρp′(ρ))∂u
∂x

= ۰,
(۲۷ .۱)

معادلند. باهم (۲۷ .۱) و (۲۶ .۱) دستگاه های هموار، جواب های برای که است واضح

سوم: مرتبه های مدل ۵ .۲ .۱ .۱

معادلات تنها نه او .[۳۱] شد پیشنهاد ۳۴ هلبینگ درک توسط ۱۹۹۵ سال در سوم مرتبه مدل اولین

سریع افزایش حقیقت، در کرد. توجه نیز واریانس به بلͺه گرفت، نظر در سرعت و چͽالͬ برای را

توسط پیشنهادی دقیق مدل دهد. توضیح ماشینها ͷترافی در را صف گیری شͺل ͬ تواند م واریانس

است: زیر بصورت هلبینگ
∂ρ
∂t

+ ∂ρu
∂x

= ۰,
∂u
∂t

+ u∂u
∂x

+ ۱
ρ
∂(ρθ)
∂x

= ۱
τ
(ue(ρ)− u) + µ

ρ
∂۲u
∂x۲ ,

∂θ
∂t

+ u ∂θ
∂x

+ ۲θ ∂u
∂x

= ۲µ
ρ
(∂u
∂x
)۲ + ۲

τ
(θe(ρ)− θ) + κ

ρ
∂۲θ
∂x۲ ,

(۲۸ .۱)

ͬ شوند. م تعریف مثبتͬ ثابتهای µ, κ, τ ضرایب و هستند ρ چͽالͬ از همواری توابع ue و θe آن در که

تابع به ،که را سرعت واریانس شار J(t, x) = −κθx مقدار ͬ نامند. م جنبشͬ ضریب را κ ضریب
32Aw
33Rascle
34Dirk Helbing

۲۲



ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

ͬ شود م ناشͬ ترمز زمان و محدود واکنش از اصطلاح این ͬ کند. م توصیف ͬ انجامد، م θ از همواری

تلاش از ۲
τ
(θe(ρ)−θ) اصطلاح ͬ گردد. م منجر ͷترافی موقعیت با سرعت هماهنگͬ در تاخیر به که

در سرعت کاهش یعنͬ ͬ شود؛ م ناشͬ راننده ها واکنش و نظر مورد سرعت با رانندگͬ برای راننده ها

بͽیرد. سبقت تر آرام ماشین از ͬ تواند نم سریعتر ماشین که موقعیتͬ

خودرو تعقیب مدل یافته تعمیم کلان نگر مدل ۳ .۱ .۱

بعضͬ اما ͬ شود م شبیه سازی کلان نگر مدل ͷی صورت به ͷترافی جریان حقیقت در مدل ها این در

دسته در را دسته این محققان از ای عده است. راننده فردی مشخصات براساس مدل پارامترهای از

مدل این در ͬ دهند. م ۳۵ متوسط نگر عنوان آنها به و ͬ دهند م قرار نگر کلان مدل های از جداگانه ای

تبدیل را آن مدل، تعاریف و پارامترها یͺسری تغییر با و ͬ شود م گرفته نظر در خردنگر روش ͷی

ͬ دهیم م قرار مدنظر را (۱۰ .۱) خودرو تعقیب نگر خرد مدل اینجا در ͬ کنند م کلان نگر مدل ͷی به

دلیل همین به ͬ کنیم. م تبدیل جزیی مشتقات معادله ͷی صورت به نگر کلان مدل ͷی به را آن و

در که نقلیه ای وسیله که ترتیب بدین ͬ دهیم، م تغییر کلان نگر متغیرهای به را خردنگر متغیرهای

ͷترافی میانگین با که ͬ دهد م نشان را [x− ۱
۲∆, x+

۱
۲∆] بازه در ͬͺترافی میانگین است، x موقعیت

نشان اینجا ∆در که باشید داشته توجه ͬ شود. م مشخص [x + ۱
۲∆, x + ۳

۲∆] یعنͬ قبلͬ وضعیت

صورت به را خردنگر متغیرهای ͬ توانیم م اکنون است. خودرو تعقیب مدل سازی در ∆x همان دهنده

کنیم[۷]: تبدیل کلان نگر به زیر

∆x→ ρ(x, t), vn+۱(t) → u(x, t), vn(t) → u(x+∆, t),

v(∆x) → ue(ρ(x, t)), κ→ ۱
T
, λ→ ۱

τ
,

(۲۹ .۱)

پیدا انتشار عقب سمت به ∆ اندازه به آشفتگͬ که است زمانͬ نشاندهنده τ و آرامش زمان T که

داریم: (۹ .۱) و (۸ .۱) نیز و (۱۰ .۱) خودرو تعقیب مدل در بالا روابط جایͽزینͬ با ͬ کند. م
35Mesoscopic
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(۱ − τ

T
)
du(x, t)

dt
=
ue(ρ)− u(x, t)

T
− d

T
u′e(ρ) +

u(x+∆, t)− u(x, t)

τ۱
(۳۰ .۱)

قاعده از نیز و ͬ گیریم نم نظر در را بالا مرتبه جملات و گرفته نظر در را آخر جمله تیلور بسط

پس: ͬ کنیم، م استفاده du(x,t)
dt

= ∂u
∂t

+ u∂u
∂x

∂u

∂t
+ (u− c۰T

T − τ
)
∂u

∂x
=
ue(ρ)− u(x, t)

T − τ
− d

T − τ
u′e(ρ), (۳۱ .۱)

c۰ = ∆
τ
. که

ͬ سازیم: م را زیر معادلات دستگاه بنابراین ͬ نامند. م حرکت معادله را معادله }این
∂ρ
∂t

+ ∂(ρu)
∂x

= ۰,
∂u
∂t

+ (u− c۰T
T−τ

)∂u
∂x

= ue(ρ)−u(x,t)
T−τ

− d
T−τ

u′e(ρ),
(۳۲ .۱)

شود. حفظ ͷترافی جریان چͽالͬ بقای تا نیازمندیم بقا قانون معادله به که باشید داشته توجه

کرد: بازنویسͬ زیر صورت به ͬ توان م را دستگاه

∂U

∂t
+ [B]

∂U

∂x
= G (۳۳ .۱)

آن: در که

U =

[
ρ
u

]
, [B] =

[
u ρ
۰ u− c۰T

T−τ

]
, G =

[ ۰
ue(ρ)−u(x,t)

T−τ
− d

T−τ
u′e(ρ)

]
. (۳۴ .۱)

وسایل مدل، این در یعنͬ، ندارد؛ را شد صحبت آن مورد در قبلا که منفͬ سرعت مشͺل مدل این

در ͬ شود. م محسوب مدل این برای مهم امتیازات از ͬͺی این و ندارند عقب سمت به حرکت نقلیه

است: شده بیان زیر صورت به تعادل وضعیت در چͽالͬ و سرعت رابطه [۳۶] مقاله

ue(ρ) = uf [۱ − exp(۱ − exp(
cm
uf

(
ρm
ρ

− ۱))) (۳۵ .۱)

است. بندان راه چͽالͬ در موج سرعت cm و چͽالͬ حداکثر ρm آزاد جریان در سرعت uf آن در که

۲۴
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راننده تهاجمͬ و ترسو ͬ های ویژگ به مربوط توسعه یافته کلان مدل ͷی ۴ .۱ .۱

احتیاط با دیͽر دلایل یا و فردی اخلاقیات یا و رانندگͬ مهارت عدم دلیل به که رانندگان بعضͬ

در تاخیر و ͬ کنند م عمل کند ویژگͬ این بخاطر رانندگان این ͬ کنند. م رانندگͬ ترس با گاهͬ یا و

فردی اخلاقیات بخاطر یا و دارند بیشتری تجربه شاید که رانندگان بعضͬ مقابل در دارند. پاسخ

ͬ کنند. م رانندگͬ ͬ تر تهاجم بسیار دیͽر، دلایل یا و دارند بیشتری مهارت رانندگͬ در یا و جسورترند

تعقیب از مدلͬ [۳۲] در بنابراین دارند. کمتری تاخیر پاسخ در و ͬ کنند م حرکت سریع رانندگان این

کرده توجه کردن رانندگͬ شجاعت با یا و احتیاط و ترس با رانندگͬ اثرات به که ͬ گردد م ارایه خودرو

است:

dvn+۱(t)

dt
= κ [pV (∆xn+۱(t+ α۱τ))+

(۱ − p)V (∆xn+۱(t+ α۲τ))− vn+۱(t) + λ∆vn+۱(t). (۳۶ .۱)

ضرایب α۱, α۲ ، ͬ دهد م نشان را رانندگان ویژگͬ دو بین شدت تاثیر که است پارامتری ۰ < p < ۱

جسورتر رانندگان برای ترتیب به ͷترافی و جاده مختلف شرایط به رانندگان واکنش پیش بینͬ توانایی

ترسوتر. رانندگان و

که است معنͬ این به p = ۱ وقتͬ و دارند تهاجمͬ عملͺرد رانندگان ۰٫۵ < p < ۱ که زمانͬ

غالب بیشتر ترسو رانندگان رفتارهای ۰ < p < ۰٫۵ وقتͬ مقابل در هستند. تهاجمͬ کاملا́ ها محرک

دو p = ۰٫۵ که هنگامͬ و هستند. کارانه محافظه کاملا محرک ها p = ۰ که زمانͬ در و ͬ شود م

خودرو تعقیب مدل این کلان نگر مدل ۲۰۱۷ سال در ͬ دهند. م نشان را یͺسانͬ ͬ های ویژگ راننده

:[۳۳] است شده پیشنهاد قبل) مبحث در شده بیان متغیرهای تغییر به توجه (با

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= κ[ue(ρ)− u(x, t)]+

[λ− (۲p− ۱)αρ۲u′e(ρ)]

(
u′(x)∆ +

∆۲

۲ u′′(x)

)
. (۳۷ .۱)
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ͬ سازیم: م را زیر معادلات دستگاه پس



∂ρ
∂t

+ ∂(ρu)
∂x

= ۰,

∂u
∂t

+ [u− λ∆+ (۲p− ۱)αρ۲u′e(ρ)∆]∂u
∂x

= κ[ue(ρ)− u(x, t)]

+[λ− (۲p− ۱)αρ۲u′e(ρ)]
∆۲

۲ u
′′(x),

(۳۸ .۱)

است:[۳۴] شده ارایه رانندگان معقولانه رفتارهای به مربوط نگر کلان مدل ۲۰۱۷ درسال طرفͬ از



∂ρ
∂t

+ ∂(ρu)
∂x

= ۰,

∂u
∂t

+ u∂u
∂x

=


۰, | ∂u

∂t
+ u∂u

∂x
|< ϵ

ue(ρ)−u(x,t)
−τ

+ c۰
∂u
∂x
, اینصورت غیر در

(۳۹ .۱)

شد: ارایه زیر مدل و شدند ترکیب باهم مدل دو این [۳۵] در ۲۰۲۰ سال در و

(۴۰ .۱)

∂ρ
∂t

+ ∂(ρu)
∂x

= ۰,

∂u
∂t

+ u∂u
∂x

=


۰, | ∂u

∂t
+ u∂u

∂x
|< ϵ

κ[ue(ρ)− u(x, t)]+

[λ− (۲p− ۱)αρ۲u′e(ρ)]
(
u′(x)∆ + ∆۲

۲ u
′′(x)

)
, اینصورت غیر در

و مهم مدل چند به فصل این در که است شده ارایه اخیر سالهای در زیادی ͬͺترافی مدل های

ͬ گردد. م پیشنهاد [۲۲ ،۱] کتابهای بیشتر مطالعه برای شد. اشاره کاربردی

۲۶
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ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

ابتدا در شود. حل بازتولیدی هسته روش به را ͬͺترافی معادله که است شده سعͬ فصل این در

نهایت در و شده داده شرح بازتولیدی هسته روش سپس و روش این برای لازم مقدمات و تعاریف

است. شده ارائه مذکور روش با ͬͺترافی معادله حل

بازتولیدی هسته ۱ .۲

از مورد چند سپس و ͬ پردازیم م هیلبرت فضای در بازتولیدی هسته مفهوم معرفͬ به بخش این در

ͬ کنیم. م بیان را آن ͬ های ویژگ و خواص

کنید: فرض .۱ .۱ .۲ تعریف

H :=
{
f(x)| باشد مختلط یا مقدار حقیقͬ تابع ͷیf(x), x ∈ X,است مجرد Xفضای

}
باشد: زیر داخلͬ ضرب با هیلبرت فضای ͷی

⟨f(x), g(x)⟩H, (f, g ∈ H).

باشیم: داشته f(x) ∈ H هر برای که باشد داشته وجود H به متعلق Ry(x) تابع y ∈ X هر برای اگر

⟨f(x),Ry(x)⟩H = f(y)

ͬ شود. م گفته بازتولیدی هسته فضای H هیلبرت فضای به و H بازتولیدی هسته Ry(x) آنگاه

بازتولیدی هسته اصلͬ خواص ۱ .۱ .۲

منحصربفردی ͬ های ویژگ نیز آنها هسته های و دارند را خود به مربوط خواص بازتولیدی هسته با فضاهای

ͬ کنیم م بیان را بازتولیدی فضاهای و بازتولیدی هسته اساسͬ خواص از بعضͬ قسمت این در دارند.

فضای Ry(x)در بازتولیدی هسته آنگاه باشد، بازتولیدی هسته فضای ͷیH اگر .۲ .۱ .۲ ویژگͬ

است: مزدوج Hمتقارن

Ry(x) = Rx(y)

۲۸
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فضای Ry(x)در بازتولیدی هسته آنگاه باشد، بازتولیدی هسته فضای ͷیH اگر .۳ .۱ .۲ ویژگͬ

است. Hمنحصربفرد

Rx(x)صفر و است نامنفͬ Rx(X) آنگاه باشد، بازتولیدی هسته فضای ͷیH اگر .۴ .۱ .۲ ویژگͬ

.H = {۰} اگر تنها و اگر است

ηi ∈ C ،xi ∈ X هر برای است. مثبت Ry(x)معین بازتولیدی هسته .۵ .۱ .۲ ویژگͬ

n∑
i,j=۱

Rxi
(xj)ηiηj ≥ ۰

هر برای اگر وفقط اگر هست بازتولیدی هسته فضای ͷیHهیلبرت تابع فضای .۶ .۱ .۲ ویژگͬ

باشد. کراندار I(f) = f(x) خطͬ تابعͬ x ∈ X

شود. مراجعه [۳۹ ،۳۸] به ͬ ها ویژگ این اثبات برای

بازتولیدی هسته Wفضای m
۲ [a, b] ۲ .۱ .۲

نشان سپس و ͬ کنیم م ارائه را آن نرم و داخلͬ ضرب و Wm
۲ [a, b] فضای تعریف قسمت این در

است. بازتولیدی هسته ͷی فضا این که داد خواهیم

ͬ شود م تعریف زیر صورت به Wm
۲ [a, b] توابع فضای .۷ .۱ .۲ تعریف

Wm
۲ [a, b] =

{
f(x)| است اکید fپیوسته (m−۱)(x), f (m)(x) ∈ L۲[a, b], x ∈ [a, b]

}
.

است: زیر بصورت f, g ∈ Wm
۲ [a, b] تابع هر برای فضا این در نرم و داخلͬ ضرب

⟨f, g⟩Wm
۲ [a,b] =

m−۱∑
i=۰

f (i)(a)g(i)(a) +

∫ b

a

f (m)(x)g(m)(x)dx, (۱ .۲)

∥f∥Wm
۲ [a,b] =

√
⟨f, f⟩Wm

۲ [a,b]

است. هیلبرت فضای ͷی Wm
۲ [a, b] توابع فضای .۸ .۱ .۲ قضیه

۲۹
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شود. مراجعه [۳۸] به برهان.

است. بازتولیدی هسته فضای ͷی Wm
۲ [a, b] توابع فضای .۹ .۱ .۲ قضیه

شود. مراجعه [۳۸] به برهان.

Wm
۲ [a, b] فضای هسته ۱ .۲ .۱ .۲

مربوط بازتولیدی هسته Ry(x) کنیم فرض ͬ پردازیم. م فضا بازتولیدی هسته معرفͬ به قسمت این در

Ry(x) هسته ، f ∈ Wm
۲ [a, b] هر برای و y ∈ [a, b]ثابت هر برای آنگاه باشد، Wm

۲ [a, b] فضای به

ͬ کند: م صدق زیر رابطه در

⟨f(x),Ry(x)⟩Wm
۲ [a,b] = f(y) (۲ .۲)

داریم: (۲ .۳) داخلͬ ضرب به بنا

⟨f(x),Ry(x)⟩Wm
۲ [a,b] =

m−۱∑
i=۰

f (i)(a)
∂iRy(a)

∂xi
+

∫ b

a

f (m)(x)
∂mRy(x)

∂xm
dx, (۳ .۲)

پس: ͬ کنیم. م استفاده راست، سمت دوم جمله حاصل برای را جزء به جزء انتگرال

∫ b

a

f (m)(x)
∂mRy(x)

∂xm
dx =

m−۱∑
i=۰

(−۱)if (m−i−۱)(x)
∂m+iRy(x)

∂xm+i

∣∣∣b
a
+ (−۱)m

∫ b

a

f(x)
∂۲mRy(x)

∂x۲m dx (۴ .۲)

داریم: راست، سمت اول جمله داخل در m− i− ۱ به iتغییر با طرفͬ از

m−۱∑
i=۰

(−۱)if (m−i−۱)(x)
∂m+iRy(x)

∂xm+i
=

m−۱∑
i=۰

(−۱)(m−i−۱)f i(x)
∂۲m−i−۱Ry(x)

∂x۲m−i−۱

۳۰
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: بنابراین

⟨f(x),Ry(x)⟩ =
m−۱∑
i=۰

f i(a)
[∂iRy(a)

∂xi
− (−۱)(m−i−۱)∂

۲m−i−۱Ry(a)

∂x۲m−i−۱

]
+

m−۱∑
i=۰

(−۱)(m−i−۱)f i(b)
∂۲m−i−۱Ry(b)

∂x۲m−i−۱

+ (−۱)m
∫ b

a

f(x)
∂۲mRy(x)

∂x۲m dx, (۵ .۲)

بنابراین شود. f(y) عبارت این حاصل باید (۲ .۴) بازتولیدی هسته داخلͬ ضرب خاصیت به بنا

است: زیر معادله جواب ،Ry(x)

(−۱)m∂۲mRy(x)

∂x۲m = δ(x− y),

∂iRy(a)

∂xi − (−۱)(m−i−۱) ∂۲m−i−۱Ry(a)

∂x۲m−i−۱ = ۰,

∂۲m−i−۱Ry(b)

∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۰,۱, ...,m− ۱.

(۶ .۲)

معادله جواب Ry(x) هسته x ̸= y اگر که است واضح دیراک، دلتای تابع تعریف به توجه با

است: زیر ۲m مرتبه خطͬ همͽن دیفرانسیل

(−۱)m∂
۲mRy(x)

∂x۲m = ۰ (۷ .۲)

مرزی: شرایط با
∂iRy(a)

∂xi − (−۱)(m−i−۱) ∂۲m−i−۱Ry(a)

∂x۲m−i−۱ = ۰,

∂۲m−i−۱Ry(b)

∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۰,۱, ...,m− ۱.
(۸ .۲)

۲m مرتبه از تکراری ریشه λ = ۰ و است λ۲m = ۰ صورت به خطͬ معادله این مشخصه معادله

است: زیر صورت به نظر مورد خطͬ همͽن معادله عمومͬ جواب پس است. مشخصه معادله این

Ry(x) =

{
lRy(x) =

∑۲m
i=۱ ci(y)x

i−۱, x < y,

rRy(x) =
∑۲m

i=۱ di(y)x
i−۱, x > y.

(۹ .۲)

محاسبه را i = ۱,۲, ...,۲m, ci(y), di(y) ضرایب ابتدا باید شود حاصل Ry(x) اینکه برای اکنون

آوردن بدست نحوه اینجا در است. نیاز معادله ۴m به مجهول، ۴m این آوردن بدست برای کنیم.

۳۱
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رابطه از ͬ دهیم. م توضیح را مجهولات و معادلات این

(−۱)m∂
۲mRy(x)

∂x۲m = δ(x− y)

داریم:
∫ y+ϵ

y−ϵ
δ(x− y)dx = ۱ : یعنͬ (y− ϵ, y + ϵ) بازه روی دیراک دلتای تابع انتگرال تعریف و

∂ilRy(y)

∂xi = ∂irRy(y)

∂xi , i = ۰,۱, ...,۲m− ۲

(−۱)m
(

∂۲m−۱rRy(y+ϵ)

∂x۲m−۱ − ∂۲m−۱lRy(y−ϵ)

∂x۲m−۱

)
= ۱.

(۱۰ .۲)

مرزی شرایط از باید دیͽر معادله ۲m برای داریم، معادله ۲m فقط مجهولات محاسبه برای درآن، که

قرار (۹ .۲ ) رابطه در سپس و ͬ آیند م بدست ضرایب معادلات، این حل با کنیم. استفاده (۸ .۲)

ͬ آید. م بدست Ry(x) هسته و ͬ دهیم م

آنگاه: باشد، Wm
۲ [a, b] فضای بازتولیدی هسته Ry(x) که کنیم فرض اگر .۱۰ .۱ .۲ گزاره

∂i+jRy(x)

∂xi∂yj
∈ L۲[a, b], i+ j = ۲m− ۱

شود. مراجعه [۳۸] به برهان.

توابع .۱۱ .۱ .۲ نتیجه

∂i+jRy(x)

∂xi∂yj
, ۰ ≤ i+ j ≤ ۲m− ۲

هستند. پیوسته اکیدا [a, b] بازه روی

شود. مراجعه [۳۸] به برهان.

آنگاه: باشد، Wm
۲ [a, b] فضای بازتولیدی هسته Ry(x) که کنیم فرض اگر .۱۲ .۱ .۲ قضیه

∂i+jRy(x)

∂xi∂yj
∈ Wm

۲ [a, b], i+ j = m− ۱

شود. مراجعه [۳۹] به برهان.

۳۲
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داشته n = ۱,۲, .. برای و ͬ گیریم م نظر در را Wm
۲ [a, b] بازتولیدی هسته فضای .۱۳ .۱ .۲ قضیه

f
(k)
n (x) آنگاه باشد، f(x)همͽرا به ∥.∥Wm

۲
به نسبت fn(x) اگر .f(x), fn(x) ∈ Wm

۲ [a, b] باشیم

.۰ ≤ k ≤ m− ۱ که بود خواهد همͽرا f (k)(x) به یͺنواخت بطور

شود. مراجعه [۳۸] به برهان.

Wm
۲ [a, b] بازتولیدی هسته فضای از بسته فضای زیر ۲ .۲ .۱ .۲

مرزی شرایط اعمال از استفاده Wmبا
۲ [a, b] بازتولیدی هسته فضای از را oWm

۲ [a, b] بسته فضای زیر

ساخت. ͬ توان م همͽن

oWm
۲ [a, b] = {f(x)| f(x) ∈ Wm

۲ [a, b], f ′(a) = ۰, f(b) = ۰} .

هیلبرت بازتولیدی هسته فضای ͷی نیز فضا این که کرد ثابت ͬ توان م قبل قضایای با مشابه طور به

Ry(x) به شبیه کاملا Qy(x) آوردن بدست نحوه و ͬ دهیم م نشان Qy(x) با را فضا این هسته است.

کند: صدق داخلͬ ضرب در باید Qy(x) است.

⟨f(x),Qy(x)⟩oWm
۲ [a,b] =

m−۱∑
i=۰

f i(a)

[
∂iQy(a)

∂xi
− (−۱)(m−i−۱)∂

۲m−i−۱Qy(a)

∂x۲m−i−۱

]

+
m−۱∑
i=۰

(−۱)(m−i−۱)f i(b)
∂۲m−i−۱Qy(b)

∂x۲m−i−۱

+ (−۱)m
∫ b

a

f(x)
∂۲mQy(x)

∂x۲m dx, (۱۱ .۲)

۳۳
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بدست برای که معادلاتͬ به معادله دو ،oWm
۲ [a, b] فضای این برای مرزی شرایط وجود دلیل به

ͬ شود م اضافه ͬ کنیم م استفاده هسته آوردن

(−۱)m∂۲mQy(x)

∂x۲m = δ(x− y),

∂iQy(a)

∂xi − (−۱)(m−i−۱) ∂۲m−i−۱Qy(a)

∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۰,۲,۳, ...,m− ۱,

∂۲m−i−۱Qy(b)

∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۱, ...,m− ۱,

Qy(b) = ۰,

∂Qy(b)

∂x
= ۰.

(۱۲ .۲)

است: زیر ۲m مرتبه خطͬ همͽن دیفرانسیل معادله جواب Qy(x) هسته x ̸= y اگر قبل، همانند

(−۱)m∂
۲mQy(x)

∂x۲m = ۰ (۱۳ .۲)

مرزی: شرایط با

∂iQy(a)

∂xi − (−۱)(m−i−۱) ∂۲m−i−۱Qy(a)

∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۰,۲,۳, ...,m− ۱,

∂۲m−i−۱Qy(b)

∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۱, ...,m− ۱,

Qy(b) = ۰,

∂Qy(b)

∂x
= ۰.

(۱۴ .۲)

۲m مرتبه از تکراری ریشه λ = ۰ و است λ۲m = ۰ صورت به خطͬ معادله این مشخصه معادله

است: زیر صورت به نظر مورد خطͬ همͽن معادله عمومͬ جواب پس است. مشخصه معادله این

Qy(x) =

{
lQy(x) =

∑۲m
i=۱ ci(y)x

i−۱, x < y,

rQy(x) =
∑۲m

i=۱ di(y)x
i−۱, x > y.

(۱۵ .۲)

محاسبه را i = ۱,۲, ...,۲m, ci(y), di(y) ضرایب ابتدا باید شود حاصل Qy(x) اینکه برای اکنون

داریم. معادله ۴m به نیاز شد گفته قبلا که همانطور کنیم.
∂ilQy(y)

∂xi = ∂irQy(y)

∂xi , i = ۰,۱, ...,۲m− ۲

(−۱)m
(

∂۲m−۱rQy(y+ϵ)

∂x۲m−۱ − ∂۲m−۱lQy(y−ϵ)

∂x۲m−۱

)
= ۱.

(۱۶ .۲)

۳۴
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مرزی شرایط از باید دیͽر معادله ۲m برای داریم، معادله ۲m فقط مجهولات محاسبه برای درآن، که

قرار (۱۵ .۲) رابطه در سپس و ͬ آیند م بدست ضرایب معادلات، این حل با کنیم. استفاده (۱۴ .۲ )

ͬ آید. م بدست Qy(x) هسته و ͬ دهیم م

است. Wm
۲ [a, b] فضای از بسته فضای زیر ͷی oWm

۲ [a, b] بازتولیدی هسته فضای .۱۴ .۱ .۲ قضیه

شود. مراجعه [۳۸] به برهان.

W
(m,n)

۲ (D) مضاعف بازتولیدی هسته فضای ۳ .۱ .۲

ͬ کنیم. م فرض D = [a, b]× [c, d] ⊂ R۲ صورت به را D ابتدا بخش این در

کنیم فرض است شده Dداده روی بر f(x, y) تابع ͷی .۱۵ .۱ .۲ تعریف

{Ik = [ak, bk]× [ck, dk]}nk=۱

بطوریͺه ∀ϵ > ۰,∃δ > ۰ اگر است. D ⊃ Ik دامنه از هم از جدا دو به دو مجموعه ͷی

آن در که
∑n

i=۱ |Ii| < δ برای
∑n

i=۱ |f(Ii)| < ϵ

f(Ii) = f(bi, di)− f(bi, ci)− f(ai, di) + f(ai, ci)

کاملا́ D دامنه در f(x, y) تابع آنگاه هستند، x, y به نسبت پیوسته اکیدا ,f(xتوابعͬ c), f(a, y) و

ͬ شود. م گفته پیوسته

پیوسته تابعͬ f(x, y) آنگاه باشد، پیوسته کاملا́ D ناحیه روی f(x, y) تابع اگر .۱۶ .۱ .۲ ویژگͬ

است. D ناحیه روی

روی f(x) تابع آنگاه باشد، پیوسته اکیدا [a, b] بازه روی f(x) تابع که کنیم فرض .۱۷ .۱ .۲ ویژگͬ

است. پیوسته کاملا́ D ناحیه

۳۵
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باشد، پیوسته اکیدا [c, d] و [a, b] بازه های روی f(x), g(x) توابع که کنیم فرض .۱۸ .۱ .۲ ویژگͬ

است. پیوسته کاملا́ D ناحیه روی f(x)g(x) تابع آنگاه

تابع y ∈ [c, d] هر ازای به آنگاه باشد، پیوسته کاملا́ D ناحیه روی f(x, y) تابع اگر .۱۹ .۱ .۲ ویژگͬ

f(x, y) تابع x ∈ [a, b] هر ازای به و [a, b] بازه روی x متغیر به نسبت پیوسته اکیدا تابعͬ f(x, y)

است. [c, d] بازه روی y متغیر به نسبت پیوسته اکیدا تابعͬ

تابع آنگاه باشد، پذیر انتگرال D ناحیه روی f(x, y) تابع که کنیم فرض .۲۰ .۱ .۲ ویژگͬ

است. پیوسته کاملا́ تابع ͷی D ناحیه روی
∫ x

a

∫ y

c
f(t, s)dtds

شود. مراجعه [۳۹ ،۳۸] به ͬ ها ویژگ این اثبات برای

ͬ شود م تعریف زیر صورت به W (m,n)

۲ (D) مضاعف توابع فضای .۲۱ .۱ .۲ تعریف

W
(m,n)

۲ (D) =

{
f(x, y)| است کامل ∂پیوسته

m+n−۲f(x, y)

∂xm−۱∂yn−۱ ,
∂m+nf(x, y)

∂xm∂yn
∈ L۲(D)

}
.

است: زیر بصورت f(x, y), g(x, y) ∈ W
(m,n)

۲ (D) تابع هر برای فضا این در نرم و داخلͬ ضرب

⟨f(x, y), g(x, y)⟩
W

(m,n)

۲ (D)
=

m−۱∑
i=۰

∫ d

c

[
∂n

∂yn
∂i

∂xi
f(a, y)

∂n

∂yn
∂i

∂xi
g(a, y)

]
dy

+

∫
D

∂n

∂yn
∂m

∂xm
f(x, y)

∂n

∂yn
∂m

∂xm
g(x, y)dxdy

+
n−۱∑
i=۰

〈 ∂j

∂yj
f(x, c),

∂j

∂yj
g(x, c)

〉
Wm

۲

.

است. هیلبرت بازتولیدی هسته فضای ͷی W (m,n)

۲ (D) توابع فضای .۲۲ .۱ .۲ قضیه

آنگاه ،f(x, y), g۱(x)g۲(y) ∈ W
(m,n)

۲ (D) که کنیم فرض .۲۳ .۱ .۲ قضیه

⟨f(x, y), g۱(x)g۲(y)⟩W (m,n)

۲
=

〈
⟨f(x, y), g۱(x)⟩Wm

۲
, g۲(y)

〉
W n

۲

۳۶
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آنگاه ،f۱(x)f۲(y), g۱(x)g۲(y) ∈ W
(m,n)

۲ (D) که کنیم فرض .۲۴ .۱ .۲ نتیجه

⟨f۱(x)f۲(y), g۱(x)g۲(y)⟩W (m,n)

۲
= ⟨f۱(x), g۱(x)⟩Wm

۲
⟨f۲(x), g۲(y)⟩W n

۲

است: زیر صورت به W (m,n)

۲ (D) توابع فضای هسته .۲۵ .۱ .۲ قضیه

K(ξ,η)(x, y) = Rξ(x)Qη(y),

Wmهستند.
۲ [a, b] و W n

۲ [c, d] فضاهای بازتولیدی هسته های Rξ(x), Qη(y) که

اعمال با ͬ توان م قبل، بخش با مشابه بطور شود. مراجعه [۳۸] به نتایج و قضایا اثبات برای

برای .oW (m,n)

۲ (D)کرد تعریف بسته زیرفضای ͷی W (m,n)

۲ (D) فضا برروی همͽن مرزی شرایط

کنید. مراجعه [۸۳ ،۷۶ ،۷۲] مقالات به ͬ توان م روش این مورد در بیشتر مطالعه

بازتولیدی هسته روش از استفاده با ͷترافی معادله حل ۲ .۲

و ͬ پردازیم م بحث مورد فضای و بازتولیدی هسته روش مورد در اطلاعاتͬ بیان به بخش این در

فصل در که ⅬWR یعنͬ نگر کلان ͷترافی جریان مدل های معروفترین از ͬͺی قسمت این در سپس

ͷترافی جریان معادله ͬ کنیم. م حل بازتولیدی هسته روش به را شد داده توضیح آن مورد در اول

بͽیرید: نظر در را زیر ⅬWR

∂ρ(x, t)

∂t
+
∂F (ρ(x, t))

∂x
= ۰.

ͬ شود: م بیان زیر بصورت مدل این در چͽالͬ تابع

F (ρ(x, t)) = ρV (ρ),

آن: در که

V (ρ) = vmax(۱ − ρ), ۰ ≤ ρ ≤ ۱.

۳۷
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است: زیر بصورت اولیه شرایط و vmax = ۱ ͬ کنیم م فرض اینجا در

ρ(x,۰) = g(x),

به بتوان تا کنیم همͽن را شده داده اولیه شرایط باید بازتولیدی هسته روش به معادله این حل برای

متغیر تغییر منظور بدین کرد. استفاده بازتولیدی هسته تابع ͬ های ویژگ از راحتͬ

ρ(x, t) = ϑ(x, t) + g(x)

ͬ کنیم: م بازنویسͬ زیر فرم به را معادله نهایت در و ͬ کنیم م تعریف را

∂ϑ(x, t)

∂t
+(۱−۲g(x))∂ϑ(x, t)

∂x
−۲dg(x)

dx
ϑ−۲ϑ∂ϑ(x, t)

∂x
= ۲gdg(x)

dx
− dg(x)

dx
, (۱۷ .۲)

ϑ(x,۰) = ۰. آن در اولیه شرایط که

فضای ͬ شود. م تعریف D = [a, b] × [۰,∞) صورت به ͷترافی مسئله برای بحث مورد دامنه

ͬ توان م ͬ شود. م مشخص آن بازتولیدی هسته تابع و داخلͬ ضرب تعریف توسط بازتولیدی هسته

مشتق مرتبه به توجه با که W ۲
۲ ([a, b]) فضای برای را کراندار دامنه ازای به بازتولیدی هسته فضای

کرد: بیان زیر صورت به را ͬ باشد م

W ۲
۲ [a, b] =

{
f(x)| است اکید fپیوسته ′(x), f ′′(x) ∈ L۲[a, b], x ∈ [a, b]

}
.

است: زیر بصورت f, g ∈ W ۲
۲ [a, b] تابع هر برای فضا این در نرم و داخلͬ ضرب ͬ توان م همچنین

⟨f, g⟩W ۲
۲ [a,b] =

۱∑
i=۰

f (i)(a)g(i)(a) +

∫ b

a

f (۲)(x)g(۲)(x)dx, (۱۸ .۲)

∥f∥W ۲
۲ [a,b] =

√
⟨f, f⟩W ۲

۲ [a,b]

ͬ کنیم: م تعریف را ۰W ۲
۲ ([۰,∞)) بازتولیدی هسته فضای اولیه شرط به توجه با حال

۰W ۲
۲ ([۰,∞)) =

{
v(t)|v(t), v′(t) است اکید پیوسته تابع ͷی,

v, v′(t), v′′(t) ∈ L۲([۰,∞)), v(۰) = ۰
}
.
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است: زیر صورت به فضا این به مربوط داخلͬ ضرب همچنین

⟨v۱, v۲⟩۰W ۲
۲ ([۰,∞)) =

∫ ∞

۰
{۴v۱(t)v۲(t) + ۵v′۱(t)v′۲(t) + v

′′

۱(t)v
′′

۲(t)}dt,

فضاهای به مربوط بازتولیدی هسته تابع ͬ توان م هسته ویژگͬ و داخلͬ ضرب تعریف از گیری بهره با

است: زیر فرم به W ۲
۲ ([a, b]) فضای برای بازتولیدی هسته تابع کرد. پیدا را بحث مورد

Rζ(x) =

{
۹۲۰۳

۳ + ۲۲۰ζ − ζ۳

۶ + ۱
۲x(۲۰ + ζ)(۲۲ + ζ), x > ζ,

۹۲۰۳
۳ + ۲۲۰ζ + ۱

۶x
(

۱۳۲۰ − x۲ + ۳ζ(۴۲ + x)
)
, x ⩽ ζ,

داریم: زیر فرم به را ۰W ۲
۲ ([۰,∞)) فضای بازتولیدی هسته تابع Kη(T ) و

Kη(t) =

{
۱

۱۲

(
e−۲η−۲t − ۱

۱۲e
۲t−۲η − e−η−t

۶ + et−η

۶

)
, t ⩽ η,

۱
۶
(
(eη − e−η)e−t − ۱

۱۲(e
۴η − ۱)e−۲η−۲t) , t > η.

است، شده مطرح متغیره دو فضای ͷی در بحث مورد اولیه مقدار مسئله که نکته این به توجه با

۰W
(۲,۲)

۲ (D) نوشت= ͬ توان م نتیجه در کنیم. تعریف را معادله این برای نیاز مورد فضای باید بنابراین

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را فضا این که W ۲
۲ ([a, b])×

۰W ۲
۲ ([۰,∞))

۰W
(۲,۲)

۲ (D) = {u(x, t)|∂
۲u(x, t)

∂x∂t
Dدر است پیوسته ,کاملا

∂۴u(x, t)

∂x۲∂t۲ ∈ L۲(D), u(x,۰) = ۰}.

بیان زیر صورت به ۰W
(۲,۲)

۲ (D) فضای بازتولیدی هسته ،۲۵ .۱ .۲ قضیه گرفتن نظر در با لذا و

ͬ شود: م

B(ζ,η)(x, t) = Rζ(x)κη(t), (۱۹ .۲)

خطͬ عملͽر بنابراین، کرد. تعریف را W (۱,۱)
۲ (D) فضای ͬ توان م مساله این برد فضای برای اکنون

ͬ شود: م بیان زیر فرم به L : ۰W
(۲,۲)

۲ (D) −→ W
(۱,۱)

۲ (D) کراندار

Lϑ ≡ ∂ϑ(x, t)

∂t
+ (۱ − ۲g(x))∂ϑ(x, t)

∂x
− ۲dg(x)

dx
ϑ, (۲۰ .۲)

۳۹
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کرد: بازنویسͬ زیر صورت به را (۱۷ .۲) معادله ͬ توان م }حال
Lϑ(x, t) = ۲ϑ∂ϑ(x,t)

∂x
+ ۲g dg(x)

dx
− dg(x)

dx
,

ϑ(x,۰) = ۰.
(۲۱ .۲)

ͬ نامیم. م {Pi = (xi, ti)}∞i=۱ را آنها و ͬ کنیم م Dانتخاب = [a, b]×[۰,∞) در را چͽال نقاطͬ اکنون

باشد، W (۱,۱)
۲ (D) فضای بازتولیدی هسته Ξ(ζ,η)(x, t) که کنیم فرض و P = (x, t) دهیم قرار اگر

ͬ کنیم م فرض بعلاوه ،φi(P ) = Ξ(Pi)(P ) ͬ دهیم م قرار صورت این در

ψi(x, t) = L∗φi(x, t). (۲۲ .۲)

ارائه مفروضات به توجه با حال ͬ باشد. م L الحاقͬ عملͽر L∗ : W
(۱,۱)

۲ (D) −→ ۰W
(۲,۲)

۲ (D) که

کرد. بیان را زیر قضیه ͬ توان م شده

فضای در کامل سیستم ͷی {ψi(x, t)}∞i=۱ آن گاه باشد، چͽال D در {(Pi)}∞i=۱ اگر .۱ .۲ .۲ قضیه

است. ۰W
(۲,۲)

۲ (D)

.[۳۸] به شود مراجعه برهان.

هسته روش براساس نظر مورد مسئله عددی حل به شد، فراهم لازم مقدمات همه که اکنون

با ۰W
(۲,۲)

۲ فضای از {ψ̄i(x, t)}∞i=۱ متعامد پایه های باید ابتدا منظور بدین ͬ پردازیم. م بازتولیدی

نوشت ͬ توان م بنابراین آورد. بدست {ψi(x, t)}∞i=۱ روی اشمیت گرام متعامدسازی فرآیند اعمال

ψ̄i(P ) =
i∑

k=۱

βikψk(P ), (βii > ۰, i = ۱,۲, ...) (۲۳ .۲)

را زیر قضیه ͷترافی معادله جواب آوردن بدست برای حال هستند. متعامدسازی ضرایب βik که

داریم.

آن گاه باشد، یͺتا جواب دارای معادله اگر باشد. چͽال D در {(Pi)}∞i=۱ کنید فرض .۲ .۲ .۲ قضیه

بود. خواهد زیر صورت به معادله جواب

ϑ(x, t) =
∞∑
i=۱

i∑
k=۱

βikF(xk, tk, ϑ(xk, tk)ϑx(xk, tk))ψ̄i(x, t). (۲۴ .۲)

۴۰
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آن در که

F(xk, tk, ϑ(xk, tk)ϑx(xk, tk)) = ۲ϑϑx + ۲ggx − gx

{ψ̄i(x, t)}∞i=۱ اینکه به توجه با و باشد (۱۷ .۲) ͷترافی معادله جواب ϑ(x, t) کنید فرض برهان.

داریم: v(P ) ∈ ۰W
(۲,۲)

۲ هر برای طرفͬ از و است ۰W
(۲,۲)

۲ فضای برای کامل و یͺه متعامد پایه ͷی

v(Pi) = ⟨v(P ), φi(P )⟩۰W (۲,۲)
۲

داریم: ، ϑ(x, t) برای پایه برحسب بسط نیز و قبل رابطه از استفاده با

ϑ(x, t) =
∞∑
i=۱

⟨ϑ(x, t), ψ̄i(x, t)⟩۰W (۲,۲)
۲

ψ̄i(x, t)

=
∞∑
i=۱

i∑
k=۱

βik⟨ϑ(x, t), ψk(x, t)⟩۰W (۲,۲)
۲

ψ̄i(x, t)

=
∞∑
i=۱

i∑
k=۱

βik⟨ϑ(x, t),L∗φk(x, t)⟩۰W (۲,۲)
۲

ψ̄i(x, t)

=
∞∑
i=۱

i∑
k=۱

βik⟨Lϑ(x, t), φk(x, t)⟩۰W (۱,۱)
۲

ψ̄i(x, t)

=
∞∑
i=۱

i∑
k=۱

βik⟨F(xt, tk, ϑ(xk, tk)ϑx(xk, tk)), φk(x, t)⟩۰W (۱,۱)
۲

ψ̄i(x, t)

=
∞∑
i=۱

i∑
k=۱

βikF(xt, tk, ϑ(xk, tk)ϑx(xk, tk))ψ̄i(x, t).

است. کامل اثبات

عددی مثال های ۳ .۲

بͺار ͷترافی معادله حل برای ایم، داده شرح تفصیل به فصل این در که را بازتولیدی هسته روش

شد، داده توضیح که همانطور ͬ کنیم م حل را ͷترافی معادلات از مثال دو قسمت این در ͬ گیریم. م

با آمده دست به عددی جواب نمایش ͬ گیرند، م قرار سخت معادلات دسته در معادلات این چون

است. مهم بسیار آن از بعد و شوک لحظه در ارتعاش کمترین

۴۱
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بͽیرید: نظر در را زیر ͷترافی معادله .۱ .۳ .۲ مثال

∂ρ(x, t)

∂t
+
∂F (ρ(x, t))

∂x
= ۰.

ͬ شود: م بیان زیر بصورت مدل این در چͽالͬ تابع

F (ρ(x, t)) = ρV (ρ),

آن: در که

V (ρ) = vmax(۱ − ρ), ۰ ≤ ρ ≤ ۱.

است: زیر بصورت اولیه شرایط و vmax = ۱ ͬ کنیم م فرض اینجا در

ρ(x,۰) = ۰٫۲۵ + ۰٫۷e−βx۲
,

شوک موج شبیه سازی ͬ کند. م تغییر زمان طول در چͽالͬ شوک بود. خواهد β = ۰٫۰۱ آن در که

در که (رانندگانͬ ͬ یابد م کاهش سریعا سرعت و یافته افزایش ͷترافی جریان تراکم که ͬ دهد م نشان

منطقه از نقلیه وسایل که همانطور شدند). ترمز به مجبور ناگهان بودند، سرعت دارای کم ͷترافی

شͺل ͬ یابد. م کاهش تدریج به تراکم نتیجه در و ͬ گیرند م شتاب تدریج به ͬ شوند، م خارج شوک

تا شͺل ͬ دهد. م نشان بازتولیدی هسته روش با را مسئله این عددی پاسخ پ، و آ قسمت در ۱ .۲

است، سخت بسیار آنها حل و ندارند دقیقͬ پاسخ مسائل این که آنجایی از است. شده رسم t = ۱۵

از برخͬ در اما است. مشخص رخداد، از بعد تصاویر در شوک نقطه از حرکت که است این مهم

در حال، این با ͬ شود. نم دیده شوک حرکت و بالاست بسیار شوک رخداد زمان از خطا روش ها،

جواب اما ͬ شود م داده نشان خوبی به شوک نقطه ͬ شود، م دیده شͺل در که همانطور روش، این

افزار نرم توسط که ب، قسمت در ۱ .۲ شͺل با مقایسه در دارد. خطا و است نوسانات دارای کمͬ

تا ما محاسباتͬ روش است، نکرده عبور ۸ زمان از شوک دلیل به و آمده بدست Ⅿatheⅿatiⅽa

است. قبولͬ قابل رقم که رفت پیش ۱۵ زمان
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[آ]

[پ]

t

density

[ب]

x

t

density

(b)اͺمتمتی از استفاده با معادله جواب بازتولیدی(a،ⅽ)با هسته روش به ۱ .۳ .۲ مثال معادله جواب مقایسه :۱ .۲ شͺل
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بعدی دو حالت به بازتولیدی هسته روش به ۱ .۳ .۲ ͷترافی معادله جواب :۲ .۲ شͺل

.t = ۱۰ و N = ۲۰ برای ،۲ .۳ .۲ مثال :۳ .۲ شͺل

اساسͬ تابع آن در که ͬ گیریم م نظر در را ͷترافی مساله از دیͽری مدل دوم، مثال در .۲ .۳ .۲ مثال

است. ای چندضابطه تابع اولیه داده های اما است، قبلͬ مثال مانند

ρ(x,۰) =
{

۱, ۴ ≤ x ≤ ۶,
۰٫۵, otherwise.

از صفͬ با یا ͬ شوند م ͷنزدی شلوغ ͷترافی به که اتومبیل هایی کرد: تفسیر اینگونه ͬ توان م را این

راهنمایی چراغ اینجا در هستند. شدن سبز منتظر که ͬ شوند م روبرو قرمز چراغ پشت در اتومبیل ها

حل های راه ۳ .۲ شͺل است. کرده تغییر سبز به قرمز از t = ۰ لحظه در و است x = ۶ موقعیت در

ͬ دهد. م نشان بازتولیدی هسته روش با t = ۱۰ زمان تا را عددی

۴۴
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از جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات جواب های تقریب برای جدید عددی روش های ارایه

خاطر به شبͺه، بدون روش های است. برخوردار بسزایی اهمیت از ریاضیدانان و مهندسین نظر

توجه اخیر سال های در حاصله، عددی جواب های بالای بسیار دقت و آنها بالای انعطاف پذیری

این مورد در توضیحاتͬ فصل این در است. کرده جلب خود به را مهندسان و ریاضیدانان از بسیاری

کرد. استفاده ͬͺترافی معادلات حل برای روش این از بتوان تا ͬ شود م ارایه روش

شبͺه بدون روش ۱ .۳

ͷی حل برای شبͺه بدون روش است: زیر صورت به [۴۰] (۲۰۰۲ (لیو شبͺه بدون روش تعریف

دامنه، سازی گسسته برای شده تعیین قبل از شبͺه بندی ͷی از استفاده بدون که است روشͬ مساله

نقاطͬ مجموعه ͷی از شبͺه، بدون روش های نماید. تبدیل خطͬ معادلات سیستم ͷی به را مساله

سازی گسسته برای نه و ) آن مرزهای و دامنه نمایش برای شده پخش آن مرزهای و مساله دامنه در که

ͷی نقاط این و ͬ شوند، م نامیده میدان۱ͬ نقاط شده، پخش نقاط مجموعه این ͬ کند. م استفاده دامنه)

درونیابی برای گره ها این بین رابطه درباره قبلͬ اطلاعات هیچͽونه که معنͬ این به ͬ سازند، نم شبͺه

بدون روش های مشترک هدف مهمترین که گفت بتوان شاید نیست. نیاز و... مجهول تابع تقریب یا

بدون روش های از بسیاری باشد. دامنه کل مجدد شبͺه بندی و شبͺه بندی مشͺل بر آمدن فائق شبͺه،

به شدن تبدیل برای بالایی پتانسیل که است شده داده نشان و کرده اند پیدا خوبی کاربردهای شبͺه

هنوز و دارند قرار توسعه مرحله در هنوز روش ها این وجود، این با دارند. قوی عددی روش ͷی

ابزار ͷی به تبدیل روش ها این تا شوند داده پاسخ باید که دارند وجود ͬͺتکنی مسائل و سوالات

بدون روش ͷی اجرای برای مهم بسیار گام سه شوند. مهندسͬ پیچیده مسائل حل برای کارا و مفید

است: زیر شرح به شبͺه

این ͬ شود. م داده نشان نقاط با مساله ͬͺفیزی دامنه شبͺه، بدون روش های در نقاط۲: تولید ⁃۱
1Field nodes
2Node generation
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دهند. پوشش را دامنه کل باید صورت هر در و باشند نامنظم یا منظم ͬ توانند م نقاط

دامنه نقطه هر در باید مجهول تابع ابتدا عددی جواب آوردن بدست برای آزمایش۳ͬ: تقریب ⁃۲

به را جواب و گرفته نظر در جواب فضای برای پایه ای منظور این برای شود. زده تقریب

ͬ نامیم. م جواب تقریب را عمل این ͬ گیریم. م نظر در پایه اعضای از خطͬ ترکیب صورت

بنابراین و ͬ شود م داده بسط پایه توابع جملات حسب بر جواب تقریب، روند در آزمودن۴: ⁃۳

در تا بیازماییم را آن باید تقریب ضرایب محاسبه برای هستند. مجهول پایه جملات ضرائب

باشد. کلͬ یا محلͬ و قوی یا ضعیف فرم به ͬ تواند م آزمون این کند. صدق حاکم معادلات

در شده اند. متفاوتͬ شبͺه بدون روش های به منجر آزمودن و آزمایشͬ تقریب متفاوت روش های

برای روش ها این اند. شده پیشنهاد معادلات بهتر حل برای شبͺه بدون روش های اخیر، دهه های

از سیستمͬ ایجاد ͷکم با شده تعریف پیش از های شبͺه از استفاده بدون دامنه سازی گسسته

در گره ها از مجموعه ͷی ترتیب، این به ͬ روند. م بͺار مساله دامنه تمامͬ برای جبری معادلات

گروه سه به ͬ توان م را شبͺه بدون روش های دهد. نمایش را مرزها تا ͬ رود م بͺار دامنه مرزهای

کرد: تقسیم

(EFG) عنصر۵ بدون گالرکین روش مانند ضعیف شͺل های اساس بر شبͺه بدون روش های ⁃۱

[۴۱]

(RBF)ͬشعاع پایه توابع براساس جابجایی روش مانند قوی شͺل های براساس شبͺه بدون روش های ⁃۲

[۴۳ ،۴۲]

.[۴۶ ،۴۵] جابجایی روش و ضعیف شͺل های از ترکیبی براساس شبͺه بدون روش های ⁃۳
3Trial approximation
4Testing
5Element Free Galerkin method
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از مورد چند به که است شده ارایه تحقیقات و مقالات در تاکنون زیادی شبͺه بدون روش های

پخش عناصر روش ،[۴۸] ۶(SPH) هموار ͬͺهیدرودینامی ذرات روش ͬ کنیم: م اشاره روش ها این

با گالرکین روش کلود۹، اچ⁃پی روش ،[۵۱] ۸(PUM) یͺه افراز روش ،[۵۷] ۷(DEM) شده

شبͺه بدون روش ،[۴۹] ۱۱(RKPM) هسته عناصر بازتولیدی روش ،[۴۱] ۱۰(EFG) آزاد عناصر

،[۵۰] ۱۲BNM مرزی گره های روش ،[۴۳ ،۴۲] (RBFs) شعاعͬ پایه ای توابع براساس محلͬ هم

پتروف⁃ شبͺه بدون روش ،[۵۲] ۱۳(LBIE) محلͬ مرزی انتگرال معادلات شبͺه بدون روش

مربعات کمترین روش ،[۵۶–۵۳] شعاع۱۵ͬ نقاط درونیابی روش ،[۴۷] ۱۴(MLPG) گالرکین

از تعدادی اما نیست امͺان پذیر آن ها همه بیان روش ها، این کثرت علت به ،[۴۴] ۱۶(MLS) متحرک

آزمودن و جواب تقریب متفاوت روش های شد گفته که همانطور بردیم. نام منبع ذکر با را روش ها

روش های از تعدادی خلاصه به طور بعد قسمت در است، شده زیادی متفاوتͬ روش های به منجر

ͬ کنیم. م بیان را آزمودن و جواب تقریب

آزمایشͬ تقریب ۲ .۳
هموار ͬͺهیدرودینامی ذرات روش ۱ .۲ .۳

در مناقان۱۷ و گینگولد توسط که شبͺه بدون روش ͬ ترین قدیم هموار، ͬͺهیدرودینامی ذرات روش

ارایه زیر صورت به Ω دامنه در u(x) متغیره تک تابع برای هسته۱۸ تقریب ͷی شد، ارایه ۱۹۷۷ سال
6Smoothed Particle Hydrodynamic
7Diffuse element method
8Partition of unity method
9Hp-cloud method

10Element free Galerkin method
11Reproducing kernel particle method
12Boundary node method
13Meshless local boundary integral equation method
14Meshless local Petrow-Galerkin method
15Radial point interpolation method
16Moving Least Squares
17Gingold and Monaghan
18Kernel approximation
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ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

ͬ دهد: م

uh(x) =

∫
w(x− y, h)u(y)dΩy

معمولا SPH در ) است هسته یا وزن تابع w(x− y, h) ͬ دهد، م نشان را تقریب uh(x) آن در که

کند: صدق زیر شرایط در باید هسته ͬ باشد. م محمل۱۹ اندازه h و ͬ شود) م نامیده کننده هموار تابع

Ωi Ωمانند از دامنه زیر ͷی در w(x− y, h) > ۰ ⁃۱

Ωi دامنه زیر از خارج w(x− y, h) = ۰ ⁃۲

∫
Ω
w(x− y, h)dΩ = ۱ بودن، نرمال خصوصیت ⁃۳

،s = ∥x− y∥ که است کاهشͬ یͺنواخت به طور تابع ͷی w(s, h) ⁃۴

است. دیراک دلتای تابع δ که ،h→ ۰ که وقتͬ w(s, h) → δ(s) ⁃۵

محلͬ نمایش ͷی از که ͬ سازد م قادر را تقریب شرط این است، ضروری روش برای دوم شرط

که دارند قرار زیردامنه ای در که دارد بستگͬ گره هایی در u از مقادیری به فقط uh(x) شود؛ تولید

دامنه یا وزن تابع محمل است ناصفر w(x − y, h) آن در که دامنه ای نیست. صفر w(x − y, h)

گسسته فرم سازگاری شرط، این چه اگر است، سازگاری خاطر به سوم شرط ͬ شود. م نامیده آن تاثیر

راست سمت برای عددی گیری انتگرال روش بردن کار به با روش گسسته فرم ͬ کند. نم تضمین را

ͬ شود: م حاصل زیر صورت به

uh(x) =
∑
I

w(x− xI)uI∆VI =
∑
I

ϕI(x)uI

بعدی ͷی برای طول و بعدی دو برای سطح بعدی، سه فضای برای حجم دهنده نشان ∆VI آن در که

ͷی ͬ باشد. م SPH تقریب شͺل۲۰ تابع ϕI(x) = w(x − xI)∆VI و ͬ باشد، م I نود با متناظر و

ͬ باشد. م I نود به ∆VI تخصیص برای کارا ͷتکنی ارایه فوق، تقریب بردن کار به در مشͺل
19Support
20Shape function
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هسته عناصر بازتولیدی روش ۲ .۲ .۳

تابع ͷی و دادند ارایه را RKPM روش همͺاران و لیو شد، معرفͬ SPH روش که مسیری مشابه

به صورت u(x) هسته بازتولیدی تقریب کردند. معرفͬ پیوسته و گسسته فرم دو هر برای اصلاحͽر

است: زیر

uh(x) =

∫
C(x, x− y)Φα(x− y)u(y)dΩy

ͬ  آید، م دست به بازتولید شرایط تحمیل با که ͬ شود م نامیده اصلاحͽر تابع C(x, x− y) آن در که

خطͬ ترکیب برحسب را آن بتوان و کنند تولید را چندجمله ای ها دقیقا باید تولید باز معادلات یعنͬ

اجرای با ͬ باشد. م Φα(x − y) هسته تابع تاخیر پارامتر α داد؛ نشان چندجمله ای پایه ای توابع

ͬ آید: م دست به زیر گسسته فرم عددی، انتگرال گیری

uh(x) =
∑
I

C(x, x− xI)Φα(x− xI)uI∆VI =
∑
I

ϕI(x)uI

نامیده پنجره تابع (که واحد ͷموج ͷی انتقال و تاخیر از ترکیبی با تابع ͷی موجͷ ها، نظریه در

است. شده ابداع روش این از بهره گیری با نیز RKPM روش ͬ شود. م داده نمایش ͬ شود) م

متحرک مربعات کمترین ۳ .۲ .۳

جواب نمایش جهت (MLS) متحرک مربعات کمترین روش از آمده بدست پایه های از رساله این در

کامل چندجمله ای پایه ͷی pT (x) = [p۱(x), p۲(x), . . . , pm(x)] که کنید فرض ͬ کنیم. م استفاده

ͬ توانند م پایه ها x = (x, y) با بعدی دو مساله برای مثال، عنوان به باشد؛

pT (x) = [۱, x, y]

یا

pT (x) = [۱, x, y, x۲, xy, y۲]
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ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

ͬ تواند م pT برداری تابع است. ،(m = ۶) مربعͬ پایه برای و (m = ۳) خطͬ پایه برای باشد.

برگرداند. N ×m اندازه از ماتریس ͷی و بͽیرد ورودی عنوان به را N اندازه به نقاط از مجموعه ای

i = که ͬ باشد م [Pij] = pj(ξi) درایه های با N × m اندازه از P = pT (Ξ) ماتریس به ویژه،

فشرده محمل با وزن تابع ͷی ،ξi نقطه هر در همچنین .ξi ∈ Ξ و ،j = ۱, . . . ,m ،۱, . . . , N

ͬ شود: م استفاده گاوسͬ وزن تابع رساله این در ͬ شود. م داده تخصیص wi > ۰

wi(x) =


exp[−(∥x− ξi∥/c)۲]− exp[−(R/c)۲]

۱ − exp[−(R/c۲)]
, ۰ ⩽ ∥x− ξi∥ < R,

۰, ,درغیراین صورت
(۱ .۳)

مشخص را محمل اندازه R > ۰ و ͬ کند م کنترل را wi وزن تابع شͺل که است ثابت ͷی c > ۰ که

باشند. وابسته نیز نقاط به ͬ توانند م R و c بیشتر انعطاف پذیری برای که باشید داشته توجه ͬ کند. م

تقریبی دنبال به ما ͬ کنیم. م عمل زیر به صورت Ξ در u تابع بسط برای (MLS) پایه های ساختن برای

هستیم: زیر صورت به

U(x) = pT (X)a(x). (۲ .۳)

نرم ͷی کردن مینیمم با x نقطه هر در a(x) = [a۱(x), . . . , am(x)] (متحرک) ضریب بردار که

ͬ آید: م بدست نقطه n در باقیمانده تابعک L۲ وزن دار گسسته

J(a)(x) =
∑
ξi∈Ξ

wi(x)(p
T (ξi)a(x)− u(ξi))

۲. (۳ .۳)

داریم: (۳ .۳) معادله حل با

a(x) =
(
P TW (x)P

)−۱
P TW (x)u(Ξ). (۴ .۳)

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت ماتریسͬ تابع و ،u(Ξ)T = [u(ξ۱), . . . , u(ξN)] که

W (x) = diag(w۱(x), . . . , wN(x))
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صورت به ͬ تواند م (۴ .۳) از استفاده با (۲ .۳) تقریب دیͽر، دیدگاه ͷی از

U(x) = pT (x)(P TW (x)P )−۱P TW (x)︸ ︷︷ ︸
Φ(x)

u(Ξ) =
N∑
i=۱

u(ξi)ϕi(x), (۵ .۳)

برداری تابع درایه امین i ،ϕi که شود؛ نوشته

Φ : R۲ → R۱×N

ͬ شود م مشاهده مساویmباشد، یا کوچͺتر درجه از چندجمله ای ͷی u که حالتͬ در جز به ͬ باشد. م

ξi ∈ برای U(ξi) ̸= u(ξi) ولͬ U(ξi) ≈ u(ξi) همواره MLS تقریب در درونیاب ها، شبه همانند که

چندجمله ای هایی مشتقات همچنین و وزن توابع مشتقات MLS پایه های از گرفتن مشتق برای .Ξ

است. نیاز پایین درجه از

یͺه افراز روش های ۴ .۲ .۳

طوری به ͬ شود، م شروع Ωj زیردامنه M به Ω ⊆ Rs باز و کراندار دامنه افراز با یͺه افراز اصلͬ ایده

زیردامنه ها این با متناظر باشند. داشته کمͬ پوشانͬ هم است ممͺن زیردامنه ها و Ω ⊆
⋃M

j=۱ Ωj که

محمل wjکه پیوسته محمل با و نامنفͬ پیوسته، توابع از خانواده ͷی یعنͬ ͬ سازیم؛ م یͺه افراز ͷی ما

داریم Ω در x مانند نقطه هر در که طوری به ͬ باشد، م Ωj بستار آن

M∑
j=۱

wj(x) = ۱.

تابع درونیاب مثال عنوان (به ͬ سازیم م uj مانند محلͬ تقریب ͷی Ωj زیردامنه هر برای حال،

ͬ سازیم: م زیر رابطه با Ω دامنه کل برای را کلͬ تقریب سپس و شعاعͬ)، پایه ای

Pf (x) =
M∑
j=۱

uj(x)wj(x), x ∈ Ω.

یعنͬ کند؛ درونیابی xl مانند نقطه ͷی در را تابع مقدار محلͬ تقریب ͷی اگر که کنید توجه
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ͬ کند: م درونیابی را تابع مقدار نقطه این در نیز کلͬ تقریب آنگاه ،uj(xl) = f(xl)

Pf (xl) =
M∑
j=۱

uj(xl)wj(xl) =
M∑
j=۱

f(xl)wj(xl) = f(xl).

کمترین تقریب که دادند ۱۹۹۵)نشان − ۹۶) ۲۲ ادن و دورات ۱۹۹۵)و − ۹۶) ۲۱ ملنک و بابوسͺا

ͬ سازد. م یͺه افراز ͷی متحرک مربعات

شعاعͬ پایه ای توابع ۵ .۲ .۳

طوری به باشد موجود ϕ : [۰,∞) → R تابع اگر ͬ شود م نامیده شعاعͬ تابع ͷی Φ : Rs → R تابع

که

Φ(X) = ϕ(r),

را شعاعͬ پایه ای تابع ͷی راحتͬ، برای ͬ باشد. م Rs در نرم ͷی ∥ · ∥ و r = ∥X∥ آن در که

داریم: بعدی دو فضای در .rj = ∥X − Xj∥ آن در که ͬ دهیم م نشان Φ(X,Xj) = ϕ(rj) با

.Φ(X,Xj) = Φ(x, y, xj, yj) ͬ نویسیم م و X = (x, y)

از خطͬ ترکیب صورت به u(x, y) مجهول تابع تقریب شعاعͬ، پایه ای شبͺه بدون تقریب روش در

ͬ شود: م نوشته زیر صورت به شعاعͬ تابع N

uh(x, y) =
N∑
j=۱

λjΦ(x, y, xj, yj)

مجهول ضرایب ͬ باشد. م مجهول ضرایب λj ،j = ۱,۲, . . . , N و است دامنه در نقاط تعداد N که

مشتقات بعدی، چند حالت در ͬ آیند. م دست به گالرکین یا محلͬ هم روش با حاکم معادلات حل با

ͬ شوند: م محاسبه زیر صورت به تقریب تابع جزئͬ

∂kuh(x, y)

∂xa∂yb
=

N∑
j=۱

λj
∂kΦ(x, y, xj, yj)

∂xa∂yb

21Babuska and Melenk
22Duarte and Oden
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ͬ توان م پرکاربرد، و مطلوب شعاعͬ پایه ای توابع بین از .k = a + b و a, b ∈ {۰,۱,۲} که

زیر صورت به چندربعͬ شعاعͬ پایه ای تابع برد. نام را نازک۲۴ صفحه ای اسپلاین و ͬ ها۲۳ چندربع

ͬ شود: م تعریف

ϕ(rj) =
√
r۲
j + c۲

j

معکوس چندربعͬ پایه ای تابع ͬ کند. م کنترل را شعاعͬ پایه ای تابع شͺل که است ثابت ͷی cj که

است: زیر صورت به نیز

ϕ(rj) =
۱√

r۲
j + c۲

j

.

صورت به نازک صفحه ای اسپلاین تابع

ϕ(rj) = r۲m
j log rj,

است. آن مرتبه m که ͬ شود م تعریف

آزمودن ۳ .۳

داریم: زیر صورت به تقریبی مجهول جواب برای شد، بیان بالا در که روش هایی همه در

uh(x) =
N∑
j=۱

λjΦ(xj)

به uh(x) تقریب تابع که شوند محاسبه طریقͬ به باید مجهول ضرایب هستند. مجهول ضرایب که

گردیده اند ارایه حال به تا آزمودن روش چندین کند. صدق حاکم معادلات در قوی یا ضعیف صورت

پردازیم. مͬ آنها بیان به زیر در که کرد بندی دسته گروه سه در را آن ها ͬ توان م که

محلͬ) هم (روش قوی فرم به آزمودن ۱ .۳ .۳

ͬͺهیدرودینامی ذرات روش همچنین و شعاعͬ پایه ای توابع تقریب در گسترده طور به روش این

در محلͬ) هم (نقاط نقاط از مجموعه ͷی در باید تقریب تابع روش، این در ͬ رود. م کار به هموار
23Multiquadrics
24thin-plate spline

۵۴



ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

نقاط این و باشد کمتر مجهول ضرایب تعداد از نباید نقاط این تعداد کند. صدق حاکم معادلات

مجهول تقریب ضرایب که ͬ شود م معادلات دستگاه ͷی به تبدیل مساله نتیجه در باشند. مجزا باید

ͬ باشد. م سریع و ساده روش ͷی روش این وضوح به هستند.

سراسری ضعیف فرم به آزمودن ۲ .۳ .۳

گالرکین روش است. مساله تغییراتͬ یا ضعیف فرم از استفاده نیازمند گالرکین روش اجرای جهت

محاسبه برای و گالرکین روش از هسته اجزای بازتولید روش یͺه، افراز روش آزاد۲۵ عناصر با

از آمده دست به نتایج در ͬ کنند. م استفاده عددی انتگرال گیری روش های از حاصل انتگرال های

همͽرایی سرعت و ͬ رسد نم بست بن به هیچ جا در روش این که کرده اند بیان چنین روش، این اجرای

شود. بیشتر متناهͬ عناصر روش از ͬ تواند م

محلͬ ضعیف فرم به آزمودن ۳ .۳ .۳

مرزی انتگرال معادلات شبͺه بدون روش نمودند: ارایه شبͺه بدون روش نوع دو ۲۷ اتلوری و ۲۶ ژو

محلͬ مربعات کمترین تقریب از روش دو هر محل۲۹ͬ پتروف⁃گالرکین شبͺه بدون روش و محل۲۸ͬ

MLPG روش هستند) تابع مقادیر اینجا در (که مجهولات آوردن دست به برای اما ͬ کنند. م استفاده

معادلات ͬ کنند. م استفاده محلͬ مرزی انتگرال معادلات از LBIE روش و محلͬ انتگرال معادلات از

محاسبه آن ها مرز و زیردامنه ها این روی انتگرال ها و باشند برقرار منظم شͺل با زیردامنه های روی باید

مربعات کمترین روش ͬ گیرد م قرار استفاده مورد رساله این در که ای شبͺه بدون روش ͬ شوند. م

شده داده تکمیلͬ توضیحات روش این مورد در بعد قسمت در دلیل همین به است MLS متحرک

است.
25Element Free Galerkin(EFG)
26Zhu
27Atluri
28meshless local boundary integral equation (LBIE)
29Meshless local Petrow-Galerkin (MLPG)
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MLSمتحرک مربعات کمترین ۴ .۳

برای شده تعیین پیش از شبͺه بندی از استفاده بدون شبͺه بدون روش های شد گفته که همانطور

متحرک مربعات کمترین روش بدون شبͺه، روش های بین از ͬ کنند. م کار مساله دامنه گسسته سازی

هموار وزنͬ تابع از استفاده ⁃۱ داشت: وجود انتخاب این برای خوبی دلایل زیرا کردیم انتخاب را

بالای دقت ⁃۳ روش، این بالای بسیار پذیری انعطاف ⁃۲ است، متغیرها پیوستگͬ برای تضمینͬ که

روش. این

حتͬ روش این ͬ کند. م ترکیب دارند فشرده۳۱ محمل که وزنͬ توابع با را متحرک۳۰ پنجره MLS

ͷی از زیرا است برخوردار خوبی بسیار پایداری از و کرده عمل دقیق بسیار نیز پایین مرتبه پایه توابع با

ͬ شود. م انجام معادله کلͬ دامنه دامنه های زیر در محاسبات ͬ کند. م استفاده ۳۲ محلͬ تقریب طرح

تنظیم ͬ توان م راحتͬ به وزن، تابع پارامترهای با است. آن پذیری انعطاف MLSجذاب بسیار ویژگͬ

،ͷترافی معادلات در کرد. تنظیم و کنترل را داده ها تناسب بنابراین و فراهم را MLSبرای مناسب

این حل برای تناسب روش و بوده ناپذیر اجتناب شوک ها است، رساله این در ما اصلͬ بحث که

اکثر دارد. داده ها تناسب برای را کاربرد بیشترین (LS) مربعات حداقل روش دارد. اولویت معادلات

نامنظم توزیع موارد داده، زیاد مقادیر برای که هستند کلͬ تقریب طرح های ،LS بر مبتنͬ روش های

محاسباتͬ دقت از و است محلͬ تقریب ͷی که MLSروش بنابراین نیستند. مناسب پراکنده یا

خوبی عملͺرد MLSدر شده معرفͬ متحرک پنجره شد. پیشنهاد است برخوردار بالایی پایداری و

قابل داده های فقط که ͬ دهد م نشان فشرده محملͬ با وزن تابع ͬ دهد. م نشان مسائل این حل در

این بیشتر توضیح به بخش، این در دارند. دخالت محاسبه در مجهول نقطه ͬͺنزدی در سنجش

با Λ کنید فرض کنیم. مͬ استفاده Λ دامنه در v(x) تابع تخمین برای آنها از و ͬ پردازیم م روش

کنیم مͬ فرض xi, i = ۱, .., N گره های دامنه، این در شود. مͬ بیان محاسباتͬ هندسͬ تکنیͷ های
30moving window
31compact support
32local approximation
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که همانطور دهند. مͬ نشان vi با i مفروض گره مقطع در را MLSروش با مرتبط تقریبی مقدار و

مͬ استفاده تابع ͷی بیان برای تقریب یا درونیابی از شبͺه بدون روش های شد، بیان قبل بخش در

روش های میان از رساله، این در است. گره از نقطه چندین در مجهول متغیر ͷی مقدار که کنند

بهتری عملͺرد شوک مسائل برای زیرا ایم کرده انتخاب را MLS متحرک مربع کمترین شبͺه، بدون

مساله اصلͬ دامنه در که گیریم مͬ نظر در x نقطه مجاورت در را Λsزیردامنه ͷی ما دهد. مͬ نشان

گرفته نظر در x نقطه در آزمایشͬ تابع برای MLS تقریب در ۳۳ محمل دامنه بصورت و داشته قرار Λ

را v تابع تقریب xi, i = ۱, .., N گره های تصادفͬ نقاط روی ،Λs در v تابع تخمین برای ͬ شود. م

زیر بصورت را ∀x ∈ Λs و ͬ دهیم م نشان Λs دامنه روی vh(x) با متحرک مربعات کمترین روش با

کنیم: تعریف ͬ توانیم م

vh(x) = DT (x)q(x), ∀x ∈ Λs, (۶ .۳)

نشان DT (x) = [d۱(x), d۲(x), ..., dm(x)] بصورت را m مرتبه با بردار ͷی DT (x) آن در که

ͬ دهد. م

صورت: به بردار ͷی q(x) و است ای جمله تک کامل پایه ͷی DT (x)

q(x) = [q۱(x), q۲(x), ..., qm(x)]

ای جمله تک ͷیdj(x) و ͬ آیند م شمار به x فضای مختصات تابع qj(x), j = ۱,۲, ...,m است.

dj(x) ایجاد برای ͬ   دهد. م نشان را ای جمله چند پایه توابع تعداد m بعلاوه فضاست. مختصات در

مشخص زیر رابطه توسط پایه توابع دارد. ارجحیت کامل پایه مسلما و شده استفاده پاسͺال مثلت از

ͬ شوند: م

DT (x) =


۱, m = ۱
{۱,x}, m = ۲
{۱,x,x۲}, m = ۳

33Support domain
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D(x) در x دهیم، تغییر xe = (Xe
۱, X

e
۲, ..., X

e
n)

T ثابت نقطه ͷی به را مبدا بخواهیم اگر اینجا، در

دامنه R(x) که دارد قرار R(x) روی xe = (Xe
۱, X

e
۲, ..., X

e
n)

T نقطه شود. جایͽزین x−xe با باید

صورت: به خطͬ پایه سپس، ͬ دهد. م نشان را x تاثیر

D(x) = [۱, x۱ − xe۱, x۲ − xe۲, ..., xn − xen]
T , x ∈ Rn,m = ۱

صورت: به دوم درجه پایه و

D =

{
[۱, x۱ − xe

۱, (x۱ − xe
۱)

۲]T , x ∈ R,
[۱, x۱ − xe

۱, x۲ − xe
۲, (x۱ − xe

۱)
۲, (x۲ − xe

۲)
۲, (x۱ − xe

۱)(x۲ − xe
۲)]

T , x ∈ R۲,
m = ۲.

است: زیر بصورت MLS روش در استفاده مورد وزن تابع ͬ گیریم. م نظر در

wi(x) = φ

(
∥x− xi∥

h

)
, i = ۱, ..., N (۷ .۳)

کراندار γ از بالاتری مرتبه برای آن مشتقات پذیر، مشتق پیوسته طور به بار γ نامنفͬ، φتابع آن در که

دارای ͬ شوند م استفاده بدونشبͺه روش های در که وزنͬ توابع از بسیاری دارد. فشرده محمل و است

گاوسͬ وزن تابع از رساله این در دوم. درجه و مͺعبی توانͬ، گاوسͬ، مانند هستند، شرایط این

است: شده تعریف زیر صورت به که شده استفاده

wi(x) =


exp[−(

di
ci
)۲]−exp[−(rsci

)۲]

۱−exp[−(rsci
)۲]

, ۰ ≤ di ≤ rs,

۰, di ≥ rs,

اندازه نیز rs و ͬ کند م کنترل را wi وزن تابع شͺل که است ثابت ͷی ci و di = ∥x− xi∥ آن در که

بالایی اهمیت از (rs) i گره با مرتبط wi وزن تابع محملͬ اندازه ͬ دهد. م نشان را محملͬ دامنه

دادن پوشش برای کافͬ اندازه از که باشد نحوی به باید آن انتخاب دیͽر، طرف از است. برخوردار

دیͽر، طرف از و باشد برخوردار نمونه نقطه هر برای دامنه تعریف در نیاز مورد گره های تعداد به

توجه باید این بر علاوه شد. خواهد منجر محاسبات در بزرگ خطای به ͷکوچ بسیار rs انتخاب

را MLS تقریب محلͬ ͬ های ویژگ تا باشد ͷکوچ زیاد خیلͬ نه اما کافͬ اندازه به باید rs داشت

۵۸



ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

شد داده توضیح DT (x) درباره قبلا که ،vh(x) = DT (x)q(x) شد: ذکر که همانطور کند. حفظ

بپردازیم. آن جزئیات و q(x) ضرایب بررسͬ به ͬ خواهیم م اینجا و

مینیمم با ضرایب این که ͬ کنیم م استفاده شیوه ای به L۲ نرم از ،q(x) ضریب بردار تعریف برای

آمده: زیر در که همانطور آیند. دست به وزنͬ فاصله های L۲ نرم سازی

J(x) =
n∑

i=۱

wi(x)[D
T (xi)q(x)− v̂i]

۲ = [D.q(x)− v̂]T .W.[D.q(x)− v̂] (۸ .۳)

نقاط تمامͬ برای باشید داشته توجه ͬ شود. م تعریف i گره برای وزن تابع عنوان به wi(x) اینجا، در

x مقدار xi واقع در است. مثبت wi(x) یعنͬ نقطه هر در وزن تابع مقدار ،wi(x) محملͬ دامنه در

D ماتریس های ͬ دهد. م نشان wi(x) > ۰ وزن تابع هر برای Λs در را گره ها تعداد n و iگره در را

ͬ شوند: م تعریف زیر بصورت W و

(۹ .۳)

D =


dT (x۱)
dT (x۲)
...

dT (xn)

 , W = diag(w۱(x),w۲(x), ...,wn(x)), v̂T = [v̂۱, v̂۲, ..., v̂n].

بلͺه نیستند، vh(x) مجهول۳۴ آزمایش تابع برای گره مقادیر v̂i, i = ۱,۲, ..., n باشید داشته توجه

زیر بصورت که دارد وجود v̂ و q(x) بین خطͬ ارتباط ͷی ͬ دهند. م نشان را مصنوعͬ گره مقدار

است: شده گرفته q(x) به توجه با (۶ .۳) در J ایستایی۳۵ از ارتباط این ͬ شود. م بیان

Q(x)q(x) = S(x)v̂ (۱۰ .۳)

:S(x) و Q(x) ماتریس های تعریف برای

Q(x) = DT .W.D (۱۱ .۳)

S(x) = DT .W

34unknown trial function
35stationarity
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داریم: (۶ .۳) در جایͽزینͬ و (۱۰ .۳) از q(x) آوردن بدست با

vh(x) = µT (x).v̂ =
n∑

i=۱

µi(x)v̂i, x ∈ Λs (۱۲ .۳)

µT (x) = DT (x)Q−۱(x)S(x) (۱۳ .۳)

یا

µi(x) =
m∑
j=۱

dj(x)[Q
−۱(x)S(x)]ji (۱۴ .۳)

،(۱۲ .۳) و (۱۴ .۳) از دارد. بستگͬ xi گره به که ͬ شود م نامیده MLS تقریب برای شͺل تابع µi(x)

.wi(x) = ۰ که وقتͬ µi(x) = ۰ گرفت نتیجه ͬ توان م

باشد. غیرصفر xi گره محمل که ͬ شود م انتخاب نحوی به wi(x) معمولا کاربردی، شرایط در

تقریب محلͬ ویژگͬ باید نیست، xi گره محملͬ منطقه در که x برای µi(x) = ۰ اگر حقیقت، در

شود. MLSحفظ
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تلاطم به ͬ توان م میان آن از که دارد مختلف مسائل و علوم در بسیاری کاربردهای برگر۱ معادله

تیوب های در امواج ویسͺوز، محیط در شوک امواج ویسͺوز، محیط در صدا امواج بعدی۲، ͷی

محدود ͬͺتریͺال رسانایی با محیط ͷی در ͷهیدرودینامی مغناطیسͬ امواج و مایع ویسͺوز ͷالاستی

آنهاست. گسترده کاربرد علمͬ، جوامع میان در معادلات این بسیار شهرت دلایل از ͬͺی کرد. اشاره

است. توجه مورد بسیار هم هنوز معادله این عددی حل راه و بوده توجه مورد سال ها برگر معادله حل

غیرخطͬ معادله ͷی برگرز⁃فیشر معادله ͬ پردازیم. م ۳ فیشر برگرز معادله به فصل این در همچنین

برگرز⁃ مخصوص معادله است. شده تشͺیل ۶ انتشار و همرفت۵ واکنش۴، مͺانیسم های از که است

برگرز و برگرز معادلات به تفصیل به فصل این در است. کرده جلب خود به را زیادی توجه فیشر

شباهت خاطر به رساله این در معادلات این انتخاب ͬ پردازیم. م جدید روش به آنها حل و فیشر

است. ͷترافی معادلات با معادلات این جواب رفتاری

فیشر برگرز برگرزو معادلات ۱ .۴

ͬ شود. م ارایه برگرز فیشر معادله و اول مرتبه برگرز معادله مورد در بیشتری توضیحات بخش این در

کاربردی ریاضیات در گسترده طور به که است غیرخطͬ جزئͬ دیفرانسیل معادله ͷی برگرز معادله

شناخته و استفاده مورد سیالات ͷانیͺم و غیرخطͬ ͷکوستی آ گاز، ͷدینامی مانند ͬͺفیزی علوم و

[۵۸]در برگرز۸ توسط بعداً و ۱۹۱۵ سال [۵۸]در بیتمن۷ توسط بار اولین برای معادله این است. شده

توسط برگرز معادله عنوان به ای گسترده طور به زمان آن از گرفت. قرار مطالعه مورد ۱۹۴۸ سال

شد. انجام مختلف طرق به معادله این حل برای تلاش هایی و گرفت قرار توجه مورد علمͬ جامعه

توجه مورد بسیار هم هنوز معادله این عددی حل راه و بوده توجه مورد سال ها برگر معادله حل
1Burgers’ equation
2one-dimensional turbulence
3The Burgers-Fisher equation
4reaction
5convection
6diffusion
7Bateman
8Burgers,Burgers2
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مختلفͬ روش های و داشته تمرکز معادلات این برای عددی حل راه ارایه بر زیادی مقالات است.

اجزای روش ،[۸۵]۹ ͷاتوماتی دیفرانسیل روش جمله از شده اند پیشنهاد برگر معادله حل برای نیز

دیفرانسیل معادلات برای SINⅭ روش طیف۱۱ͬ[۶۳]، هم محلͬ روش گالرکین۱۰[۶۲]، محدود

دیفرانسیل روش ای۱۳[۶۵]، جمله چند بر مبتنͬ دیفرانسیل دوم درجه روش دوم۱۲[۶۴]، درجه

دیͽر. روش های بسیاری و [۶۶] بی⁃اسپلاین۱۴ کوارتز دوم درجه

این میدهد. نشان خوبی به را همرفت و انتشار متضاد پدیده دو از ناشͬ آشفتگͬ معادله، این

است. زمان به وابسته قسمت ͷی و چسبندگͬ قسمت ͷی همرفت، قسمت ͷی دارای معادله

انتشار جمله اگر دارد. هذلولͬ یا سهمͬ شͺل پاسخ است، غالب چسبنده جمله یا عبارت وقتͬ

دلیل به است ممͺن ͬ ها گسستگ یا قوی بسیار شوک موج های نباشد، غالب همرفتͬ جمله برخلاف

چنین باشند. هموار کافͬ اندازه به ابتدایی شرایط اگر حتͬ دهند، روی برگرز معادله بودن غیرخطͬ

این بنابراین است، معادلات این پاسخ به دستیابی در مشͺلات بزرگترین از ͬͺی ͬ هایی گسستگ

باشد. مناسب بسیار عددی روش های کارآیی بررسͬ برای برگرز معادله ͬ شوند م باعث ͬ ها ویژگ

به تحلیلͬ راه حل های با جزیی دیفرانسیل معادلات بین در مهمͬ بسیار نقش برگرز معادلات

دلیل به معادله این پیدایش بدو از دارد. مرزی محدودیت های و پایه توابع از مجموعه ای همراه

و ویسͺوز جریان ،ͷترافی جریان شوک، تئوری گاز، ͷدینامی جمله از مختلف عملͬ کاربردهای

است. گرفته قرار محققان توجه مورد گسترده طور به آشفتگͬ،

ͬ گیریم: م نظر در زیر صورت به را برگرز بعدی ͷی معادله رساله، این در

∂u

∂t
+ αu

∂u

∂x
= ν

∂۲u

∂x۲ a ≤ x ≤ b t ≥ ۰ (۱ .۴)

9automatic differentiation method
10Galerkin finite element method
11spectral colocation method
12Sinc differential quadratic method
13polynomial-based differential quadratic method
14B-Splines quartz differential quadratic method
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اولیه: شرایط با

u(x,۰) = h(x), a ≤ x ≤ b

مرزی: شرایط و

u(a, t) = f(x), u(b, t) = g(x), t ≥ ۰

است. جنبش۱۵ͬ چسبندگͬ ν و ثابت α آن در که

در کردند. بررسͬ را بعدی ͷی برگرز مشابه معادلات دقیق جواب های پلاتزمن۱۶ و بنتون

معادله در کمتر خطای با عددی جواب های آوردن دست به برای زیادی تلاش های اخیر، سال های

صورت ͷکوچ ͬ های چسبندگ برای به ویژه ،ͬͺسینماتی چسبندگͬ بزرگ و ͷکوچ مقادیر برای برگرز

و ͬ شود م همͽرا دقیق پاسخ سوی به آرامͬ به بی نهایت سری حالت این در زیرا است، گرفته

معادله نوع این از نمونه چندین رساله این در هستند. زیادی خطاهای دارای عددی جواب های

است. شده مقایسه مختلف چسبندگͬ ضرایب با جواب و شده حل متفاوت مرزی و اولیه شرایط با

در مختلف مسائل تبیین برای معادله این ͬ پردازیم. م نیز برگرز⁃فیشر معادله به رساله این در

با مختلف رشته های در که را معروفͬ معادله بار اولین فیشر است. برخوردار بالایی اهمیت از علم

نشان u(x, t) آن در که کرد پیشنهاد یافته جهش ژن ͷی انتشار برای مدلͬ عنوان به شد مواجه آن

برای مدل ها انواع برای مبنایی عنوان به معادله این بعد، سال های در است. میانگین چͽالͬ دهنده

معادله فیشر معادله شͺل ترین کلͬ گرفت. قرار استفاده مورد مختلف علوم در مسائل از بسیاری

ساختارهای و سیستم ها مدل های در که ͬͺفیزی مسائل در متعدد تعاملات دارد. نام برگرز⁃فیشر

ͬ شود. م برگرز⁃فیشر تعمیم یافته معادله به منجر دارد، وجود مختلف

مͺانیسم های از ترکیبی زیرا است برخوردار بالایی بسیار بودن غیرخطͬ از فیشر برگرز⁃ معادله

و انتشار انتقال همرفتͬ، پدیده ͬ های ویژگ دلیل به معادله این است. انتشار و همرفت واکنش،
15kinematic viscosity
16Benton and Platzman
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را محققان از بسیاری توجه آن بالای بودن غیرخطͬ ͬ شود. م نامیده فیشر برگرز⁃ واکنش ها، نوع

آوردن دست به و برگرز⁃فیشر معادله حل برای زیادی تلاش آنها از بسیاری و کرده جلب خود به

ادومین تجزیه روش از عبارتند روش ها از برخͬ اند. داده انجام معادله این برای عددی پاسخ

توسط طیفͬ دامنه تجزیه و طیفͬ جابجایی روش ،[۶۸]۱۹ وازواز توسط تانژانت۱۸ روش ،[۶۷]۱۷

سید۲۱ و کایا میͺنز۲۰. توسط استاندارد غیر محدود تفاضل طرح ͷی و ،[۶۹] بابایی گل و جاویدی

تقریب ͷی رابو۲۲ و اسماعیل درحالیͺه [۷۰] کردند معرفͬ را صریح جواب های و عددی شبیه سازی

این حل برای مختلف مقالات در که دیͽری روش های و ،[۷۱] دادند پیشنهاد را ۲۳ پده محدود کننده

است. شده ارایه معادلات

مختلف زمینه های در که ͬ شود م دیده برگرز⁃فیشر بعدی ͷی یافته تعمیم معادله ͷی زیر در

دارد: کاربرد علمͬ

∂u

∂t
+ αuδ

∂u

∂x
=
∂۲u

∂x۲ + βu(۱ − uδ) a ≤ x ≤ b t ≥ ۰ (۲ .۴)

یافته تعمیم معادله بعد، بخش در ͬ شوند. م گرفته نظر در پارامترها عنوان به δ و α, β، آن در که

فعلͬ روش تأیید برای دقیق جواب های با عددی نتایج و حل را پیشنهادی روش با برگرز⁃فیشر

اند. شده مقایسه

ETⅮ شده اصلاح روش ۲ .۴

رفته، بͺار نیز زمان گسسته سازی برای که رساله این در بررسͬ مورد عددی روش های از ͬͺی

است غیرخطͬ عبارات انتگرال تقریب سپس و معادلات دقیق انتگرال شامل که است ۲۴ETⅮروش
17Adomian decomposition method
18the tanh method
19Wazwaz
20Mickens
21Kaya and Sayed
22Ismail and Rabboh
23restrictive Pade approximation
24Exponential time differencing
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این پایداری خصوص در دارد. قرار اول مرتبه صریح روش های دسته در روش این اصولا˟ .[۷۵ ،۷۴]

و جدید روش های ، ETⅮروش های بهبود برای نمایید. مراجعه [۷۳] به بیشتر جزئیات و روش ها

که همانطور ͬ شود. م ۴ مرتبه کوتا رانگ با ETⅮ طرح شامل که گرفته ایم نظر در را ETⅮ دقیق تر

ویژه بردارهای با جدی مشͺلات اند، داده تشخیص روش) این کنندگان (معرفͬ ۲۵ متیوز و کاکس

بسیاری خطای با ETⅮ طرح های نشوند، برطرف مشͺلات این اگر دارد. وجود صفر به ͷنزدی

مشͺلات این از اجتناب برای ETⅮ شده اصلاح طرح های از حاضر، رساله در ͬ شوند. م مواجه

.[۷۷] کرده ایم استفاده

ͬ رسند. م نظر به مناسب محاسباتͬ ͷترودینامیͺال در اعمال برای پایین مرتبه ETⅮ روش های

ضمنͬ⁃ طرح های به نسبت بهتری عملͺرد ETⅮ طرح های ،[۷۵] متیوز و کاکس استدلال براساس

از بهتر همچنین و دارد وجود غالب بصورت خطͬ عبارت های آن در که دارند (IⅯEX) صریح

است. غالب غیرخطͬ، عبارت های آن در که ͬ کند م عمل (IF) گیری انتگرال عامل طرح های

دست به و مسائل این حل برای دارد. وجود غیرخطͬ هم و خطͬ جمله هم برگرز، معادله در

زمان و مͺان برای بالا مرتبه تقریب های از باید مسائل، این برای خطا کم عددی پاسخ های آوردن

دوم مرتبه تا تقریب های داریم، سخت۲۶ͬ و غیرخطͬ ترکیب مسائل این در چون اما کرد. استفاده

بͽیریم: نظر در را زیر دیفرانسیل معادله است. نشده استفاده بیشتر

vt = Lv +N (v, t) (۳ .۴)

قسمت جواب تقریب برای ابتدا ͬ دهند. م نشان را غیرخطͬ و خطͬ عملͽر N و L معادله، این در

OⅮE از سیستمͬ بنابراین و ͬ شود م گسسته قبل فصل در شده بیان روش های با PⅮE معادله مͺانͬ

ͬ آید. م دست به ها

vt = Lv + N(v, t) (۴ .۴)
25Cox and Matthews
26stiff
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از سپس است. گیری انتگرال فاکتور e−Lt اصطلاح ͬ کنیم. م شروع e−Lt در (۴ .۴) ضرب با ما

ͬ گیریم: م انتگرال t = tn+۱ = tn + h تا t = tn از h طول به واحد زمانͬ گام ͷی در معادله

vn+۱ = eLhvn + eLh
∫ h

۰
e−LζN(v(tn + ζ), tn + ζ) dζ. (۵ .۴)

به دست انتگرال ها تقریب نحوه از ͬ توان م را ETⅮ طرح های از مختلفͬ مرتبه های معادله، این در

چند نوع از بالاتری مرتبه تقریب های که است شده ارایه بازگشتͬ فرمول های از دنباله ͷی آورد.

دارد: وجود مولد فرمول ͷی [۷۵] در ͬ دهد. م ارایه را ای مرحله

vn+۱ = eLhvn + h
s−۱∑
m=۰

ηm

m∑
k=۰

(−۱)k
(
m

k

)
Nn−k (۶ .۴)

آورد: دست به زیر بازگشتͬ رابطه از ͬ توان م را ηm ضرایب ͬ دهد. م نشان را روش مرتبه s آن در که

Lhη۰ = eLh − I

Lhηm+۱ + I = ηm +
۱
۲ηm−۱ +

۱
۳ηm−۲...+

۱
m+ ۱η۰ (۷ .۴)

ETⅮRK را روش این کنیم استفاده ETⅮ روش های مجموعه در کوتا رانگ روش های از زمان هر

ͬ نامیم. م ETⅮRK۴ را آن و کرده استفاده چهارم مرتبه روش از رساله این در ͬ نامیم. م
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است: زیر بصورت ETⅮRK۴ روش برای نیاز مورد فرمول های

an = eLh/۲vn +
(eLh/۲ − I)

L
N(vn, tn),

bn = eLh/۲vn +
(eLh/۲ − I)

L
N(an, tn + h/۲),

cn = eLh/۲an +
(eLh/۲ − I)

L
(۲N(bn, tn + h/۲)− N(vn, tn)),

ϖ = −۴ − Lh+ eLh(۴ − ۳Lh+ (Lh)۲

ϱ = ۲ + Lh+ eLh(−۲ + Lh)

ς = −۴ − ۳Lh− (Lh)۲ + eLh(۴ − Lh)

vn+۱ = eLhvn

+
ϖN(vn, tn) + ۲ϱ(N(an, tn + h/۲) + N(bn, tn + h/۲)) + ςN(cn, tn + h)

h۲L۳

(۸ .۴)

کرد: بازنویسͬ زیر صورت به توان مͬ را ETⅮRK۴ فرمول در ضرایب

α =
ϖ

h۲L۳ ,

β =
ϱ

h۲L۳ ,

γ =
ς

h۲L۳ .

(۹ .۴)

بسیار جواب های و ͬ شود م حل شده بیان روش های به فیشر برگرز و برگرز معادله بعد قسمت در

است. آمده بدست خوبی

جدید روش به فیشر برگرز و برگرز معادله حل ۳ .۴

شده داده شرح روش های از استفاده با برگرز و برگرز⁃فیشر معادلات است شده سعͬ بخش این در

قسمت در سپس و برگرز معادله حل مورد در توضیحاتͬ اول قسمت در شود. حل قبلͬ بخش در

جواب های سپس و است شده ارایه مذکور روش با برگرز⁃فیشر معادله حل مورد در توضیحاتͬ دوم

نیز (و کرده مقایسه دیͽر روش های با تقریبی جواب های با را جدید روش با آمده بدست تقریبی
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این برای تقریبی جواب آوردن بدست در روش این خوب عملͺرد و مساله) دقیق جواب های با

است. مشهود کاملا مقایسه ای شͺل های و جدول ها این در معادلات

برگرز معادله حل ۱ .۳ .۴

ͬ کنیم. م حل ETⅮروش و ⅯⅬS شبͺه بدون روش به را برگرز معادله قسمت این در

بͽیرید: نظر در را بعدی ͷی برگرز معادله

∂u

∂t
+ αu

∂u

∂x
= ν

∂۲u

∂x۲ , a ≤ x ≤ b, t ≥ ۰, (۱۰ .۴)

اولیه: شرایط با

u(x,۰) = h(x), a ≤ x ≤ b,

مرزی: شرایط و

u(a, t) = f(x), u(b, t) = g(x), t ≥ ۰,

را معادله این حل نحوه قسمت، این در است. جنبشͬ چسبندگͬ ν و ثابت ضریب ͷی α آن در که

تقریب برای ⅯⅬS از ابتدا معادله، این حل برای ͬ دهیم. م توضیح ETⅮRK۴ و ⅯⅬS براساس

ͬ کنیم. م استفاده زمانͬ مشتقات تقریب برای ETⅮRK۴ سپس و مͺانͬ مشتقات

برای و باشد ثابت گره ها بین فاصله بطوریͺه ͬ کنیم م تقسیم قسمت N به را Λ مسئله اصلͬ دامنه

توسط u تابع تقریب برای ͬ گیریم. م نظر در است اصلͬ دامنه داخل که (Λs) ͬͽهمسای ͷی نقطه هر

و (۱۰ .۳) براساس ͬ گیریم. م نظر در را xi, i = ۱, .., n گره های تصادفͬ نقاط ،Λs در ⅯⅬS روش

داریم: (۱۲ .۳)

uh(x, t) =
n∑

i=۱

µi(x)ûi(t) (۱۱ .۴)

داریم: معادله، در جایͽزینͬ با

∂u

∂t
+ αu

∂(
∑n

i=۱ µi(x)ûi(t))

∂x
= ν

∂۲(
∑n

i=۱ µi(x)ûi(t))

∂x۲ . (۱۲ .۴)
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طرف از گره هاست. آزمایشͬ مقادیر بیانگر (۱۲ .۴) معادله در ûi(t) = û(xi, t) باشید داشته توجه

داد. ارایه را زیر توضیحات ͬ توان م مشتق برای دیͽر،

wi(x) ∈ اگر باشند. پذیر مشتق بار q پیوسته طور به Λ روی که توابع فضای Cq(Λ) کنید فرض

µi(x) ∈ Cr(Λ) آنگاه باشند، برقرار dj(x) ∈ Cs(Λ), i = ۱,۲, ..., n, j = ۱,۲, ...,m و Cq(Λ)

است: زیر بصورت µi(x) از k مشتق .r = min(q, s) با

µi,k =
m∑
j=۱

[dj,k(Q
−۱S)ji + dj(Q

−۱S,k +Q−۱
,k S)ji] (۱۳ .۴)

با و ͬ دهیم م نشان Q−۱
k = (Q−۱)k نماد با را ،xk به Qنسبت ماتریس معکوس مشتق آن، در که

∂□
∂xk

ͬ دهد م نشان (□)k که ͬ آید. م دست به Q−۱
k = −Q−۱QkQ

−۱ فرمول

داشت: خواهیم را زیر رابطه ⅯⅬS روش از استفاده با مͺان شدن گسسته به توجه با اکنون

∂u(x, t)

∂t
= −αu(x, t)(

n∑
j=۱

µ′
j(x)ûj(t)) + ν(

n∑
j=۱

µ′′
j (x)ûj(t)). (۱۴ .۴)

ͬ دهد): م نشان را مساله کلͬ دامنه Λ)xi ∈ Λ برای

u̇i(t) = −αui(t)(
n∑

j=۱

µ′
j(x)ûj(t)) + ν(

n∑
j=۱

µ′′
j (x)ûj(t)). (۱۵ .۴)

زمانͬ است. شده (۴. ۱۳)تعریف در نیز µ مشتق و است زمان با مرتبط u مشتق باشید داشته توجه

داشت: خواهیم دسترسͬ OⅮEها از سیستم ͷی به ͬ کنیم، م گسسته را PⅮE فضای که
u̇۱(t)
u̇۲(t)

...
u̇n(t)

 = −α


u۱(t)
u۲(t)

...
un(t)

 ◦


µ′

۱(x۱) µ′
۲(x۱) · · · µ′

n(x۱)
µ′

۱(x۲) µ′
۲(x۲) · · · µ′

n(x۲)
... ... ... ...

µ′
۱(xn) µ′

۲(xn) · · · µ′
n(xn)



û۱(t)
û۲(t)

...
ûn(t)



. + ν


µ′′

۱(x۱) µ′′
۲(x۱) · · · µ′′

n(x۱)
µ′′

۱(x۲) µ′′
۲(x۲) · · · µ′′

n(x۲)
... ... ... ...

µ′′
۱(xn) µ′′

۲(xn) · · · µ′′
n(xn)



û۱(t)
û۲(t)

...
ûn(t)


ETⅮRK،۴ با زمان مشتقات تقریب برای مرحله، این در است. هادامارد۲۷ ضرب ◦ آن در که

27Hadamard product
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: داریم و ͬ کنیم م تقسیم غیرخطͬ و خطͬ قسمت دو به را معادله

L = ν


µ′′

۱(x۱) µ′′
۲(x۱) · · · µ′′

n(x۱)
µ′′

۱(x۲) µ′′
۲(x۲) · · · µ′′

n(x۲)
... ... ... ...

µ′′
۱(xn) µ′′

۲(xn) · · · µ′′
n(xn)


و

N(u, t) = −α


u۱(t)
u۲(t)

...
un(t)

 ◦


µ′

۱(x۱) µ′
۲(x۱) · · · µ′

n(x۱)
µ′

۱(x۲) µ′
۲(x۲) · · · µ′

n(x۲)
... ... ... ...

µ′
۱(xn) µ′

۲(xn) · · · µ′
n(xn)



û۱(t)
û۲(t)

...
ûn(t)


فرض این با است. شده استفاده زمان گسسته سازی برای شد توصیف قبلا که همانطور ETⅮ از

مشخص u(xi, kt), i = ۱,۲, ..., n ͬ کنیم، م تقسیم مساوی فواصل با قسمت n به را اصلͬ دامنه که

ضرب e−Lt در را معادله بود. خواهد u(xi, (k + ۱)t), i = ۱,۲, ..., n محاسبه ما هدف و ͬ شود م

ͬ گیریم: م انتگرال h طول با واحد زمانͬ گام در را معادله سپس و کرده

uk+۱
i = eLhuki + eLh

∫ h

۰
e−Lζ

αui(tk + ζ)
n∑

j=۱

µ′
j(xi)ûj(tk + ζ)

 dζ (۱۶ .۴)

بیان (۸ .۴) در که ETⅮRK۴ فرمول های از استفاده با را آن سپس و uki = u(xi, tk) آن، در که

ͬ کنیم. م حل شده اند

برگرز⁃فیشر معادله حل ۲ .۳ .۴

بͽیرید: نظر در را برگرز⁃فیشر بعدی ͷی معادله

∂u

∂t
+ αuδ

∂u

∂x
=
∂۲u

∂x۲ + βu(۱ − uδ) a ≤ x ≤ b t ≥ ۰ (۱۷ .۴)

ترکیب براساس معادله حل به قبلͬ بخش همانند بخش، این در هستند. پارامتر δ و α, β آن در که

از ابتدا شد، داده توضیح قبلͬ بخش در که همانطور ͬ پردازیم. م ETⅮRK۴ و ⅯⅬS روش های

استفاده زمانͬ مشتقات تقریب برای ETⅮRK۴ از سپس و مͺانͬ مشتقات تقریب برای ⅯⅬS

برای و باشد ثابت گره ها بین فاصله تا ͬ کنیم م تقسیم قسمت N به را Λ مسئله اصلͬ دامنه ͬ کنیم. م
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توسط u تابع تقریب برای ͬ گیریم. م نظر در است اصلͬ دامنه داخل که Λs ͬͽهمسای ͷی نقطه هر

در جایͽزینͬ و (۱۱ .۴) براساس .xi, i = ۱, .., n گره های از تصادفͬ نقاط روی Λs در ⅯⅬS

برگرز⁃فیشر: معادله

∂u

∂t
+ αuδ

∂(
∑n

i=۱ µi(x)ûi(t))

∂x
=

∂۲(
∑n

i=۱ µi(x)ûi(t))

∂x۲ + β(
n∑

i=۱

µi(x)ûi(t))(۱ − uδ) (۱۸ .۴)

توجه با اکنون، است. گره آزمایشͬ مقادیر بیانگر (۱۸ .۴) در ûi(t) = û(xi, t) باشید داشته توجه

داریم: xi ∈ Λ برای ⅯⅬS روش از استفاده و مͺانͬ گسسته سازی به

u̇i(t) = −αuδi (t)

(
n∑

j=۱

µ′
j(x)ûj(t)) +

n∑
j=۱

µ′′
j (x)ûj(t) + β(

n∑
i=۱

µi(x)ûi(t))(۱ − uδi (t)). (۱۹ .۴)

که زمانͬ است. شده تعریف (۱۳ .۴) در µ مشتق و است زمان با مرتبط u مشتق باشید داشته توجه

داشت: خواهیم را OⅮEها از سیستمͬ ͬ کنیم، م گسسته سازی را PⅮE مͺانͬ قسمت
u̇۱(t)
u̇۲(t)

...
u̇n(t)

 = −α


uδ۱(t)
uδ۲(t)...
uδn(t)

 ◦


µ′

۱(x۱) µ′
۲(x۱) · · · µ′

n(x۱)
µ′

۱(x۲) µ′
۲(x۲) · · · µ′

n(x۲)
... ... ... ...

µ′
۱(xn) µ′

۲(xn) · · · µ′
n(xn)



û۱(t)
û۲(t)

...
ûn(t)



+


µ′′

۱(x۱) µ′′
۲(x۱) · · · µ′′

n(x۱)
µ′′

۱(x۲) µ′′
۲(x۲) · · · µ′′

n(x۲)
... ... ... ...

µ′′
۱(xn) µ′′

۲(xn) · · · µ′′
n(xn)



û۱(t)
û۲(t)

...
ûn(t)



+β


µ۱(x۱) µ۲(x۱) · · · µn(x۱)
µ۱(x۲) µ۲(x۲) · · · µn(x۲)

... ... ... ...
µ۱(xn) µ۲(xn) · · · µn(xn)



û۱(t)
û۲(t)

...
ûn(t)

− β


uδ+۱

۱ (t)

uδ+۱
۲ (t)

...
uδ+۱
n (t)


ETⅮRK۴ توسط زمانͬ مشتقات تقریب برای مرحله، این در است. هادامار ضرب ◦ آن، در که
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کنیم: تقسیم غیرخطͬ و خطͬ بخش دو به را بایدمعادله

L =


µ′′

۱(x۱) µ′′
۲(x۱) · · · µ′′

n(x۱)
µ′′

۱(x۲) µ′′
۲(x۲) · · · µ′′

n(x۲)
... ... ... ...

µ′′
۱(xn) µ′′

۲(xn) · · · µ′′
n(xn)


و

N(u, t) = −α


uδ۱(t)
uδ۲(t)...
uδn(t)

 ◦


µ′

۱(x۱) µ′
۲(x۱) · · · µ′

n(x۱)
µ′

۱(x۲) µ′
۲(x۲) · · · µ′

n(x۲)
... ... ... ...

µ′
۱(xn) µ′

۲(xn) · · · µ′
n(xn)



û۱(t)
û۲(t)

...
ûn(t)



+β


µ۱(x۱) µ۲(x۱) · · · µn(x۱)
µ۱(x۲) µ۲(x۲) · · · µn(x۲)

... ... ... ...
µ۱(xn) µ۲(xn) · · · µn(xn)



û۱(t)
û۲(t)

...
ûn(t)

− β


uδ+۱

۱ (t)

uδ+۱
۲ (t)

...
uδ+۱
n (t)


بر فرض با است. شده استفاده زمان گسسته سازی برای شد توصیف قبلا که همانطور ETⅮ از

u(xi, kt), i = که کنیم فرض اگر ͬ کنیم، م تقسیم مساوی فواصل با Nقسمت به را اصلͬ دامنه که این

بود. خواهد u(xi, (k + ۱)t), i = ۱,۲, ..., N محاسبه ما هدف آنگاه باشند مشخص ۱,۲, ..., N

ͬ گیریم: م انتگرال h طول با واحد زمانͬ گام در را معادله سپس و کرده ضرب e−Lt در را معادله

uk+۱
i = eLhuki + eLh

∫ h

۰
e−Lζαuδi (tk + ζ)

n∑
j=۱

µ′
j(xi)ûj(tk + ζ) + β

n∑
j=۱

µj(xi)ûj(tk + ζ)− βuδ+۱
i (tk + ζ)

 dζ

(۲۰ .۴)

بیان (۸ .۴) در که ETⅮRK۴ فرمول های از استفاده با را آن سپس و uki = u(xi, tk) آن، در که

ͬ کنیم. م حل شده اند

که است این برگرز⁃فیشر) و (برگزر معادلات این برای ETⅮRK۴ روش از استفاده مشͺل

برش نقاط با تیلور بسط از استفاده مشͺل این حل برای راه ͷی ͬ شود. م ناپایدار نقاط از برخͬ در

برای تیلور بسط باشد، قطری عملͽر ͷی ماتریس اگر که به طوری است، ͷکوچ ویژه مقادیر برای

به آن تعمیم امͺان عدم روش این جدی مشͺل ͷی اما ͬ شود. م استفاده برش نقطه زیر قطری نقاط
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کانتور انتگرال رود بͺار مشͺل این حل برای تواند مͬ که دیͽر روش ͷی است. غیرقطری مسائل

در و منفرد نقطه ͷی دارای که داریم ارزیابی برای تابع ͷی حقیقت، در است. مختلط آنالیز در

حل راه بود. خواهد عددی خطای دارای تابع منفرد، نقطه این ͬͺنزدی در است. تحلیلͬ جاها بقیه

z = ۰ و بوده z شامل که است مختلط صفحه ͷی روی کانتور انتگرال از استفاده شامل پیشنهادی

ͬ شود: م جدا زیر رابطه بوسیله

f(z) = (۲πi)(−۱)
∫
Γ

f(s)(s− z)(−۱)ds. (۲۱ .۴)

آن در که ͬ کنیم م اعمال دوباره را روش همان و کرده استفاده L ماتریس از z−الرͺاس، بجای اکنون

بود: خواهد (sI − L)−۱ ماتریس به تبدیل ۱/(s− z) عبارت تنها

f(L) = (۲πi)(−۱)
∫
Γ

f(s)(sI − L)−۱ds. (۲۲ .۴)

در توابع برای کانتور انتگرال های حاصل باشد. Lویژه مقادیر شامل باید کانتور انتگرال آن، در که

ناحیه ͬ شود. م همͽرا نمایی بصورت که ͬ آید م دست به ذوزنقه ای قاعده از استفاده با مختلط صفحه

فاصله با را نقطه ۳۲ معمولا ما و گرفت نظر در دایره ͷی عنوان به ͬ توان م را کانتور گیری انتگرال

کانتور گیری انتگرال ناحیه برای متفاوتͬ بسیار انتخاب های ͬ گیریم. م نظر در دایره این در مساوی

هنگامͬ Γباشند. داخل ویژه مقادیر که است این مهم مساله اما ͬ کنند م عمل خوبی به که دارند وجود

محور ͷی آن مرکز که ͬ کنیم م استفاده کانتور ناحیه برای دایره بالایی نیمه از تنها است، حقیقͬ L که

با ͬ توان م را کانتور انتگرال تقریب ͬ گیریم. م نظر در را جواب حقیقͬ قسمت سپس و است حقیقͬ

بدست Γ در را الفاصله متساوی نقاط میانگین که ترتیب این به آورد، دست به Γ روی f(s) میانگین

در ͬ گیریم. م نظر در را حقیقͬ بخش تنها و گرفته نظر در را Γ بالایی نیمه تنها مجددا یا و ͬ آوریم م

کرده محاسبه کانتور انتگرال و ۵ مرتبه با تیلور بسط توسط را پرانتزها داخل ضرایب ،۱ .۴ جدول

داده ایم. نشان واقعͬ پاسخ با مقایسه در را ها آن خطای سپس و ایم

در α, β, γ (یعنͬ پرانتز داخل ضرایب محاسبه است، شده داده نشان جدول در که همانطور
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همانطور تیلور. ۵ مرتبه توسط و صفحه بالایی دایره نیم روی نقطه ۳۲ از بیش میانگین با کانتور انتگرال با α(z), β(z), γ(z) محاسبه :۱ .۴ جدول
دارد. z مقادیر تمامͬ برای بالایی دقت کانتور انتگرال است، مشخص که

ضرایب z کانتور انتگرال برای خطا ۵ مرتبه تیلور برای خطا
۱ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۲۱ ۰٫۰۰۱۰۴۷۷۸۳۹۰۲۲۱۸

۱/e ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۱۳ ۰٫۰۰۰۰۰۶۳۶۷۵۲۲۱۱۸
۱/e۲ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۲۳۳ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۴۱۳۸۰۴۴۰

α ۱/e۳ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۴۸۶ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۲۷۴۷۱۱۱
۱/e۴ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۲۰۵۷۱ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۲۲۴۱۷۱

۱ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۳ ۰٫۰۰۰۱۷۰۵۵۲۴۹۳۳۳۵
۱/e ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰ ۰٫۰۰۰۰۰۱۰۵۲۵۷۴۷۳۷

۱/e۲ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۸۴ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۶۸۷۶۴۰۸۱
β ۱/e۳ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۱۳۷۱ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۴۷۱۸۷۱

۱/e۴ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۴۷۱۰۷ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۴۶۷۹۹۱
۱ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۵ ۰٫۰۰۰۱۱۴۸۳۲۰۸۳۱۸۰

۱/e ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۴ ۰٫۰۰۰۰۰۰۷۰۴۱۶۹۷۰۰
۱/e۲ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۵۴ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۴۵۸۹۹۶۱۱

γ ۱/e۳ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۲۳۱۲ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۳۲۸۷۰۱
۱/e۴ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۵۷۹۹۵ ۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۵۸۲۰۰۱

روش این با مثال هایی بعد قسمت در دارد. کمتری بسیار خطای کانتور انتگرال روش با (۹ .۴)

ͬ آید. م دست به قبولͬ قابل پاسخ های و شده حل جدید

روش پایداری ۴ .۴

برگرز و برگرز⁃فیشر معادلات حل برای جدیدی روش از رساله این در شد داده توضیح که همانطور

پایداری بررسͬ برای ͬ باشد. م ⅯⅬS و ETⅮRK روش های از ترکیبی که است شده استفاده

شرایط به موثر طور به خطͬ سیستم پایداری کنیم. بررسͬ را شده ذکر روش دو ثبات باید روش،

محاسبه شرط عدد از استفاده با ͬ توان م را ضرایب ماتریس شرط است. وابسته ضرایب ماتریس

کرد.

Q(x) (یعنͬ= D(x) پایه وسیله به که بͽیریم نظر در نحوی به را Q(x) ماتریس اگر .۱ .۴ .۴ قضیه

h از مستقل Cd(x, n,m) شمارش قابل و دار کران عدد ͷی آنگاه باشد، شده تولید (DTW(x)D
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صورت: به Q(x) دترمینان بطوریͺه دارد وجود

det(Q(x)) = Cd(x, n,m)h۲
∑m

i=۱ i, ∀x ∈ Λ. (۲۳ .۴)

شمارش قابل و دار کران عدد ͷی h ≤ h۰ برای که دارد، وجود h۰ > ۰ ثابت ضریب ͷی بعلاوه،

بود: خواهد زیر بصورت Q(x) ماتریس شرط عدد ۲ نرم بطوریͺه داریم h از مستقل Cc(x, n,m)

cond(Q(x)) = Cc(x, n,m)h−۲m, ∀x ∈ Λ. (۲۴ .۴)

[۷۸] برهان.

داریم: (۲۳ .۴) براساس

det(Q(x)) → ۰ as h→ ۰.

ماتریس شود، انتخاب ͷکوچ کافͬ اندازه به h گره فاصله ͷی هرگاه که ͬ گیریم م نتیجه بالا بحث از

افزایش باعث که است منفرد ماتریس ͷی تقریبی طور به ⅯⅬS تقریب در آمده دست به Q(x)

پاسخ های باشد، منفرد یا بد شرایط دارای Q(x) ماتریس که زمانͬ دیͽر، عبارت به ͬ شود. م خطاها

دارای µi(x) شͺل تابع بنابراین و است زیادی خطای دارای q(x) ضرایب بردار برای آمده دست به

شرط عدد که ͬ رسیم م نتیجه این به ،(۲۴ .۴) معادله به توجه با شد. خواهد بزرگͬ کردن گرد خطای

دارد. h۲m فاکتور با معکوس ارتباطͬ Q(x)

نیز کردن گرد خطای نتیجه در و ͬ یابد م افزایش شرط عدد ،h۲m کاهش با دیͽر، عبارت به

افزایش جایی تا ماتریس بدوضعͬ درجه ، ماتریس شرط عدد افزایش با مسلما یافت. خواهد افزایش

پیش بی نهایت سمت به شرط عدد و شده ایجاد بدتری وضعیت منفرد ماتریس های برای که ͬ یابد م

طوری به دارد بستگͬ m و h به ⅯⅬS روش ناپایداری که ͬ گیریم م نتیجه بنابراین رفت. خواهد

افزایش ⅯⅬS روش ناپایداری ،m مقدار حد از بیش افزایش و h مقدار حد از بیش کاهش با که

خوب حل های راه به است نامنفرد (۱۰ .۳) در Q ماتریس که زمانͬ ⅯⅬS روش بنابراین، ͬ یابد. م
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ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

برای باشد. m با برابر D رتبه که ͬ افتد م اتفاق زمانͬ این و ͬ یابد م دست مسائل حل برای خطا کم و

این لازم شرط باشد، تعریف خوش روش ͷی ⅯⅬS روش و باشیم نداشته ناپایداری مشͺل اینکه

نقاط و باشد داشته وجود x ∈ Λ نقطه هر برای (n > mͬیعن) ناصفر وزن تابع m حداقل که است

نکنند. پیروی خاص و منظم الͽوی ͷی از Λs در

m ≤ c۱ ≤ n ≤ c۲ که طوری به دارد وجود h از مستقل c۲ و c۱مثبت اعداد .۲ .۴ .۴ گزاره

است. m با برابر (۹ .۳) توسط شده داده D رتبه .۳ .۴ .۴ گزاره

dνwi(x) = Cwi
(x)h−|ν| که بطوری دارد، وجود h از مستقل Cwi

(x) کراندار اعداد .۴ .۴ .۴ گزاره

.۰ ≤| ν |≤ γ آن در و

. wi(x) ∈ Cν(Λ) یعنͬ است، پیوسته پذیر مشتق بار ν وزن، تابع که باشید داشته توجه

که بطوری دارند، وجود h از مستقل cik(x)کراندار اعداد .۵ .۴ .۴ لم

[Q−۱(x)]ik = cik(x)h
−i−k, i, k = ۱,۲, ...,m.

که بطوری دارد، وجود h از مستقل Cµi
(λ,x) ، x ∈ Λ هر برای .۶ .۴ .۴ لم

dλµi(x) = Cµi
(λ,x)h−|λ|, ۰ ≤ |λ| ≤ ν, i = ۱,۲, . . . , n.

که بطوری دارند، وجود h از مستقل Cµ۲ و Cµ۱ ثابت ضرایب بعلاوه،

Cµ۱h
−|λ| ≤ ∥dλµi(x)∥L∞(Λ) ≤ Cµ۲h

−|λ|, ۰ ⩽ |λ| ⩽ γ, i = ۱,۲, . . . , n.

شود. مراجعه [۷۸] به لم ها و گزاره ها تمام برای بیشتر توضیحات و اثبات برای برهان.

فضای Hm(Λ) ≜ Wm,۲(Λ) و Wm,n(Λ) ͬ کنیم م فرض n ∈ [۱,∞] و m ≥ ۰ برای

.[۹۱ هستند[۹۰، سوبولوف۲۸
28Sobolev space

۷۷



ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

p + ۱ > n/q با v(x) ∈ W p+۱,q(Λ) و v(x) از ⅯⅬS تقریب vh(x) کنید فرض .۷ .۴ .۴ قضیه

که بطوری داشت، خواهد وجود h از مستقل بصورت C ثابت ضریب آنگاه باشد،

∥v(x)− vh(x)∥Wk,q(Λ) ≤ Chp̃−k∥v(x)∥W p̃,q(Λ),

k = ۰,۱, · · · ,min{p̃, γ}, p̃ = min{p+ ۱,m+ ۱}.

داریم: باشد، v(x) ∈ Wm+۱,q(Λ) که زمانͬ

∥v(x)− vh(x)∥Hk(Λ) ≤ Chm+۱−k∥v(x)∥Hm+۱(Λ),

۰ ≤ k ≤ min{m+ ۱, γ}.

کنید. مراجعه [۷۸] به برهان.

و ساختیم ⅯⅬS توسط را OⅮE سیستم ͬ کنیم. م بررسͬ را ETⅮRK۴ طرح پایداری اکنون

شده استفاده سیستم این حل برای که را روشͬ پایداری بنابراین کردیم. بررسͬ را روش این پایداری

: سیستم ͬ کنیم. م بررسͬ ETⅮRK۴ یعنͬ ،

dv(t)

dt
= Lv(t) +N(v(t)) (۲۵ .۴)

به دارد وجود v۰ ثابت نقطه ͷی که ͬ کنیم م فرض ما است. خطͬ غیر قسمت N(v(t))آن در که

داشت: خواهیم ثابت، نقطه این مورد در سازی خطͬ با .Lv۰ +N (v۰) = ۰ که طوری

dv(t)

dt
= Lv(t) + ηv(t) (۲۶ .۴)

مقادیر که ͬ دهد م نشان را قطری ماتریس η = N ′ (v۰) و بوده u۰ از آشفتگͬ بیانگر v(t) آن در که

باشد. برقرار ηها تمامͬ برای Re(L+ η) < ۰ باید پایداری، برای ͬ گیرند. م قرار آن قطر در N ویژه

ͬ شود: م منجر بازگشتͬ رابطه ͷی به (۲۶ .۴) شده خطͬ مساله برای ETⅮRK۴ روش بردن بͺار با

r =
vn+۱
vn

= L۰ + L۱x+ L۲x
۲ + L۳x

۳ + L۴x
۴, (۲۷ .۴)
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ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

آن در که

L۰ =ey

L۱ =− ۴
y۳ +

۸ey/۲

y۳ − ۸e۳y/۲

y۳ +
۴e۲y

y۳ − ۱
y۲ +

۴ey/۲

y۲ − ۶ey
y۲ +

۴e۳y/۲

y۲ − e۲y

y۲

L۲ =− ۸
y۴ +

۱۶ey/۲

y۴ − ۱۶e۳y/۲

y۴ +
۸e۲y

y۴ − ۵
y۳ +

۱۲ey/۲

y۳ − ۱۰ey
y۳ +

۴e۳y/۲

y۳

− e۲y

y۳ − ۱
y۲ +

۴ey/۲

y۲ − ey/۲

y۲

L۳ =
۴
y۵ − ۱۶ey/۲

y۵ +
۱۶ey
y۵ +

۸e۳y/۲

y۵ − ۲۰e۲y

y۵ +
۸e۵y/۲

y۵ +
۲
y۴ − ۱۰ey/۲

y۴

+
۱۶ey
y۴ − ۱۲e۳y/۲

y۴ +
۶e۲y

y۴ − ۲e۵y/۲

y۴ − ۲ey/۲

y۳ +
۴ey
y۳ − ۲e۳y/۲

y۳

L۴ =
۸
y۶ − ۲۴ey/۲

y۶ +
۱۶ey
y۶ +

۱۶e۳y/۲

y۶ − ۲۴e۲y

y۶ +
۸e۵y/۲

y۶ +
۶
y۵ − ۱۸ey/۲

y۵

+
۲۰ey
y۵ − ۱۲e۳y/۲

y۵ +
۶e۲y

y۵ − ۲e۵y/۲

y۵ +
۴
y۴ − ۶ey/۲

y۴ +
۶ey
y۴ − ۲e۳y/۲

y۴ ,

y > ۰ برای r(x, y) بصورت ETⅮRK۴ برای بسط فاکتور بود. خواهد x = ηh, y = Lh که

خواهد ۱ − x+ x۲/۲ − x۳/۶ + x۴/۲۴ بصورت بسط فاکتور باشد، y = ۰ اگر ͬ شود. م تعریف

است. متناظر رانگ⁃کوتا روش در ͷکلاسی چهارم مرتبه با y = ۰ در ETⅮRK۴ پایداری که بود

مطلق قدر ، limx,y→۰ ∂yr(x, y) = −۱ و limx,y→۰ ∂xr(x, y) = −۱ به توجه با دیͽر طرف از

[۹۴–۹۲] به بیشتر توضیحات و اثبات برای آمد. خواهد |r(x, y)| ≤ ۱ بصورت بسط فاکتور

شود. مراجعه
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ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

عددی مثال های ۵ .۴

به قسمت این در داده ایم. شرح تفصیل به قبل قسمت های در را رساله این در استفاده مورد روش

ͬ کنیم. م مقایسه دیͽر روش های با را آنها عددی جواب و ͬ پردازیم م مثال چند حل

:[۷۹] ͬ گیریم م نظر در α = ۱ با را (۱ .۴) برگرز معادله مثال، این در .۱ .۵ .۴ مثال

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= ν

∂۲u

∂x۲ ۰ ≤ x ≤ ۱ t ≥ ۰

اولیه: شرایط با

u(x,۰) = sin(۲πx) + sin(πx)/۲, ۰ ≤ x ≤ ۱

مرزی: شرایط و

u(۰, t) = ۰, u(۱, t) = ۰, t ≥ ۰

دست به را معادله این پاسخ است، شده داده توضیح رساله این در که روشͬ با قسمت این در

ν =،ν = ۱ با و N = ۴۰ با ͬ توان م را معادله این حل ،۳ .۴ ،۲ .۴ ،۱ .۴ تصاویر در ͬ آوریم. م

و بعدی سه صورت به را پاسخ ͬͺفیزی رفتار b و a تصاویر کرد. مشاهده ν = ۰٫۰۰۰۱،۰٫۰۱

ͬ دهد. م نشان بعدی ۲ صورت به را پاسخ ͬͺفیزی رفتار ⅽ تصویر
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ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

[b] [a]

[ⅽ]

.ν = ۱ و N = ۴۰ با ۱ .۵ .۴ مثال جواب از متفاوتͬ نماهای (b)، (a) :۱ .۴ شͺل
.−, o,+, ∗,−−,□ با ترتیب به t = ۰, ۰٫۲, ۰٫۴, ۰٫۶, ۰٫۸, ۱ در جواب ،(ⅽ)

ͬ گیریم. م نظر در α = ۱ با را (۱ .۴) برگرز معادله مثال، این در .۲ .۵ .۴ مثال

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= ν

∂۲u

∂x۲ ۰ ≤ x ≤ ۱ t ≥ ۰

اولیه: شرایط با

u(x,۰) = sin(πx), ۰ ≤ x ≤ ۱
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ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

[b] [a]

[ⅽ]

. t = ۱۰ νو = ۰٫۰۱ و N = ۴۰ با ۱ .۵ .۴ مثال جواب از متفاوتͬ نماهای (b)، (a)، :۲ .۴ شͺل
.−, o,+, ∗,−−,□ با ترتیب به t = ۰, ۰٫۲, ۰٫۴, ۰٫۶, ۰٫۸, ۱ در پاسخ (ⅽ)،

مرزی: شرایط و

u(۰, t) = ۰, u(۱, t) = ۰, t ≥ ۰

از: است عبارت معادله دقیق جواب

u(x, t) =
۲πν

∑∞
i=۱ nAnexp(−n۲π۲νt)sin(nπx)

A۰ +
∑∞

i=۱ Anexp(−n۲π۲νt)cos(nπx)
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ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

[b] [a]

[ⅽ]

. t = ۱۰ νو = ۰٫۰۰۱ و N = ۴۰ ۱ .۵ .۴ مثال جواب از متفاوتͬ نماهای (b)، (a)، :۳ .۴ شͺل
. −, o,+, ∗,−−,□ با ترتیب به t = ۰, ۰٫۲, ۰٫۴, ۰٫۶, ۰٫۸, ۱ در پاسخ (ⅽ)،

آن در که

A۰ =

∫ ۱

i=۰
exp

(
−۱

۲πν (۱ − cos(πx))

)
dx,
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ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

An = ۲
∫ ۱

i=۰
exp

(
−۱

۲πν (۱ − cos(πx))

)
cos(nπx)dx,

و ۲ .۴ جدول در N = ۶۰ با ν = ۰٫۰۰۱ ،ν = ۰٫۱,۰٫۰۱ برای معادله این عددی جوابهای

پیشنهادی روش از استفاده با را معادله این حل نتایج ما است. شده ارایه ۶ .۴ و ۵ .۴ ،۴ .۴ تصاویر

۲ .۴ جدول در که همانطور و ͬ کنیم م مقایسه دیͽر روش های از آمده دست به نتایج با رساله این در

تا را پاسخ ͬͺفیزی رفتار ۶ .۴ و ۵ .۴ تصاویر۴. ۴، است. آمده دست به بهتری نتایج ͬ شود، م دیده

نشان بعدی ۲ صورت به را پاسخ ͬͺفیزی رفتار ⅽ در و و بعدی سه b و a (در ͬ دهد م نشان t = ۱

ͬ دهد). م

ν = ۰٫۰۱ دیͽر. روش های و دقیق پاسخ با شده ارایه روش به ۲ .۵ .۴ مثال جواب مقایسه :۲ .۴ جدول

x t [۸۰] ∆t = ۰٫۰۱ [۸۵] ∆t = ۰٫۰۰۰۱ [۸۴] ∆t = ۰٫۰۰۱ [۸۱] ∆t = ۰٫۰۰۰۱ جدید روش ∆t = ۱/۲۰ دقیق جواب

۰ .۲۵ ۰ .۴ ۰ .۳۴۲۲۹ ۰ .۳۴۱۹۳ ۰ .۳۴۱۸۴ ۰ .۳۴۱۹۱ ۰ .۳۴۱۹۱ ۰ .۳۴۱۹۱
۰ .۶ ۰ .۲۶۹۰۲ ۰ .۲۶۸۹۸ ۰ .۲۶۸۹۱ ۰ .۲۶۸۹۶ ۰ .۲۶۸۹۷ ۰ .۲۶۸۹۶
۰ .۸ ........... ۰ .۲۲۱۴۹ ۰ .۲۲۱۴۳ ۰ .۲۲۱۴۸ ۰ .۲۲۱۴۸ ۰ .۲۲۱۴۸

۱ ۰ .۱۸۸۱۷ ۰ .۱۸۸۲۰ ۰ .۱۸۸۱۵ ۰ .۱۸۸۱۹ ۰ .۱۸۸۱۹ ۰ .۱۸۸۱۹

۰ .۵ ۰ .۴ ۰ .۶۶۷۹۷ ۰ .۶۶۰۷۶ ۰ .۶۶۰۶۰ ۰ .۶۶۰۷۱ ۰ .۶۶۰۷۱ ۰ .۶۶۰۷۱
۰ .۶ ۰ .۵۳۲۱۱ ۰ .۵۲۹۴۵ ۰ .۵۲۹۳۱ ۰ .۵۲۹۴۱ ۰ .۵۲۹۴۲ ۰ .۵۲۹۴۲
۰ .۸ ........... ۰ .۴۳۹۱۶ ۰ .۴۳۹۰۵ ۰ .۴۳۹۱۳ ۰ .۴۳۹۱۴ ۰ .۴۳۹۱۴

۱ ۰ .۳۷۵۰۰ ۰ .۳۷۴۴۳ ۰ .۳۷۴۳۶ ۰ .۳۷۴۴۲ ۰ .۳۷۴۴۲ ۰ .۳۷۴۴۲

۰ .۷۵ ۰ .۴ ۰ .۹۳۶۸۰ ۰ .۹۱۰۴۶ ۰ .۹۱۰۲۶ ۰ .۹۱۰۲۶ ۰ .۹۱۰۲۵ ۰ .۹۱۰۲۶
۰ .۶ ۰ .۷۷۷۲۴ ۰ .۷۶۷۳۳ ۰ .۷۶۷۱۹ ۰ .۷۶۷۲۴ ۰ .۷۶۷۲۳ ۰ .۷۶۷۲۴
۰ .۸ ........... ۰ .۶۴۷۴۴ ۰ .۶۴۷۴۵ ۰ .۶۴۷۳۹ ۰ .۶۴۷۴۴ ۰ .۶۴۷۴۰

۱ ۰ .۵۵۸۳۳ ۰ .۵۵۶۰۸ ۰ .۵۵۶۰۸ ۰ .۵۵۶۰۵ ۰ .۵۵۶۰۵ ۰ .۵۵۶۰۵
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[b] [a]

[ⅽ]

. t = ۱ νو = ۰٫۱ و N = ۶۰ با ۲ .۵ .۴ مثال جواب از متفاوتͬ نماهای (b)، (a)، :۴ .۴ شͺل
. −, o,+, ∗,−−,□ با ترتیب به t = ۰, ۰٫۲, ۰٫۴, ۰٫۶, ۰٫۸, ۱ در پاسخ (ⅽ)،

ͬ گیریم. م نظر در α = ۱ با را (۱ .۴) برگرز معادله مثال، این در .۳ .۵ .۴ مثال

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= ν

∂۲u

∂x۲ ۰ ≤ x ≤ ۱ t ≥ ۰

اولیه: شرایط با

u(x,۰) = ۴x(۱ − x), ۰ ≤ x ≤ ۱
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[b] [a]

[ⅽ]

. t = ۱ νو = ۰٫۰۱ و N = ۶۰ ۲ .۵ .۴ مثال جواب از متفاوتͬ نماهای (b)، (a)، :۵ .۴ شͺل
. −, o,+, ∗,−−,□ با ترتیب به t = ۰, ۰٫۲, ۰٫۴, ۰٫۶, ۰٫۸, ۱ در پاسخ (ⅽ)،

مرزی: شرایط و

u(۰, t) = ۰, u(۱, t) = ۰, t ≥ ۰
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[b] [a]

[ⅽ]

. t = ۱ νو = ۰٫۰۰۱ و N = ۶۰ با ۲ .۵ .۴ مثال جواب متفاوتͬ نماهای (b)، (a)، :۶ .۴ شͺل
. −, o,+, ∗,−−,□ با ترتیب به t = ۰, ۰٫۲, ۰٫۴, ۰٫۶, ۰٫۸, ۱ در پاسخ (ⅽ)،

از: است عبارت معادله دقیق جواب

u(x, t) =
۲πν

∑∞
i=۱ nAnexp(−n۲π۲νt)sin(nπx)

A۰ +
∑∞

i=۱ Anexp(−n۲π۲νt)cos(nπx)
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آن در که

A۰ =

∫ ۱

i=۰
exp

(
−۱
۳ν (۳x۲ − ۲x۳)

)
dx,

An = ۲
∫ ۱

i=۰
exp

(
−۱

۲πν (۳x۲ − ۲x۳)

)
cos(nπx)dx,

۷ .۴ تصاویر و ۳ .۴ جدول در N = ۶۰ با ν = ۰٫۱,۰٫۰۱,۰٫۰۰۱ برای معادله این عددی جواب های

رساله این در پیشنهادی روش از استفاده با را معادله این حل نتایج ما است. شده ارایه ۹ .۴ و ۸ .۴ و

ͬ شود، م دیده ۳ .۴ جدول در که همانطور و ͬ کنیم م مقایسه دیͽر روش های از آمده دست به نتایج با

نشان t = ۱ تا را پاسخ ͬͺفیزی رفتار ۹ .۴ و ۸ .۴ و تصاویر۴. ۷ است. آمده دست به بهتری نتایج

ͬ دهد). م نشان بعدی ۲ صورت به را پاسخ ͬͺفیزی رفتار ⅽ در و و بعدی سه b و a (در ͬ دهد م

ν = ۰٫۰۱ دیͽر. روش های و دقیق پاسخ با شده ارایه روش به ۳ .۵ .۴ مثال معادله جواب مقایسه :۳ .۴ جدول

x t [۸۰] ∆t = ۰٫۰۱ [۸۴] ∆t = ۰٫۰۰۱ [۸۶] N = ۱۸۰ جدید روش ∆t = ۱/۲۰, N = ۶۰ دقیق
۰ .۲۵ ۰ .۴ ۰ .۳۶۲۷۳ ۰ .۳۶۲۱۷ ۰ .۳۶۲۲۶ ۰ .۳۶۲۲۶ ۰ .۳۶۲۲۶

۰ .۶ ۰ .۲۸۲۱۲ ۰ .۲۸۱۹۷ ۰ .۲۸۲۰۴ ۰ .۲۸۲۰۵ ۰ .۲۸۲۰۴
۰ .۸ ........... ۰ .۲۳۰۴۰ ۰ .۲۳۰۴۵ ۰ .۲۳۰۴۵ ۰ .۲۳۰۴۵

۱ ۰ .۱۹۴۶۷ ۰ .۱۹۴۶۵ ۰ .۱۹۴۶۹ ۰ .۱۹۴۶۹ ۰ .۱۹۴۶۹

۰ .۵ ۰ .۴ ۰ .۶۹۱۸۶ ۰ .۶۸۳۵۷ ۰ .۶۸۳۶۸ ۰ .۶۸۳۶۸ ۰ .۶۸۳۶۸
۰ .۶ ۰ .۵۵۱۲۵ ۰ .۵۴۸۲۲ ۰ .۵۴۸۳۲ ۰ .۵۴۸۳۲ ۰ .۵۴۸۳۲
۰ .۸ ........... ۰ .۴۵۳۶۳ ۰ .۴۵۳۷۰ ۰ .۴۵۳۷۱ ۰ .۴۵۳۷۱

۱ ۰ .۳۸۶۲۷ ۰ .۳۸۵۶۱ ۰ .۳۸۵۶۸ ۰ .۳۸۵۶۸ ۰ .۳۸۵۶۸

۰ .۷۵ ۰ .۴ ۰ .۹۴۹۴۰ ۰ .۹۲۰۵۰ ۰ .۹۲۰۵۱ ۰ .۹۲۰۵۰ ۰ .۹۲۰۵۰
۰ .۶ ۰ .۷۹۳۹۹ ۰ .۷۸۲۹۳ ۰ .۷۸۳۰۲ ۰ .۷۸۲۹۹ ۰ .۷۸۲۹۹
۰ .۸ ........... ۰ .۶۶۲۶۴ ۰ .۶۶۲۷۲ ۰ .۶۶۲۷۲ ۰ .۶۶۲۷۲

۱ ۰ .۵۷۱۷۰ ۰ .۵۶۹۲۴ ۰ .۵۶۹۳۲ ۰ .۵۶۹۳۲ ۰ .۵۶۹۳۲
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ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

ͬ گیریم. م نظر در δ = ۱ با را برگرز⁃فیشر(۴. ۲) معادله مثال، این در .۴ .۵ .۴ مثال

∂u

∂t
+ αu

∂u

∂x
=
∂۲u

∂x۲ + βu(۱ − u) ۰ ≤ x ≤ ۱ t ≥ ۰

اولیه: شرایط با α = a, β = ۲ac−a۲

۴ آن در که

u(x,۰) = ۱
۲ − ۱

۲tanh(
a

۴x), ۰ ≤ x ≤ ۱

مرزی: شرایط و

u(۰, t) = ۱
۲ − ۱

۲tanh(
a

۴(−ct)), u(۱, t) = ۱
۲ − ۱

۲tanh(
a

۴(۱ − ct)), t ≥ ۰

از: است عبارت معادله این دقیق جواب

u(x, t) =
۱
۲ − ۱

۲tanh(
a

۴(x− ct)), ۰ ≤ x ≤ ۱

۱۰ .۴ تصویر و ۴ .۴ جدول در N = ۴۰ با a = ۲۴, c = ۸ برای معادله این عددی جواب های

به نتایج با رساله این در پیشنهادی روش از استفاده با را معادله این حل نتایج ما است. شده ارایه

بهتری نتایج ͬ شود، م دیده ۴ .۴ جدول در که همانطور و ͬ کنیم م مقایسه دیͽر روش های از آمده دست

است. آمده دست به

دیͽر روش با رساله روش از استفاده با ۴ .۵ .۴ مثال جواب برای L۲ خطا مقایسه :۴ .۴ جدول

t روش Nجدید = ۶۰ [۸۲] N = ۶۰
۰ .۰۱ ۱۶ .۷e− ۰۰۶ ............
۰ .۰۲ ۴۴ .۴e− ۰۰۶ ............
۰ .۰۳ ۱۲۱e− ۰۰۶ ۲ .۵e− ۰۰۳
۰ .۰۴ ۳۲۴e− ۰۰۶ ۲ .۴e− ۰۰۳
۰ .۰۵ ۸۵۳e− ۰۰۶ ۲ .۴e− ۰۰۳
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ͬ گیریم. م نظر در δ = ۱ با را (۲ .۴) برگرز⁃فیشر معادله مثال، این در .۵ .۵ .۴ مثال

∂u

∂t
+ αu

∂u

∂x
=
∂۲u

∂x۲ + βu(۱ − u) ۰ ≤ x ≤ ۱ t ≥ ۰

اولیه: شرایط با

u(x,۰) = ۱
۲ +

۱
۲tanh(a۱x), ۰ ≤ x ≤ ۱

مرزی: شرایط و

u(۰, t) = ۱
۲ − ۱

۲tanh(a۱a۲t), u(۱, t) = ۱
۲ +

۱
۲tanh(a۱(۱ − a۲t)), t ≥ ۰

از: است عبارت معادله این دقیق جواب

u(x, t) =
۱
۲ − ۱

۲tanh(a۱(x− a۲t)), ۰ ≤ x ≤ ۱

a۱ = α
۱+δ

+ β(۱+δ)
α

و a۱ = −αδ
۲(۱+δ)

آن در که

و ۶ .۴ و ۵ .۴ های جدول در N = ۴۰ با α = ۱, β = ۱ برای معادله این عددی جواب های

رساله این در پیشنهادی روش از استفاده با را معادله این حل نتایج ما است. شده ارایه ۱۱ .۴ تصویر

t = ۰٫۵ تا را پاسخ ͬͺفیزی رفتار ۱۱ .۴ تصویر ͬ کنیم. م مقایسه دقیق جواب از آمده دست به نتایج با

ͬ دهد. م نشان

رساله روش با ۵ .۵ .۴ مثال معادله حل برای L۲ خطای :۵ .۴ جدول

t N = ۶۰
۰ .۰۲ ۳ .۳e− ۰۰۳
۰ .۰۴ ۶ .۷e− ۰۰۳
۰ .۰۶ ۱۰ .۱e− ۰۰۳
۰ .۰۸ ۱۳ .۵e− ۰۰۳
۰ .۱ ۶۶۱ .۴e− ۰۰۳
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دیͽر روش های و دقیق پاسخ با رساله روش از استفاده با ۵ .۵ .۴ مثال جواب مقایسه :۶ .۴ جدول

x جدید روش N = ۶۰ [۸۷] N = ۱۰۰
۰ .۱ ۶ .۶ e− ۰۰۵ ۰ .۸ e− ۰۰۵
۰ .۲ ۰ .۸ e− ۰۰۵ ۰ .۳ e− ۰۰۴
۰ .۳ ۰ .۶ e− ۰۰۵ ۰ .۲ e− ۰۰۴
۰ .۴ ۰ .۵ e− ۰۰۵ ۰ .۲ e− ۰۰۴
۰ .۵ ۰ .۵ e− ۰۰۵ ۰ .۱ e− ۰۰۳
۰ .۶ ۰ .۴ e− ۰۰۴ ۰ .۱ e− ۰۰۳
۰ .۷ ۰ .۳ e− ۰۰۴ ۰ .۱ e− ۰۰۳
۰ .۸ ۰ .۱ e− ۰۰۴ ۰ .۱ e− ۰۰۳
۰ .۹ ۰ .۱ e− ۰۰۴ ۰ .۱ e− ۰۰۳
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ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

[b] [a]

[ⅽ]

. t = ۱ νو = ۰٫۱ و N = ۶۰ با ۳ .۵ .۴ مثال جواب از متفاوتͬ نماهای (a)(b)، :۷ .۴ شͺل
.−, o,+, ∗,−−,□ با ترتیب به t = ۰, ۰٫۲, ۰٫۴, ۰٫۶, ۰٫۸, ۱ در پاسخ ،(ⅽ)
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[b] [a]

[ⅽ]

.t = ۱ و ν = ۰٫۰۱ و N = ۶۰ با ۳ .۵ .۴ مثال جواب از متفاوتͬ نماهای (b)، (a) :۸ .۴ شͺل
.−, o,+, ∗,−−,□ با ترتیب به t = ۰, ۰٫۲, ۰٫۴, ۰٫۶, ۰٫۸, ۱ در پاسخ ،(ⅽ)
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[b] [a]

[ⅽ]

. t = ۱ و ν = ۰٫۰۱ و N = ۶۰ با ۳ .۵ .۴ مثال جواب از متفاوتͬ نماهای (a)(b)، :۹ .۴ شͺل
.−, o,+, ∗,−−,□ با ترتیب به t = ۰, ۰٫۲, ۰٫۴, ۰٫۶, ۰٫۸, ۱ در پاسخ ،(ⅽ)
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[b] [a]

[ⅽ]

.t = ۱ و ν = ۰٫۰۱ و N = ۶۰ با ۴ .۵ .۴ مثال جواب از متفاوتͬ نماهای (b)، (a) :۱۰ .۴ شͺل
.−−, o, ∗, ..,+,□ با ترتیب به t = ۰, ۰٫۱, ۰٫۲, ۰٫۳, ۰٫۴ در پاسخ ،(ⅽ)
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ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

[b] [a]

. N = ۴۰, α = ۱, β = ۱ با ۵ .۵ .۴ مثال در فیشر برگرز معادله پاسخ (a) :۱۱ .۴ شͺل

.۵ .۵ .۴ مثال دقیق جواب (b) شͺل
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۵ فصل

بدون شبͺه روش به ͷترافی معادله حل



ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

دارند ͷترافی کنترل در مهمͬ بسیار نقش ͬͺترافی معادلات شد بیان اول فصل در که همانطور

آن بر دلیل همین به باشد ͬ تواند م ͷترافی معضل حل برای بزرگͬ گام عددی روشهای با آنها حل و

بپردازیم. کلان نگر ͷترافی جریان مدل های از مدل چند حل به رساله این در شده بیان روش به تا شدیم

است. شده انجام آن برای مختلفͬ مدل سازی های و گرفته قرار توجه مورد دیرباز از ͷترافی معادلات

آنجایی از ͬ پردازیم. م ⅬWR آن مدل معروف ترین خصوص به و ماکروسͺوپی مدل به فصل این در

مسایل این به خوبی پاسخ معمولͬ روش های هستند، شوک دار و سخت مسایل جزو مدل ها این که

و ͬ کنیم م توصیف را ͷترافی جریان معادله حل برای بدون شبͺه روش ͷی فصل این در ͬ دهند. نم

ͬ دهیم. م ارایه را معادلات این حل نتایج انتها در

ͷترافی معادلات ۱ .۵

مهندسͬ و مصنوعͬ هوش مهندسͬ توجه مورد بسیار اخیر سال های در خودرو ͷترافی سازی مدل

روش های است. بوده ریاضͬ رشته های در استقبال مورد نیز معادلات این حل و است بوده ͷترافی

جداگانه صورت به که خردنگر روش های از شده اند، مدل سازی مختلف موارد به توجه با زیادی

بین رابطه به که کلان نگر یا ماکروسͺوپی روش های تا شده اند مدل سازی نقلیه وسیله هر برای

مورد در تفصیل به که شده اند. مدل سازی مختلف روش های به ͬͽهم که ͬ پردازند م نقلیه وسایل

شد. اشاره اول فصل در مدل سازی ها این انواع

و ͷترافی بین رابطه ͷی ͬ شود، م دیده ͷترافی معادلات در شدیدی ͬ های ناپیوستگ که آنجایی از

برای شبیه سازی ها بهترین اغلب سیالات ͷدینامی مدل های .[۸۸ ،۲۳ ،۲۲] دارد وجود شوک امواج

انتشار و شͺل گیری مانند پدیده ها، از برخͬ ͬ توانند م بهتر زیرا ͬ شوند، م گرفته نظر در ͷترافی جریان

ماکروسͺوپی مدل های براساس را ͷترافی شبیه سازی های ما دهند. تشخیص را جاده ها در شوک 

مدل های ͬ کنیم. م بررسͬ شوند، مͬ پایستگͬ قوانین شامل و کرده استفاده سیالات ͷدینامی از که

که اطلاعاتͬ گستردگͬ و ماهیت دلیل به اما دارند کلان مدل های به نسبت بیشتری جزئیات خرد
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ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

بنابراین و ͬ شوند م اجرا کندی به ماکرو مدل های با مقایسه در ͬ کنند، م شبیه سازی خردنگر مدل های

دارند. طولانͬ محاسبات به نیاز

بدون شبͺه روش با که است توجه مورد LWR ͷترافی جریان ماکروسͺوپی مدل فصل این در

خطای و ارتعاشات و نوسانات بدون خوبی به شوک زمان از و کنیم مͬ حل را آن مربعات کمترین

: LWR ͷترافی معادله ͬ کند. م عبور کم

∂ρ

∂t
+
∂(f)

∂x
= ۰.

.۰ ≤ ρ ≤ ۱ و f = ρv(ρ(x, t)) که است. سرعت v و جریان f و ͷترافی چͽالͬ ρ آن در که

باشد: دارا را زیر شرایط باید f تابع که باشید داشته توجه

باشد. پیوسته دوم مرتبه تا f تابع ●

باشد. مقعر اکیدا f تابع ●

f(۰) = f(ρmax) = ۰ ●

عنوان به را سرعت تابع چͽونه که است این ͷترافی مدل سازی بحث های ترین مهم از ͬͺی

که دارد وجود چͽالͬ حسب بر سرعت تعریف برای زیادی مدل های کنیم. تعریف چͽالͬ از تابعͬ

شد. داده توضیح آن مورد در رساله این اول فصل در تفصیل به
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جدید روش به LWRͷترافی معادله حل ۲ .۵

معادلاتͬ حل برای زیادی پذیری انعطاف مربعات کمترین شبͺه بدون روش شد بیان که همانطور

خوبی به ͬ شود م استفاده فشرده پشتیبانͬ با وزن تابع از چون نیز و هستند شوک دارای که دارد

کرده ایم سعͬ فصل این در دهد. پوشش را هستند شوک و ͬ ها ناپیوستگ دارای که نواحͬ ͬ تواند م

را: زیر معادله

∂ρ

∂t
+
∂f(ρ(x, t))

∂x
= ۰, (۱ .۵)

و ⅯⅬS روش های به توجه با را معادله حل نحوه بخش این در کنیم. حل جدید روش از استفاده با

مͺانͬ مشتقات تقریب برای ⅯⅬS روش از ابتدا معادله حل برای ͬ دهیم. م توضیح ETⅮRK۴

مسئله اصلͬ دامنه ͬ کنیم. م استفاده زمانͬ مشتقات تقریب برای ETⅮRK۴ روش از سپس و

ͬͽهمسای ͷی نقطه هر برای و باشد ثابت گره ها بین فاصله تا ͬ کنیم م تقسیم قسمت N به را Λ

از ،Λs در ⅯⅬS روش با ،ρ تابع تقریب برای ͬ گیریم. م نظر در است اصلͬ دامنه داخل که (Λs)

:(۱۴ .۳)⁃(۱۲ .۳)

ρh(x, t) =
n∑

i=۱

µi(x)ρ̂i(t). (۲ .۵)

:(۱ .۵) در کردن جایͽزین با

∂ρ

∂t
+
∂f(

∑n
i=۱ µi(x)ρ̂i(t))

∂x
= ۰. (۳ .۵)

ͬ دهند. م نشان را آزمایشͬ گره های مقادیر (۳ .۵) معادله در ρ̂i(t) = ρ̂(xi, t) که باشید داشته توجه

آورد: را زیر توضیح میتوان ، µi(x) مشتق برای دیͽر، طرف از

اگر هستند. پذیر مشتق Λ روی بار q که ͬ دهد م نشان را توابعͬ فضای Cq(Λ) کنید فرض

µi(x) ∈ سپس باشد، dj(x) ∈ Cs(Λ), i = ۱,۲, ..., n, j = ۱,۲, ...,m و wi(x) ∈ Cq(Λ)
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ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

بصورت: µi(x) از k مشتقات بود. خواهد r = min(q, s) با Cr(Λ)

µi,k =
m∑
j=۱

[dj,k(Q
−۱S)ji + dj(Q

−۱S,k +Q−۱
,k S)ji], (۴ .۵)

نشان Q−۱
k = (Q−۱)k نشانه های با را دارد بستگͬ xk به که Q ماتریس معکوس مشتق آن در که

. ∂□
∂xk

ͬ دهد م نشان (□)k که ͬ آیند، م دست به Q−۱
k = −Q−۱QkQ

−۱ فرمول ͷکم با که ͬ دهیم م

مثال در بود. خواهد f = ρV (ρ) صورت به چͽالͬ تابع شد، ذکر اول فصل در که همانطور

برای ͬ توانیم م سپس ͬ شود. م گرفته نظر در vmax = ۱ آن در که است V (ρ) = vmax(۱ − ρ) اول،

بنویسیم: مورد این

∂ρ

∂t
= −∂ρ

∂x
+ ۲ρ∂ρ

∂x
. (۵ .۵)

داشت: خواهیم ،ⅯⅬS روش از استفاده و مͺانͬ سازی گسسته به توجه با اکنون

∂ρ(x, t)

∂t
= −

n∑
j=۱

µ′
j(x)ρ̂j(t)) + ۲ρ(x, t)

n∑
j=۱

µ′
j(x)ρ̂j(t)), (۶ .۵)

: xi ∈ Λ برای

ρ′i(t) = −
n∑

j=۱

µ′
j(xi)ρ̂j(t)) + ۲ρi(t)

n∑
j=۱

µ′
j(xi)ρ̂j(t)). (۷ .۵)

که هنگامͬ است. شده تعریف (۴ .۵) در µ مشتق و بوده زمان با مرتبط ρ مشتق باشید داشته توجه

داریم: را OⅮEها از سیستم ͷی ͬ کنیم، م پیاده PⅮE گسسته سازی برای را روش این
ρ′۱(t)
ρ′۲(t)...
ρ′n(t)

 = −


µ′

۱(x۱) µ′
۲(x۱) · · · µ′

n(x۱)
µ′

۱(x۲) µ′
۲(x۲) · · · µ′

n(x۲)
... ... ... ...

µ′
۱(xn) µ′

۲(xn) · · · µ′
n(xn)



ρ̂۱(t)
ρ̂۲(t)

...
ρ̂n(t)



+۲


ρ۱(t)
ρ۲(t)

...
ρn(t)

 ◦


µ′

۱(x۱) µ′
۲(x۱) · · · µ′

n(x۱)
µ′

۱(x۲) µ′
۲(x۲) · · · µ′

n(x۲)
... ... ... ...

µ′
۱(xn) µ′

۲(xn) · · · µ′
n(xn)



ρ̂۱(t)
ρ̂۲(t)

...
ρ̂n(t)

 ,
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ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

باید ETⅮRK۴ روش با زمانͬ مشتقات تقریب برای مرحله، این در است. هادامارد ضرب ◦ که

کنیم: تقسیم غیرخطͬ و خطͬ قسمت دو به را معادله

L = −


µ′

۱(x۱) µ′
۲(x۱) · · · µ′

n(x۱)
µ′

۱(x۲) µ′
۲(x۲) · · · µ′

n(x۲)
... ... ... ...

µ′
۱(xn) µ′

۲(xn) · · · µ′
n(xn)

 ,
و

N (ρ, t) = ۲


ρ۱(t)
ρ۲(t)

...
ρn(t)

 ◦


µ′

۱(x۱) µ′
۲(x۱) · · · µ′

n(x۱)
µ′

۱(x۲) µ′
۲(x۲) · · · µ′

n(x۲)
... ... ... ...

µ′
۱(xn) µ′

۲(xn) · · · µ′
n(xn)



ρ̂۱(t)
ρ̂۲(t)

...
ρ̂n(t)

 .
ͬ رود. م بͺار پرداختیم، آن به تفصیل به قبل فصل در که ETⅮ روش زمان، سازی گسسته برای

ͬ شود م فرض ͬ کنیم، م تقسیم مساوی فواصل با بخش n به را اصلͬ دامنه که این بر فرض با

ρ(xi, (k + ۱)t), i = ۱,۲, . . . , n محاسبه ما هدف و است مشخص ρ(xi, kt), i = ۱,۲, ..., n

انتگرال h طول با زمانͬ واحد ͷی در را معادله سپس و ͬ کنیم م ضرب e−Lt در را معادله است.

میͺنیم: گیری

ρk+۱
i = eLhρki + eLh

∫ h

۰
e−Lζ

۲ρi(tk + ζ)
n∑

j=۱

µ′
j(xi)ρ̂j(tk + ζ)

 dζ, (۸ .۵)

حل ETⅮRK۴ روش فرمول های از استفاده با را آن سپس و بوده ρki = ρ(xi, tk) آن در که

ثباتͬ بی به ͬ توان م جمله آن از که دارد مشͺلاتͬ روش این اما است. شده بیان ۹ .۴ در که ͬ کنیم م

که شد ارائه قبل فصل در راهͺارهایی نیز مشͺل این حل برای که کرد اشاره نقاط از برخͬ برای آن

ͬ شود م حل جدید روش این با مثال هایی بعد قسمت در شد. ارائه توضیحاتͬ آن مورد در تفصیل به

ͬ آید. م دست به قبولͬ قابل پاسخ های که
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ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

عددی مثال های ۳ .۵

قسمت این در داده ایم. شرح تفصیل به فصل این و قبل فصل های در را رساله این در شده اجرا روش

ͬ کنیم. م مقایسه دیͽر روش های با را آنها عددی جواب و کرده حل را ͷترافی معادلات از مثال دو

نمایش ͬ گیرند، م قرار سخت معادلات دسته در معادلات این چون شد، داده توضیح که همانطور

است. مهم بسیار آن از بعد و شوک لحظه در ارتعاش کمترین با آمده دست به عددی جواب

بͽیرید: نظر در را زیر ͷترافی معادله .۱ .۳ .۵ مثال

∂ρ(x, t)

∂t
+
∂F (ρ(x, t))

∂x
= ۰.

ͬ شود: م بیان زیر بصورت مدل این در چͽالͬ تابع

F (ρ(x, t)) = ρV (ρ),

آن: در که

V (ρ) = vmax(۱ − ρ), ۰ ≤ ρ ≤ ۱.

است: زیر بصورت اولیه شرایط و vmax = ۱ ͬ کنیم م فرض اینجا در

ρ(x,۰) = ۰٫۲۵ + ۰٫۷e−βx۲
,

جریان تراکم که ͬ دهد م نشان شوک موج شبیه سازی مدتͬ، از پس بود. خواهد β = ۰٫۰۱ آن در که

سرعت دارای کم ͷترافی در که (رانندگانͬ ͬ یابد م کاهش سریعا سرعت و یافته افزایش ͷترافی

به ͬ شوند، م خارج شوک منطقه از نقلیه وسایل که همانطور شدند). ترمز به مجبور ناگهان بودند،

عددی پاسخ a قسمت ۱ .۵ شͺل ͬ یابد. م کاهش تدریج به تراکم نتیجه در و ͬ گیرند م شتاب تدریج

ͬ کند. م رد خوبی به را شوک بخش شͺل و ͬ دهد م نشان مقاله این در شده ارائه روش در را مسئله این

بسیار آنها حل و ندارند دقیقͬ پاسخ مسائل این که آنجایی از است. شده رسم t = ۳۰ تا شͺل
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ͬͺترافی معادلات زادهحل نجف ندا

ذکر روش از پاسخ بهترین و کنیم حل را مساله این مختلف روش های با کردیم سعͬ است، سخت

کاملا تصاویر رخداد از بعد تصاویر در شوک نقطه از حرکت که است این مهم ͬ آید. م دست به شده

شوک حرکت و بالاست بسیار شوک رخداد زمان از خطا روش ها، از برخͬ در اما است. مشخص

دیده a قسمت ۱ .۵ شͺل در که همانطور مقاله، در شده ذکر روش در حال، این با ͬ شود. نم دیده

نرم توسط که b قسمت ۱ .۵ شͺل با مقایسه در ͬ شود. م داده نشان خوبی به شوک نقطه ͬ شود، م

محاسباتͬ روش است، نکرده عبور ۸ زمان از شوک دلیل به و آمده بدست Ⅿatheⅿatiⅽa افزار

معادله حل برای تلاش c قسمت ۱ .۵ شͺل در است. قبولͬ قابل رقم که رفت پیش ۳۰ زمان تا ما

قابل طور به شوک زمان از بعد خطا متاسفانه که است شده داده نشان بازتولیدی هسته روش توسط

زمان که t = ۲۵ لحظه ،۲ .۵ شͺل در همچنین ͬ شود. م دیده شͺل در کاملا و یافته افزایش توجهͬ

ͬ کنیم. م مقایسه [۸۹] منبع در شده داده نشان شͺل با را است شوک از پس
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. متمتیͺا از آمد بدست جواب های و ⅯⅬS روش بدون جواب با معادله جواب با شده ارائه روش به ۱ .۳ .۵ مثال جواب مقایسه :۱ .۵ جدول

t x ⅯⅬSبدون متمتیͺا جدید روش
۵  ⁃۲۰ ۰ .۲۶۲۴ ۰ .۲۶۴۰ ۰ .۲۶۳۱

 ⁃۱۰ ۰ .۶۱۳۶ ۰ .۵۶۰۰ ۰ .۵۶۱۳
۰ ۰ .۸۸۷۲ ۰ .۹۰۸۹ ۰ .۹۱۸۴

۱۰ ۰ .۴۶۵۳ ۰ .۴۶۹۵ ۰ .۴۷۲۶
۲۰ ۰ .۲۶۱۸ ۰ .۲۶۲۴ ۰ .۲۶۲۶

۱۰  ⁃۲۰ ۰ .۲۶۲۸ ....... ۰ .۲۶۳۳
 ⁃۱۰ ۰ .۷۲۸۸ ....... ۰ .۶۵۳۷

۰ ۰ .۸۸۷۷ ....... ۰ .۸۵۳۵
۱۰ ۰ .۴۳۳۴ ....... ۰ .۴۴۷۶
۲۰ ۰ .۲۶۱۶ ....... ۰ .۲۶۲۵

۱۵  ⁃۲۰ ۰ .۲۶۳۲ ...... ۰ .۲۶۳۶
 ⁃۱۰ ۰ .۸۴۴۴ ...... ۰ .۸۱۵۱

۰ ۰ .۷۳۶۹ ...... ۰ .۷۸۷۷
۱۰ ۰ .۴۱۱۲ ...... ۰ .۴۲۸۵
۲۰ ۰ .۲۶۱۵ ...... ۰ .۲۶۲۳

۲۰  ⁃۲۰ ۰ .۲۵۹۹ ...... ۰ .۲۶۳۹
 ⁃۱۰ ۰ .۹۰۱۹ ...... ۰ .۹۳۴۷

۰ ۰ .۷۴۱۰ ...... ۰ .۷۳۱۳
۱۰ ۰ .۳۹۷۶ ...... ۰ .۴۱۳۴
۲۰ ۰ .۲۶۲۱ ...... ۰ .۲۶۲۲

۲۵  ⁃۲۰ ۰ .۲۵۳۸ ...... ۰ .۲۶۴۶
 ⁃۱۰ ۰ .۸۵۵۰ ...... ۰ .۹۳۸۸

۰ ۰ .۵۷۶۹ ...... ۰ .۶۸۴۴
۱۰ ۰ .۳۸۴۹ ...... ۰ .۴۰۱۶
۲۰ ۰ .۲۶۰۶ ...... ۰ .۲۶۲۰
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density

[a]

density

[ⅽ]

t

density

[b]
(ⅽ)بازتولیدی هسته روش و (b)اͺمتمتی از استفاده با معادله جواب شده(a)با ارائه روش به ۱ .۳ .۵ مثال جواب مقایسه :۱ .۵ شͺل

density

[f]
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[ⅾ]
در[۸۹] جواب با معادله جواب شده(ⅾ)با ارائه روش به ۱ .۳ .۵ مثال جواب مقایسه :۲ .۵ شͺل

اساسͬ تابع آن در که ͬ گیریم م نظر در را ͷترافی مساله از دیͽری مدل دوم، مثال در .۲ .۳ .۵ مثال
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ⅯⅬSروش بدون جواب با معادله جواب با شده ارائه روش به ۱ .۳ .۵ مثال جواب مقایسه :۳ .۵ شͺل

density

.t = ۳۰ و N = ۱۲۰ برای ،۲ مثال :۴ .۵ شͺل

است. ای چندضابطه تابع اولیه داده های اما است، قبلͬ مثال مانند

ρ(x,۰) =
{

۱, ۴ ≤ x ≤ ۶,
۰٫۵, otherwise.

از صفͬ با یا ͬ شوند م ͷنزدی شلوغ ͷترافی به که اتومبیل هایی کرد: تفسیر اینگونه ͬ توان م را این

راهنمایی چراغ اینجا در هستند. شدن سبز منتظر که ͬ شوند م روبرو قرمز چراغ پشت در اتومبیل ها

حل های راه ۴ .۵ شͺل است. کرده تغییر سبز به قرمز از t = ۰ لحظه در و است x = ۶ موقعیت در

عددی جواب مقایسه ۳ .۵ شͺل در ͬ دهد. م نشان جدید پیشنهادی روش با t = ۳۰ زمان تا را عددی

میدهد. نشان آن از استفاده با و شبͺه بدون روش با را
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آینده کارهای برای پیشنهاد و گیری نتیجه

بسیار ها آن حل شوک، داشتن مانند مشͺلاتͬ دلیل به طرفͬ از و هستند مهم بسیار ͬͺترافی مسائل

در است. مهم بسیار ͷترافی جریان های مدل برای خوب عددی روش ͷی انتخاب و است دشوار

نقاط این در ارتعاش بدون بهتر پاسخ یافتن و شوک نقاط شناسایی برای جدیدی روش حاضر رساله

که است بازتولیدی هسته روش ͷی است. شده داده توضیح رساله در روش دو است. شده پیشنهاد

روشͬ در کردیم استفاده ترکیبی روش ͷی از سپس و داشتیم کننده راضͬ کاملا نه اما مقبول نتایج

روش با سپس و شبͺه بدون های روش با را مسائل اینگونه ابتدا شد، داده توضیح فصل۴ در که

سپس کردیم. انتخاب شبͺه بدون های روش بین از را ⅯⅬS روش ما کردیم. حل ETⅮRK۴

بالای دقت و انعطاف به توجه با کردیم. استفاده زمانͬ مشتق تقریب برای ETⅮRK۴روش از

آنجایی از است. شده استفاده هستند شوک دارای که ͬͺترافی معادلات این حل برای آن از ،ⅯⅬS

به ͬ کنند، م گسسته شده تعیین پیش از شبͺه ͷی از استفاده بدون را مسئله دامنه ها روش این که

از دیͽر، سوی از باشند. موثر هستند، دامنه از نقاطͬ در شوک دارای که معادلاتͬ برای ͬ رسد م نظر

استفاده ETⅮRK۴ های چالش و ناپایداری کنترل برای مناسب رویͺردهای سایر و کانتور انتگرال

ⅯⅬS در ͬ رسیم. م معادلات این حل برای خوبی نتایج به ها روش این ترکیب با اکنون ͬ شود. م

گرفت. نظر در را وزن تابع متفاوت نوع و کرد کنترل را وزن تابع شͺل داد، تغییر را ⅽ پارامتر ͬ توان م

اما کردیم استفاده ناپایداری کنترل برای کانتور انتگرال از شد گفته که همانطور ETⅮRK۴ در

کانتور انتگرال روش بلͺه نیستند، مشͺل این برای شده ارائه های حل راه تنها کانتور های انتگرال

قابل پذیری انعطاف ͬ کند. م جذب خود به را ما دلخواه، توابع با مقابله برای آن عمومیت دلیل به
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حل روش این به شده ارائه ͬͺترافی معادلات از مثال دو نهایت در دارد. وجود روش این در توجهͬ

خوبی بسیار نتایج و کند حل موفقیت با را ͬͺترافی مسائل ͬ تواند م روش این که داد نشان نتایج شد.

آوردیم. بدست روش این با

روی برد. بͺار معادلات این حل برای نیز را شبͺه بدون دیͽر روشهای ͬ توان م آتͬ: کارهای

خودرو تعقیب مثل خردنگری مدلهای یا و بالاتر های مرتبه مثل ͷترافی جریان مدلهای سایر حل

محیط آلودگیهای آوردن بدست برای را معادلات این حل از آمده بدست جوابهای ͬ توان م شود. کار

روش حل روند یا و ها پایه در تغییراتͬ چه کرد. محاسبه نیز را آلودگͬ میزان و کرد استفاده زیستͬ

خطای با را جواب و باشند داشته بهتری بازخورد معادلات این برای تا داد انجام بازتولیدی هسته
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Abstract
Considering the role and importance of traffic control in preserving the environment

and citizens’ health, in this thesis we tried to help increase accuracy and intelligent traffic
control by solving traffic equations with minimum error. Many models have been pro-
posed by researchers studying traffic. One of the most widely used traffic flow models are
macroscopic models that express the traffic flow as one or a set of nonlinear hyperbolic
partial equations. Since there are sudden changes or shocks in the response of most of
these equations, it is crucial to choose a suitable numerical method to solve this class of
equations. Macro theory looks at traffic flow as an aggregate concept. This method is the
most appropriate technique to study the steady state flow phenomenon based on physi-
cal analogies such as heat flow and fluid flow, and therefore best explains the potential
performance of the device.

In this treatise, we first introduce some traffic flow models and then present some
concepts of reproducing kernel methods and meshfree methods. At the end, we solve one
of macroscopic models by the presented methods and show that meshless methods are a
very efficient and suitable method for solving these equations.
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