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پایه علوم دانشͺده قزوین (ره) خمینͬ امام المللͬ بین دانشͽاه:
۸۳ صفحات: تعداد ۱۴۰۱ فارغ التحصیلͬ: تاریخ

شرایط کسری، دیفرانسیل معادلات دستگاه کسری، دیفرانسیل معادلات کلیدی: واژگان
هیلبرت فضای در تولید باز هسته روش متناوب، پاد شرایط متناوب،

چͺیده
پادمتناوب و متناوب شرایط با غیر خطͬ و خطͬ کسری دیفرانسیل معادلات رساله، این در
شرایط و معادلات به توجه با منظور بدین ͬ کنیم. م حل بازتولید هسته روش از استفاده با را
متعامد پایه بازتولیدی، هسته توابع از استفاده با و ͬ کنیم م تعریف خطͬ عملͽر ͷی آن، بر حاکم
این حسب بر را مذکور معادلات جواب و ͬ آوریم م بە دست بازتولیدی هستە ی فضای برای کامل
داده نمایش نامتناهͬ سری ͷی صورت به تحلیلͬ جواب واقع در ͬ آوریم. م بە دست پایە ای توابع
ͬ شود. م آورده بە دست مذکور سری نظیر تقریبی جواب تکراری، روش ͷی از استفاده با و ͬ شود م
بررسͬ مورد پیشنهادی روش کاربرد و درستͬ دادن نشان برای عددی مثالهای از برخͬ پایان در
مفید پیشنهادی روش که ͬ دهند م نشان عددی مثال های از آمده دست به نتایج و است گرفته قرار

ͬ بریم. م بͺار کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه برای را روش این همچنین است.



آلام Нˆش آرام آϥماҗی شان ώܧ܊ کـه آنان بـه ҆ی ϼ͆م нقدѓم را آϋوՉИه ھاѓم Ԃͷل ما
اϔت زґۖۤی ام

ѝدرم ώܧ܊ پـر دВتان تڠՍه گاه ام، تـرպن اҚ͙وار بـه
مادرم ٍͮمان زўدҊی ام، گاه ن ܑ۾زتـرպن

ھادی عـزیـزم بـرادر دЦیاѓم، ώܧ܊بان ۰˫ˤ̖Ј



Вپاس گـزاری

اندیشه، بیͺران دریای در را کوچͺش بنده که است خداوندی آن از ستایش و سپاس نخستین
نشیند. تماشا به بزرگ آموزگارانͬ ناب اندیشە های دریچه از را آن وسعت تا ساخت ای قطره

سعید دکتر آقای جناب از که ͬ دانم م واجب خود بر است، رسیده پایان به حاضر نامه پایان که اکنون
دریغ من بر عرصه این در ͬͺکم هیچ از فروتنͬ، و خلق حسن با صدر، سعه کمال در که بندی عباس
الیاس دکتر آقای جناب مشاور استاد و گرفتند برعهده را نامه پایان این راهنمایی زحمت و ننمودند
اینجانب پیشرفت گشای راه خویش ارزنده رهنمودهای با پایان نامه این انجام مدت در که شیوانیان

گویم. سپاس را آنان زحمات از بخشͬ که باشد کنم، سپاسͽزاری اند بوده

سا҄ی І۱۴۰۱دا
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پیشͽفتار

کسری حساب چͽونه که است این ͬ کند م خطور ذهن به کسری حساب زمینه در که سوالͬ اولین
هفدهم قرن اوایل در ۳ هوپیتال و ۲ لایبنیتس گفتگوی در آن پاسخ احتمالا و است آمده وجود به ۱

به نامە ای [۲۸] ۱۹۶۵ ۳۰سمپتامبر در هوپیتال که شد شروع زمانͬ از چیز همه است. نهفته میلادی
کرده استفاده تابع مشتق برای خود مقاله در که nth خاص علامت مورد در او از و نوشت لایبنیتس

یعنͬ، ͬ پرسد؛ م بود،
dny

dtn

را 1
2 مرتبه مشتق بود علاقە مند او یعنͬ، بداند؛ را نتیجه است n = 1

2 زمانیͺه بود مند علاقه هوپیتال
پیشͽوئͬ او اما “ شد. خواهد پارادوکس به منجر این ” داد: پاسخ ۱۶۹۵ سال در لایبنیتس بیابد.
لابنیتس ،۱۹۶۷ سال در آمد». خواهد بە دست مفیدی نتایج روزی ظاهری، پارادوکس این «از کرد:
که کرد بیان و کرد استفاده d 1

2 y علامت از π
2 برای ۴ والیس نامتناهͬ حاصلضرب به اشاره برای

باشد. شده استفاده نتیجه همان به دستیابی برای دیفرانسیل حساب از است ممͺن
سال در که انتگرال و دیفرانسیل حساب درباره [۳] خود صفحە ای ۷۰۰ کتاب در ۵ لاکرویس
است مثبت صحیح عدد m که داد گسترش را y = xm ام − n مرتبه مشتق فرمول شد، منتشر ۱۸۱۹

Dn
xy =

dn

dxn
(xm) =

m!

(m− n)!
xm−n,m ≥ n.

گاما تابع به توجه با
Γ(z) =

∫ ∞

0
e−xxz−1dx.

کرد: تعریف زیر بصورت را توان تابع کسری مشتق فرمول لاکرویس

D
1
2
x x =

Γ(2)

Γ(32)
x

1
2 = 2

√
x

π
.

ͬ دهد م ثابت تابع ͷی کسری مشتق برای ناصفر مقدار ͷی قبلͬ تعریف تعجب، کمال با

Dα
x1 = Dα

xx
0 =

1

Γ(1− α)
x−α ̸= 0.

1Fractional Calculus
2Leibniz
3Hospital
4Wallis
5Lacroix

۲



تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

بود. استفاده قابل تحلیلͬ تابع هر برای لاکرویس روش کسری، مشتقات بودن خطͬ به توجه با
را کسری حساب عملͬ کاربردهای اولین نظری، تحولات این با همزمان که بدانید است جالب

مسئله انتگرالͬ معادله آبل .[۷ ،۶ ،۵] ۱۸۲۳ در ۶ آبل کشف مانند یافت، ͬ توان م نیز
کرد: حل زیر انتگرال تبدیل با را ۷ همزمانͬ

K =

∫ x

0
(x− t)−

1
2 f(t) dt.

حساب مورد در جدی مطالعه اولین که کسͬ کرد، جلب خود به را ۸ لیوویل جوزف توجه آبل روش
به ۱۸۳۲ سال حدود در موضوع این در پیشرفت ها بیشترین .[۱۰ ،۲۷ ،۸] داد انجام را کسری
را خود نتایج شد موفق سپس و کرد کسری حساب جدی مطالعه به شروع او که زمانͬ آمد، دست
برای شده شناخته نتیجه از استفاده با را خود نظریه لیوویل کند. اعمال پتانسیل نظریه برایمسایل

کرد آغاز n صحیح مرتبه مشتقات

Dn
xe

ax = aneax. (۱)

ͬ آید: م بە دست بنابراین داد، تعمیم n ناصحیح مقادیر به راحتͬ به توان مͬ را (۱) عبارت

Dα
xe

ax = aαeax. (۲)

گرفت: نظر در زیر صورت به را f(x) برای سری ها نمایش فوریه، بسط از استفاده با او

f(x) =

∞∑
n=0

cn exp(anx), Re(an) > 0

ارایه α مرتبه از مشتق ارزیابی برای را زیر عبارت لیوویل کسری، مشتق بودن خطͬ به توجه با دوباره،
داد:

Dα
xf(x) =

∞∑
n=0

cna
α
ne

anx. (۳)

این حال، این با .[۸] ͬ شود م شناخته کسری مشتق برای لیوویل فرمول اولین عنوان به (۳) فرمول
موضوع، این بر غلبه برای گرفت. نظر در کسری مشتق از کلͬ تعریف ͷی عنوان به ͬ توان نم را فرمول
گاما تابع با ͬͺنزدی (ارتباط معین انتگرال ͷی با او کند. تولید دوم تعریف ͷی تا کرد تلاش لیوویل

کرد: شروع دارد) ۹

I =

∫ ∞

0
uβ−1e−xu du, β > 0, x > 0,

کرد استخراج را لیوویل دوم فرمول و

Dα
xx

−β = (−1)α
Γ(α+ β)

Γ(β)
x−α−β , β > 0.

6N.H.Abel
7tautochrone problem
8 Liouville Joseph
9Gamma

۳



تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

تعدادی بعد، سال های در نبود. مناسب کسری مشتق کلͬ تعریف برای قبلͬ تعاریف از ͷی هیچ
با را مثلثاتͬ توابع کسری مشتقات فرمول های ،[۱۱]۱۰ گریر مثال، برای شد. ظاهر مشابه فرمول

کرد: استخراج زیر شͺل به (۲) از استفاده

Dα
xe

iax = aα
(
cos

πα

2
+ i sin

πα

2

)
(cos ax+ i sin ax)

آورد: بە دست آن مشتقات و f(x) برای را زیر انتگرالͬ های نمایش ۱۱[۱۲] فوریه جوزف

Dn
xf(x) =

1

2π

∫ +∞

−∞
f(ζ) dζ

∫ +∞

−∞
tn cos[t(x− ζ) + n

π

2
] dt,

آورد: دست به α دلخواه حقیقͬ مقدار ͷی با n صحیح عدد جایͽزینͬ با او

Dα
xf(x) =

1

2π

∫ +∞

−∞
f(ζ) dζ

∫ +∞

−∞
tα cos[t(x− ζ) + α

π

2
] dt.

[۱۳] ۱۲ ریمان برنهارد که بود ای مقاله دلیل به کسری حساب توسعه در پیشرفت مفیدترین احتمالا˟
شد. منتشر ۱۸۹۲ سال در او مرگ از پس مقاله این متأسفانه، نوشت. اش دانشجویی دوران در
شامل که کرد استخراج را متفاوتͬ تعاریف ،۱۸۵۳ سال در تیلور سری ͷی تعمیم دنبال به ریمان

بود استفاده قابل ناصحیح توان با توانͬ های سری برای و بود معین انتگرال

D−α
c,x f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

c
(x− t)α−1f(t) dt+Ψ(x), (۴)

پایین حد در ابهام دلیل به است. کسری انتگرال تعریف پرکاربردترین بە دست آمده، عبارت واقع، در
اضافه Ψ(x) آن کاربردهای و کسری ساب “ مͺمل ” تابع ͷی خود تعریف به ریمان انتگرال گیری،

کرد.
ͬ شود م نامیده ریمان⁃لیوویل تعریف امروزه که آنچه به نهایت در که اثری اولین ͬ رسد م نظر به
انتگرال فرمول از که جایی ،۱۸۶۹ سال در سونین باشد. [۱۴] سونین۱۳ از ای مقاله شد، منجر
[۱۵] ۱۴ لتنیͺوف کرد. استفاده دلخواه شاخص با تمایز به رسیدن برای شروع نقطه عنوان به کوشͬ
با را کسری مشتقات کردند سعͬ دو هر داد[۱۶]. گسترش را سونین ایده ۱۸۷۲ سال در بعد اندکͬ
ارایه صحیح، مرتبه مشتقات برای کوشͬ انتگرال فرمول با شروع کنند. تعریف بسته مرز از استفاده

با شده

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
C

f(t)

(t− z)(n+1)
dt, (۵)
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تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

Γ(1بە دست + α) = α! اویلر گامای تابع با فاکتوریل جایͽزینͬ با ͬ توان م را کسری حالت به تعمیم
در انتگرال که ͬ شود م مشͺل این به منجر α ناصحیح مقادیر به مستقیم گسترش حال، این با آورد.
در که دارد شاخه برش ͷی به نیاز مناسب کانتور ͷی که جایی شود، انشعاب نقطه ͷی حاوی (۵)
ͷی عنوان به کانتور ͷی از ،[۱۷] ۱۵ لورن سرانجام، است. نشده گنجانده لتنیͺوف و سونین کار
تعریف بنابراین و کرد استفاده لتنیͺوف و سونین توسط شده استفاده بسته مدار جای به باز مدار

کرد ارایه را ریمان⁃لیوویل کسری انتگرال از امروزی

D−α
c,x f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

c
(x− t)α−1f(t) dt, Re(α) > 0. (۶)

اصطلاح در مͺمل. تابع بدون اما ͬ دهد، م تشخیص را ریمان(۴) فرمول فوراً شخص (۶) عبارت در
گرفتن با ͬ شود. م شناخته لیوویل کسری انتگرال عنوان به c = −∞ پایین حد با (۶) عبارت امروزی،
دلخواه پایین حد با (۶) عبارت که حالͬ در ͬ شود، م تبدیل ریمان کسری انتگرال به عبارت c = 0

انتگرال عملͽر تعریف پرکاربردترین (۶) عبارت ͬ شود. م نامیده ریمان⁃لیوویل کسری انتگرال c
که داد نشان ͬ توان م حال این با ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد امروزه که است کسری

Dα
c,xf(x) = Dn−β

c,x f(x) =
dn

dxn

(
D−β

c,x f(x)
)
=

dn

dxn

(
1

Γ(β)

∫ x

c
(x− t)β−1f(t) dt

)
, (۷)

عدد (۷) در ͬ شود. م شناخته ریمان⁃لیوویل کسری مشتق تعریف عنوان به امروزه که است، برقرار
همزمان، طور به تقریباً .0 < β = n − α < 1 با α از بزرگتر صحیح عدد کوچͺترین n = [α]

نیز امروزه که کردند ارایه را [۱۸] کسری مشتق از دیͽری تعریف مبنای ۱۷ لتنیͺوف و ۱۶ گرونوالد
رسید معمولͬ مشتقات برای معین انتگرال فرمول های به (۱۸۶۷) گرونوالد ͬ شود. م استفاده اغلب
که لیوویل، تعریف همچنین و باشد متناهͬ پایین حد دارای باید ریمان معین انتگرال که داد نشان و
رسمͬ، طور به دارد. مطابقت −∞ پایین حد با ͬ شود، نم دیده تشخیصͬ قابل پایین حد هیچ آن در

GLDα
xf(x) = lim

h→0

(∆α
hf)

hα
(x) = lim

h→0

∑
k=0(−1)k

(
a
s

)
f(x− kh)

hα
, α > 0 (۸)

،(۸) در ͬ شود. م نامیده گرونوالد⁃لتنیͺوف کسری مشتق )امروزه
a
s

)
=

Γ(a+ 1)

s!Γ(a− s+ 1)

با خاص شرایط در (۸) که داد نشان همچنین [۱۵] لتنیͺوف است. یافته تعمیم دوجملە ای ضریب
برای گرونوالد⁃لتنیͺوف تعریف امروزه، دارد. مطابقت است کرده ارایه ریمان⁃لیوویل که تعاریفͬ
مشتقات تقریب برای محدود مجموع با (۸) فرمول از که ͬ شود م استفاده مختلف عددی روش های
انجام نوزدهم قرن پایان در کسری حساب در که پیشرفت هایی با همراه ͬ کنند. م استفاده کسری

15Laurent
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تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

خاصͬ مسایل حل برای که هیوساید عملیاتͬ محاسبات شود. ذکر باید [۱۹] ۱۸ هیوساید کار شد،
با ارتباط بود. یافته تعمیم مشتقات کاربرد در مهم بعدی گام شد، ایجاد الͺترومغناطیسͬ نظریه از
آوردن بە دست برای P دلخواه توان های از هیوساید که است شده ایجاد واقعیت این با کسری حساب

ͬ کند. م استفاده مهندسͬ مختلف مسایل جواب
متعلق توابع متفاوت انتگرال های خصوصیات از برخͬ نیز [۲۲ ،۲۱] ۲۰ هاردی و [۲۰] ۱۹ ویل
داد نشان ویل این، بر علاوه کردند. بررسͬ ۱۹۱۷ سال در را ۲۲ لیپشیتس و ۲۱ ͹لب کلاس های به
در موجود انتگرال های که فرض این با نوشت 0 < α < 1 برای ͬ توان م را زیر کسری انتگرال های که

هستند همͽرا نامتناهͬ بازە ای در (۹)

Iα+φ(x) =
1

Γ(α)

∫ x

−∞
(x− t)α−1φ(t) dt, Iα−φ(x) =

1

Γ(α)

∫ ∞

x
(t− x)α−1φ(t) dt. (۹)

،c = −∞ پایین حد با (۶) در شده ارائه کسری انتگرال ͷی از ریمان⁃لیوویل تعریف ویژه، به
نیز ویل کسری انتگرال عنوان به اغلب لیوویل، توسط شده ارایه کسری انتگرال تعریف معادل شͺلͬ
ͬ شناسند. م متمایز نوع دو را راست و چپ سمت کسری عملͽرهای اصطلاح، در ͬ شود. م شناخته
راست و چپ کسری انتگرال عنوان به ترتیب به اوقات گاهͬ (۹) در شده تعریف ویل عملͽرهای

ͬ شوند. م نامیده نیز ویل
مشتقات از (۸) گرونوالد⁃لتنیͺوف تعریف از یͺپارچه نسخه ۲۳ مارکو ،۱۹۲۷ سال در بعداً،

از استفاده با [۲۳] داد توسعه را کسری

MDα
xf(x) =

α

Γ(1− α)

∫ ∞

0

(∆l
tf)(x)

t1+α
dt =

α

Γ(1− α)

∫ ∞

0

f(x)− f(x− t)

t1+α
dt, α > 0

ͬ شود. م شناخته مارکو کسری مشتق عنوان به امروزه که f مفروض تابع ͷی کسری مشتق عنوان به
آنجایی از است. کننده نرمال ثابت ͷی c و l > α مرتبه از متناهͬ تفاضل ͷی (∆l

tf)(x) عبارت
شرایط تحت ریمان⁃لیوویل تعریف با است، مرتبط گرونوالد⁃لتنیͺوف تعریف با تعریف این که
محور حول که [۲۵ ،۲۴] کرد منتشر ۱۹۳۸ سال از مقاله تعدادی ۲۴ رایز دارد. مطابقت خاصͬ

هستند انتگرال

RIαφ =
1

2Γ(α) cos(απ
2 )

∫ ∞

−∞

φ(t)

|t− x|1−α
dt, Re (α) > 0, α ̸= 1, 3, 5, . . .

n اقلیدسͬ فضای در آن تعمیم (و انتگرال این ͬ شود. م شناخته رایز پتانسیل عنوان به امروزه که
ͬ شود: م مربوط زیر شͺل به ریمان⁃لیوویل و (۹) ویل کسری های انتگرال به بعدی)

RIα = (Iα+ + Iα−)(2 cos(α
π

2
))−1.
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تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

داد. توسعه متغیر ͷی از بیش توابع برای را کسری انتگرال نظریه همچنین [۲۵] رایز ۱۹۴۹ سال در
با شده ارایه کسری، انتگرال های از ریمان⁃لیوویل تعریف اصلاح

2x−2(α+η)

Γ(α)

∫ x

0
(x2 − t2)α−1t2η+1φ(t) dt,

2x2η

Γ(α)

∫ x

0
(x2 − t2)α−1t1−2α−2ηφ(t) dt,

شدند. واقع مفید مختلف کاربردهای در که شدند معرفͬ [۲۶] در همͺارانش و ۲۵ اردلͬ توسط که
در کاپوتو نتایج توسط که است مواردی کسری، حساب به مدرن کمͷ های مهم ترین جمله از
که است این کسری مشتق از ریمان⁃لیوویل تعریف اصلͬ اشͺالات از ͬͺی شد. انجام ۱۹۶۷ سال
دارند. نیاز اولیه شرایط از ای مجموعه به دیفرانسیلͬ عملͽر نوع این با کسری دیفرانسیل معادلات
حل تا شوند مشخص اولیه لحظه در باید خاص کسری مشتقات و ها انتگرال مقادیر خاص، طور به
به را ریمان⁃لیوویل کسری “مشتق ͷکلاسی ” تعریف کاپوتو شود. پیدا کسری دیفرانسیل معادله
صحیح مرتبه مشتق با f تابع به توجه با کرد. فرموله دوباره ͷکلاسی اولیه شرایط از استفاده منظور

کرد: تعریف زیر عبارت با را کسری مشتق ͷی کاپوتو پیوسته، مطلقاً n− 1

Dα
⋆ f(x) =

1

Γ(n− α)

∫ t

0
(t− s)n−α−1(

d

ds
)nf(s) ds, n < α < n− 1, (۱۰)

ͷی ۲۶ رابوتنوف که بدانید است جالب است. مربوط ریمان⁃لیوویل کسری مشتق به (۱۰) مشتق
معرفͬ روسیه ͷوالاستیͺویس مقاله در را دیفرانسیل عملͽر همان کاپوتو، مقاله انتشار از قبل سال

است. شده نامͽذاری کاپوتو نام به امروزه پیشنهادی عملͽر واقعیت، این از نظر صرف کرد.
کنفرانس اولین ۱۹۷۴ سال در که کرد رشد حدی به کسری حساب حوزه بیستم، قرن دوم نیمه در
در ͬ شد م مربوط کسری حساب کاربردهای و نظریه به صرفاً که “ آن کاربردهای و کسری حساب ”
اسپانیر و ۲۸ اولدهام توسط کسری حساب در کتاب اولین سال، همان در شد. برگزار ۲۷ نیوهیون

شد. منتشر ۱۹۶۸ سال در مشترک همͺاری شروع از پس [۴] ۲۹

مقدار مسایل مورد در کارش در ۳۰ زارمبا توسط بیستم قرن اول دهه در کننده بازتولید های هسته
مرتبط توابع از دستە ای به را هسته ͷی که بود کسͬ اولین او شد. کشف ͷهارمونی توابع برای مرزی
نظریه هیچ ،۱۹۲۱ سال در ۳۱ برگمن پایان نامه تا حال، این با کرد. بیان را آن بازتولید ویژگͬ و کرد
سیستم های از شده ساخته هستە های بازتولید خاصیت متوجه برگمن بود. نشده داده توسعه عمومͬ
نتایج بعد، سال بیست طول در .[۲] شد متغیر چند یا ͷی در تحلیلͬ و ͷهارمونی توابع متعامد
توسط هستە ها بازتولیدی عمومͬ نظریه اینکه تا آمد بە دست هستە ها این از استفاده با زیادی مهم
فضای عمومͬ نظریه در اساسͬ نتایج خود مقاله در آرونزان شد. مطرح [۱] (۱۹۴۳) ۳۲ آرونزان
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تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

و یافت توسعه (۱۹۰۹) ۳۴ مرسر توسط مثبت معین توابع تئوری کرد. بیان را ۳۳ تولیدی باز هسته
مقاله شد. منجر ͬͺتوپولوژی گروە های و (۱۹۳۲ (بوشنر، فوریه تبدیل نظریه در زیادی کاربردهای به
بسط آخرین ͬ دهد. م ارائه خوبی تاریخͬ پیشینه و مقدمه شد، ظاهر ۱۹۵۰ سال در که آرونزان، اصلͬ
ͬͺتوپولوژی برداری فضای هیلبرت زیرفضای مفهوم ۳۵ شوارتز که زمانͬ ͬ گردد، م باز ۱۹۶۲ سال به
کرد. اشاره آرونزان دهنده تعمیم هستە های و هیلبرت زیرفضاهای بین مطابقت به و کرد معرفͬ را
سادە ی بسیار شͺل به بازتولید هستە ی توابع همͺاران و ۳۶ کوی تلاش های واسطه به ۱۹۸۰ سال از
مبتنͬ روش هایی روی توانستند آنها .[۳۵ ،۳۴ ،۳۳ ،۳۲ ،۳۱ ،۳۰ ،۲۹] شدند معرفͬ چندجملە ای

کنند. کار بازتولید هسته فضای بر
و هیلبرت فضای در تقریب بهترین نظریه پایه بر بازتولیدی، هسته فضای بر مبتنͬ روش های
كلͬ صورت به توجه با بازتولیدی هسته فضای ابتدا روش ها، این در ͬ باشد. م فوریه بسط از استفاده
ضابطه چند تابعͬ صورت به را بازتولیدی هسته سپس و ͬ شود م تعریف آن بر حاكم شرایط و مسئله
گرام⁃ متعامدسازی فرایند از استفاده با یͺه متعامد پایه توابع این بر علاوه ͬ آوریم. م دست به ای
از بعضͬ ͬ گیرند. م قرار استفاده مورد جواب تقریب در پایه توابع عنوان به و ͬ شوند م تولید اشمیت
را غیرخطͬ و خطͬ حلمسایل برای دیͽر روش های با درمقایسه بازتولیدی هسته روش تمایز وجوه

كرد: بیان زیر صورت به ͬ توان م

است. متنوع مرزی شرایط از استفاده در کارا و آسان سازی پیاده دارای .۱

ندارد. نیازی زمان سازی گسسته به و است شبͺه از نیاز بی .۲

است. توانا گوناگون شرایط با غیرخطͬ ازمسایل بسیاری حل در .۳

است. همͽرا یͺنواخت طور به تحلیلͬ جواب به تقریبی جواب .۴

است: شده سازماندهͬ زیر صورت به رساله این
برای را تولید باز هسته روش دوم فصل در ͬ دهیم. م توضیح را اولیه مفاهیم و تعاریف اول فصل در
را روش این سوم فصل در بردە ایم. بͺار نامتناوب و متناوب شرایط با کسری دیفرانسیل معادلات
معادلات چهارم فصل در ͬ کنیم. م استفاده متناوب شرط با کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه برای
ͬ کنیم. م حل هیلبرت فضای در تولید باز هسته روش با را نامتناوب شرط با اول مرتبه از دیفرانسیل

است: شده مستخرج رساله این از زیر مقاله

1. Hoda Saky, Saeid Abbasbandy, Elyas Shivanian, ”Applying the Reproducing Kernel
Method to Fractional Differential Equations with Periodic Conditions in Hilbert
Space”, Journal of Mathematics, vol. 2022, Article ID 6261378, 10 pages, 2022.
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۱ فصل

پیشنیاز

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ۱ .۱

نمود. خواهیم ارایه را بعدی های فصل برای نیاز مورد اولیە ی مفاهیم و تعاریف فصل این در
نماد با که ͬ شود م شناخته گاما تابع عنوان به نامنفͬ صحیح اعداد برای فاکتوریل تابع ͷی بسط

ͬ شود. م داده Γنشان

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به Γ(a) گاما تابع ،a > 0 برای .۱ .۱ .۱ تعریف

Γ(a) =

∫ ∞

0
xa−1e−x dx, a > 0

است: زیر صورت به گاما تابع های ویژگͬ برخͬ

Γ(a)؛ = (a− 1)Γ(a− 1) .۱

n؛ > 0 برای Γ(12) =
√
π .۲

Γ(n)؛ = (n− 1)! .۳

ͬ شود: م معرفͬ زیر سری توسط که است نمایی تابع تعمیم لفلر میتاگ⁃ تابع .۲ .۱ .۱ تعریف

Eα(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
, α > 0, α ∈ R

شد: معرفͬ گاروال آ توسط آن پارامتر دو تعمیم سپس

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, α, β > 0, α, β ∈ R.

است: زیر صورت به میتاگ⁃لفلر تابع های ویژگͬ برخͬ

E1,1(z) = ez .۱

۹



تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

E2,1(z
2) = cosh(z) .۲

E2,2(z
2) =

sinh(z)

z
.۳

Eα,1(z) = Eα(z) .۴

E 1
2
,1(z) = ez

2
erf(−z) .۵

ریمان α مرتبه کسری انتگرال ،f ∈ C[a, b] و α > 0, t > a, α, a, t ∈ R کنید فرض .۳ .۱ .۱ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به لیویل −

Iαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

f(x)

(t− x)1−α
dx.

کسری عملͽر ،f ∈ C[a, b] و α > 0, t > a, α, a, t ∈ R که کنید فرض .۴ .۱ .۱ تعریف

Dαf(t) =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

f(x)

(t− x)α+1−n
dx; n− 1 < α < n

ͬ شود. م نامیده α مرتبه لیویل ریمان⁃ کسری مشتق

α > 0, t > a, α, a, t ∈ R کنید فرض .۵ .۱ .۱ تعریف

Dα
∗ f =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(x)

(t− x)α+1−n
dx, n− 1 < α < n ∈ N, (۱ .۱)

ͬ شود. م نامیده α مرتبه از کاپوتو کسری مشتق

در عملͽر این های ویژگͬ ترین مهم از برخͬ لیویل، ریمان⁃ مشتق و انتگرال عمیق درک برای
است. شده ذکر زیر

هستند: برقرار زیر معادلات m,n ≥ 0 و f(x) دلخواه تابع فرض با .۶ .۱ .۱ لم

.InIm = Im+n گروه: نیم خاصیت .۱

.ImInf(x) = InImf(x) جابجایی: خاصیت .۲

که c1, c2 ∈ R, n > 0,m > n همچنین و باشند [a, b] روی تابع دو f2 و f1 کنید فرض .۷ .۱ .۱ لم
: داریم این صورت در هستند. صحیح اعداد n و m

.Dn(f1 + f2) = Dnf1 +Dnf2, D
n(c1f1) = c1D

nf1 .۱

.DαC = 0 است ثابت Cعدد .۲

.Dq(f1f2) =
∑∞

j=0

(
q

j

)
Dj(f1)D

q−1(f2) .۳

.DaDbf1 = Da+bf2 .۴

ببینید. [۶] در بالا های لم اثبات

۱۰
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که است شده داده نشان کاپوتو عملͽر به مربوط اساسͬ خصوصیات از برخͬ بخش، این در
یافت. ͬ توان م [۶] در را آنها اثبات

موارد این گرفتن نظر در با c1, c2 ∈ R,m > n ≥ 0 و f ∈ Cn[a, b] کنید فرض

.Dn
∗ I

nf = f .۱

.D0
∗f(x) = 0 .۲

.InDn
∗ f(x) = f(x)−

∑m−1
k=0

Dkf(a)

k!
(x− a)k .۳

.Dn
∗ (c1f1 + c2f2) = c1(D

n
∗ f1) + c2(D

n
∗ f2) .۴

.Dα
∗D

β
∗ f(x) = Dα+β

∗ f(x) .۵

.Dα
∗ t

ρ =


Γ(ρ+ 1)

Γ(ρ− α+ 1)
tρ−α = Dα

∗ t
α n− 1 < α < n, ρ > n− 1, ρ ∈ R

0 n− 1 < α < n, ρ ≤ n− 1, ρ ∈ N
.۶

.Dα
∗ e

νt = νntn−αE1,n−α+1(νt), α ∈ R, n− 1 < α < n, n ∈ N, ν ∈ C .۷

.Dα
∗ sinλt = −1

2 i(iλ)
ntn−α(E1,n−α+1(iλt)− (−1)n(E1,n−α+1(iλt)

2) .۸

.Dα
∗D

mf(t) = Dα+m
∗ f(t) ̸= DmDα

∗ f(t), n− 1 < α < n,m ∈ N, α ∈ R .۹

صحیح مرتبه مشتق از لاپلاس تبدیل تعمیم کاپوتو کسری مشتق لاپلاس تبدیل .۸ .۱ .۱ ملاحظه
ͬ کند. نم صدق ریمان⁃لیویل عملͽر مورد در موضوع این ͬ شود. م جایͽزین α با n آن در که است

است. لیویل ریمان⁃ عملͽر به نسبت کاپوتو عملͽر مهم مزیت ͷی ویژگͬ این
− ریمان و کاپوتو عملͽر بین زیر رابطه بنابراین t > 0, α ∈ R, n− 1 < α < n ∈ N کنید فرض

است برقرار لیویل

Dα
∗ f(t) = Dαf(t)−

n−1∑
k=0

tk−α

Γ(k + 1− α)
f (k)(0)

از است عبارت δε(t− a) ضربه تابع a ≥ 0 برای .۹ .۱ .۱ تعریف

δε(t− a) =

 1
2ε , |t− a| < ε,

0, |t− a| > ε,

آورد بە دست ͬ توان م ضربه تابع تعریف به توجه ∫با ∞

−∞
δε(t− a) dt = 1.

a نقطه حول δ(t − a) دیراک دلتای تابع ͬ کند، م میل صفر سمت به ε مقدار وقتͬ ضربه تابع حد
دیͽر عبارت به ͬ شود، م نامیده

δ(t− a) = lim
ε→0

δε(t− a).

۱۱
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کرد. تعریف زیر صورت به ͬ توان م را ضربه تابع همچنین

از است عبارت [0,∞] فاصله در δε(t− a) ضربه تابع a ≥ 0 برای .۱۰ .۱ .۱ تعریف

δε(t− a) =

1 , a < t < a+,

0, o.w,

ͬ باشد م زیر صورت به پلە ای توابع حسب بر آن نویسͬ باز که

δ(t− a) =
1
(ua(t)− ua+(t)).

زیر خاصیت دارای دیراک دلتای تابع باشد، یپوسته R در g(t) تابع اگر فوق، تعاریف به توجه با
بود: ∫خواهد +∞

−∞
δ(t− a)g(t)d(t) = g(a),

داریم a = 0 انتخاب با الخصوص، علͬ
∫ +∞

−∞
δ(t)d(t) = 1,

∫ +∞

−∞
δ(t)g(t)d(t) = g(0).

لاپلاس تبدیل ۲ .۱

برخͬ برای e−stf(t) تابع طوریͺه به 0 < t < ∞ متغیر با تابعͬ f(t) کنید فرض .۱ .۲ .۱ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به f لاپلاس تبدیل باشد، پذیر انتگرال s مقادیر

L{f(t)} =

∫ ∞

0
e−stf(t) dt.

ͬ شود م محاسبه زیر صورت به α > −1 مقادیر برای f(t) = tα تابع لاپلاس تبدیل

L{tα} =
Γ(α+ 1)

sα+1
.

مرتبه از که [0,∞] بازه در پیوسته تابع f(x) کنید فرض لاپلاس: تبدیل وجود قضیه .۲ .۲ .۱ قضیه
داریم: x > 0 و c ∈ R هر برای یعنͬ است، نمایی

sup
|f(x)|
expcx

<∞,

است. موجود s > c هر برای لاپلاس تبدیل این صورت در

کسری عملͽرهای برخͬ لاپلاس تبدیل ۱ .۲ .۱

:[۲۷] است برقرار زیر عبارات آنگاه باشد، f(t) لاپلاس تبدیل F (s) و ،p > 0 که کنید فرض

۱۲
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با است برابر α مرتبه ریمان⁃لیوویل کسری دیفرانسیل عملͽر لاپلاس تبدیل .۱

L{Dαf(t)} = sαF (s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1[DkIn−αf(t)]t=0, n− 1 < α < n.

با است شده داده α مرتبه از کاپوتو کسری دیفرانسیل عملͽر از لاپلاس تبدیل .۲

L{Dα
∗ f(t)} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0), n− 1 < α ≤ n ∈ N

است: بیان قابل زیر شͺل در که

L{Dα
∗ f(t)} =

snF (s)− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− · · · − f (n−1)(0)

sn−α
.

پارامتری دو تابع لاپلاس تبدیل این صورت، در . α, β, λ ∈ R, α, β > 0, m ∈ N کنید فرض .۳
ͬ شود: م داده زیر معادله با میتاگ⁃لفلر

L{tαm+β−1E
(m)
α,β (±λt

α)} =
m!sα−β

(sα ∓ λ)m+1
, Re(s) > |λ|

1
α

ͬ شود. م استفاده کسری دیفرانسیل معادلات حل برای عمدتاً فرمول این

زیر معکوس لاپلاس تبدیل فرمول ما بنابراین a ∈ R, α ≥ β > 0, sα−β > |a| کنید فرض .۳ .۲ .۱ لم
داریم: را

L−1

{
1

(sα + asβ)n+1)

}
= tα(n+1)−1

∞∑
k=0

(−a)k
(
n+ k

k

)
Γ(k(α− β) + (n+ 1)α)

tk(α−β).

برهان.
1

(sα + asβ)n+1
=

1

(sα)n+1(1 + a
sα−β )n+1

بنابراین 1

(1 + x)n+1
=
∑∞

k=0

(
n+ k

k

)
(−x)k چونکه

=
1

(sα)n+1

∞∑
k=0

(
n+ k

k

)
(
−a
sα−β

)k

داریم لاپلاس تبدیل معکوس بردن بͺار با

=L−1

{
1

(sα)n+1

} ∞∑
k=0

(
n+ k

k

)
(−a)kL−1

{
1

sk(α−β)

}

=tα(n+1)−1
∞∑
k=0

(−a)k
(
n+ k

k

)
Γ(k(α− β) + (n+ 1)α)

tk(α−β)

۱۳
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آنگاه α ≥ β, α > γ, a ∈ R, sα−β > |a|, |sα + asβ | > |b| کنید فرض .۴ .۲ .۱ لم

L−1

{
sγ

(sα + asβ + b)

}
= tα−γ−1

∞∑
n=0

∞∑
k=0

(−b)n(−a)k
(
n+ k

k

)
Γ(k(α− β) + (n+ 1)α− γ)

tk(α−β)+nα

}برهان.
sγ

(sα + asβ + b)

}
=

sγ

(sα + asβ)(1 +
b

sα + asβ
)

=
sγ

(sα + asβ)

1

(1 +
b

sα + asβ
)

بنابراین [ 1

(1 + x)
=
∑∞

n=0(−1)nxn] و | b

sα + asβ
| < 1 آنجایͺه از

=
sγ

(sα + asβ + b)

∞∑
n=0

(−1)n(
b

sα + asβ
)n =

∞∑
n=0

(−b)n sγ

(sα + asβ)n+1

L−1{sγ} =
t−γ−1

Γ(−γ)
به توجه با همچنین ۳ .۲ .۱ لم و لاپلاس تبدیل بردن بͺار با

= tα−γ−1
∞∑
n=0

∞∑
k=0

(−b)n(−a)k
(
n+ k

k

)
Γ(k(α− β) + (n+ 1)α− γ)

tk(α−β)+nα

برداری فضای ۳ .۱

برداری جمع عمل دو با عناصر از مجموعە ای با برداری فضای ͷی V کنیم فرض اگر .۱ .۳ .۱ تعریف
α, β ∈ R اسͺالرهای و u, v, w ∈ V هر ازای به صورت این  در باشد، “ . ” اسͺالر ضرب و “ + ”

است: زیر ͬ های ویژگ دارای فضا این همچنین .αv ∈ V و v + w ∈ V داریم

.v + w = w + v ،v, w ∈ V هر برای جمع) (جابجایی .۱

. (u+ v) + w = u+ (v + w)،u, v, w ∈ V هر برای جمع) پذیری (شرکت .۲

.0 + v = v ، v ∈ V هر برای که دارد وجود 0 ∈ V یͺتای بردار .۳

.v + (−v) = 0 طوریͺه به دارد v−وجود ∈ V یͺتای بردار v ∈ V هر برای .۴

.α(v + w) = ، α ∈ R هر و v ∈ V هر برای برداری) جمع بر اسͺالر ضرب پذیری (توزیع .۵
αv + αw

.(α + β)v = ، α, β ∈ R هر و v ∈ V هر برای اسͺالر) ضرب بر اسͺالر جمع پذیری (توزیع .۶
αv + βv

.(αβ)v = α(βv) ، α, β ∈ R هر و v ∈ V هر برای .۷

۱۴
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.1v = v داریم v ∈ V هر برای .۸

خواص دارای که ∥.∥ : V −→ R صورت به است تابعͬ V برداری فضای در نرم ͷی .۲ .۳ .۱ تعریف
است: زیر

.∥v∥ ≥ 0 داریم v ∈ V هر برای .۱

.∥λv∥ = |λ|∥v∥ ،λ ∈ R(C) و v ∈ V هر برای .۲

.∥v + u∥ ≤ ∥v∥+ ∥u∥ ،v, u ∈ V هر برای مثلث) (نامساوی .۳

به است تابعͬ ⟨., .⟩ داخلͬ ضرب باشد. R روی برداری فضای ͷی V کنید فرض .۳ .۳ .۱ تعریف
زیر خواص با V × V −→ R صورت

.u = 0 اگر تنها و اگر ⟨u, u⟩ = و0 ⟨u, u⟩ ≥ 0 داریم u ∈ V هر برای .۱

.⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩ داریم u, v ∈ V هر برای .۲

.⟨au+ bv, w⟩ = a⟨u,w⟩+ b⟨v, w⟩ داریم a, b ∈ R هر و u, v, w ∈ V هر برای .۳

ͬ شود م عوض زیر ویژگͬ با دوم ویژگͬ باشد مختلط فضای در اگر البته

⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩.

{fn}n∈N دنباله آنگاه fn ∈ V که باشد {fn}n∈N دنباله و نرمدار فضای ͷی V اگر .۴ .۳ .۱ تعریف
اگر است کوشͬ

lim
m,n→∞

∥fm − fn∥ = 0,

یا
∀ϵ > 0, ∃N : ∀n,m ≥ N, ∥fm − fn∥ < 0,

است. کوشͬ همͽرا دنباله هر که است مشخص همچنین

باشد. همͽرا آن در کوشͬ دنباله هر هرگاه گویند، کامل را نرمدار برداری فضای ͷی .۵ .۳ .۱ تعریف

گویند. باناخ فضای را کامل نرمدار فضای ͷی .۶ .۳ .۱ تعریف

گویند. هيلبرت فضای را کامل داخلͬ ضرب حاصل فضای ͷی .۷ .۳ .۱ تعریف

برای که است T : V → R بە صورت تابعͬ V برداری فضای روی خطͬ تابعک ͷی .۸ .۳ .۱ تعریف
ͬ کند: م صدق زیر شرایط در v, w ∈ V

.T (v + w) = T (v) + T (w) .۱

.T (αv) = αT (v) .۲

یا F = C میدان روی هیلبرت فضای ͷی H کنیم فرض ریس) نمایش (قضیه [۸۰] .۹ .۳ .۱ قضیه
منحصر بە فرد بردار آنگاه باشد، کراندار خطͬ تابعک ͷی L : H → F اگر این صورت، در باشد. R

.∥L∥ = ∥h0∥ بعلاوه و L(h) = ⟨h, h0⟩ ،h ∈ H هر برای بە طوری که است موجود h0 ∈ H

۱۵
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صورت به نرم فضا این در است کامل داخلͬ ضرب فضای ͷی هیلبرت فضای ͷی .۱۰ .۳ .۱ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر

∥f∥ = ⟨x, x⟩
1
2 .

داریم V داخلͬ ضرب فضای در v و u بردار هر برای کوشͬ⁃شوارتز) (نامساوی .۱۱ .۳ .۱ قضیه

|⟨u, v⟩| ≤ ∥u∥∥v∥,

باشند. خطͬ ی وابسته v و u اگر فقط و اگر ͬ دهد م رخ تساوی حالت

اشمیت گرام فرآیند ۴ .۱

باشد، صفر با برابر آنها داخلͬ حاصل ضرب اگر گوئیم متعامد را v و u بردار دو .۱ .۴ .۱ تعریف
یعنͬ:

⟨u, v⟩ = 0.

باشند واحد نرم دارای آن عناصر هرگاه گوییم یͺه متعامد را بردارها از ای مجموعه .۲ .۴ .۱ تعریف
u1, u2, · · · , uk ∈ Vبردارهای از ای مجموعه دیͽر، عبارت به باشند. متعامد دو به دو آن عناصر و

هرگاه گویند یͺه متعامد

⟨uj , uk⟩ =

1, j = k,

0, j ̸= k.

بردارها این اسپن عنوان به Rn در {v1, v2, · · · } بردارهای ترکیب های همه مجموعه .۳ .۴ .۱ تعریف
ͬ شود. م داده نشان Span{v1, v2, · · · } بە صورت و شده شناخته

بردارهای از مجموعە ای ͬ دهد م امͺان ما به که است عملیات از دنبالە ای اشمیت گرام فرآیند
کنیم. تبدیل متعامد بردارهای از مجموعە ای به را خطͬ مستقل

باشد. V داخلͬ ضرب فضای در خطͬ مستقل دنباله ͷی u1, u2, · · · کنید فرض [۸۰] .۴ .۴ .۱ قضیه
کنیم تعریف زیر صورت به را v1, v2, · · · دنباله اگر

v1 =u1,

v2 =u2 −
⟨v1, u2⟩
⟨v1, v1⟩

v1,

...

vk+1 =uk+1 −
k∑

j=1

⟨vj , uk+1⟩
⟨vj , vj⟩

vj .

آنگاه

است. متعامد ای مجموعه {v1, v2, · · · } .۱

۱۶
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z1, z2, · · · اگر آن بر علاوه Span{u1, u2, · · · } = Span{v1, v2, · · · } داریم k = 1, 2, · · · برای .۲
k هر برای که باشد دیͽر متعامد دنباله ͷی

Span{u1, u2, · · · } = Span{z1, z2, · · · },

.zk = λkuk طوریͺه به دارد وجود λk ̸= 0 مانند عدد ͷی k هر برای آنگاه

بازتوليد هسته فضای ۵ .۱

ͬ های ویژگ ترین اساسͬ از تعدادی و ͬ کنیم م بیان را هیلبرت هسته بازتولیدی فضای رسمͬ تعریف حال
یافت. ͬ توان م [۴۳] در را ͬ ها ویژگ این اثبات ͬ دهیم. م ارایه را آنها

حقیقͬ توابع تمام شامل هیلبرت فضای ͷی H و مجرد مجموعە ای X کنید فرض .۱ .۵ .۱ تعریف
و Ry(x) ∈ H تابع اگر ثابت، y ∈ H هر برای باشد. ⟨., .⟩H داخلͬ حاصلضرب با مقدار، مختلط یا

کند صدق زیر شرط در که باشد داشته وجود f(x) ∈ H همچنین

∀f ⟨f,Ry⟩ = f(y),

ͬ نامند. م بازتولیدی هسته فضای را H هیلبرت فضای و H کننده بازتولید هسته را Ry(.) سپس

طوریͺه: به بͽیرید نظر در را {ei}ni=1 یͺه متعامد پایه با H بعدي −n هیلبرت فضاي .۲ .۵ .۱ مثال

⟨ei, ej⟩H =

0, i ̸= j,

1, i = j,

،f(t) ∈ H هر برای واقع، در است. H بازتولیدی هسته Rs(t) =
∑n

i=1 ei(t)ei(s) آنگاه

f(t) =
n∑

i=1

biei(t), هستند) مختلط اعداد ها bi )

ضمن در و

⟨f(t), Rs(t)⟩H =⟨
n∑

i=1

biei(t),
n∑

j=1

ej(t)ej(s)⟩H =
n∑

i=1

bi⟨ei(t),
n∑

j=1

ej(t)ej(s)⟩H

=

n∑
i=1

bi⟨
n∑

j=1

ej(t)ej(s), ei(t)⟩H =

n∑
i=1

bi⟨
n∑

j=1

ej(t)ej(s), ei(t)⟩H

=

n∑
i=1

bi

n∑
j=1

ej(s)⟨ej(t), ei(t)⟩H =

n∑
i=1

bi

n∑
j=1

ej(s)⟨ei(t), ej(t)⟩H

=
n∑

i=1

bi

n∑
j=1

ej(s)⟨ei(t), ej(t)⟩H =
n∑

i=1

biei(s) = f(s).

۱۷
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بازتولید هسته اساسͬ خواص برخͬ ۱ .۵ .۱

یعنͬ است، مزدوج متقارن H در Ry(x) بازتولید هسته باشد، بازتولید هسته فضای ͷی H اگر .۱
.Ry(x) = Rx(y)

است. فرد به منحصر H در Ry(x) بازتولید هسته باشد، بازتولید هسته فضای ͷی H اگر .۲

و اگر Rx(x) = 0 و Rx(x) ≥ 0 داریم x ∈ X هر برای باشد، H در بازتولید هسته Ry(x) اگر .۳
.H = 0 اگر فقط

یعنͬ است، مثبت معین هسته ͷی Ry(x) بازتولید هسته .۴
n∑

i,j=1

Rxi(xj)ξ̄iξj ≥ 0 ∀xi ∈ X

هستند. مختلط اعداد ها ξi که

آنگاه باشند Ω دامنه در H2 و H1 فضاهای از بازتولید های هسته ترتیب به R2 و R1 اگر .۵
است: زیر نرم با H = H1 ⊕H2 فضای از بازتولید هسته R = R1 +R2

∥f∥2H = min
f=f1+f2

(∥f1∥2H1
+ ∥f2∥2H2

).

باشد Ω0 × Ω0 به R از تحدیدی R0 و Ω0 ⊂ Ω و H از تولید باز هسته R : Ω × Ω → R اگر .۶
و باشد مͬ Ω0 به H از هایش مولفه که فضایی H0 که است H0 از تولیدی باز هسته R0 آنگاه

است زیر صورت به آن در نرم

∥f0∥H0 = min
f |Ω0

∥f∥H .

Ω2 و Ω1 های دامنه روی ترتیب به H2 و H1 فضاهای از تولیدی باز های هسته R2 و R1 اگر .۷
تانسوری حاصلضرب هسته آنگاه باشند،

R((x1, x2), (z1, z2)) = R1(x1, z1)R2(x2, z2)

است. H = H1 ⊗H2 تانسوری حاصلضرب فضای از بازتولیدی هسته

،x ∈ X ثابت هر برای اگر فقط و اگر است تولید باز هسته فضای ͷی H هیلبرت فضای .۸
باشد. کراندار I(f) = f(x) خطͬ عملͽر

Wm
2 [a, b] تولید باز هسته فضای ۲ .۵ .۱

های زیربازه δ > 0 و ε > 0 هر برای اگر بͽیرید. نظر در [a, b] بازه در را f(.) تابع .۳ .۵ .۱ تعریف
برای طوری که به باشند داشته وجود {(ak, bk)}nk=1 مانند [a, b] مجزای دو به دو

n∑
i=1

(bi − ai) < δ

۱۸
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باشیم داشته
n∑

i=1

|f(bi)− f(ai)| < ε

گوییم. مطلق پیوسته را f(.) تابع آنگاه

است. پیوسته تابعͬ مطلق پیوسته تابع هر [۴۳] .۴ .۵ .۱ گزاره

باشیم داشته x ∈ [a, b] هر ازای به اگر بͽیرید. نظر در [a, b] بازه در را f(.) تابع [۴۳] .۵ .۵ .۱ گزاره
است. مطلق پيوسته f(.) آنگاه |f ′(x)| ≤M

[a, b] بازه در ∫ x
a f(t) dt تابع آنگاه باشد، انتگرال پذیر [a, b] بازه در f(x) تابع اگر [۴۳] .۶ .۵ .۱ گزاره

است. مطلق پیوسته

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به Wm
2 [a, b] تابعͬ فضای .۷ .۵ .۱ تعریف

Wm
2 [a, b] = {f(x)|f (m−1)(x)پیوسته مطلقا مقدار حقیقͬ تابع , f (m)(x) ∈ L2[a, b], x ∈ [a, b]}.

است زیر شͺل به فضا این در g و f تابع هر برای نرم و داخلͬ ضرب

⟨f, g⟩Wm
2

=
m−1∑
i=0

f (i)(a)g(i)(a) +

∫ b

a
f (m)(x)g(m)(a) dx, (۲ .۱)

∥f∥Wm
2

=
√
⟨f, f⟩Wm

2
.

است. هیلبرت فضای ͷی Wm
2 [a, b] تابعͬ فضای [۴۳] .۸ .۵ .۱ قضیه

است. بازتولید هسته فضای ͷی Wm
2 [a, b] تابعͬ فضای [۴۳] .۹ .۵ .۱ قضیه

هر و ثابت y ∈ [a, b] هر برای بنابراین باشد، Wm
2 [a, b] از تولید باز هسته تابع Ry(x) کنید فرض

ͬ کند م صدق زیر رابطه در Ry(x) ، f(x) ∈Wm
2 [a, b]

⟨f(x), Ry(x)⟩Wm
2

= f(y).

ͬ آوریم م بە دست بردن(۱. ۲) بͺار با

⟨f(x), Ry(x)⟩W 2
2
=

m−1∑
i=0

f (i)(a)
∂iRy(a)

∂xi
+

∫ b

a
f (m)(x)

∂mRy(x)

∂xm
dx

ͬ آوریم م بە دست و ͬ کنیم م حل را ∫ b
a f

(m)(x)
∂mRy(x)

∂xm
dx انتگرال جز به جز انتگرال گیری با که

∫ b

a
f (m)(x)

∂mRy(x)

∂xm
dx

=

m−1∑
i=0

(−1)if (m−i−1)(x)
∂m+iRy(x)

∂xm+i

∣∣∣bx=a + (−1)m
∫ b

a
f(x)

∂2mRy(x)

∂x2m
dx

۱۹
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ͬ شود م حاصل زیر رابطه و ͬ کنیم م جایͽذاری m− i− 1 با را i سپس

m−1∑
i=0

(−1)if (m−i−1)(x)
∂m+iRy(x)

∂xm+i
=

m−1∑
i=0

(−1)m−i−1f (i)(x)
∂2m−i−1Ry(x)

∂x2m−i−1
.

بعلاوه

⟨f(x), Ry(x)⟩ =
m−1∑
i=0

f (i)(a)

[
∂m+iRy(a)

∂xi
− (−1)m−i−1∂

2m−i−1Ry(a)

∂x2m−i−1

]

+

m−1∑
i=0

(−1)m−i−1f (i)(b)
∂2m−i−1Ry(a)

∂x2m−i−1

+(−1)m
∫ b

a
f(x)

∂2mRy(x)

∂x2m
dx.

شود حاصل زير رابطه اينکه برای بالا رابطه در

⟨f(x), Ry(x)⟩ = f(y),

برابر پس هستند ثابت عدد (−1)m−i−1∂
2m−i−1Ry(a)

∂x2m−i−1
و ∂

m+iRy(a)

∂xi
−(−1)m−i−1∂

2m−i−1Ry(a)

∂x2m−i−1

بنابراین ͬ دهیم. م قرار صفر

⟨f(x), Ry(x)⟩ =(−1)m
∫ b

a
f(x)

∂2mRy(x)

∂x2m
dx

=f(y),

یعنͬ
(−1)m

∫ b

a
f(x)

∂2mRy(x)

∂x2m
dx = f(y),

باشد برقرار بايد زير رابطه همچنين

∂2mRy(x)

∂x2m
= δ(x− y),

طوری که ∫به b

a
(−1)mf(x)δ(x− y) dx = f(y),

باشد. x = y باید پس است δ(x− y) = 0 تابع باشد x ̸= y اگر
∫ b

a
(−1)mf(x)δ(.) dx = f(y),

بنابراین دیراک) تابع تعریف (طبق است δ(.) = 1 که

∂2mRy(x)

∂x2m
= 0,

۲۰
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است: زیر یافته تعمیم دیفرانسیل معادله جواب Ry(x) بنابراین،
(−1)m

∂2mRy(x)

∂x2m
= δ(x− y),

∂iRy(a)

∂xi
− (−1)m−i−1∂

2m−i−1Ry(a)

∂x2m−i−1
= 0,

∂2m−i−1Ry(b)

∂x2m−i−1
= 0, i = 0, · · · ,m− 1.

(۳ .۱)

خطͬ همͽن دیفرانسیل معادله جواب Ry(x) پس ͬ شود، م δ(x− y) = 0 بنابراین باشد، x ̸= y اگر
است 2m مرتبه از زیر ثابت

(−1)m
∂2mRy(x)

∂x2m
= 0, (۴ .۱)

زیر مرزی شرایط با
∂iRy(a)

∂xi
− (−1)m−i−1∂

2m−i−1Ry(a)

∂x2m−i−1
= 0,

∂2m−i−1Ry(b)

∂x2m−i−1
= 0, i = 0, · · · ,m− 1.

(۵ .۱)

بنابراین است. 2m مرتبه از λ = 0 ویژه مقدار و است λ2m = 0 مشخصه معادله دارای (۹ .۱) معادله
است زیر صورت به (۱۰ .۱) معادله عمومͬ جواب

Ry(x) =

{
lRy(x) =

∑2m
i=1 ci(y)x

i−1, x < y,

rRy(x) =
∑2m

i=1 di(y)x
i−1, x > y.

آنجایی که از ͬ آوریم. م بە دست i = 1, 2, · · · , 2m برای را di(y) و ci(y) ضرایب حال

(−1)m
∂2mRy(x)

∂x2m
= δ(x− y),

داریم

∂ilRy(y)

∂xi
=
∂irRy(y)

∂xi
, i = 0, 1, · · · , 2m− 2, (۶ .۱)

و

(−1)m
(
∂2m−1lRy(y

+)

∂x2m−1
− ∂2m−1rRy(y

−)

∂x2m−1

)
= 1. (۷ .۱)

و (۶ .۱) ،(۵ .۱) معادلات به توجه با i = 1, 2, · · · , 2m برای را di(y) و ci(y) ضرایب نتیجه در
ͬ آوریم. م بە دست (۷ .۱)

است: زیر صورت به W 1
2 [0, 1] فضای بازتولید هسته .۱۰ .۵ .۱ مثال

Ry(x) =

1 + x, x ≤ y,

1 + y, x > y.

۲۱
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است: زیر صورت به W 3
2 [0, 1] فضای بازتولیدی هسته .۱۱ .۵ .۱ مثال

Ry(x) =

1 + x5

120 + 1
12x

2y2(3 + x) + xy
(
1− x4

24

)
, x ≤ y,

1 + y5

120 + 1
12x

2y2(3 + y) + xy
(
1− y4

24

)
, x > y.

آنگاه باشد، Wm
2 [a, b] فضای از بازتولیدی هسته Ry(x) کنید فرض [۴۳] .۱۲ .۵ .۱ گزاره

است. L2[a, b] عضو y یا x به نسبت 0 ≤ i+ j ≤ 2m− 1 برای ∂
i+jRy(x)

∂xi∂yj
.۱

[a, b] در پیوسته مطلق طور به تابع ͷی y یا x به نسبت 0 ≤ i+ j ≤ 2m− 2 برای ∂
i+jRy(x)

∂xi∂yj
.۲

است.

در پیوسته مطلق طور به تابع ͷی y یا x به نسبت 0 ≤ i + j ≤ m − 1 برای ∂
i+jRy(x)

∂xi∂yj
.۳

است. Wm
2 [a, b]

و است تولیدی باز هسته فضای Wm
2 [a, b] کنید فرض .۱۳ .۵ .۱ قضیه

همͽرا Wm
2 [a, b] فضای نرم در f(x) به fn(x) اگر .fn(x), f(x) ∈ Wm

2 [a, b], (n = 1, 2, · · · , )
است. f (k) به یͺنواخت همͽرای f

(k)
n , k = 0, 1, · · · ,m− 1 آنگاه باشد،

آنگاه باشد. Wm
2 [a, b] بازتولیدی هسته Ry(x) کنید فرض برهان.

fn(x)− f(x) = (fn(y)− f(y), Ry(x)),

f (k)n (x)− f (k)(x) =(fn(y)− f(y), Ry(x))
(k),

=
∂k

∂xk
[(fn(y)− f(y), Ry(x))]

=

(
(fn(y)− f(y),

∂k

∂xk
Ry(x))

)
.

کوشͬ نامساوی⁃ از استفاده با همچنین . ∂
k

∂xk
Ry(x) ∈Wm

2 [a, b] داریم ۱۲ .۵ .۱ گزاره از استفاده با
داریم شوارتز

|f (k)n (x)− f (k)(x)| ≤ ∥f (k)n (y)− f (k)(y)∥∥ ∂
k

∂xk
Ry(x)∥ ≤ C∥f (k)n (y)− f (k)(y)∥.

Wm
2 [a, b] بازتولید هسته فضای بسته فضاهای زیر ۳ .۵ .۱

همͽن مرزی شرط طبق را Wm
2 [a, b] بازتولید هسته فضای از 0Wm

2 [a, b] فضای بسته فضاهای زیر
ͬ سازیم. م Wm

2 [a, b] روی

ͬ گیریم: م نظر در را زیر تابعͬ فضای .۱۴ .۵ .۱ تعریف
0Wm

2 [a, b] = {f(x)|f(x) ∈Wm
2 [a, b], f ′(a) = 0, f(b) = 0}

است. هیلبرت بازتولید هسته فضای ͷی 0Wm
2 [a, b] است بدیهͬ

۲۲



تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

است زیر یافته تعمیم دیفرانسیل معادله جواب 0Wm
2 [a, b] فضای از Qy(x) تولید باز هسته تابع

(−1)m
∂2mQy(x)

∂x2m
= δ(x− y),

∂iQy(a)

∂xi
− (−1)m−i−1∂

2m−i−1Qy(a)

∂x2m−i−1
= 0, i = 0, 2, 3, · · · ,m− 1

∂2m−i−1Qy(b)

∂x2m−i−1
= 0, i = 0, 1, · · · ,m− 1

Qy(b) = 0,
∂Qy(a)

∂x
= 0

(۸ .۱)

نمودن باهمͽن

(−1)m
∂2mQy(x)

∂x2m
= 0, (۹ .۱)

مرزی، شرایط با و

(−1)m
∂2mQy(x)

∂x2m
= 0,

∂iQy(a)

∂xi
− (−1)m−i−1∂

2m−i−1Qy(a)

∂x2m−i−1
= 0, i = 0, 2, 3, · · · ,m− 1

∂2m−i−1Qy(b)

∂x2m−i−1
= 0, i = 0, 1, · · · ,m− 1

Qy(b) = 0,
∂Qy(a)

∂x
= 0

(۱۰ .۱)

از است عبارت ۸ .۱ معادله عمومͬ جواب

Qy(x) =

{
lQy(x) =

∑2m
i=1 ci(y)x

i−1, x < y,

rQy(x) =
∑2m

i=1 di(y)x
i−1, x > y.

از ci(y), di(y), i = 1, 2, · · · , 2m ضرایب محاسبه جهت

(−1)m
∂2mQy(x)

∂x2m
= δ(x− y),

بعلاوه و

∂ilQy(y)

∂xi
=
∂irQy(y)

∂xi
, i = 0, 1, · · · , 2m− 2, (۱۱ .۱)

و

(−1)m
(
∂2m−1lQy(y

+)

∂x2m−1
− ∂2m−1rQy(y

−)

∂x2m−1

)
= 1. (۱۲ .۱)

شد. خواهد یͺتا جواب به منجر معادلات تعداد و شرایط تعداد که ͬ نماییم م استفاده

است. Wm
2 [a, b] از بسته زیرفضای ͷی 0Wm

2 [a, b] بازتولید هسته فضای [۴۳] .۱۵ .۵ .۱ قضیه
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هسته تابع صورت این در باشد. دارا را مختلف مرزی شرایط است ممͺن بازتولید هسته فضای
برای ͬ تواند م نیز ناهمͽن یا همͽن شرط چندین اوقات گاهͬ شد. خواهد ارایه آن متناظر بازتولید

شود. اعمال بازتولید هسته فضای

از: است عبارت 0W 3
2 [0, 1] در Ry(x) بازتولید هسته تابع .۱۶ .۵ .۱ مثال

0W 3
2 [0, 1] = {f(x)|f(x) ∈W 2

2 [0, 1], f
′(1) = 0}

Ry(x) =

1− x3

6 + 1
2yx(2 + x), x ≤ y,

1− y3

6 + 1
2yx(2 + y), , x > y.

و است شده تعریف D = [a, b] × [c, d] ⊂ R2 بازه روی f(x, y) تابع کنید فرض .۱۷ .۵ .۱ تعریف
بعلاوه

{Ik = [ak, bk]× [ck, dk]}nk=1

طوری به ∃δ > 0 ،ϵ > 0 هر برای اگر باشد. Ik ⊂ D مجزای دو به دو دامنە های از مجموعه دسته ͷی
آن در که باشد برقرار ∑n

i=1 |f(Ii)| < ϵ رابطه ∑n
i=1 |Ii| < δ ازای به که

f(Ii) = f(bi, di)− f(bi, ci)− f(ai, di)− f(ai, ci)

ͬ شود. م نامیده D روی پیوسته کاملا f(x, y) تابع این صورت در

y ∈ [c, d] هر برای آن گاه باشد، پیوسته کامل طور به D روی f(x, y) تابع اگر [۴۳] .۱۸ .۵ .۱ گزاره
ثابت، x ∈ [a, b] برای مشابه طور به است. مطلق پیوسته [a, b] روی x به نسبت f(x, y) تابع ثابت،

است. مطلق پیوسته [c, d] روی y به نسبت f(x, y) تابع

D روی f(x, y) آنگاه باشد، پیوسته کامل طور به D روی f(x, y) تابع اگر [۴۳] .۱۹ .۵ .۱ گزاره
است. پیوسته

نسبت ،∫ x
a

∫ y
c f(t, s)dt ds تابع آنگاه اشد، Dانتگرال پذیر روی f(x, y) تابع اگر [۴۳] .۲۰ .۵ .۱ گزاره

است. پیوسته کامل طور به D روی y و x به

آنگاه باشند [c, d] و [a, b] روی ترتیب به پیوسته مطلقا g(x) و f(x) توابع اگر [۴۳] .۲۱ .۵ .۱ گزاره
است. پیوسته کامل طور به D روی f(x)g(y)

کامل طور به D روی f(x) آنگاه باشد، D روی پیوسته مطلقا f(x) تابع اگر [۴۳] .۲۲ .۵ .۱ گزاره
است. پیوسته

Wm,n
2 (D) دوتایی تابعͬ فضای ۴ .۵ .۱

ͬ شود م تعریف زیر صورت به دوتایی تابعͬ فضای .۲۳ .۵ .۱ تعریف

Wm,n
2 (D) =

{
f(x, y) | ∂

m+n−2f(x, y)

∂m−1yn−1
است پیوسته مطلقا D در , ∂m+nf(x, y)

∂myn ∈ L2(D)

}
ͬ شود م تعریف زیر صورت به W (m,n)

2 (D) در داخلͬ حاصلضرب و

۲۴
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⟨f(x, y), g(x, y)⟩
W

(m,n)
2 (D)

=
m−1∑
i=0

∫ d

c

[
∂n

∂yn
∂i

∂xi
f(a, y)

∂n

∂yn
∂i

∂xi
g(a, y)

]
dy

+

n−1∑
j=0

〈
∂j

∂yj
f(x, c),

∂j

∂yj
g(x, c)

〉
W

(m)
2

+

∫ d

c

∫ b

a

∂m

∂xm
∂n

∂yn
f(x, y)

∂m

∂xm
∂n

∂yn
g(x, y) dx dy.

است. داخلͬ ضرب فضای ͷی W (m,n)
2 (D)

است. هیلبرت فضای ͷی W (m,n)
2 (D) تابعͬ فضای [۴۳] .۲۴ .۵ .۱ قضیه

،g1(x)g2(x), f(x, y) ∈W
(m,n)
2 (D) کنید فرض [۴۳] .۲۵ .۵ .۱ قضیه

⟨f(x, y), g1(x)g2(x)⟩W (m,n)
2

= ⟨⟨f(x, y), g1(x)⟩Wm
2
, g2(y)⟩Wn

2
.

اینصورت در f1(x)f2(y), g1(x)g2(y), f(x, y) ∈W
(m,n)
2 (D) کنید فرض [۴۳] .۲۶ .۵ .۱ نتیجه

⟨f1(x)f2(y), g1(x)g2(y)⟩W (m,n)
2

= ⟨f1(x), g1(x)⟩Wm
2
⟨f2(y), g2(y)⟩Wn

2
.

داریم n ∈ N برای آنگاه ،f(x) ∈Wm
2 ([a, b]) اگر [۴۳] .۲۷ .۵ .۱ نتیجه

∥f(x)∥Wm
2

= ∥f(x)∥
W

(m,n)
2

.

تابع دارای آنگاه باشد، تولیدی باز هسته فضای ͷی W (m,n)
2 (D) کنید فرض [۴۳] .۲۸ .۵ .۱ قضیه

است زیر بازتولیدی هسته
K(ζ,η)(x, y) = Kζ(x)Qη(y),

هستند. Wn
2 [a, b] و Wm

2 [a, b] فضاهای بازتولیدی هسته بترتیب Qη(y) و Kζ(x) طوری که به

۲۵



۲ فصل

شرایط با کسری دیفرانسیل معادلات
پادمتناوب و متناوب

مقدمه ۱ .۲

شرایط با کسری دیفرانسیل معادلات تولیدی باز هسته روش از استفاده با ͬ خواهیم م فصل این در
برای کسری دیفرانسیل معادلات دهیم. قرار بررسͬ مورد را هیلبرت فضای در متناوب پاد و متناوب
در (FⅮE) کسری دیفرانسیل معادلات است. نیاز مورد مسائل از زیادی حجم تحلیل و مدلسازی
،۵۵ ،۵۴] ͬ شوند م استفاده انتشار شیمͬ، شناسͬ، زیست سیالات، ͷانیͺم مانند زیادی های زمینه
،[۶۱] لاپلاس تبدیل از: عبارتند معادلات این حل برای روش ها از برخͬ .[۶۰ ،۵۹ ،۵۸ ،۵۷ ،۵۶
تغییراتͬ تکرار روش ،[۶۴] متناهͬ تفاضل روش ،[۶۳] آدومین تجزیه روش ،[۶۲] فوریه تبدیل

.[۷۲ ،۷۱ ،۷۰ ،۶۹ ،۶۸] دیͽر روش های و [۶۷] کالوکیشن روش ،[۶۶ ،۶۵]
پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری دیفرانسیل معادلات به آن در که دارند وجود زیادی مقالە های
انقباض اصل و ۲ شفر ثابت نقطه قضیه از استفاده با همͺاران و ۱ͬͺبلم [۳۶] در است. پرداخته

خطͬ غیر کسری متناوب مسئله برای را جواب وجود ،۳ گرین تابع باناخ

Dα
0+u(t)− λu(t) = f(t, u(t)), t ∈ (0, 1] (0 < α < 1)

lim
t→0+

t1−αu(t) = u(1)

و اند کرده بیان را میتاگ⁃لفلر تابع خواص [۳۷] در است. پیوسته تابعͬ f که آوردە اند بە دست
دیفرانسیل معادلات برای یͺنواخت تکرار روش از استفاده با جواب بودن فرد به منحصر و وجود

است. شده ثابت لیوویل) ریمان⁃ کسری مشتق (با متناوب مرزی شرایط با کسری

1 Belmekki
2schaefer fixed point theorem
3 Green’s function
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کردە اند بررسͬ را زیر متناوب مرزی مقدار مساله های جواب وجود دونگ۵ و ۴ وی [۳۸] در

D2α
0+u(t) = f(t, u(t), Dα

0+u(t)), t ∈ (0, 1] (0 < α < 1)

lim
t→0+

t1−αu(t) = lim
t→T

t1−αu(t)

lim
t→0+

t1−αDα
0+u(t) = lim

t→T
t1−αDα

0+u(t)

لیوویل ریمان⁃ کسری مشتق بیانگر D2α
0+u = Dα

0+(D
α
0+u) و ریمان⁃لیوویل مشتق بیانگر Dα

0+ که
استفاده را فردی به منحصر تکراری روش و است [0, T ] × R2 روی پیوسته تابعͬ f و است متوالͬ

۶ ای مرتبه چند کسری دیفرانسیل معادلات [۳۹] در ͬ کنیم. م

λnD
αnx(t) + λn−1D

αn−1x(t) + · · ·+ λ1D
α1x(t) + λ0D

α0x(t) = f(t, x(t)) (۱ .۲)

اینجا در است. شده بررسͬ x(0) = x(T ) متناوب شرایط با
و وجود است. f ∈ C(J × R) و λi ∈ R(i = 0, 1, . . . , n), λn /∈ 0, 0 ≤ α0 < α1 · · · < αn−1 < 1

است. شده اثبات گرین تابع خواص با جوابها فردی منحصربه
مسئله حل [۴۰] در

Dαx(t) = f(t, x(t)) + g(t, x(t)), x(0) = x(T ), (۲ .۲)

f(t, x)و f, g ∈ C(J ×R) اینجا است. شده گرفته نظر در تکراری روش توسط C1(J) مجموعه در
است. صعودی x ,g(tبرای x) و نزولͬ x برای

کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات برای پذیر برگشت دیفرانسیلͬ فرمولهای روش [۴۱] در

λnD
αn
t y(t) + λn−1D

αn−1

t y(t) + · · ·+ λ1D
α1
t y(t) + λy(t− τ) = f(t), t ∈ [0, T ] (۳ .۲)

که شده برده بͺار y(0) = y(T ), y(0) = −y(T ) پادمتناوب یا متناوب شرایط با
نظریه [۸۵] در است. λi ∈ R(i = 1, . . . , n+ 1), λn+1 /∈ 0, 0 ⩽ λ1 < α2 < · · · < αn < 1, T > 0

کسری دیفرانسیل معادلات برای ۷ لری⁃شاودر

Dqu(t) = f(t, u(t)), t ∈ [0, T ], 1 < q ≤ 2, (۴ .۲)

مشتق بیانگر Dq که است. شده برده بͺار u(0) = −u(T ), u′(0) = −u′(T ), پادمتناوب شرایط با
است. q مرتبه از کاپوتو کسری

معرفͬ ساده بسیار ای جمله چند شͺل به هسته بازتولید توابع کوی تلاش با ،۱۹۸۰ سال از
بودند. [۷۶ ،۷۵ ،۷۴] بازتولید هسته فضای بر مبتنͬ های روش از استفاده به قادر آنها شدند.
برای تقریبی جواب های یافتن برای هیلبرت فضای در بازتولید هسته روش از محققان از بسیاری

4 Wei
5Dong
6multi-order
7Leray-Schauder
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بازتولید روش جدید کاربردهای از برخͬ همچنین و [۷۹ ،۷۸ ،۷۷] ͬ کنند م استفاده مختلف مسایل
هسته روش اخیراً، ͬ شود. م ۸۲]یافت ،۸۱ ،۸۰] در ماشین یادگیری در عصبی شبͺە های و هسته

.[۸۴ ،۸۳] است شده اعمال کسری دیفرانسیل معادلات روی بر هیلبرت فضای در بازتولید
معادلات حل برای (RKHS) هیلبرت فضای در تولید باز هسته روش از ما بخش این در

زیر شͺل به کسری دیفرانسیل

µnD
ηn
0+
v(t) + µn−1D

ηn−1

0+
v(t) + · · ·+ µ0D

η0
0+
v(t) = g(t, v(t)), t ∈ [0, T ], (۵ .۲)

متناوب شرط با

v(0) = v(T ), (۶ .۲)

پادمتناوب شرط یا

v(0) = −v(T ), (۷ .۲)

و µn ̸= 0 ،0 ≤ η0 < η1 < · · · < ηn < 1 ،T > 0 آن در که ͬ کنیم استفاده م
.µj ∈ R (j = 0, 1, . . . , n)

شده ثابت گرین تابع از استفاده با جواب بودن فرد به منحصر و وجود [۷۳] در معادله این برای
است.

بە دست آن بازتولید هسته تابع و داخلͬ ضرب تعریف توسط بازتولیدی هسته هیلبرت فضای
صورت به را W 2

2 [0, T ] تولید باز هسته هیلبرت فضای اینجا در ͬ آید. م
متناوب باشرط

W 2
2 [0, T ] = {v(t)|v′(t)،پیوسته مطلقا v′′(t) ∈ L2[0, T ], v(0) = v(T )},

پادمتناوب شرط برای و

W 2
2 [0, T ] = {v(t)|v′(t)،پیوسته مطلقا v′′(t) ∈ L2[0, T ], v(0) = −v(T )},

به فضا این در نرم و داخلͬ ضرب ͬ گیریم. م نظر در را اول حالت ابتدا ادامه در ͬ گیریم. م نظر در
است: زیر شͺل

< v, z >W 2
2
=

1∑
i=0

v(i)(0)z(i)(0) +

∫ T

0
v(2)(t)z(2)(t) dt, (۸ .۲)

∥v∥W 2
2
= < v, v >

1
2

W 2
2
.

است زیر صورت به W 2
2 [0, T ] در Ry(.) بازتولیدی هسته تابع

Ry(t) =

{∑4
i=1 bi(y)t

i−1, t ≤ y,∑4
i=1 ci(y)t

i−1, t > y.
(۹ .۲)
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داریم (۸ .۲) از ͬ شود. م حاصل زیر صورت به Ry(t) که ͬ شود م ثابت راحتͬ به

⟨v(t), Ry(t)⟩w2
2
=

1∑
i=0

v(i)(0)
∂iRy(0)

∂ti
+

∫ T

0
v(2)(t)

∂2Ry(t)

∂t2
dt (۱۰ .۲)

داریم ∫ T
0 v(2)(t)

∂2Ry(t)

∂t2
dt از جز به جز انتگرال با

⟨v(t), Ry(t)⟩w2
2
=

1∑
i=0

v(i)(0)[
∂iRy(0)

∂ti
− (−1)i

∂3−iRy(0)

∂t3−i
]

+

1∑
i=0

(−1)1−iv(i)(T )
∂3−iRy(T )

∂t3−i
+

∫ T

0
v(2)(t)

∂2Ry(t)

∂t2
dt (۱۱ .۲)

.v(0) = v(T ) آنگاه v(t) ∈ W 2
2 [0, T ] اگر همچنین Ry(0) = Ry(T ) آنگاه Ry(t) ∈ W 2

2 [0, T ] اگر
بنابراین

⟨v(t), Ry(t)⟩w2
2
=

1∑
i=0

v(i)(0)[
∂iRy(0)

∂ti
− (−1)i

∂3−iRy(0)

∂t3−i
]

+
1∑

i=0

(−1)1−iv(i)(T )
∂3−iRy(T )

∂t3−i
(۱۲ .۲)

+

∫ T

0
v(2)(t)

∂2Ry(t)

∂t2
dt+ b1(v(0)− v(1))

ͬ کند م صدق زیر کلͬ معادلات در Ry(t) بنابراین

∂4Ry(t)

∂t4
= δ(t− y),

∂2Ry(T )

∂t2
= 0,

Ry(0) +
∂3Ry(0)

∂t3
+ b1 = 0,

∂Ry(0)

∂t
− ∂2Ry(0)

∂t2
= 0,

∂3Ry(T )

∂t3
+ b1 = 0,

(۱۳ .۲)

است زیر معادله جواب Ry(t) ، y ̸= t هنگامیͺه است. دیراک تابع بیانگر δ که

∂4Ry(t)

∂t4
= 0 (۱۴ .۲)

زیر مرزی شرایط با

∂2Ry(T )

∂t2
= 0,

Ry(0) +
∂3Ry(0)

∂t3
+ b1 = 0,

∂Ry(0)

∂t
− ∂2Ry(0)

∂t2
= 0,

∂3Ry(T )

∂t3
+ b1 = 0.

(۱۵ .۲)

(۹ .۲) صورت به عمومͬ جواب بنابراین است. λ4 = 0 صورت به (۱۴ .۲) معادله مشخصه معادله

۲۹
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ͬ آید م بدست زیر صورت به i = 1, 2, 3, 4 برای ci(y) و bi(y) ضرایب که است

∂mRy(t+ 0)

∂tm
=
∂mRy(t− 0)

∂tm
, m = 0, 1, 2

∂3Ry(t+ 0)

∂t3
− ∂3Ry(t− 0)

∂t3
= 1,

∂2Ry(T )

∂t2
= 0,

Ry(0) +
∂3Ry(0)

∂t3
+ b1 = 0,

∂Ry(0)

∂t
− ∂2Ry(0)

∂t2
= 0,

∂3Ry(T )

∂t3
+ b1 = 0.

(۱۶ .۲)

ͬ شود م حاصل زیر شͺل به W 2
2 [0, T ] در Ry(.) تولید باز هسته تابع نهایت در

Ry(t) =



1

12T 2(3 + T )
(36T 2 − 6t3T 2 + 12T 3 − 2t3T 3 + 6t3Ty + 12tT 3y+

6t2T 3y + 3t3Ty2 − 18tT 2y2 − 9t2T 2y2 − t3y3 + 6tTy3 + 3t2Ty3), y ≤ t,
1

12T 2(3 + T )
(36T 2 + 12T 3 + 6t3Ty − 18t2T 2y + 12tT 3y + 3t3Ty2

−9t2T 2y2 + 6tT 3y2 − t3y3 + 6tTy3 + 3t2Ty3 − 6T 2y3 − 2T 3y3), y > t.

ͬ آید م بە دست زیر صورت به تولید باز هسته پادمتناوب شرایط حالت در

Ry(t) =



1

12(12 + 3T 2 + T 3)
(−12t3 − 72tT − 36t2T + 36T 2 − 6t3T 2 + 12T 3

−2t3T 3 + 144ty + 72t2y − 72Ty + 6t3y + 12tT 3y6t2T 3y

−36Ty2 + 3t3Ty2 − 18tT 2y2 − 9t2T 2y2 + 12y3 − t3y3 + 6tTy3 + 3t2Ty3), y ≤ t,
1

12(12 + 3T 2 + T 3)
(12t3 − 72tT − 36t2T + 36T 2 + 12T 3 + 144ty−

72Ty + 6t3Ty − 18t2T 2y + 12tT 3y + 72ty2 − 36Ty2 + 3t3Ty2

−9t2T 2y2 + 6tT 3y2 − 12y3 − t3y3 + 6tTy3 + 3t2Ty3 − 6T 2y3 − 2T 3y3), y > t.

مقدار حقیقͬ تابعͬ فضای .۱ .۱ .۲ ملاحظه

W 1
2 [0, T ] = {v|vپیوسته مطلقا , v′ ∈ L2[0, T ]},

است زیر داخلͬ ضرب با هیلبرت تابعͬ فضای

< v, z >W 1
2
= v(0)z(0) +

∫ T

0
v′(t)z′(t) dt. (۱۷ .۲)

فضا این در بازتولید هسته و است تولیدی باز هسته هیلبرت فضای W 1
2 [0, T ] که داد نشان توان مͬ

است: زیر شͺل به

ry(t) =

t+ 1, t ≤ y,

y + 1, t > y.

هیلبرت فضای در تولید باز هسته روش ساختار ۲ .۲

آن، از پس ͬ سازیم. م W 2
2 [0, 1] در متعامد سیستم ͷی و خطͬ دیفرانسیل عملͽر ͷی ما اینجا، در

ͬ دهیم. م ارایه (۷ .۲) و (۶ .۲) شرط با (۵ .۲) معادله جواب آوردن بە دست برای را RKHS روش

۳۰



تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

داریم L :W 2
2 [0, T ] →W 1

2 [0, T ] خطͬ عملͽر معرفͬ با ابتدا در

Lv(t) =

n∑
j=0

µjD
ηj
0+
v(t), (۱۸ .۲)

ͬ شود م تبدیل زیر معادله به (۵ .۲) معادله بنابراین

(Lv)(t) = g(t, v(t)), 0 ≤ t ≤ T, (۱۹ .۲)

است. کراندار و خطͬ L عملͽر .۱ .۲ .۲ قضیه

را L کرانداری فقط ما بنابراین است. خطͬ عملͽر ͷی L که داد نشان ͬ توان م راحتͬ به برهان.
داریم ،(۱۷ .۲) از ͬ کنیم. م ثابت

∥Lv∥2W 1
2
= ⟨Lv, Lv⟩W 1

2
= [(Lv)(0)]2 +

∫ 1

0
[(Lv)′(t)]2dt.

داریم Ry(x) تولیدی باز ویژگͬ از
v(t) = ⟨v(y), Rt(y)⟩W 2

2
,

(Lv)(t) = ⟨v(y), LRt(y)⟩W 2
2
,

(Lv)′(t) = ⟨v(y), (LRt(y)
′)⟩W 2

2
.

داریم شوارتز کوشͬ نامساوی با

|(Lv)(t)| = |⟨v(y), LRt(y)⟩W 2
2
| ≤ ∥LRt∥W 2

2
∥v∥W 2

2
=M1∥v∥W 2

2
,

و
|(Lv)′(t)| = |⟨u(y), (LRt(y))

′⟩W 2
2
| ≤ ∥(LRt)

′∥W 2
2
∥v∥W 2

2
=M2∥v∥W 2

2
,

بنابراین
[(Lv)(0)]2 ≤M2

1 ∥v∥2W 2
2
, [(Lv)′(t)]2 ≤M2

2 ∥v∥2W 2
2

∫و 1

0
[(Lv)′(t)]2dt ≤M2

2 ∥v∥2W 2
2

یعنͬ
∥(Lv)∥2W 1

2
= [(Lv)(0)]2 +

∫ 1

0
[(Lu)′(t)]2dx ≤ (M2

1 +M2
2 )∥v∥W 2

2
,

.M =M2
1 +M2

2 > 0 که

دادن قرار با را W 2
2 [0, T ] در {Ψi(.)}∞i=1 کامل سیستم کنید توجه

Φi(t) = rti(t)

و است W 1
2 [0, T ] فضای در بازتولید هسته rt(.) که

Ψi = L⋆Φi(t)

۳۱
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و است چͽال [0, T ] در {ti}∞i=1 که ͬ سازیم م

L⋆ :W 1
2 [0, T ] →W 2

2 [0, T ]

است. L الحاقͬ عملͽر

از کامل سیستم ͷی {Ψi(.)}∞i=1 آنگاه باشد، چͽال [0, T ] روی {ti}∞i=1 اگر [۱۱۴] .۲ .۲ .۲ لم
داریم و W 2

2 [0, T ]

Ψi(t) = LRt(y)|y=ti .

برهان.

Ψi(t) =(L⋆Φi)(t) = ⟨L⋆Φi(y), Rt(y)⟩W 2
2

=⟨Φi(y), LRt(y)⟩W 2
2
= LRt(y)|y=ti .

کنید فرض ثابت، v ∈W 2
2 [0, T ] هر برای

⟨v(t),Ψi(t)⟩W 2
2
= 0

که معنͬ بدین i ∈ N، همه برای

⟨v(t), L⋆Ψi(t)⟩W 2
2
= ⟨Lv(t),Ψi(t)⟩W 2

2
= Lv(ti) = 0.

اثبات نتیجه در .v ≡ 0 داریم L−1 وجود از Lv(t) = 0 پس است چͽال [0, T ] در {ti}∞i=1 چونکه
ͬ شود. م کامل

فضای در {Ψ̄i(.)}∞i=1 یͺه متعامد دستگاه {Ψi(.)}∞i=1 روی اشمیت گرم فرآیند از استفاده با
ͬ کند م صدق زیر رابطه در و ͬ آید م بدست W 2

2 [0, T ]

Ψ̄i(t) =

i∑
k=1

ρjkΨk(t).

ͬ باشند م زیر صورت به و هستند مثبت ρjk ضرایب

ρ11 =
1

∥ Ψ1 ∥
,

ρii =
1√

∥ Ψi ∥2 −
∑i−1

k=1 d
2
ik

,

ρij =
−
∑i−1

k=j dikρkj√
∥ Ψi ∥2 −

∑i−1
k=1 d

2
ik

, i ̸= j

.dik =< Ψi, Ψ̄k >W 2
2

که

۳۲
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در (۱۹ .۲) از v(.) دقیق جواب و باشد ,0]چͽال T ] در {ti}∞i=1 کنید فرض [۱۱۴] .۳ .۲ .۲ قضیه
پس باشد، فرد به منحصر W 2

2 [0, T ] فضای

v(t) =

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρikg(tk, v(tk))Ψ̄i(t), (۲۰ .۲)

است زیر صورت به n مرتبه از تقریبی جواب مسئله این برای و

vn(t) =
n∑

i=1

i∑
k=1

ρikg(tk, v(tk))Ψ̄i(t). (۲۱ .۲)

بنابراین باشد، (۵ .۲) معادله از فرد به منحصر جواب v ∈W 2
2 [0, T ] کنید فرض برهان.

v(t) =
∞∑
i=1

⟨v(t), Ψ̄i(t)⟩w2
2
Ψ̄i(t)

=
∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik⟨v(t),Ψk(t)⟩w2
2
Ψ̄i(t)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik⟨v(t), L∗Φk(t)⟩w2
2
Ψ̄i(t)

=
∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik⟨Lv(t),Φk(t)⟩w2
2
Ψ̄i(t)

=
∞∑
i=1

i∑
k=1

ρikg(tk, v(tk))Ψ̄i(t).

طوری که به دارد وجود C > 0 ثابت آنگاه ،W 2
2 [0, T ] در v اگر .۴ .۲ .۲ قضیه

|v(i)(t)| ≤ C∥v∥W 2
2
, i = 0, 1.

داریم t ∈ [0, T ] هر برای برهان.

|v(t)| = |⟨v(ξ), Rt(ξ)⟩W 2
2
| ≤ ∥Rt(ξ)∥W 2

2
∥v(ξ)∥W 2

2
≤ C1∥v(ξ)∥W 2

2
,

همچنین

|v′(t)| = |⟨v(ξ), ∂Rt(ξ)

∂t
⟩W 2

2
| ≤ ∥∂Rt(ξ)

∂t
∥W 2

2
∥v(ξ)∥W 2

2
≤ C2∥v(ξ)∥W 2

2
,

است. C = max{C1, C2} و مثبت های ثابت C2 و C1 آن در که

طور به v′(.) و v(.) دقیق جواب های به ترتیب به v′n(.) و vn(.) تقریبی جواب های .۵ .۲ .۲ نتیجه
ͬ شوند. م همͽرا یͺنواخت

۳۳
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داریم t ∈ [0, T ] هر برای (۴ .۲ .۲) قضیه طبق برهان.

|v(i)n (t)− v(i)(t)| =|⟨vn(ξ)− v(ξ),
∂iRt(ξ)

∂t
⟩W 2

2
|

≤∥∂
iRt(ξ)

∂t
∥W 2

2
∥vn(ξ)− v(ξ)∥W 2

2

≤Ci∥vn(ξ)− v(ξ)∥W 2
2
,

آنگاه n −→ ∞ اگر سپس، هستند. مثبت ثابت i = 0, 1 برای Ci آن در که

vn(ξ)
∥.∥

W2
2−−−−→ v(ξ),

ͬ شوند. م همͽرا v′(t) و v(t) به یͺنواخت طور به ترتیب به v′n(t) و vn(t) تقریبی جواب های

روش از استفاده با (۷ .۲) و (۶ .۲) شرط با (۵ .۲) معادله حل برای را زیر حالت دو .۶ .۲ .۲ ملاحظه
ͬ کنیم. م اعمال RKHS

جواب های نشان دهنده ترتیب به (۲۱ .۲) و (۲۰ .۲) باشد، خطͬ (۵ .۲) کنید فرض اول. حالت
هستند. تقریبی و دقیق

است زیر صورت به (۵ .۲) حل حالت این در باشد، غیرخطͬ (۵ .۲) کنید فرض دوم. حالت

v(t) =
∞∑
i=1

AiΨ̄i(t), (۲۲ .۲)

زیر شͺل به را Ai ما Bi از استفاده با و است ناشناخته Ai =
∑i

k=1 ρikg(tk, vk−1(tk)) آن در که
شͺل به vn(t) و v0(t) = 0 کنید فرض آورد. خواهیم بدست

vn(t) =
n∑

i=1

BiΨ̄i(t), (۲۳ .۲)

با شده داده Ψ̄i(t) از Bi که

B1 =ρ11g(t1, v0(t1)),

v1(t) = B1Ψ̄1(t),

B2 =

2∑
k=1

ρ2kg(tk, vk−1(tk)),

v2(t) =
2∑

i=1

BiΨ̄i(t),

...

Bn =
n∑

k=1

ρnkg(tk, vk−1(tk)).

۳۴



تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

همͽرایی آنالیز ۳ .۲

v(.) دقیق جواب به است (۲۳ .۲) معادله جواب از تقریبی که vn(.) دنباله همͽرایی بخش، این در
ͬ کنیم. م بیان را زیر لم ابتدا داد. خواهیم نشان را (۵ .۲) معادله

به نسبت پیوسته تابع g(t, y) همچنین n→ ∞ که وقتͬ tn → y و vn(t)
∥.∥

W2
2−−−−→ v̄(t) اگر .۱ .۳ .۲ لم

،n→ ∞ ͬ که هنگام آنگاه y ∈ (−∞,∞) و باشد t ∈ [0, T ]

g(tn, vn−1(tn)) → g(y, v̄(y)) .

وضوح به برهان.

|vn−1(tn)− v̄(y)| = |vn−1(tn)− vn−1(y) + vn−1(y)− v̄(y)|

≤ |vn−1(tn)− vn−1(y)|+ |vn−1(y)− v̄(y)|.

که ͬ رسیم م نتیجه این به Ry(ξ) بازتولید ویژگͬ با

|vn−1(tn)− vn−1(y)| = |⟨vn−1(ξ), Rtn(ξ)−Ry(ξ)⟩W 2
2
|

≤ ∥vn−1∥W 2
2
∥Rtn(ξ)−Ry(ξ)∥W 2

2
.

ͬ شود م نتیجه ،Ry(ξ) تقارن از
∥Rtn(ξ)−Ry(ξ)∥ → 0.

بنابراین،
|vn−1(tn)− vn−1(y)| → 0

داریم ،۵ .۲ .۲ نتیجه از .n→ ∞ و tn → y ͬ که هنگام

|vn−1(y)− v̄(y)| → 0 (n→ ∞).

سپس

vn−1(tn)
∥.∥

W2
2−−−−→ v̄(y) (n→ ∞).

پس است، پیوسته توابع g(.) چون

g(tn, vn−1(tn)) → g(y, v̄(y)) (n→ ∞).

داریم (۲۳ .۲) معادله در vn(t) برای .۲ .۳ .۲ لم

Lvn(tj) = Lv(tj) = g(tj , vj−1(tj)). (۲۴ .۲)

۳۵



تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

بنابراین ،j ≤ n کنید فرض برهان.

Lvn(tj) =
n∑

i=1

BiLΨ̄i(tj) =

n∑
i=1

Bi⟨LsΨ̄i(t),Φj(t)⟩W 2
2

=

n∑
i=1

Bi⟨Ψ̄i(t), L
∗Φj(t)⟩W 2

2
=

n∑
i=1

Bi⟨Ψ̄i(t),Ψj(t)⟩W 2
2

ͬ آوریم م دست به ،{Ψ̄i(t)}∞i=1 بودن متعامد از استفاده با
j∑

l=1

ρjlLvn(tl) =
n∑

i=1

Bi

〈
Ψ̄i(t),

j∑
l=1

ρjlΨl(t)

〉
W 2

2

=
n∑

i=1

Bi⟨Ψ̄i(t), Ψ̄j(t)⟩W 2
2

=Bj =

j∑
l=1

ρjlg(tl, vl−1(tl)).

آنگاه ،j = 1 اگر
Lvn(t1) = g(t1, v0(t1)).

آنگاه ،j = 2 اگر بعلاوه

ρ21Lvn(t1) + ρ22Lvn(t2) =ρ21g(t1, v0(t1)) + ρ22g(t2, v1(t2)),

یعنͬ،
Lvn(t2) = g(t2, v1(t2)).

ͬ آید م بە دست استقرا از استفاده با ترتیب، بە همین

Lvn(tj) = g(tj , vj−1(tj)).

رو، این از

v(t) =

∞∑
i=1

Biψ̄i(t)

بنابراین،
vn(t) = Pnv(t)

بنابراین است. {Ψ1,Ψ2, · · · ,Ψn} شده تولید فضای به W 2
2 [0, 1] متعامد تصویر ͷی Pn که

Lvn(tj) =⟨Lvn(t),Φj(t)⟩W 2
2
= ⟨vn(t), L∗Φj(t)⟩W 2

2
= ⟨Pnv(t),Ψj(t)⟩W 2

2

=⟨v(t), PnΨj(t)⟩W 2
2
= ⟨v(t),Ψj(t)⟩W 2

2
= ⟨v(t), L∗Φj(t)⟩W 2

2
=

=⟨Lv(t),Φj(t)⟩W 2
2
= Lv(tj).

جواب های سپس باشد، چͽال [0, T ] روی {ti}∞i=1 و باشد کراندار ∥vn∥W 2
2

کنید فرض .۳ .۳ .۲ قضیه
به همͽرا (۲۳ .۲) در vn(t) تقریبی

v(t) =
∞∑
i=1

i∑
k=1

ρikg(tk, vk−1)Ψ̄i(t). (۲۵ .۲)

۳۶



تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

،(۲۳ .۲) از همͽراست. ∥.∥W 2
2

نرم تعریف با (۲۳ .۲) در {vn}∞n=1 که ͬ کنیم م ثابت ابتدا، برهان.
که ͬ شود م استنباط

vn+1(t) = vn(t) +Bn+1Ψ̄n+1(t). (۲۶ .۲)

بنابراین است، متعامد {Ψ̄i}∞i=1 آنجایی که از

∥vn+1∥2W 2
2
= ∥vn∥2W 2

2
+ (Bn+1)

2 = · · · =
n+1∑
i=1

(Bi)
2, (۲۷ .۲)

که ͬ شود م نتیجه (۲۷ .۲) از .Bi =
∑i

k=1 ρikg(tk, vk−1(tk)) که

∥vn∥2W22 ≤ ∥vn+1∥2W 2
2
.

c ثابت بنابراین و همͽراست n → ∞ ͬ که هنگام ∥vn∥W 2
2

پس است، کراندار ∥vn∥2W 2
2

فرض طبق
نتیجه در .∑∞

i=1(Bi)
2 = c طوریͺه به دارد وجود

Bi ∈ l2 = {B|
∞∑
i=1

(Bi)
2 <∞}.

که ͬ شود م نتیجه ((۲۶ .۲) (طبق vn+1(t)− vn(t) تعامد از ،m > n کنید فرض

∥vm − vn∥2W 2
2
=∥vm − vm−1 + vm−1 − · · ·+ vn+1 − vn∥2W 2

2

=∥vm − um−1∥2W 2
2
+ · · ·+ ∥vn+1 − vn∥2W 2

2
.

که آنجا از
∥vm − vm−1∥2W 2

2
= (Bm)2,

نتیجه در
∥vm − vn∥2W 2

2
=

m∑
i=n+1

(Bi)
2 → 0 (n,m→ ∞).

.(n→ ∞) هنگامیͺه vn(t)
∥.∥

W2
2−−−−→ v̄(t) بنابراین است، کامل W 2

2 [0, T ] چونکه
,0]چͽال T ] روی {ti}∞i=1 اینکه دلیل به است. (۱۹ .۲) معادله جواب v̄(t) که ͬ کنیم م ثابت اکنون
از باشد. j → ∞ ͬ که هنگام tnj → t که طوری به {tnj} دنباله دارد وجود ،t ∈ [0, T ] هر برای است،

که ͬ شود م نتیجه ،۲ .۳ .۲ لم

Lvn(tnj ) = g(tnj , vnj−1(tk)).

داریم ،g پیوستگͬ و ۱ .۳ .۲ لم از j → ∞ کنید فرض رو این از

Lv̄(t) = g(t, v̄(t)).

آمده بە دست RKHS روش از vn(t) آن در که ،rn = ∥v(t)− vn(t)∥2W 2
2

کنید فرض .۴ .۳ .۲ قضیه
است. ∥.∥W 2

2
نرم با یͺنوا نزولͬ rn بنابراین است.

۳۷



تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

که کنید توجه برهان.

rn = ∥v(t)− un(t)∥2W 2
2
= ∥

∞∑
j=n+1

⟨v(t), Ψ̄j(t)⟩W 2
2
Ψ̄(t)∥2 =

∞∑
j=n+1

(
⟨v(t), Ψ̄j(t)⟩W 2

2

)2
,

rn−1 = ∥v(t)− vn−1(t)∥2W 2
2
= ∥

∞∑
j=n

⟨v(t), Ψ̄j(t)⟩W 2
2
Ψ̄j(t)∥2W 2

2
=

∞∑
j=n

(
⟨v(t), Ψ̄j(t)⟩W 2

2

)2
,

.rn(t) ≤ rn−1(t) داریم بنابراین،

عددی های مثال ۴ .۲

خطای ͬ دهیم. م ارایه عددی مثال چند ادامه در عمل، در شده پیشنهاد الͽوریتم دادن نشان منظور به
است زیر صورت به اینجا در مطلق

e(t) = |v(t)− vn(t)|.

.۱ .۴ .۲ مثال

D0.2
0+ v(t) + v(t)2 = − Γ(3)

Γ(2.8)
t1.8 − Γ(2)

Γ(1.8)
t0.8 + (t2 − t+ 1)2 (۲۸ .۲)

پادمتناوب شرط با

v(0) = −v(1) (۲۹ .۲)

در n = 40 انتخاب با مذکور روش از استفاده با است. v(t) = −t2 − t + 1 معادله این جواب
و T = 1 برای ۱ .۲ جدول در مطلق خطای مقادیر ͬ شود. م حاصل v40 تقریبی جواب [0, 1] بازه
داده نشان ۱ .۲ شͺل در مطلق خطای نمودارهای است. شده داده نمایش ti = i

n , i = 1, 2, . . . , n

است. شده

.۲ .۴ .۲ مثال
(۳۰ .۲)

D0.4
0+ v(t) +D0.3

0+ v(t) + ev(t) =
Γ(3)

Γ(2.6)
t1.6 +

Γ(2)

Γ(1.6)
t0.6 +

Γ(3)

Γ(2.7)
t1.7 +

Γ(2)

Γ(1.7)
t0.7 + et

2+t−1

پادمتناوب شرط با

v(0) = −v(1) (۳۱ .۲)

بازه در n = 40 انتخاب با مذکور روش از استفاده با است. v(t) = t2 + t − 1 معادله این جواب
در مطلق خطای مقادیر ͬ شود. م حاصل v40 تقریبی جواب و یابیم مͬ دست مطلوب خطای به [0, 1]
مطلق خطای نمودارهای است. شده داده نمایش ti = i

n , i = 1, 2, . . . , n و T = 1 برای ۲ .۲ جدول
است. شده داده نشان ۲ .۲ شͺل در
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تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا
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۱ .۴ .۲ مثال برای n = 40 با مطلق نمودارخطای :۱ .۲ شͺل
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۲ .۴ .۲ مثال برای n = 40 با مطلق نمودارخطای :۲ .۲ شͺل
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تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

n = 40 با ۱ .۴ .۲ مثال برای مطلق خطای :۱ .۲ جدول
ti v(t) n = 40 برای مطلق خطای n = 100 برای مطلق خطای
0 1 0.00426371 0.000427046

0.1 0.89 0.0364104 0.000739956

0.2 0.76 0.0283583 0.000682101

0.3 0.61 0.0674441 0.000630868

0.4 0.44 0.0857915 0.00058546

0.5 0.25 0.0915779 0.000546593

0.6 0.04 0.0921832 0.000513246

0.7 −0.19 0.0927251 0.0048416

0.8 −0.44 0.0965951 0.00460563

0.9 −0.71 0.106344 0.00442056

1 −1 0.124506 0.00427046

ͬ گیریم م نظر در را متناوب شرایط با زیر کسری دیفرانسیل معادله .۳ .۴ .۲ مثال

D0+
0.4v(t) +D0.3

0+ v(t) + v2(t)ev(t) =
Γ(4)

Γ(3.6)
t2.6 − 2

Γ(3)

Γ(2.6)
t1.6 +

Γ(2)

Γ(1.6)
t0.6

+
Γ(4)

Γ(3.7)
t2.7 − 2

Γ(3)

Γ(2.7)
t1.7 +

Γ(2)

Γ(1.7)
t0.7 + (t3 − 2t2 + t)2et

3−2t2+t, (۳۲ .۲)

v(0) = v(1),

و ͬ کنیم م انتخاب [0, 1] بازه در را n = 22 ما است. v(t) = t3−2t2+ t دقیق جواب .t ∈ [0, 1] برای
ti =

i
n , i = 1, 2, . . . , n و T = 1 برای ۳ .۲ جدول در مطلق خطای مقادیر ͬ رسیم. م مناسب دقت به

است. شده داده نشان ۳ .۲ شͺل در عددی ننایج و مطلق خطای نمودارهای است. شده گزارش
اینجا در

L = D0.4
0+ v(t) +D0.3

0+ v(t),

g(t, v(t)) =
Γ(4)

Γ(3.6)
t2.6 − 2

Γ(3)

Γ(2.6)
t1.6 +

Γ(2)

Γ(1.6)
t0.6 +

Γ(4)

Γ(3.7)
t2.7

− 2
Γ(3)

Γ(2.7)
t1.7 +

Γ(2)

Γ(1.7)
t0.7 + (t3 − 2t2 + t)2et

3−2t2+t − v2(t)ev(t),

و

Ψi(t) = LRy(t)|y=ti = D0.4
0+Rti(t) +D0.3

0+Rti(t), (۳۳ .۲)

ͬ آیند. م بە دست (۲۳ .۲) و (۲۲ .۲) از ترتیب به vn(t) و v(t) نهایت در
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تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

n = 40 با ۲ .۴ .۲ مثال برای مطلق خطای :۲ .۲ جدول
ti v(t) n = 40 برای مطلق خطای n = 110 برای مطلق خطای
0 −1 0.0058168 0.000427046

0.1 −0.89 0.0665875 0.000739956

0.2 −0.76 0.0172594 0.000682101

0.3 −0.61 0.0252116 0.000630868

0.4 −0.44 0.0597998 0.00058546

0.5 −0.25 0.0869028 0.000546593

0.6 −0.04 0.107459 0.00513246

0.7 0.19 0.122633 0.0048416

0.8 0.44 0.133643 0.00460563

0.9 0.71 0.141613 0.00422056

1 1 0.147462 0.00427046

ͬ گیریم م نظر در را زیر متناوب شرایط با کسری دیفرانسیل معادله .۴ .۴ .۲ مثال

D0.6
0+ v(t) +D0.5

0+ v(t)+D
0.2
0+ v(t) + sinh(v(t))(1− t) =

Γ(3)

Γ(2.4)
t1.4 − Γ(2)

Γ(1.4)
t0.4

+
Γ(3)

Γ(2.5)
t1.5 − Γ(2)

Γ(1.5)
t0.5 +

Γ(3)

Γ(2.8)
t1.8

− Γ(2)

Γ(1.8)
t0.8 + sinh(t2 − t)(1− t),

v(0) = v(1),

ͬ رسیم م [0, 1] در مناسب دقت به نقطه n = 20 با است. v(t) = t2 − t دقیق جواب .t ∈ [0, 1] برای
در مطلق خطای مقادیر ͬ آوریم. م بە دست را v20 تقریبی جواب پیشنهادی روش از استفاده با و
و مطلق خطای نمودارهای است. شده گزارش ti =

i
n i = 1, 2, . . . , n و T = 1 برای ۴ .۲ جدول

است. شده داده نشان ۴ .۲ شͺل در عددی نتایج

بͽیرید نظر در را متناوب شرایط با زیر کسری مرتبه از دیفرانسیل معادله .۵ .۴ .۲ مثال

Dη1
0+
v(t)+Dη0

0+
v(t) =

Γ(3)

Γ(3− η1)
t2−η1 − 2

Γ(2)

Γ(2− η1)
t1−η1

+
Γ(3)

Γ(3− η0)
t2−η0 − 2

Γ(2)

Γ(2− η0)
t1−η0 ,

v(0) = v(2),

ti =
i
n , i = گرفتن با روش، این از استفاده با است. v(t) = t2 − 2t دقیق جواب .t ∈ [0, 2] برای

داده نشان η0 = 0.2 η1 = 0.5 برای ۵ .۲ جدول در عددی نتایج T = 2 و n = 10 برای 1, 2, . . . , 2n
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تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا
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۱ .۴ .۴ مثال برای n = 22 با مطلق خطای و عددی نتایج نمودارهای :۳ .۲ شͺل
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۴ .۴ .۲ مثال برای n = 20 با مطلق خطای و عددی حل نمودارهای :۴ .۲ شͺل
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تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

n = 22 با ۳ .۴ .۲ مثال برای مطلق خطای :۳ .۲ جدول
ti v(t) v22(t) مطلق خطای
0 0 3.68224× 10−15 3.68224× 10−15

0.1 0.081 0.0808825 0.000223837

0.2 0.128 0.127862 0.000172347

0.3 0.147 0.14684 0.000157614

0.4 0.144 0.143828 0.000150239

0.5 0.125 0.12483 0.000143359

0.6 0.096 0.0958422 0.000134868

0.7 0.063 0.0628596 0.000124506

0.8 0.032 0.0318794 0.000112694

0.9 0.009 0.00890275 0.0000997064

1 0 −1.55353× 10−15 1.55353× 10−15

تقریبی جواب از نمودار سه ͬ رسیم. م مناسبی دقت به نقاط تعداد این انتخاب با فقط که است شده
است. شده ترسیم ۵ .۲ شͺل در η1, η0 برای

گیری نتیجه ۵ .۲

گیری بͺار با را پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری دیفرانسیل معادله حل رساله از فصل این در
ͷی توسط تقریبی جواب دادە ایم. قرار بررسͬ و بحث مورد هیلبرت فضای تولیدی باز هسته روش
همͽرایی همچنین زد. تقریب را مسئله جواب ͬ توان م آن کردن منقطع با که ͬ شود م داده نشان سری

ͬ کند. م تایید را روش کارایی که شده داده نشان روش
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تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

n = 20 با ۴ .۴ .۲ مثال برای مطلق خطای :۴ .۲ جدول
ti v(t) v20(t) مطلق خطای
0 0 −4.10863550× 10−16 4.10863550× 10−16

0.1 −0.09 −0.092247 0.00224696

0.2 −0.16 −0.161132 0.00113237

0.3 −0.21 −0.210852 0.000852089

0.4 −0.24 −0.240714 0.000713747

0.5 −0.25 −0.250521 0.00062149

0.6 −0.24 −0.240549 0.000549103

0.7 −0.21 −0.210485 0.000485426

0.8 −0.16 −0.160424 0.000423569

0.9 −0.09 −0.0903508 0.000350814

1 0 −7.51086× 10−16 7.51086× 10−16

n = 10 با ۵ .۴ .۲ مثال برای عددی نتایج :۵ .۲ جدول

ti v(t) η0 = 0.4, η1 = 0.5 مطلق خطای η0 = 0.5, η1 = 0.6 مطلق خطای η0 = 0.2, η1 = 0.5 مطلق خطای
0 0 0 0 0

0.2 −0.36 0.009983 0.01401 0.00818945

0.4 −0.64 0.003524 0.006186 0.00231702

0.6 −0.84 0.003037 0.005071 0.00207829

0.8 −0.96 0.00225 0.003904 0.0014633

1 −1 0.001765 0.00308 0.00113105

1.2 −0.96 0.001352 0.002376 0.000852181

1.4 −0.84 0.00098 0.00173 0.00060833

1.6 −0.64 0.000621 0.001099 0.000376393

1.8 −0.36 0.000142 0.000324 0.0000452721

2 0 3.37181× 10−14 3.4689× 10−14 3.3158× 10−14
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تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

۵ .۴ .۲ مثال برای n = 10 با عددی نتایج نمودار :۵ .۲ شͺل
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۳ فصل

با کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه حل
باز هسته روش از استفاده با متناوب شرایط

تولیدی

مقدمه ۱ .۳

کرد. مدل کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه قالب در ͬ توان م را طبیعͬ جهان رویدادهای از بسیاری
مثال، عنوان به ͬ پردازند. م کسری دیفرانسیل معادلات های دستگاه به که دارند وجود زیادی مقالات
موقت جواب های با کسری دیفرانسیل معادلات های دستگاه ͷی برای تکراری روش ͷی [۴۸] در
های دستگاه حل برای دیفرانسیل تبدیل روش از ۲ مومانͬ و ۱ ارتورک است. شده ارایه ای نقطه دو

.[۴۹ ،۴۵] غیره و اند کرده استفاده [۴۴] در کسری دیفرانسیل معادلات
است. قدرتمند بسیار غیرخطͬ و خطͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه حل برای هسته بازتولید نظریه
ارایه دیفرانسیل معادلات دستگاه تقریبی جواب یافتن برای را RKHS الͽوریتم مقالات از بسیاری
دقیق های جواب به یͺنواخت طور به تقریبی های جواب روش این در . [۵۲ ،۵۱ ،۵۰ ،۴۶] ͬ دهند م
دیفرانسیل معادلات دستگاه برای قدرتمندی و آسان سازی پیاده RKHS روش ͬ شوند. م همͽرا

.[۵۳ ،۴۸] دارد کسری
ͬ کنیم: م اعمال زیر صورت به کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه برای را RKSH روش اکنون

µ(1)n Dηn(1)

0+
v1(t) + µ

(1)
n−1D

ηn−1
(1)

0+
v1(t) + · · ·+ µ

(1)
0 Dη0(1)

0+
v1(t) = g1(t, v1(t), v2(t), . . . , vn(t)),

(۱ .۳)
µ(2)n Dηn(2)

0+
v2(t) + µ

(2)
n−1D

ηn−1
(2)

0+
v2(t) + · · ·+ µ

(2)
0 Dη0(2)

0+
v2(t) = g2(t, v1(t), v2(t), . . . , vn(t)),

...

µ(n)n Dηn(n)

0+
vn(t) + µ

(n)
n−1D

ηn(n)

0+
vn(t) + · · ·+ µ

(n)
0 Dη0(n)

0+
vn(t) = gn(t, v1(t), v2(t), . . . , vn(t)),

1 Vedat Suat Ertürk
2Shaher Momani

۴۶
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متناوب شرایط با

v1(0) = v1(1), (۲ .۳)

v2(0) = v2(1),

...

vn(0) = vn(1),

، µ(s)j ∈ R(j = 0, 1, . . . , n), µ
(s)
n ̸= 0, t ∈ [0, 1] و 0 ≤ η

(s)
0 < η

(s)
1 < · · · < η

(s)
n < 1 که

W 1
2 [0, 1] در gs(t, v1(t), v2(t), . . . , vn(t)) شوند، معلوم باید که هستند مجهول توابع vs ∈W 2

2 [0, 1]

گرین تابع از استفاده با جواب بودن منحصربە فرد و وجود [۴۲] در .s = 1, . . . , n با هستند پیوسته
است. شده ثابت مساله این برای

به فضا این در Ky(t) تولید باز هسته تابع و است تولیدی باز هسته فضای W 2
2 [0, 1] .۱ .۱ .۳ ملاحظه

صورت

Ry(t) =


∑4

i=1 bi(y)t
i−1, t ≤ y,∑4

i=1 ci(y)t
i−1, t > y,

(۳ .۳)

بە صورت W 2
2 [0, 1] فضا در Ry(t)

Ry(t) =



1

48
(48− 8t3 + 12ty + 6t3y + 6t2y − 18ty2 y ≤ t,

−9t2y2 + 3t3y2 + 6ty3 + 3t2y3 − t3y3),
1

48
(48 + 12ty − 18t2y + 6t3y − 9t2y2 y > t.

+6ty2 + 3t3y2 − 8y3 + 6ty3 + 3t2y3 − t3y3),

در .۲ .۱ .۳ تعریف
W 1

2 [0, 1] = {v|vپیوسته مطلقا , v′ ∈ L2[0, 1]}

است: زیر شͺل به تولید باز هسته

ry(t) =

t+ 1, t ≤ y,

y + 1, t > y.

تولید باز هسته روش ساختار ۲ .۳

روش ͷی سپس است. شده ارائه متعامد پایه ͷی و شده فرموله L خطͬ دیفرانسیل عملͽر اینجا در
ͬ شود. م معرفͬ (۲ .۳) شرایط با (۱ .۳) مساله حل برای تکراری

کنید فرض ابتدا،
Ls :W

2
2 [0, 1] →W 1

2 [0, 1]

۴۷
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که طوری به باشد پذیر معکوس کراندار خطͬ عملͽر

Lsvs(t) =

n∑
j=0

µ
(s)
j D

ηj
(s)

0+
vs(t), s = 1, 2, · · · , n, (۴ .۳)

ͬ شود: م تبدیل زیر صورت به (۲ .۳) شرایط با (۱ .۳) }سپس
(Lsvs)(t) = gs(t, v1(t), v2(t), . . . , vn(t)), 0 ≤ t ≤ 1,

vs(0) = vs(1),
(۵ .۳)

است. s = 1, . . . , n که
است. کراندار خطͬ عملͽر Ls .۱ .۲ .۳ لم

عملͽر ͷی Ls که کنیم ثابت است کافͬ بنابراین، است. خطͬ عملͽر ͷی Ls که است واضح برهان.
ͬ گیریم م ،(۲ .۱ .۳) تعریف از است. کراندار

∥Lsvs∥2W 1
2
= ⟨Lsvs(t), Lsvs(t)⟩W 1

2
= [(Lsvs)(0)]

2 +

∫ 1

0
[(Lsvs)

′(t)]2dt.

آنجاکه از

vs(t) = ⟨vs(y), Rt(y)⟩W 2
2
, (Lvs)(t) = ⟨vs(y), LsRt(y)⟩W 2

2
,

داریم شوارتز نامساوی با

|(Lsvs)(t)| ≤ ∥LsRt∥W 2
2
∥vs∥W 2

2
=M1∥vs∥W 2

2
,

مشابه طور به
(Lsvs)

′(t) = ⟨vs(y), (LsRt(y))
′⟩W 2

2
,

بنابراین و
|(Lsvs)

′(t)| ≤ ∥(LsRt)
′∥W 2

2
∥vs∥W 2

2
=M2∥vs∥W 2

2
,

نهایت در

∥(Lsvs)∥2W 1
2
= [(Lsvs)(0)]

2 +

∫ 1

0
[(Lsvs)

′(t)]2dx ≤ (M2
1 +M2

2 )∥vs∥W 2
2
=M∥vs∥W 2

2
,

هستند. M =M2
1 +M2

2 > 0 و مثبت های ثابت M1,M2 > 0 آن در که

دادن قرار با W 2
2 [0, در[1 {Ψi(t)}∞i=1 متعامد سیستم ͷی

Φi(t) = rti(t)

و است W 1
2 [0, T ] فضای در بازتولید هسته rt(.) که

Ψi = L⋆
sΦi(t)

و است چͽال [0, 1] در {ti}∞i=1 که ͬ سازیم م

L⋆
s :W

1
2 [0, 1] →W 2

2 [0, 1]

است. Ls الحاقͬ عملͽر

۴۸
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W 2
2 [0, 1] در کامل سیستم {Ψi(t)}∞i=1 آنگاه باشد، چͽال [0, 1] روی {ti}∞i=1 اگر [۴۳] .۲ .۲ .۳ لم

است.

زیر شرح به {Ψi(t)}∞i=1 اشمیت گرام فرآیند از که است W 2
2 [0, 1] فضای متعامد پایه {Ψ̄i(t)}∞i=1

ͬ آید م بدست

Ψ̄i(t) =

i∑
k=1

ρikΨk(t),

است زیر شرح به ρik متعامد ضرایب که

ρ11 =
1

∥ Ψ1 ∥
,

ρii =
1√

∥ Ψi ∥2 −
∑i−1

k=1 d
2
ik

,

ρij =
−
∑i−1

k=j dikρkj√
∥ Ψi ∥2 −

∑i−1
k=1 d

2
ik

,

.dik =< Ψi, Ψ̄k >W 2
2

که

توسط شده داده (۵ .۳) جواب vs(t) و باشد چͽال W 2
2 [0, 1] روی {ti}∞i=1 کنید فرض .۳ .۲ .۳ قضیه

vs(t) =

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρikgs(tk, v1(tk), v2(tk), · · · , vn(tk))Ψ̄i(t), (۶ .۳)

تقریبی جواب و

vs,n(t) =

n∑
i=1

i∑
k=1

ρikgs(tk, v1(tk), v2(tk), · · · , vn(tk))Ψ̄i(t). (۷ .۳)

بنابراین باشد، (۱ .۳) معادله از فرد به منحصر جواب vs ∈W 2
2 [0, 1] کنید فرض برهان.

vs(t) =

∞∑
i=1

⟨vs(t), Ψ̄i(t)⟩w2
2
Ψ̄i(t)

=
∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik⟨vs(t),Ψk(t)⟩w2
2
Ψ̄i(t)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik⟨vs(t), L∗
sΦk(t)⟩w2

2
Ψ̄i(t)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik⟨Lvs(t),Φk(t)⟩w2
2
Ψ̄i(t)

=
∞∑
i=1

i∑
k=1

ρikgs(tk, v1(tk), v2(tk), · · · , vn(tk))Ψ̄i(t).

۴۹
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همͽرایی آنالیز ۳ .۳

به (۹ .۳) معادله در vs,n(t) که داد خواهیم نشان و است شده داده خطا و همͽرایی بخش، این در
RKHS نظریه از مهم نتیجه ͷی این ͬ شود. م همͽرا (۱ .۳) معادله دقیق جواب به یͺنواخت طور

است.

که به گونە ای دارد وجود M s > 0 ثابت های آنگاه باشد، W 2
2 [0, 1] vs(t)در اگر .۱ .۳ .۳ قضیه

|v(i)s (t)| ≤M s∥vs∥W 2
2
, s = 1, · · · , n , i = 1, 2.

داریم t ∈ [0, 1] هر برای برهان.

|vs(t)| = |⟨vs(ξ), Rt(ξ)⟩W 2
2
| ≤ ∥Rt(ξ)∥W 2

2
∥vs(ξ)∥W 2

2
≤M s

1∥vs(ξ)∥W 2
2
,

همچنین

|v′s(t)| = |⟨vs(ξ),
∂Rt(ξ)

∂t
⟩W 2

2
| ≤ ∥∂Rt(ξ)

∂t
∥W 2

2
∥vs(ξ)∥W 2

2
≤M s

2∥vs(ξ)∥W 2
2
,

هستند. M s = max{M s
1 ,M

s
2} و مثبت های ثابت M s

1 ,M
s
2 > 0 که

دقیق جواب های به یͺنواخت طور به ترتیب به v′s,n(t) و vs,n(t) تقریبی جواب های .۲ .۳ .۳ نتیجه
هستند. همͽرا v′s(t) و vs(t)

داریم ،t ∈ [0, 1] هر برای ،(۱ .۳ .۳) قضیه طبق برهان.

|v(i)s,n(t)− v(i)s (t)| =|⟨vs,n(ξ)− vs(ξ),
∂iRt(ξ)

∂t
⟩W 2

2
|

≤∥∂
iRt(ξ)

∂t
∥W 2

2
∥vs,n(ξ)− vs(ξ)∥W 2

2

≤M s
i ∥vs,n(ξ)− vs(ξ)∥W 2

2
,

n −→ ͬ که هنگام vs,n(ξ)
∥.∥

W2
2−−−−→ vs(ξ) اگر بنابراین، هستند. مثبت ثابت M s

i و i = 0, 1 آن در که
ͬ شوند. م همͽرا v′s(t) و vs(t) به یͺنواخت طور به v′s,n(t) و vs,n(t) تقریبی ∞،جوابهای

(۲ .۳) و (۱ .۳) معادلات جواب برای زیر حالت دو از RKHS روش اساس بر .۳ .۳ .۳ ملاحظه
ͬ کنیم. م استفاده

و (۶ .۳) ترتیب به تقریبی و دقیق جواب های سپس باشد، خطͬ (۱ .۳) کنید فرض اول. حالت
هستند. همͽرا (۷ .۳)

را (۱ .۳) جواب (۶ .۳) به توجه با حالت این در باشد، غیرخطͬ (۱ .۳) کنید فرض دوم. حالت
ͬ دهیم. م نشان زیر شͺل به

vs(t) =
∞∑
i=1

As
i Ψ̄i(t), (۸ .۳)

۵۰
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که
As

i =
i∑

k=1

ρsikgs(tk, v1,k−1(tk), v2,k−1(tk) · · · , vn,k−1(tk))

دهید قرار منظور، این برای آورد. خواهیم بە دست را As
i ما Bs

i از استفاده با و هستند مجهول
داریم زیر صورت به را vs,n(t) و vs,0(t) = 0

vs,n(t) =
n∑

i=1

Bs
i Ψ̄i(t), (۹ .۳)

شͺل به Ψ̄i(t) از Bs
i که

Bs
1 =ρ11gs(t1, v1,0(t1), v2,0(t1), . . . , vn,0(t1)),

vs,1(t) = Bs
1Ψ̄1(t),

Bs
2 =

2∑
k=1

ρ2kgs(tk, v1,k−1(tk), v2,k−1(tk), . . . , vn,k−1(tk)),

vs,2(t) =
2∑

i=1

Bs
i Ψ̄i(t),

...

vs,n−1(t) =
n−1∑
i=1

Bs
i Ψ̄i(t),

Bs
n =

n∑
k=1

ρnkgs(tk, v1,k−1(tk), v2,k−1(tk), . . . , vn,k−1(tk)).

ͬ کند. م برآورده را (۲ .۳) شرایط (۹ .۳) معادله در vs,n(t) که کنیم تضمین ͬ توانیم م

است برقرار ،(۹ .۳) معادله در vs,n(t) برای .۴ .۳ .۳ لم

Lsvs,n(tj) = Lsvs(tj) = gs(tj , v1,j−1(tj), v2,j−1(tj), . . . , vn,j−1(tj)). (۱۰ .۳)

باشد j ≤ n کنید فرض بنابراین، ͬ آید. م بە دست زیر ریاضͬ استقراء با اثبات برهان.

Lsvs,n(tj) =

n∑
i=1

Bs
iLsΨ̄i(tj) =

n∑
i=1

Bs
i ⟨LsΨ̄i(t),Φj(t)⟩W 1

2

=

n∑
i=1

Bs
i ⟨Ψ̄i(t), L

∗
sΦj(t)⟩W 2

2
=

n∑
i=1

Bs
i ⟨Ψ̄i(t),Ψj(t)⟩W 2

2

داریم ما ،{Ψ̄i(t)}∞i=1 بودن متعامد بە دلیل
j∑

ϱ=1

ρjϱLsvs,n(tϱ) =
n∑

i=1

Bs
i

〈
Ψ̄i(t),

j∑
ϱ=1

ρjϱΨϱ(t)

〉
W 2

2

=
n∑

i=1

Bs
i ⟨Ψ̄i(t), Ψ̄j(t)⟩W 2

2

=Bs
j =

j∑
ϱ=1

ρjϱgs(tϱ, v1,ϱ−1(tϱ), v2,ϱ−1(tϱ), . . . , vn,ϱ−1(tϱ)).

۵۱
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آنگاه باشد، j = 1 اگر

Lsvs,n(t1) = gs(t1, v1,0(t1), v2,0(t1), . . . , vn,0(t1)).

پس باشد، j = 2 اگر این، بر علاوه

ρ21Lsvs,n(t1) + ρ22Lsvs,n(t2) =ρ21gs(t1, v1,0(t1), v2,0(t1), . . . , vn,0(t1))

+ ρ22gs(t2, v1,1(t2), v2,1(t2), . . . , vn,1(t2))

ͬ دهد م نتیجه ترتیب، همین به Lsvs,n(t2) = gs(t2, v1,1(t2), . . . , vn,1(tn)). یعنͬ،

Lsvs,n(tj) = gs(tj , v1,j−1(tj), v2,j−1(tj), . . . , vn,j−1(tj)).

ͬ شود م نتیجه ،(۹ .۳) معادله حد گرفتن نظر در با که است واضح

vs(t) =

∞∑
i=1

Bs
i ψ̄i(t).

بنابراین،
vs,n(t) = Pnvs(t)

سپس است. { Ψ1,Ψ2, · · · ,Ψn} شده تولید فضای به W 2
2 [0, 1] متعامد تصویر ͷی Pn که

Lsvs,n(tj) =⟨Lsvs,n(t),Φj(t)⟩W 1
2
= ⟨vs,n(t), L∗

sΦj(t)⟩W 2
2
= ⟨Pnvs(t),Ψj(t)⟩W 2

2

=⟨vs(t), PnΨj(t)⟩W 2
2
= ⟨vs(t),Ψj(t)⟩W 2

2
= ⟨vs(t), L∗

sΦj(t)⟩W 2
2
=

=⟨Lsvs(t),Φj(t)⟩W 1
2
= Lsvs(tj).

پیوسته [0, 1] در gs(t, v1, v2, · · · , vn) و vs,n(t)
∥.∥

W2
2−−−−→ vs(t), tn → y, (n → ∞), اگر .۵ .۳ .۳ لم

بنابراین vi ∈ (−∞,+∞) به نسبت باشد

gs(tn, v1,n−1(tn), v2,n−1(tn), . . . , vn,n−1(tn)) → gs(y, v1(y), v2(y), . . . , vn(y)) as n→ ∞.

کنید توجه برهان.

|vs,n−1(tn)− vs(y)| = |vs,n−1(tn)− vs,n−1(y) + vs,n−1(y)− vs(y)|

≤ |vs,n−1(tn)− vs,n−1(y)|+ |vs,n−1(y)− vs(y)|.

که ͬ آید م بە دست Ry(ξ) تولید باز ویژگͬ با

|vs,n−1(tn)− vs,n−1(y)| = |⟨vs,n−1(ξ), Rtn(ξ)−Ry(ξ)⟩W 2
2
|

≤ ∥vs,n−1∥W 2
2
∥Rtn(ξ)−Ry(ξ)∥W 2

2
.

آنگاه باشد، متقارن Ry(ξ) اگر
∥Rtn(ξ)−Ry(ξ)∥ → 0.

۵۲
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بنابراین
|vs,n−1(tn)− vs,n−1(y)| → 0 (tn → y, n→ ∞).

داریم ۲ .۳ .۳ نتیجه از
|vs,n−1(y)− vs(y)| → 0 (n→ ∞).

بنابراین

vs,n−1(tn)
∥.∥

W2
2−−−−→ vs(y) (n→ ∞).

داریم gs(.) پیوستگͬ از

gs(tn, v1,n−1(tn), v2,n−1(tn), . . . , vn,n−1(tn)) → gs(y, v1(y), v2(y), . . . , vn(y)) (n→ ∞).

باشد کراندار (۹ .۳) معادله در ∥vs,n∥W 2
2

و باشد چͽال [0, 1] در {ti}∞i=1 کنید فرض .۶ .۳ .۳ قضیه
به همͽرا vs,n(t) آنگاه

vs(t) =
∞∑
i=1

i∑
k=1

ρikgs(tk, v1,k−1(tk), v2,k−1(tk), . . . , vn,k−1(tk))Ψ̄i(t), s = 1, 2, · · · , n.

(۱۱ .۳)

استنباط ،(۹ .۳) معادله از است. همͽرا ∥.∥W 2
2

در {vs,n}∞n=1 دنباله که داد خواهیم نشان ابتدا، برهان.
که ͬ شود م

vs,n+1(t) = vs,n(t) +Bs
n+1Ψ̄

s
n+1(t).

که ͬ آید م بە دست ،{Ψ̄s
i}∞i=1 بودن متعامد از استفاده با

(۱۲ .۳)

∥vs,n+1∥2W 2
2
= ∥vs,n∥2W 2

2
+ (Bs

n+1)
2 = ∥vs,n−1∥2W 2

2
+ (Bs

n)
2 + (Bs

n+1)
2 = · · · =

n+1∑
i=1

(Bs
i )

2

Bs
i =

∑i
k=1 ρikgs(tk, v1,k−1(tk), v2,k−1(tk), . . . , vn,k−1(tk)) که

داریم (۱۲ .۳) از بنابراین
∥vs,n∥2W 2

2
≤ ∥vs,n+1∥2W 2

2
.

دارد وجود بنابراین .n→ ∞ ͬ که زمان همͽراست ∥vs,n∥2W 2
2

پس است کراندار ∥vs,n∥2W 2
2

آنجایی که از
نتیجه در .∑∞

i=1(B
s
i )

2 = cs طوری که به ثابتͬ cs

Bs
i ∈ l2 = {B|

∞∑
i=1

(Bi)
2 <∞}.

داریم vs,n+1(t)− vs,n(t), n = 2, 3, · · · بودن متعامد با ،m > n کنید فرض

∥vs,m − vs,n∥2W 2
2
=∥vs,m − vs,m−1 + vs,m−1 − · · ·+ vs,n+1 − vs,n∥2W 2

2

=∥vs,m − us,m−1∥2W 2
2
+ · · ·+ ∥vs,n+1 − vs,n∥2W 2

2
.
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تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

این، بر علاوه
∥vs,m − vs,m−1∥2W 2

2
= (Bs

m)2.

نتیجه، در

∥vs,m − vs,n∥2W 2
2
=

m∑
i=n+1

(Bs
i )

2 → 0 n,m→ ∞.

که طوری به دارد وجود W 2
2 [0, 1] v̄s(t)در ͷی ،W 2

2 [0, 1] بودن کامل به توجه با

vs,n(t)
∥.∥

W2
2−−−−→ vs(t), s = 1, · · · , n (n→ ∞).

{ti}∞i=1 اینکه دلیل به است. (۵ .۳) معادله جواب v̄s(t) که داد خواهیم نشان دوم، مرحله در
ͬ که هنگام {tnj} → t طوری که بە  tnj دنباله زیر ͷی ،t ∈ [0, 1] هر برای است، چͽال [0, 1] روی

داریم (۴ .۳ .۳) لم از jباشد. → ∞

Lsvs,n(tnj ) = gs(tnj , v1,nj−1(tk), v2,nj−1(tk), . . . , vn,nj−1(tk)).

ͬ شود م حاصل ،gs پیوستگͬ و (۵ .۳ .۳) لم توسط j → ∞ کنید فرض بنابراین،

Lsv̄s(t) = gs(t, v̄1(t), v̄2(t), . . . , v̄n(t)).

و (۶ .۳) معادلات با بە ترتیب vs(t) و vs,n(t) که εsn = ∥vs(t)−vs,n(t)∥W 2
2

کنید فرض .۷ .۳ .۳ قضیه
.n→ ∞ ͬ که هنگام εsn → 0 و ∥.∥W 2

2
در هستند نزولͬ یͺنواخت طور به εsn پس اند. شده داده (۷ .۳)

وضوح به برهان.

εsn
2 = ∥vs(t)− vs,n(t)∥2W 2

2
= ∥

∞∑
i=n+1

Bs
i Ψ̄i(t)∥2W 2

2
=

∞∑
i=n+1

(Bs
i )

2 ,

و

εsn−1
2 = ∥vs(t)− vs,n−1(t)∥2W 2

2
= ∥

∞∑
i=n

Bs
i Ψ̄i(t)∥2W 2

2
=

∞∑
i=n

(Bs
i )

2 .

.εsn ≤ εsn−1 بنابراین،

عددی مثالهای ۴ .۳

ͬ گیرند. م قرار بررسͬ مورد پیشنهادی الͽوریتم کارایی و اعتبار دادن نشان برای عددی آزمون دو اکنون
صورت به مطلق خطای و ͬ شود م استفاده متمتیͺا افزاری نرم بسته از محاسبات فرآیند انجام برای

است زیر
e(t) = |v(t)− vn(t)|.

۵۴



تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

ͬ گیریم. م نظر در را (FⅮⅮEs) کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه .۱ .۴ .۳ مثال

D0.9
0+ v1(t) + v21(t)v2(t)e

v3(t) =
Γ(4)

Γ(3.1)
t2.1 − Γ(2)

Γ(1.1)
t0.1+(t3 − t)2(t3 − t2)et

2−t,

D0.6
0+ v2(t) +D0.5

0+ v2(t)− cos(v1(t))(1− t)v2(t) + v23(t) =
Γ(4)

Γ(3.4)
t2.4 − Γ(3)

Γ(2.4)
t1.4 (۱۳ .۳)

+
Γ(4)

Γ(3.5)
t2.5 − Γ(3)

Γ(2.5)
t1.5 − cos(t3 − t)(1− t)(t3 − t2) + (t2 − t)2,

D0.5
0+ v3(t) +D0.3

0+ v3(t) + v1(t)
2 − v1(t)v2(t)v3(t) =

Γ(3)

Γ(2.5)
t1.5 − Γ(2)

Γ(1.5)
t0.5 +

Γ(3)

Γ(2.7)
t1.7

− Γ(2)

Γ(1.7)
t0.7 + (t3 − t)2 − (t3 − t)(t2 − t)(t3 − t2),

متناوب شرایط با

v1(0) = v1(1),

v2(0) = v2(1), (۱۴ .۳)
v3(0) = v3(1).

شده، ارائه روش از استفاده با هستند. دقیق جواب های v3(t) = t2−t و v1(t) = t3−t, v2(t) = t3−t2

ͬ آوریم م دست به [0, 1] در n = 20 با را تقریبی های جواب و ti = i
n , i = 1, 2, . . . , n ͬ دهیم م قرار

،(۱ .۳) جداول(۳. ۲) در عددی نتایج ͬ رسیم. م مناسبی دقت به نقاط تعداد این انتخاب با فقط که
مطلق خطاهای نمودار (۱ .۴) شͺل در است. شده داده v3(t) و v1(t), v2(t) متغیرهای برای (۳ .۳) و

است. شده داده نشان v3(t) و v1(t), v2(t)

n = 20 با (۱ .۴ .۳) مثال برای v1(t) عددی نتایج :۱ .۳ جدول
ti v1(t) تقریبی جواب مطلق خطای
0 0 0 0

0.1 −0.099 0.0984276 0.57243× 10−4

0.2 −0.192 0.191545 0.454651× 10−4

0.3 −0.273 0.272644 0.356147× 10−4

0.4 −0.336 0.335743 0.257369× 10−4

0.5 −0.375 0.374847 0.15268× 10−4

0.6 −0.384 0.383957 0.428434× 10−5

0.7 −0.357 0.357066 0.659764× 10−5

0.8 −0.288 0.288162 0.162007× 10−4

0.9 −0.171 0.171224 0.224479× 10−4

1 0 9.03592× 10−17 9.03592× 10−17
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تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

n = 20 با (۱ .۴ .۳) مثال برای v2(t) عددی نتایج :۲ .۳ جدول
ti v2(t) تقریبی جواب مطلق خطای
0 0 0 0

0.1 −0.009 −0.00901526 0.152639× 10−5

0.2 −0.032 −0.0318092 0.190844× 10−4

0.3 −0.063 −0.0626982 0.301787× 10−4

0.4 −0.096 −0.0956482 0.351844× 10−4

0.5 −0.125 −0.124641 0.358934× 10−4

0.6 −0.144 −0.143667 0.332832× 10−4

0.7 −0.147 −0.146722 0.278134× 10−4

0.8 −0.128 −0.127801 0.199052× 10−4

0.9 −0.081 −0.0809187 0.813207× 10−5

1 0 −3.95224× 10−15 3.95224× 10−15

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008

Absolute error v2

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

0.0001

0.0002

0.0003

0.0004

0.0005

0.0006

0.0007

Absolute error v1

۵۶



تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

n = 20 با (۱ .۴ .۳) مثال برای v3(t) عددی نتایج :۳ .۳ جدول
ti v3(t) تقریبی جواب مطلق خطای
0 0 0 0

0.1 −0.09 −0.0898389 0.000161065

0.2 −0.16 −0.159889 0.000110552

0.3 −0.21 −0.20992 0.0000804246

0.4 −0.24 −0.239935 0.000064657

0.5 −0.25 −0.249944 0.0000555039

0.6 −0.24 −0.239952 0.0000481118

0.7 −0.21 −0.209962 0.000038423

0.8 −0.16 −0.159977 0.0000230624

0.9 −0.09 −0.0899998 2.37125× 10−7

1 0 8.48137× 10−16 8.48137× 10−16

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

0.00005

0.00010

0.00015

0.00020

0.00025

Absolute error v3

(۱۴ .۳) شرایط با (۱۳ .۳) کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه برای RKHS روش از استفاده با مطلق خطاهای نمودارهای :۱ شͺل
.[۰،۱] بازه در n = 20 تکرار در

بͽیرید نظر در را زیر کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه .۲ .۴ .۳ مثال

D0.4
0+ v1(t) +D0.2

0+ v1(t)− v1(t) + v2(t)
3 =

Γ(5)

Γ(4.6)
t3.6 − Γ(4)

Γ(3.6)
t2.6 +

Γ(5)

Γ(4.8)
t3.8

− Γ(4)

Γ(3.8)
t2.8 − (t4 − t3) + (t3 − 2t2 + t)3,

(۱۵ .۳)

D0.7
0+ v2(t)− v2(t) sinh(v1(t)) =

Γ(4)

Γ(3.3)
t2.3−2

Γ(3)

Γ(2.3)
t1.3 +

Γ(2)

Γ(1.3)
t0.3

−(t3 − 2t2 + t) sinh(t4 − t3),
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تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

زیر متناوب شرایط با

v1(0) = v1(1), (۱۶ .۳)
v2(0) = v2(1).

مناسبی دقت به n = 35 انتخاب با هستند. v2(t) = t3 − 2t2 + t و v1(t) = t4 − t3 دقیق جواب های
نتایج ͬ دهیم. م قرار [0, 1] روی را n = 35 و ti = i

n , i = 1, 2, . . . , n حاضر، روش طبق ͬ رسیم. م
شͺل است. شده داده نشان v2(t) و v1(t) متغیرهای برای ترتیب به (۵ .۳) و (۴ .۳) جداول در عددی

ͬ دهد. م نشان را v2(t) و v1(t) مطلق خطاهای نمودار (۴ .۳)

n = 35 با (۲ .۴ .۳) مثال برای v1(t) عددی نتایج :۴ .۳ جدول
ti v1(t) تقریبی جواب مطلق خطای
0 0 0 0

0.1 −0.0009 0.000891222 8.77754× 10−6

0.2 −0.0064 0.00627543 0.124575× 10−4

0.3 −0.0189 0.0186741 0.225851× 10−4

0.4 −0.0384 0.0380271 0.372931× 10−4

0.5 −0.0625 0.0620216 0.478389× 10−4

0.6 −0.0864 0.0857747 0.625294× 10−4

0.7 −0.1029 0.102201 0.699045× 10−4

0.8 −0.1024 0.101587 0.812732× 10−4

0.9 −0.0729 0.0721532 0.746768× 10−4

1 0 1.90523× 10−13 1.90523× 10−13

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

0.0001

0.0002

0.0003

0.0004

0.0005

Absolute error v2

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008

Absolute error v1

(۱۶ .۳) شرایط با (۱۵ .۳) کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه برای RKHS روش از استفاده با مطلق خطاهای نمودارهای :۲ شͺل
.[۰،۱] بازه در n = 35 تکرار در
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تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

n = 35 با (۲ .۴ .۳) مثال برای v2(t) عددی نتایج :۵ .۳ جدول
ti v2(t) تقریبی جواب مطلق خطای
0 0 0 0

0.1 0.081 0.0806308 0.36916× 10−4

0.2 0.128 0.127717 0.283333× 10−4

0.3 0.147 0.146764 0.235965× 10−4

0.4 0.144 0.143794 0.205639× 10−4

0.5 0.125 0.12482 0.179613× 10−4

0.6 0.096 0.0958392 0.160752× 10−4

0.7 0.063 0.0628594 0.140576× 10−4

0.8 0.032 0.0318759 0.124051× 10−4

0.9 0.009 0.00890088 0.991197× 10−4

1 0 2.63317× 10−16 2.63317× 10−16

گیری نتیجه ۵ .۳

شرایط با کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه جواب یافتن برای RKHS روش از فصل این در
به یͺنواخت طور به شده ارایه روش با آمده بە دست تقریبی جواب های که کردیم استفاده متناوب
vs(t) بین تقریبی خطای است. صادق آنها مشتقات مورد در امر همین و همͽراهستند دقیق جوابهای
روش که بود مطلب این از حاکͬ عددی و نظری نتایج است. ∥.∥W 2

2
نرم با یͺنوا نزولͬ vs,n(t) و

است. برخوردار مساله تقریبی جواب یافتن برای قبولͬ قابل کارایی و دقت از پیشنهادی
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۴ فصل

شرایط با اول مرتبه دیفرانسیل معادلات حل
تولیدی باز هسته روش با متناوب پاد

مقدمه ۱ .۴

دادە اند قرار مطالعه مورد پادمتناوب شرایط با را غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات محققین از بسیاری
مانند مختلفͬ موقعیت های در ͷفیزی در پادمتناوب مرزی شرایط این، بر علاوه .[۸۷ ،۸۶ ،۸۵]
دیفرانسیل معادلات انواع برای پادمتناوب مرزی شرایط همچنین ͬ شود. م ظاهر [۹۱ ،۹۰ ،۸۹ ،۸۸]
تفاضل معادلات ،[۹۴ ،۹۳] بالاتر درجه دیفرانسیل معادلات ،[۹۲] جزئͬ دیفرانسیل معادلات مانند
انواع ͬ رود. م بͺار [۱۰۰] کسری دیفرانسیل معادلات ،[۹۹ ،۹۸ ،۹۷] تکامل معادلات ،[۹۶ ،۹۵]
است[۱۰۱، شده بررسͬ هیلبرت فضاهای در پادمتناوب شرایط با غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات

ͬ شود. م استفاده [۱۰۴ ،۱۰۳] در پادمتناوب شرایط با اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .[۱۰۲
معادلات انواع جواب آوردن دست به برای RKHS روش به مربوط کارهای از وسیعͬ مجموعه
،[۱۰۷] جزئͬ دیفرانسیل معادلات ،[۱۰۶ معمولͬ[۱۰۵، دیفرانسیل معادلات از است عبارت

معادلات ،[۱۰۹] فردهلم⁃ولترا فازی انتگرالͬ دیفرانسیل معادلات ،[۱۰۸] تفاضلͬ معادلات
مقدار مسایل عددی حل .[۱۱۱] فردهلم انتگرال معادلات ، ولترا[۱۱۰] فازی انتگرال دیفرانسیل
شده دنبال مختلف مقالات در بازتولید هسته روش از استفاده با تناوبی پاد مرزی شرایط با مرزی
استفاده با را ریلͬ معادلات پادمتناوب جواب [۱۱۲] در همͺاران و وی مورد، چند ذکر برای است.
روش [۱۱۳] در همͺاران و ۱ ارگائو دادە اند. قرار بحث مورد هیلبرت هسته بازتولید فضای روش از
ͬ کند. م ارایه پادمتناوب مرزی شرایط با منفرد دوم مرتبه مرزی مقدار مسایل محاسبه برای را RKHS
معادلات برای تقریبی جواب ارایه برای تولید باز هسته روش از استفاده پایاننامه این از هدف

است زیر شرح به اول مرتبه دیفرانسیل

y′(t) + f(t)y(t) = G(t, y(t)); 0 ≤ t ≤ 1, (۱ .۴)
1ER Gao
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تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

پادمتناوب شرایط با

y(0) = −y(1), (۲ .۴)

است مجهول تابع ͷی G(t, y(t)) ∈ W 2
2 [0, 1], y(t) ∈ W 1

2 [0, 1] و است پیوسته تابع f(t) آن در که
جواب ͷی (۲ .۴) و (۱ .۴) دیفرانسیل معادله که ͬ کنیم م فرض فصل این در شود. مشخص باید که

دارند. [0, 1] بازه در فرد به منحصر

ͬ دهیم م نمایش زیر صورت به را W 2
2 [0, 1] تولیدی باز هسته فضای .۱ .۱ .۴ ملاحظه

W 2
2 [0, 1] = {y(t)|y′(t)،پیوسته مطلقا y′′(t) ∈ L2[0, 1], y(0) = −y(1)}.

زیر صورت به ͬ توان م را داخلͬ ضرب تعریف از استفاده با Rx(t) بازتولید هسته .۲ .۱ .۴ ملاحظه
نوشت

Rx(t) =



1

192
(48− 72x− 36x2 − 20x3 − 72t+ 156xt+ 78x2t+ 6x3t

−36t2 − 18xt2 − 9x2t2 + 3x3t2 + 12t3 + 6xt3 + 3x2t3 − x3t3), x ≤ t,
1

192
(48− 72x− 36x2 + 12x3 − 72t+ 156xt− 18x2t+ 6x3t

−36t2 + 78xt2 − 9x2t2 + 3x3t2 − 20t3 + 6xt3 + 3x2t3 − x3t3), y > t.

مقدار حقیقͬ تابعͬ فضای .۳ .۱ .۴ ملاحظه

W 1
2 [0, 1] = {y|yاست پیوسته کاملا́ , y′ ∈ L2[0, 1]}

داخلͬ ضرب با هیلبرت تابعͬ فضای تابع ͷی

< y, z >W 1
2
= y(0)z(0) +

∫ 1

0
y′(t)z′(t) dt. (۳ .۴)

و است هیلبرت بازتولیدی هسته فضای ͷی W 1
2 [0, 1] که کرد ثابت ͬ توان م و است

rx(t) =

t+ 1, t ≤ x,

x+ 1, t > x.

تولیدی باز هسته روش ۲ .۴

سری صورت به را تقریبی و دقیق جواب های و ͬ کنیم م پیادە سازی را RKHS روش بخش، این در
متعامد سیستم ͷی اشمیت، گرام متعامدسازی فرآیند اساس بر ͬ کنیم. م فرموله W 1

2 [0, 1] فضای در
ساخت. خواهیم W 2

2 [0, 1] روی بر
ͬ کنیم م معرفͬ را L :W 2

2 [0, 1] →W 1
2 [0, 1] دیفرانسیل خطͬ عملͽر کار این برای

Ly(t) = y′(t) + f(t)y(t), (۴ .۴)
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به ͬ شود م تبدیل (۱ .۴) معادله سپس،

(Ly)(t) = G(t, y(t)), 0 ≤ t ≤ 1, (۵ .۴)

y(0) = −y(1).

است. کراندار و خطͬ L عملͽر .۱ .۲ .۴ قضیه

داریم ، (۳ .۴) تعریف از است زیر صورت به L کرانداری است. خطͬ L وضوح به برهان.

∥Ly∥2W 1
2
= ⟨Ly, Ly⟩W 1

2
= [(Ly)(0)]2 +

∫ 1

0
[(Ly)′(t)]2dt.

داریم Rt(x) تولیدی باز خاصیت با

y(t) = ⟨y(v), Rt(v)⟩W 2
2
, (Ly)(t) = ⟨y(v), LRt(v)⟩W 2

2
, (Ly)′(t) = ⟨y(v), (LRt(v)

′)⟩W 2
2
.

شوارتز کوشͬ نامساوی با

|(Ly)(t)| = |⟨y(v), LRt(v)⟩W 2
2
| ≤ ∥LRt∥W 2

2
∥y∥W 2

2
=M1∥y∥W 2

2
,

و
|(Ly)′(t)| = |⟨y(v), (LRt(V ))′⟩W 2

2
| ≤ ∥(LRt)

′∥W 2
2
∥y∥W 2

2
=M2∥y∥W 2

2
,

بنابراین

[(Ly)(0)]2 ≤M2
1 ∥y∥2W 2

2
, [(Ly)′(t)]2 ≤M2

2 ∥y∥2W 2
2

و
∫ 1

0
[(Ly)′(t)]2dt ≤M2

2 ∥y∥2W 2
2
.

یعنͬ
∥(Ly)∥2W 1

2
= [(Ly)(0)]2 +

∫ 1

0
[(Ly)′(t)]2dt ≤ (M2

1 +M2
2 )∥y∥W 2

2
,

.M =M2
1 +M2

2 > 0 که

ͬ سازیم: م زیر صورت به را W 2
2 [0, 1] فضای از {Ψi(.)}∞i=1 متعامد دستگاه حال

و φi(t) = rti(t) ͬ دهیم م قرار
Ψi = L⋆φi(t)

است. چͽال [0, 1] در {ti}∞i=1 و است L الحاقͬ ⋆Lعملͽر : W 1
2 [0, 1] →W 2

2 [0, 1] که

از کامل سیستم ͷی {Ψi(.)}∞i=1 سپس باشد، چͽال [0, 1] روی {ti}∞i=1 اگر [۱۱۴] .۲ .۲ .۴ لم
است. Ψi(t) = LRx(t)|x=ti و W 2

2 [0, 1]

ببینید. را [۴۳] برهان.

شده حاصل زیر شرح به {Ψi(.)}∞i=1 اشمیت گرم فرآیند از W 2
2 [0, 1] در Ψ̃i(.)}∞i=1 متعامد پایه

است
Ψ̃i(t) =

i∑
k=1

αikΨk(t)

۶۲
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است زیر صورت به αik که
α11 =

1

∥ Ψ1 ∥
,

αii =
1√

∥ Ψi ∥2 −
∑i−1

k=1 b
2
ik

,

و

αij =
−
∑i−1

k=j bikαkj√
∥ Ψi ∥2 −

∑i−1
k=1 b

2
ik

, i ̸= j

.bik =< Ψi, Ψ̃k >W 2
2

که

[۱۱۴] .۳ .۲ .۴ قضیه

y(t) =

∞∑
i=1

i∑
k=1

αikG(tk, y(tk))Ψ̃i(t), (۶ .۴)

جواب (۶ .۴) سری کردن کوتاه با که است چͽال [0, 1] در {ti}∞i=1 و است (۵ .۴) دقیق جواب
داریم زیر صورت به را تقریبی

ym(t) =
m∑
i=1

i∑
k=1

αikG(tk, y(tk))Ψ̃i(t). (۷ .۴)

بنابراین باشد، (۱ .۴) معادله از فرد به منحصر جواب y ∈W 2
2 [0, 1] کنید فرض برهان.

y(t) =
∞∑
i=1

⟨y(t), Ψ̃i(t)⟩W 2
2
Ψ̃i(t)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

αik⟨y(t),Ψk(t)⟩W 2
2
Ψ̃i(t)

=
∞∑
i=1

i∑
k=1

αik⟨y(t), L∗Φk(t)⟩w2
2
Ψ̃i(t)

=
∞∑
i=1

i∑
k=1

αik⟨Ly(t),Φk(t)⟩w2
2
Ψ̃i(t)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

αikG(tk, y(tk))Ψ̃i(t).

که طوری به دارد وجود ثابت M > 0 ͷی ،y ∈W 2
2 [0, 1] اگر .۴ .۲ .۴ قضیه

|y(j)(t)| ≤M∥y∥W 2
2
, j = 0, 1.

داریم t ∈ [0, 1] هر برای برهان.

|y(t)| = |⟨y(ζ), Rt(ζ)⟩W 2
2
| ≤ ∥Rt(ζ)∥W 2

2
∥y(ζ)∥W 2

2
≤M1∥y(ζ)∥W 2

2
,

۶۳
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همچنین

|y′(t)| = |⟨y(ζ), ∂Rt(ζ)

∂t
⟩W 2

2
| ≤ ∥∂Rt(ζ)

∂t
∥W 2

2
∥y(ζ)∥W 2

2
≤M2∥y(ζ)∥W 2

2
,

است. M1,M2 > 0 آن در که M = max{M1,M2} کنید فرض

همͽرایی آنالیز ۳ .۴

دقیق جواب به (۷ .۴) معادله ym(.) تقریبی جواب که ͬ دهیم م نشان زیر، لم و قضایا از استفاده با
ͬ شود. م همͽرا (۱ .۴) معادله y(.)

G(t, y(t)) همچنین (m→ ∞) ͬ که هنگام tm → t و ym(t)
∥.∥

W2
2−−−−→ ȳ(t) باشیم داشته اگر .۱ .۳ .۴ لم

آنگاه باشد کراندار ∥ym(t)∥W 2
2

و پیوسته تابعͬ

G(tm, ym−1(tm)) → G(t, ȳ(t)) (m→ ∞).

که ͬ کنیم م مشاهده برهان.

|ym−1(tm)− ȳ(s)| = |ym−1(tm)− ym−1(s) + ym−1(s)− ȳ(s)|

≤ |ym−1(tm)− ym−1(s)|+ |ym−1(s)− ȳ(s)|.

داریم Rt(s) تولیدی باز خاصیت با

ym−1(tm) =
m∑
j=1

⟨ym−1(t), (Rtm(t))jej⟩W 2
2
ej ,

ym−1(s) =
m∑
j=1

⟨ym−1(t), (Rs(t))jej⟩W 2
2
ej .

پس

|ym−1(tm)− ym−1(s)| =

∣∣∣∣∣∣
m∑
j=1

⟨ym−1(t), (Rtm(t))jej − (Rs(t))jej⟩W 2
2
ej

∣∣∣∣∣∣ (۸ .۴)

≤
m∑
j=1

|⟨ym−1(t), (Rtm(t)−Rs(t))jej⟩W 2
2
ej |

≤
m∑
j=1

∥ym−1(t)∥W 2
2
∥(Rtm(t)−Rs(t))jej∥W 2

2
|ej |

≤ ∥ym−1(t)∥W 2
2

m∑
j=1

∥(Rtm(t)−Rs(t))jej∥W 2
2
|ej |.

که است چنین ،Rs(t) تقارن از

∥(Rtm)(t)− (Rs)(t)))jej∥W 2
2
→ 0.

۶۴
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ͬ شود م نتیجه ،t ∈ [0, 1] هر برای ۴ .۲ .۴ قضیه و ∥ym(t)∥W 2
2

کرانداری با

|ym−1(tm)− ym−1(s)| → 0.

پس است، پیوسته تابع G(.) چونکه

G(tm, ym−1(tm)) → G(t, ȳ(t)) (m→ ∞).

جواب بنابراین باشد، چͽال [0, 1] در {ti}∞i=1 و باشد کراندار ∥yn∥W 2
2

کنید فرض .۲ .۳ .۴ قضیه
به همͽرا yn(t) تقریبی

y(t) =

∞∑
i=1

BiΨ̃i(t) (۹ .۴)

.Bi =
∑i

k=1 αikG(tk, y(tk)) که است

که ͬ شود م استنباط (۷ .۴) معادله از داد. خواهیم نشان را ym همͽرایی ابتدا، برهان.

yn+1(t) = yn(t) +Bn+1Ψ̃n+1(t).

که ͬ گیریم م نتیجه است، متعامد {Ψ̄i}∞i=1 اینکه دلیل به

∥ym+1∥2W 2
2
= ∥ym∥2W 2

2
+ (Bm+1)

2 = · · · =
m+1∑
i=1

(Bi)
2, (۱۰ .۴)

.∥ym∥2
W 2

2
≤ ∥ym+1∥2W 2

2
ͬ  شود م حاصل بنابراین

ثابت بنابراین، .m→ ∞ ͬ که هنگام همͽراست ∥vm∥W 2
2

است، کراندار ∥vm∥2
W 2

2
اینکه به توجه با

که طوری به دارد وجود c
∞∑
i=1

(Bi)
2 = c.

که ͬ شود م حاصل نتیجه این
Bi ∈ l2, i = 1, 2, ....

ͬ آید م بە دست ym+1(t)− ym(t) متعامدی از پس ،n > m اگر

∥yn − ym∥2W 2
2
=∥yn − yn−1 + yn−2 − · · ·+ ym+1 − ym∥2W 2

2

=∥yn − yn−1∥2W 2
2
+ · · ·+ ∥ym+1 − ym∥2W 2

2

=

n∑
i=m+1

(Bi)
2 → 0 m→ ∞.

که ͬ دهد م نشان W 2
2 بودن کامل

ym(t)
∥.∥W2−−−−→ ȳ(t) (m→ ∞).

۶۵



تولیدی باز هسته روش از استفاده با پادمتناوب و متناوب شرایط با کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات عددی ساکͬحل هدا

ͬ گیریم م نتیجه (۷ .۴) از منظور این برای است. (۵ .۴) معادله جواب ȳ(t) که داد خواهیم نشان اکنون
که

ȳ(t) =

∞∑
i=0

BiΨ̃i(t).

که آنجا از

Lȳ(tm) =
∞∑
i=1

Bi⟨LΨ̃i, φm(t)⟩W 1
2
=

∞∑
i=1

Bi⟨Ψ̃i, φm⟩W 2
2

ͬ شود م نتیجه

m∑
j=1

αmjLȳ(tm) =
∞∑
i=1

Bi

〈
Ψ̃i,

m∑
j=1

αmjΨj

〉
W 2

2

=

∞∑
i=1

Bi⟨Ψ̃i, Ψ̃m(t)⟩W 2
2
= Bm.

آنگاه ،m = 1 اگر
Lȳ(t1) = G(t1, y0(t1)).

داریم m = 2 برای این، بر علاوه

α21Lȳ(t1) + α22Lȳ(t2) =α21G(t1, y0(t1)) + α22G(t2, y1(t2)),

یعنͬ،
Lȳ(t2) = G(t2, y1(t2)).

ͬ آوریم م بە دست استقرا با
Lȳ(tj) = G(tj , yj−1(tj)).

µ به که دارد وجود {tmj} دنباله زیر ∀µ ∈ [0, 1] برای است، چͽال [0, 1] در {ti}∞i=1 اینکه دلیل به
ͬ آوریم م بە دست ما ،۱ .۳ .۴ لم و ym همͽرایی از استفاده با بنابراین، ͬ شود. م همͽرا

Lȳ(µ) = G(µ, ȳ(µ).

سپس است. ym(t) تقریبی جواب و y(t) دقیق جواب بین خطای τm(t) کنید فرض .۳ .۳ .۴ قضیه
است. نزولͬ یͺنواخت طور به ∥.∥W 2

2
نرم با τm(t) خطای

که ͬ شود م نتیجه ،۹ .۴ از برهان.

∥τn∥2W 2
2
= ∥

∞∑
i=m+1

BiΨ̄i(t)∥2W 2
2
=

∞∑
i=m+1

B2
i ,

است. نزولͬ یͺنواخت طور به ∥.∥W 2
2

نرم با τm(t) بنابراین،

۶۶
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عددی نتایج ۴ .۴

۲ .۴ و ۱ .۴ شͺل های است. شده مطالعه حاضر روش کاربرد و اعتبار دادن نشان برای مثال چندین
ͬ شود. م همͽرا دقیق جواب به تقریبی جواب که ͬ دهند م نشان

بͽیرید نظر در پادمتناوب شرایط با را زیر غیرخطͬ معادله .۱ .۴ .۴ مثال

y′(t) + y(t)e−y(t) = −2t− 1 + (−t2 − t+ 1)e−(−t2−t+1),

y(0) = −y(1) (۱۱ .۴)

روش از تقریبی جواب آوردن بە دست برای است. y(t) = −t2 − t + 1 مساله این دقیق جواب
در مطلق خطای مقادیر ͬ رسیم. م مناسبی دقت به m = 31 دادن قرار با کردیم. استفاده RKHS
به عددی جواب و مطلق خطای است. شده داده توضیح ti = i

m , i = 1, 2, . . . ,m و ۱ .۴ جدول
است. شده داده نشان ۱ .۴ شͺل در صورت

m = 31 با ۱ .۴ .۴ مثال برای مطلق خطای :۱ .۴ جدول
ti y(t) y31(t) مطلق خطای
0 1 0.99702832 0.00297168

0.1 0.89 0.884454 0.00554635

0.2 0.76 0.754813 0.00518737

0.3 0.61 0.60648 0.00351974

0.4 0.44 0.437548 0.00245151

0.5 0.25 0.251124 0.00112361

0.6 0.04 0.0443374 0.00433737

0.7 −0.19 −0.184549 0.00545073

0.8 −0.44 −0.431858 0.00814236

0.9 −0.71 −0.70335 0.00664994

1 −1 −0.994856 0.00514416

بͽیرید نظر در پادمتناوب شرایط با را زیر خطͬ معادله .۲ .۴ .۴ مثال

y(t) + y′(t) = t2 + 3t,

y(0) = −y(1),

یافت. دست قبولͬ قابل خطای به توان مͬ m = 63 انتخاب با است. y(t) = t2 + t− 1 دقیق جواب

است. شده آورده m = 63 با ti = i
m , i = 1, 2, . . . ,m برای ۲ .۴ شͺل و ۲ .۴ جدول در عددی نتایج
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

0.002

0.004

0.006

0.008

e(t)
Absolute error

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

-1.0

-0.5

0.5

1.0

y(t)

y(t)

y31(t)

۱ .۴ .۴ مثال برای m = 31 با عددی حل و مطلق خطای نمودارهای :۱ .۴ شͺل

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

0.00002

0.00004

0.00006

0.00008

e(t)
Absolute error

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

-1.0

-0.5

0.5

1.0

y(t)

y(t)

y63(t)

۲ .۴ .۴ مثال برای m = 63 با مطلق خطای و عددی نتایج نمودارهای :۲ .۴ شͺل
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m = 63 با ۲ .۴ .۴ مثال برای مطلق خطای :۲ .۴ جدول
ti y(t) y63(t) مطلق خطای
0 −1 −0.999572954 0.000427046

0.1 −0.89 −0.889926 0.0000739956

0.2 −0.76 −0.759932 0.0000682101

0.3 −0.61 −0.609937 0.0000630868

0.4 −0.44 −0.439941 0.000058546

0.5 −0.25 −0.249945 0.0000546593

0.6 −0.04 −0.0399487 0.0000513246

0.7 0.19 0.190048 0.000048416

0.8 0.44 0.440046 0.0000460563

0.9 0.71 0.710044 0.0000442056

1 1 1.00004 0.0000427046

آتͬ های کار و گیری نتیجه ۵ .۴

از: عبارتند رساله این از حاصل نتایج

و متناوب شرایط با کسری دیفرانسیل معادلات برای بازتولیدی هسته روش آمدی کار .۱
پادمتناوب.

بازتولیدی. هسته روش خطای تحلیل و همͽرایی بررسͬ .۲

مختلف. های مرتبه از جدید بازتولیدی های هسته تولید .۳

داد: انجام ͬ توان م که آتͬ کارهای

شرایط با بالاتر های مرتبه از کسری دیفرانسیل معادلات برای جواب چندگانگͬ ͬ توان م آیا .۱
کرد؟ بررسͬ را پادمتناوب و متناوب

مرتبه از کسری دیفرانسیل معادلات جواب بودن فرد به منحصر و جواب وجود ͬ توان م آیا .۲
کرد؟ بررسͬ را پادمتناوب و متناوب شرایط با بالاتر های

با بالاتر های مرتبه از کسری دیفرانسیل معادلات برای توان مͬ را بازتولیدی هسته روش آیا .۳
کرد؟ استفاده پادمتناوب و متناوب شرایط

شرایط با جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای را بازتولیدی هسته روش ͬ توان م آیا .۴
بͺاربرد؟ پادمتناوب و متناوب
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Abstract
In this thesis, we solve fractional differential equations with periodic and anti-

periodic conditions by reproducing the kernel Hilbert space method. For this purpose,
according to the equations and conditions of the problem, we define a linear operator
and by using the reproducing kernel functions, we obtain a complete orthogonal basis
for the reproducing kernel space, and the solution of the mentioned equations is ob-
tained in terms of these basis functions. In fact, the analytical solution is shown as
an infinite series, and by using an iterative method, an approximate solution like the
mentioned series is obtained. At the end, some numerical examples have been studied
to show the correctness and application of the proposed method. The results obtained
from the numerical examples show that the proposed method is useful and appropriate.
We also use this method for a system of the fractional differential equations.
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