
پایه علوم دانشͺده
ریاضͬ گروه

رساله

رشته در دکتری درجه دریافت برای
عددی آنالیز گرایش کاربردی، ریاضͬ

عنوان

مربعاتمتحرکدر تقریبکمترین کاربرد
آزاد مرز با مسایل حل

راهنما استاد

عباس بندی سعید پروفسور

مشاور استاد

شیوانیان الیاس دکتر

پژوهشͽر

ਗඟ໊ی اධ඿ر
١٣٩٩ بهمن



اکبر نام: کرمͬ دانشجو: خانوادگͬ نام

آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب کاربرد عنوان:

عباس بندی سعید پروفسور راهنما: استاد
شیوانیان الیاس دکتر مشاور: استاد

عددی آنالیز گرایش: کاربردی ریاضͬ رشته: دکتری تحصیلͬ: مقطع

پایه علوم دانشͺده (ره) خمینͬ امام بین المللͬ دانشͽاه:
١٠٢ صفحات: تعداد ١٣٩٩ بهمن فارغ التحصیلͬ: تاریخ

ضعیف؛ شͺل بدون شبͺه؛ روش های متحرک؛ مربعات کمترین تقریب کلیدی: واژگان
آزاد. مرز با مسایل شͺل؛ توابع وزن؛ تابع چند بعدی؛ رویه های

چͺیده
ͬ بریم. م کار به آزاد مرز با مسایل حل برای را متحرک مربعات کمترین تقریب رساله، این در
شͺل اساس بر که دارد بدون شبͺه ای روش های در مهمͬ نقش متحرک مربعات کمترین تقریب
[۴٩] کاس کاوس سال و لنکستر توسط بار اولین روش، این شده اند. بنا معادلات ضعیف
رویه های تقریب برای [١٣ ،١٠] مͺلاین و [٨] شپارد کار های از الهام با و ١٩٨١ سال در
روش جمله از بدون شبͺه روش های برای پایه ای عنوان به آن از پس و شد معرفͬ چند بعدی
روش گرفت. قرار توجه مورد دیفرانسیل معادلات حل در پتروف‐گالرگین محلͬ بدون شبͺه
حل محلͬ وزن دار مربعات کمترین مساله ͷی دامنه، در نقطه هر برای متحرک مربعات کمترین
کارا بسیار روش که دید خواهیم اما است پر هزینه محاسباتͬ نظر از روش اول نگاه در ͬ کند. م

ͬ باشد. م نظر مورد دقت با داده ها برازش برای روش ها بهترین از ͬͺی واقع در و است
آن از شده تولید شͺل توابع و کرده معرفͬ را متحرک مربعات کمترین تقریب رساله، این در
مساله جمله از آزاد مرز با مسایل حل منظور به پتروف‐گالرگین محلͬ بدون شبͺه روش در را
در آزاد مرز تعیین معکوس مساله و مجهول ضرایب و آزاد مرز تعیین مساله استفان، معکوس
به جوا ب های که است شده داده نشان مثال چندین با ͬ بریم. م کار به غیر خطͬ انتشار معادله
ورودی داده های در اختلال وجود با رساله این در شده معرفͬ روش از استفاده با آمده دست



معروف روش های و حاضر روش از آمده دست به نتایج مقایسه با هستند. پایدار و قبول قابل
مؤثر و مفید بررسͬ مورد مسایل جواب های یافتن در شده ارایه روند که ͬ شود م داده نشان

است.



ଘ ৎقد৤م
خاৗواده ام



ণپاس ච໋اری...
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

آقای جناب عزیز اساتید ارزشمند راهنمایی های و زحمات از که ͬ دانم م لازم خود بر آغاز، در
استاد عنوان به شیوانیان الیاس دکتر آقای جناب و راهنما استاد عنوان به عباس بندی سعید پروفسور
رستمͬ داود پروفسور آقای جناب از همچنین نمایم. سپاسͽزاری رساله این رسیدن ثمر به در مشاور
دارم. را تشͺر کمال کشیدند استاد عنوان به دکتری دوره طول در بنده برای که زیادی زحمات خاطر به
که انصاری دکتر آقای جناب و رستمͬ داود پروفسور آقای جناب خصوصا بزرگوار و عزیز اساتید از
یاری را بنده رساله، کیفیت بردن بالا و اصلاح در ارزشمند راهنمایی های ارایه و حوصله و دقت با
محمد پروفسور آقای جناب گرامͬ استاد از ͬ کنم م ویژه تشͺر ͬ کنم. م قدردانͬ صمیمانه نمودند
حمایت های از همواره و داشته ام را ایشان شاگردی افتخار تحصیل دوران طول در که درویشͬ تقͬ
فرموده زحمت قبول مقطع این در و هستم و بوده بهره مند تحصیلͬ و تحقیق زمینه در ایشان علمͬ

پذیرفتند. را بنده رساله داوری و

ਗඟ໊ی ۱۳۹۹اධ඿ر ঳ࢯ૱ن



ඒࣂش࢈ൈتار
را آنها ͬ توان م که هستند گونه ای به حرارت، انتقال مسایل جمله، از کاربردی مسایل از بسیاری
تحلیل در مهمͬ نقش آزاد مرز با مسایل بنابراین، کرد. مدل بندی ١ آزاد مرز با مساله ͷی صورت به
آزاد، مرز با مساله ͷی دارند. واقعͬ دنیای مسایل در کلͬ طور به و مهندسͬ علوم به مربوط مسایل
را مرز مجهول بخش است. مجهول ابتدا از مرز از بخشͬ آن در که است مرزی مقدار مساله ای
انجماد و ذوب فرآیند که است آزاد مرز با مسایل انواع از ͬͺی ٢ استفان مساله ͬ گوییم. م آزاد مرز
[٣١ ،٢ ،۵۴ ،٢٣] در و حرارت انتقال مسایل اساس و ساختار [٣٣ ،٢٢] در ͬ کند. م تشریح را
صورت به ͬ تواند م آزاد مرز با مساله ͷی است. گرفته قرار بررسͬ مورد استفان مسایل کلͬ چارچوب
این شود. مطرح مجهول ضریب چند یا ͷی با ضرایب تعیین یا آزاد مرز تعیین معکوس مساله ͷی
مهندسͬ علوم در وسیعͬ کاربرد های که هستند پرکاربردی و پیچیده مسایل جزء معکوس مسایل نوع
شده اند ارایه استفان مسایل عددی حل برای متعددی روش های اخیر سال های در دارند. صنعت و
و متناهͬ تفاضل روش های ،[۶] لͬ گروه پرتابی روش ،[۴٨ ،١۵] هموتوپی آنالیز روش جمله، از
[۵٠ ،۵١] در ۴ اسلوتا و ٣ ͬͺووسͺگرزیم .[١١] تغییراتͬ تکراری روش و [۴٧] متناهͬ عنصر
قرار بررسͬ مورد آدومین تجزیه روش از استفاده با را یͷ فاز استفان معکوس و مستقیم مسایل
فاز ͷی استفان معکوس مساله حل برای را ۵ هموتوپی اختلال روش [٩] در اسلوتا همچنین، دادند.
استفان مساله حل برای همͺارانش و جانسون٧ توسط ۶ اساسͬ جواب های روش [۴] در برد. بͺار
به وابسته ضرایب تعیین استفان معکوس مسایل [۴٢ ،٣۶ ،٣۴] در است. شده استفاده یͷ بعدی
تعیین همچنین، است. گرفته قرار بررسͬ مورد ٨ متناهͬ تفاضل روش از استفاده با آزاد مرز و زمان
٩ هم محلͬ روش [٧۴] در است. شده بررسͬ [٣٧] در دو بعدی سهموی مساله ͷی در آزاد مرز
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است. شده استفاده آزاد مرز مساله ͷی مورد در ١٠ شعاعͬ پایه ای تابع
از ͬͺی دیفرانسیل معادلات جواب های تقریب منظور به جدید عددی روش های توسعه و ارایه
و محبوب ترین از است. کاربردی ریاضیات و ͷفیزی مهندسͬ، علوم در جالب تحقیقاتͬ زمینه های
است. شبͺه بر مبتنͬ روشͬ که کرد اشاره متناه١١ͬ عنصر روش به ͬ توان م روش ها این متداول ترین
و محدودیت ،ͬͺی که هستند اساسͬ ضعف دو دارای شبͺه، بر مبتنͬ دیͽر روش های و روش این
محسباتͬ پیچیدگͬ دیͽری، و دارند پیچیده ای هندسͬ شͺل که است دامنه هایی شبͺه بندی مشͺلات
جدید روش های فرمول بندی و توسعه اخیر، سال های در بنابراین، است. بالا ابعاد با مسایل حل در
حل برای ͷکلاسی عددی روش های برای جایͽزینͬ عنوان به ١٢ بدون شبͺه روش های مثل کارا و
روش های است. شده تبدیل مهندسین و ریاضیدانان برای جالب تحقیقاتͬ زمینه ͷی به مسایل،
ͷکلاسی عددی روش های برای جایͽزینͬ عنوان به دارند که انعطافͬ و سادگͬ علت به بدون شبͺه،
گرفته اند. قرار توجه مورد وسیعͬ بطور اخیر سال های در مرزی١٣ عنصر و متناهͬ عنصر روش مثل
در متعددی روش های اخیر، دهه های در شبͺه، بر مبتنͬ روش های مشͺلات بعضͬ بر غلبه منظور به
شبͺه بندی ͷی از استفاده بدون بدون شبͺه، روش ͷی است. شده ارایه بدون شبͺه روش های قالب
برای شده اند پخش آن مرز روی و مساله دامنه در که نقاط مجموعه ͷی از شده، تعریف قبل از
دامنه در شده پخش نقاط ͬ کند. م استفاده مرز) و دامنه گسسته سازی برای (نه آن مرز و دامنه نمایش

ͬ گوییم. م میدان١۴ͬ نقاط را مرز و
روش هایی شامل اول، دسته ͬ شوند. م تقسم عمده دسته سه به کلͬ بطور بدون شبͺه، روش های
گالرکین متناهͬ عنصر روش مثل، شده اند. پایه ریزی معادلات ضعیف شͺل اساس بر که است
بنا معادلات قوی شͺل بر مبتنͬ که هستند روش هایی دوم، دسته .[٧٨ ،١٩ ،۴٣ ،۶۶ ،۶۵]
بدون روش های از استفاده .[١٧ ،۴۶ ،۶٣ ،۵۵] شعاعͬ پایه ای توابع هم محلͬ روش مثل، شده اند.
به روش ها این مثال، عنوان به است. ضعف هایی دارای شعاعͬ پایه توابع بر مبتنͬ هم محلͬ شبͺه
معادلات سیستم های همچنین، دارد. روش دقت در مهمͬ نقش که دارند نیاز شͺل پارامتر تعیین
روش های از باید مشͺل این رفع برای که هستند بدوضع١۵ معمولا روش این از حاصل خطͬ
از ترکیبی بر مبتنͬ که است ای بدون شبͺه روش های شامل سوم، دسته شود. استفاده منظم سازی١۶

هستند. هم محلͬ روش های و ضعیف شͺل های
10Radial basis function
11Finite element
12Meshless methods
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16Regularity methods
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ͬ کنند. م استفاده محلͬ یا سراسری ضعیف شͺل از ضعیف، شͺل بر مبتنͬ بدون شبͺه روش های
شͺل های است. شده روش ها این بیشتر جذابیت موجب بالا دقت داشتن و مناسب عددی پایداری
ͷی از عددی، گیری انتگرال روند در جبری، معادلات از مجموعه ای آوردن دست به برای ضعیف
در محلͬ یا سراسری صورت به است ممͺن که ͬ کنند م استفاده انتگرال گیری دامنه های از مجموعه
انتگرال گیری برای سراسری، ضعیف شͺل بر مبتنͬ روش های در باشند. شده ایجاد مساله دامنه
استفاده از اجتناب منظور به است. نیاز مورد اولیه تقسیم بندی های جبری، معادلات حل در عددی
پتروف‐ محلͬ بدون شبͺه روش ایجاد برای محلͬ ضعیف شͺل ͷی اولیه تقسیم بندی های از

است. شده گرفته قرار استفاده مورد ١٧(MLPG)گالرکین
از پس و شد معرفͬ [۵۶] ژو١٩ و اتلوری١٨ توسط ١٩٩٨ سال در بار اولین MLPG روش
تدوین به منجر که گرفت قرار بررسͬ و مطالعه مورد شن و اتلوری توسط عمیق تر طور به آن
روی که محلͬ ضعیف معادلات از استفاده روش، این اساس .[۵٨ ،۵٧] است شده کتاب دو
است. جواب تقریب برای متحرک مربعات کمترین تقریب و آزمون برای ͬ شوند م ساخته زیر دامنه ها
شده MLPG متفاوت نوع چند تولید به منجر ٢٠ آزمون تابع انتخاب در روش این انعطاف پذیری
ضعیف فرم آن در که است بدون شبͺه ای روش های از جدیدی نسبتا کلاس روش، این است.
و نیست دامنه کل در انتگرال گیری نتیجه، در ͬ شود. م ساخته دامنه کل از زیر دامنه هایی در مساله
MLPG روش از کاربردهایی ͬ شود. م محاسبات شدن کم باعث همین که است زیر دامنه ها در
[۶٧ ،٢۵ ،٢۴] در همچنین، کرد. ملاحظه [٧۵ ،۴۵ ،۴۴ ،۶٢ ،۶١ ،۶٠ ،۵٩] در ͬ توان م را

است. شده ارایه حرارت انتقال معکوس مسایل حل در روش این از توسیع هایی
که دارد بدون شبͺه ای روش های در مهمͬ نقش ،(MLS) ٢١ متحرک مربعات کمترین تقریب
روش و (EFG) گالرکین آزاد عنصر روش ها این جمله از هستند، ضعیف شͺل های اساس بر
زیر دامنه ͷی گرفتن نظر در با تقریب، این هستند. (MLPG) پتروف‐گالرکین محلͬ بدون شبͺه
MLS تقریب ͬ زند. م تقریب میدانͬ نقطه هر در را جواب تابع میدانͬ، نقطه هر برای محلͬ
که است این مربعات کمترین روش اشͺالات از ͬͺی است. مربعات کمترین روش از توسعه ای
یافته بهبود متحرک مربعات کمترین تقریب است. بد وضع معمولا نهایی جبری معادلات سیستم
جبری معادلات سیستم IMLS تقریب در شد. ارایه [٧٩] همͺارانش و ٢٢ لیو توسط (IMLS)
روش و IMLS تقریب اساس بر شود. حل ͬ تواند م وارون ماتریس محاسبه بدون و نیست بد وضع
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18Atluri
19Zhu
20Test function
21Moving least squares approximation
22Liew

ح



آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

آمد. وجود به IEFG یافته بهبود گالرکین عنصر روش ،(EFG) گالرکین متناهͬ عنصر
کار به آزاد مرز با مسایل حل برای MLS تقریب بردن کار به با را MLPG روش رساله این در
لازم، مقدمات ارایه از پس اول، فصل در که است صورت این به رساله کلͬ چارچوب بریم. مͬ
مراحل و متحرک مربعات کمترین تقریب فصل این در همچنین، است. شده معرفͬ آزاد مرز مساله
فصل در است. شده داده شرح خلاصه طور به پتروف‐گالرکین محلͬ بدون شبͺه روش اجرای کلͬ
فصل در است. رفته کار به استفان معکوس مساله ͷی برای MLPG روش در MLS تقریب دوم،
فصل در و است گرفته قرار بررسͬ مورد دمایی نفوذ ضریب و آزاد مرز تعیین معکوس مساله سوم،
فصل در و است شده بررسͬ غیر خطͬ انتشار معادله ͷی در آزاد مرز تعیین معکوس مساله چهارم،
در آمده دست به عددی نتایج است. شده ارایه آتͬ کار های برای پیشنهاداتͬ و نتیجه گیری پنجم،
Intel(R) Core(TM) i7− مشخصات با تاپ لپ با و ٢٠١۶ متلب برنامه از استفاده با رساله این

آمده اند. دست به 4500U CPU @ 2.40GHz RAM : 4.00GB

خ
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٢۵ MLS تقریب از استفاده با استفان معکوس مساله حل برای MLPG روش کاربرد ٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢. ١
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۴۵ حرارت معادله در آزاد مرز و زمان به وابسته ضریب تعیین معکوس مساله بررسͬ ٣
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۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مساله فرمول بندی ٢ .۴
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقیم مساله حل ٣ .۴
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانͬ گسسته سازی ٣. ١ .۴
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٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MLPG گسسته سازی ٣. ٣ .۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ۴ .٣ .۴
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس مساله ۴ .۴
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٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ٢ .۴ .۴
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٨٧ پیشنهادات و نتیجه گیری ۵

٨٩ مراجع

٩٧ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه

٩٨ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه

ر



شͺل ها فهرست

١١ . . . . . هستند. محلͬ انتگرال گیری دامنه و محلͬ محمل ترتیب به Ωq و Ωs ١. ١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ûi و ui بین تفاوت ١. ٢

t = 1 لحظه در s(t) برای مطلق خطای و u(x, t) برای RMS خطای نمودارهای ٢. ١
و h = 0.01 که وقتͬ MLPG روش از استفاده با c شͺل پارامتر به نسبت

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .△t = 0.01

t = 1 لحظه در s(t) برای مطلق خطای و u(x, t) برای RMS خطای نمودارهای ٢. ٢
و △t = 0.01 ،h = 0.01 که وقتͬ MLPG روش از استفاده با N به نسبت

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c = 0.011

و △t = 0.01 ،h = 0.01 که وقتͬ s(t) برای تقریبی و دقیق جواب های مقایسه ٢. ٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c = 0.011

داده های در δ = 0.1 اختلال سطح با و اختلال وجود بدون s(t) برای مطلق خطای ۴ .٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . .c = 0.011 و △t = 0.01 ،h = 0.01 که وقتͬ کوشͬ

و اختلال وجود بدون u(x, t) برای مطلق خطای و تقریبی جواب و دقیق جواب ۵ .٢
و △t = 0.01 ،h = 0.01 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.1 اختلال سطح با

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c = 0.011

t = 1 لحظه در s(t) برای مطلق خطای و u(x, t) برای RMS خطای نمودارهای ۶ .٢
و h = 0.01 که وقتͬ MLPG روش از استفاده با c شͺل پارامتر به نسبت

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .△t = 0.01

t = 1 لحظه در s(t) برای مطلق خطای و u(x, t) برای RMS خطای نمودارهای ٢. ٧
و △t = 0.01 ،h = 0.01 که وقتͬ MLPG روش از استفاده با N به نسبت

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c = 0.011

ز
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و △t = 0.01 ،h = 0.01 که وقتͬ s(t) برای تقریبی و دقیق جواب های مقایسه ٢. ٨
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c = 0.011

داده های در δ = 0.1 اختلال سطح با و اختلال وجود بدون s(t) برای مطلق خطای ٢. ٩
۴٢ . . . . . . . . . . . . .c = 0.011 و △t = 0.01 ،h = 0.01 که وقتͬ کوشͬ

بدون u(x, t) برای مطلق خطای و تقریبی جواب و دقیق جواب نمودار های ٢. ١٠
،h = 0.01 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.1 اختلال سطح با و اختلال وجود

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .c = 0.011 و △t = 0.01

که وقتͬ u(x, t) برای مطلق خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودارهای ٣. ١
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .h = ∆t = 0.025

که وقتͬ v(x, t) برای مطلق خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودارهای ٣. ٢
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .h = ∆t = 0.025

وقتͬ µ4(t) و µ3(t) برای مطلق خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودارهای ٣. ٣
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .h = ∆t = 0.025 که

با و (δ = 0) اختلال بدون a(t) و s(t) برای تقریبی جواب و دقیق جواب نمودار ۴ .٣
۶٠ . . . . h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.02 اختلال سطح

اختلال بدون u(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار ۵ .٣
۶١ . . . . . . . . . . . .h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در (δ = 0)

اختلال بدون v(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار ۶ .٣
۶١ . . . . . . . . . . . .h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در (δ = 0)

اختلال سطح با u(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار ٣. ٧
۶٢ . . . . . . . . . . . .h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.02

اختلال سطح با v(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار ٣. ٨
۶٢ . . . . . . . . . . . .h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.02

سطح با و (δ = 0) اختلال بدون a(t) و s(t) تقریبی جواب و دقیق جواب نمودار ٣. ٩
۶۴ . . . . . . . h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.02 اختلال

اختلال بدون u(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار ٣. ١٠
۶۵ . . . . . . . . . . . . h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در (δ = 0)

اختلال بدون v(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار ٣. ١١
۶۵ . . . . . . . . . . . . h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در (δ = 0)

ژ
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اختلال سطح با u(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار ٣. ١٢
۶۶ . . . . . . . . . . . h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.02

اختلال سطح با v(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار ٣. ١٣
۶۶ . . . . . . . . . . . h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.02

h = که وقتͬ u(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار ١ .۴
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∆t = 0.025

h = که وقتͬ v(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار ٢ .۴
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∆t = 0.025

h = ∆t = که وقتͬ µ3(t) مطلق خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار ٣ .۴
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0.025

با و (δ = 0) اختلال بدون s(t) برای تقریبی جواب و دقیق جواب نمودارهای ۴ .۴
٨١ . . . . .h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده  های در δ = 0.02 اختلال سطح

اختلال بدون u(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودارهای ۵ .۴
٨١ . . . . . . . . . . . .h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در (δ = 0)

اختلال بدون v(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودارهای ۶ .۴
٨٢ . . . . . . . . . . . .h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در (δ = 0)

سطح با u(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودارهای ٧ .۴
٨٢ . . . . . . . .h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.02 اختلال

سطح با v(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودارهای ٨ .۴
٨٣ . . . . . . . .h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = اختلال0.02

سطح با و (δ = 0) اختلال بدون s(t) برای تقریبی جواب و دقیق جواب نمودار ٩ .۴
٨۴ . . . . . . h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در (δ = 0.02) اختلال

اختلال بدون u(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار ١٠ .۴
٨۵ . . . . . . . . . . . .h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در (δ = 0)

اختلال بدون v(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار ١١ .۴
٨۵ . . . . . . . . . . . .h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در (δ = 0)

اختلال سطح با u(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار ١٢ .۴
٨۶ . . . . . . . . . . . .h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.02

اختلال سطح با v(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار ١٣ .۴
٨۶ . . . . . . . . . . . .h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.02

س



جدول ها فهرست

با و اختلال وجود بدون s(t) برای مطلق خطای و u(x, t) برای RMS خطای ٢. ١
که وقتͬ مختلف زمانͬ گام های برای کوشͬ داده های در δ = 0.1 اختلال سطح

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .h = 0.01 و c = 0.011 ،△t = 0.01

با و اختلال وجود بدون s(t) برای مطلق خطای و u(x, t) برای RMS خطای ٢. ٢
که وقتͬ مختلف زمانͬ گام های برای کوشͬ داده های در δ = 0.1 اختلال سطح

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .h = 0.01 و c = 0.011 ،△t = 0.01

،ADM از استفاده با N = 7 که وقتͬ s(t) برای میانگین مطلق خطای مقادیر ٢. ٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .MLPG روش و RKM

روش و RKM ،ADM از استفاده با u(x, t) برای میانگین مطلق خطای مقادیر ۴ .٢
j = 0, 1, 2, ...,M ،u(xi, tj) برای میانگین مطلق خطای مقادیر ∆ui که MLPG

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند.

۵۵ .h = ∆t ∈ {0.1, 0.05, 0.025, 0.01} که وقتͬ ،µ4(t) و µ3(t) برای RMS خطای ٣. ١
δ = اختلال سطح با و (δ = 0) اختلال بدون a(t) و s(t) برای RMS خطای ٣. ٢

۶٠ . . . . . . . . . . . . . .h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های 0.02در

که وقتͬ کوشͬ داده های δدر = 0.02 اختلال سطح با s(t) برای RMS خطای ١ .۴
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .h = ∆t = 0.025

ش



١ فصل

اولیه مفاهیم و مقدمات
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گرین و دیورژانس قضایای و تابع ͷی محمل ١. ١

Ω روی شده تعریف تابعͬ f و ناتهͬ و باز مجموعه ͷی Ω ⊂ Rn ͬ کنیم م فرض .١. ١. ١ تعریف
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را f ١ محمل باشد.

suppf = {x ∈ Ω; f(x) ̸= 0}

.suppf ⊂ Ω هرگاه ٢ است فشرده Ω در f محمل ͬ گوییم م .١. ١. ٢ تعریف

A در α هر برای هرگاه ͬ گوییم م کامل H هیلبرت فضای در را {xα}α∈A مجموعه .١. ١. ٣ تعریف
.y = 0 شود نتیجه ⟨y, xα⟩ = 0 رابطه از

X ∈ Rd از برداری تابع ͷی w = (w1, w2, ..., wd) و اسͺالر تابعͬ v کنید فرض .۴ .١. ١ تعریف
ͬ دهیم م نشان ∆ و div ،∇ نمادهای با ترتیب به را لاپلاس و دیورژانس گرادیان، عملͽرهای باشد.

که:
grad v = ∇v = (

∂v

∂X1
, ...,

∂v

∂Xd
),

div w = ∇.w =

d∑
i=1

∂wi

∂Xi
,

∆v = ∇.∇v =

d∑
i=1

∂2v

∂X2
i

.

برون سوی یͺانͬ نرمال بردار n = (n1, ..., nd) اینکه فرض با دیورژانس): (قضیه .۵ .١. ١ قضیه
داریم: باشد ∂Ω∫

Ω
∇.wdX =

∫
∂Ω
w.nds.

ͬ باشد. م سطح مساحت المان سه بعدی حالت در و قوس طول المان دو بعدی حالت در ds که

فرمول کنیم استفاده w جای به wv تابع از دیورژانس قضیه در اگر گرین): (قضیه .۶ .١. ١ قضیه
1Support
2Compact

٢



آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

ͬ آید: م دست به زیر صورت به گرین

∫
Ω
w.∇vdX =

∫
∂Ω
w.nvds−

∫
Ω
∇.wdX.

ͬ آید: م دست به زیر رابطه گرین فرمول در w = ∇u دادن قرار با

∫
Ω
∇u.∇vdX =

∫
∂Ω

∂u

∂n
vds−

∫
Ω
v∆udX.

است. n بردار جهت در u جهتͬ مشتق ∂u

∂n
= ∇u.n که

هادامارد دیدگاه از خوش وضع مساله ١. ٢

باشد داشته را زیر شرط سه اگر است خوش وضع ٣ هادامارد دیدگاه از مساله ͷی .١. ٢. ١ تعریف
:[۵٢]

باشد. جواب دارای مساله (١
باشد. یͺتا مساله جواب (٢

ایجاد با یعنͬ، جواب) (پایداری باشد وابسته مساله داده های به پیوسته طور به مساله جواب (٣
باشد. جزیی هم مساله جواب در تغییرات مساله داده های در جزیی تغییرات

هستند. بد وضع سوم شرط نداشتن علت به اغلب معکوس مسایل مثال، عنوان به

خطͬ نگاشت ͷی K : V → W و باشند نرم دار فضای دو W و V ͬ کنیم م فرض .١. ٢. ٢ تعریف
باشند: برقرار زیر شرایط هرگاه ͬ گوییم م خوش وضع را Kx = y معادله باشد. غیرخطͬ یا

.Kx = y که باشد موجود x ∈ V ͷی حداقل y ∈W هر برای (١
.Kx = y که باشد موجود y ∈W ͷی حداکثر x ∈ V هر برای (٢

که {xn}∞n=1 ⊆ X دنباله هر برای دیͽر عبارت به باشد وابسته y به پیوسته طور به x جواب (٣
.xn → x شود نتیجه ،Kxn → Kx

3Hadamard

٣



آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

ͬ گیریم: م نظر در را زیر اول نوع فردهلم انتگرال معادله .١. ٢. ٣ مثال

∫ b

a
k(x, y)f(y)dy = g(x), a < x < b

ͬ شود: م حاصل زیر رابطه بالا معادله در k(x, y) = y cosx دادن قرار با

cosx

∫ b

a
yf(y)dy = g(x),

جنس از g(x) که حالتͬ در است واضح .α cosx = g(x) داریم ∫ b
a yf(y)dy = α اینکه فرض با

است. بد وضع اول نوع فردهلم معادله لذا ندارد. جواب معادله این نباشد مثلثاتͬ

آزاد مرز با مسایل ١. ٣

نسبت باید که است جزیی دیفرانسیل معادله ͷی (FBP) آزاد۴ مرز با مساله ͷی ریاضیات، در
مرز از بخشͬ شود. حل است مجهول ابتدا از که مساله دامنه مرز از بخشͬ و مجهول تابع ͷی به
مسایل در نمونه عنوان به معادلات نوع این ͬ شود. م گفته آزاد مرز است مجهول ابتدا از که دامنه

ͬ آیند. م وجود به فاز۵ جداسازی

یخ قطعه ای است. یخ شدن ذوب فرآیند آزاد مرز با مساله ͷی از ͷکلاسی مثال ͷی .١. ٣. ١ مثال
حل مناسب مرزی و اولیه شرایط با گرما معادله ͷی آن دمای تعیین برای ͬ توان م ͬ گیریم، م نظر در
شد. خواهد اشغال آب توسط ناحیه این باشد، یخ ذوب۶ نقطه از بیشتر دما ناحیه هر در اگر کرد.

ͬ شود. م PDEکنترل ͷی توسط ͬͺدینامی طور به یخ و آب بین شده تشͺیل مرز

توصیف را ٧ انجماد و ذوب فرآیند که استفان مساله از عبارتند آزاد مرز با مسایل از نوع دو
شود. بیان تغییراتͬ مساله ͷی عنوان به ͬ تواند م زمان از مستقل حالت در که ٨ مانع مساله و ͬ کند م

ͬ دهیم. م توضیح مختصر طور به را استفان مساله ادامه در
4Free boundary problem
5Phase separation
6Melting point
7Melting and solidification
8Obstacle problem
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

استفان مساله ١. ٣. ١

فصل Γ و یخ دمای T2 و آب دمای T1 ͬ کنیم م فرض ͬ گیریم. م نظر در را انجماد و ذوب مساله
آنگاه: باشد، آب و یخ مشترک

∂Ti
∂t

= ∇ · (ki∇Ti), X ∈ Ωi (١. ١)

T1 = T2, X ∈ Γ. (١. ٢)

این مثال، عنوان به است، ثابت مقداری که ͬ شود م گفته ٩ دمایی نفوذ ضریب (i = 1, 2 ) ki که
همچنین است. 1.335× 10−6m2/s برابر یخ برای و 1.4× 10−7m2/s آب برای ضریب

k1
∂T1
∂n

− k2
∂T2
∂n

= Vn, X ∈ Γ. (١. ٣)

ψ(X, t) = 0 توسط Γ اگر است. n نرمال بردار جهت در Γ مرز حرکت سرعت١٠ Vn ،(١. ٣) در
شود: نوشته زیر شͺل به ͬ تواند م (١. ٣) آنگاه، باشد شده داده

k1∇XT1 · ∇Xψ − k2∇XT2 · ∇Xψ = ψt.

هر (در شده ثابت مرز در مرزی شرایط و t = 0 در اولیه شرایط همراه به (١. ١)‐(١. ٣) سیستم
یͷ‐فاز را مساله ( T2 ≡ 0 (یا T1 ≡ 0 که حالتͬ در ͬ گوییم. م فاز١١ دو‐ استفان مساله را ( t لحظه

ͬ گوییم. م انرژی١٢ تراز معادله را (١. ٣) شرط ͬ گوییم. م
u(x, t) ≥ 0 تابع و x = s(t) منحنͬ یافتن از است عبارت یͷ‐فاز استفان مساله یͷ بعدی حالت در

9Thermal diffusivity
10Velocity
11Two-phase
12Balance-of-energy
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

که طوری به

ut = uxx, 0 < x < s(t), t > 0,

u(0, t) = g(t), t > 0,

u(x, 0) = h(x), 0 < x < s(0),

u(s(t), t) = 0, −ux(s(t), t) = s
′
(t), t > 0.

کرد u(0, t) = g(t) شرط جایͽزین ͬ توان م را t > 0 برای ux(0, t) = k(t) شرط .h > 0 و g > 0 که
s
′
(t) > 0 و s(t) ∈ C∞ ،t > 0 برای و است فرد به منحصر جواب دارای مساله این .k(t) ⩾ 0 که

ببینید). را آن مراجع و [١])
گرادیان و T تابع که معنͬ این به است، ضعیف یͺتای جواب دارای استفان مساله بالاتر ابعاد در

است. پیوسته T و هستند H1 به متعلق t > 0 مقادیر برای ∇XT یعنͬ آن

مربعات کمترین تقریب ۴ .١

پایه عنوان به را {pi(X)}mi=1 چند جمله ای های باشد. u ∈ V و نرم دار فضای ͷی V که کنید فرض
در Vm و Vm = span{p1(X), p2(X), ..., pm(X)} که ͬ گیریم م نظر در Vm متناهͬ بعد با زیر فضای
باشند. شده داده ،i = 1, 2, ..., n، Xi نقاط در u تابع مقادیر ͬ کنیم م فرض همچنین است. بسته V
لزومͬ و شود ͬ نیمم م ∥u(X)− uh(X)∥22 که طوری به است uh(X) ∈ Vm مثل تابعͬ یافتن هدف

ͬ کنیم: م تعریف منظور این برای باشد. درونیاب تابع ͷی uh(X) که ندارد

J =
n∑

i=1

(uh(Xi)− ûi)
2 (۴ .١)

که ،uh(X) = pT (X)a ͬ کنیم م فرض است. Xi نقطه در u تابع واقعͬ مقدار ûi که
بنابراین، است. مجهولات ثابت بردار aT = [a1, a2, ..., am] و pT (X) = [p1(X), p2(X), ..., pm(X)]

۶



آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

ͬ شود: م نوشته زیر صورت به (۴ .١)

J(a) =
n∑

i=1

(pT (Xi)a − ûi)
2 (۵ .١)

مشتق , j = 1, 2, ...,m, aj به نسبت J(a) از ،a از تابعͬ عنوان به J(a) کردن ͬ نیمم م منظور به
داریم: بنابر این ͬ دهیم، م قرار صفر برابر و گرفته

∂J

∂aj
=

n∑
i=1

2pj(Xi)[pT (Xi)a − ûi] = 0, j = 1, 2, ...,m.

نوشت: زیر شͺل به ͬ توان م را بالا معادلات a و p(X) بردارهای تعریف به توجه با

n∑
i=1

p(Xi)pT (Xi)a =
n∑

i=1

p(Xi)ûi (۶ .١)

است: زیر صورت به بالا معادلات ماتریسͬ شͺل

Aa = B (١. ٧)

مجهول ضرایب بردار (١. ٧) به توجه با .B =
∑n

i=1 p(Xi)ûi و A =
∑n

i=1 p(Xi)pT (Xi) که
ͬ شود: م تعیین زیر رابطه از a یعنͬ

a = A−1B

بدون شبͺه روش های بر مقدمه ای ۵ .١

مسایل و طبیعͬ پدیده های از وسیعͬ طیف و صنعت و مهندسͬ علوم در کاربردی مسایل از بسیاری
جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادله ͷی قالب در آنها ریاضͬ مدل که هستند گونه ای به ͬͺفیزی
معادله جواب به نیاز مسایل این تحلیل و توصیف برای که ͬ شود م بیان مرزی و اولیه شرایط با

٧



آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

تحلیلͬ روش های از استفاده با مسایل این اکثر دقیق جواب تعیین اینکه دلیل به ͬ باشد. م دیفرانسیل
وسیعͬ طور به تقریبی جواب تعیین عددی روش های ارایه برای تحقیق و مطالعه نیست، امͺان پذیر
عنصر روش های به ͬ توان م شده ارایه پر کاربرد و استاندارد روش های از است. گرفته قرار توجه مورد
جواب ناحیه شبͺه بندی بر مبتنͬ روش هایی که کرد اشاره متناهͬ حجم و متناهͬ تفاضل متناهͬ،
که زیادی کارایی های و مزایا وجود با شبͺه بر مبتنͬ روش های کلͬ طور به و روش ها این ͬ باشند. م
ͬ توان م جمله از هستند، نیز ضعف هایی و معایب دارای دارند مسایل از مختلفͬ انواع عددی حل در
نیاز صورت در قبلͬ شبͺه بندی اطلاعات نبودن استفاده قابل شبͺه بندی، بالای محاسباتͬ هزینه به
برای روش ها این کارگیری به نبودن امͺان پذیر یا بودن دشوار همچنین و ظریف تر شبͺه بندی به

کرد. اشاره پیچیده هندسͬ شͺل با دامنه های با مسایل یا بالا ابعاد با مسا یل
مشتقات با دیفرانسیل معادلات جواب های تقریبی تعیین برای کارا و جدید عددی روش های ارایه
روش های است. گرفته قرار ریاضͬ و مهندسͬ علوم پژوهشͽران توجه مورد اخیر سال های در جزیی
ریاضیدانان توجه مورد آنها از حاصل عددی جواب های بالای دقت و انطاف پذیری دلیل به شبͺه بدون
مشͺلات بر غلبه روش ها، این ارایه هدف مهمترین گفت بتوان شاید است. گرفته قرار مهندسین و
ذرات روش به بدون شبͺه روش های اولیه ایده ͬ باشد. م دامنه کل مجدد شبͺه بندی و شبͺه بندی
ͬ گردد. برم ١٩٧٧ سال در ͷاختر فیزی پدیده های نمایش برای [٣٢] (SPH) ١٣ هموار ͬͺهیدرودینامی
توسط (DEM) ١۴ شده پخش عناصر روش انتشار از پس دقیقا بدون شبͺه روش های روی بر مطالعه

کرد. پیدا گسترش ١٩٩٢ سال در ١٧ ویلون و ١۶ توزوت ، [۵] ١۵ نیرولز
پیش از شبͺه بندی ͷی از استفاده بدون که [١٨] (٢٠٠٣ (لیو است روشͬ بدون شبͺه روش ͷی
این در ͬ کند. م تبدیل خطͬ معادلات سیستم ͷی به را مساله دامنه، گسسته سازی برای شده تعیین
(نه مرز و دامنه نمایش برای شده اند پخش مساله مرز و دامنه در که نقاط از مجموعه ای از روش،
که شده پخش نقاط این ͬ شود. م استفاده شبͺه بندی جای به مساله مرز) و دامنه گسسته سازی برای
قبلͬ اطلاعات هیچ گونه به که معنͬ این به ͬ سازند، نم شبͺه ͷی ͬ شوند م نامیده ١٨ میدانͬ نقاط

نیست. نیاز مجهول تابع تقریب یا درونیابی برای گره ها بین رابطه درباره
زیر موارد به ͬ توان م روش ها این جمله از شده اند. ارایه متعددی بدون شبͺه روش های تاکنون
،[٢٧] (PUM) ١٩ یͺه افراز روش شده، پخش عناصر روش ،ͬͺهیدرو دینامی ذرات کرد: اشاره

13Smoothed Particle Hydrodynamic
14Diffuse element method
15Nayroles
16Touzot
17Villon
18Field nodes
19Partition of unity method
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

عناصر بازتولید روش ،[۶٨] (EFG) ٢١ آزاد عناصر با گالرکین روش ، [٧] ٢٠ کلود اچ‐پی روش
،[٣٨ ،١٧] (RBFs) ٢٣ شعاعͬ پایه ای توابع اساس بر هم محلͬ روش ،[٧٣] (RKPM) ٢٢ هسته
(LBIE) ٢۵ محلͬ مرزی انتگرال معادلات بدون شبͺه روش ،[٧۶] (BNM) ٢۴ مرزی نودهای روش
پتروف‐گالرکین محلͬ بدون شبͺه روش و ٢۶ نقاط شعاعͬ درونیابی روش ،[١٢ ،٣۵ ،٢۶ ،۶٩]
علاوه [٧١] در .[۶٧ ،٢۵ ،٢۴ ،٧۵ ،۴۵ ،۴۴ ،۶٢ ،۶١ ،۶٠ ،۵٩ ،۵٨ ،۵٧ ،۵۶] (MLPG) ٢٧

ارایه روش ها این از کلͬ بازنگری ͷی قالب در دیͽری بدون شبͺه روش های شده ذکر روش های بر
است. شده

هستند: زیر صورت به بدون شبͺه روش ͷی اجرای در اساسͬ گام سه
به ͬ باشد، م نقاط تولید بدون شبͺه روش های اجرای در اساسͬ گام اولین :٢٨ نقاط تولید .١
برای باشند (تصادفͬ) نامنظم یا منظم ͬ توانند م که پراکنده نقاط از مجموعه ای از که صورت این
را مرز و دامنه کل که باشند گونه ای به باید نقاط این ͬ شود. م استفاده مساله ͬͺفیزی دامنه نماش

دهند. پوشش
جواب تابع و ͬ شود م گرفته نظر در جواب فضای برای پایه ای دوم، گام در جواب: تقریب .٢
گفته جواب تقریب عمل این ͬ شود. م گرفته نظر در پایه اعضای از خطͬ ترکیب ͷی صورت به

ͬ شود. م
گام در شده ارایه جواب تقریب تابع در مجهول ضرایب تعیین برای سوم، گام در :٢٩ آزمودن .٣
آزمودن ͬ گویند. م جواب آزمودن را عمل این کند. صدق حاکم معادلات در تقریب این باید دوم،
آزمودن و جواب تقریب متفاوت روش های باشد. کلͬ یا محلͬ و قوی یا ضعیف شͺل به ͬ تواند م
اجرای در شده ذکر سه گانه گام های ادامه در است. شده مختلفͬ بدون شبͺه روش های ایجاد به منجر

ͬ شوند. م داده شرح خلاصه طور به بدون شبͺه روش های
20Hp-cloud method
21Element free Galerkin method
22Reproducing kernel particle method
23Meshless collocation-radial basis functions method
24Boundary nodes method
25Meshless local boundary integral equation method
26Radial point interpolation method
27Meshless local Petrov-Galerkin method
28Node generation
29Testing
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

نقاط تولید ۶ .١

از مجموعه ای توسط مساله ͬͺفیزی دامنه بدون شبͺه، روش های اول گام در شد، اشاره که همانگونه
نقاط انتخاب متداول شͺل های از بعضͬ ͬ شود. م داده پوشش آن مرز روی و دامنه در پراکنده نقاط

هستند: زیر صورت به بعدی سه و بعدی دو  دامنه های در پراکنده

نقاط انتخاب بدون شبͺه، روش های در نقاط انتخاب نوع متداول ترین از ͬͺی یͺنواخت: نقاط •
که صورت این به ͬ باشد، م مساله دامنه در یͺنواخت پراکندگͬ با

Xi = X0 + ih i = 0, 1, ..., n.

است. مͺانͬ گام اندازه بردار h = Xi+1 −Xi که

ͷنزدی نقاط در جواب حساسیت که مسایلͬ حل برای معمولا نقاط این :٣٠ چبیشف نقاط •
در واقع چبیشف چند جمله ای ریشه های چبیشف نقاط ͬ شوند. م استفاده است، بیشتر مرز به

ͬ باشند. م دامنه

استفاده بدون شبͺه روش های در میدانͬ نقاط عنوان به که دارند وجود نقاط از دیͽری رده های
کرد. اشاره ٣١ هالتون گاوسͬ تصادفͬ نقاط به ͬ توان م نقاط این جمله از ͬ شوند. م

جواب تقریب ١. ٧

در ͬ باشد. م جواب تقریب شبͺه، بدون روش های در مشترک دوم گام شد، اشاره قبلا که همانگونه
توابع از خطͬ ترکیبی صورت به ͬ دهیم م نشان uh(X) با را آن که تابعͬ با را مساله جواب گام این

ͬ گیریم: م نظر در زیر شͺل به و پایه

uh(X) =
n∑

i=1

aipi(X)

اجرای با که هستند مجهول ضرایب ها ai و مشخص پایه ای توابع ها pi(X) بالا، رابطه در که
از دارد، وجود جواب تقریب برای زیادی روش های ͬ شوند. م محاسبه شبͺه بدون روش سوم گام

30Chebyshev data
31Halton quasi-random point
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

هستند. محلͬ انتگرال گیری دامنه و محلͬ محمل ترتیب به Ωq و Ωs :١. ١ شͺل

روش هسته، اجزای بازتولید روش هموار، ͬͺهیدرودینامی ذرات روش به ͬ توان م روش ها این جمله
رساله این در کرد. اشاره شعاعͬ پایه ای توابع و یͺه افراز روش متحرک، مربعات کمترین تقریب
بخش در را آن که است شده استفاده جواب تقریب برای متحرک مربعات کمترین تقریب روش از

ͬ دهیم. م شرح اختصار به زیر

متحرک مربعات کمترین تقریب ١. ٨

که است مطلوب دقت با داده ها تقریب روش های از ͬͺی (MLS) متحرک مربعات کمترین تقریب
همچنین ،X ∈ Ω و مساله دامنه Ω ͬ کنیم م فرض ͬ شود. م داده شرح خلاصه طور به بخش این در
Ω یعنͬ مساله دامنه در ͬͽهمسای این که طوری به باشد X نقطه ͬͽهمسای ͷی Ωs ͬ کنیم م فرض
١. ١ (شͺل ͬ شود م گرفته نظر در جواب تابع برای MLS تقریب تعریف دامنه عنوان به و دارد قرار

ببینید). را
مربعات کمترین تقریب , i = 1, 2, ..., n, Xi تصادفͬ نقطه تعدادی روی ،Ωs در u تابع تقریب برای

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به X ∈ Ωs هر برای را uh(X) متحرک

uh(X) = pT (X)a(X), ∀X ∈ Ωs (١. ٨)

١١



آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

تعیین پیش از جمله ای های تک از ٣٢ کامل پایه ͷی pT (X) = [p1(X), p2(X), ..., pm(X)] که
کل برای a(X) یعنͬ است، متحرک ضرایب بردار aT (X) = [a1(X), a2(X), · · · , am(X)] و شده
بالاترین t کنیم فرض اگر است. پایه اعضای تعداد m همچنین نیست. ثابت مساله دامنه نقاط
صورت به بعدی دو  حالت در t و m بین رابطه دارد، قرار پایه در که باشد چند جمله ای درجه
کلͬ حالت در و m =

(t+ 1)(t+ 2)(t+ 3)

6
صورت به سه بعدی حالت در ،m =

(t+ 1)(t+ 2)

2

حالت در مثال عنوان به ،[۶١] است m =
(t+ 1)(t+ 2) · · · (t+ l)

l!
صورت به l−بعدی مساله برای

است: زیر صورت های به pT (X) یͷ بعدی

pT (X) = [1, x], linear basis; m = 2 (١. ٩)

pT (X) = [1, x, x2], quadratic basis; m = 3 (١. ١٠)

است: زیر صورت های به X = (x, y) با pT (X) دو بعدی حالت در

pT (X) = [1, x, y], linear basis; m = 3 (١. ١١)

pT (X) = [1, x, y, x2, y2, xy], quadratic basis; m = 6 (١. ١٢)

است: زیر صورت های به X = (x, y, z) با pT (X) سه بعدی حالت در و

pT (X) = [1, x, y, z], linear basis; m = 4 (١. ١٣)

pT (X) = [1, x, y, z, x2, y2, z2, xy, yz, xz], quadratic basis; m = 10 (١۴ .١)
32Complete basis
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

جواب با درمسایل مثال، برای شود. استفاده پایه در دیͽری توابع از است ممͺن MLS روش در
ͬ شود. م استفاده پایه در منفرد٣٣ توابع از منفرد

شود، ͬ نیمم م ∥uh(X)− ûi∥2,w که ͬ کنیم م تعیین گونه ای به را (١. ٨) رابطه در a(X) ضرایب بردار
برای است. Xi نقطه در u واقعͬ مقدار ،i = 1, 2, ..., n، ûi و ٣۴ L2 وزن دار گسسته نرم ∥.∥2,w که

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را J(a(X)) تابع منظور این

J(a(X)) =

n∑
i=1

wi(X)[pT (Xi)a(X)− ûi]
2 = [Pa(X)− û]TW[Pa(X)− û] (١۵ .١)

در X هر برای طوریͺه به است iام ٣۶ گره با متناظر وزن٣۵ تابع wi(X) iام، نقطه در X مقدار Xi که
.wi(X) > 0 آنها برای که طوری به است Ωs در واقع گره های تعداد n و wi(X) > 0 ،wi(X) محمل

ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به ûT بردار و W و P ماتریس های همچنین

P =



pT (X1)

pT (X2)

...

pT (Xn)


n×m

=



p1(X1) p2(X1) · · · pm(X1)

p1(X2) p2(X2) · · · pm(X2)

... ... . . . ...

p1(Xn) p2(Xn) · · · pm(Xn)


n×m

W =


w1(X) · · · 0

... . . . ...

0 · · · wn(X)


n×n

ûT
= [û1, û2, ..., ûn].

33Singular function
34Weighted discrete l2 norm
35Weight function
36Node
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

ûi و ui بین تفاوت :١. ٢ شͺل

برای که ببینید را ١. ٢ (شͺل باشد درونیاب تابع ͷی uh(X) تابع ندارد لزومͬ که است ذکر به لازم
ازای به uh(Xi) ≡ ui مقدار کلͬ حالت در واقع در است.)، شده رسم یͷ بعدی حالت در سادگͬ
به نسبت (١۵ .١) در J(a) از گرفتن مشتق با نباشد. یا باشد ûi با برابر است ممͺن Ωs در Xi هر

داریم: آمده دست به رابطه دادن قرار صفر برابر و a(X)

n∑
i=1

wi(X)p(Xi)pT (Xi)a(X) =
n∑

i=1

wi(X)p(Xi)ûi (١۶ .١)

نوشت: زیر شͺل به توان مͬ را (١۶ .١) معادله

A(X)a(X) = B(X)û (١. ١٧)

ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به و است m× n ماتریسͬ B(X) و m×m ماتریسͬ A(X) که

A(X) =
n∑

i=1

wi(X)p(Xi)pT (Xi) = PTWP

B(X) = [w1(X)p(X1), w2(X)p(X2), ..., wn(X)p(Xn)] = PTW (١. ١٨)

١۴



آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

و اگر یعنͬ این و باشد نامنفرد (١. ١٧) در A ماتریس که است خوش تعریف وقتͬ MLS تقریب
برای لازم شرط ͷی بنابراین باشد. m برابر دارد) ستون m و سطر n (که P ماتریس رتبه اگر فقط
تابع m حداقل X ∈ Ω ٣٧ نمونه نقطه هر برای که است این باشد خوش تعریف تقریب ͷی اینکه
خط ͷی روی مثلا خاصͬ الͽوی طبق Ωs در مذکور نمونه نقاط و (n ≥ m (یعنͬ باشند ناصفر وزن
نقطه ͷی یا ملاحظاتͬ تحت گره نقطه ͷی است ممͺن X نمونه نقطه ͷی ندارند. قرار مستقیم
(١. ٨) در آن دادن قرار و (١. ١٧) از a(X) محاسبه با باشد. عددی) انتگرال گیری (نقطه ٣٨ تربیع

ͬ آید: م دست به زیر رابطه

uh(X) = ΦT (X)û =

n∑
i=1

ϕi(X)ûi (١. ١٩)

که
ΦT (X) = PT

(X)A−1(X)B(X)

و

ϕi(X) =
m∑
j=1

pj(X)[A−1(X)B(X)]ji (١. ٢٠)

(١. ٢٠) و (١. ١٨) به توجه با ͬ گوییم، م Xi گره با متناظر MLS تقریب شͺل٣٩ تابع را ϕi(X)

حالت در عملͬ کاربردهای در .wi(X) = 0 که وقتͬ فقط ϕi(X) = 0 که کرد ملاحظه ͬ توان م
معمولا را Xi محمل باشد. ناصفر Xi گره نقاط محمل روی که ͬ شود م انتخاب طوری wi(X) کلͬ
محمل در که Xهایی ازای (به ϕi(X) = 0 رابطه ͬ گیریم. م نظر در rs شعاع و Xi مرکز به دایره ای

ͬ کند. م حفظ را MLS تقریب بودن محلͬ ویژگͬ ندارند) قرار Xi

هستند. مشتق پذیر پیوسته طور به Ω روی q مرتبه تا که باشد توابعͬ فضای Cq(Ω) کنید فرض
ϕi(X) ∈ Cr(Ω) آنگاه ،j = 1, 2, ...,m, i = 1, 2, ..., n، pj(X) ∈ Cs(Ω) و wi(X) ∈ Cq(Ω) اگر

37Sample point
38Quadrature
39Shape function
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

ͬ شوند: م محاسبه زیر صورت به ϕi(X) جزیی مشتقات .r = min(q, s) که

ϕi,k =
n∑

i=1

[pj,k(A
−1B)j,i + pj(A

−1B,k +A−1
,k B)ji] (١. ٢١)

محاسبه زیر صورت به و است X kام مختص به نسبت A−1 جزیی مشتق A−1
,k = (A−1),k آن در که

:[۶١] ͬ شود م
A−1

,k = −A−1A,kA
−1

مشتقات (١. ٢١) از است. X kام مختص xk که ∂( )/∂xk معنͬ به ( ),k نماد که است ذکر به لازم
ͬ شوند: م نتیجه زیر صورت به ϕ(X) دوم مرتبه جزیی

ϕi,kl =

n∑
j=1

[pj,kl(A
−1B)ji + pj,k(A

−1B,l +A−1
,l B)ji

+pj,l(A
−1B,k +A−1

,k B)ji+ pj(A
−1B,kl +A−1

,klB

+A−1
,l B,k +A−1

,k B,l)ji]

که
A−1

,kl = A−1A,lA
−1A,kA

−1 −A−1A,klA
−1 +A−1A,kA

−1A,lA
−1

پایه توابع باید ابتدا ،(MLPG) پتروف‐گالرکین محلͬ روش در MLS تقریب از استفاده زمان
اسپلاین و گاوسͬ وزن تابع نوع دو از منظور، این برای شوند. انتخاب wi(X) وزن توابع و p(X)

کرد. استفاده ͬ توان م فشرده محمل های با
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به X در iام گره با متناظر گاوسͬ نوع از وزن تابع

wi(X) =


exp[−(di/ci)

2]− exp[−(ri/ci)
2]

1− exp[−(ri/ci)2]
0 ≤ di ≤ ri

0 di ≥ ri

(١. ٢٢)
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ͬ شود: م تعریف زیر صورت به چهار مرتبه اسپلاین نوع از وزن تابع همچنین

wi(X) =


1− 6(

di
ri
)2 + 8(

di
ri
)3 − 3(

di
ri
)4 0 ≤ di ≤ ri

0 di ≥ ri

(١. ٢٣)

است. wi وزن تابع برای محمل اندازه rs و wi وزن تابع شͺل کنترل ثابت ci ،di = ∥X −Xi∥ که
تضمین منظور (به Ωs در گره نقطه کافͬ تعداد که باشد بزرگ قدری به باید rs یعنͬ محمل اندازه
بزرگ نسبی عددی خطای به منجر است ممͺن ͷکوچ خیلͬ rs ͷی اما گیرد. قرار A پایداری)
اندازه به باید rs طرفͬ از شود. ماتریسͬ سیستم حل در گاوسͬ عددی انتگرال گیری از استفاده در
بیش و کم اینکه با ci انتخاب شود. حفظ MLS تقریب برای محلͬ ویژگͬ تا باشد ͷکوچ کافͬ
(١٩٩۴) بلیتسچͺو۴١ و لو۴٠ دارد. تاثیر محاسبات نتایج در توجهͬ قابل طور به ولͬ است دلخواه

کردند. پیشنهاد ci ثابت های انتخاب برای روشͬ
Ω یعنͬ دامنه کل روی گاوسͬ وزن تابع دید ͬ توان م سادگͬ به (١. ٢٣) و (١. ٢٢) به توجه با
تابع هستند. C0 به متعلق دامنه کل روی نیز جواب تابع و شͺل توابع بنابراین است. C0 به متعلق
روش در شده تولید شͺل توابع بنابراین است. C1 به متعلق دامنه کل روی ۴ مرتبه اسپلاین وزن

هستند. C1 به متعلق دامنه کل روی نیز جواب تابع و MLS

آزمودن ١. ٩

uh(X) =
∑n

i=1 aipi(X) صورت به که تقریب تابع مجهول ضرایب بدون شبͺه روش های سوم گام در
صدق حاکم معادلات در قوی یا ضعیف صورت به تابع این که شوند تعیین طوری باید شد معرفͬ
کرد: دسته بندی زیر صورت به را آنها ͬ توان م که شده اند ارایه حال به تا آزمودن روش چندین کند.

هم محلͬ) (روش قوی شͺل به آزمودن ١. ٩. ١

کار به هموار ͬͺهیدرودینامی ذرات روش شعاعͬ پایه ای توابع تقریب در گسترده طور به روش این
در هم محلͬ) (نقاط متمایز نقاط از مجموعه ͷی در باید جواب تقریب تابع روش، این در ͬ رود. م

40Lu
41Belytschko
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نتیجه در باشد. کمتر مجهول ضرایب تعداد از نباید نقاط این تعداد کند. صدق حاکم معادلات
روش، این هستند. مجهول تقریب ضرایب آن در که ͬ شود م تبدیل معادلات دستگاه ͷی به مساله
روش است. روش این مشͺلات از ͬͺی ناپایداری وجود، این با است. سریع و ساده روش ͷی
پایه ای توابع از روش این در ͬ باشد. م بدون شبͺه روش های معروف ترین از ͬͺی [١۶ ،١٧] ۴٢ کانسا
پایه ای توابع هم محلͬ روش را روش این اغلب لذا، ͬ شود. م استفاده جواب تقریب برای شعاعͬ
بار اولین برای است مساله بر حاکم معادلات قوی شͺل بر مبتنͬ که روش این ͬ نامند. م نیز شعاعͬ

.[١٧] گرفت قرار استفاده مورد بیضوی جزیی معادلات حل برای کانسا توسط ١٩٩٠ سال در

ضعیف شͺل به آزمودن ١. ٩. ٢

روی عددی انتگرال گیری های از هستند معادلات ضعیف شͺل بر مبتنͬ که بدون شبͺه ای روش های
استفاده باشند شده ساخته محلͬ یا سراسری صورت به است ممͺن که دامنه از مجموعه هایی زیر
جهت هستند. گالرکین ضعیف شͺل مبنای بر سراسری ضعیف شͺل بر مبتنͬ روش های ͬ کنند. م
با گالرکین روش است. مساله تغییراتͬ یا ضعیف شͺل از استفاده به نیاز گالرکین روش اجرای
محاسبه برای و گالرکین روش از هسته اجزای بازتولید روش و یͺه افراز روش ،۴٣ آزاد عناصر
از آمده دست به نتایج در ͬ کنند. م استفاده عددی انتگرال گیری روش های از حاصل، انتگرال های
همͽرایی سرعت و ۴۴ ͬ رسد نم بست بن به جا هیچ روش این که شده بیان چنین روش، این اجرای
این اجرای بالای هزینه به ͬ توان م روش این معایب از باشد. بیشتر متناهͬ عنصر روش از ͬ تواند م
دو (٢٠٠٠) ژو و ۴۶ اتلوری و (١٩٩٩) ۴۵ ژو نمود. اشاره دامنه) کل در (انتگرال گیری روش
و (LBIE) ۴٧ محلͬ مرزی انتگرال معادلات بدون شبͺه روش نمودند: ارایه بدون شبͺه روش نوع
استفاده محلͬ مربعات کمترین تقریب از روش دو هر .۴٨ پتروف‐گالرکین محلͬ بدون شبͺه روش
از LBIE روش هستند) تابع مقادیر اینجا در (که مجهولات آوردن دست به برای اما ͬ کنند. م
باید معادلات ͬ کند. م استفاده محلͬ انتگرال معادلات از MLPG روش و مرزی انتگرال معادلات
محاسبه آنها مرز و دامنه ها زیر این روی انتگرال ها و باشند برقرار منظم شͺل با دامنه های زیر روی

ͬ شوند. م
42Kansa’s method
43Element Free Galerkin(EFG)
44Do not exhibit any volumetric locking
45Zhu
46Atluri
47Meshless Local Boundary Integral Equation
48Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG)
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پتروف‐گالرکین محلͬ شبͺه بدون روش ١. ١٠

روش های پرکابردترین و ͬ ترین عموم از ͬͺی (MLPG) پتروف‐گالرکین محلͬ بدون شبͺه روش
ژو و اتلوری توسط ١٩٩٨ سال در بار اولین برای روش این است. اخیر سال های در بدون شبͺه
گرفته قرار مسایل حل برای محققین استفاده و استقبال مورد چشمͽیری طور به که گردید معرفͬ
منجر که گرفت قرار بررسͬ و مطالعه مورد ۴٩ شن و اتلوری توسط عمیق تر طور به آن از پس و است
روش های از تازه ای نسبتا کلاس روش این .[۵٨ ،۵٧] است شده زمینه این در کتاب دو تدوین به
زیر در شود ساخته دامنه کل در اینکه جای به مساله ضعیف شͺل آن در که است بدون شبͺه  ایی
محلͬ ضعیف معادلات از استفاده روش این اساس ͬ شود. م ساخته مساله دامنه کل از دامنه هایی
تقریب برای متحرک مربعات کمترین تقریب و آزمون برای ͬ شوند م ساخته دامنه ها زیر روی که
با گالرکین روش مانند ضعیف، شͺل بر مبتنͬ بدون شبͺه روش های از بسیاری اساس است. جواب
روش ها اینگونه در مساله مهمترین ͬ باشد. م دامنه کل در مساله ضعیف ازشͺل استفاده آزاد، عناصر
شوند. محاسبه دامنه کل در باید انتگرال ها این چون است، حاصل انتگرال های محاسبه چͽونگͬ
دارند قرار دامنه کل در که ͬ سازیم م دامنه هایی زیر روی را مساله ضعیف شͺل MLPG روش در
کم باعث که است MLPG روش خصوصیت مهمترین این ͬ گویند. م محلͬ ضعیف شͺل آن به که
شͺل اینکه بر علاوه بودن، محلͬ خصوصیت بیشتر چه هر حفظ برای ͬ شود. م محاسبات شدن
تابع تقریب برای متحرک مربعات کمترین تقریب از ͬ شود، م ساخته دامنه ها زیر روی مساله ضعیف
طور به ͬ کنیم. م استفاده شده اند پخش مساله مرز و دامنه در تصادفͬ طور به که نقاطͬ در مجهول
به مساله تبدیل برای متحرک مربعات کمترین تقریب و مساله ضعیف شͺل از روش این خلاصه،
تابع انتخاب در روش این انعطاف پذیری ͬ کند. م استفاده غیر خطͬ یا خطͬ معادلات دستگاه ͷی
بخش در .[٧٢ ،٣ ،۵٨ ،۵٧ ،۵۶] است شده MLPG متفاوت نوع چند ایحاد به منجر ۵٠ آزمون
ͷی مورد در که را متحرک مربعات کمترین تقریب از استفاده با MLPG روش اجرای مراحل بعد

ͬ دهیم. م توضیح مختصر طور به است شده گرفته کار به زمان به وابسته گرمای مساله

MLPG روش اجرای روند ١. ١١

استفاده با سپس و شود تبدیل محلͬ ضعیف شͺل به مساله باید ابتدا MLPG روش اجرای روند در
MLPG روش اجرای روند بررسͬ برای شود. گسسته سازی متحرک مربعات کمترین تقریب از

49Shen
50Test function
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ͬ گیریم: م نظر در را زیر زمان به وابسته گرمای مساله



∂u

∂t
= ∆u+ f(x, y)

u(x, y, 0) = g1(x, y), (x, y) ∈ Ω

u(x, y, t) = g2(x, y, t), (x, y) ∈ ∂Ω

(٢۴ .١)

است. بعدی دو لاپلاس عملͽر ∆ = (
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
) که

زمانͬ گسسته سازی ١. ١١. ١

به تبدیل مساله که کنیم گسسته سازی را زمان متغیر طریقͬ به باید زمان، به وابسته مسایل برای
وجود زمان متغیر گسسته سازی برای روش چندین گردد. متفاوت زمانͬ گام های در بیضوی مساله
زمان متغیر متناهͬ تفاضلات تقریب ͬ کنیم. م استفاده متناهͬ تفاضلات روش از اینجا در که دارد

است: زیر صورت به θ روش به

θ
∂u

∂t

k+1

+ (1− θ)
∂u

∂t

k

=
uk+1 − uk

∆t
+O(∆t) 0 ≤ θ ≤ 1 (٢۵ .١)

داریم k + 1 و k زمانͬ گام دو در گرما معادله گرفتن نظر در با

θ
∂u

∂t

k+1

= θ∆uk+1 + θfk+1 (٢۶ .١)

(1− θ)
∂u

∂t

k

= (1− θ)∆uk + (1− θ)fk (١. ٢٧)
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است: زیر صورت به (٢۴ .١) در گرما معادله گسسته شͺل ،(١. ٢٧) و (٢۶ .١) ،(٢۵ .١) به توجه با

uk+1 − uk

∆t
= θ∆uk+1 + (1− θ)∆uk + θfk+1 + (1− θ)fk (١. ٢٨)

ͬ شود: م تبدیل زیر گامͬ تک گسسته شͺل به (١. ٢٨) (کرانک‐نیͺلسون)، θ = 1

2
ازای به

uk+1 − ∆t

2
∆uk+1 = uk +

∆t

2
∆uk +

∆t

2
(fk+1 + fk) (١. ٢٩)

محلͬ ضعیف فرمول بندی ١. ١١. ٢

ͬ کنیم م فرض ͬ گیریم. م نظر در آن مرز روی و دامنه در را ،i = 1, 2, ..., N ،Xi = (xi, yi) نقاط
روی (١. ٢٩) محلͬ ضعیف شͺل باشد. Xi نقطه شامل و Ω یعنͬ مساله دامنه از زیر دامنه ای Ωqi

است: زیر صورت به Ωqi زیر دامنه

∫
Ωqi

[uk+1 − ∆t

2
∆uk+1]νdX =

∫
Ωqi

[uk +
∆t

2
∆uk +

∆t

2
(fk+1 + fk)]νdX (١. ٣٠)

MLPG روش از مختلفͬ انواع به منجر آزمون تابع متفاوت انتخاب های است. آزمون تابع ͷی ν که
ͬ دهیم. م توضیح مختصر طور به را آن نوع چند که ͬ شود م

توابع با جواب تابع شده، گسسته معادلات آوردن دست به برای روش این در :MLPG1 روش
زیر بازه هر در آزمون تابع عنوان به MLS وزن تابع از و ͬ شود م زده تقریب ... و MLS ،RBF
از حاصل توابع دارند. روش این همͽرایی در مهمͬ نقش عددی انتگرال های ͬ شود. م استفاده
طور به ͬ شوند م استفاده پایه ای توابع عنوان به که ،MLS تقریب از استفاده با روش این درونیابی
ضعیف شͺل به انتگرال گیری دقت شده موجب این که هستند برخوردار بالایی پیچیدگͬ از طبیعͬ
هزینه های صرف با روش این بنابراین، باشد. همراه گالرکین روش های انواع در بالاتری سختͬ با
این مزیت اما ͬ شود. م استفاده آن از ندرت به نتیجه در و ͬ پردازد م انتگرال ها محاسبه به بالایی
بزند. تقریب بهتر را جواب ͬ تواند م بنابراین، است. محلͬ صورت MLSبه تقریب که است آن روش

به نامتقارن محلͬ ضعیف فرمول بندی از شده گسسته معادلات روش این در :MLPG2 روش

٢١
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تابع از و ͬ شود م زده تقریب ... و MLS ،RBF توابع با جواب تابع قبل روش مثل و ͬ آیند م دست
گسسته دستگاه به ضعیف، شͺل به توجه با و ͬ شود م استفاده آزمون تابع عنوان به دیراک دلتای
این که ͬ شویم م متوجه دیراک دلتای تابع خواص به توجه با ͬ رسیم. م خطͬ معادلات شامل شده ای
پایه ای توابع اگر و است انتگرال گیری گونه هر از عاری و جواب توابع مشتقات شامل فقط دستگاه
توابع این دوم مشتقات محاسبه توابع این پیچیدگͬ به توجه با باشد MLS روش پایه ای توابع شامل

است. همراه بالایی هزینه های صرف با
دست به متقارن محلͬ ضعیف فرمول بندی از شده گسسته معادلات روش این در :MLPG3 روش

۵١ تابع هوی ساید از و ͬ شود م زده تقریب ... و MLS ،RBF توابع با جواب تابع و ͬ آیند م

ν(X) =


1, X ∈ Ωqi

0, X /∈ Ωqi

(١. ٣١)

ͷی به معادلات این ͷکم به سپس، ͬ شود. م استفاده محلͬ زیر دامنه هر در آزمون تابع عنوان به
مهمͬ بسیار نقش عددی انتگرال های شد گفته قبلا که همانطور ͬ رسیم. م خطͬ معادلات دستگاه
مشͺل آنها محاسبه است ممͺن و ͬ کنند م ایفا بدون شبͺه روش های عددی جواب های همͽرایی در
باعث موضوع همین و است مرز روی انتگرال گیری شامل فقط انتگرال گیری روش، این در باشد.

آید. دست به بالایی دقت با و پایدار سریع، روش این از حاصل جواب است شده
باید روش، این از استفاده با ضعیف شͺل از مساله جواب آوردن دست به برای :MLPG4 روش
انتخاب جواب تابع برای که باشند توابعͬ همان ͬ کنیم م انتخاب آزمون تابع عنوان به که را توابعͬ
به توجه با بنابراین، باشند. ... و MLS ،RBF توابع ͬ توانند م توابع این مثال، عنوان به شده اند.
کیم اتلوری، هستند. پیچیده بسیار شده ایجاد انتگرال های داریم متقارن ضعیف شͺل از که گاهͬ آ
این از حاصل نتایج داده اند. قرار مطالعه مورد را MLPG نوع این بیشتری جزئیات با ۵٣ چو و ۵٢

ͬ گیرد م قرار استفاده مورد کمتر پیچیده، محاسبات دلیل به روش این که است داده نشان مطالعه
.[۵٩ ،۵۶]

همچنین و آزمون تابع عنوان به هوی ساید تابع از استفاده و MLPG3 روش کارگیری به با
51Heavy Side
52Kim
53Cho
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داریم: (١. ٣٠) در گرین قضیه از استفاده

∫
Ωqi

uk+1dX − ∆t

2

∫
∂Ωqi

∂uk+1

∂n
ds =

∫
Ωqi

ukdX +
∆t

2

∫
∂Ωqi

∂uk

∂n
ds

+
∆t

2

∫
Ωqi

(fk+1 + fk)dX (١. ٣٢)

MLPG سازی گسسته ١. ١١. ٣

روش در شوند. گسسته باید معادلات این آن، سازی ساده و محلͬ ضعیف شͺل ساختن از پس
تقریب ͷی گفت ͬ توان م دیͽر عبارت به دارد. بستگͬ ϕjها به جواب فضای گسسته سازی ،MLPG

تقریب از استفاده با رساله سراسر در و قسمت این در دارد. بستگͬ جوابش فضای قدرت به خوب
ͬ دهیم. م انجام را گسسته سازی متحرک مربعات کمترین

،u(Xi, k∆t) و h ثابت مقدار برابر راستا هر در متوالͬ گره نقطه دو هر فاصله ͬ کنیم م فرض
مجهول N بنابراین، است. u(Xi, (k + 1)∆t) محاسبه ما هدف باشند. معلوم ،i = 1, 2, ..., N

دست به معادله ͷی ،Xi گره نقطه هر با متناظر داریم. معادله N به نیاز آنها محاسبه برای و داریم
شͺل از گسسته معادلات یافتن منظور به ،Ω داخلͬ گره نقاط برای که صورت این به ͬ آوریم. م
انتگرالͬ معادلات در را (١. ١٩) در متحرک مربعات کمترین تقریب (١. ٣٢) در محلͬ، ضعیف

داریم: بنابراین ͬ کنیم. م جایͽزین (١. ٣٢) محلͬ

N∑
j=1

(

∫
Ωqi

ϕjdX)ûk+1
j − ∆t

2

N∑
j=1

(

∫
∂Ωqi

∂ϕj
∂n

ds)ûk+1
j =

N∑
j=1

(

∫
Ωqi

ϕjdX)ûkj

+
∆t

2

N∑
j=1

(

∫
∂Ωqi

∂ϕj
∂n

ds)ûkj +
∆t

2

∫
Ωqi

(fk+1 + fk)dX (١. ٣٣)

رابطه متحرک، مربعات کمترین تقریب و مرزی شرایط به توجه با ∂Ω یعنͬ مرز روی گره نقاط برای
ͬ آید: م دست به زیر

N∑
j=1

ϕj(Xi)û
k+1
j = gk+1

2 (Xi) (٣۴ .١)

٢٣



آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

نوشت: زیر ماتریسͬ شͺل به ͬ توان م را (٣۴ .١) و (١. ٣٣) معالات دستگاه

(A− ∆t

2
B)ûk+1

j = (A+
∆t

2
B)ûkj + C (٣۵ .١)

است. N × 1 برداری C و N ×N ماتریس هایی B و A که

زیر دامنه هر در جواب تابع عنوان MLSبه تقریب از استفاده روشMLPGبا اجرای کلͬ مراحل
است: زیر کلͬ صورت به Ωs

ͬ کنیم. م انتخاب ∂Ω یعنͬ آن مرز روی و Ω یعنͬ مساله دامنه در را ،i = 1, 2, ..., N ،Xi نقاط .١
:Xi نقاط روی تکرار حلقه شروع .٢

گونه ای به باید زیر دامنه ها این ͬ کنیم. م تعریف را Ωsi محلͬ زیر دامنه ،Xi نقطه هر برای (الف)
پوشش را مساله دامنه و Xi نقاط کل که طوریͺه به باشند داشته همپوشانͬ کافͬ اندازه به که باشند

کنند. حفظ را بودن محلͬ خاصیت که باشند ͷکوچ باید طرفͬ، از دهند.
زیر این که ͬ گیریم م نظر در طوری را Ωsi در Ωqi محلͬ زیر دامنه ،Ωsi در Xi نقطه هر برای (ب)

باشد. Ωsi داخلͬ نقاط از Xi نقطه ͷی شامل فقط آن مرز و دامنه
∂Ωqi یعنͬ آن مرز روی و Ωqi در را گاوسͬ) انتگرال گیری نقاط (مثلا Xqj انتگرال گیری نقاط (پ)

ͬ دهیم: م انجام را زیر محاسبات Xqj نقطه هر برای و ͬ کنیم م مشخص
انتگرال گیری: نقاط روی تکرار حلقه شروع (ت)

نقاطͬ از دسته آن یعنͬ، ͬ کنیم. م مشخص را دارند قرار Xqj نقطه در MLS دامنه در که را Xi نقاط
ϕi(Xqj ) دارند قرار MLS تقریب دامنه در که Xi نقاط برای .wi(Xqj ) > 0 باشیم داشته آنها برای که

ͬ کنیم. م محاسبه را آن نیاز مورد مرتبه تا مشتقات و
انتگرال گیری. نقاط روی تکرار حلقه پایان ‐

ͬ کنیم. م محاسبه ∂Ωqi و Ωqi روی را عددی انتگرال های (ث)
.i = 1, 2, ..., N ، Xi نقاط روی تکرار حلقه پایان ‐

ͬ کنیم. م حل نظر مورد مجهولات یافتن منظور به را آمده دست به معادلات دستگاه .٣
بدون واقعا روش ͷی روش، این که ͬ کنیم م ملاحظه MLPG روش اجرای روند به توجه با
و درونیابی برای چه وجه، هیچ به آن مرز روی و دامنه در Xi گره نقاط که، طوری به است. شبͺه
روی راحتͬ به ͬ توان م را مرز و دامنه روی انتگرال های نیستند. لازم عددی انتگرال گیری برای چه
روش های با کره) سه بعدی حالت در و دایره بعدی دو حالت در (مثلا منظم شͺل با زیر دامنه های

کرد. محاسبه گاوس روش مثل عددی انتگرال گیری

٢۴



٢ فصل

مساله حل برای MLPG روش کاربرد

MLS تقریب از استفاده با استفان معکوس



آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

مقدمه ٢. ١

دامنه از بخشͬ آنها در که هستند مسایل از دسته ای حرارت، انتقال معادله برای آزاد مرز با مسایل
آزاد مرز تعیین منظور به نیست. مشخص قبل از آزاد مرز معادله و ͬ کند م تغییر زمان با مͺانͬ
مساله ͬͺفیزی ساختار به شرایط این که شود تحمیل مجهول تابع بر جدیدی شرایط که است لازم
عنوان به هستند. ١ استفان مساله آمدن وجود به منشا آزاد مرز با حرارت معادلات دارد. بستگͬ
از دسترسͬ قابل بخش در را ٢ گرما شار یا دما ͬ توانیم م [٧٠] آهن تولید بلند کوره مورد در مثال،
مساله کنیم. استفاده مجهول آزاد مرز تعیین برای ٣ معکوس روش از سپس و کنیم اندازه گیری مرز
ریخته گری مساله ، ۵ زنده بافت ͷی در اکسیژن ۴ انتشار‐مصرف مساله مدل بندی در ͬ تواند م استفان
ارا یه را مدل هایی شرح [٢٨] در ٧ کینگ و ۶ ایوانز شود. استفاده انجماد فرآیند های سایر و پیوسته
را گرما شار یا دما داده های ͬ توان م گاهͬ ͬ شوند. م استفان بعدی ͷی مساله به منجر که داده اند
مسایل این کرد. تعیین را مجهول مرز حرکت سپس و کرد اندازه گیری مرز دسترس قابل بخش در
متعلق مرز تعیین معکوس مسایل بیشتر .[٢٩] ͬ شوند م شناخته ٨ مرز تعیین مسایل عنوان به اغلب
١٢ کوجیما و ١١ بنکس .[٣٠] هستند ١٠ بد وضع ٩ هادامارد مفهوم به که هستند مسایلͬ خانواده به
معادلات مرز تعیین مسایل برای را ١٣ مجدد ساخت روشهای [٢١] همͺارانش و بنکس و ،[٢٠]
از تقریب ͷی ،١۶ خطوط روش از استفاده با [٧٠] در ١۵ فریدمن کردند. پیشنهاد ١۴ سهموی
از شبͺه بدون روش ͷی [٧٧] ١٨ لͬ و ١٧ هون کرد. ارایه بعدی ͷی مساله ͷی برای متحرک مرز

1Stefan problem
2Heat flux
3Inversion technique
4diffusion–consumption
5Living tissue
6Evans
7King
8Boundary identification
9Hadamard

10Ill-posed
11Banks
12Kojima
13Reconstruction methods
14parabolic
15Fredman
16Method of lines
17Hon
18Li
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

٢٠ چانتاسیروان و دادند ارایه مرز تعیین معکوس مساله ͷی حل برای (MFS) ١٩ بنیادی جواب های
اسلوتا دادند. گسترش رابط تعیین استفان معکوس مساله عددی حل برای را آن [۶۴] همͺارانش و
کار به فاز ͷی استفان مساله حل برای را ٢٣ هͬ تغییراتͬ تکراری روش [١۴] ٢٢ زیلونکا و ٢١

است ممͺن فوق روش های باشد، پیچیده زمانͬ نظر از متحرک رابط که هنگامͬ حال، این با بردند.
پتروف محلͬ بدون شبͺه روش مبنای بر الͽوریتم ͷی فصل این در نباشند. موفق جواب یافتن در
معکوس مساله حل برای (MLS) متحرک مربعات کمترین تقریب استفاده با (MLPG) گالرکین
مرز با مساله ͷی به آزاد مرز مساله متغیر، تغییر ͷی از استفاده با ابتدا است. شده ارایه آزاد مرز
حل با که ͬ شود م حاصل معادلات سیتسم ͷی MLPG روش اعمال با سپس و شده تبدیل ثابت
مناسب دقت دهنده نشان آمده دست به عددی نتایج آید. مͬ دست به مساله جواب و آزاد مرز آن

است. ورودی داده های در اختلال وجود با آمده دست به تقریب های

مساله فرمول بندی ٢. ٢

حرارت انتقال معادله

∂v(y, t)

∂t
= α

∂2v(y, t)

∂y2
, 0 < y < s(t), 0 < t < T, (٢. ١)

اولیه شرایط با را

v(y, 0) = f(y), 0 < y < s0, s0 = s(0), (٢. ٢)

مرزی شرط و

v(0, t) = g(t), (٢. ٣)
19Fundamental solutions
20Chantasiriwan
21Slota
22Zielonka
23He’s variational iteration method
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و زمان متغیر حرارت، تابع ترتیب به y و t ،v(y, t) ٢۴ حرارتͬ نفوذ ضریب α که ͬ گیریم، م نظر در
داریم: s(t) ٢۶ آزاد مرز روی هستند. ٢۵ مͺانͬ متغیر

v(s(t), t) = h(t), (۴ .٢)

β
∂v(y, t)

∂y
|y=s(t) = κ

ds(t)

dt
, (۵ .٢)

ͬ باشد. م حجم واحد در ٢٨ همجوشͬ نهان گرمای ضریب κ و ٢٧ حرارتͬ رسانایی ضریب β که
معکوس مساله در ͬ گویند. م استفان شرط را (۵ .٢) و ٢٩ دما تداوم معادله را (۴ .٢) مساله، این در

است. s(t) آزاد مرز و v(y, t) حرارت تابع تعیین هدف
متغیر تغییر

x =
y

s(t)
, y = xs(t), (۶ .٢)

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را u(x, t) تابع و ͬ گیریم م نظر در را

u(x, t) = v(xs(t), t)

24Thermal diffusivity coefficient
25Spatial variable
26Free boundary
27Thermal conductivity coefficient
28Latent heat of fusion
29Continuity of temperature
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به (٢. ١)‐(۵ .٢) معادلات توسط شده تعریف اولیه آزاد مرز مساله (۶ .٢) متغیر تغییر اعمال با
ͬ شود: م تبدیل زیر ثابت مرز با مساله

∂u(x, t)

∂t
= α

1

s2(t)

∂2u(x, t)

∂x2
+ x

s′(t)

s(t)

∂u(x, t)

∂x
, 0 < x < 1, 0 < t < T, (٢. ٧)

u(x, 0) = f(s0x), 0 < x < 1, s0 = s(0), (٢. ٨)

u(0, t) = g(t), (٢. ٩)

u(1, t) = h(t), (٢. ١٠)

β
∂u(1, t)

∂x
= κs(t)s′(t). (٢. ١١)

استفاده با و (MLPG) پتروف‐گالرکین محلͬ شبͺه بدون روش مبنای بر عددی روند ͷی ادامه در
ͬ  دهیم. م ارایه شده مطرح مساله حل برای (MLS) متحرک مربعات کمترین تقریب از

مساله زمانͬ گسسته سازی ٢. ٣

صورت به زمان به نسبت مشتق گیری عملͽرهای برای متناهͬ تفاضل تقریب  های از استفاده با

∂u(x, t)

∂t
∼=

1

△t
(uk+1(x)− uk(x)), (٢. ١٢)

s′(t) ∼=
1

△t
(sk+1 − sk), (٢. ١٣)

استفاده با همچنین و △t = T
M ،j = 0, 1, ...,M ،tj = t0+ j△t ،sj = s(tj) ،uj(x) = u(x, tj) که

داریم: را زیر تقریب های ٣٠ کرانک‐نیͺلسون روش از

1

s2(t)

∂2u(x, t)

∂x2
∼=

1

2
(

1

(sk+1)2
uk+1
xx +

1

(sk)2
ukxx), (١۴ .٢)

1

s(t)

∂u(x, t)

∂x
∼=

1

2
(

1

sk+1
uk+1
x +

1

sk
ukx). (١۵ .٢)

30Crank–Nicolson
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نوشت: زیر صورت به ͬ توان م را (٢. ١١) و (٢. ٧) اخیر تقریب های از استفاده با

uk+1 − uk

△t
=
α

2
(

1

(sk+1)2
uk+1
xx +

1

(sk)2
ukxx)

+
sk+1 − sk

2△t
x(

1

sk+1
uk+1
x +

1

sk
ukx), (١۶ .٢)

sk+1 − sk

△t
=
β

κ

1

sk
ukx(1). (٢. ١٧)

نوشت: زیر صورت به ͬ توان م را اخیر روابط صورت این در ،λ = 2
△t ͬ کنیم م فرض

λ(uk+1 − uk) = α(
1

(sk+1)2
uk+1
xx +

1

(sk)2
ukxx)

+
λ

2
(1− sk

sk+1
)xuk+1

x − λ

2
(1− sk+1

sk
)xukx, (٢. ١٨)

sk+1 = sk +
β

κ
△t( 1

sk
ukx(1)). (٢. ١٩)

شده گسسته مساله ضعیف شͺل ۴ .٢

زیر دامنه Ωi
q ͬ کنیم م فرض ͬ گیریم. م نظر در آن مرز روی و مساله دامنه در را i = 1, 2, ..., N, xi, نقاط

Ωi
q محلͬ زیردامنه های فصل این در باشد. xi نقطه با متناظر و Ω یعنͬ مساله کلͬ دامنه در محلͬ

مساله ٣١ محلͬ ضعیف شͺل MLPG روش کارگیری به با هستند. rq شعاع و xi مرکز به بازه هایی
به (٢. ١٨) محلͬ ضعیف شͺل ،xi نقطه هر برای ͬ آید. م دست به Ωi

q محلͬ زیر دامنه هر روی
ͬ شود: م حاصل زیر صورت

λ

∫
Ωi

q

(uk+1 − uk)ν(x)dx =

∫
Ωi

q

α(
1

(sk+1)2
uk+1
xx +

1

(sk)2
ukxx)ν(x)dx+

λ

2

∫
Ωi

q

((1− sk

sk+1
)xuk+1

x )ν(x)dx− λ

2

∫
Ωi

q

((1− sk+1

sk
)xukx)ν(x)dx, (٢. ٢٠)

31Local weak form
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ساید هوی تابع آن در که

ν(x) =


1, x ∈ Ωi

q,

0, x /∈ Ωi
q.

(٢. ٢١)

شͺل (٢. ٢٠) در جزء به جزء انتگرال گیری از استفاده با است. شده استفاده آزمون تابع عنوان به
ͬ آید: م دست به زیر محلͬ ضعیف

λ

∫
Ωi

q

u(k+1)dx− λ

2

∫
Ωi

q

((1− sk

sk+1
)xuk+1

x )dx− α

(sk+1)2
uk+1
x |∂Ωi

q
=

λ

∫
Ωi

q

u(k)dx− λ

2

∫
Ωi

q

((1− sk+1

sk
)xukx)dx+

α

(sk)2
ukx|∂Ωi

q
, (٢. ٢٢)

است. Ωi
q محلͬ زیر دامنه مرز ∂Ωi

q که

MLPG گسسته سازی ۵ .٢

معادلات دستگاه ͷی MLS تقریب از استفاده با (٢. ٢٢) معادلات گسسته سازی با بخش این در
فرض ͬ گیریم. م نظر در آن مرز روی و مساله دامنه در را , i = 1, 2, ...N, xi نقاط ͬ آوریم. م دست به
u(xi, tk+1) مجهول کمیت  N تعیین برای باشند. مجهول u(xi, tk+1) و معلوم u(xi, tk) ͬ کنیم م
تقریب فرمول جایͽزینͬ با دارند قرار Ω یعنͬ دامنه درون که نقاطͬ برای داریم. نیاز معادله N به

ͬ شوند: م نتیجه زیر شده گسسته معادلات (٢. ٢٢) در (١. ١٩) متحرک مربعات کمترین

λ

N∑
j=1

(∫
Ωi

q

ϕj(x)dx
)
u
(k+1)
j − λ

2
(1− sk

sk+1
)

N∑
j=1

(∫
Ωi

q

xϕ
′
j(x)dx

)
u
(k+1)
j −

α

(sk+1)2

N∑
j=1

ϕ
′
j(x)u

(k+1)
j |∂Ωi

q
= λ

N∑
j=1

(∫
Ωi

q

ϕj(x)dx
)
u
(k)
j −

λ

2
(1− sk+1

sk
)

N∑
j=1

(∫
Ωi

q

xϕ
′
j(x)dx

)
u
(k)
j +

α

(sk)2

N∑
j=1

ϕ
′
j(x)u

(k)
j |∂Ωi

q
. (٢. ٢٣)
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ͬ دهیم: م قرا (٢. ١٠) و (٢. ٩) به توجه با x = 1 و x = 0 مرزی نقاط برای

uk+1(0) = g(tk+1), (٢۴ .٢)

uk+1(1) = h(tk+1), (٢۵ .٢)

است: زیر صورت به (٢. ١٩) شده گسسته شͺل همچنین

sk+1 = sk +
β

κ

△t
sk

N∑
j=1

ϕ
′
j(1)u

(k)
j . (٢۶ .٢)

داده نمایش زیر صورت به xi گره نقطه N تمام برای (٢۴ .٣) و (٢۴ .٢) ،(٢. ٢٣) ماتریسͬ شͺل
ͬ شود: م

[
λ

N∑
j=1

aij −
λ

2
(1− sk

sk+1
)

N∑
j=1

bij −
α

(sk+1)2

N∑
j=1

cij

]
u
(k+1)
j =

[
λ

N∑
j=1

aij −
λ

2
(1− sk+1

sk
)

N∑
j=1

bij +
α

(sk)2

N∑
j=1

cij

]
u
(k)
j , (٢. ٢٧)

که

aij =

∫
Ωi

q

ϕj(x)dx, bij =

∫
Ωi

q

xϕ
′
jdx, cij = ϕ

′
j(x)|∂Ωi

q
. (٢. ٢٨)

فرض با

Aij = λaij −
λ

2
(1− sk

sk+1
)bij −

α

(sk+1)2
cij ,

Bij = λaij −
λ

2
(1− sk+1

sk
)bij +

α

(sk)2
cij ,
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

ͬ شود: م نتیجه زیر معادلات سیستم (٢. ٢٧) و (٢۶ .٢) به توجه با و U = (ui)N×1 و



sk+1 = sk + β
κ
△t
sk

∑N
j=1 ϕ

′
j(1)u

(k)
j ,

AU (k+1) = BU (k).

(٢. ٢٩)

داریم: گام هر در (٢۴ .٣) و (٢۴ .٢) مرزی شرایط به توجه با

A11 = ANN = 1, ∀j ̸= 1 : A1j = 0, ∀j ̸= N : ANj = 0, (٢. ٣٠)

B11 = BNN = 1, ∀j ̸= 1 : B1j = 0, ∀j ̸= N : BNj = 0, (٢. ٣١)

uk+1
1 = g(tk+1), uk+1

N = h(tk+1). (٢. ٣٢)

داریم: را زیر روابط (٢. ٩) و (٢. ٨) اولیه شرایط به توجه با ،k = 0 که وقتͬ یعنͬ اول زمانͬ گام در

U (0) = [f(s0x1), f(s0x2), . . . , f(s0xN )]t, (٢. ٣٣)

s(0) = s0. (٣۴ .٢)

عددی نتایج ۶ .٢

در ͬ دهیم. م قرار آزمایش و بررسͬ مورد مثال هایی با را فصل این در شده ارایه روش بخش این در
در زیر صورت به اختلالͬ با همچنین و ٣٢ اختلال بدون ورودی کوشͬ داده های عددی محاسبات

شده اند: گرفته نظر

g̃(ti) = g(ti)(1 + δR(i)), (٣۵ .٢)
32Noise
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

انتگرال های شده ارایه مثال های در هستند. [−1, 1] بازه در تصادفͬ R(i)اعدادی و اختلال سطح δ که
بررسͬ منظور به شده اند. زده تقریب نقطه ای چهار گاوس قاعده از استفاده با دامنه ها روی عددی
خطای و (RMS) ٣٣ مربعات میانگین ریشه خطای فرمول های از شده ارایه روش دقت و کارایی

است: شده استفاده ͬ شوند م تعریف زیر صورت به که مطلق

RMS =

√∑N
i=1 (uexact(xi, tj)− uapprox(xi, tj))

2

N
, (٣۶ .٢)

Absolute error u = |uexact(xi, tj)− uapprox(xi, tj)|, (٢. ٣٧)

Absolute error s = |sexact(tj)− sapprox(tj)|. (٢. ٣٨)

rq = 0.7h شعاع و xi مرکز به بازه ای صورت به Ωi
q محلͬ دامنه هر بدون شبͺه ضعیف شͺل اجرای در

برای Ωs دامنه هر شعاع همچنین .i = 0, 1, 2, ...N − 1, h = xi+1 − xi که است شده گرفته نظر در
در شده تعریف دوم درجه پایه توابع و است شده گرفته نظر در rs = 4rq بصورت MLS تقریب

است. شده استفاده (١. ٨) در (١. ١٠)

و .β = −1 ،T = 1 ،α = 1 ͬ دهیم م قرار (۵ .٢)‐(٢. ١) با شده تعریف مساله در .١ .۶ .٢ مثال
ͬ گیریم: م نظر در را زیر فرضیات همچنین κ = 1

f(y) = exp(1− y), g(t) = exp(1 + t), h(t) = 1.

است: زیر صورت به بالا فرضیات با مساله تحلیلͬ جواب

v(y, t) = exp(1− y + t), s(t) = t+ 1,

داریم: نتیجه در و

u(x, t) = v(xs(t), t) = exp(1− x(t+ 1) + t), s(t) = t+ 1.

در آمده اند. دست به h = 0.01 و △t = 0.01 انتخاب با شده ارایه روش اجرای از حاصل نتایج
33Root Mean Squares

٣۴



آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد
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نسبت t = 1 لحظه در s(t) برای مطلق خطای و u(x, t) برای RMS خطای نمودارهای :٢. ١ شͺل
.△t = 0.01 و h = 0.01 که وقتͬ MLPG روش از استفاده با c شͺل پارامتر به

در c شͺل پارامتر به نسبت s(t) برای مطلق خطای و u(x, t) RMSبرای خطای نمودار های ٢. ١ شͺل
بازه مثال، این در ͬ آید. م دست به مشابهͬ نتایج t دیͽر مقادیر برای شده اند. داده نشان t = 1 لحظه
افزایش با که است ذکر به لازم است. شده پیشنهاد c شͺل پارامتر انتخاب برای (0.0097, 0.01155)
در c = 1.1h = 0.011 ثابت مقدار برابر را شͺل پارامتر مثال این در ͬ دهد. م رخ بدوضعͬ c مقدار
بر s(t) برای مطلق خطای و u(x, t) برای RMS خطای نمودارهای ،٢. ٢ شͺل در ͬ گیریم. م نظر
افزایش با RMS خطای مقادیر که ͬ شود م ملاحظه شͺل این به توجه با شده اند. رسم N حسب
سطح با s(t) برای مطلق خطای و u(x, t) برای RMSخطای مقادیر ͬ یابند. م کاهش N مقادیر
جدول در δ = 0.1 اختلال سطح با همچنین و کوشͬ) داده های در اختلال (بدون δ = 0 اختلال
جواب های ندارد وجود داده ها در اختلال که زمانͬ ͬ دهد م نشان جدول نتایج است. شده ارایه ٢. ١
هستند اختلال با همراه ورودی داده های که وقتͬ همچنین هستند. مناسبی دقت دارای آمده دست به
دقیق جواب های نمودارهای هستند. قبول قابل حد در MLPG روش از آمده دست به عددی نتایج
اند. شده رسم ۵ .٢ و ۴ .٢ ،٢. ٣ شͺل های در s(t) و u(x, t) برای مطلق خطا های همچنین و عددی و

κ = 1 و β = −1 ،T = 1 ،α = 1 پارامترهای با را (۵ .٢)‐(٢. ١) مساله مثال، این در .٢ .۶ .٢ مثال
ͬ کنیم م فرض همچنین ͬ گیریم. م نظر در

f(y) = exp(1−
√
5

5
(1 + y))− 1, g(t) = exp(1−

√
5

5
+
t

5
)− 1, h(t) = 0.
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد
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نسبت t = 1 لحظه در s(t) برای مطلق خطای و u(x, t) برای RMS خطای نمودارهای :٢. ٢ شͺل
.c = 0.011 و △t = 0.01 ،h = 0.01 که وقتͬ MLPG روش از استفاده با N به

سطح با و اختلال وجود بدون s(t) برای مطلق خطای و u(x, t) برای RMS خطای :٢. ١ جدول
و c = 0.011 ،△t = 0.01 که وقتͬ مختلف زمانͬ گام های برای کوشͬ داده های در δ = 0.1 اختلال

.h = 0.01
RMS Error RMS Error Absolute Error Absolute Error

t for u(x, t) for u(x, t) for s(t) for s(t)
with δ = 0 with δ = 0.1 with δ = 0 with δ = 0.1

0 0 0 0 0
0.1 5.0608× 10−4 2.184549× 10−2 6.815× 10−5 4.45× 10−6

0.2 7.6318× 10−4 3.766709× 10−2 5.977× 10−5 6.7943× 10−4

0.3 9.7185× 10−4 5.135603× 10−2 3.313× 10−5 1.68936× 10−3

0.4 1.18114× 10−3 2.942010× 10−2 1.92× 10−6 2.93583× 10−3

0.5 1.40740× 10−3 3.451082× 10−2 3.002× 10−5 3.69751× 10−3

0.6 1.65791× 10−3 8.867908× 10−2 6.163× 10−5 3.85729× 10−3

0.7 1.93721× 10−3 6.922609× 10−2 9.272× 10−5 3.93321× 10−3

0.8 2.24902× 10−3 4.306378× 10−2 1.2333× 10−4 3.82775× 10−3

0.9 2.59697× 10−3 4.763296× 10−2 1.5360× 10−4 4.12823× 10−3

1.0 2.98488× 10−3 5.332613× 10−2 1.8367× 10−4 4.76457× 10−3
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد
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و △t = 0.01 ،h = 0.01 که وقتͬ s(t) برای تقریبی و دقیق جواب های مقایسه :٢. ٣ شͺل
.c = 0.011
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10-3 Absolute error with =0.1

داده های در δ = 0.1 اختلال سطح با و اختلال وجود بدون s(t) برای مطلق خطای :۴ .٢ شͺل
.c = 0.011 و △t = 0.01 ،h = 0.01 که وقتͬ کوشͬ
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با و اختلال وجود بدون u(x, t) برای مطلق خطای و تقریبی جواب و دقیق جواب :۵ .٢ شͺل
.c = 0.011 و △t = 0.01 ،h = 0.01 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.1 اختلال سطح
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

است: زیر صورت به مساله تحلیلͬ جواب صورت این در

v(y, t) = exp(1−
√
5

5
(1 + y) +

t

5
)− 1, s(t) =

t√
5
+
√
5− 1,

داریم: نتیجه در

u(x, t) = v(xs(t), t) = exp(1−
√
5

5
(1 + x(

t√
5
+
√
5− 1)) +

t

5
)− 1, s(t) =

t√
5
+
√
5− 1.

در آمده اند. دست به h = 0.01 و △t = 0.01 انتخاب با شده ارایه روش اجرای از حاصل نتایج
شͺل پارامتر به نسبت s(t) برای مطلق خطای و u(x, t) برای RMS خطای نمودار های ۶ .٢ شͺل
این در ͬ آید. م دست به مشابهͬ نتایج t دیͽر مقادیر برای است. شده داده نشان t = 1 لحظه در c
آمده دست به است.نتایج شده پیشنهاد c شͺل پارامتر انتخاب برای (0.0097, 0.01155) بازه مثال،
ثابت مقدار برابر را پارامتر این مثال این در ͬ دهد. م رخ بد وضعͬ c مقدار افزایش با که ͬ دهد م نشان
خطای و u(x, t) برای RMS خطای نمودار های ،٢. ٧ شͺل در ͬ گیریم. م نظر در c = 1.1h = 0.011

خطای مقادیر که ͬ شود م ملاحظه شͺل این به توجه با است. شده رسم N حسب بر s(t) برای مطلق
برای مطلق خطای و u(x, t) برای RMS خطای مقادیر ͬ یابند. م کاهش N مقادیر افزایش با RMS

δ = 0.1 اختلال سطح با همچنین و کوشͬ) داده های در اختلال (بدون δ = 0 اختلال سطح با s(t)
ندارد وجود داده ها در اختلال که زمانͬ ͬ دهد م نشان جدول نتایج است. شده ارایه ٢. ٢ جدول در
با همراه ورودی داده های که وقتͬ همچنین هستند. مناسبی دقت دارای آمده دست به جواب های
نمودارهای هستند. قبول قابل حد در MLPG روش از آمده دست به عددی نتایج هستند اختلال
و ٢. ٩ شͺل های٢. ٨، در s(t) و u(x, t) برای مطلق خطاهای همچنین و عددی و دقیق جواب های

شده اند. رسم ٢. ١٠

مقادیر برای مقایسه ای شده، ارایه روش دقت و کارایی بیشتر بررسͬ برای مثال این در .٣ .۶ .٢ مثال
تجزیه روش از استفاده با آمده دست به نتایج و ،(PM) حاضر روش بین میانگین مطلق خطای
است. شده انجام [۵٣] در شده ارایه (RKM) چهار مرتبه کوتای رانگ روش و (ADM) آدومین
در T = 0.5 و β = −1 ،κ = 10 ،α = 0.1 پارامترهای با را (۵ .٢)‐(٢. ١) مساله منظور این برای
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد
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نسبت t = 1 لحظه در s(t) برای مطلق خطای و u(x, t) برای RMS خطای نمودارهای :۶ .٢ شͺل
.△t = 0.01 و h = 0.01 که وقتͬ MLPG روش از استفاده با c شͺل پارامتر به
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نسبت t = 1 لحظه در s(t) برای مطلق خطای و u(x, t) برای RMS خطای نمودارهای :٢. ٧ شͺل
.c = 0.011 و △t = 0.01 ،h = 0.01 که وقتͬ MLPG روش از استفاده با N به
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

سطح با و اختلال وجود بدون s(t) برای مطلق خطای و u(x, t) برای RMS خطای :٢. ٢ جدول
و c = 0.011 ،△t = 0.01 که وقتͬ مختلف زمانͬ گام های برای کوشͬ داده های در δ = 0.1 اختلال

.h = 0.01
RMS Error RMS Error Absolute Error Absolute Error

t for u(x, t) for u(x, t) for s(t) for s(t)
with δ = 0 with δ = 0.1 with δ = 0 with δ = 0.1

0 0 0 0 0
0.1 8.614× 10−5 1.535648× 10−2 2.668× 10−5 2.225× 10−5

0.2 1.3203× 10−4 3.35379× 10−3 3.327× 10−5 9.390× 10−5

0.3 1.6115× 10−4 9.07394× 10−3 3.203× 10−5 6.566× 10−5

0.4 1.8259× 10−4 5.16000× 10−3 2.708× 10−5 2.1054× 10−4

0.5 2.0051× 10−4 4.94580× 10−3 2.031× 10−5 3.9630× 10−4

0.6 2.1688× 10−4 6.29044× 10−3 1.264× 10−5 5.6382× 10−4

0.7 2.3270× 10−4 2.182342× 10−2 4.51× 10−6 7.9115× 10−4

0.8 2.4845× 10−4 8.48735× 10−3 3.83× 10−6 7.1690× 10−4

0.9 2.6441× 10−4 5.47081× 10−3 1.228× 10−5 3.1084× 10−4

1.0 2.8074× 10−4 1.056699× 10−2 2.077× 10−5 3.917× 10−5
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و △t = 0.01 ،h = 0.01 که وقتͬ s(t) برای تقریبی و دقیق جواب های مقایسه :٢. ٨ شͺل
.c = 0.011
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داده های در δ = 0.1 اختلال سطح با و اختلال وجود بدون s(t) برای مطلق خطای :٢. ٩ شͺل
.c = 0.011 و △t = 0.01 ،h = 0.01 که وقتͬ کوشͬ

ͬ کنیم: م فرض همچنین ͬ گیریم. م نظر

f(y) = exp(1− y), g(t) = exp(1 + 0.1t), h(t) = 1.

است: زیر صورت به مساله دقیق جواب صورت این در

v(y, t) = exp(1− y + 0.1t), s(t) = 0.1t+ 1,

بنابراین
u(x, t) = v(xs(t), t) = exp(1− x(0.1t+ 1) + t), s(t) = 0.1t+ 1.

u(x, t) و s(t) محاسبه به مربوط میانگین مطلق خطای مقادیر ترتیب به ۴ .٢ و ٢. ٣ جدول های در
کارایی نشانگر جدول ها نتایج است. شده ارایه MLPG و RKM ،ADM روش های از استفاده با

است. شده ارایه روش مناسب دقت و
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وجود بدون u(x, t) برای مطلق خطای و تقریبی جواب و دقیق جواب نمودار های :٢. ١٠ شͺل
.c = 0.011 و △t = 0.01 ،h = 0.01 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.1 اختلال سطح با و اختلال
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RKM ،ADM از استفاده با N = 7 که وقتͬ s(t) برای میانگین مطلق خطای مقادیر :٢. ٣ جدول
.MLPG روش و

ADM RKM PM
m = 1 0.002545 △t = 0.05 0.002376 0.000188
m = 3 0.002324 △t = 0.025 0.002372 0.000177
m = 5 0.002200 △t = 0.01 0.002370 0.000171
m = 7 0.002095 △t = 0.005 0.002369 0.000169

روش و RKM ،ADM از استفاده با u(x, t) برای میانگین مطلق خطای مقادیر :۴ .٢ جدول
هستند. j = 0, 1, 2, ...,M ،u(xi, tj) برای میانگین مطلق خطای مقادیر ∆ui که MLPG

ADM (M = 50) RKM(M = 50) PM(M = 50)

N = 5
∆u1 0.004737 0.571854 0.001150
∆u2 0.006836 0.1038585 0.000806
∆u3 0.005531 0.012567 0.001228
N = 6
∆u1 0.004478 0.766475 0.000886
∆u2 0.014252 0.198930 0.000641
∆u3 0.003705 0.043138 0.000113
∆u4 0.005107 0.003309 0.000807
N = 7
∆u1 0.020102 0.934229 0.000576
∆u2 0.051464 0.310715 0.000327
∆u3 0.017199 0.089096 0.000128
∆u4 0.011347 0.021850 0.000115
∆u5 0.003379 0.001768 0.000459
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٣ فصل

ضریب تعیین معکوس مساله بررسͬ

معادله در آزاد مرز و زمان به وابسته

حرارت

۴۵



آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

مقدمه ٣. ١

حرارت معادله در را آزاد مرز و ١ حرارتͬ نفوذ ضریب همزمان تعیین معکوس مساله فصل این در
استفاده با ͬ توان م را حرارت انتقال مسایل از بسیاری ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد زمان به وابسته
یا دامنه که دارد وجود متعددی مسایل حال، این با کرد. مدل سازی ثابت مرز با حرارت معادله از
ͬ شوند م شناخته استفان یا آزاد مرز مسایل عنوان با مسایلͬ چنین و ͬ کند م تغییر زمان به نسبت مرز
مساله است، تخیله حال در مایع و شدن ذوب حال در رسانا ͷی که هنگامͬ مثال، عنوان به .[٢٢]
ͬͺفیزی طور به که است دامنه ͷی در حرارت معادله شامل جسم، باقیمانده جامد قسمت در موجود
عنوان به توان مͬ را فاز ͷی استفان مساله خاص، طور به است. تغییر حال در زمان به نسبت
و زمان به وابسته ضریب تعیین معکوس مساله فصل این در گرفت. نظر در معکوس مساله ͷی
قرار بررسͬ مورد پتروف‐گالرکین محلͬ بدون شبͺه روش از استفاده با حرارت معادله در آزاد مرز
ثابت مرز با مساله ͷی شͺل به آزاد مرز مساله متغیر تغییر ͷی از استفاده با ابتدا در است. گرفته
آزاد، مرز و حرارتͬ نفوذ ضریب به مربوط معادلات بودن معلوم فرض با سپس، است. شده تبدیل
حل کارایی آزمایش منظور به مستقیم مساله حل برای شده تعدیل مساله روی را MLPG روش
در است. شده تایید عددی مثال ارایه با موضوع این که ͬ کنیم م اجرا و سازی پیاده مستقیم کننده
است غیر خطͬ که معکوس مساله و هستند مجهول آزاد مرز و حرارتͬ نفوذ ضریب معکوس، مساله
سازی ͬ نیمم م است. شده فرمول بندی مقید مربعات کمترین سازی ͬ نیمم م مساله ͷی صورت به
است مختلف زمانͬ گام های در آزاد مرز و حرارتͬ نفوذ ضریب از تابعͬ که غیر خطͬ هدف تابع
است. شده انجام متلب ابزار جعبه در موجود fmincon تابع در ٢ درونͬ نقطه روش از استفاده با

ͬ باشد. م آمده دست به تقریب های پایداری و مناسب دقت دهنده نشان آمده دست به نتایج

مساله فرمول بندی ٣. ٢

حرارت انتقال معادله

∂v(y, t)

∂t
= a(t)

∂2v(y, t)

∂y2
+ f(y, t), 0 < y < s(t), 0 < t < T <∞, (٣. ١)

1Thermal diffusivity coefficient
2Interior-point
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

اولیه شرایط با را

v(y, 0) = φ(y), 0 ≤ y ≤ s0, s0 = s(0), (٣. ٢)

مرزی شرایط و

v(0, t) = µ1(t), v(s(t), t) = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T, (٣. ٣)

حرارتͬ نفوذ ضریب و آزاد مرز دما، توزیع تابع ترتیب به a(t) و s(t) ،v(y, t) که ͬ گیریم م نظر در
توابع ͬ شود. م گفته ٣ منبع تابع است معلوم تابعͬ که ،f(x, y) همچنین هستند. زمان به وابسته
معادلات سیستم انرژی مشخصات µ4(t) و x = 0 مرزی نقطه در کوشͬ داده های µ3(t) و ،µ1(t)

ͬ دهد. م نشان را گرما
ͬ گیریم: م نظر در مساله بر را زیر اضافͬ شرایط ،s(t) آزاد مرز و a(t) ضریب تعیین منظور به

− a(t)vy(0, t) = µ3(t),

∫ s(t)

0
v(y, t)dy = µ4(t), 0 ≤ t ≤ T, (۴ .٣)

متغیر تغییر از استفاده با

x =
y

s(t)
, v(y, t) = v(xs(t), t) = u(x, t). (۵ .٣)

به ثابت مرز با معادلات سیستم ͷی به شده داده آزاد مرز مساله ،(۴ .٣)‐(٣. ١) معادلات در
3 source function
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ͬ شود: م تبدیل زیر شͺل

∂u(x, t)

∂t
= a(t)

1

s2(t)

∂2u(x, t)

∂x2
+ x

s′(t)

s(t)

∂u(x, t)

∂x
,

0 < x < 1, 0 < t < T <∞, (۶ .٣)

u(x, 0) = φ(s0x), 0 ≤ x ≤ 1, (٣. ٧)

u(0, t) = µ1(t), u(1, t) = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T, (٣. ٨)

−a(t)ux(0, t) = µ3(t)s(t), s(t)

∫ 1

0
u(x, t)dx = µ4(t), 0 ≤ t ≤ T. (٣. ٩)

مورد بهینه سازی ابزار و متناهͬ تفاضل روش از استفاده با [۶۶] در همچنین و [۴٠] در مساله این
است. گرفته قرار بررسͬ

کنیم مͬ فرض جواب): یͺتایی و وجود (قضیه .٣. ٢. ١ قضیه

،t ∈ [0, T ] ،(i = 1, 2, 4) µi(t) > 0 ،µi(t) ∈ C1[0, T ] .١

،t ∈ [0, T ] ،µ3(t) < 0 ،µ3(t) ∈ C1[0, T ] .٢

،x ∈ [0, s0] ،φ′
(x) > 0 ،φ(x) > 0 ،φ(x) ∈ C2[0, s0] .٣

(x, t) ∈ [0,H1]× [0, T ] ،f(x, t) ≥ 0 ،f(x, t) ∈ C1,0([0,H1]× [0, T ]) .۴
که

H1 = max
[0,T ]

µ4(t)
(
min

{
min
[0,s0]

φ(x),min
[0,T ]

µ1(t),min
[0,T ]

µ2(t)
})−1

∫ 1
0 φ(x)dx = µ4(0). ،φ(s0) = µ2(0) ،φ(0) = µ1(0) .۵

(x, t) ∈ هر برای (٣. ٩)‐(۶ .٣) مساله که طوری  به t0 ∈ [0, T ] دارد وجود صورت این در
دارد. یͺتا جواب [0, 1]× [0, t0]

.[۴٠] در اثبات برهان.

ͬ کنیم. م اجرا (٣. ٩)‐(۶ .٣) مساله روی MLS تقریب کارگیری به با را MLPG روش ادامه در
حالͬ در ͬ باشد. م µ4(t) و µ3(t) توابع همراه به u(x, t) دمای توزیع تابع تعیین شامل مستقیم مساله
که هستند توابعͬ u(x, t) و s(t) ،a(t) پارامترها، بقیه بودن معلوم فرض با معکوس مساله در که،

شوند. تعیین باید
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مستقیم مساله حل ٣. ٣

زمانͬ گسسته سازی ٣. ٣. ١

ͬ گیریم: م نظر در زیر صورت به را متناهͬ تفاضل تقریب های مساله زمانͬ گسسته سازی منظور به

∂u(x, t)

∂t
∼=

1

△t

(
uk+1(x)− uk(x)

)
, (٣. ١٠)

که
uj(x) = u(x, tj), sj = s(tj), t0 = 0, tj = t0 + j△t, j = 0, 1, ...,M

داریم: را زیر تقریب های کرانک‐نیͺلسون روش از استفاده با همچنین .△t = T
M و

a(t)

s2(t)

∂2u(x, t)

∂x2
∼=

1

2
(
ak+1

(sk+1)2
uk+1
xx +

ak

(sk)2
ukxx), (٣. ١١)

s
′
(t)

s(t)

∂u(x, t)

∂x
∼=

1

2
(
s
′k+1

sk+1
uk+1
x +

s
′k

sk
ukx), (٣. ١٢)

f(xs(t), t) ∼=
1

2
(fk+1 + fk), (٣. ١٣)

.f (j) = f(xsj , tj) که
نوشت: زیر صورت به ͬ توان م را (۶ .٣) بالا، تقریب های گرفتن نظر در با

uk+1 − uk

△t
=

1

2
(
ak+1

(sk+1)2
uk+1
xx +

ak

(sk)2
ukxx)

+
x

2
(
s
′k+1

sk+1
uk+1
x +

s
′k

sk
ukx) +

1

2
(fk+1 + fk). (١۴ .٣)
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داریم: بالا معادله به توجه با صورت این در ،λ = 2
△t ͬ کنیم م فرض

λuk+1 − x
s
′k+1

sk+1
uk+1
x − ak+1

(sk+1)2
uk+1
xx =

λuk + x
s
′k

sk
ukx +

ak

(sk)2
ukxx + (fk+1 + fk). (١۵ .٣)

شده گسسته مساله محلͬ ضعیف شͺل فرمول بندی ٣. ٣. ٢

زیر دامنه Ωi
q کنید فرض ͬ گیریم. م نظر در آن مرز روی و مساله دامنه در را , i = 1, 2, ..., N, xi نقاط

،Ωi
q محلͬ های زیر دامنه فصل این در باشد. xi نقطه با متناظر و Ω یعنͬ مساله کلͬ دامنه در محلͬ

مساله محلͬ ضعیف شͺل MLPG روش کارگیری به با هستند. rq شعاع و xi مرکز به بازه هایی
به (١۵ .٣) محلͬ ضعیف شͺل ،xi نقطه هر برای ͬ آید. م دست به Ωi

q محلͬ زیر دامنه هر روی
است: زیر صورت

λ

∫
Ωi

q

uk+1ν(x)dx− s
′k+1

sk+1

∫
Ωi

q

xuk+1
x ν(x)dx− ak+1

(sk+1)2

∫
Ωi

q

uk+1
xx ν(x)dx =

λ

∫
Ωi

q

ukν(x)dx+
s
′k

sk

∫
Ωi

q

xukxν(x)dx+
ak

(sk)2

∫
Ωi

q

ukxxν(x)dx

+

∫
Ωi

q

(fk+1 + fk)ν(x)dx, (١۶ .٣)

هوی ساید تابع آن در که

ν(x) =


1, x ∈ Ωi

q,

0, x /∈ Ωi
q.

(٣. ١٧)
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رابطه (١۶ .٣) در جزء به جزء انتگرال گیری از استفاده با است. شده استفاده آزمون تابع عنوان به
ͬ آید: م دست به زیر

λ

∫
Ωi

q

uk+1dx− s
′k+1

sk+1

∫
Ωi

q

xuk+1
x dx− ak+1

(sk+1)2
uk+1
x |∂Ωi

q
=

λ

∫
Ωi

q

ukdx+
s
′k

sk

∫
Ωi

q

xukxdx+
ak

(sk)2
ukx|∂Ωi

q
+

∫
Ωi

q

(fk+1 + fk)dx, (٣. ١٨)

سیستم ͷی ،MLS تقریب از استفاده با بعد بخش در است. Ωi
q محلͬ زیردامنه مرز ∂Ωi

q که
ͬ آوریم. م دست به (٣. ١٨) انتگرالͬ معادلات از مجهول کمیت های تعیین منظور به جبری معادلات

MLPG گسسته سازی ٣. ٣. ٣

منظور این برای است. نظر مورد MLS تقریب از استفاده با (٣. ١٨) گسسته سازی بخش این در
u(xi, tk) کنید فرض ͬ گیریم. م نظر در آن مرز روی و مساله دامنه در را , i = 1, 2, ...N, xi نقاط
نیاز معادله N به u(xi, tk+1) مجهول کمیت N تعیین برای باشند. مجهول u(xi, tk+1) و معلوم
مربعات کمترین تقریب فرمول جایͽزینͬ با دارند، قرار Ω یعنͬ دامنه درون که نقاطͬ برای داریم.

ͬ شوند: م نتیجه زیر شده گسسته معادلات (٣. ١٨) در (١. ١٩) متحرک

λ

N∑
j=1

(∫
Ωi

q

ϕj(x)dx
)
u
(k+1)
j − s

′k+1

sk+1

N∑
j=1

(∫
Ωi

q

xϕ
′
j(x)dx

)
u
(k+1)
j −

ak+1

(sk+1)2

N∑
j=1

ϕ
′
j(x)u

(k+1)
j |∂Ωi

q
= λ

N∑
j=1

(∫
Ωi

q

ϕj(x)dx
)
u
(k)
j + (٣. ١٩)

s
′k

sk

N∑
j=1

(∫
Ωi

q

xϕ
′
j(x)dx

)
u
(k)
j +

ak

(sk)2

N∑
j=1

ϕ
′
j(x)u

(k)
j |∂Ωi

q
+ F

(k)
i ,

که
F

(k)
i =

∫
Ωi

q

(fk+1 + fk)dx.
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ͬ دهیم: م قرا (٣. ٨) مرزی شرایط به توجه با x = 1 و x = 0 مرزی نقاط برای

uk+1(0) = µ1((k + 1)△t), (٣. ٢٠)

uk+1(1) = µ2((k + 1)△t). (٣. ٢١)

ͬ شود: م داده نمایش زیر صورت به xi گره نقطه N تمام برای (٣. ١٩) ماتریسͬ شͺل

[
λ

N∑
j=1

aij −
s
′k+1

sk+1

N∑
j=1

bij −
ak+1

(sk+1)2

N∑
j=1

cij

]
u
(k+1)
j =

[
λ

N∑
j=1

aij +
s
′k

sk

N∑
j=1

bij +
ak

(sk)2

N∑
j=1

cij

]
u
(k)
j + F

(k)
i , (٣. ٢٢)

که

aij =

∫
Ωi

q

ϕj(x)dx, bij =

∫
Ωi

q

xϕ
′
jdx, cij = ϕ

′
j(x)|∂Ωi

q
. (٣. ٢٣)

فرض با

Aij = λaij −
s
′k+1

sk+1
bij −

ak+1

(sk+1)2
cij , (٢۴ .٣)

Bij = λaij +
s
′k

sk
bij +

ak

(sk)2
cij , (٢۵ .٣)

ͬ آید: م دست به (٣. ٢٢) از زیر معادلات دستگاه ،U = (ui)N×1 و

AU (k+1) = BU (k) + F k. (٢۶ .٣)
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

داریم: گام هر در (٣. ٢١) و (٣. ٢٠) روابط به توجه با

A11 = ANN = 1, ∀j ̸= 1 : A1j = 0, ∀j ̸= N : ANj = 0,

B11 = BNN = 1, ∀j ̸= 1 : B1j = 0, ∀j ̸= N : BNj = 0,

F k
1 = µ1((k + 1)△t), F k

N = µ2((k + 1)△t).

داریم: را زیر رابطه (٣. ٧) اولیه شرایط به توجه با ،k = 0 که وقتͬ یعنͬ اول زمانͬ درگام

U (0) = [φ(s0x1), φ(s0x2), . . . , φ(s0xN )]T . (٣. ٢٧)

عددی نتایج ۴ .٣. ٣

منظور این برای ͬ کنیم. م آزمایش مثال ͷی با را مستقیم مساله حل برای شده ارایه روند بخش این در
با را (٣. ٩)‐(۶ .٣) مساله

s(t) = 1 + 2t, a(t) = 1 + t2,

µ1(t) = 1 + 8t, µ2(t) = (2 + 2t)2 + 8t,

φ(y) = (1 + y)2, f(y, t) = 6− 2t2.

تقریب را آنها ͬ خواهیم م و هستند مجهول µ4(t) و µ3(t) ،v(y, t) مستقیم مساله در ͬ گیریم. م نظر در
است: زیر صورت به شده داده مساله تحلیلͬ جواب بالا مفرضات به توجه با بزنیم.

v(y, t) = (1 + y)2 + 8t,

µ3(t) = −(2 + 2t2), µ4(t) =
(2 + 2t)3 − 1

3
+ 8t(1 + 2t),
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

داریم: نتیجه در

u(x, t) = v(xs(t), t) = (1 + x+ 2xt)2 + 8t,

µ3(t) = −(2 + 2t2), µ4(t) =
(2 + 2t)3 − 1

3
+ 8t(1 + 2t).

محاسبه نقطه ای چهار گاوس قاعده از استفاده با دامنه ها روی عددی انتگرال های مثال این در
از پیشنهادی، روش کارایی همچنین و آمده دست به تقریب های دقت بررسͬ منظور به شده اند.

است: شده استفاده ͬ شوند م تعریف زیر صورت به که مطلق خطای و RMS خطای فرمول های

RMS(µ(t)) =

√∑M
j=0 (µexact(tj)− µapprox(tj))

2

M + 1
, (٣. ٢٨)

Absolute error(u(xi, tj)) = |uexact(xi, tj)− uapprox(xi, tj)|. (٣. ٢٩)

دست به T = 1 و h = 0.05 ،△t = 0.025 انتخاب با شده ارایه روش اجرای از حاصل نتایج
و xi مرکز به بازه ای صورت به Ωi

q محلͬ دامنه هر شبͺه، بدون ضعیف شͺل اجرای در آمده اند.
شعاع همچنین .i = 0, 1, 2, ...N − 1, h = xi+1 − xi که است شده گرفته نظر در rq = 0.7h شعاع
گرفته نظر در c = 1.17h برابر شͺل پارامتر و rs = 4rq صورت به MLS تقریب برای Ωs دامنه هر
٣. ٢ و ٣. ١ شͺل های در است. شده استفاده (١. ٨) در (١. ١٠) دوم درجه پایه توابع و است شده
و h = ∆t = 0.025 با v(y, t) و u(x, t) برای مطلق خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودارهای
نمایش µ4(t) و µ3(t) تقریبی و دقیق جواب نمودارهای ٣. ٣ شͺل در همچنین شده اند. رسم T = 1

و h مختلف مقادیر ازای به ٣. ١ جدول در RMS(µ4(t)) و RMS(µ3(t)) خطای مقادیر شده اند.
فرمول و انتگرال برای ۴ سیمپسون انتگرال گیری قاعده از استفاده با تقریب ها این اند. شده ارایه ∆t

∂u(0, tj)

∂x
∼=

j=M∑
j=0

ϕ
′
(0)ukj , (٣. ٣٠)

4Simpson
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد
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h = که وقتͬ u(x, t) برای مطلق خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودارهای :٣. ١ شͺل
.∆t = 0.025

.h = ∆t ∈ {0.1, 0.05, 0.025, 0.01} که وقتͬ ،µ4(t) و µ3(t) برای RMS خطای :٣. ١ جدول
h = ∆t = 0.1 h = ∆t = 0.05 h = ∆t = 0.025 h = ∆t = 0.01

RMS(µ3(t)) 2.008622e− 13 2.343945e− 12 3.216328e− 12 7.840626e− 11
RMS(µ4(t)) 1.913527e− 13 2.200038e− 12 2.224144e− 12 4.993713e− 11

به تقریب های مناسب دقت نشانگر آمده دست به نتایج آمده اند. دست به مشتق ها محاسبه برای
است. شده ارایه روش از استفاده با آمده دست

معکوس مساله ۴ .٣

معکوس مساله فرمول بندی ١ .۴ .٣

مرز و دما نفوذ ضریب دما، توزیع توابع اینکه فرض با ͬ گیریم. م نظر در را (٣. ٩)‐(۶ .٣) مساله
مساله پارامترهای سایر بودن معلوم فرض با که باشند مجهولͬ توابع s(t) و a(t) ،u(x, t) یعنͬ آزاد
ͬ توان م را مساله این است. خطͬ غیر که بود خواهد معکوس مساله ͷی مساله، این شوند تعیین باید

کرد. فرمول بندی مربعات کمترین سازی ͬ نیمم م مساله ͷی صورت به
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد
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.∆t = 0.025
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.h = ∆t = 0.025

۵۶



آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را شود ͬ نیمم م باید که ۵ هدف تابع

E(s,a) =
www− a(t)

s(t)
ux(0, t)− µ3(t)

www2

L2(0,T )
+
wwws(t) ∫ 1

0
u(x, t)dx− µ4(t)

www2

L2(0,T )
(٣. ٣١)

است: زیر صورت به اخیر معادله گسسته شͺل

E(s,a) =
j=M∑
j=0

[
− aj
sj
ux(0, tj)− µ3(tj)

]2
+

j=M∑
j=0

[
sj

∫ 1

0
u(x, tj)dx− µ4(tj)

]2
(٣. ٣٢)

بخش در آمده دست به عددی نتایج به توجه با .a = (a0, a1, ..., aM ) و s = (s0, s1, ..., sM ) که
نسبتا µ4(t) و µ3(t) ورودی داده های در اختلال وجود با حتͬ مساله جواب های ͬ رسد م نظر به بعد،

نیست. سازی منظم روش های از استفاده به نیازی بنابراین هستند. پایدار
با ،(j = 0, 1, ...,M) aj > 0 و sj > 0 قیدهای با E(s,a) غیر خطͬ هدف تابع سازی ͬ نیمم م
دستور ͬ شود. م انجام متلب ابزار جعبه در موجود fmincon تابع در درونͬ نقطه روش از استفاده
یعنͬ هدف تابع کننده های ͬ نیمم م و هدف تابع ͬ نیمم م مقدار اولیه حدس ͷی از شروع با fmincon
با ux(0, tj) هدف، تابع در ͬ کند. م جستجو جواب ناحیه در را (j = 0, 1, ...,M) aj > 0 و sj > 0

علاوه شده اند. جایͽزین ۶ ذوزنقه ای قاعده فرمول با ∫ 1
0 u(x, tj)dx انتگرال های و (٣. ٣٠) فرمول

فرمول توسط مستقیم مساله در s′(tj) ͬ کنیم، م اجرا را معکوس مساله کننده حل که وقتͬ این بر
تفاضلͬ

s
′
(tj) ∼=

s(tj+1)− s(tj)

∆t
. (٣. ٣٣)

جستجوی بازه هدف، تابع سازی ͬ نیمم م منظور به fmincon دستور اجرای در ͬ شود. م زده تقریب
fmincon اجرای در نیاز مورد پارامترهای سایر است. شده گرفته نظر در aj و sj برای (10−10, 103)

شده اند: انتخاب زیر صورت به
Maximum function evaluations = 3000 ‐

Maximum iterations = 1000 ‐
Optimality tolerance = 10−6 ‐

5Objective function
6Trapezoidal rule
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

Step tolerance = 10−10 ‐
Constraint tolerance = 10−6 ‐

عددی نتایج ٢ .۴ .٣

در است. شده بررسͬ معکوس مساله حل برای شده ارایه روش دقت مثال هایی با بخش این در
شده حل مثال های در بنابراین، هستند. خطا با همراه µ4(tj) و µ3(tj) داده های معمولا کاربردها

صورت به اختلالͬ سطح با همچنین و اختلال بدون را داده ها این معکوس، مساله برای

µ̃3(tj) = µ3(tj)(1 + δR1(j)), (٣۴ .٣)

µ̃4(tj) = µ4(tj)(1 + δR2(j)), j = 0, 1, 2, ...,M, (٣۵ .٣)

است. شده گزارش جواب ها پایداری بررسͬ منظور به حالت دو هر در عددی نتایج و گرفته نظر در
منظور به هستند. [−1, 1] فاصله در تصادفͬ اعدادی R2(j) و R1(j) و اختلال سطح δ بالا رابطه در
خطای فرمول های از شده، ارایه روش کارایی همچنین و آمده دست به تقریب های دقت بررسͬ

است: شده استفاده ͬ  شوند م تعریف زیر صورت به که ٧ نسبی خطای و RMS

RMS(s(t)) =

√∑M
j=0 (sexact(tj)− sapprox(tj))

2

M + 1
, (٣۶ .٣)

RMS(a(t)) =

√∑M
j=0 (aexact(tj)− aapprox(tj))

2

M + 1
, (٣. ٣٧)

Relative error(u(xi, tj)) =
|uexact(xi, tj)− uapprox(xi, tj)|

|uexact(xi, tj)|
. (٣. ٣٨)

7Relative error
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

ͬ گیریم: م نظر در زیر مفروضات با را (٣. ٩)‐(۶ .٣) مساله .١ .۴ .٣ مثال

µ1(t) = 1 + 8t, µ2(t) = (2 + 2t)2 + 8t,

µ3(t) = −(2 + 2t2), µ4(t) =
(2 + 2t)3 − 1

3
+ 8t(1 + 2t),

φ(y) = (1 + y)2, f(y, t) = 6− 2t2,

مساله دقیق و تحلیلͬ جواب آنهاست. تعیین هدف و هستند مجهول a(t) و s(t) ،u(x, t) آن در که
است: زیر صورت به بالا فرضیات به توجه با

u(x, t) = v(xs(t), t) = (1 + x+ 2xt)2 + 8t,

s(t) = 1 + 2t, a(t) = 1 + t2,

نتیجه در و

v(y, t) = (1 + y)2 + 8t,

s(t) = 1 + 2t, a(t) = 1 + t2.

حل در آمده اند. دست به T = 1 و h = ∆t = 0.025 با شده ارایه روند اجرای از حاصل عددی نتایج
شعاع و xi مرکز به بازه ای صورت به Ωi

q محلͬ دامنه هر معکوس) مساله حل (ضمن مستقیم کننده
محلͬ دامنه شعاع همچنین، .i = 1, 2, ...N ،h = xi+1 − xi که است شده گرفته نظر در rq = 0.7h

توابع از و است شده انتخاب c = 1.17h برابر شͺل پارامتر و rs = 4rq برابر MLS تقریب برای Ωs

انتگرال ها است. شده استفاده (١. ٨) متحرک مربعات کمترین تقریب در (١. ١٠) دوم درجه پایه
چهار گاوس قاعده فرمول از استفاده با مستقیم مساله کننده حل معادلات سیستم در دامنه ها روی
درگام های دما نفوذ ضریب و آزاد مرز تابع برای اولیه حدس مثال، این در شده اند. محاسبه نقطه ای

است. شده گرفته نظر در (j = 0, 1, ...,M) sj = 1, aj = 1 صورت به مختلف زمانͬ
یعنͬ ندارد وجود µ4(tj) و µ3(tj) داده های در اختلالͬ نوع هیچ که ͬ گیریم م نظر در را حالتͬ ابتدا
به aj و sj پارامترهای از تابعͬ عنوان به هدف تابع روش، الͽوریتم اجرای با .δ = 0 که حالتͬ در
جواب نمودارهای ͬ شود. م همͽرا 10−9 به هدف تابع تکرار اندکͬ تعداد از پس یافته کاهش سرعت
و دقیق جواب نمودارهای همچنین است. شده رسم ۴ .٣ شͺل در a(t) و s(t) برای تقریبی و دقیق
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سطح با و (δ = 0) اختلال بدون a(t) و s(t) برای تقریبی جواب و دقیق جواب نمودار :۴ .٣ شͺل
h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.02 اختلال

δدر = 0.02 اختلال سطح با و (δ = 0) اختلال بدون a(t) و s(t) برای RMS خطای :٣. ٢ جدول
.h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های

RMS δ = 0 δ = 0.02

RMS(s(t)) 0.002243 0.016018
Example 1 RMS(a(t)) 0.011574 0.025649

Values of objective function 2.230615e− 09 6.875563e− 07
at final iteration

RMS(s(t)) 0.000427 0.010687
Example 2 RMS(a(t)) 0.000540 0.012325

Values of objective function 6.037903e− 13 1.037434e− 11
at final iteration

شده اند. رسم ۶ .٣ و ۵ .٣ های شͺل در v(y, t) و u(x, t) جواب توابع برای نسبی خطای و تقریبی
µ3(tj) داده های که وقتͬ هستند. آمده دست به تقریب های مناسب دقت دهنده نشان حاصل نتایج
هͽمرایی نیز حالت این در شده اند، گرفته نظر در محاسبات در δ = 0.02 اختلال سطح با µ4(tj) و
v(y, t) و u(x, t) ،a(t) ،s(t) تقریبی و دقیق جواب های ͬ آید. م دست به 10−7 به هدف تابع سریع
مقادیر شده اند. داده نمایش ٣. ٨ و ٣. ٧ ،۴ .٣ های شͺل در v(y, t) و u(x, t) برای نسبی خطای و

شده اند. ارایه ٣. ٢ جدول در آخر تکرار در هدف تابع مقدار و a(t) و s(t) برای RMS

ورودی داده های در ͷکوچ اختلال مثال این در که ͬ شود م ملاحظه آمده دست به نتایج به توجه با
جواب های گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین ͬ شوند. نم عددی جواب های در توجه قابل تغییرات باعث

هستند. پایدار آمده دست به عددی

۶٠



آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد
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(δ = 0) اختلال بدون u(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار :۵ .٣ شͺل
.h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در
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.h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد
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اختلال سطح با u(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار :٣. ٧ شͺل
.h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.02
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اختلال سطح با v(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار :٣. ٨ شͺل
.h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.02
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

ͬ گیریم: م نظر در زیر مفروضات با را (٣. ٩)‐(۶ .٣) مساله مثال، این در .٢ .۴ .٣ مثال

µ1(t) = 1 + 8t, µ2(t) = (1 +
√
2− t)2 + 8t,

µ3(t) = −2
√
1 + t, µ4(t) =

(1 +
√
2− t)3 − 1

3
+ 8t

√
2− t,

φ(y) = (1 +
√
2y)2, f(y, t) = 8− 2

√
1 + t.

است: زیر صورت به معکوس مساله دقیق جواب های بالا، داده های به توجه با

u(x, t) = v(xs(t), t) = (1 + x
√
2− t)2 + 8t,

s(t) =
√
2− t, a(t) =

√
1 + t,

نتیجه در

v(y, t) = (1 + y)2 + 8t,

s(t) =
√
2− t, a(t) =

√
1 + t.

در آمده اند. دست به .T = 1 و h = ∆t = 0.025 با شده ارایه روند اجرای از حاصل عددی نتایج
xi مرکز به بازه ای صورت به Ωi

q محلͬ دامنه هر معکوس) مساله حل ضمن ) مستقیم کننده حل
شعاع همچنین ،i = 1, 2, ...N ،h = xi+1 − xi که است شده گرفته نظر در rq = 0.7h شعاع و
است شده انتخاب c = 1.17h برابر شͺل پارامتر ،rs = 4rq برابر MLS تقریب برای Ωs محلͬ دامنه
است. شده استفاده (١. ٨) متحرک مربعات کمترین تقریب در (١. ١٠) دوم درجه پایه توابع از و
فرمول از استفاده با مستقیم، مساله کننده حل معادلات سیستم در دامنه ها روی عددی انتگرال های
ضریب و آزاد مرز تابع برای اولیه حدس مثال این در شده اند. محاسبه نقطه ای چهار گاوس قاعده
گرفته نظر در (j = 0, 1, ...,M) sj = 1, aj = 1 صورت به مختلف زمانͬ گام های در دما نفوذ

است. شده
یعنͬ ندارد وجود µ4(tj) و µ3(tj) داده های در اختلالͬ نوع هیچ که ͬ گیریم م نظر در را حالتͬ ابتدا
aj و sj پارامترهای از تابعͬ عنوان به هدف تابع روش، الͽوریتم اجرای با .δ = 0 که حالتͬ در
نمودارهای ͬ شود. م همͽرا 10−13 به هدف تابع تکرار اندکͬ تعداد از پس یافته کاهش سرعت به
جواب نمودارهای همچنین است. شده رسم ٣. ٩ شͺل در a(t) و s(t) برای تقریبی و دقیق جواب

۶٣



آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد
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سطح با و (δ = 0) اختلال بدون a(t) و s(t) تقریبی جواب و دقیق جواب نمودار :٣. ٩ شͺل
h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.02 اختلال

رسم ٣. ١١ و ٣. ١٠ شͺل های در v(y, t) و u(x, t) جواب توابع برای نسبی خطای و تقریبی و دقیق
داده های که وقتͬ هستند. آمده دست به های تقریب مناسب دقت دهنده نشان حاصل نتایج شده اند.
نیز حالت این در شده اند، گرفته نظر در محاسبات در δ = 0.02 اختلال سطح با µ4(tj) و µ3(tj)
u(x, t) ،a(t) ،s(t) تقریبی و دقیق جواب  های ͬ آید. م دست 11−10به به هدف تابع سریع هͽمرایی
داده نمایش ٣. ١٣ و ٣. ١٢ ،٣. ٩ های شͺل در v(y, t) و u(x, t) برای نسبی خطای و v(y, t) و
شده ارایه ٣. ٢ جدول در آخر تکرار در هدف تابع مقدار و a(t) و s(t) برای RMS مقادیر شده اند.

اند.
داده های در ͷکوچ اختلال نیز مثال این در که ͬ شود م ملاحظه آمده دست به نتایج به توجه با
گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین ͬ شوند. نم عددی جواب های در توجه قابل تغییرات باعث ورودی

هستند. پایدار آمده دست به عددی جواب های

۶۴



آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد
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(δ = 0) اختلال بدون u(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار :٣. ١٠ شͺل
h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در
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(δ = 0) اختلال بدون v(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار :٣. ١١ شͺل
h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد
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اختلال سطح با u(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار :٣. ١٢ شͺل
h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.02
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اختلال سطح با v(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار :٣. ١٣ شͺل
h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.02
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۴ فصل

ͷی در آزاد مرز تعیین معکوس مساله

خطͬ غیر انتشار معادله



آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

مقدمه ١ .۴

قرار بررسͬ مورد را ١ غیر خطͬ انتشار با مساله ͷی در آزاد مرز تعیین معکوس مساله فصل، این در
قالب ͷی روی بر انجماد نظیر مختلفͬ کاربردهای در خطͬ غیر انتشار با آزاد مرز مسایل ͬ دهیم. م
ͷی زیر خاک در نشده اشباع و ٣ اشباع شده ٢ جذب و مشابه غیر غیر خطͬ حرارتͬ ͬ های ویژگ با
داده غیر خطͬ آزاد مرز مساله مناسب متغییر تغییر ͷی با ابتدا مساله، حل برای ͬ دهد. م رخ تالاب
کار گیری به با را MLPG روش سپس، ͬ کنیم م تبدیل ثابت مرز با غیر خطͬ مساله ͷی به را شده
به دستگاه که است ذکر به لازم ͬ کنیم. م اجرا شده تبدیل مساله مستقیم شͺل روی MLS تقریب
مساله ͬ شود. م استفاده معکوس مساله حل ضمن مستقیم) کننده (حل مستقیم مساله از آمده دست
ͷی از غیر خطͬ مربعات کمترین سازی ͬ نیمم م مساله ͷی صورت به را آزاد مرز تعیین معکوس
درجه نویسͬ برنامه الͽوریتم از استفاده با هدف تابع سازی ͬ نیمم م ͬ کنیم. م فرمول بندی هدف تابع
تقریب برای شود. مͬ انجام متلب ابزار جعبه در موجود fmincon تابع در (sqp) ۴ متوالͬ دوم
آمده بدست عددی نتایج است. شده استفاده دوگامͬ گسسته سازی فرمول های از زمانͬ مشتق های
کارایی و دقت بررسͬ منظور به ،[۴٢] در متناهͬ تفاضل روش از استفاده با آمده بدست نتایج با
در شده ارایه روش مطلوب کارایی و مناسب دقت دهنده نشان نتایج این است. شده مقایسه روش

ͬ باشد. م بررسͬ مورد مساله حل

مساله فرمول بندی ٢ .۴

غیر خطͬ ۵ انتشار معادله

∂v(y, t)

∂t
=

∂

∂y

(
a(v(y, t))

∂v(y, t)

∂y

)
+ f(y, t), 0 < y < s(t), 0 < t < T <∞, (١ .۴)

اولیه شرایط با را

v(y, 0) = φ(y), 0 ≤ y ≤ s0, s0 = s(0), (٢ .۴)
1Non linear diffusion
2Absorption
3Saturated
4Sequential quadratic programming
5diffusion

۶٨



آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

۶ دیریͺله مرزی شرایط و

v(0, t) = µ1(t), v(s(t), t) = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T, (٣ .۴)

انتگرالͬ اضافͬ شرط و

∫ s(t)

0
v(y, t)dy = µ3(t), 0 ≤ t ≤ T. (۴ .۴)

منبع و آزاد مرز دما، توزیع توابع ترتیب به f(y, t) و s(t) > 0 ،v(y, t) آن در که ͬ گیریم، م نظر در
و بیان [۴٢] در (۴ .۴)‐(١ .۴) معکوس مساله برای جواب یͺتایی و وجود قضیه های ͬ باشند. م

شͺل به متغیری تغییر از استفاده با شده اند. اثبات

x =
y

s(t)
, v(y, t) = v(xs(t), t) = u(x, t), (۵ .۴)

ͬ شود: م تبدیل زیر ثابت مرز با مساله به (۴ .۴) ‐(١ .۴) آزاد مرز مساله

∂u(x, t)

∂t
=

1

s2(t)

∂

∂x

(
a(u(x, t))

∂u(x, t)

∂x

)
+x

s′(t)

s(t)

∂u(x, t)

∂x
+ f(xs(t), t), 0 < x < 1, 0 < t < T, (۶ .۴)

u(x, 0) = φ(s0x), 0 ≤ x ≤ 1, (٧ .۴)

u(0, t) = µ1(t), u(1, t) = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T, (٨ .۴)

s(t)

∫ 1

0
u(x, t)dx = µ3(t), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T. (٩ .۴)

شده بنا گالرکین ضعیف شͺل اساس بر که را گالرکین پتروف محلͬ بدون شبͺه روش فصل این در
تعیین شامل مستقیم مساله ͬ بریم. م کار به اخیر مساله حل برای MLS تقریب کارگیری به با است
مساله در که، حالͬ در است مساله پارامترهای سایر بودن مشخص فرض با u(x, t) دمای توزیع تابع

است. آن تعیین هدف و است مجهول s(t) یعنͬ آزاد مرز معکوس
6Dirichlet
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

مستقیم مساله حل ٣ .۴

زمانͬ گسسته سازی ٣. ١ .۴

ͬ گیریم: م نظر در زیر صورت به را متناهͬ تفاضل تقریب های مساله، زمانͬ گسسته سازی منظور به

∂u(x, t)

∂t
∼=

1

△t

(
uk+1(x)− uk(x)

)
, (١٠ .۴)

که
uj(x) = u(x, tj), sj = s(tj), t0 = 0, tj = t0 + j△t, j = 0, 1, ...,M

داریم: را زیر تقریب های کرانک‐نیͺلسون روش از استفاده با همچنین، .△t = T
M و

x
s
′
(t)

s(t)

∂u(x, t)

∂x
∼=

1

2
x(
s
′k+1

sk+1
uk+1
x +

s
′k

sk
ukx), (١١ .۴)

f(xs(t), t) ∼=
1

2
(fk+1 + fk), (١٢ .۴)

1

(s(t))2
∼=

1

2
(

1

(sk+1)2
+

1

(sk)2
). (١٣ .۴)

که
f (j) = f(xsj , tj), s(j) = s(tj).

نوشت: زیر صورت به ͬ توان م را (۶ .۴) بالا تقریب های گرفتن نظر در با

uk+1 − uk

△t
=

1

2
(

1

(sk)2
+

1

(sk+1)2
)
(
a(ũk)ũkx

)
x

+
1

2
x(
s
′k+1

sk+1
uk+1
x +

s
′k

sk
ukx) +

1

2
(fk+1 + fk). (١۴ .۴)
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

داریم: بالا معادله به توجه با صورت این در ،λ = 2
△t ͬ کنیم م فرض

λuk+1 − x
s
′k+1

sk+1
uk+1
x = λuk + x

s
′k

sk
ukx

+(
1

(sk)2
+

1

(sk+1)2
)
(
a(ũk)ũkx

)
x
+ (fk+1 + fk). (١۵ .۴)

شده گسسته مساله محلͬ ضعیف شͺل فرمول بندی ٣. ٢ .۴

دامنه زیر Ωi
q کنید فرض ͬ گیریم. م نظر در آن مرز روی و مساله دامنه در را ،i = 1, 2, ..., N ،xi نقاط

Ωi
q محلͬ زیر دامنه های فصل این در باشد. xi نقطه با متناظر و Ω یعنͬ مساله کلͬ دامنه در محلͬ

مساله محلͬ ضعیف شͺل MLPG روش کارگیری به با هستند. rq شعاع و xi مرکز به بازه هایی
(١۵ .۴) معادله محلͬ ضعیف شͺل ،xi نقطه هر برای ͬ آید. م دست به ،Ωi

q محلͬ دامنه زیر هر روی
ͬ شود: م حاصل زیر صورت به

λ

∫
Ωi

q

uk+1ν(x)dx− s
′k+1

sk+1

∫
Ωi

q

xuk+1
x ν(x)dx = λ

∫
Ωi

q

ukν(x)dx

+
s
′k

sk

∫
Ωi

q

xukxν(x)dx+ (
1

(sk)2
+

1

(sk+1)2
)

∫
Ωi

q

(
a(ũk)ũkx

)
x
ν(x)dx

+

∫
Ωi

q

(fk+1 + fk)ν(x)dx. (١۶ .۴)

هوی ساید تابع آن در که

ν(x) =


1, x ∈ Ωi

q,

0, x /∈ Ωi
q,

(١٧ .۴)
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

معادله در ،Ωi
q روی جزء به جزء انتگرال گیری از استفاده با است. شده استفاده آزمون تابع عنوان به

ͬ آید: م دست به زیر محلͬ ضعیف شͺل (١۶ .۴)

λ

∫
Ωi

q

uk+1dx− s
′k+1

sk+1

∫
Ωi

q

xuk+1
x dx = λ

∫
Ωi

q

ukdx+
s
′k

sk

∫
Ωi

q

xukxdx

+(
1

(sk)2
+

1

(sk+1)2
)
(
a(ũk(xi + rq))ũ

k
x(xi + rq)− a(ũk(xi − rq))ũ

k
x(xi − rq)

)
+

∫
Ωi

q

(fk+1 + fk)dx. (١٨ .۴)

مجهول کمیت های تعیین برای جبری معادلات سیستم ͷی ،MLS تقریب از استفاده با بعد بخش در
ͬ آوریم. م دست به (١٨ .۴) انتگرالͬ معادلات از

MLPG گسسته سازی ٣. ٣ .۴

برای است. نظر مورد MLS تقریب از استفاده با (١٨ .۴) معادلات گسسته سازی بخش این در
کنید فرض ͬ گیریم. م نظر در آن مرز روی و مساله دامنه در را ،i = 1, 2, ...N ،xi نقاط منظور این
معادله N به u(xi, tk+1) مجهول Nکمیت تعیین برای باشند. مجهول u(xi, tk+1) و معلوم u(xi, tk)
مربعات کمترین تقریب فرمول جایͽزینͬ با دارند قرار Ω یعنͬ دامنه درون که نقاطͬ برای داریم. نیاز

ͬ شوند: م نتیجه زیر شده گسسته معادلات (١٨ .۴) در (١. ١٩) متحرک

λ
N∑
j=1

(∫
Ωi

q

ϕj(x)dx
)
u
(k+1)
j − s

′k+1

sk+1

N∑
j=1

(∫
Ωi

q

xϕ
′
j(x)dx

)
u
(k+1)
j

= λ

N∑
j=1

(∫
Ωi

q

ϕj(x)dx
)
u
(k)
j +

s
′k

sk

N∑
j=1

(∫
Ωi

q

xϕ
′
j(x)dx

)
u
(k)
j (١٩ .۴)

+(
1

(sk)2
+

1

(sk+1)2
)(a(

N∑
j=1

ϕj(xi + rq)ũ
(k)
j )(

N∑
j=1

ϕ
′
j(xi + rq)ũ

(k)
j )

−a(
N∑
j=1

ϕj(xi − rq)ũ
(k)
j )(

N∑
j=1

ϕ
′
j(xi − rq)ũ

(k)
j ) + F

(k)
i

که
F

(k)
i =

∫
Ωi

q

(fk+1 + fk)dx.
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

ͬ دهیم: م قرا (٨ .۴) مرزی شرایط به توجه با x = 1 و x = 0 مرزی نقاط برای

uk+1(0) = µ1((k + 1)△t), (٢٠ .۴)

uk+1(1) = µ2((k + 1)△t). (٢١ .۴)

ͬ شود: م داده نمایش زیر صورت به ،xi گره نقطه N تمام برای (١٩ .۴) ماتریسͬ شͺل

[
λ

N∑
j=1

aij −
s
′k+1

sk+1

N∑
j=0

bij

]
u
(k+1)
j =

[
λ

N∑
j=1

aij +
s
′k

sk

N∑
j=0

bij

]
u
(k)
j

+(
1

(sk)2
+

1

(sk+1)2
)(Ṽ1 ∗ Ṽ2 + Ṽ3 ∗ Ṽ4)i + F

(k)
i (٢٢ .۴)

که

aij =

∫
Ωi

q

ϕj(x)dx, bij =

∫
Ωi

q

xϕ
′
jdx, (٢٣ .۴)

Ṽ1 = a(
N∑
j=1

ϕj(xi + rq)ũ
(k)
j ), Ṽ2 =

N∑
j=1

ϕ
′
j(xi + rq)ũ

(k)
j , (٢۴ .۴)

Ṽ3 = −a(
N∑
j=1

ϕj(xi − rq)ũ
(k)
j ), Ṽ4 =

N∑
j=1

ϕ
′
j(xi − rq)ũ

(k)
j . (٢۵ .۴)

ͬ باشد. م مؤلفه) به مؤلفه (ضرب هادامارد ضرب “∗”عملͽر نماد (٢٢ .۴) در که باشید داشته توجه
بافرض

Aij = λaij −
s
′k+1

sk+1
bij , (٢۶ .۴)

Bij = λaij +
s
′k

sk
bij (٢٧ .۴)
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

ͬ آید: م دست به (٢٢ .۴) از زیر معادلات دستگاه ،U = (ui)N×1 و

AU (k+1) = BU (k) + (
1

(sk)2
+

1

(sk+1)2
)(Ṽ1 ∗ Ṽ2 + Ṽ3 ∗ Ṽ4) + F k. (٢٨ .۴)

قرار زمانͬ گام هر در ،(٢١ .۴) و (٢٠ .۴) به توجه با مرزی نقاط در (٢٨ .۴) رابطه برقراری برای
ͬ دهیم: م

A11 = ANN = 1, ∀j ̸= 1 : A1j = 0, ∀j ̸= N : ANj = 0,

B11 = BNN = 1, ∀j ̸= 1 : B1j = 0, ∀j ̸= N : BNj = 0,

(Ṽ1 ∗ Ṽ2 + Ṽ3 ∗ Ṽ4)i = 0, i = 1, N,

F k
1 = µ1((k + 1)△t), F k

N = µ2((k + 1)△t).

داریم: را زیر رابطه (٧ .۴) اولیه شرایط به توجه با ،k = 0 که وقتͬ یعنͬ اول زمانͬ درگام

U (0) = [φ(s0x1), φ(s0x2), . . . , φ(s0xN )]T (٢٩ .۴)

روند این ͬ شود. م اجرا تکراری روند ͷی (٢٨ .۴) معادله در غیر خطͬ عبارت بر غلبه منظور به
ترکیب ٨ کرانک‐نیͺلسون روش با که [۴١] است ٧ پیشͽو‐اصلاح گر ساده طرح ͷی تکراری

است: زیر صورت به که است شده
(٣٠ .۴)

AU
(k+1)
l+1 = BU (k)+(

1

(sk)2
+

1

(sk+1)2
)
1

2

(
(Ṽ1∗Ṽ2+Ṽ3∗Ṽ4)

∣∣∣
Uk

+(Ṽ1∗Ṽ2+Ṽ3∗Ṽ4)
∣∣∣
Uk+1
l

)
+F k.

ͬ کند: م پیدا ادامه زیر توقف شرط برقراری تا تکراری فرآیند

∥U (k+1)
l+1 − U

(k+1)
l ∥∞ < ε (٣١ .۴)

7Predictor-corrector
8Crank-Nicolson technique
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

فصل این مثال های در است. ͷکوچ مثبت عدد ͷی ε و زمانͬ گام هر در تکرارها شماره l که
است. شده گرفته نظر در ε = 10−6

عددی نتایج ۴ .٣ .۴

این برای ͬ کنیم. م آزمایش مثال ͷی با را مستقیم مساله حل برای شده ارایه روند بخش، این در
با را (٩ .۴)‐(۶ .۴) مساله منظور،

a(v) = e−v, s(t) = 1 + t, s0 = s(0), φ(y) = 1 + (1 + y)2

µ1(t) = 1 + et, µ2(t) = (2 + 2t+ t2)2 + et,

f(y, t) = et + e−(1+y)2−et(4(1 + y)2 − 2).

بزنیم. تقریب را آنها ͬ خواهیم م و هستند مجهول µ3(t) و v(y, t) مستقیم مساله در ͬ گیریم. م نظر در
است: زیر صورت به شده داده مسله تحلیلͬ جواب بالا، مفرضات به توجه با

u(x, t) = (1 + x+ xt)2 + et,

µ3(t) =
(2 + t)3 − 1

3
+ et(1 + t).

داریم: نتیجه در

v(y, t) = (1 + y)2 + et,

µ3(t) =
(2 + t)3 − 1

3
+ et(1 + t).

محاسبه نقطه ای چهار گاوس قاعده از استفاده با دامنه ها روی عددی انتگرال های مثال، این در
از پیشنهادی، روش کارایی همچنین و آمده دست به تقریب های دقت بررسͬ منظور به شده اند.

است: شده استفاده ͬ شوند م تعریف زیر صورت به که نسبی خطای و (RMS) فرمول های

Relative error(u(xi, tj)) = |uexact(xi, tj)− uapprox(xi, tj)

uexact(xi, tj)
| (٣٢ .۴)
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد
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.0.025

RMS(µ(t)) =

√∑M
j=0 (µexact(tj)− µapprox(tj))

2

M + 1
(٣٣ .۴)

دست به T = 1 و h = 0.05 ،△t = 0.025 انتخاب با شده ارایه روش اجرای از حاصل نتایج
و xi مرکز به بازه ای صورت به ،Ωi

q محلͬ دامنه هر بدون شبͺه ضعیف شͺل اجرای در آمده اند.
هر شعاع همچنین .i = 0, 1, 2, ...N−1, h = xi+1−xi که است شده گرفته نظر در rq = 1.4h شعاع
شده گرفته نظر در c = 1.17h برابر شͺل پارامتر و rs = 4rq صورت به MLS تقریب برای Ωs دامنه
٢ .۴ و ١ .۴ شͺل های در است. شده استفاده (١. ٨) معادله در (١. ١٠) دوم درجه پایه توابع و است
و h = ∆t = 0.025 با v(y, t) و u(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودارهای
نمایش µ3(t) برای تقریبی و دقیق جواب نمودارهای ٣ .۴ شͺل در همچنین، شده اند. رسم T = 1

آمده دست به نتایج است. شده استفاده ذونقه ای انتگرال گیری قاعده از µ3(t) تقریب برای شده اند.
است. شده ارایه روش از استفاده با آمده دست به تقریب های مناسب دقت نشانگر

معکوس مساله ۴ .۴

معکوس مساله فرمول بندی ١ .۴ .۴

u(x, t) یعنͬ آزاد مرز و دما توزیع توابع اینکه فرض با ͬ گیریم. م نظر در را (٩ .۴)‐(۶ .۴) مساله
این شوند تعیین باید مساله پارامتر های سایر بودن معلوم فرض با که باشند مجهولͬ توابع s(t) و
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

مساله ͷی صورت به ͬ توان م را مساله این است. غیر خطͬ که بود خواهد معکوس مساله ͷی مساله،
کرد. فرمول بندی مربعات کمترین سازی ͬ نیمم م

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را شود ͬ نیمم م باید که ٩ هدف تابع

E(s) =
wwws(t) ∫ 1

0
u(x, t)dx− µ4(t)

www2

L2(0,T )
(٣۴ .۴)

است: زیر صورت به اخیر معادله گسسته شͺل .s = (s1, s2, ..., sM ) که

E(s) =
M∑
j=0

[
sj

∫ 1

0
u(x, tj)dx− µ4(tj)

]2
(٣۵ .۴)

در اختلال وجود با حتͬ مساله جواب های ͬ رسد م نظر به آمده، دست به عددی نتایج به توجه با
نیست. سازی منظم روش های از استفاده به نیازی بنابراین، هستند. پایدار نسبتا ورودی داده های
sqp روش از استفاده با ،(j = 0, 1, ...,M) sj قیدهای با E(s) غیرخطͬ هدف تابع سازی ͬ نیمم م

fmincon تابع در
ͷی از شروع با fmincon ساز ͬ نیمم م دستور است. شده انجام متلب ابزار جعبه در موجود
را .(j = 0, 1, ...,M) sj یعنͬ هدف تابع کننده های ͬ نیمم م و هدف تابع ͬ نیمم م مقدار اولیه حدس
قاعده فرمول با را ∫ 1

0 u(x, tj)dx انتگرال های معکوس، مساله در ͬ کند. م جستجو جواب ناحیه در
تفاضلͬ فرمول با را s′(tj) همچنین مستقیم، کننده حل در ذوزنقه ای

s
′
(tj) ∼=

s(tj+1)− s(tj)

∆t
(٣۶ .۴)

جستجوی بازه هدف تابع سازی ͬ نیمم م منظور به fmincon دستور اجرای در ͬ کنیم. م جایͽزین
،fmincon اجرای در نیاز مورد پارامترهای سایر است. شده گرفته نظر در sj برای (10−10, 103)

است. شده گرفته نظر در متلب در فرض پیش مقادیر
9Objective function
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

عددی نتایج ٢ .۴ .۴

شده بررسͬ معکوس مساله حل برای شده ارایه روش کارایی و دقت مثال هایی با بخش، این در
شده حل مثال های در بنابراین، هستند. خطا با همراه ها µ3(tj) داده های معمولا کاربردها در است.

صورت به اختلالͬ سطح با همچنین و اختلال بدون را داده ها این معکوس، مساله برای

µ̃3(tj) = µ3(tj)(1 + δR(j)). (٣٧ .۴)

در شده اند. گزارش جواب ها پایداری بررسͬ منظور به حالت دو هر در عددی نتایج و گرفته نظر در
دست به عددی نتایج هستند. [−1, 1] فاصله در تصادفͬ اعدادی R(j) و اختلال سطح δ بالا رابطه
مستقیم کننده حل در آمده اند. دست به T = 1 و h = ∆t = 0.025 با شده ارایه روند اجرای از آمده
rq = 0.7h شعاع و xi مرکز به بازه ای صورت به Ωi

q محلͬ دامنه هر معکوس) مساله حل ضمن )
برای Ωs محلͬ دامنه شعاع همچنین، .i = 1, 2, ...N ،h = xi+1 − xi که است شده گرفته نظر در
درجه پایه توابع از و است شده انتخاب c = 1.4h برابر شͺل پارامتر ،rs = 4rq برابر MLS تقریب
عددی انتگرال های است. شده استفاده (١. ٨) متحرک مربعات کمترین تقریب در (١. ١٠) دوم
چهار گاوس قاعده فرمول از استفاده با مستقیم، مساله کننده حل معادلات سیستم در دامنه ها روی
به مختلف زمانͬ گام های در آزاد مرز تابع برای اولیه حدس مثال، این در اند. شده محاسبه نقطه ای

است. شده گرفته نظر در (j = 0, 1, ...,M) sj = 1 صورت
فرمول های از شده ارایه روش کارایی همچنین و آمده دست به تقریب های دقت بررسͬ منظور به

است: شده استفاده ͬ شوند م تعریف زیر صورت به که نسبی خطای و RMS خطای

RMS(s(t)) =

√∑M
j=0 (sexact(tj)− sapprox(tj))

2

M + 1
, (٣٨ .۴)

Relative error(u(xi, tj)) =
|uexact(xi, tj)− uapprox(xi, tj)|

|uexact(xi, tj)|
. (٣٩ .۴)
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آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

ͬ گیریم: م نظر در زیر مفروضات با را مساله(۴. ۶)‐(۴. ٩) .١ .۴ .۴ مثال

a(v) = e−v, s0 = s(0), φ(y) = 1 + (1 + y)2

µ1(t) = 1 + et, µ2(t) = (2 + 2t+ t2)2 + et,

µ3(t) =
(2 + t)3 − 1

3
+ et(1 + t), f(y, t) = et + e−(1+y)2−et(4(1 + y)2 − 2).

است: زیر صورت به بالا فرضیات به توجه با مساله دقیق جواب

u(x, t) = (1 + x+ xt)2 + et, s(t) = 1 + t.

نتیجه در و

v(y, t) = (1 + y)2 + et, s(t) = 1 + t.

در یعنͬ ندارد وجود µ3(tj) داده های در اختلالͬ نوع هیچ که ͬ گیریم م نظر در را حالتͬ ابتدا
به sj پارامترهای از تابعͬ عنوان به هدف تابع شده ارا یه روش الͽوریتم اجرای با .δ = 0 که حالتͬ
دقیق جواب نمودارهای شود. مͬ همͽرا 10−11 به تکرار اندکͬ تعداد از پس یافته کاهش سرعت
و تقریبی و دقیق جواب نمودارهای همچنین است. شده رسم ۴ .۴ شͺل در s(t) برای تقریبی و
نتایج اند. شده رسم ۶ .۴ و ۵ .۴ شͺل های در v(y, t) و u(x, t) جواب توابع برای نسبی خطای
µ3(tj) داده های که وقتͬ هستند. آمده دست به تقریب های مناسب دقت دهنده نشان آمده بدست
سریع هͽمرایی نیز حالت این در شده اند، گرفته نظر در محاسبات در δ = 0.02 اختلال سطح با
خطای و v(y, t) و u(x, t) ،s(t) تقریبی و دقیق جواب های آید. مͬ دست 8−10به به هدف تابع
مقادیر همچنین، اند. شده داده نمایش ٨ .۴ و ٧ .۴ ،۴ .۴ های شͺل در v(y, t) و u(x, t) برای نسبی
نتایج با مقادیر این و شده اند ارایه ١ .۴ جدول در آخر تکرار در هدف تابع مقدار و s(t) برای RMS

شده اند. مقایسه [۴٢] در آمده دست به
ورودی داده های در ͷکوچ اختلال مثال این در که ͬ شود م ملاحظه آمده دست به نتایج به توجه با
جواب های گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین ͬ شوند. نم عددی جواب های در توجه قابل تغییرات باعث
بدست تقریب های بالاتر دقت دهنده نشان حاصل نتایج همچنین هستند. پایدار آمده دست به عددی

ͬ باشد. م [۴٢] در شده ارا یه روش به نسبت حاضر روش از آمده
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.h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده  های در δ = 0.02 اختلال
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اختلال بدون u(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودارهای :۵ .۴ شͺل
.h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در (δ = 0)
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اختلال بدون v(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودارهای :۶ .۴ شͺل
.h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در (δ = 0)
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اختلال سطح با u(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودارهای :٧ .۴ شͺل
.h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.02

که وقتͬ کوشͬ داده های δدر = 0.02 اختلال سطح با s(t) برای RMS خطای :١ .۴ جدول
.h = ∆t = 0.025

RMS with δ = 0 cpu time RMS with δ = 0.02 cpu time
present method 0.000156 120 seconds 0.008877 100 seconds

Example 1 in [42] 0.0035 ——— 0.0793 ———
present method 0.000049 99 second 0.004868 97 second

Example 2 in [42] 0.0023 ——— 0.0212 ———
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δ اختلال= سطح با v(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودارهای :٨ .۴ شͺل
.h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در 0.02

ͬ گیریم: م نظر در زیر مفروضات با را (٩ .۴)‐(۶ .۴) مساله مثال، این در .٢ .۴ .۴ مثال

a(v) = e−v, s0 = s(0), φ(y) = 1 + (1 + y)2

µ1(t) = 1 + et, µ2(t) =
(2 + t

1 + t

)2
+ et,

µ3(t) =
1

3

(2 + t

1 + t

)3
+

et

1 + t
− 1

3
, f(y, t) = et + e−(1+y)2−et(4(1 + y)2 − 2).

هستند: زیر صورت به معکوس مساله دقیق جواب های بالا، داده های به توجه با

u(x, t) = (1 +
x

1 + t
)2 + et, s(t) =

1

1 + t
.

نتیجه در و

v(y, t) = (1 + y)2 + et, s(t) =
1

1 + t
.

که حالتͬ در یعنͬ ندارد وجود µ3(tj) داده های در اختلالͬ نوع هیچ که ͬ گیریم م نظر در را حالتͬ ابتدا
پارامترهای از تابعͬ عنوان به هدف تابع نیز مثال این در پیشنهادی روش الͽوریتم اجرای با .δ = 0

جواب نمودارهای شود. مͬ همͽرا 10−11 به تکرار اندکͬ تعداد از پس یافته کاهش سرعت به sj
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اختلال سطح با و (δ = 0) اختلال بدون s(t) برای تقریبی جواب و دقیق جواب نمودار :٩ .۴ شͺل
h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در (δ = 0.02)

تقریبی و دقیق جواب نمودارهای همچنین، است. شده رسم ٩ .۴ شͺل در s(t) برای تقریبی و دقیق
١١ .۴ و ١٠ .۴ شͺل های در δ = 0 که وقتͬ v(y, t) و u(x, t) جواب توابع برای نسبی خطای و
وقتͬ هستند. آمده دست به تقریب های مناسب دقت دهنده نشان آمده بدست نتایج اند. شده رسم
حالت این در شده اند، گرفته نظر در محاسبات در δ = 0.02 اختلال سطح با µ3(tj) داده های که
و u(x, t) ،s(t) تقریبی و دقیق جواب های ͬ آید. م دست 8−10به به هدف تابع سریع هͽمرایی نیز
شده اند. داده نمایش ١٣ .۴ و ١٢ .۴ ،٩ .۴ شͺل های در v(y, t) و u(x, t) برای نسبی خطای و v(y, t)
و شده اند ارایه ١ .۴ جدول در آخر تکرار در هدف تابع مقدار و s(t) برای RMS مقادیر همچنین

شده اند. مقایسه [۴٢] در آمده دست به نتایج با مقادیر این
ورودی داده های در ͷکوچ اختلال مثال، این در که ͬ شود م ملاحظه آمده دست به نتایج به توجه با
جواب های گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین ͬ شوند. نم عددی جوابهای در توجه قابل تغییرات باعث
به تقریب های بالاتر دقت دهنده نشان حاصل نتایج همچنین، هستند. پایدار آمده دست به عددی

ͬ باشد. م [۴٢] در شده ارا یه روش به نسبت حاضر روش از آمده دست
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(δ = 0) اختلال بدون u(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار :١٠ .۴ شͺل
.h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در
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(δ = 0) اختلال بدون v(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار :١١ .۴ شͺل
.h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در
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اختلال سطح با u(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار :١٢ .۴ شͺل
.h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.02
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اختلال سطح با v(x, t) برای نسبی خطای و تقریبی جواب دقیق، جواب نمودار :١٣ .۴ شͺل
.h = ∆t = 0.025 که وقتͬ کوشͬ داده های در δ = 0.02
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۵ فصل

پیشنهادات و نتیجه گیری



آزاد مرز با مسایل حل در متحرک مربعات کمترین تقریب اکبر کرمͬکاربرد

نمود: اشاره زیر موارد به ͬ توان م پیشین، فصل های بارز و مشترک نتایج از
متناهͬ، تفاضل روش ازجمله، روش ها بعضͬ با مقایسه در شده ارایه روش کارا  یی و دقت (الف)
رساله این واضح نتایج از شده حل یͺسان مسایل مورد در آدومیان تجزیه و چهار مرتبه کوتای رانگ

ͬ باشد. م
بررسͬ مختلف اختلال های کردن وارد با حاصل جواب های پایداری معکوس، مسایل مورد در (ب)

شد.
انواع و تر گسترده طیف توان مͬ بیشتر اطمینان مقداری با آمده دست به نتایج به توجه با (پ)

داد. قرار بررسͬ مورد رساله این در شده ارایه روش از استفاده با را آزاد مرز با مسایل از مختلفͬ

کمترین تقریب روش همچنین، و آزاد مرز با مسایل زمینه در تحقیق به علاقمند دانشجویان برای
شود: مͬ ارایه زیر صورت به پیشنهاد چند متحرک مربعات

حل در تقریب این دیͽر توسیع های و یافته بهبود مربعات کمترین تقریب های از استفاده (الف)
باشد. پژوهشͽران تحقیق برای زمینه ای ͬ تواند م آزاد مرز با مسایل

توابع از استفاده ای هاست. جمله چند پایه بر بیشتر MLS تقریب روش ͬ دانیم م که همانطور (ب)
باشد. جالبی تحقیق زمینه ͬ تواند م نیز دیͽر توسیع های ساختن منظور به دیͽر انواع از پایه

شده اند حل MLPG روش در MLS تقریب کارگیری به با شده حل مسایل عمده رساله این در (پ)
روشهایی در MLS تقریب کار گیری به ͬ رسد م نظر به است. معادلات ضعیف شͺل مبنای بر که

باشد. ساده تر موارد این در هستند معادلات قوی فرم مبنای بر که

مساله ͷی به تبدیل مساله متغیر تغییر ͷی با آزاد مرز مسا یل حل برای مقالات بیشتر در (ت)
ͬ توان م آیا است. اولیه مساله از پیچیده تر حاصل مساله معادلات شͺل ولͬ، ͬ شود. م ثابت مزر با
کرد؟ بررسͬ را آن ثابت مرز با مساله ͷی به مساله تبدیل و متغیر تغییر از استفاده بدون گونه ای به
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Abstract

In this thesis , we apply the moving least square approximation to solve the free boundary

problems. The moving least squares approximation plays an important role in those meshless

methods which are based on weak form. This method for a first time with inspiration of

Shepard [8] and Maclain [10, 13] works, introduced by Lancaster and Salkauskas [49] in 1981

for approximation of multi-dimensional surfaces and then considered as a basis of meshless

methods such as Meshless local Petrove Galerkin method for solving the partial differential

equations. For every node in domain, moving least square approximation method solves a

local weighted least squares problem. At first glance this method is computationally costly,



but we will see that this method is very efficient, in fact it is one of the best schemes to fit

data with a reasonable accuracy.

In this thesis, we introduce the moving least square approximation and employ constructed

shape functions in Meshless local Petrove Galerkin method in order to solving the free bound-

ary problems, such as iverse Stefan problem, time-dependent coeffcient and free boundary

idetification problem and free boundary detemination in nonlinear diffusion problem. With

several examples it shown that the solutions obtained using the introduced method in this the-

sis, are acceptable and stable even under a measurement noise in input data. By comparing

the results obtained from the present method and known methods, it has be shown that the

presented procedure is useful and effcient in finding solutions of the considered problems.
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