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چͺیده
پارامتر ͷی به مجهز که است شده تعریف چندجمله ای ها از جدیدی نوع رساله این در
هستند. دوم نوع چبیشف چندجمله ای های از ترکیبی چندجمله ای ها این ͬ باشد. م a ͬͺکم
مسایل و کسری مرتبه فالͺنر‐اسͺن، ، BBMB معادلات حل برای چندجمله ای ها این از
این مجموع صورت به معادله هر تقریبی جواب است. شده استفاده رساله این در معکوس
چندجمله ای هر مجهول ضرایب هم محلͬ نقاط ͷکم با سپس و ͬ شود م فرض چندجمله ای ها
در a بهینه مقدار دادن قرار با حال ͬ آید. م بدست بهینه صورت به ͬͺکم پارامتر همچنین و
روش بازآغاز مرحله که ͬ آیند م بدست ͬͺکم پارامتر بدون چندجمله ای های چندجمله ای ها،
تفاضل روش از پاره ای دیفرانسیلͬ معادلات در زمانͬ گسسته سازی جهت ͬ باشد. م حاضر
ادامه در است. شده استفاده L1 روش از کسری مرتبه پاره ای دیفرانسیلͬ معادلات در و متناهͬ

است. رسیده اثبات به رساله این در نیز روش پایداری و همͽرایی قضیه



ଘ ৎقد৤م
(ࠡج) य़ھدی තअرت ग़قدس ساࣽت



ণپاس ච໋اری
فرمود. عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق من به که را یͺتا خداوند ستایش و سپاس

باشم. داشته را راه این ادامه شایستگͬ که امید
استاد حͺیمانه راهنمایی های و بی وقفه تلاش های بی دریغ، زحمات از که ͬ دانم م لازم خود بر
مشاور استاد از کنم. قدردانͬ و تشͺر عباس بندی، سعید پروفسور آقای جناب محترم راهنمای
ͬ دانم م لازم خود بر علاوه به ͬ نمایم. م دانͬ قدر و تشͺر شیوانیان الیاس دکتر آقای جناب پایان نامه
این داوری که جوادی شهنام دکتر و انصاری محمدرضا دکتر رستمͬ، داوود دکتر آقای جناب از که

نمایم. تشͺر دادند، انجام زیاد وقت صرف و دقت با را پایان نامه
مهربانم... همسر بی دریغ زحمات از فراوان سپاس و مادرم و پدر نازنین وجود به احترام ادای با

ගൌࣣ਻ॲھا حاਆی جلال
۹۹ زീज़تان
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١١١ آتͬ کارهای و نتیجه گیری ٧

١١٣ مراجع

١۴٣ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه

١۴٧ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه

چ



تصاویر فهرست

ͬ سازی خط حالت در CGL شبͺه ای نقاط در ١ . ۴ . ٣ مثال تقریبی و دقیق جواب نمودار ٣ . ١
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = 10 و τ = 1

640 ازای به شده

شده ͬ سازی خط حالت در CGL شبͺه ای نقاط در ١ . ۴ . ٣ مثال تقریبی جواب نمودار ٣ . ٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .τ = 1

640 ازای به

و N = 5 ،τ = 1
2560 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ٢ . ۴ . ٣ مثال مطلق خطای نمودار ٣ . ٣

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = 1

۴١ . .T = و1 τ = 1
320 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ٣ . ۴ . ٣ مثال مطلق خطای نمودار ۴ . ٣

،τ = 1
5000 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ۴ . ۴ . ٣ مثال تقریبی و دقیق جواب نمودار ۵ . ٣

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = 1 و N = 18

۴٣ .N = 18 و τ = 1
5000 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ۴ . ۴ . ٣ مثال تقریبی جواب نمودار ۶ . ٣

،τ = 1
100 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ۵ . ۴ . ٣ مثال تقریبی و دقیق جواب نمودار ٣ . ٧

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = 10 و N = 50

۴۵ .N = 50 و τ = 1
100 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ۵ . ۴ . ٣ مثال تقریبی جواب نمودار ٣ . ٨

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .βπ2 حمله زاویه در گوه ١ . ۴
۵۶ . . . . . . . M = 0 و f(0) = 0 ازای به β مختلف مقادیر برای f ′(η) تابع نمودار ٢ . ۴
۵۶ . . . . . . . . M = 0 و β = 1 ازای به α مختلف مقادیر برای f ′(η) تابع نمودار ٣ . ۴
۵٨ . . . . .β = 4

3 (m = 2) و α = 0 ازای به M مختلف مقادیر برای f ′(η) تابع نمودار ۴ . ۴
۵٨ . . .β = −3(m = − 3

5 ) و α = 0 ازای به M مختلف مقادیر برای f ′(η) تابع نمودار ۵ . ۴

N = ،a = 13.59440 ازای به ۵ . ٢ . ۵ مثال (تحلیلͬ) دقیق و عددی جواب های نمودار ١ . ۵
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . .CGL شبͺه ای نقاط در T = 1

2 و τ = 1
1000 ،40

در T = 1
2 و τ = 1

1000 ،N = 30 ازای به ۵ . ٢ . ۵ مثال در u نسبی خطای نمودار ٢ . ۵
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .CGL شبͺه ای نقاط

،a = −0.63627 ازای به ۶ . ٢ . ۵ مثال (تحلیلͬ) دقیق و عددی جواب های نمودار ٣ . ۵
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . .CGL شبͺه ای نقاط در T = 1

2 و τ = 1
5000 ،N = 15

ح
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،N = 15 ،a = −0.63627 ازای به ۶ . ٢ . ۵ مثال در u نسبی خطای نمودار ۴ . ۵
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . .CGL شبͺه ای نقاط در T = 1

2 و τ = 1
1000

a = −3.4341 × ازای به ٣ . ٢ . ۵ مثال در p(t) عددی و دقیق جواب های نمودار ۵ . ۵
٨۵ . . . . . . . . .CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.0005 و N = 5 ،T = 1 ،10−4

a = −3.4341× ازای به ٣ . ٢ . ۵ مثال در u(x, y) عددی و دقیق جواب های نمودار ۶ . ۵
٨۵ . . . . . . . . .CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.0005 و N = 5 ،T = 1 ،10−4

،a = −3.4341× 10−4 ازای به ٣ . ٢ . ۵ مثال در u(x, y) عددی جواب های نمودار ٧ . ۵
٨۵ . . . . . . . . . . . . .CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.0005 و N = 5 ،T = 1

a = −3.4341× ازای به ٣ . ٢ . ۵ مثال در u(x, y) مطلق خطای تراز سطح نمودار ٨ . ۵
٨۶ . . . . . . . . .CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.0005 و N = 5 ،T = 1 ،10−4

a = −3.1723 × ازای به ٣ . ٣ . ۵ مثال در p(t) عددی و دقیق جواب های نمودار ٩ . ۵
٨٧ . . . . . . . . .CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.0002 و N = 5 ،T = 1 ،10−4

a = −3.1723× ازای به ٣ . ٣ . ۵ مثال در u(x, y) عددی و دقیق جواب های نمودار ١٠ . ۵
٨٩ . . . . . . . . .CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.0002 و N = 5 ،T = 1 ،10−4

،a = −3.1723× 10−4 ازای به ٣ . ٣ . ۵ مثال در u(x, y) عددی جواب های نمودار ١١ . ۵
٩٠ . . . . . . . . . . . . .CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.0002 و N = 5 ،T = 1

a = −3.1723× ازای به ٣ . ٢ . ۵ مثال در u(x, y) مطلق خطای تراز سطح نمودار ١٢ . ۵
٩٠ . . . . . . . . .CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.0002 و N = 5 ،T = 1 ،10−4

α = ،N = 5 ازای به ۴ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز (تحلیلͬ) دقیق و عددی جواب های نمودار ١ . ۶
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0.9

،N = 20 ازای به ۵ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز (تحلیلͬ) دقیق و عددی جواب های نمودار ٢ . ۶
١٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .α = 0.9

،N = 20 ازای به ۶ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز (تحلیلͬ) دقیق و عددی جواب های نمودار ٣ . ۶
١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .α = 1.5

،τ = 0.01 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ٣ . ١ . ۶ مثال تقریبی و دقیق جواب نمودار ۴ . ۶
١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = 1 و (γ, α) = (0.8, 1.8) ،N = 15

،N = 15 ازای به ٣ . ١ . ۶ مثال در u(x, t) عددی و دقیق جواب های نمودار ۵ . ۶
١٠٧ . . . . . . . . . . . .CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.01 و (γ, α) = (0.8, 1.8)

،τ = 0.01 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ٣ . ٢ . ۶ مثال تقریبی و دقیق جواب نمودار ۶ . ۶
١٠٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = 1 و (γ, α) = (0.5, 1.5) ،N = 20

،N = 20 ازای به ٣ . ٢ . ۶ مثال در u(x, t) عددی و دقیق جواب های نمودار ٧ . ۶
١٠٩ . . . . . . . . . . . .CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.01 و (γ, α) = (0.5, 1.5)

خ



جداول فهرست

‐a از آمده بدست منظم شبͺه ای نقاط در ١ . ۴ . ٣ مثال در L2خطا نرم نتایج مقایسه ٣ . ١
٣٣ . . . . . . .T = 10 و τ = 0.0005 ازای به لوکاس چندجمله ای های و چندجمله ای ها

‐a از آمده بدست CGL شبͺه ای نقاط در ١ . ۴ . ٣ مثال در L2خطا نرم نتایج مقایسه ٣ . ٢
٣٣ . . . . . . .T = 10 و τ = 0.0005 ازای به لوکاس چندجمله ای های و چندجمله ای ها

‐a از آمده بدست منظم شبͺه ای نقاط در ١ . ۴ . ٣ مثال در L2خطا نرم نتایج مقایسه ٣ . ٣
خطͬ حالت در T = 10 و τ = 0.0005 ازای به لوکاس چندجمله ای های و چندجمله ای ها

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده.

‐a از آمده بدست CGL شبͺه ای نقاط در ١ . ۴ . ٣ مثال در L2خطا نرم نتایج مقایسه ۴ . ٣
خطͬ حالت در T = 10 و τ = 0.0005 ازای به لوکاس چندجمله ای های و چندجمله ای ها

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده.

و N = 10 ازای به منظم شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ١ در ∞Lخطا نرم نتایج مقایسه ۵ . ٣
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = 10

٣٧ .T = 1 و N = 5 ازای به منظم شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٢ در ∞Lخطا نرم نتایج مقایسه ۶ . ٣
و N = 5 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٢ در ∞Lخطا نرم نتایج مقایسه ٣ . ٧

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = 1

٣٧ .T = 1 و N = 5 ازای به منظم شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٢ در L2خطا نرم نتایج مقایسه ٣ . ٨
٣٨ .T = 1 و N = 5 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٢ در L2خطا نرم نتایج مقایسه ٣ . ٩
٣٨ .T = 1 و τ = 0.002 ازای به منظم شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٢ در خطا نرم نتایج مقایسه ٣ . ١٠
٣٩ .T = 1 و τ = 0.002 ازای به منظم شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٣ در خطا نرم نتایج مقایسه ٣ . ١١

و τ = 0.002 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٣ در خطا نرم نتایج مقایسه ٣ . ١٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = 1

ازای به CGL و منظم شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٣ در ∞Lخطا نرم نتایج مقایسه ٣ . ١٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(h = 0.2) T = 1 و N = 5

۴٠ . . . . .T = 1 ازای به منظم شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٣ در خطا نرم نتایج مقایسه ١۴ . ٣
۴٠ . . . . .T = 1 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٣ در خطا نرم نتایج مقایسه ١۵ . ٣

د
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و T = 1 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ۴ در ∞Lخطا نرم نتایج مقایسه ١۶ . ٣
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .τ = 1× 10−5

۴٢ . .T = 1 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ۴ در ∞Lخطا نرم نتایج مقایسه ٣ . ١٧
τ = 0.01 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ۵ در L2×102 خطای نتایج مقایسه ٣ . ١٨

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف. زمان های در

۵۵ . . . . . .M = 0 و f(0) = 0 ازای به مختلف روش های برای f ′′(0) مقایسه ١ . ۴
دوم نوع چبیشف گویای چندجمله ای های با پیشنهادی روش  برای f ′′(0) مقایسه ٢ . ۴

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .M = 0 و f(0) = 0 ازای به
۵٧ .M = 0 و f(0) = 0 ازای به هموتوپی و a‐چندجمله  ای ها روش های برای f ′′(0) مقایسه ٣ . ۴
۵٨ . . . . . .β = 4

3 (m = 2) و f(0) = 0 ازای به مختلف روش های برای f ′′(0) مقایسه ۴ . ۴
۵٩ . . . .β = −3(m = − 3

5 ) و f(0) = 0 ازای به مختلف روش های برای f ′′(0) مقایسه ۵ . ۴
۵٩ . . . . . . . . . .N و β ،M مختلف مقادیر ازای به مانده L2 نرم و f ′′(0) مقایسه ۶ . ۴

a = ازای به منظم شبͺه ای نقاط در ۵ . ٢ . ۵ مثال برای u(x, t) نسبی خطای ١ . ۵
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .τ = 1

1000 Nو = 40 ،13.59440
a = ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ۵ . ٢ . ۵ مثال برای u(x, t) نسبی خطای ٢ . ۵

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .τ = 1
1000 و N = 40 ،13.59440

ازای به منظم شبͺه ای نقاط در ۵ . ٢ . ۵ مثال برای r(t) منبع پارامتر نسبی خطای ٣ . ۵
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .τ = 1

1000 و N = 40 ،a = 13.59440

ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ۵ . ٢ . ۵ مثال برای r(t) منبع پارامتر نسبی خطای ۴ . ۵
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .τ = 1

1000 و N = 40 ،a = 13.59440

a = ازای به منظم شبͺه ای نقاط در ۶ . ٢ . ۵ مثال برای u(x, t) نسبی خطای ۵ . ۵
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .τ = 1

5000 و N = 15 ،−0.63627

a = ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ۶ . ٢ . ۵ مثال برای u(x, t) نسبی خطای ۶ . ۵
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .τ = 1

5000 و N = 15 ،−0.63627

ازای به منظم شبͺه ای نقاط در ۶ . ٢ . ۵ مثال برای p(t) منبع پارامتر نسبی خطای ٧ . ۵
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .τ = 1

5000 و N = 15 ،a = −0.63627

ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ۶ . ٢ . ۵ مثال برای p(t) منبع پارامتر نسبی خطای ٨ . ۵
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .τ = 1

5000 و N = 15 ،a = −0.63627

به CGL شبͺه ای نقاط در ٣ . ٢ . ۵ مثال برای p(t) کنترل پارامتر مطلق خطای ٩ . ۵
٨٣ . . . . . . . . . .τ = 0.0005 و N = 5 ،T = 1 ،a = −3.4341× 10−4 ازای

به منظم شبͺه ای نقاط در ٣ . ٢ . ۵ مثال برای p(t) کنترل پارامتر مطلق خطای ١٠ . ۵
٨٣ . . . . . . . . . .τ = 0.0005 و N = 5 ،T = 1 ،a = −3.1512× 10−4 ازای

ذ



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

a = ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ٣ . ٢ . ۵ مثال برای u(x, y) مطلق خطای ١١ . ۵
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . .τ = 0.0005 و N = 5 ،T = 1 ،−3.4341× 10−4

a = ازای به منظم شبͺه ای نقاط در ٣ . ٢ . ۵ مثال برای u(x, y) مطلق خطای ١٢ . ۵
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . .τ = 0.0005 و N = 5 ،T = 1 ،−3.1512× 10−4

به CGL شبͺه ای نقاط در ٣ . ٣ . ۵ مثال برای p(t) کنترل پارامتر مطلق خطای ١٣ . ۵
٨٧ . . . . . . . . . .τ = 0.0002 و N = 5 ،T = 1 ،a = −3.1723× 10−4 ازای

به منظم شبͺه ای نقاط در ٣ . ٣ . ۵ مثال برای p(t) کنترل پارامتر مطلق خطای ١۴ . ۵
٨٨ . . . . . . . . . .τ = 0.0002 و N = 5 ،T = 1 ،a = −3.1723× 10−4 ازای

a = ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ٣ . ٣ . ۵ مثال برای u(x, y) مطلق خطای ١۵ . ۵
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . .τ = 0.0002 و N = 5 ،T = 1 ،−3.1723× 10−4

،T = 1 ازای به منظم شبͺه ای نقاط در ٣ . ٣ . ۵ مثال برای u(x, y) مطلق خطای ١۶ . ۵
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . .τ = 0.0002 و a = −3.1723× 10−4 ،N = 5

ازای به ۴ . ٢ . ۶ مثال برای a‐چندجمله ای ها روش به y(t) مطلق خطای نتایج ١ . ۶
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N و α مختلف مقادیر و t = 1

ازای به ۴ . ٢ . ۶ مثال برای a‐چندجمله ای ها روش به y(t) مطلق خطای نتایج ٢ . ۶
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N و α مختلف مقادیر و t = 1

ازای به ۵ . ٢ . ۶ مثال برای a‐چندجمله ای ها روش به y(t) مطلق خطای نتایج ٣ . ۶
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N و α مختلف مقادیر و t = 1

ازای به ۵ . ٢ . ۶ مثال برای a‐چندجمله ای ها روش به y(t) مطلق خطای نتایج ۴ . ۶
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N و α مختلف مقادیر و t = 1

ازای به ۶ . ٢ . ۶ مثال برای a‐چندجمله ای ها روش به y(t) مطلق خطای نتایج ۵ . ۶
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N و α مختلف مقادیر و t = 1

به ۴ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز برای a‐چندجمله ای ها روش به y(t) مطلق خطای نتایج ۶ . ۶
٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N و α مختلف مقادیر و t = 1 ازای

مقادیر و t = 1 ازای به ۴ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز برای y(t) مطلق خطای نتایج مقایسه ٨ . ۶
٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N و α مختلف

مقادیر و t = 1 ازای به ۴ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز برای y(t) مطلق خطای نتایج مقایسه ٩ . ۶
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N و α مختلف

به ۵ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز برای a‐چندجمله ای ها روش به y(t) مطلق خطای نتایج ١٠ . ۶
١٠٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N و α مختلف مقادیر و t = 1 ازای

به ۵ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز برای a‐چندجمله ای ها روش به y(t) مطلق خطای نتایج ١١ . ۶
١٠٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N و α مختلف مقادیر و t = 1 ازای

ر
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مقادیر و t = 1 ازای به ۵ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز برای y(t) مطلق خطای نتایج مقایسه ١٢ . ۶
١٠٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N و α مختلف

مقادیر و t = 1 ازای به ۵ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز برای y(t) مطلق خطای نتایج مقایسه ١٣ . ۶
١٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N و α مختلف

مقادیر ،N = 20 ازای به ۵ . ٢ . ۶ مثال برای y(t) مطلق خطای نتایج مقایسه ١۴ . ۶
١٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .a پارامتر و α مختلف

t = 1 ازای به ۶ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز برای y(t) مطلق خطای ماکزیمم نتایج مقایسه ١۵ . ۶
١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N و 0 < α ⩽ 1 مختلف مقادیر و

t = 1 ازای به ۶ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز برای y(t) مطلق خطای ماکزیمم نتایج مقایسه ١۶ . ۶
١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .α = 1.5, 2 و N مختلف مقادیر و

،τ = 0.01 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال۶ . ٣ . ١ در L2 خطای نرم نتایج ١٧ . ۶
١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .γ = 0.5 و T = 1

،τ = 0.01 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال۶ . ٣ . ١ در L2 خطای نرم نتایج ١٨ . ۶
١٠۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .γ = 0.8 و T = 1

در کسری، متناهͬ تفاضل روش با ٣ . ١ . ۶ مثال در L2 خطای نرم نتایج مقایسه ١٩ . ۶
١٠۶ . . . . . .γ و α ،τ ،N مختلف مقادیر و T = 1 ازای به CGL شبͺه ای نقاط

τ = 0.01 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال۶ . ٣ . ٢ در L2 خطای نرم نتایج ٢٠ . ۶
١٠٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = 1 و

در کسری، متناهͬ تفاضل روش با ٣ . ٢ . ۶ مثال در L2 خطای نرم نتایج مقایسه ٢١ . ۶
١٠٩ . . . . . .γ و α ،τ ،N مختلف مقادیر و T = 1 ازای به CGL شبͺه ای نقاط

١



پیشͽفتار

در ٣ درجه معادله حل مسأله با و باستان زمان از ریاضیات در چندجمله ای ها حضور تاریخچه
هندسͬ روش به معادله این میلادی ١١ قرن در شد. آغاز مصر همچنین و باستان بابل و یونان
توسط مختلفͬ روش های معادله این حل برای قرن ها طول در شد. حل خیام ایرانͬ دانشمند توسط
اولین ایتالیایی دانشمندی میلادی ١۶ قرن در سرانجام که شد ارایه عرب و هندی ایرانͬ، دانشمندان
در چندجمله ای ها تولد قرن را قرن این ͬ توان م که نوشت امروزی صورت به را ٣ درجه معادله صورت
ابداع را چندجمله ای ها امروزی متغیرهای دکارت١ رنه میلادی ١٧ قرن در .[٢٠٨] دانست ریاضیات
polynomial کلمه همچنین شدند. استعمال یونانͬ یا لاتینͬ حروف صورت به مجهولات و کرده
است. رفته بͺار بار اولین برای میلادی ١٧ قرن در باشد مͬ یونانͬ و لاتینͬ کلمه دو ترکیب از که نیز
است. بوده مهندسͬ علوم و پایه علوم دانشمندان استفاده مورد دیرباز از چندجمله ای توابع
کاربرد برای بیشتری جذابیت راحت، و سریع محاسبه بودن، فهم همه و ساده دلیل به همچنین
تقریب کردن پیدا برای عددی آنالیز در چندجمله ای ها کاربردهای است. کرده ایجاد چندجمله ای ها
دیفرانسیلͬ معادلات عددی حل و عددی انتگرال و مشتق کردن پیدا درونیابی، روشهای توابع،

ͬ دهد. م نشان را بحث این اساسͬ ساختار
به ͬ توان م جمله آن از که دارند کاربرد ͷفیزی و ریاضͬ مختلف زمینه های در چندجمله ای ها

کرد: اشاره زیر شاخه های

پاده۴. تقریب گشتاور٣، مسأله بیرباخ٢، حدس مختلط: آنالیز •

ژاکوبی۶. عملͽرهای آنالیزطیفͬ فوریه۵، تبدیل تابعͬ: آنالیز •

دیفرانسیل. معادلات انتگرال گیری، تقریب، قضیه کاربردی: ریاضیات •

اعداد. بودن گنگ اثبات مسلسل، کسرهای اعداد: نظریه •

متقارن پتانسیل با شرودینگر٧ عملͽر آن، ͬ های دگردیس و همساز نوسانگر کوانتوم: ͷانیͺم •
1R. Descartes
2Bieberbach Conjecture
3Moment Problem
4Padé Approximation
5Fourier Transform
6Jacobi Operators
7Schrödinger Operator
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کروی.

... و کدگذاری نظریه گروه، نمایش نظریه رادون٨، تبدیل •

از استفاده با ریاضͬ مختلف توابع تحلیل و تجزیه در را آنها چندجمله ای ها، ساده ساختار
نمونه هایی استون‐وایرشتراس١٠ قضیه و تیلور٩ بسط ͬ سازد. م متمایز کاملا چندجمله ای ها تقریب
وایرشتراس تقریب قضیه به توجه با ͬ باشند. م کاربردی ریاضیات در چندجمله ای ها کاربردهای از
چندجمله ای ͷی با متناهͬ طول با بازه ͷی روی را f پیوسته تابع هر ͬ کند، م بیان که [٢٩٣]١١

درونیابی همچنین برد. پی تقریب نظریه در چندجمله ای ها مهم نقش به ͬ توان م زد، تقریب ͬ توان م
ما برای بیشتر کاربردی ریاضیات در را موضوع این اهمیت اسپلاین ها از استفاده و چندجمله ای ها
استفاده ریاضیات شاخه های برخͬ در اطلاعات کدگذاری جهت چندجمله ای ها ͬ سازد. م نمایان
ماتریس آن ویژه مقادیر اطلاعات حاوی خطͬ عملͽر یا ماتریس ͷی ویژه چندجمله ای های ͬ شوند. م
نمایش را آن آمیزی رنگ تعداد گراف، ͷی (رنگͬ) فامͬ چندجمله ای های ͬ باشند. م عملͽر یا

ͬ دهد. م
مدل سازی و سرمایه بازار آنها، جمله از دارد وجود چندجمله ای ها برای فراوانͬ روزمره کاربردهای
مدل سازی راهنمایی، چراغ های مانند ͷترافی کنترل هواشناسͬ، ͬ های پیش بین مالͬ، مختلف بازارهای
برای نیز تاکسͬ راننده ͷی حتͬ ،ͬͺپزش در باکتری ها رفتار توصیف اقتصادی، رشد الͽوهای
برای چندجمله ای ها از فیزیͺدانان ͬ کند. م استفاده چندجمله ای ها از پنهان گونه ای به کرایه محاسبه
برای آنها از شیمیدانان و سیالات ͷدینامی در فشار تعیین و فضا در ستاره ها فاصله سرعت، محاسبه
میر، و مرگ و ولد و  زاد  میزان تعیین برای اقتصاد و آماری علوم در و مواد و مولͺول ها ترکیب تعیین
تقریب یا تیلور چندجمله ای از استفاده همچنین ͬ کنند. م استفاده جمعیت رشد و نقدینگͬ جریان
مانند روزمره محاسبات برای رایانه ها و حساب ها ماشین در محاسبات انجام راه تنها چندجمله ای ها

ͬ باشد. م هواپیماها و فضایی سفینه های هدایت
فراوانͬ استفاده و کارایی که هستند متعامد چندجمله  ای های چندجمله ای ها، انواع جمله از
لاگر١٣ ادموند توسط که لاگر١٢ چندجمله ای های کرده اند. پیدا مهندسͬ و ͷفیزی ریاضیات، در
لیزری پرتوهای ͬ های ویژگ توصیف برای چندجمله ای ها این از شد. کشف میلادی ١٩ قرن در
سهموی، مختصات در هلمهولتز١۴ معادله انتگرال هیدروژن، اتم شعاعͬ موجͬ توابع لاگر‐گوسͬ،
سیستم های ویͽنر١۵ توابع توصیف و انتقال خطوط امتداد در الͺترومغناطیسͬ امواج انتشار نظریه

.[١۴] ͬ شود م استفاده فاز فضای در کوانتوم١۶ ͷانیͺم در نوسان ساز
8Radon Transform
9Taylor Expansion

10Stone–Weierstrass Theorem
11Weierstrass Approximation Theorem
12Laguerre Polynomials
13E. Laguerre
14Helmholtz Equation
15Wigner Functions
16Quantum Mechanics
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توصیف برای که شد کشف میلادی ١٩ قرن در هرمیت١٨ چارلز توسط هرمیت١٧، چندجمله ای های
ͷانیͺم ͷهارمونی نوسان ساز تحلیل و تجزیه هرمیت‐گوسͬ، لیزری پرتوهای عرضͬ ͬ های ویژگ

.[١۴] است شده برده بهره آنها از کوانتومͬ
شد. کشف میلادی ١٨ قرن اواخر در لژاندر٢٠ آدریان‐ماری توسط لژاندر١٩، چندجمله ای های
نمایش به خود از فراوانͬ کاربردهای مهندسͬ و ͬͺفیزی زمینه های در اغلب چندجمله ای ها این
گرانش، مسائل نیوتنͬ، پتانسیل بسط ضرایب به: کرد اشاره ͬ توان م نمونه برای گذاشته اند.
فضای ͷی داخل و کروی اجسام در گرمایی هدایت مسائل کروی، پوسته ͷی درون ͷترواستاتیͺال

.[١۴] همͽن جامد
در متعامد چندجمله ای های خانواده های این همه که داد نشان [١٨۵]٢١ بوچنر ١٩٢٩ سال در
١٩٣٠ سال از ٢٢ زگو گابر ͬ کنند. م صدق چندجمله ای ضرایب با دو مرتبه دیفرانسیل معادله ͷی
زمینه در کتاب اولین رساند. چاپ به متعامد چندجمله ای های زمینه در متنوعͬ مقالات بعد به
کتابهای از .[٣٢٩] رسید چاپ به ١٩٣٩ سال در دانشمند این توسط متعامد چندجمله ای های

کرد: اشاره زیر کتابهای به ͬ توان م متعامد چندجمله ای های زمینه در معروف

[٣٢٩] زگو گابر نوشته متعامد چندجمله ای های •

[٨١]٢٣ هارا چͬ نوشته متعامد چندجمله ای های بر مقدمه ای •

[٢٧]٢۶ روی و ٢۵ͬͺآس آندریوس٢۴، نوشته ویژه توابع •

[١۵٩]٢٧ ایسمایل نوشته متغیره ͷی کوانتومͬ و ͷکلاسی متعامد چندجمله ای های •

و ٢٩ͬͺلس و کوکوک٢٨ نوشته آنها q‐آنالوگهای و هندسͬ فوق متعامد چندجمله ای های •
[١٨۵]٣٠ اسوارتف

که هستند چبیشف چندجمله ای های متعامد، چندجمله ای های پرکاربردترین و مهمترین از ͬͺی
به درونیابی نظریه در چبیشف ای شبͺه نقاط عنوان به اول نوع چبیشف چندجمله ای های ریشه های
پاوناتͬ توسط میلادی ١٨۵٣ سال در چندجمله ای ها این ͬ شوند. م استفاده درونیاب نقاط عنوان

17Hermite Polynomials
18C. Hermite
19Legendre polynomials
20A.M. Legendre
21Bochner
22Gábor Szegő
23T.S. Chihara
24G.E. Andrews
25R. Askey
26 R. Roy
27M.E.H. Ismail
28R. Koekoek
29P.A. Lesky
30R.F. Swarttouw
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به را بخار ماشین ͷی خطͬ حرکت که اتصالات(وسایلͬ مسأله روی که هنگامͬ ٣١ چبیشف لوویچ
چبیشف چندجمله ای های .[٧۵] شد کشف ͬ کرد، م کار ͬ کنند) م تبدیل چرخ ͷی دایره ای حرکت

کرد: اشاره زیر زمینه های به ͬ توان م کابردها این جمله از دارند. کاربرد مختلفͬ زمینه های در

،[٢٩٨]٣٢ ͷارگودی نظریه عددی، انتگرال تقریب، نظریه متعامد، چندجمله ای های درونیابی، نظریه
سهموی انتگرو‐دیفرانسیل معادلات حل ،[١۶۶] گرمایی رسانش معادله معکوس مساله حل
حل ،[٨٨] متعامد چندجمله ای های از دسته ͷی برای دیفرانسیل معادله و بازگشتͬ رابطه ،[٢٣٣]
انتگرو‐ و انتگرالͬ معادلات عددی حل ،[١٧] محلͬ غیر مرزی شرایط با تکین آشفتگͬ مساله
،[١٩٩] هواپیما ͷآیرودینامی ،[٣٠٨] سوم نوع چبیشف چندجمله ای های از استفاده با دیفرانسیل
متغیره چند خطͬ پاره ای دیفرانسیل معادلات حل برای طیفͬ روش ،[١٩۶] سهموی معکوس مساله
حل ،[٢٩٧] کسری انتشار معادلات حل ،[٣٠٣] هذلولوی تلͽراف معادله عددی حل ،[٢۴٧]
چهارم و دوم درجه دیفرانسیل معادلات حل ،[٢٠۵] بیضوی خطͬ پاره ای دیفرانسیل معادلات
،[١۵٠ ،٩۶] پوآسون معادله دقیق حل ،[١۶٩] متغیره چند پاره ای دیفرانسیل معادلات حل ،[٣١٧]

.[٢۴۴] جدید متعامد چندجمله ای های تولید

پارامتر حضور با دوم نوع چبیشف چندجمله ای های از جدیدی ترکیب از استفاده با رساله این در
مانند چندجمله ای ها این کرده ایم. تولید a‐چندجمله ای ها نام به جدیدی چندجمله ای های ،a ͬͺکم
متعامد آنها ۴ مضارب اندیس با جملات اما نیستند، متعامد چبیشف و لژاندر لاگر، چندجمله ای های
خواص برخͬ اما دارد متعامد چندجمله ای های به زیادی شباهت a‐چندجمله ای ها رفتار شوند. مͬ
این در که روشͬ کرد. خواهید مشاهده را آنها از ͬ هایی ویژگ اول فصل در که ͬ باشد نم دارا را آنها
بازآغازی صورت به کرده ایم اتخاذ چندجمله ای ها این از استفاده با معادلات عددی حل برای رساله
شدن پیدا از بعد سپس و ͬ شود م حل a پارامتر بودن مجهول با شده داده مساله ابتدا یعنͬ ͬ باشد، م
ثابت مقداری دارای جدید چندجمله ای های با a‐چندجمله ای ها، در آن دادن قرار و a ͬͺکم پارامتر
شد، مشاهده که است شده گرفته بͺار دلیل این به روش این ͬ شود. م حل مساله دوباره a جای به
مقدار از مسأله بازآغازی مرحله در دارد. وجود آن قبل و بازآغازی مرحله دو در چشم گیری تفاوت
آورده رساله، در نمونه صورت به ششم فصل در موضوع این ͬ شود. م مند بهره ͬͺکم پارامتر بهینه

است. شده

رساله طول در که گزاره هایی و تعریف ها اول فصل است. شده نوشته فصل ٧ در رساله این
a‐چندجمله ای ها درباره هایی گزاره فصل این در است. داده جای خود در را ͬ شوند م استفاده

است. شده آورده فصل این انتهای در نیز کسری مشتق و انتگرال تعاریف همچنین و شده ثابت

مهندسͬ و ͷفیزی شاخه های در که است شده آورده چندجمله ای ها از دیͽری انواع حل دوم فصل
این در شده، استفاده چندجمله ای ها این از آنها در که کارهایی همچنین گرفته اند. قرار استفاده مورد
چندجمله ای های شامل: شده ایم یادآور فصل این در که چندجمله ای هایی است. شده آورده فصل

31Pafnuty Lvovich Chebyshev
32Ergodic Theory
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ͬ باشد. م فیبوناچ٣٧ͬ و لوکاس٣۶ بوبͺر٣۵، چبیشف٣۴، برنشتاین٣٣،
‐a روش به (BBMB)بونا‐ماهونͬ‐برگرز بنجامین‐ غیرخطͬ معادله عددی حل سوم فصل
در که است غیرخطͬ پاره ای مشتقات معادلات از ͬͺی معادله، این است. شده ارایه چندجمله ای ها
بعدی ͷی حالت دو در معادله این فصل این در ͬ کند. م بازی را مهمͬ نقش مهندسͬ علوم و ͷفیزی
چندجمله ای های روش با پیشنهادی روش فصل این در است. گرفته قرار مطالعه مورد بعدی دو و

است. شده مقایسه لوکاس
است، غیرخطͬ عادی دیفرانسیل معادله ͷی که فالͺنر‐اسͺن معادله عددی حل چهارم فصل
فنͬ، علمͬ، مدل سازی های در اساسͬ نقش غیرخطͬ عادی دیفرانسیل معادلات است. شده  ارایه
این به ͬ توان م غیرخطͬ عادی دیفرانسیل معادلات کاربردهای جمله از دارند. ریاضͬ و اقتصادی
ایدز شیوع و بینͬ پیش محاسبات هواپیما، و گلایدر فضایی مسیرهای محاسبه کرد: اشاره زمینه ها

.ͬͺانیͺم سیستم های اساس بر نقلیه وسایل پارکینگ مانور اتوماسیون و
بعدی دو و بعدی ͷی ابعاد در سهموی معکوس مساله عددی حل به رساله این پنجم فصل
دلیل به و ͬ کند م خودنمایی علمͬ مختلف زمینه های در امروزه معکوس مسایل است. پرداخته
جواب جهت پیشرفته تر حل های راه ارایه به مجبور را ریاضیدانان مختلف، رشته های در آن اهمیت
صریح طور به که معکوسͬ مساله اولین گفت، بتوان شاید است. کرده اخیر سال های در دقیق تر
اصول کتاب در و میلادی ١۶٨٧ سال نیوتن٣٨در توسط و کیهانͬ ͷانیͺم در شده فرمول بندی
ای سیاره حرکت که است پتانسیلͬ نیروی میدان تعیین شده، حل و مطرح طبیع٣٩ͬ فلسفه ریاضͬ
که کرد ثابت برتراند۴١ میلادی ١٨٧٧ سال در .[٢٠۶]۴٠ کپلر قوانین همان یعنͬ کند مͬ ایجاد
مساله همچنین او .[۵٨] آید بدست کپلر قانون اولین از مستقیم طور به ͬ تواند م نیوتن جاذبه نیروی
اولیه شرایط هر برای را مخروطͬ مقطع ذره ͷی آن در که کرد بیان را پتانسیل نیروی تعیین کلͬ
در .[٣٢٢ ،١۶٧ ،١٢٧ ،٩٢] کارهای در ویژه به یافت توسعه برتراند ایده های ͬ کند. م توصیف
شده زبهل۴٢ͬشناخته توسط کیهانͬ ͷانیͺم در معکوس مسایل از نوع این اهمیت علمͬ محافل
دیفرانسیل سیستم ͬ ترین کل کردن پیدا مسأله عنوان به معکوس مساله ͷی شرح اولین .[٣٢٨] است
یافته توسعه و بعد دو در [١٢٩]۴٣ اروگین توسط شده ارایه ویژگیهای از مجموعه ͷی اول، درجه

١٣٧]بود. ،١٣۶]۴۴ گالیولین توسط
است. پرداخته کسری پاره ای و عادی دیفرانسیل معادلات عددی حل به رساله این ششم فصل

33Bernstein
34Chebyshev
35Boubaker
36Lucas
37Fibonacci
38Newton
39Philosophiæ Naturalis Principia Mathematica
40Kepler’s Laws
41Bertrand
42Szebehely
43Erugin
44Galiullin
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انتگرو‐ معادلات با که ͬ شود م گرفته نظر در ریاضͬ آنالیز از شاخه ای عنوان به اغلب کسری حساب
مبدأ ͬ توان م که دارد ساله ٣٠٠ تقریبا تاریخچه ای ریاضیات از شاخه این دارد. سروکار دیفرانسیل
مرتبه مشتق مورد در نیتس لایب از نامه آن در که دانست نیتس۴۶ لایب به هوپیتال۴۵ نامه را آن
تعبیر ͷی [٢٨٠] مقاله در پودلبنͬ میلادی ٢٠٠٢ سال در بار اولین برای بود. پرسیده 1

2 غیرصحیح
مقاله این به ͬ توانید م آن مشاهده برای که داد ارایه کسری مشتق و انتگرال از ͬͺفیزی و هندسͬ

کنید. مراجعه
پژوهشهای عنوان به بعدی فعالیت های در ͬ توان م که پرداخته موضوعاتͬ به رساله این هفتم فصل
بیشتری توانایی ͬ توانند م آنها حل در چندجمله ای ها این که مسایلͬ همچنین کرد. یاد آنها از جدید

است. شده ذکر فصل این در دهند، نشان خود از

است: زیر شرح به رساله از مستخرج مقالات فهرست

1. J. Hajishafieiha, S. Abbasbandy, A new class of polynomial functions for approxi-
mate solution of generalized Benjamin–Bona–Mahony–Burgers (gBBMB) equations,
Applied Mathematics and Computation, 367 (2020) 124765.

2. J. Hajishafieiha, S. Abbasbandy, A new method based on polynomials equipped
with a parameter to solve two parabolic inverse problems with a nonlocal boundary
condition, Inverse Problems in Science and Engineering, 28(5) (2020) 739-753.

45G. L’Hopita
46G.W. Leibniz

٧



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

نمود. خواهیم ارایه را بعدی فصل های برای نیاز مورد اولیه ی مفاهیم و تعاریف فصل این در

توابع تعامد ١ . ١

داخلͬ). ضرب (فضای .١ . ١ . ١ تعریف
داخلͬ ضرب ͷی با ͬ باشد م F میدان روی V برداری فضای ͷی داخلͬ، ضرب فضای ͷی

⟨., .⟩ : V × V → F

باشد: داشته a ∈ F اسͺالر هر و x, y, z ∈ V بردار هر برای را زیر مشخصه سه که

مزدوج: تقارن •
⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩,

: آرگومان اولین به نسبت بودن خطͬ •

⟨ax, y⟩ = a ⟨x, y⟩ ,

⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ ,

بودن: مثبت معین •
⟨x, x⟩ > 0, x ∈ V − {0},

توابع). داخلͬ (ضرب .١ . ١ . ٢ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر داخلͬ ضرب g و f توابع برای

(f, g)ω =

∫ b

a
f(x)g(x)ω(x)dx, (١ . ١)

است. داخلͬ ضرب برای مثبت وزن تابع ω(x) > 0 آن در که

شود. صفر برابر ͬ شان داخل ضرب هرگاه نامند متعامد را g و f صفر غیر تابع دو .١ . ١ . ٣ تعریف

٨
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چبیشف چندجمله ای های ١ . ٢

اشتورم‐لیوویل١[١۵٢]: عملͽر ویژه توابع .١ . ٢ . ١ ]تعریف
(a− x2)

1/2 d

dx

(
(a− x2)

1/2 d

dx

)
+ λn

]
un = 0, (١ . ٢)

نامیده اول نوع چبیشف چندجمله ای های ،n = 0, 1, 2, . . . , λn = n2 ویژه مقادیر با [−a, a] بازه روی
ͬ شوند. م

به توابع این ͬ باشند. م ω(x) = (a− x2)−1/2 وزن تابع با متعامد توابعͬ چندجمله ای ها، این
ͬ شوند: م داده نمایش زیر صورت

un(x) = Tn(x/a) = cos(ncos−1(x/a)),

چندجمله  ای های ͬ شوند. م تعریف [−1, 1] بازه روی چبیشف چندجمله ای های موارد اغلب در
ͬ کنند: م صدق زیر بازگشتͬ رابطه در اول نوع }چبیشف

T0(x) = 1, T1(x) = x,
Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n = 1, 2, . . . .

ͬ شوند: م داده نمایش زیر صورت به که

T0(x) = 1, T1(x) = x,
T2(x) = 2x2 − 1, T3(x) = 4x3 − 3x,

.x ∈ [−1, 1] برای |Tn(x)| ⩽ 1 طوریͺه به

:[١۵٢] اشتورم‐لیوویل عملͽر ویژه توابع .١ . ٢ . ٢ تعریف

[
(a− x2)

−1/2 d

dx

(
(a− x2)

3/2 d

dx

)
+ λn

]
un(x) = 0, (١ . ٣)

نوع چبیشف چندجمله ای های ،n = 0, 1, 2, . . . , λn = n(n+ 2) ویژه مقادیر با [−a, a] بازه روی
ͬ شوند. م نامیده دوم

به توابع این ͬ باشند. م ω(x) = (a− x2)1/2 وزن تابع با متعامد توابعͬ چندجمله ای ها، این
ͬ شوند: م داده نمایش زیر صورت

un(x) = Un(x/a) =
sin
[
(n+ 1)cos−1(x/a)

]
sin [cos−1(x/a)]

,

ͬ کنند: م صدق زیر بازگشتͬ رابطه در [−1, 1] بازه روی دوم نوع چبیشف }چندجمله ای های
U0(x) = 1, U1(x) = 2x,
Un+1(x) = 2xUn(x)− Un−1(x), n = 1, 2, . . . .

1Sturm-Liouville operator

٩
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ͬ شوند: م داده نمایش زیر صورت به که

U0(x) = 1, U1(x) = 2x,
U2(x) = 4x2 − 1, U3(x) = 8x3 − 4x,

.x ∈ [−1, 1] برای |Un(x)| ⩽ n+ 1 طوریͺه به

ͬ آید م بدست ω(t) =
√
1− t2 وزن تابع ،a = 1 دهیم قرار ١ . ٢ . ٢ تعریف در هرگاه .١ . ٢ . ٣ گزاره

ͬ شود: م حاصل زیر رابطه های که

(Un, Um)ω =

∫ 1

−1
Un(t)Um(t)ω(t)dt =

π

2
δn,m, (۴ . ١)

∫ 1

−1

dUn(t)

dt

dUm(t)

dt
ω3(t)dt =

1

2
n(n+ 2)πδn,m. (۵ . ١)

∫ 1

−1
ω3(t)

dUn(t)

dt
dt = 0, (۶ . ١)

∫ 1

−1
ω3(t)Un(t)dt = 0. (١ . ٧)

کنید. رجوع [١۴۶] به برهان.

a پارامتر ͷی به مجهز چندجمله ای های ١ . ٣

با باشد. دوم نوع چبیشف چندجمله ای Un(x) و دلخواه ثابت ͷی a کنید فرض .١ . ٣ . ١ تعریف
:[١] ͬ شوند م تعریف زیر صورت به a‐چندجمله ای ها ،A0(x) = 1 فرض

An(x) = axUn−1(x) + Un(x), n ⩾ 1. (١ . ٨)

داشت: خواهیم بالا، تعریف به توجه با

A1(x) = (2 + a)x,

A2(x) = −1 + 2(2 + a)x2,

A3(x) = −(4 + a)x+ 4(2 + a)x3,

A4(x) = 1− 4(3 + a)x2 + 8(2 + a)x4,

...

An+1(x) = 2xAn(x)−An−1(x).

استفاده آنها از برخͬ از بعد فصل های در که را چندجمله ای ها این ͬ های ویژگ از برخͬ زیر، گزاره های
ͬ کنند. م بیان شده،

١٠
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باشند، دوم و اول نوع چبیشف چندجمله ای های ترتیب به Un(x) و Tn(x) کنید فرض .١ . ٣ . ٢ گزاره
آنگاه

An(x) = (a+ 1)xnT
′
n(x) + Tn(x), n ⩾ 1. (١ . ٩)

An(x) = (1 + a
2 )Un(x) +

a
2Un−2(x), n ≥ 2, (١ . ١٠)

An(x) =
ax

1−x2Tn−1(x) +
1−ax2

1−x2 Tn(x)− x
1−x2Tn+1(x), n ⩾ 1, |x| ̸= 1 , (١ . ١١)

An(x) =
(a+1)x
2(1−x2)

Tn−1(x) + Tn(x)− (a+1)x
2(1−x2)

Tn+1(x), n ⩾ 1, |x| ̸= 1 , (١ . ١٢)

An(x) =
(a+1)x
1−x2 Tn−1(x)− (a+2)x2

1−x2 Tn(x), n ⩾ 1, |x| ̸= 1, (١ . ١٣)

An(x) = ax
T ′

n(x)

n
+
T ′

n+1(x)

n+ 1
, (١۴ . ١)

An(x) = (a+ 1)Un(x)− aTn(x), (١۵ . ١)

کنید. مراجعه [١] به (١ . ٩) درستͬ برای برهان.
:[٢١٧] زیر رابطه به توجه با

xUn−1(x) =
1
2(Un(x) + Un−2(x)), n ⩾ 2.

داشت: خواهیم صورت این در که دهیم قرار را بالا رابطه (١ . ٨) در ،xUn−1(x) جای به است کافͬ

An(x) =
a

2
(Un(x) + Un−2(x)) + Un(x)

= (1 +
a

2
)Un(x) +

a

2
Un−2(x),

دهد. مͬ نتیجه را (١ . ١٠) که
:[٢۴٩] زیر رابطه به توجه با

Un(x) =
Tn(x)−xTn+1(x)

1−x2 n ⩾ 1, |x| ̸= 1 ,

داشت: خواهیم (١ . ٨) در Un(x) و Un−1(x) ازای به تساوی این دادن قرار و

An(x) = axUn−1(x) + Un(x)

= ax
Tn−1(x)− xTn(x)

1− x2
+
Tn(x)− xTn+1(x)

1− x2

=
ax

1− x2
Tn−1(x) +

1− ax2

1− x2
Tn(x)−

x

1− x2
Tn+1(x),

١١
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ͬ شود. م حاصل (١ . ١١) که
:[٢١٧] داریم را زیر رابطه

T ′
n(x) =

n
2(1−x2)

(Tn−1(x)− Tn+1(x)), n ⩾ 1, |x| ̸= 1 ,

داشت: خواهیم آن در بالا تساوی دادن قرار و (١ . ٩) از استفاده با

An(x) = (a+ 1)
x

n
T ′

n(x) + Tn(x)

= (a+ 1)
x

n

n

2(1− x2)
(Tn−1(x)− Tn+1(x)) + Tn(x)

=
(a+ 1)x

2(1− x2)
Tn−1(x) + Tn(x)−

(a+ 1)x

2(1− x2)
Tn+1(x),

ͬ کند. م حاصل را (١ . ١٢) که
:[٢۴٩] زیر رابطه از استفاده با

T ′
n(x) =

n

1− x2
(Tn−1(x)− xTn(x)),

داشت: خواهیم (١ . ٩) و

An(x) = (a+ 1)
x

n
T ′

n(x) + Tn(x)

= (a+ 1)
x

n

n

1− x2
(Tn−1(x)− xTn(x)) + Tn(x)

=
(a+ 1)x

1− x2
Tn−1(x)−

(a+ 2)x2

1− x2
Tn(x),

ͬ شود. م حاصل (١ . ١٣) که
:[٢١٧] زیر روابط داشتن با

Un−1(x) =
1
nT

′
n(x),

Un(x) =
1

(n+1)T
′
n+1(x),

ͬ شود: م حاصل (١۴ . ١) رابطه (١ . ٨) در آنها دادن قرار و

An(x) = ax
1

n
T ′

n(x) +
1

(n+ 1)
T ′

n+1(x).

:[٢٩٩] زیر اتحاد به توجه با

xUn−1(x) = Un(x)− Tn(x),

داشت: خواهیم (١ . ٨) در بالا تساوی دادن قرار و

An(x) = axUn−1(x) + Un(x)

= a(Un(x)− Tn(x)) + Un(x)

= (a+ 1)Un(x)− aTn(x).

دهد. مͬ نتیجه را (١۵ . ١) که

١٢



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

آنگاه باشد، کف تابع نمایش ⌊.⌋ کنید فرض [١] .١ . ٣ . ٣ گزاره

An(x) =
⌊n2 ⌋∑
k=0

(−1)k
(
n− k

k

)
(a+2)n−2(a+1)k

2(n−k) (2x)n−2k, n ⩾ 1.

کند: مͬ صدق زیر معادله در n ⩾ 1 برای An(x) ای چندجمله [١] .۴ . ١ . ٣ گزاره

(x2 − 1)(1 + a+ n+ a(2 + a)nx2)y′′(x)

+x(3(1 + n) + a(3 + (2 + a)n(2 + x2)))y′(x)

−n((1 + a+ n)(2 + 2a+ n) + a(2 + a)n2x2)y(x) = 0.

داریم: را زیر معادلات ،n ⩾ 1 برای [١] .۵ . ١ . ٣ گزاره

n∑
k=0

Ak(x)Ak(y) = −a
2 + An+1(x)An(y)−An(x)An+1(y)

2(x−y) ,

n∑
k=0

A2
k(x) = −a

2 + 1
2(A

′
n+1(x)An(x)−A′

n(x)An+1(x)),

داخلͬ ضرب به توجه با [١] .۶ . ١ . ٣ گزاره

(f, g) =

∫ 1

−1

√
1− x2f(x)g(x)dx,

داریم:

(An(x), Am(x)) =



π
2 n = m = 0,

1
8(2 + a)2π n = m = 1,

1
4(2 + 2a+ a2)π n = m ⩾ 2,

aπ
4 |n−m| = 2, nm = 0,

1
8a(2 + a)π |n−m| = 2, nm ̸= 0,

0 otherwise,

(١۶ . ١)

ضرب به نسبت چندجمله ای توابع از متعامد دستگاه ͷی {A4n(x)}∞n=0 دستگاه .١ . ٣ . ٧ نتیجه
است. ۶ . ١ . ٣ گزاره در شده تعریف داخلͬ

ذیل صورت به اول نوع چبیشف چندجمله ای های حسب بر An(x) چندجمله ای بسط .١ . ٣ . ٨ گزاره
است:

An(x) = Tn(x) + (a+ 1)

n∑
j=1

xjTn−j(x).

:[٢٩٩] چبیشف چندجمله ای های در زیر رابطه به توجه با برهان.

Un(x) =
n∑

j=0

xjTn−j(x),

١٣
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داشت: خواهیم (١ . ٨) و

An(x) = axUn−1(x) + Un(x)

= ax

n−1∑
j=0

xjTn−1−j(x) +
n∑

j=0

xjTn−j(x)

= ax
n∑

i=1

xi−1Tn−i(x) +
n∑

j=0

xjTn−j(x)

= a

n∑
i=1

xiTn−i(x) +

n∑
j=0

xjTn−j(x)

= Tn(x) + (a+ 1)

n∑
j=1

xjTn−j(x).

داریم: را زیر روابط ،n ⩾ 1 برای .١ . ٣ . ٩ گزاره

An(−x) = (−1)nAn(x),

|An(x)| ⩽ |a+ 1|n+ 1, −1 ⩽ x ⩽ 1,

An(1) = (a+ 1)n+ 1,

An(0) =

{
0, ,nفرد

(−1)
n
2 , .nزوج

(١ . ١٧)

:[٢۴٩] است برقرار دوم نوع چبیشف چندجمله ای های در زیر روابط برهان.

Un(−x) = (−1)nUn(x),

|Un(x)| ⩽ n+ 1, −1 ⩽ x ⩽ 1,

Un(1) = n+ 1,

Un(0) =

{
0, ,nفرد

(−1)
n
2 , .nزوج

ͬ شود. م نتیجه گزاره این در موجود روابط ،(١ . ٨) و مثلث نامساوی بالا، روابط به توجه با

بود: خواهد زیر صورت به An(x) مولد تابع ،n ⩾ 1 برای .١ . ٣ . ١٠ گزاره

1+atx
1−2xt+t2

=
∞∑
t=0

An(x)t
n, −1 < t < 1. (١ . ١٨)

چندجمله ای های مولد توابع و (١۵ . ١) از است کافͬ An(x) مولد تابع آوردن بدست برای برهان.
:[٢۴٩] بͽیریم ͷکم دوم و اول نوع چبیشف

1−tx
1−2tx+t2

=
∞∑
n=0

Tn(x)t
n, −1 < t < 1,

1
1−2tx+t2

=
∞∑
n=0

Un(x)t
n, −1 < t < 1,

١۴
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ͬ رسیم: م چپ سمت به (١ . ١٨) راست سمت از حال
∞∑
n=0

An(x)t
n =

∞∑
n=0

[(1 + a)Un(x)− aTn(x)]t
n

= (1 + a)
∞∑
n=0

Un(x)t
n − a

∞∑
n=0

Tn(x)t
n

=
1 + a

1− 2tx+ t2
− a(1− tx)

1− 2tx+ t2
=

1 + atx

1− 2tx+ t2
,

است: زیر دترمینان صورت به ،n ⩾ 1 برای An(x) نمایش .١ . ٣ . ١١ گزاره

An(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2 + a)x −1 0 · · · 0

−1 2x −1 · · · 0

0 −1 2x
. . . ...

... ... . . . . . . −1

0 0 · · · −1 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

.

داریم: n = 1 برای ͬ باشد. م استقرا روش به گزاره این اثبات برهان.

A1(x) = (2 + a)x = |(2 + a)x|1×1,

یعنͬ: باشد برقرار k = n برای رابطه این ͬ کنیم م فرض حال

Ak(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2 + a)x −1 0 · · · 0

−1 2x −1 · · · 0

0 −1 2x
. . . ...

... ... . . . . . . −1

0 0 · · · −1 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k×k

,

ماتریس دترمینان کار این برای است. برقرار نیز k = n+1 برای رابطه این که کنیم ثابت ͬ خواهیم م
ͬ دهیم: م بسط آن آخر سطر روی ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣را

(2 + a)x −1 0 · · · 0

−1 2x −1 · · · 0

0 −1 2x
. . . ...

... ... . . . . . . −1

0 0 · · · −1 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(k+1)×(k+1)

= (−1)2k+1 ×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2 + a)x −1 0 0 · · · 0

−1 2x −1 0 · · · 0

0 −1 2x
. . . . . . 0

0 0
. . . . . . −1

...
... ... . . . −1 2x 0

0 0 · · · 0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k×k

+ (−1)2k+2(2x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2 + a)x −1 0 · · · 0

−1 2x −1 · · · 0

0 −1 2x
. . . ...

... ... . . . . . . −1

0 0 · · · −1 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k×k

= −Ak−1(x) + 2xAk(x) = 2xAk(x)−Ak−1(x) = Ak+1(x).

١۵
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زیر صورت به اول نوع چبیشف چندجمله ای های حسب بر An(x) تابع از انتگرال .١ . ٣ . ١٢ گزاره
شد: ∫خواهد 1

x
An(x)dx =

(a+ 1)n− 1

n2 − 1
− a

2(n− 1)
Tn−1(x)−

2 + a

2(n+ 1)
Tn+1(x).

:[٢٩٩ ،٢۴٩] دوم و اول نوع چبیشف چندجمله ای های در زیر روابط به توجه با برهان.
∫ 1

x
Un(x)dx =

1− Tn+1(x)

n+ 1
,∫

Tn(x)dx =
1

2

(
Tn+1(x)

n+ 1
− Tn−1(x)

n− 1

)
+ c,

داشت: خواهیم (١۵ . ١) از استفاده با و
∫ 1

x
An(x)dx =

∫ 1

x
[(1 + a)Un(x)− aTn(x)] dx arc

= (1 + a)

∫ 1

x
Un(x)dx− a

∫ 1

x
Tn(x)dx

= (1 + a)
1− Tn+1(x)

n+ 1
− a

2

[
1

n+ 1
− 1

n− 1
− Tn+1(x)

n+ 1
+
Tn−1(x)

n− 1

]
=

(a+ 1)n− 1

n2 − 1
− a

2(n− 1)
Tn−1(x)−

2 + a

2(n+ 1)
Tn+1(x),

داشت: خواهیم ١ . ٣ . ١٢ گزاره به توجه با .١ . ٣ . ١٣ نتیجه
∫ 1

−1
An(x)dx =

a

2(n− 1)
(1− (−1)n−1) +

2 + a

2(n+ 1)
(1− (−1)n+1)

=

{
2n(a+1)−1

n2−1
, ,nزوج

0, .nفرد

شود. جایͽذاری x = −1 قبل گزاره تساوی در است کافͬ برهان.

شبͺه ای نقاط ۴ . ١

نوع دو بنابراین دارند، شبͺه بر مبتنͬ روش های به معادلات حل در مهمͬ نقش شبͺه ای نقاط
ͬ شوند: م معرفͬ زیر در نقاط این از

ͬ کنیم: م تقسیم قسمت N به را بازه این ، است مفروض [a, b] بازه .١ . ۴ . ١ تعریف

١۶



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

منظم٢ شبͺه ای نقاط •

xi = a+ b−a
N (i− 1), i = 1, 2, . . . , N + 1, a ≤ xi ≤ b, (١ . ١٩)

٣(CGL) شبͺه ای نقاط •

xi = a+ b−a
2 (1− ζi), i = 0, 1, 2, . . . , N, a ≤ xi ≤ b, (١ . ٢٠)

ζi = cos( iπN ), i = 0, 1, 2, . . . , N, −1 ≤ ζi ≤ 1 که

کسری مشتق ۵ . ١

آن ͬ های ویژگ و گاما تابع ١ . ۵ . ١

معرفͬ بخش این در است، کسری مشتق تعریف برای پایه ای مفاهیم از ͬͺی که گاما۴ تابع
ͬ شود. م

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به Γ(p) گاما تابع .١ . ۵ . ١ تعریف

Γ(p) =
∞∫
0

tp−1e−tdt, (Re(p) > 0) (١ . ٢١)

همͽراست. (Re(p) > 0), p ∈ C هر برای انتگرال این

:[٢٢١] گاما تابع ͬ های ویژگ .٢ . ۵ . ١ گزاره

.Γ(p+ 1) = pΓ(p) •

است. پیوسته Re(p) > 0 برای Γ(p) تابع •

•
Γ(p+ n) = (p+ n− 1) · · · (p+ 1)pΓ(p)

Γ(1) = 1 ,Γ(n+ 1) = n! ,Γ(0) = 0

داریم: n = −p برای •

Γ(−n) = Γ(−n+ 1)

−n
= · · · = (−1)n

Γ(0)

n!
= (−1)n,

•
Γ(m+

1

2
) = (m− 1

2
)(m− 3

2
) · · · 5

2

3

2

1

2
Γ(

1

2
),

•

Γ(p) =

1∫
0

(Ln
1

y
)
p−1

dy,

2Regular Grid Points
3Chebyshev–Gauss–Lobatto
4Gamma Function
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•
Γ(12) =

√
π, Γ(−1

2 ) = −2
√
π, Γ(32) =

1
2

√
π,

•
Γ(p+ 1)

Γ(q + 1)Γ(p− q + 1)
=

(
p

q

)
,

•
Γ(p)Γ(1− p) = π

Sin(πp) , 0 ⩽ p ⩽ 1,

کسری حساب ٢ . ۵ . ١

کنیم. معرفͬ را کسری۵ حساب ͬ توانیم م گاما تابع تعریف به توجه با اکنون

(c,∞) بازه موضع۶ͬروی انتگرال پذیر تابع ͷی f ).اگر n مرتبه تکراری (انتگرال .٣ . ۵ . ١ تعریف
نامیم: n مرتبه تکراری انتگرال را زیر انتگرال آنگاه باشد

cJ
n
t f(t) = cD

−n
t f(t) =

∫ t

c
ds1

∫ s1

c
ds2 · · ·

∫ sn−1

c
f(sn)dsn

=
1

(n− 1)!

∫ t

c
(t− s)n−1f(s)ds,

را انتگرال این ͬ توان م ،(n− 1)! = Γ(n) دادن قرار با .n ∈ N و −∞ ⩽ c < t < ∞ که t هر برای
داد: تعمیم α > 0 کسری مرتبه از f انتگرال به

−∞ ⩽ c < t <∞ که t هر برای چپ: انتگرال •

cJ
α
t f(t) = cD

−α
t f(t) =

1

Γ(α)

t∫
c

(t− s)α−1f(s)ds,

−∞ < t < d ⩽ ∞ که t هر برای راست: انتگرال •

tJ
α
d f(t) = tD

−α
d f(t) =

1

Γ(α)

d∫
t

(s− t)α−1f(s)ds,

ͬ کنیم. م معرفͬ را کاپوتو و ریمان‐لیوویل کسری مشتق و انتگرال حال

راست). و چپ ریمان‐لیوویل کسری (انتگرال های .۴ . ۵ . ١ تعریف
کسری انتگرال های باشد. R از متناهͬ بازه ͷی(−∞ < a < b < ∞)I = [a, b] کنید فرض

ع: ترتیب به α ∈ R+ مرتبه از RLJ
α
t,bf(t) و RLJ

α
a,tf(t) راست و چپ ریمان‐لیوویل

5Fractional Calculus
باشد. انتگرال پذیر تعریفش دامنه فشرده زیرمجموعه هر روی هرگاه نامیم موضعͬ انتگرال پذیر fرا ۶تابع

١٨
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RLJ
α
a,tf(t) = RLD

−α
a,t f(t) =

1

Γ(α)

t∫
a

(t− s)α− 1f(s)ds,

RLJ
α
t,bf(t) = RLD

−α
t,b f(t) =

1

Γ(α)

b∫
t

(s− t)α− 1f(s)ds,

راست). و چپ ریمان‐لیوویل کسری (مشتق های .۵ . ۵ . ١ تعریف
ریمان‐ کسری مشتق های باشد. R از متناهͬ بازه ͷی(−∞ < a < b < ∞)I = [a, b] کنید فرض

عبارتند: ترتیب به α ∈ R+ مرتبه از RLD
α
t,bf(t) و RLD

α
a,tf(t) راست و چپ لیوویل

RLD
α
a,tf(t) =

dn

dtn

[
D

−(n−α)
a,t f(t)

]
=

1

Γ(n− α)

dn

dtn

 t∫
a

(t− s)n−α−1f(s)ds

 ,
(١ . ٢٢)

RLD
α
t,bf(t) = (−1)n

dn

dtn

[
D

−(n−α)
t,b f(t)

]
=

(−1)n

Γ(n− α)

dn

dtn

 b∫
t

(s− t)n−α−1f(s)ds

 ,

(١ . ٢٣)

.n− 1 ⩽ α < n که است مثبت و صحیح عددی n که

راست). و چپ کاپوتوی کسری (مشتق های .۶ . ۵ . ١ تعریف
عبارتند: ترتیب به α ∈ R+ مرتبه از Ct Dα

b f(t) و C
aD

α
t f(t) راست و چپ کاپوتوی کسری مشتق های

CD
α
a,tf(t) = D

−(n−α)
a,t

[
f (n)(t)

]
=

1

Γ(n− α)

t∫
a

(t− s)n−α−1f (n)(s)ds,
(٢۴ . ١)

CD
α
t,bf(t) = (−1)nD

−(n−α)
t,b

[
f (n)(t)

]
=

(−1)n

Γ(n− α)

b∫
t

(s− t)n−α−1f (n)(s)ds,
(٢۵ . ١)

.n− 1 < α ⩽ n که است مثبت و صحیح عددی n که

به داراست را مهمͬ نقش کسری حساب در که پارامتری دو میتاگ‐لفلر٧ تابع .٧ . ۵ . ١ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر صورت

Eα,β(z) =

∞∑
j=0

zj

Γ(αj + β)
, α, β ∈ R+, z ∈ C. (٢۶ . ١)

7Mittag-Leffler
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٢ فصل

بر مبتنͬ روش های بر مروری
چندجمله ای ها

مرور به فصل این در شده اند. گرفته بͺار دیفرانسیل معادلات حل در زیادی چندجمله ای های
ͬ پردازیم. م خلاصه طور به چندجمله ای ها این از نمونه چند

برنشتاین چندجمله ای های ٢ . ١

چندجمله ای های پایه بر دیفرانسیل معادله ͷی جواب های تقریب برای الͽوریتمͬ [۵٩] در
از خطͬ ترکیبی اساس بر را معادله جواب الͽوریتم، این است. شده  تولید شده برنشتاین١اصلاح
و آورده بدست را بسط ضرایب گالرکین روش از استفاده با سپس و داده بسط چندجمله ای ها این
این کارایی و دقت ͬ شود. م استفاده روش این مراحل تمام در ماتریسͬ فرم ͬ شود. م حاصل جواب
‐اسپلاین، B روش با مقایسه در و داشته برنشتاین چندجمله ای های مجموعه اندازه به بستگͬ روش
غیرخطͬ و خطͬ معادلات حل برای روش این از ͬ باشد. م ساده تر دیفرانسیل، معادله ͷی حل برای

ͬ شود. م استفاده
ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به n درجه از برنشتاین چندجمله ای های

Bi,n(x) =

(
n
i

)
xi(R−x)n−i

Rn , 0 ⩽ x ⩽ R, i = 0, 1, . . . , n,

برای ͬ سازند. م کامل پایه ͷی آن روی شده تعریف چندجمله ای های که باشد بازه ای بالای کران R

ͬ دهند: م قرار معادله جواب تقریب

y(x) =
n∑

i=0
CiBi,n(x), n ⩾ 1,

1Bernstein Polynomial

٢٠
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چبیشف چندجمله ای های ٢ . ٢

این تعریف است. چبیشف چندجمله ایهای ریاضیات، در چندجمله ای ها معروف ترین از ͬͺی
شاخه های اغلب در فراوانͬ کاربردهای چندجمله ای ها این است. آمده قبل فصل در چندجمله ای ها
شناسͬ ستاره به: کرد اشاره ͬ توان م کاربردها این جمله از دارند. مهندسͬ و ͷفیزی ریاضͬ،
،[٣٢١] شده توزیع سیͽنال پردازش ،[٣٣٠] آسفالتین شامل سیالات رفتار پیش گویی ،[١٧٠]
دیافراگم های در ͷاپتی آزمایش داده های تحلیل و تجزیه و [٢٧٣] FIR اقتصادی فیلترهای تولید

.[٢٠۴] مستطیلͬ
کاربردی ریاضیات در زیادی استفاده های چند جمله ای این از دیفرانسیلͬ معادلات حل برای

کرد: اشاره زیر موضوعات به ͬ توان م جمله آن از که است شده
حل ،[١١۴ ،٢۴٨] مرزی مقدار مسائل ،[٢۴٧] چندبعدی خطͬ پاره ای دیفرانسیل معادلات حل
زوج مرتبه دیفرانسیلͬ معادلات حل برای ٣ چبیشف‐گالرکین روش ،[٩۶]٢ برگر معادله عددی
مساله ،[١٩۶] مجهول نفوذ۴ ضریب کردن پیدا جهت سهموی معکوس مساله حل ،[١١۵] بالا
،[١۵۵] غیرخطͬ و خطͬ فردهلم‐ولترا انتگرو‐دیفرانسیلͬ معادلات حل ،[۶١] جابجایی۵ پدیده
شرایط با منفرد۶ آشفته مساله و [٢٣٣ ،٣٠٨] سهموی انتگرو‐دیفرانسیلͬ و انتگرالͬ معادلات حل

.[١٧] غیرموضعͬ مرزی
بازه در N مرتبه از چبیشف٧ کاردینال توابع اول، نوع چبیشف چندجمله ای های از استفاده با

:[۶٨] ͬ شوند م تعریف زیر صورت به [−1, 1]

Cj(z) =
TN+1(z)

T ′
N+1(zj)(z − zj)

,

TN+1(z)مشتق T ′
N+1(z) و است [−1, 1] بازه در N +1 مرتبه از اول نوع چبیشف تابع ،TN+1(z) که

ͬ باشند. م TN+1(z) صفرهای j = 1, 2, . . . , N + 1 zj و z به نسبت
بازه روی g(x) تابع هر ،[0, L] بازه روی توابع این از استفاده برای x = (z+1)L

2 متغیر تغییر با
شود: زده تقریب ͬ تواند م [0, L]

g(x) ≈
N+1∑
j=1

g(xj)Cj(x) = GTΦN (x),

x = (z+1)L
2 تبدیل بوسیله j = 1, 2, . . . , N + 1 ،zj یافته تبدیل نقاط j = 1, 2, . . . , N + 1 ،xj که

و هستند

ΦN (x) = [C1(x), . . . , CN+1(x)]
T , G = [g(x1), . . . , g(xN+1)]

T ,

2Burgers Equation
3Chebyshev-Galerkin Method
4Diffusion Coefficient
5Transport Phenamena Problem
6Singularly Perturbed Problem
7Chebyshev Cardinal Functions
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قرار با که است شده استفاده سهموی معکوس مساله ͷی حل جهت [١٩۶] مقاله در روش این از
رسید. خواهیم خطͬ معادله دستگاه ͷی به مساله، در موجود روابط در تقریب این دادن

بوبͺِر چندجمله ای های ٢ . ٣

در که است بوبͺر٨ چندجمله ای های ریاضیات، در دیͽر پرکاربرد چندجمله ای های از ͬͺی
چندجمله ای ها این است. شده گرفته کار به مختلفͬ مقالات در مهندسͬ و ریاضͬ مختلف زمینه های

:[۶۵] ͬ شوند م تعریف زیر صورت به

B0(x) = 1,
B1(x) = x,
B2(x) = x2 + 2,
B3(x) = x3 + x,
B4(x) = x4 − 2,
...
Bm(x) = xBm−1(x)−Bm−2(x), m ⩾ 3,

زیر زمینه های به ͬ توان م علوم مختلف شاخه های در چندجمله ای ها این کاربردهای جمله از
کرد: اشاره

حل ،[۶۵] چندمرتبه ای٩ کسری دیفرانسیل معادلات عددی حل ،[١٩] مرزی مسایل عددی حل
.[٢٧٠] ͷبیولوژی دستگاه های حل ،[٩٧] ولترا‐فردهلم غیرخطͬ انتگرال معادلات دستگاه

است: شده استفاده ١٠ BPES سیستم از زیر شاخه های در همچنین
سیستم و آلͬ بافت های از برخͬ در خون جریان سیستم بین موجود شباهت های از [٢۶٠] مقاله در
گرفته قرار بررسͬ مورد مغناطیسͬ میدان ͷتحری به بافت پاسخ آن بوسیله و شده استفاده BPES
مجزا، هم محور ͷدیس دو بین شده نرمال میدان سیستم این از استفاده با [١٨٩] مقاله در است.
غیرگاوسͬ هم دمای تولید خطوط ایجاد پارادوکس بررسͬ جهت [١۴١] در است. شده محاسبه
حل برای [٣٢۵] در است. شده استفاده سیستم این از گاوسͬ، پرتو توسط هدف سطح زیر در
برای سیستم این از که شده ارایه روش هایی تابͺاری و جوشͺاری سیستم های در گرما انتقال مساله
ͷکم سرمایش، سرعت و کننده خنک فازهای طول در گرمایی گسسته پایستاری معادلات حل
این از استفاده با هادی نیمه ریزلایه های ͬͺفیزی خواص [٣۶٠ ،١٩٧] مقالات در است. شده گرفته
ثابت رژیم ͷی در ١١ کلاین‐گوردن معادله تحلیلͬ حل برای [٣۵٠] در است. شده تحلیل سیستم
است. شده استفاده BPES سیستم و ١٢ (MVIM)یافته تعدیل تغییرات تکراری روش از پالسͬ

کرد: اشاره زیر مطالعات به ͬ توان م نیز دارویی علوم و حیوانͬ بیولوژی های درشاخه
مدل ͷی در زمان به وابسته شͺارچͬ و شͺار جمعیت شناسایی برای تحلیلͬ روش ͷی [١١٨] در

8Boubaker Polynomials
9Multi-order Fractional Differential Equations

10Boubaker Polynomials Expansion Scheme
11Klein-Gordon Equation
12Modified Variational Iteration Method
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شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

در است. گرفته ͷکم BPES روش از آن در که است شده ارایه لوتکا‐ولترا١٣ شͺارچͬ و شͺار
کرونر شریان در NMR بلوچ١۵ جریان از ١۴ NMR نفوذ معادله برای ریاضͬ فرمول ͷی [۴٢]

است. شده پایه گذاری BPES براساس فرمول این که است شده پیشنهاد قلب پایین
از [٢٨۵] مقاله در دلخواه بازه هر در کسری مرتبه از شبیه نگار١۶ دیفرانسیل معادلات حل برای
برای چندجمله ای ها این ͬ های ویژگ از است. شده استفاده کسری مرتبه بوبͺر چندجمله ای های
این سپس است. شده استفاده کسری انتگرال و شبیه نگار عملͽر جدید ماتریس های ساخت
ͬ کنند م تبدیل غیرخطͬ معادلات دستگاه ͷی به را مسأله مربعات، کمترین روش و ماتریس ها

ͬ شود. م حل نیوتن تکراری روش به که
:[۶٧] ͬ باشد م زیر صورت به بوبͺر چندجمله ای های بسط

B0(t) = 1,

Bi(t) =
[i/2]∑
r=0

(−1)r
(
i− r
r

)
i−4r
i−r t

i−2r, i ⩾ 1,

چندجمله ای های در t جای به (α > 0), xα دادن قرار با کسری مرتبه از بوبͺر چندجمله ای های بسط
:[٢٨٧] ͬ آید م بدست بوبͺر

Bα
i (x) = Bi(x

α) =
[i/2]∑
r=0

(−1)r
(
i− r
r

)
i−4r
i−r x

α(i−2r), i ⩾ 1,

ͬ کنند: م صدق زیر رابطه در توابع این همچنین

Bα
m(x) = xαBα

m−1(x)−Bα
m−2(x), m ⩾ 2,

لوکاس چندجمله ای های ۴ . ٢

ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به لوکاس١٧ چندجمله ای های

L0(x) = 2,

Li(x) =
[i/2]∑
r=0

i
i−r

(
i− r
r

)
xi−2r, i ⩾ 1,

ͬ شوند: م داده نمایش زیر بازگشتͬ صورت به یا

L0(x) = 2,
L1(x) = x,
Ln+1(x) = xLn(x) + Ln−1(x), n ⩾ 1.

13Lotka-Volterra
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است: شده استفاده زیر موضوعات در دیفرانسیل معادلات حل برای چندجمله ای ها این از
شامل انتگرو‐دیفرانسیل تابعͬ معادلات حل ،[٢۵۴] ١٨ BBMB دیفرانسیل معادلات عددی حل
خطͬ انتگرال معادلات حل ،[٢٧٨] غیرخطͬ گرمایی رسانش معادله حل ،[١۴٩] تأخیری متغیر
گازی ͷدینامی لͺس١٩در معادلات حل ،[٧٧] بالا مرتبه خطͬ مرزی مقدار مسایل حل ،[٢٣۶]
مسایل عددی حل ،[٢٢۵ ،١۵۶ ،١٠ ،٩] کسری دیفرانسیل معادلات حل ،[٨۴] چندشͺلͬ
این از همچنین .[١۴٩] دوم مرتبه غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات حل ،[٢٣٠] کسری اولیه مقدار
موجͷ ها روش از شبیه نگار لین‐امدن٢٠و دیفرانسیل معادلات حل برای [١٩٠] در چندجمله ای ها

است. شده استفاده ͬ باشد، م لوکاس چندجمله ای های بر مبتنͬ که
با خطͬ دیفرانسیل معادلات حل برای لوکاس چندجمله ای های اساس بر محل٢١ͬ هم روش از
خطͬ جبری معادلات دستگاه ͷی به مساله این تبدیل با که ͬ شود م استفاده متغیر ضرایب با بالا مرتبه
چندجمله ای های اساس بر دیفرانسیل معادله تقریبی جواب .[٧۶] ͬ آیند م بدست لوکاس ضرایب این

ͬ شود: م داده نمایش زیر صورت به لوکاس

y(x) ≈ yN (x) =
N∑

n=0

anLn(x),

کنید. مراجعه [١۶۵] به ͬ توانید م لوکاس چندجمله ای های ͬ های ویژگ برخͬ و اتحادها مشاهده برای

فیبوناچͬ چندجمله ای های ۵ . ٢

ͬ شوند: م داده نمایش زیر بازگشتͬ صورت به فیبوناچͬ چندجمله ای های

F0(x) = 0,
F1(x) = 1,
Fn+1(x) = xFn(x) + Fn−1(x), n ⩾ 1.

دو این مقالات اغلب در طوریͺه به دارند زیادی رابطه لوکاس چندجمله ای های با چندجمله ای ها این
استفاده چندجمله ای ها این از که زمینه هایی جمله از ͬ شوند. م مطرح هم کنار در چندجمله ای نوع
معادلات مزدوج دستگاه حل ،[٧] کسری دیفرانسیل معادلات حل به: کرد اشاره ͬ توان م کرده اند
جالبی رابطه های .[٢٢٢] تکین آشفته دیفرانسیل‐تفاضل معادلات حل ،[٨] کسری دیفرانسیل
همچنین کرد. مشاهده [٢۶٣] در ͬ توان م که دارد وجود لوکاس و فیبوناچͬ چندجمله ای های بین

.[١١] نوشت فیبوناچͬ چندجمله ای های برحسب را چبیشف چندجمله ای های ͬ توان م

18Benjamin-Bona-Mahony-Burgers
19Lax Equations
20Lane-Emden Differential Equations
21Collocation Method
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٣ فصل

بنجامین‐ کلͬ معادله عددی حل
بونا‐ماهونͬ‐برگرز

مقدمه ٣ . ١

بازی را مهمͬ نقش مهندسͬ علوم و ͷفیزی در که غیرخطͬ پاره ای مشتقات معادلات از ͬͺی
BBMB مختصر صورت به که است بونا‐ماهونͬ‐برگرز١ بنجامین‐ دیفرانسیل معادله ͬ کند، م

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به معادله این است. شده نام گذاری

∂
∂t(w − µ∆w)− α∆w + β∇ · w = ∇ · (F (w)) + f, X ∈ Ω, 0 ⩽ t ⩽ T, (٣ . ١)

زیر: مرزی و اولیه شرایط با
w(X, 0) = φ(X), X ∈ Ω,

w(X, t) = ψ(X, t), X ∈ ∂Ω,

زمان متغیرهای برحسب تابعͬ f غیرخطͬ، تابع F دلخواه، ثابت های α, β ⩾ 0 و µ ∈ [0, 1] که
حالت در هستند. گرادیان و لاپلاس عملͽرهای ترتیب به ∇ و ∆ و n = 1, 2, Ω ⊆ Rn مͺان، و

باشد. مͬ x افقͬ مسیر در سیال سرعت w(x, t) ،n = 1

خاص معادله ،α = 0, µ > 0 هرگاه آید. مͬ بدست برگرز معادله α > 0, µ = 0 ،(٣ . ١) در هرگاه
ͷی عنوان به و شد مطالعه [۵۵] همͺاران و بنیامین توسط که ͬ آید م بدست ٢RWL یا BBM

ͬ رود. م بͺار کوتاه دامنه با انتشار سطح گرانشͬ امواج تحلیل برای ٣KdV معادله مدل
اشاره زیر کارهای به ͬ توان م ͷانیͺم و ͷفیزی زمینه های در معادله این کاربردهای جمله از

کرد:
کانال ͷی در آب سطح روی کوتاه دامنه با بلند امواج تحلیل ،[٣۶١ ،٣۴٣] سیالات ͷانیͺم

1Benjamin-Bona-Mahony-Burgers
2Regularized Long Wave
3Korteweg-de Vries
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جامدات ͷفیزی ،[٢١٨] دوار مایعات در ۴ راسبی امواج یا پلاسما در رانشͬ امواج مطالعه ،[۵۵]
غیرخطͬ ͷاپتی جمعیتͬ، مدل های ،[١۵٣] پلاسما ͷفیزی ،[١۴٧] شیمیایی ͷسینتی ،[١١٩]
پلاسمای در هیدرومغناطیسͬ امواج مایعات، در بلند موج طول با سطحͬ امواج تحلیل ،[١٢]

.[۶] ناموزون کریستال های در صوتͬ امواج متراکم، سیالات در صوتͬ‐گرانشͬ امواج سرد،
و کتاب ها در مختلفͬ عددی و تحلیلͬ روش های از پاره ای دیفرانسیل معادلات حل برای
است رفته بͺار BBMB معادله حل برای روش ها این از برخͬ است. شده استفاده علمͬ مقالات

است: شده بیان ادامه در که
متناهͬ عنصر روش ،[٢۵١] متناهͬ عنصر روش ،[۶٠ ،١٩٢ ،٢٩٣ ،٢۵٣] متناهͬ تفاضل روش
خ۵ͬ تغییرات تکرار روش ،[٩٠ ،٣٣۶ ،٣۵۵ ،١۴٠ ،٩١ ،٢٩۴] مͺعبی B-اسپلاین توابع پایه بر
هموتوپی روش ،[٢٣ ،١۵] آدومیان تجزیه روش شبه‐طیف۶ͬ[٢٢۴]، روش ،[١٩۴ ،٣٣٣ ،١٣٨]
،١٠۶] گالرکین روش معکوس٨[١٣]، پراکندگͬ روش هار٧[٢۵۶]، ͷموج روش ،[١٣٠ ،١۶]
،[١٧٣] نمایی اسپلاین روش ،[١٣٩ ،١٧۶] نمایی تابع ،[٣٢٠]٩ SMRPI روش ،[١١٣ ،٢٩۵
شعاعͬ پایه ای توابع ،[١۴٣] ͷهایپربولی تانژانت روش چبیشف١٠[٢٢]، هم محلͬ طیفͬ روش

.[٢۵۵] هرمیت ͷموج روش ،[١٠۵]١١(RBF)
رسم و جدول ها در نتایج درج با و کرده بیان را خود روش مثال پنج ارایه با فصل این در
روش از استفاده مزایای دیͽر روش های با پیشنهادی روش مقایسه و تقریبی توابع نمودارهای

ͬ شود. م بیان آخر بخش در پیشنهادی

روش پیاده سازی ٣ . ٢

تقریب سپس و (٣ . ١) زمان١٢ متغیر گسسته سازی از استفاده با ابتدا روش، پیاده سازی برای
دستگاه ͷی به مͺان، متغیر هم محلͬ نقاط از استفاده و a‐چندجمله ای ها خطͬ ترکیب با جواب

ͬ پردازیم. م روش تبیین به حال رسید. خواهیم غیرخطͬ معادلات
گسسته سازی برای .T پایانͬ زمان برای τ = T

M که j = 0, 1, . . . ,M برای tj = jτ کنید فرض
ͬ کنیم: م استفاده پیشرو متناهͬ تفاضل روش از (٣ . ١) زمانͬ

(wj+1 − γ∆wj+1)− (wj − γ∆wj)

τ
− α

∆wj+1 +∆wj

2
+ β

∇ · wj+1 +∇ · wj

2

= ∇ · (F (wj)) + f j+1/2,

(٣ . ٢)

4Rossby Waves
5He’s Variational Iteration Method
6Pseudo-Spectral Method
7Haar Wavelet Method
8Inverse Scattering Method
9Spectral Meshless Radial Point Interpolation
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.wj+1 = w(X, tj+1) و f j+1/2 = (f j + f j+1)/2 که
داشت: خواهیم (٣ . ٢) کردن ساده با

2wj+1 − (∆wj+1)(2γ + τα) + τβ(∇ · wj+1) =

2(wj − γ∆wj) + τ(α∆wj − β∇ · wj) + 2τ(∇ · F (wj) + f j+1/2),
(٣ . ٣)

.j = 0, 1, . . . ,M − 1 برای

بعدی ͷی BBMB معادله برای روش پیاده سازی ٣ . ٢ . ١

ͬ زنیم: م تقریب (١ . ٨) a‐چندجمله ای های خطͬ ترکیب با را wj+1 تابع

wj+1(x) ∼=
N∑

n=0

cj+1
n An(x), (۴ . ٣)

داریم: x به نسبت wj+1 بالاتر مراتب مشتقات برای همچنین

wj+1
x

∼=
N∑

n=0
cj+1
n A′

n(x), wj+1
xx

∼=
N∑

n=0
cj+1
n A′′

n(x). (۵ . ٣)

(x (متغیر مͺان بازه شبͺه بندی و j هر برای (٣ . ٣) در (۵ . ٣) و (۴ . ٣) تقریب های قرار دادن با
N + 2 با غیرخطͬ معادلات دستگاه ͷی ،۴ . ١ بخش در شده تعریف شبͺه ای نقاط از استفاده با
(هم شبͺه ای نقاط ͷکم با ͬ آید. م بدست ،a مجهول پارامتر و k = 0, 1, ..., N،cj+1

k مجهول،
برای داشت. خواهیم معادله N + 2 ،(٣ . ١) معادله مرزی و اولیه شرایط و (٣ . ٣) ،{xi}Ni=1 محلͬ)
مینیمم مربعات کمترین روش با را غیرخطͬ معادلات دستگاه مانده١٣ L2 نرم ،a آوردن بدست

ͬ کنیم. م

a‐چندجمله ای ها، در آن جایͽذاری و بالا دستگاه در a پارامتر مقدار آمدن بدست از پس
ترکیب جای به (۴ . ٣) در حال نیستند. a پارامتر دارای دیͽر که ͬ  آیند م بدست چندجمله ای هایی
همه و کرده استفاده پارامتر بدون چندجمله ای های این خطͬ ترکیب از a‐چندجمله ای ها خطͬ
حال ͬ کنیم. م تکرار عیرخطͬ، معادلات دستگاه حل و شبͺه بندی جایͽزاری، جمله از را، بالا مراحل
درونیابی مͺعبی B‐اسپلاین توابع بوسیله [0, T ] زمانͬ بازه در معادله جواب آوردن بدست برای
نرم در درونیابی این ͬ شود. م انجام i = 0, 1, . . . , N, j = 0, 1, . . . ,M, ،

(
xi, tj , w

j
xi

)
نقاط روی

فصل، این مثال های همه در ͬ شود. م انجام Interpolation دستور با ١٢ نسخه متمتیͺای افزار
است. گرفته قرار استفاده مورد روش این

13Residual
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شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

بعدی دو BBMB معادله برای روش پیاده سازی ٣ . ٢ . ٢

به را wj+1 تابع ͬ کنیم. م عمل قبل بخش شبیه بعدی دو معادلات روی روش پیاده سازی برای
ͬ زنیم: م تقریب زیر صورت

wj+1(x, y) ∼=
N∑
l=0

N∑
m=0

cj+1
lm Al(x)Am(y). (۶ . ٣)

داریم: y و x به نسبت wj+1 بالاتر مراتب مشتقات برای

wj+1
x

∼=
N∑
l=0

N∑
m=0

cj+1
lm A′

l(x)Am(y),

wj+1
xx

∼=
N∑
l=0

N∑
m=0

cj+1
lm A′′

l(x)Am(y),

wj+1
y

∼=
N∑
l=0

N∑
m=0

cj+1
lm Al(x)A

′
m(y),

wj+1
yy

∼=
N∑
l=0

N∑
m=0

cj+1
lm Al(x)A

′′
m(y).

مرزی و اولیه شرایط و (٣ . ٣) در بالا تقریب های دادن قرار با .wj+1(x, y) = w(x, y, tj+1) که
دستگاه ͷی شده اند، تعریف ۴ . ١ بخش در که {(xi, yj)}Ni,j=0 شبͺه ای نقاط از استفاده و مساله
غیرخطͬ معادلات دستگاه مانده١۴ L2 نرم ،a آوردن بدست برای ͬ آید. م بدست غیرخطͬ معادلات

ͬ باشد. م ٣ . ٢ . ١ بخش شبیه مراحل بقیه ͬ کنیم. م مینیمم مربعات کمترین روش با را

روش همͽرایی ٣ . ٣

و Λ در انتگرال پذیر مربع با حقیقͬ توابع از هیلبرت فضای L2
ω(Λ) و Λ = [−1, 1] کنید فرض

باشد: زیر داخلͬ ضرب

(f, g)ω =

∫ 1

−1
ω(t)f(t)g(t)dt,

از زیرفضایی SN و مثبت و صحیح عددی N کنید فرض است. وزن تابع ω(t) =
√
1− t2 که

است: شده تشͺیل دوم نوع چبیشف ابتدایی چندجمله ای  N + 1 از که باشد L2
ω(Λ)

SN = span {U0, U1, . . . , UN} .

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به L2
ω(Λ) متعامد تصویر

PN : L2
ω(Λ) → SN

(PNv)(t) =
N∑
i=0

ciUi(t),

14Residual
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شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

.(PNv − v, φ)ω = 0 ،φ ∈ SN هر برای طوریͺه به
بͽیرید: نظر در را زیر درونیابی فضای ∥PNv − v∥ω تخمین برای

Hr
ω,R(Λ) =

{
v| باشد پذیر انداره v و ∥v∥r,ω,R <∞

}
,

دوم: نوع چبیشف چندجمله ای های اشتورم‐لیوویل عملͽر R دلخواه، حقیقͬ عدد r > 0 که

R(Un(t)) = −ω−1(t)
d

dt
(ω3(t)

d

dt
Un(t)), (٣ . ٧)

باشد: زیر در شده تعریف نرم ∥v∥r,ω,R و

∥v∥r,ω,R = (
r∑

i=0

∥∥∥∥(t+ 2)
r
2
+id

iv

dti

∥∥∥∥2
ω

)
1/2. (٣ . ٨)

است. L2
ω(Λ) به H2m

ω,R(Λ) از پیوسته نگاشت ͷیRm .٣ . ٣ . ١ گزاره

است: برقرار زیر رابطه که ͬ کنیم م ثابت ابتدا برهان.

Rmv(t) =
2m∑
k=1

(t+ 2)m+kqk(t)
dkv(t)

dtk
, (٣ . ٩)

ثابت استقراء از استفاده با را بالا تساوی است. Λ بازه روی یͺنواخت کراندار و کسری تابعͬ qk که
ͬ کنیم. م

داشت: خواهیم ،m = 1 کنید فرض

Rv(t) = 3t
dv

dt
− (1− t2)

d2v

dt2

= (2 + t)2
(

3t

(2 + t)2

)
dv

dt
− (2 + t)3

(
1− t2

(2 + t)3

)
d2v

dt2
.

نیز m = n + 1 برای رابطه این که ͬ کنیم م ثابت باشد. برقرار m ⩽ n برای (٣ . ٩) که کنید فرض
است: برقرار

Rn+1v(t) = R(Rnv(t))

= R

2(n−1)∑
k=1

(t+ 2)n+kqk(t)
dkv(t)

dtk
+ (t+ 2)(3n−1)q2n−1(t)

d2n−1v(t)

dt2n−1
+ (t+ 2)3nq2n(t)

d2nv(t)

dt2n


= R

2(n−1)∑
k=1

(t+ 2)(n−1)+k (qk(t)(t+ 2))
dkv(t)

dtk

+

R

(
(t+ 2)(3n−1)q2n−1(t)

d2n−1v(t)

dt2n−1
+ (t+ 2)3nq2n(t)

d2nv(t)

dt2n

)
=

2n∑
k=1

(t+ 2)n+kpk(t)
dkv(t)

dtk
+ (t+ 2)3n−1r2n−1(t)

d2n−1v(t)

dt2n−1
+ (t+ 2)3nr2n(t)

d2nv(t)

dt2n

+(t+ 2)3n+2p2n+1(t)
d2n+1v(t)

dt2n+1
+ (t+ 2)3n+3p2n+2(t)

d2n+2v(t)

dt2n+2

=

2(n+1)∑
k=1

(t+ 2)(n+1)+ksk(t)
dkv(t)

dtk
,

٢٩



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

عملͽر بودن خطͬ از حال هستند. Λ بازه روی یͺنواخت کراندار و کسری توابع sk و rk ،pk ،qk که
پیوستگͬ و بالاتر مشتقات با جملات فاکتورگیری و استقراء مفروضات به توجه با و گرفته ͷکم R

شود. مͬ حاصل نتیجه آنها جمع و کسری توابع

ثابت دارد وجود v =
∞∑
n=0

v̂nUn(t) و v ∈ Hr
ω,R(Λ) ،r نامنفͬ و حقیقͬ عدد برای .٣ . ٣ . ٢ گزاره

که: قسمͬ به c ∈ R

∥PNv − v∥ω ≤ cN−r∥v∥r,ω,R. (٣ . ١٠)

انتگرال گیری از استفاده و (٣ . ٧) و (۴ . ١) ،(١ . ٣) به توجه با .r = 2m که ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.
داریم: جزء به جزء

v̂n =
2

π

∫
Λ
v(t)Un(t)ω(t)dt =

2

πn(n+ 2)

∫
Λ
v(t)RUn(t)ω(t)dη

= − 2

πn(n+ 2)

∫
Λ
v(t)

d

dt
(ω3(t)

d

dt
Un(t))dt

=
2

πn(n+ 2)

∫
Λ
ω3(t)

d

dt
v(t)(

d

dt
Un(t))dt

= − 2

πn(n+ 2)

∫
Λ

d

dt
(ω3(t)

d

dt
v(t))Un(t)dt

=
2

πn(n+ 2)

∫
Λ
Rv(t)Un(t)ω(t)dt

= . . . =
2

πnm(n+ 2)m

∫
Λ
Rmv(t)Un(t)ω(t)dt.

(٣ . ١١)

داشت: خواهیم Hr
ω,R(Λ) تعریف و (٣ . ١١) ،(٣ . ٩) طبق

∥PNv − v∥2ω =
∞∑

n=N+1

v̂2n ∥Un∥2ω

⩽ cN−4m
∞∑

n=N+1

(∫
ΛR

mv(t)Un(t)ω(t)dt

∥Un∥2ω

)2

∥Un∥2ω

⩽ cN−4m ∥Rmv∥2ω ⩽ cN−4m ∥v∥2r,ω,R .

داریم: جزء به جزء انتگرال گیری و (۵ . ١) ،(١ . ٣) از استفاده با .r = 2m+ 1 ͬ دهیم م قرار

v̂n =
2

πnm(n+ 2)m

∫
Λ
Rmv(t)Un(t)ω(t)dt

= − 2

πnm+1(n+ 2)m+1

∫
Λ
Rmv(t)

d

dt
(ω3(t)

d

dt
Un(t))dt

= − 2

πnm+1(n+ 2)m+1

∫
Λ

d

dt
(Rmv(t))

d

dt
Un(t)ω

3(t)dt.

(٣ . ١٢)

٣٠



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

ͬ شود: م حاصل زیر نامساوی (٣ . ٧) و (۵ . ١) از استفاده با

∥PNv − v∥2ω =

∞∑
n=N+1

v̂2n ∥Un∥2ω

=

∞∑
n=N+1

4

π2(n(n+ 2))2m+2

(∫
Λ

d

dt
(Rmv(t))

d

dt
Un(t)ω

3(t)dt

)2

=

∞∑
n=N+1

4

π2(n(n+ 2))2m+2

(∫
Λ

d
dt(R

mv(t)) d
dtUn(t)ω

3(t)dt∥∥ d
dtUn

∥∥2
ω3

)2 ∥∥∥∥ ddtUn

∥∥∥∥2
ω3

⩽ cN−2(2m+1)
∞∑

n=N+1

(∫
Λ

d
dt(R

mv(t)) d
dtUn(t)ω

3(t)dt∥∥ d
dtUn

∥∥2
ω3

)2 ∥∥∥∥ ddtUn

∥∥∥∥2
ω3

⩽ cN−2(2m+1)

∥∥∥∥ ddt(Rmv)

∥∥∥∥2
ω3

⩽ cN−2(2m+1)

∥∥∥∥ ddt(Rmv)(t+ 2)
7/2

∥∥∥∥2
ω

⩽ cN−2(2m+1) ∥v∥2r,ω,R .

ͬ شود. م حاصل درونیابی فضای و بالا روابط از مطلوب نتایج بنابراین

داریم: y ∈ Hr
ω,R(Λ) و r > 0 دلخواه و حقیقͬ عدد هر برای .٣ . ٣ . ٣ قضیه

∥yN − y∥ω ⩽ ãc(N − 2)−r∥y∥r,ω,R. (٣ . ١٣)

ͬ آید: م بدست زیر نامساوی ،(٣ . ١٠) و (١ . ١٠) از استفاده با برهان.

∥yN − y∥ω =

∥∥∥∥∥
∞∑

i=N+1

ciAi(t)

∥∥∥∥∥
ω

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
∞∑

i=N+1

ci((1 +
a

2
)Ui(t) +

a

2
Ui−2(t)︸ ︷︷ ︸

رابطه(١ . ١٠)

)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
ω

⩽
∣∣∣1 + a

2

∣∣∣ ∥∥∥∥∥
∞∑

i=N+1

ciUi(t)

∥∥∥∥∥
ω

+
∣∣∣a
2

∣∣∣ ∥∥∥∥∥
∞∑

i=N+1

ciUi−2(t)

∥∥∥∥∥
ω

⩽
∣∣∣1 + a

2

∣∣∣ c′N−r∥y∥r,ω,R︸ ︷︷ ︸
رابطه(٣ . ١٠)

+
∣∣∣a
2

∣∣∣ c′′(N − 2)−r∥y∥r,ω,R︸ ︷︷ ︸
رابطه(٣ . ١٠)

⩽ ãc(N − 2)−r∥y∥r,ω,R,

.ã = max{|1 + a
2 |, |

a
2 |}, c = max{c′, c′′} که

ͬ کند. م حاصل را نمایی همͽرایی a‐چندجمله ای ها با تقریب که ͬ دهد م نشان قضیه این

عددی نتایج ۴ . ٣

ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به L2 و L∞ خطاهای بخش این در
(١۴ . ٣)

L∞ (τ, h) = max |w (xi, yj , T )−W (xi, yj , T )| ,

L2 (τ, h) =

(
N+1∑
i=1

N+1∑
j=1

|w (xi, yj , T )−W (xi, yj , T )|2
)1/2

,
i, j = 0, 1, , . . . , N.

٣١



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

ͬ باشند. م مسأله (دقیق) تحلیلͬ و تقریبی جواب های ترتیب به w و W که

بعدی ͷی BBMB معادله بنابراین ،β = 1 و α = 1 ،µ = 1 ،(٣ . ١) در کنید فرض .١ . ۴ . ٣ مثال
ͬ شود: م حاصل Ω = [0, π] بازه روی زیر

∂

∂t
(w − wxx)− wxx + wx = −wwx + f, (١۵ . ٣)

زیر: مرزی و اولیه شرایط با

w(x, 0) = sin(x),

w (x, t) = e−t sin (x) , x ∈ ∂Ω, 0 < t ⩽ T,

و

f (x, t) =

[
1

2
e−t sin (2x)− sin (x) + cos (x)

]
e−t.

،N هم محلͬ نقاط مقدار افزایش و τ = 0.0005 ازای به که ͬ شود م مشاهده ٣ . ٢ و ٣ . ١ جدول های در
مقایسه با ͬ باشد. م روش همͽرایی قضیه بر تاییدی که ͬ یابد م کاهش T = 10 زمان در L∞ خطای
a‐چندجمله ای ها که ͬ بینیم م [٢۵۴] لوکاس چندجمله ای های و پیشنهادی روش از حاصل نتایج
چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط از حاصل نتایج همچنین است. کرده حاصل را بهتری نتایج

است. بهتر منظم شبͺه ای نقاط نتایج از (CGL)
،wwx جمله جای به است. شده داده نمایش شده خطͬ حالت نتایج ،۴ . ٣ و ٣ . ٣ جدول های در

:[٣۵۴] ͬ کنیم م استفاده زیر شبه‐خطͬ روش از

(wwx)
j+1 = wjwj+1

x + wj+1wj
x − wjwj

x,

حالت نتایج که ͬ بینیم م جدول ها این مشاهده با ͬ دهیم. م قرار wwx جمله جای به (١۵ . ٣) در و
مقدار افزایش و τ = 0.0005 ازای به که ͬ شود م مشاهده است. بهتر غیرخطͬ حالت از شده خطͬ
٣ . ٣ . ٣ همͽرایی قضیه بر تاییدی که ͬ یابد م کاهش T = 10 زمان در L∞ خطای ،N هم محلͬ نقاط
نقاط نتایج از (CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط از حاصل نتایج همچنین ͬ باشد. م

است. بهتر منظم شبͺه ای
شده خطͬ حالت از نیز T = 10 و N = 10 ازای به و منظم شبͺه ای نقاط در ۵ . ٣ جدول در
[٢۵۴] لوکاس چندجمله ای های روش های با مقایسه در پیشنهادی روش نتایج که است شده استفاده
خطای نتایج τ مقدار کاهش با جدول این در ͬ کند. م حاصل را بهتری نتایج [٢۵٢] متناهͬ تفاضل و

یابد. مͬ کاهش نیز L∞

چبیشف‐ شبͺه ای نقاط در (عددی) تقریبی و (تحلیلͬ) دقیق جواب نمودار ٣ . ١ شͺل در
زمان در τ = 1

640 و N = 10 ازای به و شده سازی خطͬ حالت در (CGL) گاوس‐لوباتو
روش به درونیابی از استفاده با تقریبی جواب نمودار نیز ٣ . ٢ شͺل در است. شده رسم T = 10

حالت در و τ = 1
640 ازای به و (CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط در B‐اسپلاین ها

٣٢



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

‐a از آمده بدست منظم شبͺه ای نقاط در ١ . ۴ . ٣ مثال در L2خطا نرم نتایج مقایسه :٣ . ١ جدول
.T = 10 و τ = 0.0005 ازای به لوکاس چندجمله ای های و چندجمله ای ها

(s)اجرا زمان a a‐چندجمله ای ها لوکاس چندجمله ای های N

102 −4.3248e− 09 1.6147e− 04 2.8509e− 04 3

131 1.3585e− 06 1.0688e− 06 1.8740e− 05 4

162 1.6095e− 06 3.8544e− 07 1.4372e− 05 5

264 −2.2793e− 07 1.0901e− 07 2.7993e− 07 6

361 0 7.7551e− 08 2.2358e− 07 7

451 2.1490e− 08 9.2185e− 08 9.6354e− 08 8

458 2.2529e− 08 9.1665e− 08 9.6029e− 08 9

566 2.2017e− 08 8.9742e− 08 8.9870e− 08 10

‐a از آمده بدست CGL شبͺه ای نقاط در ١ . ۴ . ٣ مثال در L2خطا نرم نتایج مقایسه :٣ . ٢ جدول
.T = 10 و τ = 0.0005 ازای به لوکاس چندجمله ای های و چندجمله ای ها

(s)اجرا زمان a a‐چندجمله ای ها لوکاس چندجمله ای های N

102 9.0672e− 09 3.0703e− 04 1.3114e− 04 3

131 −1.4280e− 06 4.1727e− 06 6.5933e− 06 4

162 −1.5637e− 07 1.0881e− 06 4.0234e− 06 5

264 −2.8303e− 07 9.2321e− 08 1.5561e− 07 6

361 0 8.5431e− 08 9.8580e− 08 7

451 1.8768e− 09 8.8194e− 08 8.8108e− 08 8

458 7.5354e− 08 9.2111e− 08 9.2060e− 08 9

566 −1.6487e− 07 9.0376e− 08 9.0375e− 08 10

است. شده رسم شده ͬ سازی خط

W (x, 10) = 3.848601264040451× 10−20 + 0.00004539995012244618x

−5.401558137596547× 10−11x2 − 0.000007566636198131456x3

−1.95994382879332× 10−10x4 + 3.787025566407214× 10−7x5

−4.477549866525886× 10−10x6 − 8.656500822090306× 10−9x7

−1.795784548105326× 10−10x8 + 1.842290526035008× 10−10x9

−1.172341921459045× 10−11x10.

کنید: فرض Ω = [0, 1]× [0, 1] بازه روی را زیر بعدی دو معادله .٢ . ۴ . ٣ مثال

∂

∂t
(w −∆w)−∆w +∇ · w = wwx + wwy + f, (١۶ . ٣)

٣٣



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

‐a از آمده بدست منظم شبͺه ای نقاط در ١ . ۴ . ٣ مثال در L2خطا نرم نتایج مقایسه :٣ . ٣ جدول
شده. خطͬ حالت در T = 10 و τ = 0.0005 ازای به لوکاس چندجمله ای های و چندجمله ای ها

(s)اجرا زمان a a‐چندجمله ای ها لوکاس چندجمله ای های N

105 −4.3248e− 09 1.6146e− 04 2.8528e− 04 3

144 1.0845e− 06 1.1723e− 06 1.8670e− 05 4

161 0 3.8667e− 07 1.4309e− 05 5

207 −1.8997e− 6 5.3886e− 09 3.7315e− 07 6

265 −1.9885e− 06 8.6330e− 09 3.1572e− 07 7

327 1.6404e− 09 1.5227e− 10 5.7489e− 09 8

406 −1.7422e− 09 1.4076e− 10 4.4877e− 09 9

505 −1.1627e− 08 6.0195e− 11 1.0394e− 11 10

‐a از آمده بدست CGL شبͺه ای نقاط در ١ . ۴ . ٣ مثال در L2خطا نرم نتایج مقایسه :۴ . ٣ جدول
شده. خطͬ حالت در T = 10 و τ = 0.0005 ازای به لوکاس چندجمله ای های و چندجمله ای ها

(s)اجرا زمان a a‐چندجمله ای ها لوکاس چندجمله ای های N

105 9.0627e− 10 3.0703e− 04 1.3118e− 04 3

144 −1.4262e− 13 4.1051e− 06 6.5414e− 06 4

161 4.9410e− 06 1.1732e− 06 4.1124e− 06 5

207 −1.7932e− 10 1.4041e− 08 6.4082e− 08 6

265 −2.0430e− 07 7.9659e− 09 1.1712e− 08 7

327 1.8590e− 13 6.8138e− 11 8.4614e− 11 8

406 0 3.8480e− 11 1.9199e− 11 9

505 2.0157e− 09 6.0905e− 11 6.1260e− 11 10

.T = 10 و N = 10 ازای به منظم شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ١ در ∞Lخطا نرم نتایج مقایسه :۵ . ٣ جدول

(s)اجرا زمان a a‐چندجمله ای ها ͬ شده خط چ.لوکاس چ.لوکاس متناهͬ تفاضل روش τ

2 −3.9496e− 07 2.1255e− 05 2.4317e− 06 2.1292e− 05 0.0218 1/10

4 −1.8309e− 06 9.7989e− 06 6.0857e− 07 9.8171e− 06 0.0053 1/20

8 8.1588e− 07 4.6914e− 06 1.5215e− 07 4.7005e− 06 0.0013 1/40

17 −4.5015e− 07 2.2936e− 06 3.7998e− 08 2.2981e− 06 3.3291e− 04 1/80

34 2.9561e− 12 1.1337e− 06 9.4581e− 09 1.1360e− 06 8.3133e− 05 1/160

72 −2.4071e− 07 5.6362e− 07 2.3231e− 09 5.6472e− 07 2.0766e− 05 1/320

128 2.6874e− 08 2.8100e− 07 5.3927e− 10 2.8152e− 07 5.1898e− 06 1/640

٣۴



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

شده ͬ سازی خط حالت در CGL شبͺه ای نقاط در ١ . ۴ . ٣ مثال تقریبی و دقیق جواب نمودار :٣ . ١ شͺل
.T = 10 و τ = 1

640 ازای به

ازای به شده ͬ سازی خط حالت در CGL شبͺه ای نقاط در ١ . ۴ . ٣ مثال تقریبی جواب نمودار :٣ . ٢ شͺل
.τ = 1

640

٣۵



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

زیر: مرزی و اولیه شرایط با

w (x, y, 0) = 0, x, y ∈ Ω,

w (x, y, t) = t sin (x+ y) , x, y ∈ ∂Ω, 0 < t ⩽ T,

و w (x, y, t) = t sin (x+ y) دقیق جواب با

f (x, y, t) = (3 + 2t) sin (x+ y)− 2t cos (x+ y) (−1 + t sin (x+ y)) .

باشد. Ω = [0, 1]× [0, 1] مسأله این دامنه کنید فرض
روش های با پیشنهادی روش در L2 و L∞ خطای های نرم ٣ . ٩ و ٣ . ٨ ،٣ . ٧ ،۶ . ٣ جدول های در
برتری جدول ها، این مشاهده با است. شده مقایسه [١٠۵] RBF و [٢۵۴] لوکاس چندجمله ای های
همچنین است. نمایان (CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط به منظم شبͺه ای نقاط
به نسبت روش این ندارد. محسوسͬ تغییر چندان لوکاس چندجمله ای های روش با حاصل خطاهای

ͬ یابد. م کاهش خطا نتایج τ مقدار کاهش با دارد. محسوسͬ برتری RBF روش
شده مقایسه لوکاس چندجمله ای های روش نتایج با L∞ و L2 خطاهای نرم نیز ٣ . ١٠ جدول در

ͬ دهد. م نشان را روش دو برابری که است
چبیشف‐گاوس‐لوباتو ای شبͺه نقاط در عددی جواب مطلق خطای نمودار ٣ . ٣ شͺل در

است. شده رسم T = 1 و N = 5 ،τ = 1
2560 ازای به (CGL)

W (x, y, 1) = −5.495603971894524× 10−15 + 0.9999888378635745y

+0.0001861813943817292y2 − 0.16753442548854686y3

+0.0015930428642471457y4 + 0.007237348174240155y5

+x4(0.0015930428568531711 + 0.045214436957864756y

+0.003378232768514414y2 − 0.018594001659604984y3

+0.01320929009035516y4 − 0.005299767814521981y5)

+x2(0.00018618139195450412− 0.49993446389920204y

+0.0020466073719087596y2 + 0.07908729687576663y3

+0.003378232954060076y4 − 0.005048022365481644y5)

+x(0.9999888378639266− 0.00008786170122054848y

−0.49993446391185725y2 − 0.001145593253975244y3

+0.045214436891120764y4 − 0.0037596425225661922y5)

+x5(0.007237348177222246− 0.003759642552395581y

−0.005048022273451247y2 + 0.004914906128214054y3

−0.005299767770276762y4 + 0.002538541930756691y5)

+x3(−0.16753442548205338− 0.0011455933033677757y

+0.07908729698086239y2 + 0.011022116877773352y3

−0.018594001824733798y4 + 0.0049149062353458645y5).

٣۶



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

.T = 1 و N = 5 ازای به منظم شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٢ در ∞Lخطا نرم نتایج مقایسه :۶ . ٣ جدول

(s)اجرا زمان a‐چندجمله ای ها RBF روش چ.لوکاس τ

a h = 0.2 h = 0.1 h = 0.2

2 −1.3582 2.0364e− 03 6.7487e− 03 2.0427e− 03 1/10

3 −1.4301 1.0202e− 03 2.6171e− 03 1.0248e− 03 1/20

6 0.1583 5.1445e− 04 1.1038e− 03 5.1445e− 04 1/40

12 −1.3572 2.5899e− 04 4.683e− 04 2.5899e− 04 1/80

24 −0.4841 1.3119e− 04 2.0224e− 04 1.3120e− 04 1/160

48 −1.5043 6.7283e− 05 8.9161e− 05 6.7284e− 05 1/320

95 0.2119 3.5324e− 05 4.0189e− 05 3.5324e− 05 1/640

188 −1.4617 1.9343e− 05 1.8510e− 05 1.9344e− 05 1/1280

337 0.6547 1.1291e− 05 8.9827e− 06 1.1353e− 05 1/2560

.T = 1 و N = 5 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٢ در ∞Lخطا نرم نتایج مقایسه :٣ . ٧ جدول

(s)اجرا زمان a‐چندجمله ای ها RBF روش چ.لوکاس τ

a h = 0.1

2 0.0744 1.8584e− 03 6.7487e− 03 1.8616e− 03 1/10

3 0.1033 9.3121e− 04 2.6171e− 03 9.3271e− 04 1/20

6 0 4.6665e− 04 1.1038e− 03 4.6673e− 04 1/40

12 −0.4596 2.3340e− 04 4.683e− 04 2.3341e− 04 1/80

24 −0.9895 1.1667e− 04 2.0224e− 04 1.1667e− 04 1/160

48 −0.0794 5.8287e− 05 8.9161e− 05 5.8287e− 05 1/320

95 −0.7045 2.9089e− 05 4.0189e− 05 2.9090e− 05 1/640

188 2.5866 1.4490e− 05 1.8510e− 05 1.4490e− 05 1/1280

337 −2.0573 7.1335e− 06 8.9827e− 06 7.1901e− 06 1/2560

.T = 1 و N = 5 ازای به منظم شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٢ در L2خطا نرم نتایج مقایسه :٣ . ٨ جدول

a‐چندجمله ای ها RBF روش چ.لوکاس τ

a h = 0.2 h = 0.1 h = 0.2

−1.3582 5.5206e− 03 2.6698e− 02 5.5678e− 03 1/10

−1.4301 2.7614e− 03 1.0355e− 02 2.7934e− 03 1/20

0.1583 1.4041e− 03 4.6405e− 03 1.4041e− 03 1/40

−1.3572 7.0912e− 04 2.0854e− 03 7.0912e− 04 1/80

−0.4841 3.6157e− 04 9.4879e− 04 3.6158e− 04 1/160

−1.5043 1.8781e− 04 4.3993e− 04 1.8782e− 04 1/320

0.2119 1.0098e− 04 2.0868e− 04 1.0098e− 04 1/640

−1.4617 4.7973e− 05 1.0151e− 04 5.7639e− 05 1/1280

0.6547 3.6065e− 05 5.1444e− 05 3.6066e− 05 1/2560

٣٧



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

.T = 1 و N = 5 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٢ در L2خطا نرم نتایج مقایسه :٣ . ٩ جدول

a‐چندجمله ای ها RBF روش چ.لوکاس τ

a h = 0.1

0.0744 3.9133e− 03 2.6698e− 02 3.9399e− 03 1/10

0.1033 1.9567e− 03 1.0355e− 02 1.9713e− 03 1/20

0 9.8546e− 04 4.6405e− 03 9.8547e− 04 1/40

−0.4596 4.9230e− 04 2.0854e− 03 4.9230e− 04 1/80

−0.9895 2.4567e− 04 9.4879e− 04 2.4568e− 04 1/160

−0.0794 1.2235e− 04 4.3993e− 04 1.2236e− 04 1/320

−0.7045 6.0703e− 05 2.0868e− 04 6.0703e− 05 1/640

2.5866 2.9888e− 05 1.0151e− 04 2.9889e− 05 1/1280

−2.0573 1.4390e− 05 5.1444e− 05 1.4510e− 05 1/2560

.T = 1 و τ = 0.002 ازای به منظم شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٢ در خطا نرم نتایج مقایسه :٣ . ١٠ جدول

(s)اجرا زمان a‐چندجمله ای ها چ.لوکاس N

a L2 L∞ L2 L∞

9 −0.6026 1.5820e− 03 8.6353e− 04 1.5820e− 03 8.6353e− 04 3

26 −1.1185 1.3254e− 04 7.4249e− 05 1.3255e− 04 7.4249e− 05 4

73 −1.7006 6.1730e− 05 2.7002e− 05 1.2529e− 04 4.4237e− 05 5

.T = 1 و N = 5 ،τ = 1
2560 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ٢ . ۴ . ٣ مثال مطلق خطای نمودار :٣ . ٣ شͺل

٣٨



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

.T = 1 و τ = 0.002 ازای به منظم شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٣ در خطا نرم نتایج مقایسه :٣ . ١١ جدول

(s)اجرا زمان a‐چندجمله ای ها چ.لوکاس N

a L2 L∞ L2 L∞

9 1.4254 1.8304e+ 00 1.2120e+ 00 1.9213e+ 00 1.2771e+ 00 3

28 0.3811 2.3701e− 01 1.8052e− 01 2.4834e− 01 1.8940e− 01 4

79 1.0228 5.9554e− 02 1.9527e− 02 6.3193e− 02 2.0628e− 02 5

کنید: فرض Ω = [0, 1]× [0, 1] بازه روی را زیر بعدی دو معادله .٣ . ۴ . ٣ مثال

∂

∂t
(w −∆w)−∆w +∇ · w = cos(w)wx + cos(w)wy + f, (٣ . ١٧)

زیر: مرزی و اولیه شرایط با

w(x, y, 0) = e2x+2y, x, y ∈ Ω,

w(x, y, t) = e2x+2y+2t, x, y ∈ ∂Ω, 0 < t ⩽ T,

و w(x, y, t) = e2x+2y+2t دقیق جواب با

f(x, y, t) = −2e2x+2y+2t(9 + 2 cos(e2x+2y+2t)),

ͬ باشد. م Ω = [0, 1]× [0, 1] صورت به دامنه و
و منظم شبͺه ای نقاط در ترتیب به L2 و L∞ خطای نرم های ٣ . ١٢ و ٣ . ١١ جدول های در
است. شده مقایسه [٢۵۴] لوکاس چندجمله ای های روش نتایج با (CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو
مقایسه با همچنین ͬ یابد. م کاهش خطا ،N یعنͬ شبͺه ای نقاط تعداد افزایش با که ͬ شود م مشاهده
نتایج با مقایسه در (CGL) چبیشف‐گتوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط در نتایج که ͬ بینیم م جدول دو

است. بهتر منظم شبͺه ای نقاط از حاصل
(CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو و منظم شبͺه ای نقاط در L∞ خطای نرم ٣ . ١٣ جدول در
چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط برتری که شده اند مقایسه هم با T = 1 و N = 5 ازای به

یابد. مͬ کاهش خطا مقدار τ مقدار کاهش با همچنین و است مشهود (CGL)
مانند که ͬ دهند م نشان τ مختلف مقادیر برای را خطا نرم نیز ١۵ . ٣ و ١۴ . ٣ جدول های

ͬ کنند. م بازگو را مشابهͬ نتایج دیͽر جدول های
چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط در عددی جواب مطلق خطای نمودار ۴ . ٣ شͺل در

است. شده رسم T = 1 در τ = 1
320 و N = 5 ازای به (CGL)

W (x, y, 1) = x5(−86.0772y5 + 187.273y4 − 107.228y3 + 30.5592y2 + 11.1446y

+ 5.58334) + x4(187.273y5 − 391.903y4 + 248.169y3 − 43.3725y2 + 1.31112y

+ 0.231269) + x3(−107.228y5 + 248.169y4 − 138.559y3 + 53.0732y2 + 23.3432y

+ 12.3333) + x2(30.5592y5 − 43.3725y4 + 53.0732y3 + 21.4336y2 + 29.3609y

+ 14.2516) + x(11.1446y5 + 1.31112y4 + 23.3432y3 + 29.3609y2 + 29.4593y

+ 14.8096) + 5.58334y5 + 0.231269y4 + 12.3333y3 + 14.2516y2 + 14.8096y + 7.38906.

٣٩



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

.T = 1 و τ = 0.002 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٣ در خطا نرم نتایج مقایسه :٣ . ١٢ جدول

(s)اجرا زمان a‐چندجمله ای ها چ.لوکاس N

a L2 L∞ L2 L∞

9 0.8523 8.2480e− 01 4.3740e− 01 8.6904e− 01 4.5902e− 01 3

30 2.4068 8.2734e− 02 5.7921e− 02 8.7362e− 02 6.0978e− 02 4

85 0.8947 7.9858e− 03 6.0775e− 03 8.2860e− 03 6.2537e− 03 5

و N = 5 ازای به CGL و منظم شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٣ در ∞Lخطا نرم نتایج مقایسه :٣ . ١٣ جدول
.(h = 0.2) T = 1

(s)اجرا زمان a CGL شبͺه ای نقاط a منظم شبͺه ای نقاط τ

7 1.5643 3.2337e− 02 5.2797 1.1903e− 01 1/40

13 0.4024 1.3086e− 02 2.6416 4.7805e− 02 1/80

26 0.8002 7.6796e− 03 4.9010 2.3661e− 02 1/160

54 0.5898 6.4034e− 03 3.3616 2.0679e− 02 1/320

.T = 1 ازای به منظم شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٣ در خطا نرم نتایج مقایسه :١۴ . ٣ جدول

(s)اجرا زمان a‐چندجمله ای ها چ.لوکاس N τ

a L2 L∞ L2 L∞

2 1.4938 1.7603e+ 00 1.1447e+ 00 1.8521e+ 00 1.2120e+ 00 3 1/100

11 0.8574 2.5740e− 01 1.9593e− 01 2.6850e− 01 2.0475e− 01 4 1/200

63 3.4372 5.7003e− 02 2.0050e− 02 6.0598e− 02 2.0953e− 02 5 1/400

.T = 1 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ٣ در خطا نرم نتایج مقایسه :١۵ . ٣ جدول

(s)اجرا زمان a‐چندجمله ای ها چ.لوکاس N τ

a L2 L∞ L2 L∞

2 0.1544 7.5102e− 01 3.9369e− 01 7.9507e− 01 4.1702e− 01 3 1/100

11 0.6225 7.9267e− 02 5.2969e− 02 8.3583e− 02 5.5982e− 02 4 1/200

63 0.0268 1.4110e− 03 6.2188e− 03 1.0272e− 03 6.6421e− 03 5 1/400

۴٠



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

.T = و1 τ = 1
320 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ٣ . ۴ . ٣ مثال مطلق خطای نمودار :۴ . ٣ شͺل

ͷی BBMB معادله بنابراین ،β = 0.01 و α = 1 ،µ = 0.1 ،(٣ . ١) در کنید فرض .۴ . ۴ . ٣ مثال
ͬ شود: م حاصل Ω = [−1, 1] بازه روی زیر بعدی

∂

∂t
(w − 0.1wxx)− wxx + 0.01wx = −wwx + f, (٣ . ١٨)

خواهد حاصل دقیق جواب از نیز مرزی و اولیه شرایط .w(x, t) = (
1− x2

)ex−t دقیق جواب با
داریم: همچنین شد.

f(x, t) = e−2t+x
(et
(
−0.09 + 3.58x+ 1.89x2

)
+ ex

(
1− 2x− 2x2 + 2x3 + 1x4

))
.

چبیشف‐گاوس‐ شبͺه ای نقاط در پیشنهادی روش L∞ خطای نرم نتایج ١۶ . ٣ جدول در
و T = 1 ازای به [٣۶۴] شعاعͬ و [٢۵۴] لوکاس چندجمله ای های روش های با (CGL) لوباتو
روش با مقایسه در پیشنهادی روش است. شده مقایسه N مختلف مقادیر برای τ = 1 × 10−5

تفاوت پیشنهادی روش و لوکاس چندجمله ای های روش است. کرده حاصل را بهتری نتایج شعاعͬ
ͬ دهند. نم نشان یͺدیͽر با نتایج در چندانͬ

چندجمله ای روش با CGL ای شبͺه نقاط در را حاضر روش L∞ خطای نرم نتایج ٣ . ١٧ جدول
ͬ کند. م مقایسه T = 1 زمان در N = 36 ازای به طیفͬ روش و N = 18 ازای به [٢۵۴] لوکاس
نقاط تعداد به توجه با همچنین یابد. مͬ کاهش نیز خطا مقدار ،τ مقدار کاهش با جدول این در
و a‐چندجمله ای روش دو ͬ کند. م حاصل را بهتری نتیجه طیفͬ روش از حاضر روش هم محلͬ

دارند. مشابهͬ تقریبا نتایج لوکاس چندجمله ای
،τ = 1

5000 ازای به CGL ای شبͺه نقاط در تقریبی و دقیق جوابهای نمودار ۵ . ٣ شͺل در
است. شده رسم T = 1 در N = 18
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و T = 1 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ۴ در ∞Lخطا نرم نتایج مقایسه :١۶ . ٣ جدول
.τ = 1× 10−5

a a‐چندجمله ای ها چ.لوکاس طیفͬ روش N

6.6047e− 06 4.8534e− 03 4.8568e− 03 1.722e− 02 4

5.2017e− 08 1.6888e− 07 1.6899e− 07 2.049e− 05 8

−4.7934e− 09 1.6195e− 12 1.6195e− 12 3.901e− 09 12

−5.0728e− 08 1.7164e− 12 1.9199e− 12 4.639e− 12 16

1.9185e− 08 1.6105e− 12 1.6105e− 12 4.718e− 12 20

.T = 1 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ۴ در ∞Lخطا نرم نتایج مقایسه :٣ . ١٧ جدول

a‐چندجمله ای ها چ.لوکاس طیفͬ روش τ

a N = 18 N = 18 N = 36

−9.8380e− 16 5.0010e− 08 5.0011e− 08 2.048e− 07 2× 10−3

−6.0070e− 09 1.2502e− 08 1.2503e− 08 5.119e− 08 1× 10−3

−6.5770e− 08 5.0011e− 10 5.0014e− 10 2.047e− 09 2× 10−4

−2.0389e− 08 1.2496e− 10 1.2511e− 10 5.117e− 10 1× 10−4

1.4291e− 08 4.7231e− 12 4.7720e− 12 2.028e− 11 2× 10−5

ازای به (CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط در تقریبی جواب نمودار ۶ . ٣ شͺل در
است. شده رسم N = 18 ،τ = 1

5000

W (x, 1) = 0.3678794411746825 + 0.3678794411636501x

− 0.1839397206013746x2 − 0.3065662009752131x3

− 0.1686114105236529x4 − 0.058247578179714946x5

− 0.014817366385585512x6 − 0.002992670030769512x7

− 0.0005018196370183932x8 − 0.00007197825958203979x9

− 0.000009022724127958333x10 − 0.000001004425485851973x11

− 1.00437694892129910−7x12 − 9.28357958334297410−9x13

− 9.27003732148685210−10x14 + 3.61561184421020210−12x15

+ 7.9854272348986410−11x16 − 1.29208466253951110−11x17

− 1.80785132173997510−11x18.

بازه روی زیر بعدی ͷی BBM معادله ،β = 1 و α = 0 ،µ = 1 کنید فرض .۵ . ۴ . ٣ مثال
است. معروف نیز RLW معادله نام به معادله این ͬ آید. م بدست Ω = [−10, 30]

∂

∂t
(w − wXX) + wX = −wwX + f, (٣ . ١٩)

زیر: مرزی و ابتدایی شرایط با

w(X, 0) = sech2(X4 ),

w (X, t) = sech2(X4 − t
3), X ∈ ∂Ω, 0 < t ⩽ T.
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N = 18 ،τ = 1
5000 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ۴ . ۴ . ٣ مثال تقریبی و دقیق جواب نمودار :۵ . ٣ شͺل

.T = 1 و

.N = 18 و τ = 1
5000 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ۴ . ۴ . ٣ مثال تقریبی جواب نمودار :۶ . ٣ شͺل
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در τ = 0.01 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال٣ . ۴ . ۵ در L2 × 102 خطای نتایج مقایسه :٣ . ١٨ جدول
مختلف. زمان های

(s)اجرا زمان دوم نوع چ.چبیشف a‐چندجمله ای ها چ.B‐اسپلاین T

N = 40 a N = 50 N = 400

380 58.9127 43.6154 0.618005 1.40316 1

772 56.8953 51.2281 0.433896 1.20716 2

1037 54.6332 45.2990 0.358931 1.17837 3

1463 51.5032 33.1229 0.328144 1.20285 4

و
f (X, t) = 0.

به (٣ . ١٩) ͬ کنیم. م منتقل خطͬ، تبدیلͬ با [−1, 1] بازه به را [−10, 30] بازه ابتدا مثال این در
ͬ شود: م تبدیل زیر معادله

∂

∂t

(
d2w − 4wxx

)
+ 2dwx = −2dwwx + f,

تبدیل زیر صورت به معادله دقیق جواب و d = 30 − (−10) = 40 و بالا معادله جدید متغیر x که
ͬ شود: م

w(x, t) = sech2(5x+
10

4
− t

3
),

چبیشف‐گاوس‐ شبͺه ای نقاط در پیشنهادی روش L2 × 102 خطای نتایج ،٣ . ١٨ جدول در
شده مقایسه مختلف زمان های در τ = 0.01 ازای به [٣۵۵] B‐اسپلاین روش با (CGL) لوباتو
روش در N = 50 تعداد و B‐اسپلاین روش در N = 400 شبͺه ای نقاط تعداد به توجه با است.
این در ͬ باشد. م بهتر B‐اسپلاین روش از پیشنهادی روش نتایج که ͬ شود م مشاهده پیشنهادی
نتایج با پیشنهادی روش نتایج a‐چندجمله ای ها، در a پارامتر از استفاده مزیت مشاهده برای جدول
را زیادی بسیار تفاوت جدول این است. شده مقایسه دوم نوع چبیشف چندجمله ای های از حاصل
در را روش این برتری که ͬ دهد م نشان دوم نوع چبیشف چندجمله ای های و حاضر روش نتایج بین

ͬ گذارد. م نمایش به نامتناهͬ دامنه با مسایل
چبیشف‐ شبͺه ای نقاط در را پیشنهادی روش عددی و دقیق جواب های نمودار ،٣ . ٧ شͺل

ͬ دهد. م نشان T = 10 و N = 50 ،τ = 1
100 ازای به (CGL) گاوس‐لوباتو

(CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط در معادله عددی جواب نمودار ٣ . ٨ شͺل در
است. شده رسم N = 50 و τ = 1

100 ازای به

نتیجه گیری ۵ . ٣

تحلیل و بررسͬ مورد ͷفیزی و مهندسͬ علوم در پاره ای معادلات مهمترین از ͬͺی فصل این در
نتایج شد. اثبات فصل این در a‐چندجمله ای ها بوسیله پیشنهادی روش همͽرایی قضیه گرفت. قرار
روش های و لوکاس چندجمله ای های روش نتایج با a‐چندجمله ای ها روش به آمده بدست عددی
با همچنین گذاشت. نمایش به خود از روش ها این به نسبت محسوسͬ برتری و شد مقایسه دیͽر
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N = 50 ،τ = 1
100 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ۵ . ۴ . ٣ مثال تقریبی و دقیق جواب نمودار :٣ . ٧ شͺل

.T = 10 و

.N = 50 و τ = 1
100 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ۵ . ۴ . ٣ مثال تقریبی جواب نمودار :٣ . ٨ شͺل
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مشاهده (CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو و منظم شبͺه ای نقاط نوع دو در پیشنهادی روش مقایسه
با ͬ کنند. م حاصل را بهتری عددی نتایج (CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط که شد
هم محلͬ، نقاط افزایش با بودیم. نتایج دوباره بهبود شاهد نیز معادله این غیرخطͬ جمله ͬ سازی خط
ͬ گیریم م نتیجه RLW معادله حل مشاهده با گردید. همͽرایی قضیه بر تاییدی و شد کمتر خطا

کرد. حل روش این بوسیله ͬ توان م نیز را بزرگ دامنه با معادله ای هر که
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۴ فصل

فالͺنر‐اسͺن معادلات عددی حل

مقدمه ١ . ۴

دارند. ریاضͬ و اقتصادی فنͬ، علمͬ، مدل سازی های در اساسͬ نقش غیرخطͬ عادی دیفرانسیل
محاسبه کرد: اشاره زمینه ها این به ͬ توان م غیرخطͬ عادی دیفرانسیل معادلات کاربردهای جمله از
پارکینگ مانور اتوماسیون و ایدز شیوع و بینͬ پیش محاسبات هواپیما، و گلایدر فضایی مسیرهای

.ͬͺانیͺم سیستم های اساس بر نقلیه وسایل
ویژه، به است. مهمͬ موضوع کاربردی ریاضیات در غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات عددی حل
بیشتری توجه ͷفیزی و مهندسͬ شاخه های در که بینهایت دامنه با غیرخطͬ مرزی مقدار مسایل
نامتناهͬ نیمه دامنه با غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات معروفترین از ͬͺی است. کرده جلب خود به
سال در بلاسیوس معادله تعمیم .[۶۴] شد ظاهر میلادی ١٩٠٨ سال در که است بلاسیوس١ معادله
.[١٣١] شد فالͺنر‐اسͺن٢معروف معادله به که شد کشف اسͺن و فالͺنر توسط میلادی ١٩٣١
متناهͬ نیمه دامنه با غیرخطͬ مرزی مقدار مساله ͷی فالͺنر‐اسͺن سوم مرتبه غیرخطͬ معادله

شد. ارائه هارتری٣ توسط معادله این حل برای عددی روش اولین میلادی ١٩٣٧ سال در است.
ͷی کردن خنک کرد: اشاره ͬ توان م زمینه ها این به مرزی، لایه معادلات کاربردهای جمله از
طراحͬ ،ͬͺپلاستی ورق های ͬͺآیرودینامی دادن شͺل کننده، خنک حمام ͷی در فلزی صفحه
.[۴۵] پلیمر و شیشه مطالعه و عایق مواد فلزی، صفحات فلزی، شͺل دهͬ ،ͬͺپلاستی فیلم های
جدید روشͬ فصل این در که ͬ باشد م فالͺنر‐اسͺن معادلات مرزی، لایه معادلات این از دسته ای
و هوافضا ، سیالات ͷانیͺم در مهمͬ نقش فالͺنر‐اسͺن معادلات شود. مͬ ارایه آن حل برای

کرد: اشاره زیر موضوعات به ͬ توان م معادلات این کاربردهای از ͬ کند. م بازی حرارت انتقال
،٢١۶] متحرک مرزی شرایط با گ͒وِه روی سیال جریان ،[٣۵٧ ،٣٣٧] گرما انتقال ،[٢١۵] شیمͬ

1Blasius Equation
2Falkner-Skan Equation
3Hartree
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،١۵۴ ماکسول۴[٢۶۶، سیال مخلوط جابجایی ،[٣۴۵ ،١٨١] گ͒وِه روی نانوسیالات حرکت ،[٢٣۵
انتقال و اصطͺاک برابر در مقاومت تحلیل ،[٢٨١] توانͬ رفتار با سیال کاسون۵[٢٩٠]، سیال ،[۵
ͬ الخط منحن مقطع امتداد در جریان مͺش، یا دمیدن با نفوذپذیر سطوح روی بر جریان جرم، یا گرما
با جریان رابط ها، روی بر تبخیر یا تراکم با جریان هواپیما، بال های یا گازی توربین تیغه مانند:

دیوار. ͷی روی بر کاتالیزوری واکنش های
روش های به ͬ توان م جمله آن از شده اند، حل عددی مختلف روش های به فالͺنر‐اسͺن معادلات

کرد: اشاره زیر
عصبی شبͺه روش ،[٣۵۶ ،٢١۴] تکراری روش ،[٣۴] متناهͬ تفاضل روش ،[٣٢] پرتابی روش
،[٣١۶ ،۴ ،١٧٢]۶ چبیشف هم محلͬ روش ،[٢٧١ ،٣٣] تیلور ضرایب بازگشتͬ روش ،[١۶٠]
،[١٩۵] چبیشف کاردینال توابع ،[١٢١] چبیشف متناهͬ تفاضل روش ،[٣٣۵] تکراری تبدیل روش
،٢] آدومیان روش هم محل٨ͬ[٢۶٩]، روش ،[٣۵] خطͬ تکه ای توابع ،[٣۴٧ ،٣ ،۵]٧HAM روش
چندجمله ای های ،[٢٩٢ ،٢٩١] دوم نوع چبیشف نمایی روش ،[٢۶٧]٩ سینک توابع روش ،[۴۵
گͽن عصبی شبͺه گروه١٠[١٣٢]، ناوردایی نظریه ،[١٢٢] اسپلاین توابع ،[١۴۵] لژاندر گویای

.[٢۶٨]١١ بایر

مساله فرمول ٢ . ۴

کنید فرض ͬ شود. م مطرح فالͺنر‐اسͺن دیفرانسیل معادله آمدن بدست چͽونگͬ بخش این در
:[۵] باشد ثابت چͽالͬ و گرانروی١٢ با ثابت ناپذیر تراکم جریان برای زیر مرزی لایه معادلات

∂u
∂x + ∂v

∂y = 0,

u∂u
∂x + v ∂v

∂y = U dU
dx + ν ∂2u

∂y2
− σB2

0
ρ (u− U),

(١ . ۴)

شرایط: با

u(x, 0) = 0, v(x, 0) = 0,
u = U(x), y → ∞,
U(x) = ax.

(٢ . ۴)

مختصات و جریان جهت در صفحه با موازی x راستای در مختصات دستگاه معادلات، این در
سرعت U ،y و x راستای در سرعت مؤلفه های v و u ͬ شود. م انتخاب آزاد جریان سمت به y

4Maxwell Fluid Mixed Convection
5Cason Fluid
6Shifted Chebyshev Collocation Method
7Homotopy Analysis Method
8Collocation Method
9Sinc Functions Method

10Group Invariance Theory
11Gegenbaer Neural Nettwork
12Viscosity
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.βπ2 حمله زاویه در گوه :١ . ۴ شͺل

ͬ توان م ͬ باشد. م حرکت١۴ͬ گرانروی ν و سیال چͽالͬ ρ ،ͬͺتریͺال رسانایی σ ذات١٣ͬ، مشخصه
U0 یͺنواخت سرعت میدان در βπ

2 حمله زاویه در گوه ͷی گرفتن نظر در با را بلاسیوس مرزی لایه
متغیرهای و شده تعریف متغیرهای از استفاده با بیرونͬ جریان تخمین برای همچنین داد. تعمیم

:[٣٠٠] ͬ شود م نتیجه شباهت، متغیر η و بعد بدون ثابت m مشخصه، طول l بعد بدون

ue(x) = U
(
x
l

)m
,

β = 2m
m+1 ,

η = y

√
U(m+1)

2νl

(
x
l

)(m−1)/2
,

ψ =
√

2lνU
m+1

(
x
l

)(m+1)/2
f(η),

u = Uf ′, v = −
√

νU
x f.

تبدیل زیر سوم مرتبه غیرخطͬ فالͺنر‐اسͺن دیفرانسیلͬ معادله به (٢ . ۴) و (١ . ۴) معادلات بنابراین
شوند: مͬ

d3f

dη3
+ f

d2f

dη2
+ β

[
1− (

df

dη
)
2]

−M2(
df

dη
− 1) = 0, (٣ . ۴)

مرزی: شرایط با
f(0) = f ′(0) = 0, f ′(∞) = 1,

.M2 = σB2
0

/
ρa که

گویا a‐چندجمله ای ها ی ٣ . ۴

:[۶٨] دارد وجود غیرکراندار دامنه های با مسایل برای طرح سه

.(L >> 1 شرط با [−L,L] بوسیله x ∈ [−∞,∞] دامنه(تقریب برش . ١

نامتناهͬ. نیمه یا نامتناهͬ بازه به پایه ای توابع توسیع . ٢
13Inherent Characteristic Velocity
14Kinematic Viscosity
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متناهͬ. بازه ͷی به نامتناهͬ بازه مختصات تغییر . ٣

از جدید گویای چندجمله ای های تولید و معرفͬ با ͬ شود. م استفاده سوم طرح از بخش این در
متناهͬ دامنه به نامتناهͬ نیمه دامنه متغیر، تغییر و ١ . ٣ بخش در شده معرفͬ a‐چندجمله ای های

شود. مͬ تبدیل
:(١ . ٨) به توجه با

An(z) = azUn−1(z) + Un(z), n ⩾ 1.

و است دلخواه و بزرگ مثبت عدد ͷی L که η ∈ [0,+∞) برای z = η−L
η+L متغیر تغییر از استفاده و

داشت. خواهیم را زیر تعریف ͬ شود، م انتخاب بعدا

ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به گویا a‐چندجمله ای های .٣ . ١ . ۴ تعریف

ALn(η) = aη−L
η+LUn−1(

η−L
η+L) + Un(

η−L
η+L), η ∈ [0,+∞), n ≥ 1, (۴ . ۴)

ͬ شود. م نامیده نگاشت پارامتر L ثابت .AL0(η) = 1 با

و (١ . ١٠) از استفاده با

Rn(η) = Un(
η − L

η + L
), (۵ . ۴)

ͬ شود: م نتیجه

ALn(η) = (1 + a
2 )Rn(η) +

a
2Rn−2(η), n ≥ 2. (۶ . ۴)

است: برقرار گویا a‐چندجمله ای های برای زیر بازگشتͬ رابطه .٣ . ٢ . ۴ گزاره

ALn+1(η) = 2η−L
η+LALn(η)−ALn−1(η), n ≥ 1.

ͬ شود. م حاصل نتیجه (۵ . ۴) و a‐چندجمله ای ها بازگشتͬ رابطه به توجه با برهان.

کنید: فرض را زیر داخلͬ ضرب .٣ . ٣ . ۴ گزاره

(f, g)ω =

∫ ∞

0
ω(η)f(η)g(η)dη, (٧ . ۴)

داریم: است، مثبت وزن تابع ω(η) = 4L
√
Lη

(η+L)3
که

(ALn, ALm)ω =



π
2 n = m = 0,

1
8(2 + a)2π n = m = 1,

1
4(2 + 2a+ a2)π n = m ⩾ 2,

aπ
4 |n−m| = 2, nm = 0,

1
8a(2 + a)π |n−m| = 2, nm ̸= 0,

0 صورت این غیر ,در
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و

(Rn, Rm)ω =
π

2
δn,m, (٨ . ۴)

ͬ باشد. م کرونکر دلتای δn,m که

کنید. رجوع ۶ . ١ . ٣ گزاره به برهان.

گزاره در شده تعریف داخلͬ ضرب به نسبت متعامد دستگاه ͷی {AL4n}∞n=0 دستگاه .۴ . ٣ . ۴ گزاره
ͬ باشد. م ١ . ٣ . ٣

ͬ شود. م حاصل نتیجه ٣ . ٣ . ۴ گزاره به توجه با برهان.

ͬ شود: م نتیجه آنگاه ω1(η) =
4η

√
Lη

η+L کنید فرض .۵ . ٣ . ۴ ∫گزاره ∞

0

dRn(η)

dη

dRm(η)

dη
ω1(η)dη =

1

2
n(n+ 2)πδn,m. (٩ . ۴)

کنید. مراجعه [١۴۵] به برهان.

.۶ . ٣ . ۴ گزاره

lim
η→∞

Rn(η) = n+ 1, lim
η→∞

dRn(η)
dη = 0, lim

η→∞
(4η

√
Lη

η+L )dRn(η)
dη = 0. (١٠ . ۴)

کنید. مراجعه [١۴۵] به برهان.

همͽرایی قضیه ۴ . ۴

هیلبرت فضای L2
ω(Λ) و ٣ . ٣ . ۴ گزاره در شده معرفͬ وزن تابع ω ،Λ = [0,+∞) کنید فرض

و بوده مثبت و صحیح عددی N کنید فرض باشد. (٧ . ۴) داخلͬ ضرب با حقیقͬ مقدار با توابع
باشد: L2

ω(Λ) زیرفضای ͷی زیر مولد فضای

RN = Span {R0, R1, . . . , RN} ,

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به نیز L2
ω(Λ) متعامد تصویر

PN : L2
ω(Λ) → RN

(PNu)(η) =
N∑
i=0

ciRi(η),
(١١ . ۴)

طوریͺه به
(PNu− u, φ)ω = 0, ∀φ ∈ RN .
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داریم: را زیر درونیابی فضای ،∥PNu− u∥ω تقریب برای

Hr
ω,Q(Λ) =

{
u| باشد پذیر اندازه u و ∥u∥r,ω,Q <∞

}
,

∥u∥r,ω,Q و دوم نوع گویای چبیشف اشتورم‐لیوویل عملͽر Q دلخواه، و حقیقͬ عددی r > 0 که
است: زیر در شده تعریف نرم

Qv(η) = −ω−1(η)
d

dη
(
4η

√
Lη

η + L

d

dη
v(η)) = −η(η + L)2

L

d2v

dη2
− (η + L)(η + 3L)

2L

dv

dη
, (١٢ . ۴)

∥u∥r,ω,Q = (

r∑
i=0

∥∥∥∥(η + L)
r
2+id

iu

dηi

∥∥∥∥2
ω

)
1/2. (١٣ . ۴)

است. L2
ω(Λ) روی به H2m

ω,Q(Λ) از پیوسته نگاشت ͷی Qm عملͽر .١ . ۴ . ۴ لم

که: ͬ شود م ثابت استقراء با براحتͬ شد، دیده ٣ . ٣ . ١ گزاره اثبات در که همان گونه برهان.

Qmv(η) =
2m∑
k=1

(η + L)m+kqk(η)
dkv(η)

dηk
, (١۴ . ۴)

ͬ باشد. م Λ بازه روی یͺنواخت کراندار و گویا تابع ͷی qk که

ثابت دارد وجود v =
∞∑
n=0

v̂nRn(η) و v ∈ Hr
ω,Q(Λ) ،r نامنفͬ و حقیقͬ عدد برای .٢ . ۴ . ۴ قضیه

که: قسمͬ به c ∈ R

∥PNv − v∥ω ≤ cN−r∥v∥r,ω,Q. (١۵ . ۴)

انتگرال گیری روش و (١٢ . ۴) و (١ . ٣) ،(٨ . ۴) به توجه با .r = 2m که ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.
ͬ شود: م نتیجه جزء، به جزء

v̂n =
2

π

∫
Λ
v(η)Rn(η)ω(η)dη =

2

πn(n+ 2)

∫
Λ
v(η)QRn(η)ω(η)dη

= − 2

πn(n+ 2)

∫
Λ
v(η)

d

dη
(
4η

√
Lη

η + L

d

dη
Rn(η))dη

=
2

πn(n+ 2)

∫
Λ

4η
√
Lη

η + L

d

dη
v(η)(

d

dη
Rn(η))dη

= − 2

πn(n+ 2)

∫
Λ

d

dη
(
4η

√
Lη

η + L

d

dη
v(η))Rn(η)dη

=
2

πn(n+ 2)

∫
Λ
Qv(η)Rn(η)ω(η)dη

= . . . =
2

πnm(n+ 2)m

∫
Λ
Qmv(η)Rn(η)ω(η)dη.

(١۶ . ۴)
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ͬ شود: م حاصل زیر نامساوی Hr
ω,Q(Λ) تعریف و (١۶ . ۴) ،(١۴ . ۴) طبق حال

∥PNv − v∥2ω =

∞∑
n=N+1

v̂n ∥Rn∥2ω

⩽ cN−4m
∞∑

n=N+1

(∫
ΛQ

mv(η)Rn(η)ω(η)dη

∥Rn∥2ω

)2

∥Rn∥2ω

⩽ cN−4m ∥Qmv∥2ω ⩽ cN−4m ∥v∥2r,ω,Q .

ͬ شود. م نتیجه حͺم نامساوی طرف دو از گرفتن مجذور با حال
ͬ شود: م نتیجه جزء، به جزء انتگرال گیری و (١ . ٣) به توجه با .r = 2m+1 که کنید فرض اکنون

v̂n =
2

πnm(n+ 2)m

∫
Λ
Qmv(η)Rn(η)ω(η)dη

= − 2

πnm+1(n+ 2)m+1

∫
Λ
Qmv(η)

d

dη
(
4η

√
Lη

η + L

d

dη
Rn(η))dη

= − 2

πnm+1(n+ 2)m+1

∫
Λ

d

dη
(Qmv(η))

d

dη
Rn(η)ω1(η)dη.

(١٧ . ۴)

ͬ آید: م بدست زیر نامساوی (١۴ . ۴) و (٩ . ۴) از استفاده با

∥PNv − v∥2ω =
∞∑

n=N+1

v̂2n ∥Rn∥2ω

=
∞∑

n=N+1

4

π2(n(n+ 2))2m+2

(∫
Λ

d

dη
(Qmv(η))

d

dη
Rn(η)ω1(η)dη

)2

=

∞∑
n=N+1

4

π2(n(n+ 2))2m+2

∫Λ d
dη (Q

mv(η)) d
dηRn(η)ω1(η)dη∥∥∥ d

dηRn

∥∥∥2
ω1


2 ∥∥∥∥ ddηRn

∥∥∥∥2
ω1

⩽ cN−2(2m+1)
∞∑

n=N+1

∫Λ d
dη (Q

mv(η)) d
dηRn(η)ω1(η)dη∥∥∥ d

dηRn

∥∥∥2
ω1


2 ∥∥∥∥ ddηRn

∥∥∥∥2
ω1

⩽ cN−2(2m+1)

∥∥∥∥ ddη (Qmv)

∥∥∥∥2
ω1

⩽ cN−2(2m+1)

∥∥∥∥ ddη (Qmv)(η + L)
7/2

∥∥∥∥2
ω

⩽ cN−2(2m+1) ∥v∥2r,ω,Q .

و بالا نامساوی های از مطلوب نتیجه ͬ شود. م نتیجه حͺم نامساوی طرف دو از گرفتن مجذور با
ͬ شود. م حاصل درونیابی فضای

بدست fN (η) =
N∑
i=0

ciALi(η) تابع با را f =
∞∑
i=0

ciALi(η) تابع تقریب خطای بالای کران حال

ͬ آوریم. م

داریم: ،f ∈ Hr
ω,Q(Λ) و r نامنفͬ و حقیقͬ عدد برای .٣ . ۴ . ۴ قضیه

∥fN − f∥ω ⩽ ãc(N − 2)−r∥f∥r,ω,Q. (١٨ . ۴)
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ͬ آید: م بدست زیر نامساوی ٢ . ۴ . ۴ قضیه و (۴ . ۴) از استفاده با برهان.

∥fN − f∥ω =

∥∥∥∥∥
∞∑

i=N+1

ciALi(η)

∥∥∥∥∥
ω

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
∞∑

i=N+1

ci((1 +
a

2
)Ri(η) +

a

2
Ri−2(η)︸ ︷︷ ︸

رابطه(۴ . ۶)

)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
ω

⩽
∣∣∣1 + a

2

∣∣∣ ∥∥∥∥∥
∞∑

i=N+1

ciRi(η)

∥∥∥∥∥
ω

+
∣∣∣a
2

∣∣∣ ∥∥∥∥∥
∞∑

i=N+1

ciRi−2(η)

∥∥∥∥∥
ω

⩽
∣∣∣1 + a

2

∣∣∣ c′N−r∥f∥r,ω,Q︸ ︷︷ ︸
رابطه(۴ . ١۵)

+
∣∣∣a
2

∣∣∣ c′′(N − 2)−r∥f∥r,ω,Q︸ ︷︷ ︸
رابطه(۴ . ١۵)

⩽ ãc(N − 2)−r∥f∥r,ω,Q,

.ã = max{|1 + a
2 |, |

a
2 |}, c = max{c′, c′′} که

دارد. نمایی همͽرایی گویا a‐چندجمله ای های تقریب که ͬ د هد م نشان قضیه این

روش پیاده سازی ۵ . ۴

ͬ زنیم: م تقریب زیر تابع با را جواب فالͺنر‐اسͺن، معادله جواب کردن پیدا برای بخش این در

fN (η) = η +

N∑
i=0

ciALi(η), (١٩ . ۴)

داشت: خواهیم ۶ . ٣ . ۴ گزاره و (۶ . ۴) به توجه با

(ALi)
′(∞) = 0, i = 0, . . . , N.

بخش در شده تعریف شبͺه ای نقاط فرض با است. برقرار f ′N (∞) = 1 مرزی شرط همواره بنابراین
:۴ . ١

zj = cos( jπN ) j = 0, 1, . . . , N .

بͺار (٣ . ۴) معادله مانده برای {ηj}Nj=0 هم محلͬ نقاط ،[−1, 1] بازه روی a‐چندجمله ای ها برای
دستگاه حل با L و a پارامترهای و {cj}Nj=0 مجهول ضرایب بنابراین .zj = ηj−L

ηj+L طوریͺه به ͬ رود م
ͬ آیند: م بدست زیر غیرخطͬ معادلات

Res(ηj) = 0 j = 0, 1, . . . , N,
f(0) = 0,
f ′(0) = 0.

(٢٠ . ۴)

که
Res(η) =

d3fN
dη3

+ fN
d2fN
dη2

+ β

[
1−

(
dfN
dη

)2
]
−M2

(
dfN
dη

− 1

)
.

در آن ها دادن قرار و L و a آوردن بدست با حال ͬ باشد. م مجهول N + 3 و معادله N + 3 شامل
برای چندجمله ای ها این داشت. خواهیم پارامتر بدون چندجمله ای هایی گویا، a‐چندجمله ای های
مقایسه مختلف روش های با آنها از حاصل نتایج بعد بخش در و ͬ شوند م استفاده تابع تقریب

ͬ شود. م
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.M = 0 و f(0) = 0 ازای به مختلف روش های برای f ′′(0) مقایسه :١ . ۴ جدول

خطͬ ای تکه توابع متناهͬ تفاضل چ.چبیشف اسپلاین تابع a‐چندجمله ای ها a L N β

0.469600 0.46960012 0.4696000 0.4696000 0.46967501 0.5016 2.0000 20 0

0.77478274 0.7747830 0.7747827 0.77475892 2.0491 2.2426 16 0.3

0.927680 0.92780539 0.9278050 0.9278054 0.92768032 2.4937 2.0077 16 0.5

1.232588 1.232588 1.23258818 2.0433 1.7691 16 1

1.687222 1.68722586 1.6872260 1.6872256 1.68721867 2.4100 1.7814 16 2

3.67523431 3.6752340 3.6752130 3.67523403 3.8498 2.1498 16 10

4.49148688 4.4914870 4.4916430 4.49148686 3.6235 2.0645 16 15

عددی نتایج ۶ . ۴

مهم بسیار f ′′(0) پوسته ای اصطͺاک ضریب مقدار آوردن بدست فالͺنر‐اسͺن معادله حل برای
سوم مرتبه معادله ی این اولیه شرط های کردن پیدا با توان مͬ مقدار این آوردن بدست با زیرا است
روش همͽرایی و دقت بررسͬ برای کرد. محاسبه را معادله جواب عددی و تحلیلͬ روش های با

است. شده استفاده مانده L2 نرم خطای از نیز
چندجمله ای های ،[١٢٢] اسپلاین تابع روش با پایان نامه این در شده ارایه روش نتایج ١ . ۴ جدول در
است. شده مقایسه خطͬ تکه ای توابع و [١٢١] چبیشف متناهͬ تفاضل روش ،[٢٣٨] چبیشف
نقطه N تعداد با β مختلف مقادیر برای M = 0 و f(0) = 0 ازای به مساله نتایج جدول این در
در دارد. دیͽر روش های با مقایسه در قبولͬ قابل و خوب نتایج که است آمده بدست هم محلͬ
است شده رسم M = 0 و f(0) = 0 ازای به β مختلف مقادیر برای f ′(η) تابع نمودار نیز ٢ . ۴ شͺل

ͬ شود. م نزدیͺتر عرض ها محور به تابع نمودار β افزایش با که
مقادیر ازای به دوم نوع چبیشف گویای چندجمله ای های و پیشنهادی روش نتایج ٢ . ۴ جدول در
برد. پی a پارامتر کارایی به ͬ توان م جدول این مشاهده با شده اند. مقایسه یͺدیͽر با β مختلف
ͬ دهد. م ارایه بهتری دقت با را نتایج پیشنهادی روش که ͬ دهد م نشان ستون دو در مقادیر تفاوت

را اولیه شرط ،f(0) = α به f(0) = 0 شرط تغییر با (٢٠ . ۴) غیرخطͬ معادلات دستگاه در
و α مختلف مقادیر ازای به پیشنهادی روش در آمده بدست نتایج ٣ . ۴ جدول در ͬ دهیم. م تعمیم
در جواب ها که ͬ شود م مشاهده است، شده مقایسه (HAM) هموتوپی[٣۴٧] تحلیلͬ روش با β
ازای به α مختلف مقادیر برای f ′(η) تابع نمودار نیز ٣ . ۴ شͺل در ͬ باشند. م یͺسان روش دو هر
این ͬ شود. م نزدیͺتر عرض ها محور به نمودار α افزایش با که است شده رسم M = 0 و β = 1

که ͬ شود م مشاهده α مقدار افزایش با زیرا بود پیش بینͬ قابل ٣ . ۴ جدول نتایج به توجه با پدیده
شود. نزدیͷ تر عرض ها محور به f ′(η) نمودار باید پس ͬ یابد م افزایش نیز f ′′(0) مقدار

به فالͺنر‐اسͺن١۵ ͷنتوهیدرودینامیͽم جریان عددی حل نتایج ۵ . ۴ و ۴ . ۴ جدول های در
15MHD Falkner-Skan
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به دوم نوع چبیشف گویای چندجمله ای های با پیشنهادی روش  برای f ′′(0) مقایسه :٢ . ۴ جدول
.M = 0 و f(0) = 0 ازای

دوم نوع چبیشف چ.گویای a‐چندجمله ای ها a L N β

0.45836580 0.46967501 0.5016 2.0000 20 0

0.77918564 0.77475892 2.0491 2.2426 16 0.3

0.92173652 0.92768032 2.4937 2.0077 16 0.5

1.22537660 1.23258818 2.0433 1.7691 16 1

1.68586448 1.68721867 2.4100 1.7814 16 2

3.67512630 3.67523403 3.8498 2.1498 16 10

4.49148064 4.49148686 3.6235 2.0645 16 15

. M = 0 و f(0) = 0 ازای به β مختلف مقادیر برای f ′(η) تابع نمودار :٢ . ۴ شͺل

. M = 0 و β = 1 ازای به α مختلف مقادیر برای f ′(η) تابع نمودار :٣ . ۴ شͺل
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.M = 0 و f(0) = 0 ازای به هموتوپی و a‐چندجمله  ای ها روش های برای f ′′(0) مقایسه :٣ . ۴ جدول

HAM روش a‐چندجمله ای ها a L N α β

1.28363 1.283562 0.8648 2.7686 20 1 0

2.19415 2.194461 0.6182 1.8274 20 2 0

3.14510 3.145043 2.4447 5.6529 20 3 0

1.88931 1.889314 1.0381 5.7300 16 1 1

2.67006 2.670056 0.9195 2.8792 16 2 1

3.52664 3.526640 1.5980 2.8102 16 3 1

2.30982 3.309817 0.5433 4.1231 16 1 2

3.03961 3.039609 4.8856 2.4124 16 2 2

3.84614 3.846143 0.1696 2.8005 16 3 2

روش جدول ها این در است. شده داده نمایش β = −3(m = −3
5) و β = 4

3(m = 2) ازای به ترتیب
و [٢۶٧] سینک توابع هم محلͬ روش (HAM)، هموتوپی[٣] تحلیلͬ روش با a‐چندجمله ای ها
a‐چندجمله ای ها روش جواب های دقت که است شده مقایسه [٢۶٨] بایر گͽن عصبی شبͺه روش

ͬ باشد. م دیͽر روش های از بهتر موارد بیشتر در
بررسͬ به فاکنر‐اسͺن معادله مختلف حالت های برای که ͬ شود م مشاهده ۶ . ۴ جدول در
تعداد افزایش با جدول، این در آمده بدست نتایج طبق است. شده پرداخته مانده L2 نرم خطای
روش بنابراین ͬ کند. م تایید را همͽرایی قضیه و ͬ یابد م کاهش مانده L2 نرم خطای هم محلͬ نقاط

ͬ باشد. م معادله این عددی حل جهت مناسب دقت دارای پیشنهادی
به و α = 0 ازای به M مختلف مقادیر برای f ′(η) تابع نمودار نیز ۵ . ۴ و ۴ . ۴ شͺل های در
محور به نمودار M افزایش با که است شده رسم β = −3(m = −3

5) و β = 4
3(m = 2) ترتیب

زیرا بود پیش بینͬ قابل ۵ . ۴ و ۴ . ۴ جدول های نتایج به توجه با پدیده این ͬ شود. م نزدیͺتر عرض ها
به f ′(η) نمودار باید پس ͬ یابد م افزایش نیز f ′′(0) مقدار که ͬ شود م مشاهده M مقدار افزایش با

شود. نزدیͷ تر عرض ها محور

نتیجه گیری ٧ . ۴

گویا a‐چندجمله ای های روش برای و شدند تعریف گویا a‐چندجمله ای های فصل، این در
پرکاربرد و ͷکلاسی معادله ای فالͺنر‐اسͺن معادله اینکه به توجه با کردیم. ثابت را همͽرایی قضیه
با گویا a‐چندجمله ای های روش است. شده استفاده آن حل برای مختلفͬ روش های ͬ باشد، م
را محسوسͬ برتری دیͽر روش های به نسبت آن بالای دقت و پیاده سازی و اجرا سادگͬ به توجه
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.β = 4
3 (m = 2) و α = 0 ازای به M مختلف مقادیر برای f ′(η) تابع نمودار :۴ . ۴ شͺل

.β = −3(m = − 3
5 ) و α = 0 ازای به M مختلف مقادیر برای f ′(η) تابع نمودار :۵ . ۴ شͺل

.β = 4
3 (m = 2) و f(0) = 0 ازای به مختلف روش های برای f ′′(0) مقایسه :۴ . ۴ جدول

HAM روش سینک توابع عصبی روش a‐چندجمله ای ها a L N M

2.43949870 2.43949833 2.439498330 2.4394987898 1.60234 2.04313 16 2

5.19095980 5.196856696 5.190959450 5.1909597728 0.99668 1.96659 16 5

10.09677575 10.09677545 10.09677545 10.096775790 0.45163 1.99899 16 10

50.01944084 50.01944071 50.01944071 50.019440805 1.00009 0.5760 24 50
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.β = −3(m = − 3
5 ) و f(0) = 0 ازای به مختلف روش های برای f ′′(0) مقایسه :۵ . ۴ جدول

HAM روش سینک توابع عصبی روش a‐چندجمله ای ها a L N M

4.60075228 4.60075494 4.600754940 4.600752311 2.78404 1.85338 16 5

9.80646300 9.80646420 9.806464200 9.806462982 0.13215 0.96345 16 10

14.87167401 14.87167484 14.87167484 14.871674010 0.11675 0.98355 16 15

19.90393626 19.90393701 19.90393701 19.903936209 0.22466 0.99522 16 20

.N و β ،M مختلف مقادیر ازای به مانده L2 نرم و f ′′(0) مقایسه :۶ . ۴ جدول

(β,M) = (−3, 15) (β,M) = (43 , 5) (β,M) = (1, 0)

∥Res∥2 f ′′(0) ∥Res∥2 f ′′(0) ∥Res∥2 f ′′(0) N

1.19098e− 02 0.005569596 4.99015e− 01 1.89000995 1.43824e− 01 1.19144878 4

1.00832e− 01 14.82029709 6.98400e− 03 5.19046006 1.35223e− 02 1.23240042 8

1.11867e− 03 14.87165002 4.57503e− 05 5.19095840 1.03911e− 03 1.23260193 12

1.86876e− 05 14.87167401 2.33879e− 06 5.19095977 1.33224e− 04 1.23258818 16

4.06301e− 07 14.87167401 9.68830e− 09 5.19095980 5.08971e− 05 1.23258749 20

با تنها که کرد حاصل را دقیقͬ جواب های معادله این مختلف حالات در روش این ͬ دهد. م نشان
داد. ارایه را یͺسانͬ تقریبا جواب های هموتوپی روش
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۵ فصل

با سهموی معکوس مسایل عددی حل
غیرموضعͬ مرزی شرط

مقدمه ١ . ۵

دامنه ای در متغیر چند یا ͷی توزیع یا تابع ͷی کردن پیدا با ریاضیات در تحلیلͬ مسایل اغلب
مسايل این نتایج دارند. سروکار باشد، نیز زمان به وابسته ͬ تواند م که شده داده شͺلͬ و اندازه با
باید مسایل این در همچنین دارد. بستگͬ دامنه نقطه هر در شده داده اولیه یا مرزی شرایط به نیز
با ͬ توان م و بوده وضع خوش مساله شرایط، این در باشد. شده داده متغیرها بر حاکم معادلات
ای مساله اولیه داده های از ͷی حداقل اگر اما کرد. حل را آن مناسب عددی روش های از استفاده
در که ͬ شود م مجهول داده آن کردن پیدا برای معکوس مساله ای به تبدیل مساله این برود، دست از

کنیم. حل را آن بتوانیم تا باشیم داشته مساله از دیͽری اطلاعات باید حالت این
با محیط، یا شͬ ͷی از مجهول مشخصه ͷی کردن پیدا جهت هستند مسایلͬ معکوس، مسایل
معکوس مسایل نظریه بنابراین محیط. یا شͬ آن از شده آزمایش یا دیده واکنش های مشاهده به توجه
موج ͷی اگر مثال، برای است. مخرب غیر ارزیابی و دور راه از سنجش برای راه ͷی دهنده ارایه
از خارج یا منبع از دور را پراکنده میدان این فردی و شود پراکنده منبع ͷی بوسیله صوتͬ صفحه
نظریه این با یابند. دست منبع ویژگͬ و شͺل به ͬ توانند م معکوس مسایل کند، مشاهده منبع منطقه
(زیر آب در غوطه ور اشیاء ،(... و ماهواره ها هوایی، (موشͷ های پروازی اشیاء شناسایی به ͬ توان م

پرداخت. دیͽر موارد بسیاری و (... و ͬ ها ماه گروه دریایی،
سطح روی شده پراکنده میدان و ͬ شود م فرستاده زمین سطح از صوتͬ موج ͷی ،ͷژئوفیزی در
ͬ شود. م جمع مختلف، بسامدهای یا ثابت بسامد ͷی برای و میدان منبع مختلف موقعیت های برای
ͷی ͬ تواند م ناهمͽونͬ این ͬ رود. م بͺار زیرسطحͬ ͬ های ناهمͽون کردن پیدا برای معکوس مسایل
و ͬ شود م اندازه گیری قطعه ͷی ͬ های ویژگ صنعت، در باشد. معدن ͷی یا غار ͷی نفتͬ، رسوب
در ͬ کند. م پیدا قطعه، در سوراخ ͷی مثل باشد قطعه این در را نقصͬ هرگاه معکوس مساله ͷی
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ͬ باشد. م انسان بدن در اختلال ͷی یا تومور ͷی کردن پیدا معکوس، مساله ͷی کاربرد ،ͬͺپزش
روی شده پراکنده میدان پردازش بوسیله محیط ͷی در ͬ ها ناهمͽون یافتن به قادر فردی اگر
مخرب و گران ارزیابی از خود، نوبه به مسایل این نیست. محیط در حفاری به نیازی باشد، سطح
مهم معکوس مسایل ͬ شود م باعث که است دور راه از سنجش عملͬ مزایای ͬ کند. م جلوگیری

باشند.
شوند: تقسیم کلͬ دسته دو به ͬ توانند م معکوس مسایل

پارامتر ͷی تقریب •

تابع ͷی تقریب •

مستقیم٢ مساله تعریف از قسمت ͷی ͬ باشد، م معکوس مساله همان که غیرمستقیم١ مساله ͷی
از تکمیلͬ اطلاعاتͬ باید مفقود، قسمت این عوض در شود. یافت باید و نیست موجود که است

گیرد. قرار دسترس در فرآیند یا آزمایش ͷی
طبقه بندی زیر صورت های به مساله در مجهول اطلاعات نوع براساس ͬ توان م را معکوس مسایل

کرد:

مفقود. مرزی شرایط به مربوط اطلاعات تعیین از عبارتند که مرزی معکوس مسایل •

مساله این ͬ باشد. م معادله در موجود ضرایب تعیین به مربوط که ضریبی معکوس مسایل •
اگر اما باشند ثابت عددی ضرایب، این اگر باشد پارامتر تخمین ساده مساله ͷی ͬ تواند م
بود. خواهد تابع تخمین مساله ͷی ، مساله این باشند دیͽری متغیر یا زمان به وابسته ضرایب

ͬ کند. م تعیین را دستگاه ͷی برای اولیه شرط که گذشته نگر یا پسرو معکوس مساله •

در ͬ توان م مسایل این از ͬ باشد. م آنها کاربردهای گسترده طیف دلیل به معکوس مسایل اهمیت
الͺترومغناطیس، ،[١۶٢ ،٢٧۵] ͷآکوستی مانند: کرد استفاده مهندسͬ و علمͬ مختلف زمینه های
فیزیͺو‐شیمیایی٣، سیستم های پارامترهای تعیین ،[١۴٨] ͬͺپزش تصویربرداری نوری، فیبرهای
گاز و نفت چاه های اکتشافات ،[١٢۶]۵ گلخانه ای گازهای مدل سازی ،[۵۴]۴ ͬͺپزش زیست
شͺست٧[٧٢]، ͷانیͺم شناسͬ، کیهان ،۶ معکوس پراکندگͬ نظریه ،[١٧٧] لرزه نگاری ،[٢٣٢]
رادیویی‐ تصویربرداری ،[٣٣٢]٩ پادهمامیخت ،٨ برازش مدل ،[٧٨] کوانتوم پراکندگͬ نظریه
هوافضا ،[۴۶ ،٨٧ ،٣۴٢] ͷاپتی ،[٣٣٩ ،٣٣٨ ،١۴٢ ،١٣٣ ،١۵٨] ͷانیͺم ناوبری، نجومͬ،

1Indirect Problem
2Direct Problem
3Physico-Chemical Systems
4Biomedical
5Greenhouse Gas Modelling
6Inverse Scattering Theory
7Fracture Mechanics
8Model Fitting
9Deconvolution

۶١



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

ͷاترونیͺم ،[٢۵٨] کوانتوم ͷانیͺم ،[١٣۴] ͷانیͺبیوم ،[۵٢] جو̰ی ͷاپتی ،[٣١١ ،٨٢ ،٢۵ ،۴۴]
،١٨۶ ،۴٣] شیمͬ ،[۶۶] آشفته ͬͺدینامی سیستم های ،[١٩٩ ،٩٨ ،٢۵٩] زیستͬ علوم ،[٣١۴]
،١۵١ ،٣١٠ ،٢۴۵ ،١٨٣ ،١٨٧ ،٢۵٠ ،٣۵٣] زیست محیط مهندسͬ ،[١۶٨] اقتصاد ،[٣٢۶
،٢۶۴ ،۵۶ ،٨۵] ͬͺپزش ،[٢٣٧ ،۶٢ ،٩۵]١٠ تصویر پردازش ،[٢٧۴] هسته ای فعالیت های ،[٢٠٧
روان شناسͬ ،[٩٣ ،٣۴۴ ،٨٣ ،١۶۴ ،١١٢ ،٢١٢] ͷفیزی ،[٣٠٧ ،١٩٨ ،٢٠٣] ͷژئوفیزی ،[۶٩ ،٢١

.[٣١۴ ،٣٠۵ ؟، ،٣٠١] سیͽنال پردازش ،[۵٠ ،٨٠ ،٧٩] رادار سیستم های ،[١٩٣]

:[٢۴٢] کرد اشاره زیر موارد به ͬ توان م جزیی تر صورت به معکوس مسایل کاربرد نمونه های از
ͷی از نورانͬ تابش موقعیت و شدت ارسالͬ، پرتوهای توسط زیرزمینͬ غیرفلزی مواد تشخیص
پرتونگاری کامپیوتری١١، (پرتونگاری) رادیولوژی آزمایشͬ، تابش های از استفاده با ͬͺبیولوژی منبع
حرارتͬ منابع شدت تخمین قرمز١٣، مادون نوری پرتونگاری شده١٢، منتشر فوتون تک کامپیوتری
گرما، انتقال در گذرا مسایل اولیه شرایط برآورد حرارت، انتقال مسایل در زمان و مͺان به وابسته
مساله ، X اشعه یا فراصوتͬ روش های توسط مواد خواص تشخیص جهت غیرمخرب آزمایش
در [١٢۵](نمونه اش تصویر و سیͽنال پردازش فلورسنت، تحلیل زمان لرزه شناسͬ، در ͷسینماتی
مطابق که سیارات از وارده نیروهای کشف در نیوتن مساله همچنین رفت)، بͺار هابل تلسͺوپ
ͬ باشد م ͬͺانیͺم سیستم های ͷدینامی در معکوس مسایل اولین از ͬͺی ͬ کنند، م حرکت کپلر قانون

.[٢٨۴]

با که است ١۴(IHCP)معکوس گرمایی رسانش مساله معکوس، مسایل معروفترین از ͬͺی
تخمین دسترس غیرقابل سطوح در را دما و شار ͬ توان م دسترس قابل مرز ͷی در دما اندازه گیری
به ͬ توان نم را معکوس مسایل اغلب ͬ شود. م بدوضع ای مساله به منجر مساله این همچنین و زد
معکوس مسایل حل در اساسͬ نقشͬ عددی محاسباتͬ روش های نتیجه در کرد، حل تحلیلͬ صورت

ͬ کنند. م بازی

مسایل در بدوضع١۵ͬ به منجر که روش هایی جمله از و هستند بدوضع خود معکوس، مسایل
گسسته سازی، در است. شده استفاده آن از فصل این در که است گسسته سازی روش ͬ شود، م معکوس
بسته معادله این ضرایب ماتریس که ͬ شود م ماتریسͬ معادله ͷی به تبدیل معکوس مساله ͷی حل

بدهد. بدوضع مساله ای ما به است ممͺن نه یا باشد وارون پذیر اینکه به

به ͬ توان م آنها میان از که است شده گرفته بͺار معکوس مسایل حل برای مختلفͬ روش های
کرد: اشاره زیر روش های

اعضاء روش آدومیان١٧[١٠٢]، روش ،[١٣۴ ،٣۵٩ ،۴١ ،١٢٣ ،٢۴۶ بایسیان١۶[٢٧۵، روش

10Image Processing
11Computerized Tomographi(CT)
12SPECT
13NIROT
14Inverse Heat Conduction Problem
15Ill-Posedness
16Bayesian Method
17Adomian Method
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،[۵١ ،٩۴]١٩ مرزی عنصر روش شتاب نما١٨[٨٢]، روش ،[٢۵٧ ،٢۵ ،٢۶۴ ،٣٣٨] متناهͬ
روش موضع٢١ͬ[١٣۵]، بهینه سازی روش ،[١٩١]٢٠ فراگیر بهینه سازی روش ،[۵٧] گالرکین روش
شبͺه بدون روش ،[٢۴١ ،٢۴٠ ،١۴۴] چبیشف چندجمله ای های ،[٣٣۴]٢٢ هͬ تغییرات تکرار
روش ،[٢۴] کارلو مونت روش ،[٣١۵ ،١۵٧ ،٢۵٨ عصبی٢۴[٢۵٧، شبͺه روش ،[٢٧۶ ،٢۵٢٣[٧

فضای روش ،[٩٩] متناهͬ تفاضل روش ،[٢۴] متعامد چندجمله ای های خط٢۵ͬ[٨٠]، نمونه گیری
.[١٠٧] (RBF)٢۶ͬشعاع پایه ای توابع ،[٢٢۶ ،٢٧٧ ،٣۴٠] بازتولیدی هسته

این داریم. سروکار بعدی دو و بعدی ͷی حالت دو در معکوس مساله نوع دو با فصل این در
تابع مقدار باید که ͬ باشند م تابع تقریب و ضریب تقریب معکوس مساله صورت به معکوس مسایل

کنیم. پیدا است رفته بͺار معادله فرمول در که را ضریبی و

بعدی ͷی سهموی معکوس مسایل ٢ . ۵

ͬ شود: م بررسͬ و بحث بعدی ͷی معکوس مساله نوع دو بخش این در

:١ مساله •

پیدا زیر سهموی معادله در را {u(x, t), r(t)} توابع از جفت ͷی ͬ خواهیم م مساله این در
کنیم.

ut − uxx = r(t)u+ f(x, t), (x, t) ∈ Ω = (0, 1)× [0, T ], (١ . ۵)

اولیه شرایط با
u(x, 0) = φ(x), x ∈ [0, 1],

غیرموضعͬ مرزی شرایط و

u(0, t) = u(1, t), ux(1, t) = 0, t ∈ [0, T ],

انتگرالͬ اضافͬ شرط

∫ 1
0 u(x, t)dx = E(t), t ∈ [0, T ],

هستند. معلوم توابعͬ E(t) و φ(x) ،f(x, t) که
18Hodograph Method
19Boundary Element Method
20Global Optimization Method
21Local Optimization Method
22He’s Variational Iteration Method
23Meshless Method
24Neural Network Method
25Linear Sampling Method
26Radial Basis Functions
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سهموی معادله در را {u(x, t), p(t)} توابع از جفت ͷی ͬ خواهیم م مساله این در :٢ مساله •
کنیم. پیدا زیر

ut − uxx = p(t)u+ f(x, t), (x, t) ∈ Ω = (0, 1)× [0, T ], (٢ . ۵)

اولیه شرط با
u(x, 0) = φ(x), x ∈ [0, 1],

غیرموضعͬ مرزی شرایط

u(0, t) = u(1, t), ux(1, t) = 0, t ∈ [0, T ],

مͺان دامنه در نقطه ͷی در اضافͬ شرط و

u(x∗, t) = E(t), t ∈ [0, T ],

هستند. معلوم توابعͬ E(t) و φ(x) ،f(x, t) که

جواب پایداری و یͺتایی وجود، ٢ . ١ . ۵

:١ مسأله •

ut = uxx − r(t)u− f(x, t), QT = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t ⩽ T} ,

u(x, 0) = φ(x), 0 ⩽ x ⩽ 1,

u(0, t) = u(1, t), ux(1, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T,∫ 1
0 u(x, t)dx = E(t), 0 ⩽ t ⩽ T,

داریم: مساله این در ͬ کنیم م فرض

. ١

φ(x) ∈ C4[0, 1],

φ(0) = φ(1), φ′(1) = 0, φ′′(0) = φ′′(1),

φ2k ⩽ 0, k = 1, 2, . . . ,

(٣ . ۵)

. ٢

E(t) ∈ C1[0, T ],

E(0) =

∫ 1

0
φ(x)dx,

E(t) > 0, g′(t) ⩽ 0, ∀t ∈ [0, T ],

(۴ . ۵)
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. ٣

f(x, t) ∈ C4[0, 1]× [0, T ], ∀t ∈ [0, T ],

f(0, T ) = f(1, T ), fx(1, T ) = 0, fxx(0, T ) = fxx(1, T ),

f0(t) ⩾ 0, f2k(t) ⩾ 0, ∀t ∈ [0, T ],

min
0⩽t⩽T

f2k(t) + [e−(2kπ)2T − 1] max
0⩽t⩽T

f2k(t) ⩾ 0, k = 1, 2, . . . ,

(۵ . ۵)

که

φk =
∫ 1
0 φ(x)Yk(x)dx, fk(t) =

∫ 1
0 f(x, t)Yk(x)dx, k = 0, 1, 2, . . . ,

و
Y0(x) = x, Y2k−1(x) = x cos(2kπx),

Y2k(x) = sin(2kπx), k = 1, 2, . . . ,

ͬ باشد. م [0, 1] بازه روی توابع از دستگاه ͷی

(١) معکوس مساله آنگاه باشند برقرار (۵ . ۵) و (۴ . ۵) ،(٣ . ۵) هرگاه [٨۶] .٢ . ١ . ۵ قضیه
دارد. یͺتا جواب T ͷکوچ مقادیر برای

داده های به نسبت (u, r) جواب (۵ . ۵) و (۴ . ۵) ،(٣ . ۵) به توجه با [٨۶] .٢ . ٢ . ۵ قضیه
جواب). (پایداری دارد پیوسته وابستگͬ مساله

:٢ مساله •

ut = uxx + p(t)u+ f(x, t, u), QT = {(x, t) : 0 ⩽ x ⩽ 1, 0 < t ⩽ T} ,

u(x, 0) = φ(x), 0 ⩽ x ⩽ 1,

u(x, t) = χ(x, t), {0, 1} × [0, T ], ux(1, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T,

u(x0, t) = E(t), 0 < x0 < 1, 0 ⩽ t ⩽ T,

داریم: مساله این در ͬ کنیم م فرض

. ١

φ ⩾ 0, χ ⩾ 0, f ⩾ 0, E > 0,

. ٢

φ(x) ∈ C4[0, 1], χ ∈ C2({0, 1} × [0, T ]), E ∈ C2[0, T ],

است. ثابت عددی c که |F (x, t, u)| ⩽ c(1 + |u|) و است هموار تابع ͷی F . ٣

۶۵
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داشت: خواهیم زیر تبدیل از استفاده با

u(x, t) = v(x, t) exp{
∫ t

0
p(ζ)dζ},

r(t) = exp{−
∫ t

0
p(ζ)dζ},

v = v(x, t) = u(x, t) exp{−
∫ t

0
p(ζ)dζ},

ͬ دهد: م را زیر یافته تبدیل معادله (u, p) → (v, r) که
vt = vxx + r(t)f(x, t, vr ),

v(x, 0) = φ(x), 0 ⩽ x ⩽ 1,

v(x, t) = χ(x, t)r(t), {0, 1} × [0, T ],

r(t) = v(x0,t)
E(t) , 0 ⩽ t ⩽ T,

(۶ . ۵)

دارد وجود (۶ . ۵) مساله برای (v, r) یͺتای جواب ،(۶ . ۵) به توجه با [٧٣] .٢ . ٣ . ۵ قضیه
جواب). (پایداری دارد پیوسته بستگͬ مساله داده های به نسبت که

روش پیاده سازی ٢ . ٢ . ۵

جواب tj نقطه هر در سپس ͬ کنیم، م انتخاب tj شبͺه ای نقاط زمانͬ دامنه از ابتدا روش این در
ضرایب آوردن بدست برای ͬ شود. م زده تقریب a‐چندجمله ای ها خطͬ ترکیب صورت به مساله
معادله دستگاه ͷی tj نقطه هر در مͺان بازه هم محلͬ نقاط ͷکم با خطͬ ترکیب این مجهول
خطͬ ترکیب در مجهول ضرایب دستگاه این حل با که ͬ آید م بدست هم محلͬ روش با غیرخطͬ
B‐اسپلاین چندجمله ای های بوسیله (xi, tj , u(xi, tj)) نقاط درونیابی با پایان، در ͬ آیند. م بدست

ͬ آید. م بدست Ω = (0, 1)× [0, T ] بازه در مساله تقریبی جواب مͺعبی،

زمانͬ گسسته سازی ٢ . ٢ . ١ . ۵

کنید: انتخاب ،[0, T ] زمانͬ بازه گسسته سازی برای

tj = jτ, j = 0, 1, 2, · · · ,M,

برای پیشرو، متناهͬ تفاضل روش از استفاده با است. t متغیر پایانͬ زمان T و τ = T
M که

داریم: (٢) و (١) مسایل گسسته سازی

:١ مساله •
uj+1 − uj

τ
− uj+1

xx + ujxx
2

= rjuj + f j+
1
2 ,

.uj+1 = u(x, tj+1) و f j+ 1
2 = fj+fj+1

2 ،rj = r(tj) که
داشت: خواهیم بالا عبارت کردن خلاصه و ساده با

2uj+1 − τuj+1
xx = 2uj + τujxx + 2τrjuj + 2τf j+

1
2 , j = 0, 1, 2, · · · ,M, (٧ . ۵)
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اضافͬ شرط از استفاده و (١ . ۵) طرف دو از ،١ تا ٠ از x به نسبت انتگرال گیری از بعد
آورد: بدست را r(t) پارامتر ͬ توان م غیرموضعͬ، مرزی شرط و انتگرالͬ

r(t) =
E′(t) + vx(0, t)−

∫ 1
0 f(x, t)dt

E(t)
,

داریم: tj نقطه هر برای ،(٧ . ۵) بر علاوه نتیجه در
1∫
0

uxxdx = ux(1, t)− ux(0, t),

uj(0) = uj(1), ujx(1) = 0,

rj = r(tj) =
E′(tj)+uj

x(0)−
1∫
0

f(x,tj)dx

E(tj)
,

ͬ آید. م بدست غیرخطͬ معادلات دستگاه ͷی ،tj نقطه هر ازای به که

:٢ مساله •
uj+1 − uj

τ
− uj+1

xx + ujxx
2

= pjuj + f j+
1
2 ,

.uj+1 = u(x, tj+1) و f j+ 1
2 = fj+fj+1

2 ،pj = p(tj) که
داشت: خواهیم بالا عبارت کردن خلاصه و ساده با

2uj+1 − τuj+1
xx = 2uj + τujxx + 2τpjuj + 2τf j+

1
2 , j = 0, 1, 2, · · · ,M. (٨ . ۵)

داشت: خواهیم سپس و داده قرار (٢ . ۵) در را x∗ نقطه ،p(t) پارامتر آوردن بدست برای

ut(x
∗, t) = uxx(x

∗, t) + p(t)u(x∗, t) + f(x∗, t),

E′(t) = uxx(x
∗, t) + p(t)E(t) + f(x∗, t),

p(t) = E′(t)−uxx(x∗,t)−f(x∗,t)
E(t) ,

داریم: tj نقطه هر برای (٨ . ۵) بر علاوه نتیجه در

u0 = φ(x), x ∈ [0, 1] ,

uj(0) = uj(1), ujx(1) = 0,

pj = p(tj) =
E′(tj)−uj

xx(x
∗)−f(x∗,t)

E(tj)
,

ͬ آید. م بدست غیرخطͬ معادلات دستگاه ͷی ،tj نقطه هر ازای به که

روش پایداری ٢ . ٢ . ٢ . ۵

فوریه روش از کار این برای ͬ کنیم. م تحلیل (٧ . ۵) در را پیشنهادی روش پایداری بخش، این در
خواهیم فوریه روش طبق .[٣٢٧] ͬ کنیم م استفاده است، معروف نیز فون‐نویمان٢٧ روش به که

27Von-Numann Method
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داشت:
2uj+1

m − τ(uxx)
j+1
m = 2ujm + (uxx)

j
m + 2τrjmu

j
m + 2τf j+

1
2 ,

ujm = gjeimθ, i2 = −1, θ = ξh,

رسیم: مͬ زیر معادله به روش، این بردن بͺار با ͬ باشد. م ا˚ل˼مان٢٩ اندازه ξ و حالت٢٨ عدد h که

2gj+1eimθ + τξ2gj+1eimθ = 2gjeimθ − τξ2gjeimθ + 2τrjmg
jeimθ, (٩ . ۵)

یافت: دست زیر رابطه به ͬ توان م ،gjeimθ بر (٩ . ۵) طرف دو کردن تقسیم با

(2− τξ2)g(ξ) = 2− τξ2 + 2τr, (١٠ . ۵)

شود: نوشته زیر ساده صورت به ͬ تواند م (١٠ . ۵) .r = min
j

{rj} که

g(ξ) =
2− τξ2

2− τξ2 + 2τrj
,

بنابراین
|g(ξ)| =

∣∣∣∣ 2− τξ2

2− τξ2 + 2τrj

∣∣∣∣ ⩽ 1,

نیز (٨ . ۵) در را پیشنهادی روش پایداری ͬ باشد. م پایداری دارای پیشنهادی روش ͬ دهد م نشان که
ͬ باشد. م مشروط پایداری دارای که ͬ شود م ثابت مشابه صورت به

روش اجرای ٢ . ٢ . ٣ . ۵

شود: زده تقریب a‐چندجمله ای ها بوسیله زیر صورت به uj+1 تابع که کنید فرض

uj+1 ∼=
N∑

n=0

cj+1
n An(x),

داشت: خواهیم x به نسبت uj+1 بالاتر مشتقات تقریب برای

uj+1
x

∼=
N∑

n=0
cj+1
n A′

n(x), uj+1
xx

∼=
N∑

n=0
cj+1
n A′′

n(x),

مͺانͬ دامنه روی بر گسسته سازی ،(٨ . ۵) و (٧ . ۵) در tj هر ازای به بالا تقریب های کردن جایͽزین با
N +2 و معادله N +2 با غیرخطͬ معادلات دستگاه ͷی مسایل، این اضافͬ و اولیه شرایط و [0, 1]

دستگاه این حل برای ͬ آید. م بدست ،a مجهول پارامتر و cj+1
n , n = 0, 1, 2, · · · , N مجهول

ͬ کنیم. م مینیمم مربعات کمترین روش به را مانده ها مربعات مجموع L2 نرم غیرخطͬ، معادلات
‐چندجمله ای ها a در و آورده بدست را a پارامتر ابتدا قبل فصل های مانند نیز مسایل این در
از بعد کمتر. (a) مجهول ͷی با ͬ کنیم م تکرار را روش چندجمله ای ها این با سپس و ͬ دهیم م قرار
چندجمله ای های بوسیله (xi, tj , u(xi, tj)) نقاط درونیابی با ،tj زمان هر در تابع تقریب آوردن بدست

ͬ آید. م بدست Ω = (0, 1)× [0, T ] بازه در مساله تقریبی جواب مͺعبی، B‐اسپلاین
28Mode Number
29Element Size
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پیشنهادی: روش الͽوریتم .۴ . ٢ . ۵ ملاحظه

.u0(x) = φ(x) دهید قرار . ١

کن. حل را u0(xi) =
N∑

n=0
c0nAn(xi), i = 0, 1, . . . , N. غیرخطͬ معادلات دستگاه . ٢

j = 0, 1, ...,M − 1 و uj+1 ∼=
N∑

n=0
cj+1
n An(x) ازای به را زیر غیرخطͬ معادلات دستگاه های . ٣

کن: حل

:١ مساله

2uj+1(xi)−τuj+1
xx (xi) = 2uj(xi)+τu

j
xx(xi)+2τrj(xi)u

j(xi)+2τf j+
1
2 (xi), i = 0, 1, 2, · · · , N.

:٢ مساله

2uj+1(xi)−τuj+1
xx (xi) = 2uj(xi)+τu

j
xx(xi)+2τpj(xi)u

j(xi)+2τf j+
1
2 (xi), i = 0, 1, 2, · · · , N.

زیر: داده های مͺعبی B‐اسپلاین ها با درونیابی . ۴

u(xi, tj) = ui(xj), i = 0, 1, 2, · · · , N, j = 0, 1, 2, · · · ,M.

عددی نتایج ٢ . ٣ . ۵

در که (CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو و منظم شبͺه ای نقاط نوع دو از عددی حل ارایه برای
مثال ͷی و (١) مساله از مثال ͷی مثال، دو بخش این در ͬ کنیم. م استفاده شد، تعریف ۴ . ١ بخش

شده اند. انتخاب عددی نتایج بررسͬ برای ،(٢) مساله از

کنید: فرض زیر داده های با را (١) مساله [٢٢۶] .۵ . ٢ . ۵ مثال

φ(x) = 1 + cos2(2πx),

E(t) = 1
2e

t + 1,

f(x, t) = −8π2et + 16π2etcos2(2πx)− t− tetcos2(2πx)− 1,

ͬ شود: م داده زیر صورت به (تحلیلͬ) دقیق جواب

{u(x, t), r(t)} =
{
1 + etcos2(2πx), 1 + t

}
,

بازتولید هسته هیلبرت فضای روش نسبی خطای با پیشنهادی روش نسبی خطای مثال، این در
جواب نسبی خطای که ͬ بینیم م ،٢ . ۵ و ١ . ۵ جدول های مشاهده با است. شده مقایسه [٢٢۶]
[٢٢۶] در موجود روش نسبی خطای به نسبت منظم شبͺه ای نقاط از استفاده با u(x, t) تقریبی
چبیشف‐ شبͺه ای نقاط از استفاده با جواب تقریب نسبی خطای و است داده را بهتری نتایج
منظم، شبͺه ای نقاط از استفاده با جواب تقریب از آمده بدست نتایج از (CGL) گاوس‐لوباتو

است. بهتر

۶٩



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

،a = 13.59440 ازای به منظم شبͺه ای نقاط در ۵ . ٢ . ۵ مثال برای u(x, t) نسبی خطای :١ . ۵ جدول
.τ = 1

1000 Nو = 40

a‐چندجمله ای ها RKHS روش uعددی uدقیق (x, t)

4.997859e− 03 1.254372e− 05 1.990999 2.001000 (1, 1
1000)

2.422318e− 04 8.098069e− 05 2.012559 2.012072 (12 ,
12

1000)

1.197321e− 03 1.252541e− 04 2.007643 2.010050 (1, 1
100)

2.980527e− 04 3.107279e− 04 1.722830 1.723344 ( 1
10 ,

1
10)

2.051458e− 04 1.756113e− 03 2.104739 2.105171 (1, 1
10)

4.291483e− 04 5.345218e− 03 1.278830 1.279380 (13 ,
1
9)

4.280929e− 04 5.345218e− 03 1.278832 1.279380 (23 ,
1
9)

1.924323e− 04 2.635284e− 03 2.132737 2.133148 (1, 18)

4.380405e− 04 5.913283e− 03 1.282724 1.283287 (23 ,
1
8)

3.291381e− 04 1.938927e− 03 1.590156 1.590680 (78 ,
1
6)

1.878411e− 04 4.463001e− 03 2.180950 2.181360 (1, 16)

2.904718e− 04 2.587782e− 03 1.798895 1.799418 ( 1
10 ,

1
5)

4.725092e− 04 6.505095e− 03 1.304733 1.305351 (23 ,
1
5)

2.933668e− 04 3.694167e− 03 1.816849 1.817382 ( 1
10 ,

2
9)

3.948590e− 04 3.634623e− 03 1.816664 1.817382 (35 ,
2
9)

4.831508e− 04 5.713727e− 03 1.311578 1.312212 (13 ,
2
9)

4.017101e− 04 5.269811e− 03 1.839666 1.840405 (35 ,
1
4)

4.941974e− 04 4.886044e− 03 1.320353 1.321006 (13 ,
1
4)

4.125653e− 04 5.775571e− 03 1.320461 1.321006 (16 ,
1
4)

8.539304e− 04 6.996070e− 03 0.999146 1 (14 ,
1
2)

6.684268e− 04 3.425978e− 03 1.080914 1.081637 (27 ,
1
2)

8.486204e− 04 5.194440e− 03 0.999151 1 (34 ,
1
2)

استفاده با r(t) ضریب تقریب نسبی خطای که ͬ دهند م نشان ۴ . ۵ و ٣ . ۵ جدول های همچنین
به ۴ . ۵ و ٣ . ۵ جدول های مشاهده با است. بهتر [٢٢۶] نسبی خطای نتایج از پیشنهادی روش از
خطای (CGL) چبیشف‐گوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط پیشنهادی روش در که ͬ شود م دیده وضوح

کنند. مͬ حاصل منظم شبͺه ای نقاط به نسبت بهتری نسبی

از استفاده با و T = 1
2 زمان در مساله این عددی و دقیق جواب های نمودار ،١ . ۵ شͺل در

است. شده رسم τ = 1
1000 و N = 40 ازای به و (CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط

τ = 1
1000 و N = 30 ازای به و T = 1

2 زمان در v نسبی خطای نمودار (آ) قسمت ،٢ . ۵ شͺل در
و f(x, t) در که تفاوت این با (آ) قسمت داده های همان با نسبی خطای نمودار (ب) قسمت در و
که ͬ دهد م نشان ٢ . ۵ شͺل شده اند. رسم کردیم، تولید 10−2 (نویز) مصنوعͬ خطای E(t) شرط

ͬ باشد. م پایدار روش این

٧٠



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

،a = 13.59440 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ۵ . ٢ . ۵ مثال برای u(x, t) نسبی خطای :٢ . ۵ جدول
.τ = 1

1000 و N = 40

a‐چندجمله ای ها RKHS روش uعددی uدقیق (x, t)

2.106716e− 06 1.254372e− 05 2.000996 2.001000 (1, 1
1000)

3.318788e− 05 8.098069e− 05 2.012005 2.012072 (12 ,
12

1000)

1.898628e− 05 1.252541e− 04 2.010012 2.010050 (1, 1
100)

2.200594e− 04 3.107279e− 04 1.122964 1.723344 ( 1
10 ,

1
10)

1.712410e− 04 1.756113e− 03 2.104810 2.105171 (1, 1
10)

1.005594e− 04 5.345218e− 03 1.279251 1.279380 (13 ,
1
9)

9.933721e− 05 5.345218e− 03 1.279252 1.279380 (23 ,
1
9)

2.043305e− 04 2.635284e− 03 2.132712 2.133148 (1, 18)

1.236194e− 04 5.913283e− 03 1.283128 1.283287 (23 ,
1
8)

3.314801e− 04 1.938927e− 03 1.590152 1.590680 (78 ,
1
6)

2.474264e− 04 4.463001e− 03 2.180820 2.181360 (1, 16)

3.466885e− 04 2.587782e− 03 1.798794 1.799418 ( 1
10 ,

1
5)

2.280638e− 04 6.505095e− 03 1.305052 1.305351 (23 ,
1
5)

3.664306e− 04 3.694167e− 03 1.816716 1.817382 ( 1
10 ,

2
9)

5.001915e− 04 3.634623e− 03 1.816473 1.817382 (35 ,
2
9)

2.524892e− 04 5.713727e− 03 1.311880 1.312212 (13 ,
2
9)

5.231972e− 04 5.269811e− 03 1.839442 1.840405 (35 ,
1
4)

2.793744e− 04 4.886044e− 03 1.320637 1.321006 (13 ,
1
4)

4.523814e− 04 5.775571e− 03 1.320408 1.321006 (16 ,
1
4)

4.779452e− 04 6.996070e− 03 0.999522 1 (14 ,
1
2)

4.016747e− 04 3.425978e− 03 1.081202 1.081637 (27 ,
1
2)

4.795079e− 04 5.194440e− 03 0.999520 1 (34 ,
1
2)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.0

1.5

2.0

2.5

Numerical Exact

،N = 40 ،a = 13.59440 ازای به ۵ . ٢ . ۵ مثال (تحلیلͬ) دقیق و عددی جواب های نمودار :١ . ۵ شͺل
.CGL شبͺه ای نقاط در T = 1

2 و τ = 1
1000
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شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

ازای به منظم شبͺه ای نقاط در ۵ . ٢ . ۵ مثال برای r(t) منبع پارامتر نسبی خطای :٣ . ۵ جدول
.τ = 1

1000 و N = 40 ،a = 13.59440

a‐چندجمله ای ها RKHS روش rعددی rدقیق t

2.909633e− 01 3.027572e− 05 1.292254 1.001000 1
1000

8.035308e− 05 3.202180e− 04 1.011919 1.012000 12
1000

5.366620e− 04 2.774495e− 04 1.010542 1.010000 1
100

5.835386e− 04 5.356182e− 03 1.099358 1.100000 1
10

5.923620e− 04 5.803190e− 03 1.1104521 1.111111 1
9

5.940311e− 04 6.494860e− 03 1.124331 1.125000 1
8

5.964303e− 04 8.344175e− 03 1.165970 1.166667 1
6

6.042648e− 04 9.600923e− 03 1.199274 1.200000 1
5

6.041307e− 04 1.040393e− 02 1.221483 1.222222 2
9

6.083429e− 04 1.134528e− 02 1.249239 1.250000 1
4

ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ۵ . ٢ . ۵ مثال برای r(t) منبع پارامتر نسبی خطای :۴ . ۵ جدول
.τ = 1

1000 و N = 40 ،a = 13.59440

a‐چندجمله ای ها RKHS روش rعددی rدقیق t

3.770534e− 04 3.027572e− 05 1.001377 1.001000 1
1000

1.569588e− 05 3.202180e− 04 1.012015 1.012000 12
1000

4.236360e− 05 2.774495e− 04 1.010042 1.010000 1
100

4.021124e− 04 5.356182e− 03 1.099557 1.100000 1
10

3.053927e− 04 5.803190e− 03 1.111404 1.111111 1
9

1.683268e− 04 6.494860e− 03 1.125189 1.125000 1
8

7.265121e− 05 8.344175e− 03 1.166693 1.166667 1
6

3.687908e− 06 9.600923e− 03 1.199995 1.200000 1
5

8.834914e− 06 1.040393e− 02 1.222211 1.222222 2
9

1.198785e− 05 1.134528e− 02 1.249985 1.250000 1
4
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شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.003

0.004

0.005

0.006

0.007

0.008

0.009

نویزدار داده (ب)
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0004

0.0005

0.0006

0.0007

0.0008

0.0009

0.0010

نویز بدون داده (آ)

نقاط در T = 1
2 و τ = 1

1000 ،N = 30 ازای به ۵ . ٢ . ۵ مثال در u نسبی خطای نمودار :٢ . ۵ شͺل
.CGL شبͺه ای

کنید: فرض زیر داده های با را (٢) مساله [٢٢۶] .۶ . ٢ . ۵ مثال

φ(x) = cos2(πx),

E(t) = 1
4e

t,

f(x, t) = −et(2π2 + cos2(πx)(−4π2 + t2)),

x∗ = 1
3 ,

است: شده داده زیر صورت به (تحلیلͬ) دقیق جواب

{u(x, t), p(t)} =
{
etcos2(πx), 1 + t2

}
,

هسته هیلبرت فضای روش نسبی خطای با پیشنهادی روش نسبی خطای نیز، مثال این در
نسبی خطای که ͬ بینیم م ،۶ . ۵ و ۵ . ۵ جدول های مشاهده با است. شده مقایسه [٢٢۶] بازتولید
بهتری نتایج [٢٢۶] نسبی خطای به نسبت منظم شبͺه ای نقاط از استفاده با u(x, t) تقریبی جواب
چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط از استفاده با جواب تقریب نسبی خطای و است داده را

است. بهتر منظم، شبͺه ای نقاط از استفاده با جواب تقریب از آمده بدست نتایج از (CGL)
استفاده با p(t) ضریب تقریب نسبی خطای که ͬ دهند م نشان ٨ . ۵ و ٧ . ۵ جدول های همچنین
جدول های مشاهده با است. بهتر [٢٢۶] مقاله در بدست نسبی خطای نتایج از پیشنهادی روش از
چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط پیشنهادی روش در که ͬ شود م دیده وضوح به ٨ . ۵ و ٧ . ۵

ͬ کنند. م حاصل منظم شبͺه ای نقاط به نسبت بهتری نسبی خطای (CGL)
نقاط از استفاده با و T = 1

2 زمان در مساله این عددی و دقیق جواب های نمودار ،٣ . ۵ شͺل در
نشان که است شده رسم τ = 1

5000 و N = 15 ازای به و (CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای
زمان در v نسبی خطای نمودار (آ) قسمت ،۴ . ۵ شͺل در است. پیشنهادی روش بالای دقت دهنده
10−2 (نویز) مصنوعͬ خطای E(t) شرط و f(x, t) در که τ = 1

5000 و N = 15 ازای به و T = 1
2

نویز، تولید بدون (آ) قسمت داده های همان با نسبی خطای نمودار (ب) قسمت در و کردیم، تولید
است. پایدار روش این که ͬ دهد م نشان ۴ . ۵ شͺل شده اند. رسم
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شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

،a = −0.63627 ازای به منظم شبͺه ای نقاط در ۶ . ٢ . ۵ مثال برای u(x, t) نسبی خطای :۵ . ۵ جدول
.τ = 1

5000 و N = 15

a‐چندجمله ای ها RKHS روش uعددی uدقیق (x, t)

2.124565e− 06 3.634763e− 05 1.000998 1.001000 (1, 1
1000)

− − 0.000335 0 (12 ,
12

1000)

8.238902e− 05 3.669768e− 04 1.009966 1.010050 (1, 1
100)

3.743112e− 04 3.743112e− 04 0.999262 0.999636 ( 1
10 ,

1
10)

5.133585e− 05 3.176440e− 03 1.105114 1.105171 (1, 1
10)

2.001190e− 04 6.915318e− 07 0.279323 0.279380 (13 ,
1
9)

2.005758e− 04 1.003347e− 04 0.279323 0.279380 (23 ,
1
9)

5.130210e− 05 3.155529e− 03 1.133090 1.133148 (1, 18)

2.010074e− 04 1.438367e− 04 0.283230 0.283287 (23 ,
1
8)

1.945543e− 04 2.290763e− 03 1.008158 1.008354 (78 ,
1
6)

5.137710e− 05 2.431706e− 03 1.181299 1.181360 (1, 16)

3.741129e− 04 1.025735e− 03 1.104355 1.104769 ( 1
10 ,

1
5)

2.017787e− 04 1.951084e− 04 0.305289 0.305351 (23 ,
1
5)

3.741372e− 04 1.039568e− 04 1.129171 0.112959 ( 1
10 ,

2
9)

5.274899e− 04 5.718319e− 04 0.119191 0.119254 (35 ,
2
9)

2.001556e− 04 1.178045e− 06 0.312149 0.312212 (13 ,
2
9)

5.277928e− 04 4.727312e− 03 0.122548 0.122613 (35 ,
1
4)

2.001663e− 04 2.740444e− 06 0.320942 0.321006 (13 ,
1
4)

3.043692e− 04 1.825324e− 03 0.962725 0.963019 (16 ,
1
4)

1.438332e− 04 3.738026e− 02 0.824242 0.824361 (14 ,
1
2)

8.442645e− 05 2.668476e− 02 0.640977 0.640923 (27 ,
1
2)

1.452184e− 04 3.693455e− 02 0.824240 0.824361 (34 ,
1
2)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.5

1.0

1.5

Numerical Exact

،N = 15 ،a = −0.63627 ازای به ۶ . ٢ . ۵ مثال (تحلیلͬ) دقیق و عددی جواب های نمودار :٣ . ۵ شͺل
.CGL شبͺه ای نقاط در T = 1

2 و τ = 1
5000
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شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

،a = −0.63627 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ۶ . ٢ . ۵ مثال برای u(x, t) نسبی خطای :۶ . ۵ جدول
.τ = 1

5000 و N = 15

a‐چندجمله ای ها RKHS روش uعددی uدقیق (x, t)

1.537601e− 05 3.634763e− 05 1.000985 1.001000 (1, 1
1000)

− − 0.002044 0 (12 ,
12

1000)

9.566978e− 05 3.669768e− 04 1.009953 1.010050 (1, 1
100)

1.164640e− 04 3.743112e− 04 0.999520 0.999636 ( 1
10 ,

1
10)

5.068616e− 05 3.176440e− 03 1.105114 1.105171 (1, 1
10)

6.803728e− 04 6.915318e− 07 0.279569 0.279380 (13 ,
1
9)

6.799966e− 04 1.003347e− 04 0.279569 0.279380 (23 ,
1
9)

5.060933e− 05 3.155529e− 03 1.133091 1.133148 (1, 18)

6.796107e− 04 1.438367e− 04 0.283479 0.283287 (23 ,
1
8)

3.594921e− 04 2.290763e− 03 1.007991 1.008354 (78 ,
1
6)

5.061205e− 05 2.431706e− 03 1.181300 1.181360 (1, 16)

1.161943e− 04 1.025735e− 03 1.104640 1.104769 ( 1
10 ,

1
5)

6.788711e− 04 1.951084e− 04 0.305557 0.305351 (23 ,
1
5)

1.162056e− 04 1.039568e− 04 1.129463 0.112959 ( 1
10 ,

2
9)

1.521541e− 02 5.718319e− 04 0.121068 0.119254 (35 ,
2
9)

6.803400e− 04 1.178045e− 06 0.312424 0.312212 (13 ,
2
9)

1.521627e− 02 4.727312e− 03 0.124479 0.122613 (35 ,
1
4)

6.803309e− 04 2.740444e− 06 0.321224 0.321006 (13 ,
1
4)

8.243972e− 05 1.825324e− 03 0.962939 0.963019 (16 ,
1
4)

1.003791e− 04 3.738026e− 02 0.824277 0.824361 (14 ,
1
2)

8.899443e− 04 2.668476e− 02 0.641493 0.640923 (27 ,
1
2)

1.015589e− 04 3.693455e− 02 0.824276 0.824361 (34 ,
1
2)
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شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

ازای به منظم شبͺه ای نقاط در ۶ . ٢ . ۵ مثال برای p(t) منبع پارامتر نسبی خطای :٧ . ۵ جدول
.τ = 1

5000 و N = 15 ،a = −0.63627

a‐چندجمله ای ها RKHS روش pعددی pدقیق t

2.573396e− 02 1.761649e− 04 0.974267 1.000001 1
1000

6.573181e− 06 1.878036e− 04 1.000137 1.000144 12
1000

7.235768e− 04 1.844624e− 04 0.999376 1.000100 1
100

1.260774e− 04 1.126239e− 03 1.010127 1.010000 1
10

1.320850e− 04 2.427768e− 03 1.012479 1.012346 1
9

1.380792e− 04 6.019765e− 03 1.015765 1.015625 1
8

1.503308e− 04 2.323355e− 02 1.027932 1.027778 1
6

1.592648e− 04 3.425239e− 03 1.040165 1.040000 1
5

1.652488e− 04 4.395779e− 02 1.049556 1.049383 2
9

1.718720e− 04 6.325459e− 03 1.062682 1.062500 1
4

ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ۶ . ٢ . ۵ مثال برای p(t) منبع پارامتر نسبی خطای :٨ . ۵ جدول
.τ = 1

5000 و N = 15 ،a = −0.63627

a‐چندجمله ای ها RKHS روش pعددی pدقیق t

2.687455e− 02 1.761649e− 04 0.973126 1.000001 1
1000

4.112742e− 04 1.878036e− 04 1.000555 1.000144 12
1000

2.902477e− 04 1.844624e− 04 0.999809 1.000100 1
100

1.023528e− 04 1.126239e− 03 1.010103 1.010000 1
10

1.176213e− 04 2.427768e− 03 1.012464 1.012346 1
9

1.122422e− 04 6.019765e− 03 1.015738 1.015625 1
8

1.277133e− 04 2.323355e− 02 1.027909 1.027778 1
6

1.361278e− 04 3.425239e− 03 1.040141 1.040000 1
5

1.405234e− 04 4.395779e− 02 1.049530 1.049383 2
9

1.030532e− 04 6.325459e− 03 1.062609 1.062500 1
4
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0090

0.0092

0.0094

0.0096

0.0098

0.0100

0.0102

نویز بدون داده (ب)
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0000825

0.0000830

0.0000835

0.0000840

0.0000845

0.0000850

0.0000855

نویزدار داده (آ)

و τ = 1
1000 ،N = 15 ،a = −0.63627 ازای به ۶ . ٢ . ۵ مثال در u نسبی خطای نمودار :۴ . ۵ شͺل

.CGL شبͺه ای نقاط در T = 1
2

بعدی دو سهموی معکوس مسایل ٣ . ۵

ͬ شود: م بررسͬ و بحث بعدی دو معکوس مساله نوع دو بخش این در

زیر سهموی معادله در را {v(x, y, t), p(t)} توابع از زوجͬ ͬ خواهیم م مساله این در :١ مساله •
کنیم: پیدا

vt − vxx − vyy = p(t)v + f(x, y, t), (x, y, t) ∈ Ω = [0, 1]2 × [0, T ] , (١١ . ۵)

اولیه شرایط با
v(x, y, 0) = φ(x, y), (x, y) ∈ [0, 1]2,

غیرموضعͬ مرزی شرایط و

v(0, y, t) = g0(y, t), (y, t) ∈ [0, 1]× [0, T ] ,
v(1, y, t) = g1(y, t), (y, t) ∈ [0, 1]× [0, T ] ,
v(x, 0, t) = h0(x, t), (x, t) ∈ [0, 1]× [0, T ] ,
v(x, 1, t) = h1(x, t), (x, t) ∈ [0, 1]× [0, T ] ,

انتگرالͬ اضافͬ شرط

1∫
0

1∫
0

v(x, y, t)dxdy = E(t), t ∈ [0, T ] ,

هستند. مجهول توابعͬ v و p و معلوم و پیوسته توابعͬ f و h1 ،h0 ،g1 ،g0 ،φ که

زیر سهموی معادله در را {v(x, y, t), p(t)} توابع از زوجͬ خواهیم مͬ مساله این در :٢ مسأله •
کنیم: پیدا

vt − vxx − vyy = p(t)v + f(x, y, t), (x, y, t) ∈ Ω = [0, 1]2 × [0, T ] , (١٢ . ۵)
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اولیه شرط با
v(x, y, 0) = φ(x, y), (x, y) ∈ [0, 1]2,

غیرموضعͬ مرزی شرایط

v(0, y, t) = g0(y, t), (y, t) ∈ [0, 1]× [0, T ] ,
v(1, y, t) = g1(y, t), (y, t) ∈ [0, 1]× [0, T ] ,
v(x, 0, t) = h0(x, t), (x, t) ∈ [0, 1]× [0, T ] ,
v(x, 1, t) = h1(x, t), (x, t) ∈ [0, 1]× [0, T ] ,

مͺان دامنه در (x0, y0) نقطه ͷی در اضافͬ شرط و

v(x0, y0, t) = E(t), (x0, y0) ∈ [0, 1]2, t ∈ [0, T ],

هستند. مجهول توابعͬ v و p و معلوم و پیوسته توابعͬ f و h1 ،h0 ،g1 ،g0 ،φ که

جواب پایداری و یͺتایی وجود، ٣ . ١ . ۵

کنید: فرض

vt = Lv + p(t)v + F (x, y, t), QT =
{
(x, y, t) : (x, y) ∈ [0, 1]2, t ∈ [0, T ]

}
,

v(x, y, 0) = φ(x, y), (x, y) ∈ [0, 1]2,

v(x, y, t) = χ(x, y, t), (x, y) ∈ ∂[0, 1]2 × (0, T ) ,

∫ 1

0

∫ 1

0
v(x, y, t)dxdy = E(t),t ∈ [0, T ], (١٣ . ۵)

ͬ باشد: م زیر صورت به L عملͽر که

Lv =

n∑
i,j=1

(aij(x, y, t)vxi)xj
,

ͬ شود: م (١) مساله در (١٣ . ۵) شرط جایͽزین زیر شرط (٢) مساله در که

v(x0, y0, t) = E(t), (x0, y0) ∈ [0, 1]2, t ∈ [0, T ],

کنید: فرض حال

. ١
φ ⩾ 0, χ ⩾ 0, F ⩾ 0, E > 0, 0 < α < 1,

φ ∈ C2+α([0, 1]2), χ ∈ C(2+α)/2(∂[0, 1]2 × [0, T ]) ,

E ∈ C1+α/2([0, T ]),

است. ثابت عددی c که |F (x, y, t, v)| ⩽ c(1 + |v|) و است هموار تابعͬ F . ٢
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. ٣
aij , aijxk

∈ Cα(Q̄T ),

a0|y|2 ⩽
n∑

i,j=1
aijyiyj ⩽ A0|y|2, y ∈ R2, a0, A0 > 0,

بوده یͺتا جوابی دارای (٢) و (١) معکوس مسایل بالا، فرض های به توجه با [٧٣] .٣ . ١ . ۵ قضیه
جواب). (پایداری دارد مسأله داده های به پیوسته وابستگͬ (v, a) جواب و

روش پیاده سازی ٣ . ٢ . ۵

ͬ کنیم: م استفاده زیر تبدیل از p(t)v جمله حذف برای مسایل این در

u(x, y, t) = v(x, y, t) exp{−
∫ t

0
p(ζ)dζ},

r(t) = exp{−
∫ t

0
p(ζ)dζ},

v = v(x, y, t) = u(x, y, t) exp{
∫ t

0
p(ζ)dζ},

ͬ دهد: م نتیجه که ،(v, p) → (u, r)

:١ مسأله •
ut = Lu+ r(t)F (x, y, t),

u(x, y, 0) = φ(x, y), (x, y) ∈ [0, 1]2 ,

u(x, y, t) = χ(x, y, t)r(t), (x, y) ∈ [0, 1]2 × [0, T ],

r(t) =
∫ 1
0

∫ 1
0 u(x,y,t)dxdy

E(t) , t ∈ [0, T ],

(١۴ . ۵)

:٢ مسأله •
ut = Lu+ r(t)F (x, y, t),

u(x, y, 0) = φ(x, y), (x, y) ∈ [0, 1]2 ,

u(x, y, t) = χ(x, y, t)r(t), (x, y) ∈ [0, 1]2 × [0, T ],

r(t) = u(x0,y0,t)
E(t) , t ∈ [0, T ],

(١۵ . ۵)

در سپس ͬ دهیم. م انجام مساله زمانͬ بازه روی گسسته سازی ابتدا قبل بخش مانند نیز بخش این در
زده تقریب ١ . ٣ بخش در شده معرفͬ a‐چندجمله ای های مجموع بوسیله جواب تابع tk نقطه هر
هر در دیͽر عبارتͬ به ͬ آید م بدست tk نقطه در مͺانͬ بازه نقاط شبͺه بندی با تقریب این ͬ شود. م
ضرایب دستگاه آن حل با که ͬ آید م بدست هم محلͬ روش با غیرخطͬ معادله دستگاه ͷی tk نقطه
(xi, yj , tk, u(xi, yj , tk)) نقاط درونیابی با پایان، در ͬ آیند. م بدست تقریبی، جواب سری در مجهول
Ω = (0, 1)2 × [0, T ] بازه در مساله تقریبی جواب مͺعبی، B‐اسپلاین چندجمله ای های بوسیله

ͬ آید. م بدست
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زمانͬ گسسته سازی ٣ . ٢ . ١ . ۵

کنید: فرض ،[0, T ] زمانͬ بازه گسسته سازی برای

tk = kτ, k = 0, 1, 2, · · · ,M,

برای پیشرو، متناهͬ تفاضل روش از استفاده با ͬ باشد. م t متغیر پایانͬ زمان T ،τ = T
M که

داریم: (٢) و (١) مسایل گسسته سازی

uk+1 − uk

τ
− uk+1

xx + ukxx
2

−
uk+1
yy + ukyy

2
= rkfk+

1
2 ,

.uk+1 = u(X,Y, tk+1) و fk+ 1
2 = fk+fk+1

2 ،rk = r(tk) که
داشت: خواهیم بالا عبارت کردن خلاصه و ساده با

2uk+1 − τ(uk+1
xx + uk+1

yy ) = 2uk + τ(ukxx + ukyy) + 2τrkfk+
1
2 ,

k = 0, 1, 2, · · · ,M,
(١۶ . ۵)

پارامتر انتگرالͬ، اضافه شرط اعمال سپس و (١١ . ۵) طرف دو از انتگرال گیری از بعد :١ مساله •
ͬ شود: م حاصل زیر صورت به r(t)

r(t) =

∫ 1
0

∫ 1
0 u(x, y, t)dxdy

E(t)
,

داشت: خواهیم نیز را زیر معادلات tk نقطه هر برای ،(١۶ . ۵) بر علاوه

u0 = φ(x, y), (x, y) ∈ [0, 1]2,

uk(x, y) = χ(x, y, tk)r(tk), (x, y) ∈ [0, 1]2,

rk = r(tk) =
∫ 1
0

∫ 1
0 u(x,y,tk)dxdy

E(tk)
,

ͬ آید. م بدست غیرخطͬ معادلات دستگاه ͷی ،tk نقطه هر ازای به که

داشت: خواهیم tk نقطه هر برای (١٢ . ۵) و (١۵ . ۵) طبق :٢ مساله •

u0 = φ(x, y), (x, y) ∈ [0, 1]2,

uk(x, y) = χ(x, y, tk)r(tk), (x, y) ∈ [0, 1]2,

rk = r(tk) =
u(x0,y0,tk)

E(tk)
,

ͬ آید. م بدست غیرخطͬ معادلات دستگاه ͷی ،tk نقطه هر ازای به که
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روش اجرای ٣ . ٢ . ٢ . ۵

ͬ شود: م نوشته زیر صورت به uj+1 ابتدا پیشنهادی روش اجرای برای

uj+1 ∼=
N∑
l=0

N∑
m=0

cj+1
lm Al(x)Am(y). (١٧ . ۵)

ͬ باشد: م زیر صورت به y و x به نسبت بالا تقریب بالاتر مراتب مشتقات

uj+1
x

∼=
N∑
l=0

N∑
m=0

cj+1
lm A′

l(x)Am(y),

uj+1
xx

∼=
N∑
l=0

N∑
m=0

cj+1
lm A′′

l(x)Am(y),

uj+1
y

∼=
N∑
l=0

N∑
m=0

cj+1
lm Al(x)A

′
m(y),

uj+1
yy

∼=
N∑
l=0

N∑
m=0

cj+1
lm Al(x)A

′′
m(y),

(0, 1)2 مͺانͬ دامنه گسسته سازی و tk هر برای (٢) و (١) مسایل در معادلات این جایͽزینͬ با
و معادله (N + 1)2 + 1 با غیرخطͬ معادلات دستگاه ͷی مسایل، این اضافͬ و اولیه شرایط و
برای ͬ آید. م بدست ،a مجهول پارامتر و cj+1

l,m , l,m = 0, 1, 2, · · · , N مجهول (N + 1)2 + 1

مربعات کمترین روش به را مانده ها مربعات مجموع L2 نرم غیرخطͬ، معادلات دستگاه این حل
‐ a در و آورده بدست را a پارامتر ابتدا قبل فصل های مانند نیز مسایل این در ͬ کنیم. م مینیمم
(a) مجهول ͷی با ͬ کنیم م تکرار را روش چندجمله ای ها این با سپس و ͬ دهیم م قرار چندجمله ای ها
(xi, yj , tk, u(xi, yj , tk)) نقاط درونیابی با ،tk زمان هر در تابع تقریب آوردن بدست از بعد کمتر.
Ω = (0, 1)2 × [0, T ] بازه در مساله تقریبی جواب مͺعبی، B‐اسپلاین چندجمله ای های بوسیله

ͬ آید. م بدست

عددی نتایج ٣ . ٣ . ۵

در که (CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو و منظم شبͺه ای نقاط نوع دو از عددی حل ارایه برای
مثال ͷی و (١) مساله از مثال ͷی مثال، دو بخش این در ͬ کنیم. م استفاده شد، تعریف ۴ . ١ بخش

شده اند. انتخاب عددی نتایج بررسͬ برای ،(٢) مساله از
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باشد: شده داده زیر صورت به (١) مساله کنید فرض .٣ . ٢ . ۵ مثال

φ(x, y, t) = (5π
2

16 − 5t)et sin(π4 (x+ 2y)),

g0(0, y, t) = et sin(πy2 ),

g1(1, y, t) = et sin(π4 (1 + 2y)),

h0(x, 0, t) = et sin(πx4 ),

h1(x, 1, t) = et sin(π4 (x+ 2)),

E(t) = 8
π2 e

t,

f(x, y) = sin(π4 (x+ 2y)),

ͬ باشد: م زیر صورت به مساله این (تحلیلͬ) دقیق جواب

{w(x, y, t), p(t)} =
{
et sin(

π

4
(x+ 2y)), 1 + 5t

}
,

مقاله در موجود FTCS(1, 9) روش مطلق خطای با پیشنهادی روش مطلق خطای مثال، این در
با را پیشنهادی روش نتایج آخر، ستون مثال این جدول های همه در است. شده مقایسه [١٠٠]

ͬ دهد. م نمایش f تابع در 10−2 (نویز) مصنوعͬ خطای
استفاده با p(t) تقریبی جواب مطلق خطای که ͬ بینیم م ،١٠ . ۵ و ٩ . ۵ جدول های مشاهده با
را بهتری نتایج [١٠٠] مطلق خطای به نسبت (CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط از
چبیشف‐گاوس‐ شبͺه ای نقاط از استفاده با جواب تقریب مطلق خطای و است کرده حاصل
است. بهتر منظم، شبͺه ای نقاط از استفاده با جواب تقریب از آمده بدست نتایج از (CGL) لوباتو

ͬ دهد. م نشان را پیشنهادی روش پایداری آخر ستون نتایج همچنین
روش از استفاده با u(x, y) تقریب مطلق خطای که ͬ دهند م نشان ١٢ . ۵ و ١١ . ۵ جدول های
جدول های مشاهده با است. بهتر [١٠٠] مقاله در آمده بدست مطلق خطای نتایج از پیشنهادی
چبیشف‐گاوس‐ شبͺه ای نقاط پیشنهادی روش در که ͬ شود م دیده وضوح به ١٢ . ۵ و ١١ . ۵
آخر ستون نتایج و ͬ کنند م حاصل منظم شبͺه ای نقاط به نسبت بهتری مطلق خطای (CGL) لوباتو

ͬ دهد. م نشان را پیشنهادی روش پایداری
N = 5 ،T = 1 ،a = −3.4341 × 10−4 ازای به مثال این شͺل های در موجود نمودارهای همه
شͺل در شده اند. داده نمایش (CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط در τ = 0.0005 و
نمایش نویزدار و نویز بدون  حالت دو در p(t) کنترل پارامتر عددی و دقیق جواب های نمودار ،۵ . ۵
جواب های نمودار ،۶ . ۵ شͺل ͬ دهد. م نشان مساله این برای را جواب پایداری که است شده داده
نویز بدون حالت دو در مساله این عددی جواب نمودار ͬ دهد. م نمایش را مساله این عددی و دقیق
٨ . ۵ شͺل در ͬ دهد. م نشان را روش این پایداری هم باز که ͬ شود م مشاهده ٧ . ۵ شͺل در نویزدار و
است شده داده نمایش نویزدار و نویز بدون حالت دو در u(x, y) مطلق خطای تراز سطح نمودار نیز
عنوان به تراز دو بین فاصله شͺل این در دارد. پیشنهادی روش پایداری و بالا دقت از نشان که
نویز بدون و نویزدار حالت دو در که ͬ شود م مشاهده بنابراین ͬ شود م شناخته جواب مطلق خطای

هستند. ͷنزدی یͺدیͽر به مطلق خطای
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ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ٣ . ٢ . ۵ مثال برای p(t) کنترل پارامتر مطلق خطای :٩ . ۵ جدول
.τ = 0.0005 و N = 5 ،T = 1 ،a = −3.4341× 10−4

نویز با روشa‐چندجمله ای ها روشa‐چندجمله ای ها FTCS(1, 9) روش t

2.47881e− 02 1.63775e− 04 7.8e− 04 0.1

4.31753e− 03 4.92752e− 05 7.6e− 04 0.2

7.88542e− 04 1.39452e− 05 7.5e− 04 0.3

2.05503e− 04 6.91637e− 05 7.3e− 04 0.4

1.24470e− 04 6.89632e− 05 7.0e− 04 0.5

1.74604e− 04 1.63994e− 04 6.9e− 04 0.6

2.33300e− 04 2.31303e− 04 6.5e− 04 0.7

2.92603e− 04 2.92222e− 04 6.7e− 04 0.8

3.52272e− 04 3.52198e− 04 6.9e− 04 0.9

4.13085e− 04 4.13071e− 04 6.5e− 04 1.0

ازای به منظم شبͺه ای نقاط در ٣ . ٢ . ۵ مثال برای p(t) کنترل پارامتر مطلق خطای :١٠ . ۵ جدول
.τ = 0.0005 و N = 5 ،T = 1 ،a = −3.1512× 10−4

نویز با روشa‐چندجمله ای ها روشa‐چندجمله ای ها FTCS(1, 9) روش t

2.52819e− 02 6.74683e− 05 7.8e− 04 0.1

4.35818e− 03 1.69208e− 05 7.6e− 04 0.2

7.95207e− 04 2.10545e− 05 7.5e− 04 0.3

2.06179e− 04 6.80101e− 05 7.3e− 04 0.4

1.46781e− 04 1.21761e− 04 7.0e− 04 0.5

1.82226e− 04 1.77630e− 04 6.9e− 04 0.6

2.35771e− 04 2.34915e− 04 6.5e− 04 0.7

2.93572e− 04 2.93410e− 04 6.7e− 04 0.8

3.53157e− 04 3.53126e− 04 6.9e− 04 0.9

4.14129e− 04 4.14122e− 04 6.5e− 04 1.0
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شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ٣ . ٢ . ۵ مثال برای u(x, y) مطلق خطای :١١ . ۵ جدول
.τ = 0.0005 و N = 5 ،T = 1 ،a = −3.4341× 10−4

نویز با روشa‐چندجمله ایها روشa‐چندجمله ای ها FTCS(1, 9) روش (x, y)

1.87344e− 06 1.87343e− 06 3.8e− 04 (0.1, 0.1)

4.11852e− 06 4.11858e− 06 3.6e− 04 (0.2, 0.2)

9.80974e− 06 9.80984e− 06 3.5e− 04 (0.3, 0.3)

9.97400e− 06 9.97414e− 06 3.4e− 04 (0.4, 0.4)

1.37278e− 05 1.37279e− 05 3.3e− 04 (0.5, 0.5)

1.98698e− 05 1.98700e− 05 3.2e− 04 (0.6, 0.6)

1.76887e− 05 1.76888e− 05 3.7e− 04 (0.7, 0.7)

8.28946e− 06 8.28951e− 06 3.2e− 04 (0.8, 0.8)

3.59066e− 06 3.59068e− 06 3.0e− 04 (0.9, 0.9)

ازای به منظم شبͺه ای نقاط در ٣ . ٢ . ۵ مثال برای u(x, y) مطلق خطای :١٢ . ۵ جدول
.τ = 0.0005 و N = 5 ،T = 1 ،a = −3.1512× 10−4

نویز با روشa‐چندجمله ای ها روشa‐چندجمله ای ها FTCS(1, 9) روش (x, y)

5.34879e− 06 5.34879e− 06 3.8e− 04 (0.1, 0.1)

2.19910e− 06 2.19912e− 06 3.6e− 04 (0.2, 0.2)

1.19729e− 05 1.19730e− 05 3.5e− 04 (0.3, 0.3)

1.53551e− 05 1.53551e− 05 3.4e− 04 (0.4, 0.4)

1.79833e− 05 1.79834e− 05 3.3e− 04 (0.5, 0.5)

1.92277e− 05 1.92278e− 05 3.2e− 04 (0.6, 0.6)

1.54532e− 05 1.54533e− 05 3.7e− 04 (0.7, 0.7)

1.35557e− 05 1.35557e− 05 3.2e− 04 (0.8, 0.8)

1.46026e− 05 1.46026e− 05 3.0e− 04 (0.9, 0.9)
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شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

نویزدار داده (ب) نویز بدون داده (آ)

،a = −3.4341 × 10−4 ازای به ٣ . ٢ . ۵ مثال در p(t) عددی و دقیق جواب های نمودار :۵ . ۵ شͺل
.CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.0005 و N = 5 ،T = 1

عددی جواب (ب) دقیق جواب (آ)

،a = −3.4341×10−4 ازای به ٣ . ٢ . ۵ مثال در u(x, y) عددی و دقیق جواب های نمودار :۶ . ۵ شͺل
.CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.0005 و N = 5 ،T = 1

نویزدار داده (ب) نویز بدون داده (آ)

،T = 1 ،a = −3.4341×10−4 ازای به ٣ . ٢ . ۵ مثال در u(x, y) عددی جواب های نمودار :٧ . ۵ شͺل
.CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.0005 و N = 5

٨۵



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

نویزدار داده (ب) نویز بدون داده (آ)

،a = −3.4341× 10−4 ازای به ٣ . ٢ . ۵ مثال در u(x, y) مطلق خطای تراز سطح نمودار :٨ . ۵ شͺل
.CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.0005 و N = 5 ،T = 1

باشد: شده داده زیر صورت به (٢) مساله کنید فرض .٣ . ٣ . ۵ مثال

φ(x, y, t) = (5π
2

16 − 5t)et sin(π4 (x+ 2y)),

g0(0, y, t) = et sin(πy2 ),

g1(1, y, t) = et sin(π4 (1 + 2y)),

h0(x, 0, t) = et sin(πx4 ),

h1(x, 1, t) = et sin(π4 (x+ 2)),

E(t) = et sin(0.2π),

f(x, y) = sin(π4 (x+ 2y)),

ͬ باشد: م زیر صورت به مساله این (تحلیلͬ) دقیق جواب

{w(x, y, t), p(t)} =
{
et sin(

π

4
(x+ 2y)), 1 + 5t

}
,

مقاله در موجود FTCS(9, 9) روش مطلق خطای با پیشنهادی روش مطلق خطای مثال، این در
خطای با را حاضر روش نتایج آخر، ستون مثال، این جدول های همه در است. شده مقایسه [١٠١]

ͬ دهد. م نمایش f تابع در 10−2 (نویز) مصنوعͬ
از استفاده با p(t) تقریبی جواب مطلق خطای که ͬ بینیم م ،١۴ . ۵ و ١٣ . ۵ جدول های مشاهده با
داده را بهتری نتایج [١٠١] مطلق خطای به نسبت (CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط
(CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط از استفاده با جواب تقریب مطلق خطای و است
نتایج همچنین است. بهتر منظم، شبͺه ای نقاط از استفاده با جواب تقریب از آمده بدست نتایج از

ͬ دهد. م نشان را پیشنهادی روش پایداری آخر ستون
روش از استفاده با u(x, y) تقریب مطلق خطای که ͬ دهند م نشان ١۶ . ۵ و ١۵ . ۵ جدول های
جدول های مشاهده با است. بهتر [١٠١] مقاله در آمده بدست مطلق خطای نتایج از پیشنهادی
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شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ٣ . ٣ . ۵ مثال برای p(t) کنترل پارامتر مطلق خطای :١٣ . ۵ جدول
.τ = 0.0002 و N = 5 ،T = 1 ،a = −3.1723× 10−4

نویز با روشa‐چندجمله ای ها روشa‐چندجمله ای ها FTCS(9, 9) روش t

4.92584e− 02 1.46409e− 04 2.1e− 05 0.1

1.00857e− 02 3.47002e− 05 2.3e− 05 0.2

2.06723− e03 1.76180e− 05 2.4e− 05 0.3

4.66622e− 04 5.71086e− 05 2.5e− 05 0.4

1.74350e− 04 9.36641e− 05 2.6e− 05 0.5

1.44968e− 04 1.29301e− 04 2.6e− 05 0.6

1.67415e− 04 1.64419e− 04 2.4e− 05 0.7

1.99652e− 04 1.99088e− 04 2.3e− 05 0.8

2.33417e− 04 2.33313e− 04 2.3e− 05 0.9

2.67105e− 04 2.67086e− 04 2.2e− 05 1.0

چبیشف‐گاوس‐ شبͺه ای نقاط پیشنهادی روش در که ͬ شود م دیده وضوح به ١۶ . ۵ و ١۵ . ۵
آخر ستون نتایج و ͬ کنند م حاصل منظم شبͺه ای نقاط به نسبت بهتری مطلق خطای (CGL) لوباتو

ͬ دهد. م نشان را پیشنهادی روش پایداری
N = 5 ،T = 1 ،a = −3.1723 × 10−4 ازای به مثال این شͺل های در موجود نمودارهای همه
شͺل در شده اند. داده نمایش (CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط در τ = 0.0002 و
نمایش نویزدار و نویز بدون حالت دو در p(t) کنترل پارامتر عددی و دقیق جواب های نمودار ،٩ . ۵
جواب های نمودار ،١٠ . ۵ شͺل ͬ دهد. م نشان مساله این برای را جواب پایداری که است شده داده
ͬ کند. م نمایان را پیشنهادی روش تقریب بالای دقت که ͬ دهد م نمایش را مساله این عددی و دقیق
ͬ شود م مشاهده ١١ . ۵ شͺل در نویزدار و نویز بدون حالت دو در مساله این عددی جواب نمودار
مطلق خطای تراز سطح نمودار نیز ١٢ . ۵ شͺل در ͬ دهد. م نشان را روش این پایداری هم باز که
پایداری و بالا دقت از نشان که است شده داده نمایش نویزدار و نویز بدون حالت دو در u(x, y)

دارد. پیشنهادی روش

نویزدار داده (ب) نویز بدون داده (آ)

،a = −3.1723 × 10−4 ازای به ٣ . ٣ . ۵ مثال در p(t) عددی و دقیق جواب های نمودار :٩ . ۵ شͺل
.CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.0002 و N = 5 ،T = 1
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شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

ازای به منظم شبͺه ای نقاط در ٣ . ٣ . ۵ مثال برای p(t) کنترل پارامتر مطلق خطای :١۴ . ۵ جدول
.τ = 0.0002 و N = 5 ،T = 1 ،a = −3.1723× 10−4

نویز با روشa‐چندجمله ای ها روشa‐چندجمله ای ها FTCS(9, 9) روش t

5.02518e− 02 8.79941e− 05 2.1e− 05 0.1

1.02132e− 02 2.93465e− 06 2.3e− 05 0.2

2.06522− e03 7.60471e− 06 2.4e− 05 0.3

4.47073e− 04 3.86712e− 05 2.5e− 05 0.4

1.53445e− 04 7.35956e− 05 2.6e− 05 0.5

1.24341e− 04 1.08973e− 04 2.6e− 05 0.6

1.47018e− 04 1.44109e− 04 2.4e− 05 0.7

1.79394e− 04 1.78853e− 04 2.3e− 05 0.8

2.13262e− 04 2.13163e− 04 2.3e− 05 0.9

2.47036e− 04 2.47019e− 04 2.2e− 05 1.0

a = ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ٣ . ٣ . ۵ مثال برای u(x, y) مطلق خطای :١۵ . ۵ جدول
.τ = 0.0002 و N = 5 ،T = 1 ،−3.1723× 10−4

نویز با روشa‐چندجمله ای ها روشa‐چندجمله ای ها FTCS(9, 9) روش (x, y)

2.32367e− 07 2.32376e− 07 7.5e− 06 (0.1, 0.1)

6.93881e− 07 6.93914e− 07 7.4e− 06 (0.2, 0.2)

3.11289e− 06 3.11295e− 06 7.5e− 06 (0.3, 0.3)

6.16549e− 06 6.16557e− 06 7.8e− 06 (0.4, 0.4)

7.75292e− 06 7.75301e− 06 7.9e− 06 (0.5, 0.5)

6.72174e− 06 6.72182e− 06 7.6e− 06 (0.6, 0.6)

3.76830e− 06 3.76836e− 06 7.8e− 06 (0.7, 0.7)

1.09947e− 06 1.09950e− 06 7.7e− 06 (0.8, 0.8)

5.51468e− 07 5.51475e− 07 8.0e− 06 (0.9, 0.9)

٨٨



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

،T = 1 ازای به منظم شبͺه ای نقاط در ٣ . ٣ . ۵ مثال برای u(x, y) مطلق خطای :١۶ . ۵ جدول
.τ = 0.0002 و a = −3.1723× 10−4 ،N = 5

نویز با روشa‐چندجمله ای ها روشa‐چندجمله ای ها FTCS(9, 9) روش (x, y)

2.97401e− 06 2.97402e− 06 7.5e− 06 (0.1, 0.1)

4.56478e− 06 4.56481e− 06 7.4e− 06 (0.2, 0.2)

6.09949e− 06 6.09955e− 06 7.5e− 06 (0.3, 0.3)

7.74888e− 06 7.74896e− 06 7.8e− 06 (0.4, 0.4)

8.70304e− 06 8.70313e− 06 7.9e− 06 (0.5, 0.5)

8.38159e− 06 8.38167e− 06 7.6e− 06 (0.6, 0.6)

7.18313e− 06 7.18318e− 06 7.8e− 06 (0.7, 0.7)

5.92505e− 06 5.92508e− 06 7.7e− 06 (0.8, 0.8)

4.29057e− 06 4.29058e− 06 8.0e− 06 (0.9, 0.9)

عددی جواب (ب) دقیق جواب (آ)

،a = −3.1723×10−4 ازای به ٣ . ٣ . ۵ مثال در u(x, y) عددی و دقیق جواب های نمودار :١٠ . ۵ شͺل
.CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.0002 و N = 5 ،T = 1
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شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

نویزدار داده (ب) نویز بدون داده (آ)

،a = −3.1723 × 10−4 ازای به ٣ . ٣ . ۵ مثال در u(x, y) عددی جواب های نمودار :١١ . ۵ شͺل
.CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.0002 و N = 5 ،T = 1

نویزدار داده (ب) نویز بدون داده (آ)

،a = −3.1723× 10−4 ازای به ٣ . ٢ . ۵ مثال در u(x, y) مطلق خطای تراز سطح نمودار :١٢ . ۵ شͺل
.CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.0002 و N = 5 ،T = 1

نتیجه گیری ۴ . ۵

بررسͬ مورد بعدی دو و بعدی ͷی ابعاد در سهموی معکوس مسایل عددی حل فصل این در
جواب آوردن بدست برای بعدی ͷی سهموی معکوس مساله عددی حل در گرفت. قرار مطالعه و
نشان را کمتری خطای ، RHKS روش با مقایسه در آمده بدست نتایج منبع، پارامتر و معادله
توجه با ͬ کند. م دوچندان را a‐چندجمله ای ها روش برتری نیز روش پایداری همچنین ͬ دهد. م
عددی جواب های دقت همچنان نیز نویز ایجاد با معکوس، مسا یل عددی جواب های ناپایداری به
و قبول قابل بعدی ͷی حالت مانند نتایج نیز بعدی دو سهموی معادلات حل در ͬ شود. م حفظ
تغییر خطا نتایج در مساله، داده های در اختلال و نویز ایجاد نیز حالت این در ͬ باشد. م بهتر بلͺه
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شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

ادعا این نیز نویز بدون و نویزدار حالت دو در جواب شͺل های مشاهده با نکرد. ایجاد محسوسͬ
ͬ شود. م ثابت
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۶ فصل

مرتبه دیفرانسیلͬ معادلات عددی حل
کسری

مقدمه ١ . ۶

معادلات با که ͬ شود م گرفته  نظر در ریاضͬ آنالیز از شاخه ای عنوان به اغلب کسری حساب
که دارد ساله ٣٠٠ تقریبا تاریخچه ای ریاضیات از شاخه این دارد. سروکار انتگرو‐دیفرانسیل
مشتق مورد در نیتس لایب از نامه آن در که دانست نیتس٢ لایب به هوپیتال١ نامه را آن مبدأ ͬ توان م
ͷی [٢٨٠] مقاله در پودلبنͬ میلادی ٢٠٠٢ سال در بار اولین برای بود. پرسیده 1

2 غیرصحیح مرتبه
به ͬ توانید م آن جزئیات مشاهده برای که داد ارایه کسری مشتق و انتگرال از ͬͺفیزی و هندسͬ تعبیر

کنید. مراجعه مقاله این
... و ͬͺپزش ،ͷفیزی مهندسͬ، علوم مختلف زمینه های در کسری حساب از فراوانͬ کاربردهای

کرد: اشاره زیر فعالیت های به ͬ توان م جمله آن از که است رفته کار به و شده شناخته
چͽالͬ با ͬ اورتان پل فوم های در میرا پدیده های ،[٢١٣ ،١١٧ ،٣٨] پلیمرها ͬͺریولوژی خواص بیان
،[١٠٩] ͬͺانیͺم ارتعاشات ،[٢٨٢]٣ کشسانͬ گرما ،[٢٩۶] هسته ای رآکتور ͷدینامی ،[٣٢۴] بالا
،[۶٣ ،٢٨٣] کسری الͺترولیتͬ پوشش و کسری انتشار ،[٢١١ ،٧١]۴ زیست شناختͬ بافت های
،[٣١٨] سیͽنال پردازش ،[۴٩] کسری انتشار در الͺترولیتͬ پوشش فراکتالͬ ساختار توصیف
حل ،[١٠٨] RLC ͬͺتریͺال مدار کسری۵، ͷهارمونی نوسانگر جمعیت، رشد هسته ای، واپاشͬ
مدل سازی ،[٣١٣] انسان اسفنجͬ استخوان در فراصوت امواج انتشار مدل ،[٢٠٢] انتگرالͬ معادلات
ایدز مدل سازی ،[٢٢٧] جمعیت زیستͬ مدل ،[١٨٨] سیالات ͷانیͺم ،[٣٧] گفتار سیͽنال های
طیف سنجͬ ،[١۶٣ ،٢٩٨] سرطانͬ تومور مدل سازی ،[٢٩] ا˚بولا همه گیری مدل ،[٣٠ ،١١١ ،٢٨]
عضلات مدل سازی ،[٢۴٣] متاستازها حضور در استخوان بازسازی ،[٢٠٩]۶ͬͺتریͺال امپدانس
سیستم مدل سازی ،[٢٧٩] کامپیوتر در کامپیوتری ویروس های گسترش مدل سازی ،[٢١٩] اسͺلتͬ

1G. L’Hopital
2G.W. Leibniz
3Thermoelasticity
4Biological Tissues
5Fractional Harmonic Oscillator
6Electrical Impedance Spectroscopy
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شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

مدل سازی ،[۴٠] رودخانه کوری بیماری گسترش مدل سازی نینو٧[٣٠٩]، ا˚ل آشوبناک ͷدینامی
نانو ،[٣٩] لاسا کننده خونریزی تب برای کسری مدل ،[١٨۴ فردی٨[٢۶٢، بین روابط غیرخطͬ
دیفرانسیل مدل های ،[٢٢٠] کروی شعله های انتشار ،[١٢۴] اکترومغناطیس ،[۴٧] تکنولوژی

.[٣١٢ ،٣۶٢] کوانتومͬ کسری
از که است رفته بͺار کسری دیفرانسیلͬ معادلات حل برای زیادی عددی و تحلیلͬ روش های

کرد: اشاره زیر روش های به ͬ توان م جمله آن
مربعات، کمترین روش ،[٢٢١ ،٣٢٣ ،٣۴١] گالرکین روش ،[١١٧ ،٢٩۶] تغییرات تکراری روش
شبͺه روش ،[٢٩۶ ،٢٣١ ،١٧۴] آدومیان تجزیه روش ،[٢٢١] رانگ‐کوتا روش اویلر، روش
روش ،[۴٨] شبͺه بدون روش ،[٢٠١ ،٣١] بازتولیدی هسته روش ،[٢۶۵ ،١٧١ ،٢۶] عصبی
تحلیلͬ روش ،[٧٠ ،٣۴١ ،٢٩۶ ،٢۶١ ،١٠٣] متناهͬ تفاضل روش ،[٣۵٢] نمایی سری های
،١٧٨ چبیشف[١٧٩، هم محلͬ روش ،[٢٨٩ ،٢٨٨] کسری مرتبه برنولͬ ͷموج ،[٢٩۶] هموتوپی
،[٣٠٢] لژاندر عملͽر ماتریس ،[١٢٨] دیفرانسیل تبدیل روش ،[١٧۵] لاپلاس تبدیل روش ،[٣٣١
روش ،[١٠۴] طیفͬ عضو روش ،[٢٢٣ برنشتاین١٠[٣۶، چندجمله ای های ،[٣٠۶]٩CAS ͷموج
،[١١۶ ،٨٩ ،٣۵٩] طیفͬ روش طیف١١ͬ[١٢٠]، شبه روش ،[١٨٢] پتروف‐گالرکین طیفͬ عضو
،٧٠] متناهͬ عضو روش ،[٢٢٩] چبیشف ͷموج ،[٣۴٨] سوم نوع چبیشف چندجمله ای های
چندجمله ای های ،[٣١٩ ،١۶١] لاگر ͷموج ،[٢٠ ،٢٢٨] نمایی گویای تابع روش ،[٣۶٣ ،١٠٣
هموتوپی روش ،[١٨ ،۵٣ ،٢٣۴ ،٣٢٢] ژاکوبی چندجمله ای های ،[٣٠۴] کسری مرتبه لژاندر

.[٢٨۶] بوبیͺر چندجمله ای های ،[٣۵١] اسپلاین روش ،[٣۴٩] معکوس لاپلاس
از که است شده معرفͬ ریاضیات در حال تا کسری انتگرال های و مشتقات از مختلفͬ انواع
این در کاپوتو. و مارچاد ویل، گرانوالد، لتنیͺوف، ریتز، لیوویل، ریمان، به: کرد اشاره ͬ توان م آنها

است. شده استفاده کسری مشتقات ریمان‐لیوویل و کاپوتو نوع از فصل

کسری مرتبه معمولͬ دیفرانسیلͬ معادلات عددی حل ٢ . ۶

استفاده زیر کسری اولیه مقدار مساله عددی حل برای a‐چندجمله ای ها روش از بخش، این در
ͬ کنیم: }م

CD
α
0,tu(t) = f(t, u(t)), m− 1 < α ≤ m,m ∈ Z+,

u(j)(0) = uj0 ∈ R, j = 0, 1, . . . ,m− 1,
(١ . ۶)

.f ̸= 0 و است شده گرفته t ∈ [0, T ] به نسبت کاپوتو مشتق که

جواب یͺتایی و وجود ٢ . ١ . ۶

دو زیر در که دارد وجود (١ . ۶) معادله جواب یͺتایی و وجود دادن نشان برای زیادی قضایای
است: شده اشاره مساله این جواب یͺتایی و وجود برای قضایا این از مهم قضیه

7El Nino Chaotic Dynamical System
8Interpersonal Relationships
9Cosine And Sine Wavelet

10Bernstein Polynomials
11Pseudo-Spectral Method
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شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

باشیم داشته ،K > 0 و χ∗ > 0 برای کنید فرض [١١٠](وجود) .٢ . ١ . ۶ قضیه

D = {(t, u) : t ∈ [0, χ∗], |u−
m−1∑
j=0

tjuj0/j!| ≤ K}

مانند تابعͬ آنگاه ،χ := min
{
χ∗, (KΓ(α+ 1)/∥f∥∞)

1/α
}

و f : D → R پیوسته تابع و
ͬ باشد. م (١ . ۶) کسری دیفرانسیلͬ معادله جواب که دارد وجود u : [0, χ] → R

f : D → R تابع کنید فرض ،٢ . ١ . ۶ قضیه فرض های به توجه با [١١٠](یͺتایی) .٢ . ٢ . ۶ قضیه
یعنͬ کند، ارضاء نیز را دوم متغیر به نسبت شیتس لیپ شرط و بوده پیوسته

|f(t, w1)− f(t, w2)| ⩽ L |w1 − w2| ,

جواب u : [0, χ] → R مانند یͺتا تابعͬ آنگاه .w2 و w1 ،t از مستقل و L > 0 مانند ثابتͬ برای
باشد. مͬ (١ . ۶) کسری دیفرانسیلͬ معادله

روش پیاده سازی ٢ . ٢ . ۶

ͬ شود: م زده تقریب زیر سری صورت به (١ . ۶) کسری دیفرانسیلͬ معادله جواب روش، این در

y(t) ≈ yN (t) =
N∑
k=0

ckAk(t), (٢ . ۶)

روش هم محلͬ نقاط هستند. α ∈ (0, 1] برای بالا سری مجهول ضرایب k = 0, 1, . . . , N, ck که
طوریͺه به ͬ شوند م تعریف j = 0, 1, . . . , N برای tj = j.∆t صورت به [0, T ] بازه روی پیشنهادی
مانده برای j = 0, 1, . . . , N ازای به tj هم محلͬ نقاط از استفاده با را هم محلͬ روش حال .∆t = T

N

حل بوسیله ،a ،ͬͺکم پارامتر و k = 0, 1, . . . , N, ck مجهول ضرایب بنابراین، ͬ کنیم. م اجرا (١ . ۶)
ͬ آیند: م بدست زیر غیرخطͬ معادلات دستگاه

Res(tj) = 0, j = 0, 1, . . . , N,

y(0) = 0.

که
Res(tj) = CD

α
0,tu(tj)− f(tj , u(tj))

مانند نیز مساله این در دارد. مجهول N + 2 و معادله N + 2 غیرخطͬ، معادلات دستگاه این
این با سپس و ͬ دهیم م قرار ‐چندجمله ای ها a در و آورده بدست را a پارامتر ابتدا قبل فصل های

کمتر. (a) مجهول ͷی با ͬ کنیم م تکرار را روش چندجمله ای ها

ͬ شود: م زده تقریب زیر سری بوسیله (١ . ۶) جواب ،1 < α ⩽ 2 برای .٢ . ٣ . ۶ ملاحظه

y(t) ≈ yN (t) =
N+1∑
k=0

ckAk(t),

با (١ . ۶) مانده برای را هم محلͬ روش حال است. مجهول ضرایب k = 0, 1, . . . , N + 1, ck که
بنابراین، ͬ کنیم. م اجرا قبل بخش روش مانند j = 0, 1, . . . , N برای tj هم محلͬ نقاط از استفاده
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و t = 1 ازای به ۴ . ٢ . ۶ مثال برای a‐چندجمله ای ها روش به y(t) مطلق خطای نتایج :١ . ۶ جدول
.N و α مختلف مقادیر

a α = 0.9 a α = 0.7 a α = 0.5 a α = 0.3 a α = 0.1 N

−0.24743 0 −0.30442 1.88738e− 15 −0.42908 8.88178e− 16 −0.55414 4.53724e− 11 −0.69004 6.66134e− 16 5

−0.64318 3.28954e− 06 −1.13123 2.65046e− 06 −1.15393 1.43781e− 06 −1.08360 1.10818e− 06 −0.89343 6.51037e− 07 10

−0.10941 2.43905e− 08 −0.10809 5.45319e− 09 −0.02370 1.91705e− 09 −0.00853 1.23402e− 09 0.38999 1.57022e− 08 15

−0.26706 1.63125e− 11 −0.16151 2.72618e− 10 −0.64012 2.64473e− 11 −0.01797 1.53051e− 10 −0.11891 2.49580e− 11 20

−0.12779 4.06035e− 12 −0.13614 9.72616e− 13 −0.11939 5.82240e− 11 −0.30351 2.54407e− 11 −0.06540 5.57506e− 11 30

غیرخطͬ معادلات دستگاه حل بوسیله ،a ،ͬͺکم پارامتر و ck, k = 0, 1, . . . , N+1 مجهول ضرایب
ͬ آیند: م بدست زیر

Res(tj) = 0, j = 0, 1, . . . , N,

y(0) = 0,

y′(0) = 0.

تعداد به دیͽر چندجمله ای ͷی یعنͬ کنیم مͬ عمل بالا مانند نیز ،α ∈ (2, 3] مقادیر برای

مقادیر برای همچنین ͬ کنیم، م اضافه y(t) ≈ yN (t) =
N+1∑
k=0

ckAk(t) خطͬ ترکیب چندجمله ای های

است. شده اثبات ٣ . ٣ بخش در روش این همͽرایی دارد. ادامه روش این نیز α بزرگتر

عددی نتایج ٢ . ٣ . ۶

است. شده محاسبه t = 1 زمان در کسری دیفرانسیلͬ معادلات عددی جواب زیر مثال های در
ماکسیمم از ۶ . ٢ . ۶ مثال در و مطلق خطای از روش ها دقت مقایسه برای ۵ . ٢ . ۶ و ۴ . ٢ . ۶ مثال دو در

است. شده استفاده مطلق خطای

.۴ . ٢ . ۶ }مثال
CD

α
0,ty(t) + y2(t) = f(t), 0 < α < 1, t > 0,

y(0) = 0,
(٣ . ۶)

که
f(t) =

Γ(6)

Γ(6− α)
t5−α − 3Γ(5)

Γ(5− α)
t3−α +

Γ(5)

Γ(4− α)
t3−α + (t5 − 3t4 + 2t3)2,

ͬ باشد. م y(t) = t5 − 3t4 + 2t3 مساله دقیق جواب و
با است. شده پیاده سازی (0, 1] بازه در α مختلف مقادیر برای پیشنهادی روش مثال، این در
خطای N مقدار افزایش با α ثابت مقدار هر ازای به که ͬ بینیم م ،٢ . ۶ و ١ . ۶ جدول های مشاهده
این است. شده داده نمایش بعد ستون در a پارامتر بهینه مقدار و ͬ شود م کمتر معادله جواب مطلق

ͬ باشد. م ٣ . ٣ بخش در روش همͽرایی قضیه بر تاییدی جدول ها

.۵ . ٢ . ۶ }مثال
CD

α
0,ty(t) + y(t) = f(t), 0 < α < 1, t > 0,

y(0) = 0,
(۴ . ۶)
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و t = 1 ازای به ۴ . ٢ . ۶ مثال برای a‐چندجمله ای ها روش به y(t) مطلق خطای نتایج :٢ . ۶ جدول
.N و α مختلف مقادیر

a α = 0.8 a α = 0.2 N

−0.22276 8.28670e− 13 −0.61407 1.43414e− 10 5

−0.98035 4.23465e− 06 −1.02801 9.30012e− 07 10

−0.11363 1.26547e− 08 0.30148 9.30027e− 09 15

−0.16948 3.10254e− 10 −0.27356 7.45238e− 11 20

−0.17863 1.25150e− 13 −0.28686 5.36688e− 11 30

و t = 1 ازای به ۵ . ٢ . ۶ مثال برای a‐چندجمله ای ها روش به y(t) مطلق خطای نتایج :٣ . ۶ جدول
.N و α مختلف مقادیر

a α = 0.9 a α = 0.7 a α = 0.5 a α = 0.3 a α = 0.1 N

8.70857e− 06 1.09402e− 05 6.89648e− 06 9.90495e− 07 5.28523e− 06 3.31157e− 06 4.27453e− 06 2.61264e− 06 2.85789e− 06 9.08694e− 07 5

8.65594e− 06 1.40877e− 06 6.06018e− 06 5.40263e− 07 3.90141e− 06 2.18285e− 07 2.45541e− 06 5.95804e− 09 1.63710e− 06 1.02948e− 07 10

8.50093e− 06 5.05600e− 07 5.79629e− 06 1.73509e− 07 3.78399e− 06 1.39961e− 07 2.46551e− 06 1.15507e− 07 1.66372e− 06 2.28723e− 08 15

8.43666e− 06 4.11301e− 07 5.90865e− 06 2.39491e− 08 3.93267e− 06 1.45579e− 07 2.57212e− 06 1.62962e− 07 1.75826e− 06 4.27740e− 07 20

8.15670e− 06 1.88349e− 06 5.00000 8.15314e− 05 3.67470e− 06 9.78453e− 06 2.54370e− 06 1.08858e− 05 2.03536e− 06 4.37060e− 06 30

که
f(t) =

t4−α

Γ(5− α)
,

است. پارامتری دو میتاگ‐لفلر تابع Eα,β(z) که ͬ باشد م y(t) = t4Eα,5(−tα) معادله دقیق جواب و
با است. شده پیاده سازی (0, 1] بازه در α مختلف مقادیر برای پیشنهادی روش مثال، این در
هم محلͬ نقاط تعداد افزایش با α ثابت مقدار هر ازای به که ͬ بینیم م ،۴ . ۶ و ٣ . ۶ جدول های مشاهده
شده داده نمایش بعد ستون در a پارامتر بهینه مقدار و ͬ دهد م نشان نوسان خود از مطلق خطای
این دانست. محاسبات در انباشته خطای و میتاگ‐لفلر تابع ͬ توان م را نوسان این دلیل است.

ͬ باشند. م ٣ . ٣ بخش در روش همͽرایی قضیه بر تاییدی نیز جدول ها

و t = 1 ازای به ۵ . ٢ . ۶ مثال برای a‐چندجمله ای ها روش به y(t) مطلق خطای نتایج :۴ . ۶ جدول
.N و α مختلف مقادیر

a α = 0.8 a α = 0.2 N

7.78174e− 06 2.94423e− 06 3.51804e− 06 1.80983e− 06 5

3.34026e− 06 8.52872e− 07 1.97656e− 06 7.50054e− 08 10

7.09721e− 06 2.63812e− 07 2.00584e− 06 7.92095e− 08 15

7.11769e− 06 1.62623e− 07 2.10364e− 06 3.44833e− 06 20

7.12123e− 06 3.23110e− 06 2.30460e− 06 8.47195e− 06 30
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و t = 1 ازای به ۶ . ٢ . ۶ مثال برای a‐چندجمله ای ها روش به y(t) مطلق خطای نتایج :۵ . ۶ جدول
.N و α مختلف مقادیر

a α = 2 a α = 1.5 a α = 1 a α = 0.5 a α = 0.2 N

−4.35688e− 08 7.77156e− 16 −1.67192e− 06 1.82812e− 04 −6.15090e− 18 1.38778e− 16 1.94952e− 06 1.91606e− 05 1.27588e− 05 1.51553e− 05 5

2.15430e− 08 1.29072e− 15 3.13547e− 07 2.85591e− 06 −2.74071e− 08 9.87971e− 17 2.76030e− 07 5.31167e− 07 2.62275e− 06 4.09609e− 07 10

−4.97626e− 09 4.94262e− 13 2.72059e− 04 1.87494e− 07 3.03994e− 08 5.16752e− 15 6.97526e− 04 1.86906e− 07 7.84942e− 04 1.39032e− 07 20

−6.05070e− 09 5.43948e− 14 1.92011e− 06 3.54204e− 08 −5.78781e− 09 4.27778e− 13 1.94345e− 04 7.27004e− 08 1.34825e− 05 5.46084e− 08 30

.۶ . ٢ . ۶ مثال
CDα

0,ty(t) + y(t) = f(t), 0 < α ⩽ 2, t > 0,

y(0) = 0, (0 < α ⩽ 2),

y′(0) = 0, (1 < α ⩽ 2),

(۵ . ۶)

که
f(t) =

Γ(4 + α)

6
t3 + t3+α,

ͬ باشد. م y(t) = t3+α صورت به مساله دقیق جواب و
در است. شده پیاده سازی 1 < α ⩽ 2 و 0 < α ⩽ 1 حالت دو برای پیشنهادی روش مثال، این در
ماکزیمم هم محلͬ نقاط تعداد افزایش با α ثابت مقدار هر ازای به که ͬ شود م مشاهده ۵ . ۶ جدول
ستون در a پارامتر بهینه مقدار و ͬ شود م کمتر maxi |y(ti)− yN (ti)| معادله، جواب مطلق خطای

است. شده داده نمایش بعد

روش آغاز باز ۴ . ٢ . ۶

نمایش قبل بخش جدول های در که را a پارامتر قبل، بخش مثال های از ͷی هر در بخش، این در
که {An(t)}∞n=0 چندجمله ای های با حال ͬ دهیم. م قرار {An(t)}∞n=0 چندجمله ای های در شده، داده
قبل بخش مثال های در شده داده کسری دیفرانسیلͬ معادلات تقریبی جواب ندارند، پارامتری هیچ

ͬ شود: م زده تقریب زیر صورت به ١ . ۶ معادله جواب نتیجه در ͬ آوریم. م بدست را

y(t) ≈ yN (t) =
N∑
k=0

ckAk(t),

روش هم محلͬ نقاط نیست. a از خبری دیͽر و ͬ باشند م مجهول ضرایب ck, k = 0, 1, . . . , N که
به ͬ شوند م تعریف j = 0, 1, . . . , N برای tj = j.∆t صورت به نیز [0, T ] بازه روی پیشنهادی
هم محلͬ نقاط از استفاده با را (١ . ۶) معادله مانده هم محلͬ روش ͷکم با حال .∆t = T

N طوریͺه
ck, k = مجهول ضرایب بنابراین، ͬ کنیم. م تبدیل معادلات دستگاه ͷی به j = 0, 1, . . . , N برای tj

ͬ آیند: م بدست زیر غیرخطͬ معادلات دستگاه حل از 0, 1, . . . , N

Res(tj) = 0, j = 1, . . . , N,

y(0) = 0.

داریم. مجول N + 1 و معادله N + 1 با غیرخطͬ معادلات دستگاه ͷی نتیجه در

٩٧



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

ازای به ۴ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز برای a‐چندجمله ای ها روش به y(t) مطلق خطای نتایج :۶ . ۶ جدول
.N و α مختلف مقادیر و t = 1

α = 0.9 a α = 0.7 a α = 0.5 a α = 0.3 a α = 0.1 a N

0 −0.24743 1.11022e− 15 −0.30442 7.77156e− 16 −0.42908 4.44089e− 16 −0.55414 8.88178e− 16 −0.69004 5

2.66454e− 15 −0.64318 1.66533e− 16 −1.13123 1.66533e− 16 −1.15393 0 −1.08360 0 −0.89343 10

1.68901e− 14 −0.10941 6.61960e− 15 −0.10809 1.52290e− 15 −0.02370 3.61576e− 15 −0.00853 2.38081e− 15 0.38999 15

9.88071e− 13 −0.26706 7.25793e− 11 −0.16151 3.45167e− 15 −0.64012 3.57270e− 12 −0.01797 4.80258e− 15 −0.11891 20

2.55555e− 12 −0.12779 1.02665e− 12 −0.13614 1.05974e− 12 −0.11939 1.39640e− 11 −0.30351 2.70095e− 12 −0.06540 30

ازای به ۴ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز برای a‐چندجمله ای ها روش به y(t) مطلق خطای نتایج :٧ . ۶ جدول
.N و α مختلف مقادیر و t = 1

α = 0.8 a α = 0.2 a N

4.44089e− 16 −0.22276 4.44089e− 16 −0.61407 5

4.44089e− 16 −0.98035 9.43690e− 16 −1.02801 10

9.61468e− 16 −0.11363 2.33578e− 15 0.30148 15

1.19124e− 13 −0.16948 1.65964e− 13 −0.27356 20

6.20391e− 12 −0.17863 1.60182e− 10 −0.28686 30

۴ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز ١ . ۴ . ٢ . ۶

بوده بهتر ٢ . ۶ و ١ . ۶ جدول های در آمده بدست نتایج از ٧ . ۶ و ۶ . ۶ جدول های در حاصل نتایج
روش مطلق خطای ٩ . ۶ و ٨ . ۶ جدول های در ͬ باشد. م محسوس کاملا مطلق خطای کاهش این و

است. شده مقایسه [٢٠٢] پیشرو اویلر و آدامز روش های مطلق خطای با پیشنهادی

و 640 ترتیب، به پیشرو اویلر و آدامز روش های هم محلͬ نقاط تعداد ،٩ . ۶ و ٨ . ۶ جدول های در
خطای مقدار است. نقطه 5 تنها نقاط این تعداد پیشنهادی روش در که حالͬ در ͬ باشد م نقطه 105
روش برتری از نشان که ͬ باشد م دیͽر روش دو مطلق خطای از کمتر خیلͬ پیشنهادی روش مطلق
N = 5 و α = 0.9 ازای به عددی و دقیق جواب های تابع نمودار ،١ . ۶ شͺل در دارد. پیشنهادی

است. شده رسم

مقادیر و t = 1 ازای به ۴ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز برای y(t) مطلق خطای نتایج مقایسه :٨ . ۶ جدول
.N و α مختلف

a α = 0.9 a α = 0.7 a α = 0.5 a α = 0.3 a α = 0.1 N روش
− 7.6184e− 07 − 7.4833e− 07 − 6.9794e− 07 − 4.5897e− 07 − 1.5675e− 07 640 آدامز روش

−0.24743 5.55112e− 16 −0.30442 1.33227e− 15 −0.42908 2.22045e− 16 −0.55414 1.11022e− 16 −0.69004 8.88178e− 16 5 پیشنهادی روش
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شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

مقادیر و t = 1 ازای به ۴ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز برای y(t) مطلق خطای نتایج مقایسه :٩ . ۶ جدول
.N و α مختلف

a α = 0.8 a α = 0.5 a α = 0.2 N روش
− 4.9614e− 05 − 4.9565e− 05 − 5.7566e− 05 1e+ 5 پیشرو اویلر روش

− 3.0764e− 09 − 2.1195e− 09 − 1.7998e− 08 1e+ 5 آدامز روش

−0.22276 1.11022e− 16 −0.42908 2.22045e− 16 −0.61407 1.11022e− 16 5 پیشنهادی روش

.α = 0.9 ،N = 5 ازای به ۴ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز (تحلیلͬ) دقیق و عددی جواب های نمودار :١ . ۶ شͺل
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شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

ازای به ۵ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز برای a‐چندجمله ای ها روش به y(t) مطلق خطای نتایج :١٠ . ۶ جدول
.N و α مختلف مقادیر و t = 1

α = 0.9 a α = 0.7 a α = 0.5 a α = 0.3 a α = 0.1 a N

3.12563e− 06 8.70857e− 06 1.28436e− 06 6.89648e− 06 5.44740e− 07 5.28523e− 06 1.83767e− 07 4.27453e− 06 1.87336e− 08 2.85789e− 06 5

1.31828e− 09 8.65594e− 06 1.06016e− 09 6.06018e− 06 2.21057e− 11 3.90141e− 06 2.68733e− 10 2.45541e− 06 4.84184e− 11 1.63710e− 06 10

5.86758e− 11 8.50093e− 06 6.88598e− 11 5.79629e− 06 4.56448e− 11 3.78399e− 06 2.37914e− 11 2.46551e− 06 3.32716e− 12 1.66372e− 06 15

7.35860e− 12 8.43666e− 06 9.43842e− 12 5.90865e− 06 1.32042e− 11 3.93267e− 06 4.74060e− 12 2.57212e− 06 2.35922e− 13 1.75826e− 06 20

2.85767e− 12 8.15670e− 06 2.19175e− 12 5.00000 9.10436e− 12 3.67470e− 06 8.02888e− 12 2.54370e− 06 7.36466e− 12 2.03536e− 06 30

ازای به ۵ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز برای a‐چندجمله ای ها روش به y(t) مطلق خطای نتایج :١١ . ۶ جدول
.N و α مختلف مقادیر و t = 1

α = 0.8 a α = 0.2 a N

1.99484e− 06 7.78174e− 06 7.89151e− 08 3.51804e− 06 5

1.46735e− 09 3.34026e− 06 1.67384e− 10 1.97656e− 06 10

7.37907e− 11 7.09721e− 06 1.23647e− 11 2.00584e− 06 15

9.03327e− 12 7.11769e− 06 2.41157e− 12 2.10364e− 06 20

2.66556e− 12 7.12123e− 06 3.56624e− 11 2.30460e− 06 30

۵ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز ٢ . ۴ . ٢ . ۶

بهتر ۴ . ۶ و ٣ . ۶ جدول های از حاصل نتایج از ١١ . ۶ و ١٠ . ۶ جدول های در آمده بدست نتایج
خطای ١٣ . ۶ و ١٢ . ۶ جدول های در است. شده کمتر محسوس صورت به مطلق خطای و بوده

است. شده مقایسه [٢٠٢] پیشرو اویلر و آدامز روش های مطلق خطای با پیشنهادی روش مطلق
ترتیب، به پیشرو اویلر و آدامز روش های هم محلͬ نقاط تعداد ،١٣ . ۶ و ١٢ . ۶ جدول های در
مقدار است. نقطه 20 تنها نقاط این تعداد پیشنهادی روش در که حالͬ در ͬ باشد م نقطه 105 و 640

برتری از نشان که ͬ باشد م دیͽر روش دو مطلق خطای از کمتر خیلͬ پیشنهادی روش مطلق خطای
مختلف مقادیر ،N = 20 ازای به y(t) مطلق خطای نتایج ،١۴ . ۶ جدول در دارد. پیشنهادی روش
بهترین که مقداری تنها a مختلف مقادیر ازای به که ͬ شود م مشاهده است. شده ثبت a پارامتر و α
مقادیر برخͬ در است. آمده بدست بهینه صورت به که است مقداری همان ͬ دهد م نتیجه را خطا
نرم افزار خطای به توجه با اندک مقدار این که باشد بیشتر کمͬ بهینه مقدار خطای که است ممͺن
α = 0.9 ازای به عددی و دقیق جواب های تابع نمودار ،٢ . ۶ شͺل در باشد. ͬ تواند م محاسبات و

است. شده رسم N = 20 و

مقادیر و t = 1 ازای به ۵ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز برای y(t) مطلق خطای نتایج مقایسه :١٢ . ۶ جدول
.N و α مختلف

a α = 0.9 a α = 0.7 a α = 0.5 a α = 0.3 a α = 0.1 N روش
− 7.5914e− 05 − 6.5923e− 05 − 5.7071e− 05 − 5.1741e− 05 − 5.5794e− 05 640 پیشرو اویلر روش

− 1.7440e− 07 − 5.1041e− 07 − 1.7863e− 06 − 7.3069e− 06 − 5.5820e− 05 640 آدامز روش

0.3271 5.3001e− 13 1.7686 9.6235e− 14 2.8463 3.9561e− 14 1.7773 4.0436e− 14 1.9990 4.5311e− 15 20 پیشنهادی روش

١٠٠



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

مقادیر و t = 1 ازای به ۵ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز برای y(t) مطلق خطای نتایج مقایسه :١٣ . ۶ جدول
.N و α مختلف

a α = 0.8 a α = 0.5 a α = 0.2 N روش
− 4.9614e− 05 − 4.9565e− 05 − 5.7566e− 05 1e+ 5 پیشرو اویلر روش

− 3.0764e− 09 − 2.1195e− 09 − 1.7998e− 08 1e+ 5 آدامز روش

7.11769e− 6 9.36692e− 12 2.8463 3.9561e− 14 2.10364e− 6 2.11120e− 12 20 پیشنهادی روش

مختلف مقادیر ،N = 20 ازای به ۵ . ٢ . ۶ مثال برای y(t) مطلق خطای نتایج مقایسه :١۴ . ۶ جدول
.a پارامتر و α

a = 2 a = 1 a = 0 a = −1 پیشنهادی روش aبهینه α

6.9510e− 15 1.3133e− 12 2.4823e− 11 3.1812e− 12 4.5311e− 15 1.9990 α = 0.1

2.6795e− 13 1.8458e− 11 2.2912e− 12 7.5699e− 12 4.0436e− 14 1.7773 α = 0.3

1.0747e− 14 6.0643e− 15 5.2153e− 14 1.0313e− 12 3.9561e− 14 2.8463 α = 0.5

1.6240e− 12 4.6651e− 14 2.1330e− 13 1.3555e− 11 9.6235e− 14 1.7686 α = 0.7

2.0332e− 12 4.0044e− 13 7.7098e− 13 2.7542e− 12 5.3001e− 13 0.3271 α = 0.9

.α = 0.9 ،N = 20 ازای به ۵ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز (تحلیلͬ) دقیق و عددی جواب های نمودار :٢ . ۶ شͺل
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شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

و t = 1 ازای به ۶ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز برای y(t) مطلق خطای ماکزیمم نتایج مقایسه :١۵ . ۶ جدول
.N و 0 < α ⩽ 1 مختلف مقادیر

a α = 1 a α = 0.5 a α = 0.2 N روش
− 9.3656e− 05 − 1.0094e− 04 − 5.8970e− 05 10 بالا مرتبه روش

−6.1509e− 18 3.60822e− 16 1.9495e− 06 1.91606e− 05 1.2758e− 05 1.51553e− 05 5 پیشنهادی روش

− 6.0468e− 06 − 9.5872e− 06 − 6.6398e− 06 20 بالا مرتبه روش

−2.7407e− 8 5.58636e− 16 2.7603e− 07 5.31167e− 07 2.6228e− 07 4.96037e− 05 10 پیشنهادی روش

− 3.8420e− 07 − 8.9417e− 07 − 7.4472e− 07 40 بالا مرتبه روش

3.0399e− 8 7.76959e− 16 7.2908e− 04 2.87486e− 08 8.8983e− 04 9.84252e− 09 20 پیشنهادی روش

− 2.4212e− 08 − 8.2222e− 08 − 8.3430e− 08 80 بالا مرتبه روش

−5.7878e− 9 2.01571e− 13 3.0866e− 04 8.51659e− 08 1.3683e− 05 5.46084e− 08 30 پیشنهادی روش

و t = 1 ازای به ۶ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز برای y(t) مطلق خطای ماکزیمم نتایج مقایسه :١۶ . ۶ جدول
.α = 1.5, 2 و N مختلف مقادیر

a α = 2 a α = 1.5 N روش
− 5.9626e− 04 − 2.7796e− 04 10 بالا مرتبه روش

−4.3568e− 08 1.05840e− 15 −1.6719e− 06 1.82812e− 04 5 پیشنهادی روش

− 4.0515e− 05 − 1.8079e− 05 20 بالا مرتبه روش

2.1543e− 08 4.42162e− 15 3.1355e− 07 2.85591e− 06 10 ٰپیشنهادی روش

− 2.6317e− 06 − 1.1514e− 06 40 بالا مرتبه روش

−4.9763e− 09 4.75866e− 14 2.5644e− 04 5.59480e− 08 20 پیشنهادی روش

− 1.6756e− 07 − 7.2657e− 08 80 بالا مرتبه روش

−6.0507e− 09 5.43948e− 14 1.9201e− 06 2.98144e− 08 30 پیشنهادی روش

۶ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز ٣ . ۴ . ٢ . ۶

روش با پیشنهادی روش مقایسه برای maxi |y(ti)− yN (ti)| مطلق خطای ماکزیمم مثال، این در
مقادیر برای نتایج و 0 < α ⩽ 1 که شده فرض ،١۵ . ۶ جدول در ͬ شود. م استفاده [٧۴] بالا مرتبه
توجه با پیشنهادی روش که ͬ دهد م نشان ١۵ . ۶ جدول وضوح به است. آمده بدست α = 0.2, 0.5, 1

این برتری و داشته کمتری مطلق خطای ماکزیمم دیͽر روش به نسبت هم محلͬ نقاط کم تعداد به
کند. مͬ نمایان خوبی به دیͽر روش به را روش

در است. آمده بدست α = 1.5, 2 ازای به نتایج و 1 < α ⩽ 2 که شده فرض ،١۶ . ۶ جدول در
به نسبت هم محلͬ نقاط کم تعداد به توجه با پیشنهادی روش ،١۵ . ۶ جدول مانند نیز، مورد این
نمایان خوبی به دیͽر روش به را روش این مزیت و داشته کمتری مطلق خطای ماکزیمم دیͽر، روش

کند. مͬ
شده رسم N = 20 و α = 1.5 ازای به عددی و دقیق جواب های تابع نمودار ،٣ . ۶ شͺل در

است.

١٠٢



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

.α = 1.5 ،N = 20 ازای به ۶ . ٢ . ۶ مثال بازآغاز (تحلیلͬ) دقیق و عددی جواب های نمودار :٣ . ۶ شͺل

کاپوتو مشتق با زمان‐مͺان کسری مرتبه انتشار معادله عددی حل ٣ . ۶
زمان به نسبت

این گستردگͬ به توجه با ͬ کنیم. م بررسͬ را کسری پاره ای مشتقات از خاص نوعͬ فصل این در
بر فرض معادله این در کرده ایم. انتخاب بخش این در را معادلات این از خاص نوعͬ معادلات،
معادله کنید فرض شود. محاسبه ریمان‐لیوویل کسری مشتق برحسب مͺانͬ مشتق که است این

باشد: زیر صورت به زمان به نسبت کاپوتو مشتق با زمان‐مͺان کسری انتشار


CD

γ
0,tU =

(
L(α)U

)
(x, t) + g(x, t), (x, t) ∈ (a, b)× (0, T ],

U(x, 0) = φ0(x), x ∈ (a, b),

U(a, t) = 0, U(b, t) = 0, t ∈ (0, T ],

(۶ . ۶)

ͬ باشد. م c, d > 0 و 0 < α < 2 ،0 < γ ⩽ 1 ،L(α) = c(x, t)RLD
α
a,x + d(x, t)RLD

α
x,b که

روش پیاده سازی ٣ . ١ . ۶

سپس ͬ دهیم. م انجام مساله زمانͬ بازه روی [٢٠٢]L1 روش به گسسته سازی ابتدا بخش این در
زده تقریب ١ . ٣ بخش در شده معرفͬ a‐چندجمله  ای های مجموع بوسیله جواب تابع tk نقطه هر در
هر در دیͽر عبارتͬ به ͬ آید م بدست tk نقطه در مͺانͬ بازه نقاط شبͺه بندی با تقریب این ͬ شود. م
ضرایب دستگاه، آن حل با که ͬ آید م بدست هم محلͬ روش با غیرخطͬ معادله دستگاه ͷی tk نقطه
بوسیله (xi, tk, u(xi, tk)) نقاط درونیابی با پایان، در ͬ آیند. م بدست تقریبی، جواب سری در مجهول
ͬ آید. م بدست Ω = (a, b)×[0, T ] بازه در مساله تقریبی جواب مͺعبی، B‐اسپلاین چندجمله ای های
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زمانͬ گسسته سازی ٣ . ١ . ١ . ۶

:[٢٠٢] ͬ نویسیم م L1 روش به را کاپوتو مشتق برای متناهͬ تفاضل تقریب ابتدا

CD
γ
0,tf(t)

∣∣∣
t=tk

=
k−1∑
j=0

bk−j−1(fj+1 − fj) +O(∆t2−γ), 0 < γ < 1, (٧ . ۶)

مشاهده برای که ͬ باشد م مشروط پایدار روشͬ روش، این .bj = ∆t−γ

Γ(2−γ)

[
(j + 1)1−γ − j1−γ

]
که

کرد. مراجعه [٢٠٢] به ͬ توان م آن پایداری اثبات
کنید: فرض ،[0, T ] زمانͬ بازه گسسته سازی برای

tk = kτ, k = 0, 1, 2, · · · ,M,

گسسته سازی برای ،L1 متناهͬ تفاضل روش از استفاده با ͬ باشد. م t متغیر پایانͬ زمان T ،τ = T
M که

ͬ کنیم: م استفاده (٧ . ۶) از CD
γ
0,tf(t) جای به (۶ . ۶) در زمانͬ

CD
γ
0,tU(t)

∣∣∣
t=tk

=
k−1∑
j=0

bk−j−1(u
j+1 − uj) =L(α)uk+1 + gk+1, (٨ . ۶)

.gk+1 = g(x, tk+1) و uk+1 = u(x, tk+1) که
ͬ آید. م بدست غیرخطͬ معادلات دستگاه ͷی ،tk نقطه هر ازای به که

روش اجرای ٣ . ١ . ٢ . ۶

ͬ شود: م زده تقریب زیر صورت به uk+1 ابتدا پیشنهادی، روش اجرای برای

uk+1 ∼=
N∑

n=0

ck+1
n An(x),

و [a, b] مͺانͬ دامنه روی بر گسسته سازی ،(٨ . ۶) در tk هر ازای به بالا تقریب کردن جایͽزین با
مجهول N + 2 و معادله N + 2 با غیرخطͬ معادلات دستگاه ͷی مساله، این مرزی و اولیه شرایط
معادلات دستگاه این حل برای ͬ آید. م بدست ،a مجهول پارامتر و cj+1

n , n = 0, 1, 2, · · · , N
مسایل این در ͬ کنیم. م مینیمم مربعات کمترین روش به را مانده ها مربعات مجموع L2 نرم غیرخطͬ،
سپس و ͬ دهیم م قرار ‐چندجمله ای ها a در و آورده بدست را a پارامتر ابتدا قبل فصل های مانند نیز
تقریب آوردن بدست از بعد کمتر. (a) مجهول ͷی با ͬ کنیم م تکرار را روش چندجمله ای ها این با
B‐اسپلاین چندجمله ای های ͷکم به (xi, tk, u(xi, tk)) نقاط درونیابی با ،tk زمان هر در تابع

ͬ آید. م بدست Ω = (a, b)× [0, T ] بازه در مساله تقریبی جواب مͺعبی،

عددی نتایج ٣ . ٢ . ۶

حل ارایه برای گیرد. مͬ قرار تحلیل مورد عددی صورت به مساله این از مثال دو بخش این در
استفاده شد، تعریف ۴ . ١ بخش در که (CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط از عددی
در که L2 خطای نرم از دیͽر روش های با پیشنهادی روش خطای مقایسه برای همچنین ͬ کنیم. م

ͬ بریم. م بهره شده، تعریف (١۴ . ٣) بخش

١٠۴



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

،τ = 0.01 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال۶ . ٣ . ١ در L2 خطای نرم نتایج :١٧ . ۶ جدول
.γ = 0.5 و T = 1

α = 1.8 a α = 1.5 a α = 1.2 a N

7.3510e− 4 1.00024 5.8764e− 4 1.00002 4.2673e− 4 0.99991 5

9.2696e− 8 1.00205 1.8147e− 7 0.99996 4.6334e− 7 0.99997 10

9.4210e− 8 0.99997 1.8452e− 7 1 4.7099e− 7 1 15

9.5839e− 8 1 1.8606e− 7 1 4.7593e− 7 1 20

9.6071e− 8 1 1.8778e− 7 1 4.7812e− 7 1 25

باشد: زیر صورت به زمان‐مͺان کسری انتشار معادله کنید فرض .٣ . ١ . ۶ مثال


CD

γ
0,tU =RLD

α
0,xU+RLD

α
x,1U + g(x, t), (x, t) ∈ (0, 1)× (0, 1],

U(x, 0) = 2x4(1− x4), x ∈ (0, 1),

U(0, t) = U(1, t) = 0, t ∈ (0, 1],

(تحلیلͬ) دقیق جواب که شود انتخاب باید گونه ای به g(x, t) تابع .1 < α < 2 و 0 < γ < 1 که
باشد: زیر صورت به فوق معادله

U(x, t) = (t2+γ + t+ 2)x4(1− x4),

به و N مختلف مقادیر ،T = 1 ،τ = 0.01 ازای به L2 خطای نرم ١٨ . ۶ و ١٧ . ۶ جدول های در
پیشنهادی روش L2 خطای نرم ،١٩ . ۶ جدول در است. شده محاسبه ،γ = 0.8 و γ = 0.5 ترتیب
شده مقایسه γ و α ،τ ،N مختلف مقادیر و T = 1 ازای به [٢٠٢] کسری متناهͬ تفاضل روش با
پیشنهادی، روش τ بیشتر زمانͬ تفاضل مقدار و N کمتر تعداد به توجه با که ͬ شود م مشاهده است.

است. بهتر کسری متناهͬ تفاضل روش از پیشنهادی روش خطای هم باز

چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای نقاط در تقریبی و دقیق جواب های نمودار ،٣ . ١ . ۶ شͺل در
۵ . ۶ شͺل در است. شده رسم T = 1 و (γ, α) = (0.8, 1.8) ،N = 15 ،τ = 0.01 ازای به (CGL)
نقاط در τ = 0.01 و (γ, α) = (0.8, 1.8) ،N = 15 ازای به u(x, t) عددی و دقیق جواب های نمودار

اشت. شده رسم (CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو شبͺه ای

١٠۵



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

،τ = 0.01 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال۶ . ٣ . ١ در L2 خطای نرم نتایج :١٨ . ۶ جدول
.γ = 0.8 و T = 1

α = 1.8 a α = 1.5 a α = 1.2 a N

7.3520e− 4 1.00012 5.8772e− 4 0.99997 4.2674e− 4 0.99989 5

8.2271e− 7 1.00208 1.5454e− 6 0.99997 3.8232e− 6 0.99997 10

8.3611e− 7 0.99997 1.6222e− 6 0.99997 3.8856e− 6 1 15

8.5072e− 7 1 1.6360e− 6 1 3.9240e− 6 1 20

8.5274e− 7 1 1.5606e− 6 1 3.9428e− 6 1 25

نقاط در کسری، متناهͬ تفاضل روش با ٣ . ١ . ۶ مثال در L2 خطای نرم نتایج مقایسه :١٩ . ۶ جدول
.γ و α ،τ ،N مختلف مقادیر و T = 1 ازای به CGL شبͺه ای

a (γ, α) a (γ, α) τ N روش
(0.8, 1.8) (0.5, 1.5)

− 5.9009e− 4 − 6.3601e− 4 10−3 8 متناهͬ تفاضل روش

1.00012 7.3520e− 4 1.00002 5.8764e− 4 10−2 5 پیشنهادی روش

− 1.6719e− 4 − 2.2826e− 4 10−3 16 متناهͬ تفاضل روش

1.00208 8.2271e− 7 0.99996 1.8147e− 7 10−2 10 پیشنهادی روش

− 4.3810e− 5 − 6.5588e− 5 10−3 32 متناهͬ تفاضل روش

0.99997 8.3611e− 7 1 1.8452e− 7 10−2 15 پیشنهادی روش

− 1.1180e− 5 − 1.7418e− 5 10−3 64 متناهͬ تفاضل روش

1 8.5072e− 7 1 1.8778e− 7 10−2 20 پیشنهادی روش

١٠۶



شفیعیها حاجͬ جلال ديفرانسيلͬ معادلات عددی حل برای پارامتر يك به مجهز ايهای چندجمله بررسͬ

،N = 15 ،τ = 0.01 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ٣ . ١ . ۶ مثال تقریبی و دقیق جواب نمودار :۴ . ۶ شͺل
.T = 1 و (γ, α) = (0.8, 1.8)

عددی جواب (ب) دقیق جواب (آ)

(γ, α) = ،N = 15 ازای به ٣ . ١ . ۶ مثال در u(x, t) عددی و دقیق جواب های نمودار :۵ . ۶ شͺل
.CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.01 و (0.8, 1.8)

باشد: زیر صورت به زمان‐مͺان کسری انتشار معادله کنید فرض .٣ . ٢ . ۶ مثال
∂tU = CD

1−γ
0,t

(
RLD

α
0,xU+RLD

α
x,1U

)
+ g(x, t), (x, t) ∈ (0, 1)× (0, 1],

U(x, 0) = 0, x ∈ (0, 1),

U(0, t) = U(1, t) = 0, t ∈ (0, 1],

(تحلیلͬ) دقیق جواب که شود انتخاب باید گونه ای به g(x, t) تابع .1 < α < 2 و 0 < γ < 1 که
باشد: زیر صورت به فوق معادله

U(x, t) = (t2.5 + t)x4(1− x4),

شده محاسبه N مختلف مقادیر ،T = 1 ،τ = 0.01 ازای به L2 خطای نرم ٢٠ . ۶ جدول در
به [٢٠٢] کسری متناهͬ تفاضل روش با پیشنهادی روش L2 خطای نرم ،٢١ . ۶ جدول در است.
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و τ = 0.01 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در مثال۶ . ٣ . ٢ در L2 خطای نرم نتایج :٢٠ . ۶ جدول
.T = 1

(γ, α) a (γ, α) a (γ, α) a N

(0.8, 1.8) (0.5, 1.5) (0.2, 1.2)

3.6056e− 4 −1.98034 2.8872e− 4 −1.98183 2.0981e− 4 −1.94639 5

6.2429e− 7 −1.75972 1.8147e− 7 −2.48306 5.0059e− 8 −2.47892 10

6.3448e− 7 −1.68443 1.8452e− 7 −1.87973 5.0886e− 8 −1.84856 15

6.4589e− 7 −1.68385 1.8714e− 7 −1.51669 5.1440e− 8 −1.69363 20

6.4743e− 7 −1.36792 1.8719e− 7 −1.38683 5.1731e− 8 −1.50459 25

،N = 20 ،τ = 0.01 ازای به CGL شبͺه ای نقاط در ٣ . ٢ . ۶ مثال تقریبی و دقیق جواب نمودار :۶ . ۶ شͺل
.T = 1 و (γ, α) = (0.5, 1.5)

تعداد به توجه با که ͬ شود م مشاهده است. شده مقایسه γ و α ،τ ،N مختلف مقادیر و T = 1 ازای
روش از پیشنهادی روش خطای هم باز پیشنهادی، روش τ بیشتر زمانͬ تفاضل مقدار و N کمتر

است. بهتر کسری متناهͬ تفاضل

(CGL) چبیشف‐گاوس‐ل.باتو شبͺه ای نقاط در تقریبی و دقیق جواب نمودار ،٣ . ٢ . ۶ شͺل
نمودار ٧ . ۶ شͺل در است. شده رسم T = 1 و (γ, α) = (0.5, 1.5) ،N = 20 ،τ = 0.01 ازای به
شبͺه ای نقاط در τ = 0.01 و (γ, α) = (0.5, 1.5) ،N = 20 ازای به u(x, t) عددی و دقیق جواب های

اشت. شده رسم (CGL) چبیشف‐گاوس‐لوباتو
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نقاط در کسری، متناهͬ تفاضل روش با ٣ . ٢ . ۶ مثال در L2 خطای نرم نتایج مقایسه :٢١ . ۶ جدول
.γ و α ،τ ،N مختلف مقادیر و T = 1 ازای به CGL شبͺه ای

a (γ, α) a (γ, α) τ N روش
(0.8, 1.8) (0.5, 1.5)

− 2.9140e− 4 − 3.0921e− 4 10−3 8 متناهͬ تفاضل روش

−1.98034 3.6056e− 4 −1.98183 2.8872e− 4 10−2 5 پیشنهادی روش

− 8.2738e− 5 − 1.1228e− 4 10−3 16 متناهͬ تفاضل روش

−1.75972 6.2429e− 7 −2.48306 1.8147e− 7 10−2 10 پیشنهادی روش

− 2.1694e− 5 − 3.2374e− 5 10−3 32 متناهͬ تفاضل روش

−1.68443 6.3448e− 7 −1.87973 1.8452e− 7 10−2 15 پیشنهادی روش

− 5.5311e− 6 − 8.6250e− 6 10−3 64 متناهͬ تفاضل روش

−1.68385 6.4589e− 7 −1.51669 1.8714e− 7 10−2 20 پیشنهادی روش

عددی جواب (ب) دقیق جواب (آ)

(γ, α) = ،N = 20 ازای به ٣ . ٢ . ۶ مثال در u(x, t) عددی و دقیق جواب های نمودار :٧ . ۶ شͺل
.CGL شبͺه ای نقاط در τ = 0.01 و (0.5, 1.5)

نتیجه گیری ۴ . ۶

خاص نوعͬ و کسری عادی دیفرانسیلͬ معادلات حل برای a‐چندجمله ای ها از فصل این در
برای پیشنهادی روش از آمده بدست نتایج شد. استفاده کسری پاره ای دیفرانسیلͬ معادلات از
شد مقایسه مختلف جدول های در آنها حل برای رفته بͺار دیͽر روش های با معادلات این تقریب
در ͬ باشد. م مشهود کاملا کسری عادی دیفرانسیلͬ معادلات حل در روش این محسوس برتری و
فاصله و هم محلͬ نقاط کم تعداد اتنخاب به توجه با نیز کسری زمان‐مͺان انتشار معادلات حل
نشان خود از را بیشتری مزیت و بهتر تقریب پیشنهادی روش دیͽر، روش به نسبت بزرگتر زمانͬ
روش برتری نقاط از ͬͺی ͬ تواند م کسری مشتقات در a‐چندجمله ای ها از استفاده سادگͬ ͬ دهد. م
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تفاوت بخش این در اینکه دیͽر نکته ͬ کند. م ایجاد حل برای کمتری پیچیدگͬ که باشد پیشنهادی
ͬ کنیم م مشاهده آن قبل و بازآعازی مرحله در کسری عادی دیفرانسیلͬ معادلات حل در را خطا نتایج

ͬ دهد. م کاهش بسیار را خطا a‐چندجمله ای ها در ͬͺکم پارامتر اعمال که

١١٠



٧ فصل

آتͬ کارهای و نتیجه گیری

کرد: اشاره زیر موارد به ͬ توان م رساله این بارز نتایج از

ͬ توان م a ͬͺکم پارامتر ͷی به آنها تجهیز با که ریاضیات در جدید چندجمله ای هایی تولید . ١
کرد. بهتر را محاسبات نتایج

شد، مقایسه آنها با که روش هایی به نست را محاسباتͬ عملیات پیچیدگͬ و حجم روش این . ٢
است. داده نشان خود از عددی مسایل انواع حل در بالایی مانور قدرت و داده کاهش

جمله از بینهایت دامنه با مسایل حل برای آنها از استفاده و گویا a‐چندجمله ای های تولید . ٣
فالͺنر‐اسͺن. معادله

روش. پایداری اثبات و گویا و ساده a‐چندجمله ای های برای همͽرایی قضیه اثبات . ۴

همچنان مساله، داده های در اختلال ایجاد با بعدی دو و بعدی ͷی معکوس مسایل حل در . ۵
نشان مسایل این در را روش پایداری که آمدند بدست محسوس تغییر بدون حاصله نتایج

ͬ دهد. م

کسری مشتق که هستند توابعͬ a‐چندجمله ای ها کسری، مشتقات پیچیده ماهیت دلیل به . ۶
است. محاسبه قابل بیشتری سادگͬ و سرعت با آنها

نتایج در چشم گیری تفاوت آن، بهینه مقدار آوردن بدست سپس و a ͬͺکم پارامتر ایجاد با . ٧
شد. مشاهده آن قبل و بازآغازی مرحله

چندجمله ا ی ها، یعنͬ توابع ابتدایی ترین از ریاضͬ پیچیده معادلات حل برای رساله این در . ٨
آمد. بدست قابلیت ها بالاترین با نتایج بهترین

ارایه زیر صورت به پیشنهادات از برخͬ دارند زمینه این در کار به علاقه که دانشجویانͬ برای
ͬ شود: م

در چبیشف چندجمله ای های جای به دیͽر غیرمتعامد یا متعامد چندجمله ای های از استفاده . ١
نتایج. تحلیل و بررسͬ و a‐چندجمله ای ها
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و بهینه مقادیر آوردن بدست و a‐چندجمله ای ها فرمول در ͬͺکم پارامتر دو از استفاده . ٢
عددی. نتایج و خطا بررسͬ و فرمول در آنها دوباره جایͽزین

ͬ های ویژگ بررسͬ آمدند. بوجود ۴ مضارب اندیس با که متعامد a‐چندجمله ای های از استفاده . ٣
جدید. متعامد چندجمله ای ها روی بر متعامد چندجمله ای های

‐a ͷکم به انتگرو‐دیفرانسیل و انتگرالͬ معادلات کسری، مرتبه معکوس مسایل حل . ۴
موجود. روش های با مقایسه و تحلیل و بررسͬ و چندجمله ای ها

نوع چبیشف چندجمله ای های جای به چهارم و سوم نوع چبیشف چندجمله ای های از استفاده . ۵
a‐چندجمله ای ها. فرمول در دوم و اول

چندجمله ای ها. از غیر روش هایی در ͬͺکم پارامتر ایجاد . ۶

معادلات حل در آنها از استفاده و کسری مرتبه چبیشف چندجمله ای های ترکیب از استفاده . ٧
کسری. مرتبه معکوس مسایل و کسری مرتبه

آنها در چندجمله ای ها از که روش هایی و موجͷ ها روش در a‐چندجمله ای ها از استفاده . ٨
دیͽر. روش های با حاصله خطاهای و نتایج مقایسه و ͬ شود م استفاده

در آنها بͺارگیری و a‐چندجمله ای ها از استفاده با کسری و صحیح مشتقات گسسته سازی . ٩
مربوطه. مسایل حل
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Abstract
In this thesis, a novel type of polynomial is defined which is equipped with an

auxiliary parameter a. These polynomials are a combination of the Chebyshev poly-
nomials of the second kind. In this thesis, these polynomials have been used to solve
the general BBMB equation, Falkner-Skan equation, fractional differential equations
and inverse problems. The approximate solution of each equation is assumed as the
sum of these polynomials and then, with the help of the collocation points, the un-
known coefficients of each polynomial, as well as auxiliary parameter, are obtained
optimally. Now, by placing the optimal value of a in polynomials, the polynomials
are obtained without auxiliary parameter, which is the restarted step of the present
method. The time discretization is performed in partial differential equations by finite
difference method and in fractional partial differential equations by L1 method. In
the following, the convergence theorem and stability of the method is proved in this
thesis.
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