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کسری. حسابان

چͺیده
معادله�های حل برای مرزمنفرد روش به�نام مرزی، شبͺه بدون روش ͷی از رساله این در
را مͬ�باشد دیفرانسیل عملͽر اساسͬ جواب برپایه که روش این مͬ�شود. استفاده دیفرانسیل
غیرهمͽن، معادلات برای قرار�داد. استفاده مورد همͽن معادلات برای مستقیم به�طور مͬ�توان
یͷجوابخصوصͬ باداشتن مͬ�شود. کارگرفته به روشجوابخصوصͬ روشو این از ترکیبͬ
مرزی شرایط با همͽن معادله ͷی به را معادله مͬ�توان نمͬ�کند صدق مرزی شرایط در لزوما که
مͬ�آید. بدست شعاعͬ پایه توابع توسط خصوصͬ جواب مورد، این برای کرد. تبدیل تغییریافته
شده ارایه روش از مͬ�شود. حل مرزمنفرد روش به همͽن معادله جوابخصوصͬ، یافتن از پس
نتایج بر منطبق عددی نتایج مͬ�دهیم نشان و مͬ�کنیم استفاده معادله�ها عددی سازی شبیه برای
عنوان به دیͽری مختلف معادله�های و همͽن معادله عنوان به لاپلاس معادله مͬ�باشد. تحلیلͬ
شبه- معادله دوبعدی، تلͽراف معادله است. شده حل عددی بصورت غیرهمͽن معادله�های
بدست�آمده عددی جوابهای و شده�اند حل شده ارایه روش با بنجامین-بونا معادله و سهموی
و همͽرایͬ آنالیز معادلات این از برخͬ برای همچنین است. گردیده مقایسه روشها دیͽر با
معادله کسری، مشتق فضای روی شده ارایه روش سازی پیاده برای شده�است. بیان پایداری
با جوابها آنها، عددی حل از پس و گرفته�اند قرار بحث مورد کسری کابل معادله و کسری انتشار
پیشنهادهایͬ و نتیجه�گیری پایان، در است. شده مقایسه دیͽر روش�های جواب و تحلیلͬ جواب

است. شده ارایه





د



ଘم৤قدৎ،مభدرموروحما৮
ঙࢡඥرم

و
دනෆرمඇඐنا



චاری ণپاس໋�
او حͺمت انوار و است تابان روشن، روز چهره بر او قدرت آثار که را، خدای مر ستایش و سپاس
و گشود ما بر را علم درهای و شناساند ما به را خویشتن که آفریدگاری درخشان. تار، شب دل در
امید بیازماید. معرفت و علم طریق در را خویش ضعیف بنده بدان، تا فرمود عطا فرصتͬ و عمری

باشم. داشته را راه این ادامه ͬͽشایست که
آقای و عباس�بندی سعید دکتر آقای عزیزم، استادان راهنمایͬ�های با که طولانͬ راهͬ پیمودن از پس
سپاس ضمن بود، همراه شیوانیان دکترالیاس آقای مشاوره�های از بهره�مندی و رستمͬ داود دکتر

باشم. آنها محبت جوابͽوی ͷنزدی آینده در بتوانم امیدوارم عزیزان، این از فراوان
دکترمحمدرضا آقای یزدی، هادی�زاده محمود دکتر آقای از مͬ�دانم خود وظیفه� همچنین،
انجام�دادند، زیاد وقت صرف و دقت با را رساله این داوری که باری�ͷبین زهرا دکتر خانم و انصاری

نمایم. تشͺر
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 تعهدنامه اصالت اثر
 

 آنالیز عددیگرایش  ریاضی کاربردیدانش آموخته مقطع دکتری در رشته  محمد اصل فلاح اینجانب           

روش های بدون شبکه بر پایه جوابهای اساسی و از رساله ی خود تحت عنوان  1398آبان  25که در تاریخ  

 دفاع کرده ام، شرعا و قانونا متعهد می شوم: عالیی درجهبا کسب  کاربرد آنها در معادلات دیفرانسیل

مطالب مندرج در این رساله، حاصل تحقیق و مطالعه اینجانب بوده و در مواردی که از دستاوردهای علمی و  .1

پژوهشی دیگران اعم از رساله، کتاب، مقاله و غیره استفاده کرده ام، با رعایت کامل امانت ، مطابق مقررات، 

 به ارجاع در متن و ذکر آن در فهرست منابع و مآخذ نموده ام.اقدام 

تمامی یا بخشی ازاین رساله قبلا برای دریافت هیچ مدرک تحصیلی به سایر دانشگاه ها و موسسات آموزش  .2

 عالی ارائه نشده است.

اطلاعات پرهیز  مقالات مستخرج ازاین رساله کاملا حاصل کار اینجانب بوده و از هرگونه جعل داده و یا تغییر .3

 کرده ام.

درصد همپوشانی( به مجلات و یا  3از ارسال همزمان و یا تکراری مقالات مستخرج ازاین رساله )با بیش از  .4

 همایش های گوناگون خودداری نموده و می نمایم.

متعهد می کلیه حقوق مادی و معنوی حاصل از این رساله متعلق به دانشگاه بین المللی امام خمینی )ره( بوده و  .5

شوم هرگونه بهره مندی ویا نشر دستاوردهای حاصل از این تحقیق اعم از چاپ کتاب، مقاله، ثبت اختراع و 

 غیره ) چه در زمان دانشجویی و یا بعد از فراغت از تحصیل( با کسب اجازه از استاد )استادان( راهنما باشد.

( مدرک تحصیلی صادر شده توسط دانشگاه درصورت اثبات تخلف و نقض موارد پنجگانه فوق )درهر زمان .6

 بین المللی امام خمینی)ره( از درجه اعتبار ساقط و اینجانب هیچگونه ادعایی نخواهم داشت.

 

  محمد اصل فلاح

 امضاء  

ح
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 سوگندنامه دانش آموختگان دکتری دانشگاه بین المللی امام خمینی)ره(
 

 به نام خدا

جه خذ درسپاس ایزد منان را که مرا مشمول الطاف خویش نمود که با طی مراحل تحصیل موفق به ا

انت نب به اماینجا نزدو دکتری شوم. به شکرانه این نعمت بزرگ الهی که با امکانات این مرز و بوم، فراهم 

 : نم کهکیاد می گذاشته شده است، در پیشگاه ملت ایران به کتاب آسمانی خود، قرآن کریم، سوگند 

  داشته و دم برقدر سراسر زندگی حرفه ای، در راه اعتلای کشور ایران و جامعه بشری به نحو احسن

 دراین راه از هیچ تلاشی دریغ ننمایم.

 ه و از داشت در تمام فعالیت های تخصصی، رضای خدا را همراه با صداقت علمی و اجتماعی در نظر

ع ، منافرفع مشکلات جامعه استفاده کنم و در همه ی امورموقعیت های به دست آمده در جهت 

 کشور را بر منافع فردی مقدم بدارم.

 ن ر حد تواده ای همواره علم و دانش خود را به روز نگاه داشته و در ایفای مسئولیت و تعهدات حرف

 سعی و تلاش خود را به کار گیرم.

 ی از او م وتارم فاد این سوگندنامه را خواسو اینک از خداوند علیم توفیق بندگی و پای بندی به م

 خواهم که مرا در ایفای رسالت علمی و انسانی خویش موفق بدارد.

 

 

 محمد اصل فلاح

 امضاء   

 

ط
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چൊیده
دیفرانسیل معادله�های حل برای مرزمنفرد روش به�نام مرزی، شبͺه بدون روش ͷی از رساله این در
به�طور مͬ�توان را مͬ�باشد دیفرانسیل عملͽر اساسͬ جواب برپایه که روش این مͬ�شود. استفاده
و روش این از ترکیبͬ غیرهمͽن، معادلات برای قرار�داد. استفاده مورد همͽن معادلات برای مستقیم
مرزی شرایط در لزوما که یͷجوابخصوصͬ باداشتن مͬ�شود. کارگرفته به روشجوابخصوصͬ
برای کرد. تبدیل تغییریافته مرزی شرایط با همͽن معادله ͷی به را معادله مͬ�توان نمͬ�کند صدق
خصوصͬ، جواب یافتن از پس مͬ�آید. بدست شعاعͬ پایه توابع توسط خصوصͬ جواب مورد، این
معادله�ها عددی سازی شبیه برای شده ارایه روش از مͬ�شود. حل مرزمنفرد روش به همͽن معادله
به لاپلاس معادله مͬ�باشد. تحلیلͬ نتایج بر منطبق عددی نتایج مͬ�دهیم نشان و مͬ�کنیم استفاده
عددی بصورت غیرهمͽن معادله�های عنوان به دیͽری مختلف معادله�های و همͽن معادله عنوان
ارایه روش با بنجامین-بونا معادله و شبه-سهموی معادله دوبعدی، تلͽراف معادله است. شده حل
برای همچنین است. گردیده مقایسه روشها دیͽر با بدست�آمده عددی جوابهای و شده�اند حل شده
شده ارایه روش سازی پیاده برای شده�است. بیان پایداری و همͽرایͬ آنالیز معادلات این از برخͬ
و گرفته�اند قرار بحث مورد کسری کابل معادله و کسری انتشار معادله کسری، مشتق فضای روی
در است. شده مقایسه دیͽر روش�های جواب و تحلیلͬ جواب با جوابها آنها، عددی حل از پس

است. شده ارایه پیشنهادهایͬ و نتیجه�گیری پایان،
شعاعͬ، پایه�ای توابع روشجوابخصوصͬ، اساسͬ، جواب روشمرز�منفرد، کلیدی: کلمه�های

کسری حسابان

یآ



مطالب فهرست

یه� تصاویر لیست

یح جداول لیست

۴ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش�نیازها ١.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس تبدیل ١.١.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس وارون تبدیل ٢.١.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تلفیق ٣.١.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فوریه تبدیل�های ۴.١.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هویساید تابع ۵.١.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیراک دلتای تابع ۶.١.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرین تابع ٧.١.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اساسͬ جواب ٨.١.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس عملͽر اساسͬ جواب ٩.١.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . پرکاربرد عملͽرهای برخͬ اساسͬ جواب ١٠.١.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بدون�شبͺه روش�های ٢.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . بدون�شبͺه روش�های اصلͬ گام سه ١.٢.١
١٣ . . . . . . . . . محلͬ) هم (روش سراسری بدون�شبͺه�ای روش�های ٢.٢.١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بدون�شبͺه روش�های سازی پیاده ٣.٢.١
١۴ . . . . . . . . . . شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ بدون�شبͺه روش�های ۴.٢.١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شعاعͬ پایه توابع ۵.٢.١
١٧ . . . . . . . . مثبت معین شعاعͬ پایه�ای توابع از استفاده با درونیابͬ ۶.٢.١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانسا روش ٧.٢.١

٢٠ اساسͬ جواب�های بر مبتنͬ روش�های بر مروری ٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢

یب
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٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عناصر�مرزی روش ٢.٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اساسͬ جواب روش ٣.٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرز�منفرد روش ۴.٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرز�منفرد روش مزیت�های ١.۴.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرز�منفرد روش سازی پیاده ٢.۴.٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهبودیافته مرز�منفرد روش ٣.۴.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . خصوصͬ جواب روش و مرز�منفرد روش ترکیب ۵.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خصوصͬ جواب روش ١.۵.٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . تغییریافته هلم�هلتز معادله خصوصͬ جواب ٢.۵.٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتظار مورد نتایج و اهداف ۶.٢

٣١ لاپلاس معادله حل برای منفرد مرز روش ٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
٣١ . . . . . . . . . . دوبعدی لاپلاس معادله برای منفرد مرز روش سازی پیاده ٢.٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال�های ٣.٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۴.٣

٣٨ بعدی دو تلͽراف معادله حل برای منفرد مرز روش ۴
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانͬ گسسته�سازی ٢.۴
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال�های ٣.۴
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۴.۴

۴۵ شبه�سهموی معادله برای منفرد مرز روش ۵
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۵
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانͬ گسسته�سازی و روش سازی پیاده ٢.۵
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همͽرایͬ و پایداری آنالیز ٣.۵
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال�های ۴.۵
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۵.۵

۵٧ بونا�ماهونͬ�برگرز �بنجامین کلͬ معادله حل برای مرزمنفرد روش ۶
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۶
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانͬ سازی گسسته و روش سازی پیاده ٢.۶
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همͽرایͬ و پایداری آنالیز ٣.۶
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال�های ۴.۶
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۵.۶

یج
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٧۴ کسری انتشار معادله برای مرزمنفرد روش ٧
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٧
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش سازی پیاده و زمانͬ گسسته�سازی ٢.٧
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همͽرایͬ و پایداری آنالیز ٣.٧
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشͽو-اصلاحͽر الͽوریتم ١.٣.٧
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال�های ۴.٧
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۵.٧

٩٠ کسری کابل معادله برای منفرد مرز روش ٨
٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٨
٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمان-لیوویل کسری مشتق ٢.٨
٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش سازی پیاده و زمانͬ گسسته�سازی ٣.٨
٩٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال�های ۴.٨
٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۵.٨

١٠٠ پیشنهاد�ها و نتیجه�گیری ٩

١٠٢ مراجع

١٠٩ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

١١١ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

ید



تصاویر لیست

١٢ . . . . . . . . . . . بعدی. وسه بعدی دو دامنه�های در شده تولید یͺنواخت نقاط ١.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوبعدی. مربعͬ دامنه در هالتون نقاط توزیع ٢.١
١۵ . . . . . . (RBF,FEM,FDM) مختلف روش�های در دامنه گسسته�سازی مقایسه ٣.١

دامنه با مساله و برونͬ(راست) دامنه با مساله برای MFS روش در دامنه و نقاط ١.٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درونͬ(چپ).

دامنه با مساله و برونͬ(راست) دامنه با مساله برای SBM روش در دامنه و نقاط ٢.٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درونͬ(چپ).

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . زمان به وابسته دوبعدی مساله ͷی در منبع نقاط ٣.٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . بعدی دو فضای در sj منبع نقطه شامل کمان شͺل ۴.٢

٣٣ . . . . .١.٣.٣ مثال برای نقطه ١٠٢۴ با عددی(چپ) جواب و دامنه(راست) شͺل ١.٣
مثال برای نقطه ١٠٢۴ با عددی جواب کانتور نمودار و مطلق(راست) خطای نمودار ٢.٣

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١.٣.٣
٣۵ . . . . .٢.٣.٣ مثال برای نقطه ١٠٢۴ با عددی(چپ) جواب و دامنه(راست) شͺل ٣.٣

مثال برای نقطه ١٠٢۴ با عددی جواب کانتور نمودار و مطلق(راست) خطای نمودار ۴.٣
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢.٣.٣
٣۶ . . . . .٣.٣.٣ مثال برای نقطه ١٠٢۴ با عددی(چپ) جواب و دامنه(راست) شͺل ۵.٣

مثال برای نقطه ١٠٢۴ با عددی جواب کانتور نمودار و مطلق(راست) خطای نمودار ۶.٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٣.٣.٣

۴١ . .١.٣.۴ مثال برای نقطه ١٠٢۴ با عددی(چپ) جواب نمودار و دامنه(راست) شͺل ١.۴
برای نقطه ٢٠۴٨ برای مطلق(چپ) خطای کانتور نمودار و مطلق(راست) خطای نمودار ٢.۴

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١.٣.۴ مثال

برای نقطه ١٠٢۴ با مطلق(چپ) خطای کانتور نمودار و عددی(راست) جواب نمودار ٣.۴
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢.٣.۴ مثال

یه�
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برای نقطه ١٠٢۴ با مطلق(چپ) خطای کانتور نمودار و عددی(راست) جواب نمودار ۴.۴
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٣.٣.۴ مثال

N = 441 و δt = 0.001 با ε∞(u)(چپ) خطای نمودار و عددی(راست) جواب نمودار ١.۵
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١.۴.۵ مثال برای T=١ زمان در

N = 441 با SMRPI روش با (چپ) εR(u) خطای و (راست) ε∞(u) خطای مقایسه ٢.۵
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.۴.۵ مثال برای t زمان در δt = 0.001 و

۵٢ ١.۴.۵ مثال برای δt = 0.005 و N = 441 با عددی(چپ) جواب و دامنه(راست) شͺل ٣.۵
زمان در δt = 0.01 و N = 441 با کانتور(چپ) نمودار و مطلق(راست) خطای نمودار ۴.۵

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.۴.۵ مثال برای T = 1

۵۴ ٣.۴.۵ مثال برای δt = 0.005 و N = 441 با عددی(چپ) جواب و دامنه(راست) شͺل ۵.۵
زمان در δt = 0.01 و N = 441 با کانتور(چپ) نمودار و مطلق(راست) خطای نمودار ۶.۵

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۵ مثال برای T = 1

۵۵ ۴.۴.۵ مثال برای δt = 0.005 و N = 441 با عددی(چپ) جواب و دامنه(راست) شͺل ٧.۵
زمان در δt = 0.01 و N = 441 با کانتور(چپ) نمودار و مطلق(راست) خطای نمودار ٨.۵

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۵ مثال برای T = 1

۶٩ . ١.۴.۶ مثال برای δt = 1/1024 ، N = 256 با T = 1 زمان در ε∞(u) خطای نمودار ١.۶
در تحلیلͬ(چپ) جواب و δt = 1/1024 و N = 256 با عددی(راست) جواب نمودار ٢.۶

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.۴.۶ مثال برای T = 1 زمان

٧٠ . . ٢.۴.۶ مثال برای T = 1 زمان در δt = 0.001 و N = 225 با ε∞(u) خطای نمودار ٣.۶
در تحلیلͬ(چپ) جواب و δt = 0.001 و N = 225 با عددی(راست) جواب نمودار ۴.۶

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.۴.۶ مثال برای T = 1 زمان

زمان در خطا(چپ) نمودار و δt = 0.001 و N = 400 با عددی(راست) جواب نمودار ۵.۶
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.۶ مثال برای T = 1

خطا(چپ) کانتور نمودار و δt = 0.001 و N = 400 با عددی(راست) جواب نمودار ۶.۶
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.۶ مثال برای T = 1 زمان در

τ = 1/1024, N = 256 و (µ, ν) = (0.25, 0.45) با T = 1 زمان در ε∞(u) خطای نمودار ١.٧
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.۴.٧ مثال برای

و N = 256 و (µ, ν) = (0.25, 0.45) ،τ = 1/1024 با عددی(راست) جواب نمودار ٢.٧
٨٣ . . . . . . . . . . . ١.۴.٧ مثال برای T = 1 زمان در تحلیلͬ(چپ) جواب نمودار

τ = 0.01, N = 900 و (µ, ν) = (0.65, 0.35) با T = 1 زمان در ε∞(u) خطای نمودار ٣.٧
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.۴.٧ مثال برای

یو
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نمودار و N = 900 و (µ, ν) = (0.65, 0.35) ،τ = 0.01 با عددی(راست) جواب نمودار ۴.٧
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . ٢.۴.٧ مثال برای T = 1 زمان در تحلیلͬ(چپ) جواب

و (µ, ν) = (0.45, 0.75) با خطا(چپ) کانتور نمودار و عددی(راست) جواب نمودار ۵.٧
٨٧ . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.٧ مثال برای T = 1 زمان در τ = 0.01, N = 949

و (µ, ν) = (0.15, 0.95) با خطا(چپ) کانتور نمودار و عددی(راست) جواب نمودار ۶.٧
٨٧ . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.٧ مثال برای T = 1 زمان در τ = 0.01, N = 949

و (µ, ν) = (0.25, 0.75) با خطا(چپ) کانتور نمودار و عددی(راست) جواب نمودار ٧.٧
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.٧ مثال برای T = 1 زمان در τ = 0.01, N = 418

و (µ, ν) = (0.45, 0.45) با خطا(چپ) کانتور نمودار و عددی(راست) جواب نمودار ٨.٧
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.٧ مثال برای T = 1 زمان در τ = 0.01, N = 418

جواب نمودار و N = 289 و (α, β) = (0.1, 0.3) ،τ = 1/1024 با ε∞(u) خطای نمودار ١.٨
٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.۴.٨ مثال برای T = 1 زمان در تحلیلͬ(چپ)

نمودار و N = 289 و (α, β) = (0.1, 0.3) ،τ = 1/1024 با عددی(راست) جواب نمودار ٢.٨
٩۴ . . . . . . . . . . . . . . ١.۴.٨ مثال برای T = 1 زمان در تحلیلͬ(چپ) جواب

جواب نمودار و N = 289 و (α, β) = (0.1, 0.5) ،τ = 1/1024 با ε∞(u) خطای نمودار ٣.٨
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.۴.٨ مثال برای T = 1 زمان در تحلیلͬ(چپ)

نمودار و N = 289 و (α, β) = (0.1, 0.5) ،τ = 1/1024 با عددی(راست) جواب نمودار ۴.٨
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . ٢.۴.٨ مثال برای T = 1 زمان در تحلیلͬ(چپ) جواب

و N = 484 ،τ = 0.01 با خطا(چپ) کانتور نمودار و عددی(راست) جواب نمودار ۵.٨
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.٨ مثال برای T = 1 زمان در (α, β) = (0.35, 0.65)

و N = 484 ،τ = 0.01 با خطا(چپ) کانتور نمودار و عددی(راست) جواب نمودار ۶.٨
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.٨ مثال برای T = 1 زمان در (α, β) = (0.15, 0.55)

و N = 418 ،τ = 0.01 با خطا(چپ) کانتور نمودار و عددی(راست) جواب نمودار ٧.٨
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.٨ مثال برای T = 1 زمان در (α, β) = (0.1, 0.5)

و N = 418 ،τ = 0.01 با خطا(چپ) کانتور نمودار و عددی(راست) جواب نمودار ٨.٨
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.٨ مثال برای T = 1 زمان در (α, β) = (0.4, 0.8)

یز



جداول لیست

١٠ . . بعدی سه و دوبعدی فضاهای در پرکاربرد عملͽرهای برخͬ اساسͬ جواب ١.١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شعاعͬ پایه�ای توابع ٢.١

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.٣.٣ مثال برای نقاط تعداد افزایش با خطاها ١.٣
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٣.٣ مثال برای نقاط تعداد افزایش با خطاها ٢.٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٣.٣ مثال برای نقاط تعداد افزایش با خطاها ٣.٣

۴٠ . ١.٣.۴ مثال برای τ = 0.001 ثابت مقدار و نقاط افزایش با εR(u) و ε∞(u) خطاهای ١.۴
۴١ . ١.٣.۴ مثال برای t زمان در τ مقادیر و نقطه N = 2048 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای ٢.۴
۴٢ . ٢.٣.۴ مثال برای t زمان در τ مقادیر و نقطه N = 1024 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای ٣.۴
۴۴ . ٣.٣.۴ مثال برای t زمان در τ مقادیر و نقطه N = 1024 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای ۴.۴

روش با مقایسه و t زمان در δt = 0.001 و N = 441 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای ١.۵
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.۴.۵ مثال برای SMRPI

۵٢ . . . . ٢.۴.۵ مثال برای t زمان در δt مقادیر و N = 441 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای ٢.۵
۵٣ . . . . ٣.۴.۵ مثال برای t زمان در δt مقادیر و N = 441 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای ٣.۵
۵۵ . . . . ۴.۴.۵ مثال برای t زمان در δt مقادیر و N = 441 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای ۴.۵

۶٨ . . . ١.۴.۶ مثال برای t زمان در δt مقادیر و N = 256 با RMS و ε∞(u) خطاهای ١.۶
۶٨ . . . . . . . . . . ١.۴.۶ مثال برای روش�ها دیͽر با حاضر روش خطاهای مقایسه ٢.۶
۶٨ . . . ١.۴.۶ مثال برای T = 1 زمان در δt مقادیر و N = 256 با همͽرایͬ مرتبه و خطا ٣.۶
٧٠ . . . ٢.۴.۶ مثال برای t زمان در δt مقادیر و N = 225 با RMS و ε∞(u) خطاهای ۴.۶
٧١ . . . ٣.۴.۶ مثال برای t زمان در δt مقادیر و N = 400 با RMS و ε∞(u) خطاهای ۵.۶
٧٢ . . . ۴.۴.۶ مثال برای t زمان در δt مقادیر و N = 400 با RMS و ε∞(u) خطاهای ۶.۶

برای t زمان در (µ, ν) مقادیر و N = 256, τ = 1/1024 با RMS و ε∞(u) خطاهای ١.٧
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.۴.٧ مثال
٨٣ . . . . . . . . . . . ١.۴.٧ مثال برای روش�ها دیͽر با روش ε∞(u) خطای مقایسه ٢.٧

یح



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

برای t زمان در (µ, ν) مقادیر و N = 30 × 30, τ = 0.01 با RMS و ε∞(u) خطاهای ٣.٧
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.۴.٧ مثال

مثال برای t زمان در (µ, ν) مقادیر و N = 949, τ = 0.01 با RMS و ε∞(u) خطاهای ۴.٧
٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.٧

مثال برای t زمان در (µ, ν) مقادیر و N = 418, τ = 0.01 با RMS و ε∞(u) خطاهای ۵.٧
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.٧

برای t زمان در (α, β) مقادیر و N = 289, τ = 1/1024 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای ١.٨
٩٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.۴.٨ مثال
٩۴ . . . . . . . . . . . ١.۴.٨ مثال برای روش�ها دیͽر با روش ε∞(u) خطای مقایسه ٢.٨

برای t زمان در (α, β) مقادیر و N = 289, τ = 1/1024 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای ٣.٨
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.۴.٨ مثال

مثال برای t زمان در (α, β) مقادیر و N = 484, τ = 0.01 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای ۴.٨
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۴.٨

مثال برای t زمان در (α, β) مقادیر و N = 418, τ = 0.01 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای ۵.٨
٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.۴.٨

١



پیشͽفتار

کاربردهای از مͬ�باشند. طبیعͬ پدیده�های مدل�سازی برای ابزارها مهمترین از ͬͺی معادلاتدیفرانسیل
دهنده�های شتاب سیالات، حرکت همچون گوناگونͬ زمینه�های به مͬ�توان دیفرانسیل معادلات مدرن
از کرد. اشاره مولͺولͬ ͷدینامی و برق شبͺه�های جمعیتͬ، الͽو�های سیالات، ͷانیͺم ذرات،
و مͬ�شود ریاضͬ مختلف زمینه�های از بسیاری شامل دیفرانسیل معادلات نظریه ریاضͬ، دیدگاه
کنند. مͬ ایفا گروه�ها نظریه و خطͬ جبر تابعͬ، آنالیز در اساسͬ نقش نظریه این از برخواسته مسایل
معادلات جواب کردن پیدا برای زیادی ͷکلاسی تͺنی�ͷهای و روش�ها موضوع، همین خاطر به
دیفرانسیل معادلات حل برای جدید ابزارهای بردن کار به طرفͬ از اند. کرده پیدا توسعه دیفرانسیل
گرفته نظر در معادلات از خیلͬ برای اما باشد. مͬ دانان ͷفیزی و دانان ریاضͬ علاقه مورد موضوع
ندارد. وجود کند، بیان مقدماتͬ توابع صورت به را ها آن جواب که شده�ای شناخته حل راه شده
دیفرانسیل معادلات اینͽونه رفتار تا کنند ͷکم توانند مͬ کامپیوتر ͷکم به عددی تقریب�های فقط
همه�ی که اند شده پیشنهاد ماموریت این برای گوناگونͬ عددی روش�های گذشته در شود. فهمیده

کنند. ایجاد تفاضلͬ معادلات تا کنند مͬ گسسته را دیفرانسیل معادلات دستͽاه روش�ها این

معادله�های حل برای منفرد مرز روش نام به مرزی، شبͺه بدون روش ͷی از رساله این در
به�طور را باشد مͬ دیفرانسیل عملͽر اساسͬ جواب برپایه که روش این مͬ�شود. استفاده دیفرانسیل
از ترکیبͬ غیرهمͽن، معادلات برای قرار�داد. استفاده مورد همͽن معادلات برای مͬ�توان مستقیم
لزوما که خصوصͬ جواب ͷی داشتن با شود. مͬ گرفته کار به خصوصͬ جواب روش و روش این
تغییریافته مرزی شرایط با همͽن معادله ͷی به را معادله مͬ�توان نمͬ�کند صدق مرزی شرایط در
یافتن از پس آید. مͬ به�دست شعاعͬ پایه توابع توسط خصوصͬ جواب مورد، این برای کرد. تبدیل

شود. مͬ حل منفرد مرز روش به همͽن معادله خصوصͬ، جواب

آورده نیاز مورد مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف اول فصل در باشد. مͬ فصل نه شامل رساله این
در است. شده ارایه اساسͬ جواب�های بر مبتنͬ روش�های بر مروری دوم فصل در است. شده
ترکیب چهارم فصل در است. شده کارگرفته به لاپلاس معادله برای منفرد مرز روش سوم فصل
معادله پنجم فصل در دوبعدی، تلͽراف معادله حل برای خصوصͬ جواب روش و منفرد مرز روش
هفتم فصل در بنجامین-بونا-ماهونͬ-برگرز، کلͬ معادله ششم فصل در (سوبولف)، شبه-سهموی
کسری کابل معادله حل برای شده ارایه روش هشتم فصل در کسری، ناهمͽون انتشار کلͬ معادله
و نتیجه�گیری نهم، فصل در نهایت در است. شده استفاده ریمان-لیوویل کسری مشتق حالت در

٢
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١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

ذکر به لازم شده�است. ارایه بعدی فصل�های برای نیاز مورد اولیه مفاهیم و تعاریف فصل این در
شده�است. صرف�نظر مقدماتͬ ریاضیات مفاهیم و تعاریف برخͬ بیان از که است

پیش�نیازها ١.١

لاپلاس تبدیل ١.١.١

لاپلاس تبدیل است. لاپلاس١ تبدیل از استفاده دیفرانسیل معادلات حل برای متداول روش ͷی
کنیم. اجتناب دیفرانسیل مختلف مراتب با معادلاتͬ با کارکردن از که مͬ�دهد ما به را امͺان این

تبدیل .١.١.١ تعریف

T{f(x)} =

∫ b

a
k(s, x)f(x)dx,

است. T تبدیل هسته k(s, x) و مͬ�نامند انتͽرالͬ تبدیل را

صورت این در b = ∞ و a = 0 و k(s, x) = e−sx باشیم داشته انتͽرالͬ تبدیل در اگر تعریف٢.١.١.
بنابراین گویند. f(x) لاپلاس تبدیل را آن و مͬ�شود داده نشان L{f(x)} نماد با انتͽرالͬ تبدیل

L{f(x)} = F (s) =

∫ ∞

0
e−sxf(x)dx,

که sهایͬ یعنͬ باشد، همͽرا فوق انتͽرال آنها ازای به که است sهایͬ مجموعه F تعریف حوزه و
حد

lim
b→∞

∫ b

0
e−sxf(x)dx,

باشد. موجود
١Laplace Transform

۴
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: لاپلاس تبدیل مهم ویژگیهای از برخͬ : ۵.٢.١ نͺته
آنͽاه: باشند دلخواه ثابت�های c2 و c1 اگر خطͬ: خاصیت الف)

L{c1f1(x) + c2f2(x)} = c1L{f1(x)}+ c2L{f2(x)},

آنͽاه: L{f(x)} = F (s) اگر ب)
L{f ′(x)} = sF (s)− f(0),

نوشت: مͬ�توان کلͬ حالت در و
L{f (n)(x)} = snF (s)− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− ...− sf (n−2)(0)− fn−1(0).

لاپلاس وارون تبدیل ٢.١.١

وارون را f(x) درضمن L{f(x)} = F (s) نویسیم: مͬ باشد، f(x) تابع لاپلاس تبدیل F (s) اگر
L−1 عملͽر آن در که مͬ�دهند نشان L−1{F (s)} = f(x) صورت به را آن و گویند F (s) لاپلاس

مͬ�شود: تعریف زیر انتͽرال وسیله به و است لاپلاس تبدیل وارون
f(x) = L−1{F (s)}(x) =

∫
Γ
esxF (s)ds.

بنابراین L{1} =
1

s
مͬ�دانیم مثال عنوان به . c = Re(s)و c+ i∞ تا c− i∞ از مستقیم خط ͷی Γکه

است. L−1{1
s
} = 1

تلفیق ٣.١.١

به و مͬ�کند، عمل g و f تابع دو روی بر که است ریاضͬ عملͽر ͷی ،٢ تلفیق .٣.١.١ تعریف
آن�ها از ͬͺی که تابع دو حاصلضرب انتͽرال صورت به تعریف این مͬ�شود. نوشته f ∗ g صورت
مͬ�شود. تعریف مͬ�گردد، جابه�جا ͬͺی آن روی و شده برعͺس مختصات عمودی محور به نسبت

دارد. نیز جابجایͬ خاصیت که است انتͽرالͬ تبدیل از خاص نوع ͷی تلفیق تعریف، این با

(f ∗ g)(t) =
∫ +∞

−∞
f(τ) g(t− τ)dτ =

∫ +∞

−∞
f(t− τ) g(τ)dτ

فوریه تبدیل�های ۴.١.١

تبدیل باشد، t ∈ (−∞,∞) حقیقͬ متغیر از پیوسته تابع ͷی f(t) که کنید فرض .۴.١.١ تعریف
مͬ�شود: تعریف زیر صورت به f(t) ٣ فوریه

F{f(t)}(w) = F (w) =

∫ ∞

−∞
e−iwtf(t)dt.

فوریه تبدیل باشد. معلوم توابع فضای ͷی در معلوم تابع f(t) که کنید فرض .۵.١.١ تعریف
مͬ�شود: تعریف زیر صورت به معͺوس

F−1{F (w)} = f(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiwtF (w)dw.

٢Convolution
٣Fourier transform

۵
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مͬ�شود تعریف f ∗g بوسیله g و f فوریه تلفیق باشند، تابع دو g و f که کنید فرض .۶.١.١ تعریف
که:

(f ∗ g)(t) =
∫ ∞

−∞
f(t− u)g(u)du =

∫ ∞

−∞
f(u)g(t− u)du, t ∈ R

از: است عبارت f ∗ g تابع برای فوریه تبدیل و
F{(f ∗ g)}(w) = F{f(t)}F{g(t)} = F (w)G(w).

هویساید تابع ۵.١.١

مͬ�شود: تعریف زیر بصورت ۴ هویساید پله�ای تابع .٧.١.١ تعریف

H(x− s) =

0, x < s,

1, x ≥ s,
(١.١)

تابع گرفتن درنظر با که

h(x− s) =


0, x < s,
x− s

∆s
, s ≤ x < s+∆s,

1, x ≥ s+∆s,

(٢.١)

شود: تعریف ∆s→ 0 که وقتͬ بالا تابع حد بصورت مͬ�تواند
lim

∆s→0
h(x− s) = H(x− s). (٣.١)

دیراک دلتای تابع ۶.١.١

است: زیر بصورت تابعͬ ۵ دیراک دلتای تابع .٨.١.١ تعریف

δ(x− s) =

0, x ̸= s,

∞, x = s,
(۴.١)

یعنͬ: ∆s→ 0 که وقتͬ برای است هویساید تابع مشتق که

h′(x− s) =


0, x < s,
1

∆s
, s ≤ x < s+∆s,

0, x ≥ s+∆s,

(۵.١)

و
lim

∆s→0
h′(x− s) = δ(x− s). (۶.١)

دیراک: دلتای تابع کردن غربال ویژگͬ .٩.١.١ ملاحظه
f(s) برابر x = s نقطه در دیراک دلتای تابع در f دلخواه پیوسته تابع هر حاصلضرب انتͽرال

یعنͬ: ∫مͬ�باشد. +∞

−∞
f(x) δ(x− s) dx = f(s),

۴Heaviside function
۵Dirac delta function

۶
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داریم: f(x) = 1 برای بویژه ∫و +∞

−∞
δ(x− s) dx = 1,

گرین تابع ٧.١.١

مرزی شرایط برحسب L خطͬ عملͽر به مربوط ،جواب G(t, s) ۶ گرین تابع .١٠.١.١ تعریف
که: است B ,L{G(tهمͽن s)} = −δ(t− s), t ∈ Ω ⊆ Rn,

B{G(t, s)} = 0, t ∈ ∂Ω,
(٧.١)

معادله مͬ�شود. حاصل دیراک دلتای تابع آن، روی L کردن اثر با که است تابعͬ G عبارتͬ، به
کرد: بازنویسͬ زیر صورت به مͬ�توان را Ly = g دیفرانسیل

Ly(t) = g(t),

Ly(t) =
∫
δ(t− s)g(s)ds,

Ly(t) = −
∫

LG(t− s)g(s)ds,

Ly(t) = −L
∫
G(t− s)g(s)ds,

y(t) = −
∫
G(t− s)g(s)ds,

مͬ�کند. ایفا Ly = g معادله حل در را انتͽرال هسته نقش گرین، تابع حقیقت در

غیرهمͽن: خطͬ دیفرانسیل معادلات در گرین تابع .١١.١.١ ملاحظه
است: زیر به�صورت اول مرتبه غیرهمͽن دیفرانسیل معادله ͷی
dy

dt
= f(t)y(t) + g(t),

کرد: حل زیر صورت� به ،y(t0) = 0 اولیه شرط از استفاده با مͬ�توان را فوق معادله
d

dt

(
y(t)e

∫ t
t0

−f
)
=
dy

dt
e
∫ t
t0

−f
y(t)f(t)e

∫ t
t0

−f
,

d

dt

(
y(t)e

∫ t
t0

−f
)
= g(t)e

∫ t
t0

−f
,

y(t)e
∫ t
t0

−f
=

∫ t

t0

g(ξ)e
∫ ξ
t0

−f
dξ,

y(t) =

∫ t

t0

g(ξ)e
∫ t
t0

f−
∫ ξ
t0

f
dξ,

y(t) =

∫ t

t0

g(ξ)e
∫ t
ξ fdξ,

۶Green Function

٧
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مͬ�کند: صدق زیر رابطه در خطͬ غیرهمͽن دیفرانسیل معادله ͷی به مربوط گرین تابع
d

dt
G(t, s)− f(t)G(t, s) = δ(t− s),

به�دست زیر به�صورت t0 < s < t بازه در مͬ�توان را G(t, s) تابع آمده، به�دست جواب به توجه با
آورد:

G(t, s) =

∫ t

t0

δ(ξ − s)e
∫ t
ξ fdξ,

درنتیجه: و
G(t, s) = e

∫ t
s f .

اساسͬ جواب ٨.١.١

جواب را F دراینصورت باشد، دیفرانسیلͬ عملͽر معادله ͷی L کنید فرض .١٢.١.١ تعریف
غیرهمͽن عملͽری معادله اساس٧ͬ

L{F (t− s)} = −δ(t− s), (٨.١)

مͬ�باشد. دیراک دلتای تابع δ آن در که مͬ�گویند
مساله اصلͬ معادله نظر مورد جواب مͬ�توان دیفرانسیل، عملͽر ͷی اساسͬ جواب یافتن از پس
جواب تعیین برای مͬ�توان لاپلاس تبدیل روش و فوریه تبدیل روش (از آورد. به�دست تلفیق با را

کرد.) استفاده عملͽر ͷی اساسͬ

آن، در که بͽیرید نظر در را Lf = sin(x) دیفرانسیل معادله .١٣.١.١ مثال
L =

d2

dx2
, (٩.١)

حل یعنͬ LF = −δ(x) حل با اساسͬ جواب�های
d2

dx2
F (x) = −δ(x), (١٠.١)

داریم: هویساید تابع برای چون ازطرفͬ آیند. مͬ به�دست
d

dx
H(x) = δ(x), (١١.١)

نتیجه در
d

dx
F (x) = −H(x) + C1, (١٢.١)

داریم: دوباره انتͽرالͽیری با است. انتͽرالͽیری ثابت C1 اینجا در که
F (x) = −xH(x) + C1x+ C2, (١٣.١)

داریم: C2 = 0 و C1 =
1

2
ثابت�های گرفتن نظر در با که

F (x) = −xH(x) +
1

2
x =

1

2
|x|, (١۴.١)

جواب تلفیق اعمال با f ′′(x) = sin(x), یعنͬ مثال این اصلͬ دیفرانسیل معادله به توجه با حال
داریم: معادله راست سمت به اساسͬ

f(x) =

∫ ∞

−∞

1

2
|x− y| sin(y)dy, (١۵.١)

٧Fundamental solution

٨
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لاپلاس عملͽر اساسͬ جواب ٩.١.١

لاپلاس معادله برای
∆u(x) = 0, x ∈ Rn, (١۶.١)

که r حسب بر Fͬشعاع تابع درنظرگرفتن با

r = |x| =
(

n∑
i=1

x2i

)1/2

=
√
x21 + x22 + . . .+ x2n

بطوریͺه: است لاپلاس معادله جواب عنوان به u تابع یافتن هدف
u(x) = F (r)

مͬ�گردند: حاصل زیر روابط بالا، مفروضات به توجه با
∂r

∂xi
=

1

2

(
x21 + x22 + . . .+ x2n

)−1/2
2xi =

xi
r
,

و
uxi = F ′(r)

xi
r
,

و
uxixi = F ′′(r)

x2i
r2

+ F ′(r)

(
1

r
− x2i
r3

)
,

نتیجه: در
∆u = F ′′(r) +

n− 1

r
F ′(r),

داشت: خواهیم لاپلاس معادله گرفتن درنظر با که
F ′′(r) +

n− 1

r
F ′(r) = 0,

مͬ�آید: به�دست مجهول تابع بالا، دیفرانسیل معادله حل با که

F (r) =

{
b ln r + c, n = 2,

b
rn−2 + c, n ≥ 3,

مͬ�شود: نتیجه بالا رابطه�های از n = 2 یعنͬ دوبعدی درحالت هستند. ثابت c و b که
F ′′(r) +

1

r
F ′(r) = 0,

که:
F ′′(r)

F ′(r)
= −1

r
,

داشت: خواهیم انتͽرال�گیری با که
lnF ′(r) = − ln r + c0,

و
F ′(r) =

c1
r
,

٩



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

درنتیجه:
F (r) = c1 ln r + c2,

خواهیم دیورژانس قضیه استفاده با c1 یافتن برای درنظرمͬ�گیریم، صفر و است اختیاری c2 ثابت که
∫داشت:

R2

∇.∇F (t, s)dt =
∫
R2

−δ(t− s)dt = −1,

مͬ�گردند: حاصل زیر رابطه�های R > 0 شعاع با B(R) گوی درنظرگرفتن با ∫که
B(R)

∇.∇F (t, s)dt =
∫
∂B(R)

n.∇F (t, s)dt =
∫
∂B(R)

F ′(R)dt = 2πRF ′(R) = −1,

که:
F ′(R) = − 1

2πR
,

درنتیجه:
F (R) = − 1

2π
lnR,

تعریف زیر به�صورت لاپلاس معادله اساسͬ جواب x ∈ Rn,x ̸= 0 هر برای .١۴.١.١ تعریف
مͬ�شود:

F (x) =

− 1
2π ln |x|, n = 2,

1
ω(n)|x|n−2 , n ≥ 3,

است. Rn در واحد گوی سطح مساحت ω(n) که

پرکاربرد عملͽرهای برخͬ اساسͬ جواب ١٠.١.١

K0 و Y0 آن در که ([١٠١]) شده�است بیان ١.١ جدول در پرکاربرد عملͽرهای برخͬ اساسͬ جواب
هستند. صفر مرتبه از دوم نوع تغییریافته بسل تابع و بسل تابع ترتیب، به

بعدی سه و دوبعدی فضاهای در پرکاربرد عملͽرهای برخͬ اساسͬ جواب :١.١ جدول
R 2D 3D

∆ − 1
2π ln(r) 1

4πr

∆+ λ2 − 1
2πY0(λr)

1
4πr cos(λr)

∆− λ2 − 1
2πK0(λr)

1
4πre

−λr

∆2 − λ4 − 1
2π (Y0(λr) +K0(λr))

1
4πr

(
e−λr + cos(λr)

)
∆2 − λ2∆ − 1

2πλ2 (K0(λr) + ln(r)) 1
4πλ2r

(
e−λr + 1

)

١٠



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

بدون�شبͺه روش�های ٢.١

پایه وعلوم مهندسͬ علوم صنعت، در ͬͺفیزی و طبیعͬ پدیده�های از بسیاری ریاضͬ مدل�سازی
محاسبه به نیاز پدیده�ها این توصیف برای از�این�رو، مͬ�شوند. جزیͬ مشتقات با معادلات به منجر
معادلات این اغلب برای دقیق جواب محاسبه ازآن�جایͬ�که مͬ�باشد. معادلات از دسته این جواب�های
ارایه جزیͬ مشتقات با معادلات حل برای متنوعͬ عددی الͽوریتم�های و روش�ها نیست، امͺان�پذیر
به مͬ�توان جزیͬ مشتقات با معادلات حل برای استاندارد و پر�کاربرد عددی روش�های از شده�اند.
از رده این کرد. اشاره ١٠ متناهͬ حجم روش و ٩ متناهͬ عناصر روش ،٨ متناهͬ تفاضلات روش

مͬ�نامند. جواب ناحیه شبͺه�بندی بر مبتنͬ عددی روش�های را روش�ها

اشاره روش�ها این در شبͺه�بندی بالای محاسباتͬ هزینه به مͬ�توان روش�ها این عمده معایب از
قبلͬ شبͺه�های اطلاعات از نمͬ�توان ظریف�تر شبͺه�بندی�های به نیاز صورت در طرفͬ از کرد.
مسایل برای روش�ها این به�کارگیری بعلاوه شوند. انجام اول از باید محاسبات کلیه و کرد استفاده
پذیر انجام یا دشوار بسیار موارد اغلب در نامتعارف هندسͬ اشͺال با دامنه�های یا بالا ابعاد با
روش�های مهندسͬ پیچیده مسایل تقریبͬ جواب�های وآسان سریع محاسبه برای ا�ز�این�رو، نمͬ�باشد.
نقاط از مجموعه�ای از ناحیه شبͺه�بندی از اجتناب برای روش�ها این در شده�اند. معرفͬ بدون�شبͺه

مͬ�شود. استفاده شبͺه�بندی جای به آن مرز روی و ناحیه داخل در پراکنده

مͬ�باشد. دامنه کل شبͺه�بندی مشͺل بر آمدن فایق هدف، مهمترین ١١ بدون�شبͺه روش�های در
نمایش برای شده پخش آن مرزهای و مساله دامنه در که نقاطͬ مجموعه ͷی از بدون�شبͺه روش�های
نقاط پخش�شده، نقاط مجموعه این مͬ�کند. استفاده دامنه) گسسته�سازی برای نه ) آن مرزهای و دامنه
قبلͬ اطلاعات هیچͽونه که معنͬ این به نمͬ�سازند، شبͺه ͷی نقاط این و مͬ�شوند، نامیده ١٢ میدانͬ
روش�های اخیرا نیست. نیاز ... و مجهول تابع تقریب یا درونیابͬ برای گره�ها این بین رابطه درباره
برای بالایͬ توانایͬ که شده�است داده نشان و شده�اند معرفͬ بدون�شبͺه روش�های بر مبتنͬ متنوعͬ
قرار توسعه مرحله در هنوز روش�ها این وجود، این با دارند. قوی عددی ابزار ͷی به شدن تبدیل

شوند. داده پاسخ باید که دارند وجود فنͬ مسایل و سوالات وهنوز دارند

بدون�شبͺه روش�های اصلͬ گام سه ١.٢.١

سه بر روش اجرای روش�ها، این همه در ولͬ شده�اند ارایه متعددی بدون�شبͺه روش�های چند هر
مͬ�باشد: استوار معمول و اساسͬ گام

٨Finite differences method
٩Finite element method

١٠Finite volume method
١١Meshless method
١٢Field nodes

١١



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

١٣ نقاط الف)تولید

گسسته نقاط ای مجموعه توسط مساله مرز و دامنه کل باید گام اولین در بدون�شبͺه روش ͷی در
انجام تصادفͬ و نامنظم منظم، مانند مختلف های بصورت مͬ�تواند پوشش این شوند. داده پوشش
زیر صورت به دامنه�ها در پراکنده داده�های انتخاب در متداول شͺل�های از برخͬ همچنین گیرد.

مͬ�باشند:

انتخاب بدون�شبͺه، روش�های در نقاط انتخاب نوع متداول�ترین از ͬͺی یͺنواخت: داده�های •
فضاهای در یͺنواخت داده�های ١.١ شͺل در مͬ�باشد. دامنه در یͺنواخت پراکندگͬ با نقاط

شده�اند. رسم بعدی سه و بعدی دو

بعدی. وسه بعدی دو دامنه�های در شده تولید یͺنواخت نقاط :١.١ شͺل

های داده معروفترین از شده�اند. پخش دامنه در تصادفͬ بصورت ها داده تصادفͬ: های داده •
شده�است. داده نشان ٢.١ شͺل در که است ١۴ هالتون نقاط توزیع تصادفͬ،

دوبعدی. مربعͬ دامنه در هالتون نقاط توزیع :٢.١ شͺل

١٣Node generation
١۴Halton points

١٢



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

١۵ جواب ب)تقریب

پایه�ای توابع از خطͬ ترکیب ͷی صورت به مجهول تابع بدون�شبͺه، روش�های اجرای دوم گام در
نامیم. مͬ جواب تقریب را عمل این مͬ�شوند. زده تقریب جواب اعضای از مشخص

١۶ ج)آزمودن

پیشنهادی جواب تقریب در مجهول ضرایب محاسبه برای بدون�شبͺه، روش�های اجرای آخر گام در
این نامند. مͬ جواب آزمودن را گام این کند. صدق حاکم معادلات در جواب آن باید دوم گام در

باشد. سراسری یا محلͬ و قوی یا ضعیف شͺل به مͬ�تواند آزمون
که شده�اند، متفاوتͬ بدون�شبͺه روش�های به منجر آزمودن و جواب تقریب متفاوت روش�های

از�: عبارتند آن مهم روش�های
هم�محلͬ) (روش سراسری قوی شͺل به آزمودن ( الف

موضعͬ قوی شͺل به آزمودن ( ب
سراسری ضعیف شͺل به آزمودن ( ج
موضعͬ ضعیف شͺل به آزمودن د)

محلͬ) هم (روش سراسری بدون�شبͺه�ای روش�های ٢.٢.١

باید تقریب تابع روش این در رود. مͬ بͺار شعاعͬ پایه�ای توابع تقریب در گسترده بطور روش این
یͺدیͽر از مجزا باید نقاط این که کند، صدق اصلͬ شͺل در هم�محلͬ نقاط از مجموعه ͷی در
دستͽاه ͷی به تبدیل مساله نتیجه در باشد. کمتر مجهول ضرایب تعداد از نباید آنها وتعداد بوده
مͬ�باشد، سریع و ساده روش ͷی روش این هستند. مجهول تقریب ضرایب که مͬ�شود معادلات

است. ناپایداری آن اصلͬ مشͺل اما

بدون�شبͺه روش�های سازی پیاده ٣.٢.١

بͽیرید: نظر در را زیر مرزی مقدار }مساله
Lu = f(x), x ∈ Ω,

Bu = g(x), x ∈ ∂Ω,
(١٧.١)

دامنه داخلͬ ناحیه Ω ⊆ Rd مرز، روی دیفرانسیلͬ عملͽر B دیفرانسیلͬ، عملͽر L فوق دررابطه که
مͬ�شود فرض جا این در مͬ�باشند��. هموار کافͬ اندازه به و معلوم توابع f, g و ناحيه مرز ∂Ω و مساله

: مͬ�شود زده تقریب است زیر متناهͬ مجموع صورت به که uN (x) با u(x) دقیق جواب که

u(x) ≃ uN (x) =
N∑
j=1

λjΦj(x), (١٨.١)

١۵Approximation solution
١۶Testing

١٣



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

روش�های سوم گام در که هستند مجهول ضرایب ها λj و مشخص پایه�ای توابع Φj توابع آن در که
مͬ��شوند. محاسبه بدون�شبͺه

شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ بدون�شبͺه روش�های ۴.٢.١

پردازیم. مͬ (RBF)١٧ شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ بدون�شبͺه روش معرفͬ به بخش این در
متنوع پدیده�های مدل�بندی در وسیعͬ طور به زمان به وابسته جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات
مدل�های از رده این های جواب گرفته�اند. قرار استفاده مورد مهندسͬ وعلوم پایه علوم در طبیعͬ
حاصل نتایج بر کاملا به�طوری�که روند، مͬ کار به مختلف پدیده�های رفتار پیش�بینͬ برای ریاضͬ
ویژه�ای اهمیت دارای مسایل این عددی بررسͬ مͬ�باشد. منطبق آزمایشͽاهͬ و تجربͬ شرایط از
زمان به وابسته جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای متنوعͬ عددی روش�های مͬ�باشد.
حجم روش متناهͬ، عناصر روش متناهͬ، تفاضلات روش به مͬ�توان جمله آن از که شده�اند ارایه

کرد. اشاره ١٨ مرزی عناصر روش و متناهͬ
دهه�های در که مͬ�باشد عددی روش�های وقوی�ترین متداول�ترین از ͬͺی بر�شبͺه�بندی مبتنͬ روش�های
وکاربردی افزاری نرم بسته�های وهمچنین مهندسͬ علوم در فراگیر کاربردهای تحلیلͬ، نظریه�های اخیر
علوم در پر�کاربرد روشͬ شبͺه�بندی بر مبتنͬ روش�های چند هر شده�اند. ارایه آن مبنای بر وسیعͬ

مͬ�باشد: اساسͬ اشͺال دو دارای ولͬ مͬ�باشد مهندسͬ

پیچیده. هندسͬ شͺل�های با دامنه�های با مسایل شبͺه�بندی در محدودیت •

بالا. ابعاد با مسایل حل برای محاسباتͬ پیچیدگͬ •

موارد اغلب شبͺه�بندی بر مبتنͬ روش�های از استفاده با مسایل از بسیاری عددی حل در طورکلͬ به
سبب که مͬ�باشد مرزها ͷنزدی خصوص به دامنه، از خاصͬ نواحͬ در شبͺه�ها کردن اصلاح به
بعدی، سه مسایل حل برای شبͺه�بندی بر مبتنͬ روش�های بعلاوه شد. خواهد محاسباتͬ پیچیدگͬ
معمول روش�های به�کارگیری عملا سه، از بالاتر ابعاد با مسایل در مͬ�باشد. دشوار و پیچیده بسیار

نمͬ�باشد. امͺان�پذیر متناهͬ، تفاضلات مانند شبͺه، بر مبتنͬ
دامنه، شبͺه�بندی به نیاز بدون که یافته�اند توسعه و ارایه عددی روش�های برخͬ اخیر دهه�های در
آمدن فایق بدون�شبͺه، روش�های توسعه و ارایه هدف مهمترین مͬ�شوند. استفاده معادلات حل برای

مͬ�باشد. دامنه کل مجدد شبͺه�بندی و شبͺه�بندی مشͺل بر
آنها مهمترین از که شده�است ارایه مختلف زمینه�های در گوناگونͬ بدون�شبͺه روش�های اخیرا
، (DEM)٢٠ عناصرپخش�شده روش ، (SPH)١٩ هموار ͬͺهیدرودینامی ذرات روش به مͬ�توان

١٧Radial basis function
١٨Boundary element method
١٩Smoothed particle hydrodynamic
٢٠Diffuse element method

١۴



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

و (MLPG)٢٢ پترو-گالرکین محلͬ بدون�شبͺه روش ، (EFG)٢١ آزاد عناصر با گالرکین روش
اشاره�کرد. (RBF ) شعاعͬ پایه�ای توابع اساس بر محلͬ هم بدون�شبͺه روش

ͷی از ها گره بین محدوده�ی در میدان�ها آوردن به�دست برای بدون�شبͺه، روش�های در طور�کلͬ، به
گره�ها، بین در جواب تخمین برای پایه توابع تعدادی از منظور این به مͬ�شود. استفاده تقریب تابع
توابع تولید برای گردد. تولید شͺل تابع نهایت در تا مͬ�شود استفاده گره�ها، دقیق مقادیر اساس بر
نقطه درون�یابͬ روش ، (MLS)٢٣ متحرک مربعات کمترین روش مانند مختلفͬ روش�های شͺل،

دارد. وجود (RPIM)٢۵ شعاعͬ نقطه درون�یابͬ روش و (PPIM)٢۴ چندجمله�ای
اعمال و پایه توابع این از استفاده با مͬ�کنند استفاده خاصͬ پایه توابع از روش�ها این از کدام هر
تابع نوع با متناسب توابع، این مͬ�گردند. تولید شͺل توابع نهایت در گره، هر در مشخص روند ͷی
مورد شͺل توابع بعد، به مرحله این از هستند. خاصͬ خصوصیات دارای گرفته�شده، کار به پایه�ی
کل در مربوطه دیفرانسیل معادله متناهͬ، عناصر روش مشابه فرایندی در و مͬ�گیرند قرار استفاده

مͬ�شود. حل مساله دامنه
هستند: برجسته�ای مزایای دارای بدون�شبͺه روش�های

دامنه�ها شبͺه�بندی صرف محاسباتͬ هزینه عمده شبͺه، بر مبتنͬ روش�های در معمول طور به •
کاملا نقاط انتخاب شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ بدون�شبͺه روش�های در که حالͬ در مͬ�شود

نیست. نیاز نقاط بین ͬͽوابست وهیچ آزاد

توابع بر مبتنͬ بدون�شبͺه روش�های در فضا بعد به ͬͽوابست عدم شد اشاره که همان�گونه •
این مزیت�های عمده از بالا ابعاد با مسایل برای آن آسان به�کارگیری امͺان و شعاعͬ پایه��ای

مͬ�باشد. روش�ها

(RBF,FEM,FDM) مختلف روش�های در دامنه گسسته�سازی مقایسه :٣.١ شͺل

نامنظم دامنه برای دهد. مͬ نشان را مختلف روش�های در دامنه گسسته�سازی مقایسه ٣.١ شͺل
ͷی در مرتب�شده گره�های از FDM معمولͬ شبͺه�بندی شده�است، محدود ∂Ω توسط که Ω دلخواه

٢١Element free galerkin method
٢٢Meshless local petrov-galerkin method
٢٣Moving least Square
٢۴Polynomial Point Interpolation Method
٢۵Radial Point Interpolation Method

١۵
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ناحیه تقسیم طریق از معمولا دامنه شبͺه�بندی نیز FEM روش در شده�است، تشͺیل متعامد شبͺه
روش که است حالͬ در این است. زیردامنه و اتصال اطلاعات تعریف برای مثلثͬ المان�های به

دارد. نیاز دلخواه توزیع هر در دامنه محدوده�ی در گره�ها از مجموعه�ای به تنها RBF

شعاعͬ پایه توابع ۵.٢.١

شعاعͬ تابع با آن ارتباط و شعاعͬ پایه�ای تابع سپس و کرده آغاز شعاعͬ تابع تعریف با را بخش این
مͬ�دهیم. نمایش مثال ͷی در را

φ : R+ −→ R پیوسته ت�ͷمتغیره تابع هرگاه گوییم تابع�شعاعͬ را ϕ : Rn −→ R تابع تعریف١.٢.١.
به�طوری�که باشد، داشته وجود φ(0) ≥ 0 با

ϕ(x) = φ(r) که r = ||x||, x ∈ Rn

واقع در مͬ�گیریم. نظر در اقلیدسͬ نرم را، آن معمولا که است Rn روی نرم ͷی ||.|| اینجا در که
داریم ϕ شعاعͬ تابع ͷی برای که است آن بیانͽر تعریف این

||x|| = ||x̄|| ⇒ ϕ(x) = ϕ(x̄)

.x , x̄ ∈ Rn که
لحاظ از ϕ بنابراین، است. ثابت مبدا از معین فاصله�ی ͷی در نقطه هر در ϕ مقدار دیͽر، عبارت به

مͬ�نامیم. شعاعͬ تابع ͷی را ϕ دلیل همین به است. متقارن خودش مرکز به نسبت شعاعͬ

مͬ�گیریم: در�نظر را گاوسͬ تابع .٢.٢.١ مثال
φ(r) = e−(ϵr)2 , r ∈ R.

ϵ2 =
1

2σ2
فرمول وسیله�ی به نرمال توزیع تابع از (σ2)واریانس به که است شͺل پارامتر ϵ آن، در که

مͬ�شود. داده ارتباط
xk ∈ Rn ثابت مرکز هر برای نماییم ترکیب ||.||2 اقلیدسͬ فاصله�ی تابع با را گاوسͬ تابع اگر حال

صورت به چندمتغیره تابع ͷی
ϕk(x) = e−ϵ2||x−xk||22 , x ∈ Rn,

وسیله�ی به φ و ϕk بین ارتباط که، است روشن مͬ�آوریم. به�دست را
ϕk(x) = φ(||x− xk||)

مͬ�کند. مطرح را شعاعͬ پایه�ای توابع نام که است ارتباطͬ همان این مͬ�شود. داده نمایش
نامیده شͺل٣٨ پارامتر ϵ که شده�است. معرفͬ شعاعͬ پایه�ای توابع از برخͬ ٢.١ جدول در
بزرگ مقادیر برای و بوده مسطح بسیار ϵ ͷکوچ مقادیر برای شعاعͬ پایه�ای توابع نمودار مͬ�شود.
موردنظر مساله�ی نوع به وابسته موارد اغلب در مناسب ϵانتخاب صورت هر در مͬ�شوند. نوک�تیز آن

اظهارنظرکرد. قاطعیت با قبل از ϵ انتخاب برای نمͬ�توان و است

٣٨Shape Parameter

١۶
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شعاعͬ پایه�ای توابع :٢.١ جدول
شعاعͬ پایه تابع ϕ(r)

(GA) ٢۶ گوسͬ e−(ϵr)2

(MQ)٢٧ چندربعͬ دوم درجه
√

1 + (ϵr)2

(IM)٢٨ معͺوس دوم درجه 1

1 + (ϵr)2

(IMQ)وس٢٩ͺمع دوم درجه چندربعͬ 1√
1 + (ϵr)2

٣٠ یافته تعمیم دوم درجه چندربعͬ (1 + (ϵr)2)
ν
2 ν ̸= 0, ν /∈ 2N

٣١ بسل
J
(ϵr)
d
2
−1

(ϵr)
d
2
−1

٣٢ مͺعبͬ اسپلاین r3

٣٣ ت�ͷجمله�ای r2m+1 m ∈ N
٣۴ نازک صفحه اسپلاین r2lnr

٣۵ یافته تعمیم نازک صفحه اسپلاین

r2klogr k ∈ N

r2ν v /∈ N

٣۶ وندلاند (1− r)k+p(r) k ∈ N

٣٧ ماترن 21−ν

Γ(ν)
rνkν(r) ν > 0

مثبت معین شعاعͬ پایه�ای توابع از استفاده با درونیابͬ ۶.٢.١

f(xi) = yi, i = 0, · · · , N − 1 به�طوری�که است f (پیوسته) تابع کردن پیدا شامل درونیابͬ مساله�ی
باشد، نامنظم یا باشند نͽرفته قرار یͺنواخت طور به نقاط اگر حال است. yi ∈ R, xi ∈ Ω ⊆ Rn که
عبارت به هستند، بدوضع مسایل این متاسفانه، مͬ�نامیم. پراکنده داده درونیابͬ را مساله نوع این
داده درونیابͬ مساله�ی در نمایند. صدق شرایط این در مͬ�تواند که دارد وجود تابع بͬ�نهایت دیͽر،
معین شده گرفته کار به هسته�های که مͬ�آید دست به زمانͬ خوش�وضع فرمول�بندی ͷی پراکنده،
وجود به تغییری متعامدی تبدیل هر تحت که آوریم وجود به را فرض این اگر باشند. (شرطͬ) مثبت

مͬ�شود. منجر شعاعͬ پایه�ای توابع به طبیعͬ طور به نیاید،
اکید معین مثبت شعاعͬ پایه�ای توابع از: عبارتند ترتیب به شعاعͬ پایه�ای توابع از مهم نوع دو
آن ضرایب و f تابع شعاعͬ، پایه تابع نوع به بسته شرطͬ. معین مثبت شعاعͬ پایه�ای توابع و
برای و شده بیان اکید معین مثبت شعاعͬ پایه�ای توابع اینجا در هستند. دارا را مختلفͬ حالت�های

کرد. مراجعه به[٩۴] مͬ�توان شرطͬ معین مثبت شعاعͬ پایه�ای توابع

روی شعاعͬ پایه�ای تابع ͷی φ که فرض�کنید مثبت) معین شعاعͬ پایه��ای (توابع .٣.٢.١ تعریف
متمایز نقطه�ی N از مجموعه�هایͬ تمام برای هرگاه است مثبت معین تابع ͷی φ گوییم باشد. Rn

زیر دوم درجه�ی فرم {xj}Nj=1 ⊆ Rn

λTAφλ =

N∑
j=1

N∑
i=1

λjλiφ(||xi − xj ||), λ = (λ1, · · · , λN ),

١٧
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درونیاب ماتریس λ ̸= 0 برای دیͽر، عبارت به باشد. مثبت λ ̸= 0 برای
Aφ = (Aij = φ||xi − xj ||)Ni,j=1

λTAφλ > 0 λ ̸= 0 برای اگر تنها و اگر گوییم اکید مثبت معین تابع ͷی را φ) باشد. مثبت معین
مثبت معین φ اگر که، است روشن باشد.) اکید مثبت معین Aφدرونیاب ماتریس دیͽر، عبارت به

معادلات دستͽاه دیͽر، عبارت به است. خوش�وضع φ برای درونیابͬ مساله�ی آنͽاه ϕj(x)باشد، =
∑N

i=1Aiφ(||xi − xj ||)

j = 1, · · · , N
(١٩.١)

دارد. یͺتا جواب {xj}Nj=1 متمایز نقاط از مجموعه هر برای
مͬ�شود بیان زیر صورت به f شود، استفاده اکید مثبت معین شعاعͬ پایه�ای توابع اگر حال

f(x) =
N∑
i=1

αiφ(||x− xi||).

ضرایب را α = {αi}Ni=1 و مراکز را {xi}Ni=1 است، معین مثبت شعاعͬ پایه�ای تابع ͷی φ که
مͬ�نامیم.

به N × N مربعͬ ماتریس ͷی A که مͬ�شوند محاسبه Aα = S دستͽاه حل وسیله�ی به ضرایب
صورت

A =


φ(||x1 − x1||) φ(||x1 − x2||) · · · φ(||x1 − xN ||)
φ(||x2 − x1||) φ(||x2 − x2||) · · · φ(||x2 − xN ||)

...
φ(||xN − x1||) φ(||xN − x2||) · · · φ(||xN − xN ||)


است. {si} آن عناصر تمام که است N × 1 بردار ͷی نیز S و

A بنابراین، است. معین مثبت اکیدا نیز A هستند، معین مثبت اکیدا شعاعͬ پایه�ای توابع چون
ممͺن اکید مثبت معین شعاعͬ پایه�ای تابع دارد. یͺتا جواب Aα = S دستͽاه و است معͺوس�پذیر
مثبت معین شعاعͬ پایه توابع اگر حال باشد. داشته فشرده محمل ͷی یا سراسری محمل است،

گردد: بیان زیر صورت به مͬ�تواند f شوند، استفاده شرطͬ

f(x) =
N∑
i=1

αiφ(||x− xi||) +
Q∑

k=1

πkgk(x).

از متغیره d حقیقͬ چندجمله�ای�های همه�ی شامل بعدی m پوچ فضای در پایه ͷی {gk}Qk=1 که
است، m مرتبه�ی

Q =

(
m+ d

d

)
و N ≥ Q که داریم نیاز و

π = {πk}Qk=1

زیر خطͬ معادلات دستͽاه حل وسیله�ی به (π) چندجمله�ای ضرایب و (α) شعاعͬ پایه تابع ضرایب
مͬ�گردد: )حاصل

A GT

G 0

)(
α

π

)
=

(
S

0

)
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ای افزوده ساختار Gα = 0 معادله�ی هم�چنین و Gki = gk(xi) و Aij = φ(||xi − xj ||) اینجا در که
مͬ�کند. تضمین را ماتریس معͺوس�پذیری که است

کانسا روش ٧.٢.١

روش مͬ�باشد. (نامتقارن) ٣٩ کانسا محلͬ هم روش بدون�شبͺه، روش�های معروف�ترین از ͬͺی
درونیابͬ روش این اصلͬ هدف .[٢٣] شده�است مطرح ۴٠ کانسا ادوارد توسط ١٩٩٠ سال در کانسا
استفاده با محلͬ هم روش بر مبتنͬ جزیͬ مشتقات با معادلات حل برای سپس است جمله�ی چند
توابع از استفاده با جزیͬ مشتقات تقریب که داده�شد نشان و شد معرفͬ شعاعͬ پایه�ای توابع از
پایه�ای توابع از روش این در که آنجایͬ از است. دیͽر روش�های از دقیق�تر درونیابͬ در چندربعͬ
محلͬ هم روش را روش این موارد اغلب در از�اینرو، مͬ�شود استفاده جواب تقریب برای شعاعͬ
در آن پذیری انعطاف و بالا دقت در کانسا روش اصلͬ مزیت مͬ�نامند. نیز شعاعͬ پایه�ای تابع
نظر مورد هندسͬ اطلاعات که آنجایͬ از و مͬ�باشد نامنظم هندسͬ دامنه�های با مسایل با برخورد
مͬ�توان راحتͬ به بنابراین مͬ�باشد، دامنه در شده انتخاب میدانͬ نقاط بین فاصله�ی کانسا روش در

داد. تعمیم بالا ابعاد با مسایل برای را آن
بͽیرید: نظر در را زیر شͺل به کلͬ حالت در خطͬ جزیͬ مشتقات با معادله

Lu(x) = f(x), x ∈ Ω ⊆ Rd

Bu(x) = g(x), x ∈ ∂Ω

(٢٠.١)

شرایط عملͽر B و داخلͬ دیفرانسیل عملͽر L دامنه، مرز ∂Ω دامنه، بعد d مجهول، تابع u آن، در که
جواب کانسا، روش در است. Rd → R نͽاشت با مفروض تابع دو gهم و f توابع است. مرزی

مͬ�شود: فرض زیر صورت به (٢٠.١) مساله برای تقریبͬ

u(xi) ≃ uN (xi) =

N∑
j=1

αjϕj(rij), (٢١.١)

همچنین شد. خواهند تعیین محاسبه، فرایند طͬ در که هستند مجهول ضرایب {αj}Nj=1 آن، در که
(٢٠.١) در (٢١.١) معادله جایͽذاری با هستند. شعاعͬ پایه�ای تابع ϕj(rij) = ϕ(||xi−xj ||) توابع

داریم:
∑N

j=1(Lϕj)(xi)αj = f(xi), i = 1, 2, . . . , NI

∑N
j=1(Bϕj)(xi)αj = g(xi), i = NI + 1, NI + 2, . . . , N.

(٢٢.١)

(٢٠.١) معادله تقریبͬ جواب (٢١.١) در جایͽذاری با و بیابیم را {αj}Nj=1 مقادیر است کافͬ حال
آوریم. به�دست را

٣٩Kansa method
۴٠Edward Kansa
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٢ فصل

جواب�های بر مبتنͬ روش�های بر مروری
اساسͬ

مقدمه ١.٢

دارند. فراوان کاربرد علوم دیͽر و اقتصاد مهندسͬ، در ریاضیات بر علاوه جزیͬ دیفرانسیل معادلات
دو به دسته�بندی ͷی در که دارد وجود معادلات این عددی حل برای گوناگونͬ عددی روش�های
شبͺه�بندی با روش�های جمله از مͬ�شوند. تقسیم بدون�شبͺه و شبͺه�بندی با روش�های عمده گروه
روش�ها این در مͬ�باشند. متناهͬ حجم روش و متناهͬ عناصر روش متناهͬ، تفاضل روش دامنه�ای
با نامنظم نواحͬ با معادلاتͬ روی را آنها پیاده�سازی که مͬ�گیرد صورت دامنه روی بندی تقسیم
روش مانند روش�هایͬ دامنه�ای، روش�های مقابل در مͬ�کند. مواجه مشͺل با بالاتر و سه بعد
در مͬ�کند. اکتفا مرز بندی تقسیم به فقط و بوده مرزی ماهیت دارای که به�وجود�آمد عناصر�مرزی
جواب عنوان تحت خاصͬ توابع از استفاده با شده داده دیفرانسیل معادله ابتدا عناصر�مرزی روش
عددی روش�های با به�وجود�آمده انتͽرال معادله سپس و مͬ�شود تبدیل انتͽرال معادله ͷی به اساسͬ
همچنین مͬ�باشد. معادله در منفرد های انتͽرال وجود عناصر�مرزی روش ازمعایب مͬ�شود. حل
مͬ�باشد. استفاده قابل دارد وجود ها آن برای اساسͬ جواب که معادلاتͬ برای فقط روشعناصر�مرزی

عناصر�مرزی روش ٢.٢

بدون�شبͺه روش ͷی شد گذاری پایه ٢ بربیا توسط ١٩٧٨ سال در که (BEM)١ عناصر�مرزی روش
بعد درنتیجه مͬ�کند. اکتفا مرز بندی تقسیم به فقط آن، بودن مرزی ماهیت به توجه با و مͬ�باشد
ملاحظه قابل بطور را آمده بوجود معادلات دستͽاه حجم و یابد مͬ کاهش واحد ͷی اندازه به مساله
برای و سطح روی تنها سازی گسسته بعدی، سه مسایل برای مثال عنوان به مͬ�دهد. کاهش ای
این بعد، کاهش مشخصه مͬ�شود. انجام ناحیه محیط روی تنها سازی گسسته دوبعدی، مسایل
و نامنظم مرز با مسایل برای تاثیر، این است. کرده تبدیل جذاب محاسباتͬ ابزار ͷی به را روش

١Boundary element method
٢Brebbia

٢٠



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

وجود اما مͬ�باشد. توجه قابل زمانͬ هر از بیش است بͬ�کران نظر، مورد دامنه که زمانͬ برای همچنین
عناصر�مرزی روش فرمول در منفرد انتͽرالهای آمدن بوجود سبب معادلات، در ناهمͽون جملات
انتͽرالͽیری قواعد از استفاده مستلزم زیرا مͬ�دهد کاهش زیادی حد تا را روش کارایͬ که مͬ�شود
خاصͬ توابع از استفاده با شده داده دیفرانسیل معادله ابتدا روش این در بالاست. مرتبه از عددی
با آمده، بوجود انتͽرال معادله سپس مͬ�شود، تبدیل انتͽرال معادله ͷی به اساسͬ جواب عنوان تحت
و گرین-گاوس قضیه و وزنͬ مانده ͷنیͺت از استفاده با روش این در مͬ�شود. حل عددی روش�های
مرزی انتͽرال معادله ͷی به جزیͬ دیفرانسیل معادله وزن، تابع عنوان به اساسͬ جواب درنظرگرفتن

مͬ�شود. تبدیل

اساسͬ جواب روش ٣.٢

تعدادی برای که شد معرفͬ ۵ الͺسیدزه و ۴ کوپرادزه توسط بار اولین (MFS)٣ اساسͬ جواب روش
شد. برده کار به موفقیت با مهندسͬ های مساله از

بدون�شبͺه�بندی روش�های رده به متعلق و بوده بندی شبͺه بدون روش يك اساسͬ جواب�های روش
ͷی ابتدا روش این در ندارد. وجود مساله مرز یا دامنه تقسيم�بندی به نيازی آن در كه است مرزی
جواب شدن منفرد از که مͬ�شود درنظرگرفته است اصلͬ مرز شامل که ۶ ساختͽͬ(مجازی) مرز
معادله اساسͬ جواب از خطͬ ترکیب ͷی حسب بر مساله جواب سپس مͬ�کند. جلوگیری اساسͬ
برای . شوند برقرار مساله مرزی شرايط كه مͬ�شوند تعيين چنان تركيب اين ضرايب و مͬ�شود بيان
جواب و مͬ�شود استفاده خصوصͬ جواب روش از معمولا روش اين در ناهمͽن معادلات حل
اطراف ͬͽساخت مرز ͷی روش این در مͬ�شود. تقريب شعاعͬ ای پایه توابع حسب بر خصوصͬ
انطباق از درنتیجه، مͬ�شوند. انتخاب مرز این روی ٧ منبع نقاط و مͬ�شود درنظرگرفته ͬͺفیزی مرز
شود. توجه ١.٢ شͺل به مͬ�شود. جلوگیری اساسͬ جواب منفردبودن از و میدانͬ نقاط و منبع نقاط

بͽیرید: درنظر شده داده شرایط با را زیر همͽن جزیͬ دیفرانسیل معادله
Ru = 0, (x, y) ∈ Ω,

u = g(x, y), (x, y) ∈ ΓD,

∂u

∂n
= h(x, y), (x, y) ∈ ΓN ,

(١.٢)

مرز و دیریͺله مرز ترتیب به ΓN و ΓD محاسباتͬ، دامنه Ω جزیͬ، دیفرانسیل عملͽر ͷی R که
.ΓD ∩ ΓN = ∅ و ΓD ∪ ΓN = Γ که مͬ�باشند نیومان

تقریب برای پایه تابع عنوان به اصلͬ معادله در موجود عملͽر اساسͬ جواب از اساسͬ، جواب روش
مͬ�کند: استفاده زیر بصورت u مجهول تابع

u(x, y) ≃ u∗(x, y) =

N∑
i=1

αiϕ(ri), (٢.٢)

٣Method of fundamental solution
۴Kupradze
۵Aleksidze
۶Fictitious boundary
٧Source point

٢١



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

درونͬ(چپ). دامنه با مساله و برونͬ(راست) دامنه با مساله برای MFS روش در دامنه و نقاط :١.٢ شͺل

و (xi, yi) هم�محلͬ نقاط اقلیدسͬ فاصله ri = ∥(xi, yi)− (x′i, y
′
i)∥ عملͽر، اساسͬ جواب ϕ(.) که

دامنه از خارج منبع نقاط بادرنظرگرفتن هستند. مجهول ضرایب αiها و مͬ�باشند (x′i, y
′
i) منبع نقاط

برحذرخواهدبود. اساسͬ جواب منفردبودن از MFSروش مساله، ͬͺفیزی
مͬ�گردد: حاصل زیر ماتریسͬ معادله مرزی شرایط در بالا تقریب جایͽذاری با

ϕ(rj |(xi,yi))

∂ϕ(rj |(xk,yk))

∂n

α =


g(xi, yi)

h(xk, yk)

 , (٣.٢)

ضرایب هستند. نیومان و دیریͺله مرزهای روی هم�محلͬ نقاط ترتیب به (xk, yk) و (xi, yi) که
تقریبͬ جواب آنها، داشتن با و مͬ�آیند بدست (٣.٢) ماتریسͬ معادله از یͺتا بصورت αi مجهول

بود. خواهد محاسبه قابل مساله ͬͺفیزی دامنه از نقطه هر

مرز�منفرد روش ۴.٢

روش، این اصلͬ ایده شد. معرفͬ همͺارانش و ٩ چن ون توسط بار اولین (SBM)٨ مرز�منفرد روش
بطوریͺه است اساسͬ جواب در (ͬͽینͺت)بودن منفرد کردن برطرف برای ١٠ (OIF) مفهوم معرفͬ
(MFS) روش مقایسه، برای باشند. جایͽزینͬ قابل حقیقͬ مرز روی مستقیم بصورت منبع نقاط
در نشود. اساسͬ جواب منفردبودن باعث منبع نقاط جایͽزینͬ تا دارد ͬͽساخت مرز ͷی به نیاز
برای اساسͬ جواب منفردبودن با مواجهه در MFS و SBM روش تفاوت ٢.٢ شͺل و ١.٢ شͺل

مͬ�باشد. اشاره مورد منبع نقاط

مرز�منفرد روش مزیت�های ١.۴.٢

از: عبارتست مرز و دامنه سازی گسسته روش�های به نسبت مرز�منفرد روش مزیت�های
٨Singular boundary method
٩Wen Chen

١٠Origin intensity factor

٢٢



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

درونͬ(چپ). دامنه با مساله و برونͬ(راست) دامنه با مساله برای SBM روش در دامنه و نقاط :٢.٢ شͺل

زمان به وابسته دوبعدی مساله ͷی در منبع نقاط :٣.٢ شͺل

به نسبت عناصرمرزی روش مزیت�های مرزی، نوع از روش ͷی عنوان به مرز�منفرد روش .١
مͬ�کند. حفظ را دامنه سازی گسسته روش�های

روش�های در فرایند این درصورتیͺه ندارد. مرز و دامنه شبͺه�بندی به نیازی مرز�منفرد روش .٢
است. محاسباتͬ پیچیدگͬ دارای و زمانبر دشوار، مساله، بعد و هندسه به توجه با ای شبͺه

نیست. انتͽرالͽیری محاسبات درگیر مرز�منفرد روش .٣

بدون�شبͺه، روشͬ ریاضͬ لحاظ از MFS روش ͬͽساخت مرز به نیاز بدون مرز�منفرد روش .۴
است. برنامه�نویسͬ برای آسان و ساده

٢٣



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

مرز�منفرد روش سازی پیاده ٢.۴.٢

درنظربͽیرید: شده داده شرایط با را زیر همͽن جزیͬ دیفرانسیل معادله

Ru = 0, x ∈ Ω ⊆ Rn,

u = g(x), x ∈ ΓD,

q(x) = ∂u(x)
∂n = h(x), x ∈ ΓN ,

(۴.٢)

مرز ترتیب به ΓN و ΓD و همبند و کراندار محاسباتͬ دامنه Ω جزیͬ، دیفرانسیل عملͽر ͷی R که
توابع h و g توابع همچنین .ΓD ∩ ΓN = ∅ و ΓD ∪ ΓN = Γ که مͬ�باشند نیومان مرز و دیریͺله
پایه تابع عنوان به اصلͬ معادله در موجود عملͽر اساسͬ جواب از مرز�منفرد روش هستند. معلوم
منبع نقاط و xi میدانͬ نقاط برای باشد، عملͽر اساسͬ جواب G اگر مͬ�کند. استفاده تقریب برای

از: عبارتند q و u تقریب sj

u(xi) =

N∑
j=1

αjG(xi, sj), xi ∈ Ω− ΓD, (۵.٢)

u(xi) =

N∑
j=1,i ̸=j

αjG(xi, sj) + αiuii, xi ∈ ΓD, (۶.٢)

q(xi) =

N∑
j=1,i̸=j

αj
∂G(xi, sj)

∂n + αiqii, xi ∈ ΓN , (٧.٢)

روش درونیاب ماتریس اصلͬ قطر های درایه واقع، در که هستند OIF عامل�های qii و uii آنها در که
درونیابͬ براساس روش�های کرد. استفاده روش چند از مͬ�توان آنها تعیین برای و مͬ�باشند SBM
هستند OIF عامل�های تعیین روش�های مهمترین از تجربͬ روش�های و تحلیلͬ روش�های معͺوس،
دوم، روش و (IIT )١١ معͺوس درونیابͬ ͷنیͺت اول، روش مͬ�شود. اشاره آنها از مورد دو به که
عامل�های محاسبه برای تحلیلͬ فرمول یافتن بر�اساس (SAB)١٢ افزودن دوباره و کاستن ͷنیͺت

مͬ�باشد. OIF

OIF تعیین برای معͺوس درونیابͬ ͷنیͺالف)ت

مͬ�شود: انجام زیر مراحل OIF عامل�های تعیین برای

مͬ�گیریم. درنظر us(x) ١٣ نمونه جواب نام به معادله از دلخواه و معلوم خصوصͬ جواب ͷی .١
لاپلاس معادله برای آسان خصوصͬ جواب ͷی us(x, y) = x+ y + C تابع مثال عنوان (به
لزومͬ البته .(Nk > N)مͬ�شود انتخاب مساله ͬͺفیزی دامنه از yk نمونه نقاط سپس است.)

باشند. منبع نقاط بر منطبق نمونه نقاط که ندارد
١١Inverse interpolation technique
١٢Subtracting and adding-back
١٣Sample solution

٢۴



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

مͬ�شوند: تعیین زیر معادلات از βj مجهول ضرایب ، درونیابͬ فرمول از استفاده با .٢

us(yk) =

Nk∑
j=1

βjG(yk, sj), (٨.٢)

بصورت مساله، SBM ماتریسدرونیابͬ xi مرزی هم�محلͬ نقاط با yk نمونه نقاط جایͽزینͬ با .٣
مͬ�شود: نوشته زیر

us(xi) =

N∑
j=1,j ̸=i

βjG(xi, sj) + βiuii, xi ∈ ΓD, (٩.٢)

و
∂us(xi)

∂n =
N∑

j=1,j ̸=i

βj
∂G(xi, sj)

∂n + βiqii, xi ∈ ΓN , (١٠.٢)

مͬ�شوند: محاسبه زیر بصورت که هستند مجهول بالا معادلات در qii و uii عامل�های که

uii =
1

βi

us(xi)−
N∑

j=1,j ̸=i

βjG(xi, sj)
 , xi ∈ ΓD, (١١.٢)

و

qii =
1

βi

∂us(xi)

∂n −
N∑

j=1,j ̸=i

βj
∂G(xi, sj)

∂n

 , xi ∈ ΓN , (١٢.٢)

منبع نقاط بر منطبق آنها از هیچͺدام و مͬ�شوند انتخاب ͬͺفیزی دامنه درون از نمونه نقاط
باشد. منبع نقاط تعداد از کمتر نباید نمونه نقاط تعداد و نیستند

مͬ�آید: بدست جواب تقریب مرحله، آخرین در .۴

u(x) =
N∑

j=1,i̸=j

αjG(x, sj) + αiuii, (١٣.٢)

OIF تعیین برای افزودن دوباره و کاستن ͷنیͺب)ت

OIF عامل�های تعیین در است، شده ارایه [٣۶] در که (SAB) افزودن دوباره و کاستن ͷنیͺت
مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد مرز�منفرد روش

نمونه نقاط و مͬ�کند صدق اصلͬ معادله در که us نمونه جواب عددی، ͷنیͺت این اعمال برای
مͬ�گیریم. درنظر را دارند قرار مساله ͬͺفیزی دامنه داخل در که yk

مرز�منفرد روش درونیابͬ ماتریس yk نمونه نقاط جای به xi مرزی هم�محلͬ نقاط جایͽزینͬ با
مͬ�شود: نوشته زیر بصورت

us(xi) =
N∑

j=1,j ̸=i

βjG(xi, sj) + βiuii, (١۴.٢)

و
∂us(xi)

∂n =

N∑
j=1,j ̸=i

βj
∂G(xi, sj)

∂n + βiqii, (١۵.٢)

٢۵



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

بعدی دو فضای در sj منبع نقطه شامل کمان شͺل :۴.٢ شͺل

مͬ�شوند: تعیین زیر بصورت که هستند، مجهول qii و uii عامل�های فقط بالا، معادله�های در که

uii =
1

βi

us(xi)−
N∑

j=1,j ̸=i

βjG(xi, sj)
 , (١۶.٢)

و

qii = − 1

Li

N∑
j=1,j ̸=i

Lj
∂G0(xi, sj)

∂ns
, (١٧.٢)

معادله اساسͬ جواب G0 همچنین، مͬ�باشد. si+1 و si−1 منبع نقاط بین منحنͬ فاصله نصف Li که
است. دوبعدی لاپلاس

نقاط تعداد و نیستند sj منبع نقاط بر منطبق yk نمونه نقاط که است توجه به که کنید توجه
باشد. دامنه ͬͺفیزی مرز منبع نقاط تعداد از کمتر نباید نمونه

از: عبارتست تقریبͬ جواب درپایان،

u(x) =
N∑

j=1,i ̸=j

αjG(x, sj) + αiuii, (١٨.٢)

مͬ�باشد. اصلͬ معادله جواب (١٨.٢) معادله که
معادله اساسͬ جواب منبع، های نقطه توزیع به ͬͽبست OIF عامل�های که است تاکید به لازم
مختلف، نمونه جواب�های با OIF عامل�های نظری، لحاظ از دارد. مساله مرزی شرایط و اصلͬ
انطباق درهنͽام اساسͬ جواب بودن منفرد شده، بیان ͷنیͺت از استفاده با بنابراین، نمͬ�کنند. تغییری

مͬ�شود. مرتفع هم�محلͬ و منبع نقاط

بهبودیافته مرز�منفرد روش ٣.۴.٢

جواب که مͬ�دهد نشان مͬ�باشد ثابت پتانسیل جمله ͷی شامل آنها جواب که مساله�هایͬ بررسͬ
فایق و روش اصلاح برای است. فاصله دارای مساله دقیق جواب با SBM روش در آمده بدست

٢۶



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

که: مͬ�گیرند درنظر طوری را αN+1 ثابت روش، محاسبات در مشͺل این بر آمدن

u(xi) =
N∑
j=1

αjG(xi, sj) + αN+1, x ∈ Ω− Γ1,

u(xi) =

N∑
j=1,i̸=j

αjG(xi, sj) + αiuii + αN+1, x ∈ Γ1,

q(xi) =

N∑
j=1,i ̸=j

αj
∂G(xi, sj)

∂n + αiqii, x ∈ Γ2,

اینͺه: شرط با
N∑
j=1

αj = 0,

خصوصͬ جواب روش و مرز�منفرد روش ترکیب ۵.٢

جواب آوردن بدست برای که مͬ�شود ترکیب روشجوابخصوصͬ با مرز�منفرد روش بخش، این در
ادامه در مͬ�کنیم. استفاده مرز�منفرد روش از همͽن معادله جواب برای و MPS روش از خصوصͬ

مͬ�شود. داده توضیح MPS روش

خصوصͬ جواب روش ١.۵.٢

با .[٨٩ ،٨٨ ،٨٧] هستند مساله به وابسته شعاعͬ پایه توابع از مهمͬ خانواده خصوصͬ جواب�های
خصوصͬ جواب و همͽن جواب قسمت دو به ناهمͽن معادله جواب جداسازی، ͷنیͺت از استفاده

کند. صدق اصلͬ معادله در باید خصوصͬ جواب که است این اصلͬ ایده مͬ�شود. تقسیم
بͽیرید: درنظر را زیر مرزی مقدار مساله

Lu(x) = ψ(x), x ∈ Ω, (١٩.٢)

Bu(x) = ω(x), x ∈ Γ, (٢٠.٢)

هستند، معلوم توابعͬ ω و ψ همچنین است. مرزی دیفرانسیل عملͽر B و دیفرانسیل عملͽر L که
است. محاسباتͬ دامنه مرز Γ = ∂Ω و داخلͬ ناحیه Ω مجموعه

نقطه Nb و Ω در درونͬ نقطه Ni شامل که باشد درونیابͬ نقاط مجموعه {xi}Ni=1 کنید فرض
.N = Ni +Nb که باشد Γ روی مرزی

یعنͬ: کند صدق اصلͬ معادله در باید باشد مساله نظر مورد خصوصͬ جواب up اگر
Lup(x) = ψ(x), x ∈ Ω, (٢١.٢)

کند. صدق مرزی شرایط در که ندارد لزومͬ اما
متغیر تغییر با (٢٠.٢) و (١٩.٢) اصلͬ معادله آنͽاه شود محاسبه (٢١.٢) معادله از up اگر

مͬ�گردد: زیر همͽن معادله به تبدیل uh = u− up

Luh(x) = 0, x ∈ Ω, (٢٢.٢)

شرایط: با
Buh(x) = ω(x)− Bup(x), x ∈ Γ, (٢٣.٢)

٢٧
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روش شد. خواهند حل مرزی روش�های از استفاده با (٢٣.٢) شرایط با (٢٢.٢) همͽن معادله
جواب و خصوصͬ جواب اختیاربودن در با جزیͬ دیفرانسیل معادله حل برای شده بیان عددی
کردن جمع با (٢٠.٢) و (١٩.٢) معادله�های جواب پایان، در بود. خواهد دستیابͬ قابل اساسͬ

یعنͬ: همͽن جواب و خصوصͬ جواب
u = up + uh,

خطͬ ترکیب از استفاده با ψ متغیر تقریب برای خصوصͬ، جواب روش بوسیله آید. مͬ بدست
جواب�های از خطͬ ترکیبͬ با (٢٠.٢) و (١٩.٢) معادله�های جواب فرضمͬ�کنیم شعاعͬ، پایه توابع

بطوریͺه: باشد، شده زده تقریب ϕ شعاعͬ پایه تابع متناظر خصوصͬ

ψ(x) =
N∑

j = 1

αjϕ(||x− xj ||), (٢۴.٢)

up شده زده تقریب خصوصͬ جواب درنتیجه، هستند، مجهول ضرایب αj و اقلیدسͬ نرم ||.|| که
مͬ�شود: حاصل زیر بصورت (٢١.٢) معادله در

up(x) =
N∑

j = 1

αjΦ(||x− xj ||), (٢۵.٢)

بطوریͺه:
LΦ = ϕ, (٢۶.٢)

تغییریافته هلم�هلتز معادله خصوصͬ جواب ٢.۵.٢

کلͬ نازک صفحه اسپلاینهای همان یا بالا مرتبه ͷپلͬ�هارمونی اسپلاینهای از شده، ارایه روش در
مͬ�کنیم: استفاده شعاعͬ پایه توابع عنوان به (GTPS)

ϕ(r) = rm ln(r), m = 2, 4, 6, ... (٢٧.٢)

(٢٧.٢) و (٢۶.٢) معادله�های درنظرگرفتن با L = ∆ − µ2 تغییریافته هلم�هلتز عملͽر برای که
داشت: خواهیم

(∆− µ2)Φ(r) = ϕ(r). (٢٨.٢)

داشت: خواهیم نهایت در است. لاپلاس عملͽر بیانͽر ∆ که

Φ(r) = − 1

µ2

m/2∑
i=1

(
∆

µ2

)i

.rm ln(r)− (m)!!2

µm+2
K0(µr), (٢٩.٢)

صفر مرتبه دوم نوع بسل تابع K0(.) تابع همچنین، است. مرکز و x نقطه بین اقلیدسͬ فاصله r که
است.

جواب (٢٩.٢) معادله از ϕ(r) = r2 ln(r) نازک صفحه اسپلاین یعنͬ باشد، m = 2 اگر
بود: خواهد زیر بصورت متناظر خصوصͬ

Φ(r) =

− r2 ln(r)
µ2 − 4

µ4 (1 + ln(r) +K0(µr)) , r ̸= 0,

4
µ4

(
−1 + γ + ln(µ2 )

)
, r = 0,

(٣٠.٢)
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خصوصͬ جواب ϕ(r) = r4 ln(r) یعنͬ دوبعدی حالت در دوم مرتبه ͷهارمونی پلͬ اسپلاین برای و
از: عبارتست

Φ(r) =

− r4 ln(r)
µ2 − 8r2

µ4 (2 ln(r) + 1)− 1
µ6 (96 + 64 ln(r) + 64K0(µr)) , r ̸= 0,

1
µ6

(
−96 + 64γ + 64 ln(µ2 )

)
, r = 0,

(٣١.٢)
است. اویلر ثابت γ ثابت (٣١.٢) و (٣٠.٢) معادله�های در

خواهیم (٢٨.٢) و (٢۵.٢) معادله�های از استفاده با up لاپلاس محاسبه برای .١.۵.٢ ملاحظه
داشت:

∆up(x) =
N∑

j = 1

αj∆Φ(rj), (٣٢.٢)

همچنین: و
∆Φ(rj) = µ2Φ(rj) + ϕ(rj), (٣٣.٢)

آید: مͬ بدست زیر عبارت بالا، معادله دو ادغام با درنهایت

∆up(x) =
N∑

j = 1

αj

(
µ2Φ(rj) + ϕ(rj)

)
. (٣۴.٢)

دوبعدی دامنه روی لاپلاس معادله برای .٢.۵.٢ ملاحظه
∆u(x) = 0, x ∈ Ω, (٣۵.٢)

مͬ�شود: نوشته زیر بصورت اساسͬ جواب
G(x, sj) = − 1

2π
ln(∥x− sj∥2), (٣۶.٢)

یعنͬ: دوبعدی دامنه روی تغییریافته هلم�هلتز معادله برای .٣.۵.٢ ملاحظه
(∆− µ2)u(x) = 0, x ∈ Ω, (٣٧.٢)

مͬ�شود: نوشته زیر بصورت اساسͬ جواب
G(x, sj) = − 1

2π
K0(µ∥x− sj∥2), (٣٨.٢)

زیر بصورت یافته تغییر هلم�هلتز و لاپلاس عملͽرهای در OIF عامل بین رابطه .۴.۵.٢ ملاحظه
: [١٠٣] است

uii = uiiL − 1

2π
ln
(µ
2

)
− γ

2π
, (٣٩.٢)

و
qii = qiiL, (۴٠.٢)

لاپلاس عملͽر نیومان مرزی شرایط OIF عامل qiiL و دیریͺله مرزی شرایط OIF عامل uiiL که
است. اویلر ثابت γ همچنین مͬ�باشد.

u2 و u1 و کراندار دامنه ͷی Ω اگر تغییریافته) هلم�هلتز معادله جواب (یͺتایͬ .۵.۵.٢ ملاحظه
داشت: خواهیم w := u1 − u2 برای آنͽاه باشند، تغییریافته هلم�هلتز معادله جواب�های

(∆− µ2)w(x) = 0, x ∈ Ω, (۴١.٢)
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که:
w(x) = 0, x ∈ ∂Ω, (۴٢.٢)

داشت: خواهیم گرین اول اتحاد از استفاده و Ω روی انتͽرالͽیری و w در بالا معادله ضرب ∫با
Ω
w∆wdx− µ2

∫
Ω
w2dx = 0,(∫

∂Ω
w
∂w

∂n
ds−

∫
Ω
|∇w|2dx

)
− µ2

∫
Ω
w2dx = 0,∫

Ω
|∇w|2dx+ µ2

∫
Ω
w2dx = 0,

.u1 = u2 بنابراین: w = 0 مͬ�دهد: نتیجه که

انتظار مورد نتایج و اهداف ۶.٢

جواب�های بر مبتنͬ روش�های از کارا و جالب توسعه ͷی شد، داده شرح قبلͬ بخش در که روشͬ
بیابیم. مناسبͬ جواب زیر سوال�های و اهداف برای رساله این در داریم انتظار مͬ�باشد. اساسͬ

مساله�های برای را اساسͬ جواب�های بر مبتنͬ روش�های دیͽر و مرز�منفرد روش توان مͬ آیا .١ سوال
و کسری مشتقات با دیفرانسیل معادلات جزیͬ، مشتقات با دیفرانسیل معادلات مانند مختلف،

کاربرد؟ به معͺوس مساله�های
دقت که ای گونه به کرد ترکیب دیͽر عددی های روش با را ها روش این توان مͬ آیا .٢ سوال

شود؟ بیشتر جدید روش
معادلات برای را اساسͬ جواب�های بر مبتنͬ روش�های دیͽر و مرز�منفرد روش توان مͬ آیا .٣ سوال

کاربرد؟ به غیرخطͬ
مساله�های برای را اساسͬ جواب�های بر مبتنͬ روش�های دیͽر و مرز�منفرد روش توان مͬ آیا .۴ سوال

کاربرد؟ به هستند، پیچیده مرزی شرایط دارای که مساله�هایͬ و بالا مرتبه�های از

٣٠



٣ فصل

لاپلاس معادله حل برای منفرد مرز روش

مقدمه ١.٣

فراوانͬ کاربرد و اهمیت از که است جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ͷی لاپلاس معادله
همچون زمینه�هایͬ به مͬ�شود نمونه عنوان به است. برخوردار مهندسͬ و ،ͷفیزی ریاضیات، در
کاربرد آن�ها در معادله این حل که کرد اشاره سیالات ͷدینامی و ستاره�شناسͬ، الͺترومغناطیس،
پتانسیل نظریه در معادله این کلͬ جواب�های است. پواسن معادله همͽن حالت معادله، این دارد.

هستند. همساز توابع آن�ها تمام و مͬ�شوند بررسͬ
دارد: ویژگͬ دو لاپلاس معادله جواب

بعد دو در است. اطرافش نقاط میانͽین برابر نقطه هر در پتانسیل مقدار میانͽین: الف)خاصیت
نقاط بعد سه در و گرفت نظر در نظر مورد نقطه حول r شعاع به دایره�ای مͬ�توان را اطراف نقاط

کرد. تعریف نظر مورد نقطه حول r شعاع به ای کره مͬ�توان را اطراف
نسبͬ مینیمم و ماکزیمم هیچ لاپلاس معادله جواب نسبͬ: مینیمم و ماکزیمم نداشتن ب)خاصیت
از استفاده با مͬ�توان را خاصیت این مͬ�دهند. رخ مساله مرزهای در تنها اکسترمم نقاط و ندارد

کرد. ثابت قبلͬ خاصیت
بͽیرید: درنظر زیر به�صورت را لاپلاس معادله

∆u = 0, x ∈ Ω ⊆ Rn,

u = g(x), x ∈ ΓD,

q(x) = ∂u(x)
∂n = h(x), x ∈ ΓN ,

(١.٣)

به ΓN و ΓD باشد، مͬ همبند و کراندار که مساله محاسباتͬ دامنه Ω برونسوی، نرمال بردار n که
،ΓD ∩ ΓN = ∅ و ΓD ∪ ΓN = ∂Ω که: هستند طبیعͬ(نیومان) مرز و اساسͬ(دیریͺله) مرز ترتیب

هستند. معلوم توابعͬ h و g همچنین است. مساله مرز کل ∂Ω که

دوبعدی لاپلاس معادله برای منفرد مرز روش سازی پیاده ٢.٣

روش این در کند. مͬ استفاده تقریب بسط در پایه تابع عنوان به اساسͬ جواب از منفرد مرز روش
جلوگیری برای محلͬ، هم نقاط با انطباق هنͽام در و شوند مͬ انتخاب ͬͺفیزی مرز روی منبع نقاط

٣١
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شود. مͬ معرفͬ OIF عامل بودن، منفرد از
جوابهای همان که ای پایه توابع ترکیبخطͬ از استفاده با را u(x)جوابعددی منفرد، روشمرز

زند. مͬ تقریب هستند، اساسͬ
نقاط و xi میدانͬ نقاط برای باشد، (١.٣) معادله در موجود عملͽر اساسͬ جواب G(x) اگر

از: بود خواهد عبارت q و u تقریب sj منبع

u(xi) =
N∑
j=1

αjG(xi, sj), x ∈ Ω− ΓD, (٢.٣)

u(xi) =

N∑
j=1,i ̸=j

αjG(xi, sj) + αiuii, x ∈ ΓD, (٣.٣)

q(xi) =

N∑
j=1,i̸=j

αj
∂G(xi, sj)

∂n + αiqii, x ∈ ΓN , (۴.٣)

xi = sj هنͽامیͺه G اساسͬ جواب است. مجهول ضریب ,j−امین αj و منبع نقاط تعداد N که
است. شده تعریف OIF عامل مفهوم مشͺل، این رفع برای بود. خواهد منفرد باشد،

منبع نقاط بنابراین، شوند. مͬ درنظرگرفته یͺسان ͬͺفیزی مرز ͷی روی محاسباتͬ نقاط همه
از xi = sj که وقتͬ برای هستند. مرزی نقاط از یͺسانͬ مجموعه {xi} محلͬ هم نقاط و {sj}
های معادله در qii و uii که شود. مͬ استفاده فرمول در منفرد جمله جایͽزینͬ برای OIF عامل
یͺه برونسوی نرمال بردار و اساسͬ جوابهای به وابسته OIF عاملهای عنوان به (۴.٣) و (٣.٣)
منفرد مرز روش درونیابͬ ماتریس قطری های درایه عاملها این یعنͬ، باشند، مͬ اساسͬ جوابهای
هستند. OIF عاملهای کردن تعیین اصلͬ، مرحله ها، مساله انواع همه حل برای ازاینرو، هستند.
قبلا که همانطور مͬ�شود. استفاده معͺوس درونیابͬ ͷنیͺت از معمولا عاملها این تعیین برای که
صدق اصلͬ معادله در که us نمونه جواب ͷی معͺوس، درونیابͬ ͷنیͺت در است، شده داده توضیح

مͬ�گیریم. درنظر را هستند مساله ͬͺفیزی دامنه داخل که yk نمونه نقاط و مͬ�کند

عددی مثال�های ٣.٣

مختلف نامنظم های دامنه روی دوبعدی لاپلاس معادله برای روش، کارایͬ و دقت بخش، این در
تعریف زیر به�صورت که گیرد مͬ قرار بررسͬ مورد خطا نوع دو منظور این برای شود. مͬ بررسͬ

ماکزیمم مطلق خطای شوند. مͬ
ε∞(u) = ∥uexact(xi)− uapprox(xi)∥∞ , i = 1, 2, . . . , N, (۵.٣)

به�صورت نسبͬ خطای و

εR(u) =

√∑N
i=1(uexact(xi)− uapprox(xi))2∑N

i=1(uexact(xi))2
(۶.٣)

باشند. مͬ روش از حاصل تقریبͬ جواب uapprox(xi) و دقیق مقدار uexact(xi) که
است: زیر به�صورت دوبعدی لاپلاس عملͽر اساسͬ جواب شد، اشاره� قبلͬ فصل در که همانطور

G(x, s) = − 1

2π
ln(r(x, s)) = − 1

2π
ln(∥x− s∥2),x ∈ R2, (٧.٣)

باشد. مͬ s منبع نقطه و x محلͬ هم نقطه بین اقلیدسͬ فاصله r(x, s) که
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ͬͺفیزی دامنه روی را دیریͺله مرزی شرایط با (١.٣) لاپلاس معادله مثال، این در .١.٣.٣ مثال
گیریم: مͬ نظر در شده، تعریف زیر به�صورت که Γ ای دایره

Γ =

{
(x, y) ∈ R2 :

7

3
≤
√
x2 + y2 ≤ 3

}
از: عبارتست معادله تحلیلͬ جواب که

u(x, y) = (sinx+ cosx)ey, (٨.٣)

کارایͬ و دقت است. شده گزارش ١.٣ جدول در N مختلف مقادیر برای εR(u) و ε∞(u) خطاهای
نمودار همچنین است. شده داده نشان ١.٣ شͺل در N از مختلفͬ مقادیر برای شده، استفاده روش
در عددی جواب کانتور نمودار و مطلق خطای نمودار است. شده رسم شͺل این در عددی جواب

است. شده داده نشان ٢.٣ شͺل

١.٣.٣ مثال برای نقاط تعداد افزایش با خطاها :١.٣ جدول
N ε∞(u) εR(u)

128 6.8277× 10−1 1.8427× 10−2

256 6.3923× 10−2 1.8528× 10−3

512 1.4192× 10−3 5.1798× 10−5

1024 1.5895× 10−4 5.8932× 10−6

2048 2.0030× 10−5 7.2986× 10−7

4096 1.7815× 10−5 3.1823× 10−7

-20
4

-10

0

2 4

10

2

20

0

30

0
-2 -2

-4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

.١.٣.٣ مثال برای نقطه ١٠٢۴ با عددی(چپ) جواب و دامنه(راست) شͺل :١.٣ شͺل

پیچیده دامنه ͷی روی لاپلاس معادله حل برای را شده ارایه روش کارایͬ مثال، این در .٢.٣.٣ مثال
که است Γ = Γ1−Γ2 آمیب-شͺل همبند دامنه ͷی مثال، این در محاسباتͬ دامنه کنیم. مͬ بررسͬ

شود: مͬ تعریف زیر به�صورت
Γ1 =

{
(rcos(θ), rsin(θ)) : r = esinθsin2(2θ) + ecosθcos2(2θ)

}
٣٣



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های
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.١.٣.٣ مثال برای نقطه ١٠٢۴ با عددی جواب کانتور نمودار و مطلق(راست) خطای نمودار :٢.٣ شͺل

و
Γ2 =

{
(rcos(θ), rsin(θ)) : r = −1

3
+ esinθsin2(2θ) + ecosθcos2(2θ)

}
از: عبارتست معادله تحلیلͬ جواب دیریͺله، مرزی شرایط اعمال با
u(x, y) = (sinx+ cosx)ey, (٩.٣)

کارایͬ و دقت است. شده گزارش ٢.٣ جدول در N مختلف مقادیر برای εR(u) و ε∞(u) خطاهای
نمودار همچنین است. شده داده نشان ٣.٣ شͺل در N مختلف مقادیر برای شده، استفاده روش
در عددی جواب کانتور نمودار و مطلق خطای نمودار است. شده رسم شͺل این در عددی جواب

است. شده داده نشان ۴.٣ شͺل

٢.٣.٣ مثال برای نقاط تعداد افزایش با خطاها :٢.٣ جدول
N ε∞(u) εR(u)

128 3.2979× 10−1 1.3107× 10−2

256 2.7894× 10−2 1.5482× 10−3

512 1.6980× 10−2 6.5131× 10−4

1024 8.0323× 10−3 3.9797× 10−4

2048 5.2666× 10−3 2.8166× 10−4

4096 2.6477× 10−3 1.6378× 10−4

مͬ بͺار دیͽر دامنه ͷی روی لاپلاس معادله حل برای را منفرد مرز روش مثال، این در .٣.٣.٣ مثال
نتایج مساله، ͬͺفیزی دامنه روی یͺنواخت توزیع به�صورت محلͬ هم نقاط گرفتن درنظر با بندیم.

شود: مͬ تعریف زیر به�صورت ،Γ = Γ1 − Γ2 دامنه کرد. خواهیم بررسͬ را

Γ1 =

{
(rcos(θ), rsin(θ)) : r =

1

16
(26− 10cos(4θ))

}
و

Γ2 =

{
(rcos(θ), rsin(θ)) : r = −3

4
+

1

16
(26− 10cos(4θ))

}
٣۴



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های
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.٢.٣.٣ مثال برای نقطه ١٠٢۴ با عددی(چپ) جواب و دامنه(راست) شͺل :٣.٣ شͺل
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.٢.٣.٣ مثال برای نقطه ١٠٢۴ با عددی جواب کانتور نمودار و مطلق(راست) خطای نمودار :۴.٣ شͺل

از: عبارتست معادله تحلیلͬ جواب دیریͺله، مرزی شرایط گرفتن درنظر با

u(x, y) = (sinx+ cosx)ey, (١٠.٣)

کارایͬ و دقت است. شده گزارش ٣.٣ جدول در N مختلف مقادیر برای εR(u) و ε∞(u) خطاهای
نمودار همچنین است. شده داده نشان ۵.٣ شͺل در N از مختلفͬ تعداد برای شده، استفاده روش
در عددی جواب کانتور نمودار و مطلق خطای نمودار است. شده رسم شͺل این در عددی جواب

است. شده داده نشان ۶.٣ شͺل

٣۵



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

٣.٣.٣ مثال برای نقاط تعداد افزایش با خطاها :٣.٣ جدول
N ε∞(u) εR(u)

128 4.3429× 10−1 2.6277× 10−2

256 5.5209× 10−2 3.3112× 10−3

512 1.7155× 10−2 6.8710× 10−4

1024 2.3195× 10−3 8.2592× 10−5

2048 3.3564× 10−5 1.6548× 10−6

4096 3.2267× 10−5 1.2913× 10−6
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.٣.٣.٣ مثال برای نقطه ١٠٢۴ با عددی(چپ) جواب و دامنه(راست) شͺل :۵.٣ شͺل
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.٣.٣.٣ مثال برای نقطه ١٠٢۴ با عددی جواب کانتور نمودار و مطلق(راست) خطای نمودار :۶.٣ شͺل
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اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

گیری نتیجه ۴.٣

استفاده مختلف های دامنه روی بعدی دو لاپلاس معادله حل برای را منفرد مرز روش فصل این در
دقیق جواب با شده ارایه روش از حاصل نتایج که شد مشخص عددی، مثال�های براساس کردیم.
این های مزیت جمله از است. تایید مورد منفرد مرز روش کارایͬ و دارند خوبͬ سازگاری ها مساله
منفردبودن مشͺل که است این کنند مͬ استفاده اساسͬ جواب از که دیͽر روشهای به نسبت روش
را روش کارایͬ شده حل عددی های مثال . است. شده برطرف OIF عامل معرفͬ با روش این در
را شده ارایه روش توان مͬ روش این توسیع عنوان به بعدی کارهای برای دهند. مͬ نشان بخوبͬ

گرفت. کار به بعدی سه و غیرخطͬ پیچیده، مسایل برای

٣٧



۴ فصل

تلͽراف معادله حل برای منفرد مرز روش
بعدی دو

مقدمه ١.۴

برحسب را انتقال خط ͷی در جریان و ولتاژ که است جزیͬ دیفرانسیل معادله ͷی تلͽراف معادله
معادله، این مͬ�باشد. اتمͬ ͷفیزی معادله�های مهمترین از ͬͺی و مͬ�کند توصیف زمان و مسافت
شد. داده توسعه دیͽران و ٢ هویساید توسط سپس شد، ارایه ١٨۵٧ سال در ١ کریشهف توسط
مهم غیره و امواج انتشار سیͽنال�ها، آنالیز قبیل از گوناگونͬ مسایل مدل�سازی برای تلͽراف معادله
راه از ارتباطات دیجیتالͬ، پردازشتصویرهای انتقال، یͷخط میان سیͽنال�های انتشار در و مͬ�باشد
سرخرگ�ها، در خون گردش مطالعه در معادلات با شناسان زیست شده�است. ظاهر سیستم�ها و دور

کرده�اند. برخورد صوتͬ امواج انتشار در و مستقیم خط امتداد در شͺل�ها بعدی ͷی حرکت
نامنظم، دامنه�های بویژه و دلخواه دامنه�های روی دوبعدی تلͽراف دیفرانسیل معادله فصل، این در
درنظربͽیرید: را زیر معادله شد. خواهد حل خصوصͬ جواب روش و مرزمنفرد روش ترکیب با

αutt + βut + γu = ∆u+ f(x, t), x ∈ Ω ⊂ R2, (١.۴)

آغازین: شرایط با
u(x, 0) = g1(x), x ∈ Ω, (٢.۴)

∂u(x, t)
∂t

|t=0= g2(x), x ∈ Ω, (٣.۴)

مرزی: شرایط و
u(x, t) = hD(x, t), x ∈ ΓD, (۴.۴)
∂u(x, t)
∂t = hN (x, t), x ∈ ΓN , (۵.۴)

مرز ترتیب به ΓN و ΓD و است همبند و کراندار دامنه ͷی مساله، محاسباتͬ دامنه Ω که
مرز ∂Ω که ،ΓD ∩ ΓN = ∅ و ΓD ∪ ΓN = ∂Ω که هستند طبیعͬ(نیومان) مرز و اساسͬ(دیریͺله)

١Kirchhoff
٢Heaviside

٣٨



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

α ثابت ضرایب و هستند معلوم توابع hN و hD ،g2 ،g1 ،f همچنین مͬ�باشد. مساله کلͬ ͬͺفیزی
باشد. منفͬ مقداری مͬ�تواند γ ضریب و بوده مثبت β و

و است موج معادله β = γ = 0 اگر دارد. وجود بالا شͺل به معادلات از گوناگونͬ مدل�های
و است انتشار معادله α = γ = 0 برای و گردد مͬ تعدیلͬ موج معادله به تبدیل معادله ، γ = 0 اگر

.[١١ ،١٠ ،٩] آید مͬ بدست هلم�هلتز معادله باشند، γ < 0 و α = β = 0 اگر

زمانͬ گسسته�سازی ٢.۴

روش از استفاده با را زمانͬ گسسته�سازی فرایند زمانͬ، یͺنواخت شبͺه درنظرگرفتن با بخش، این در
در اصلͬ معادله زمان متغیر دوم مرتبه و اول مرتبه مشتق�های تقریب برای ٣ هابولت متناهͬ تفاضل

بست. خواهیم کار به k + 1 و k متوالͬ زمانͬ تراز دو
خواهیم tk ≤ t ≤ tk+1 هر برای tk = kτ و باشد زمانͬ گام طول τ = tk+1 − tk کنید فرض

داشت:
∂uk+1

∂t
∼=

11uk+1 − 18uk + 9uk−1 − 2uk−2

6τ
, (۶.۴)

و
∂2uk+1

∂t2
∼=

2uk+1 − 5uk + 4uk−1 − uk−2

τ2
, (٧.۴)

مͬ�باشد. لاپلاس عملͽر ∆uk(x) = ∆u(x, k τ) و uk = u(x, kτ) که
بازنویسͬ زیر بصورت اصلͬ معادله (١.۴) معادله در (٧.۴) و (۶.۴) معادله�های جایͽزینͬ با

مͬ�شوند:
∆uk+1 − µ2uk+1 = C0u

k + C1u
k−1 + C2u

k−2 − τ2fk+1, (٨.۴)

که
µ2 =

2α

τ2
+

11β

6τ
+ γ, (٩.۴)

و
C0 = −5α

τ2
− 3β

τ
, C1 =

4α

τ2
+

3β

2τ
, C2 = − α

τ2
− β

3τ
, (١٠.۴)

(٨.۴) معادله درنظربͽیریم، bk(x) مانند تابعͬ عنوان به را (٨.۴) معادله راست سمت عبارت اگر
مͬ�گیریم: درنظر زیر بصورت تغییریافته هلم�هلتز معادله عنوان به توان مͬ را

(∆− µ2)uk+1(x) = bk(x), (١١.۴)

به توجه وبا مͬ�کنیم استفاده اویلر روش از u−2 و u−1 برای (٨.۴) معادله در که شود توجه البته
مͬ�آیند: بدست زیر بصورت مساله شرایط

u−1 − u0

τ
= g2(x), (١٢.۴)

و
u−2 − u0

2τ
= g2(x), (١٣.۴)

داریم: u0 = g1(x) آغازین شرط گرفتن درنظر با که
u−1 = g1(x)− τ.g2(x), (١۴.۴)

٣Houbolt

٣٩



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

و
u−2 = g1(x)− 2τ.g2(x), (١۵.۴)

عددی مثال�های ٣.۴

مختلف نامنظم دامنه�های روی دوبعدی تلͽراف معادله برای روش، کارایͬ و دقت بخش، این در
قرار بررسͬ مورد شده�اند، معرفͬ قبلا که εR و ε∞ خطای نوع دو منظور این برای مͬ�شود. بررسͬ

مͬ�گیرد.

به�صورت دایره�ای دامنه ͷی روی مثال، این در .١.٣.۴ مثال
Ω1 =

{
(x, y) ∈ R2 :

√
x2 + y2 ≤ 3

}
درنظرمͬ�گیریم: را زیر دوبعدی تلͽراف معادله

utt + 2ut + u = ∆u+ f(x, y, t), (x, y) ∈ Ω1, t > 0, (١۶.۴)

آغازین شرایط با
u(x, y, 0) = sinx sin y, (x, y) ∈ Ω1, (١٧.۴)

و
∂u(x, y, t)

∂t
|t=0= − sinx sin y, (x, y) ∈ Ω1, (١٨.۴)

مرزی: شرایط و
u(x, y, t) = e−t sinx sin y, x ∈ ∂Ω1, (١٩.۴)

از: عبارتست معادله تحلیلͬ جواب که
u(x, y, t) = e−t sinx sin y, (٢٠.۴)

است: زیر بصورت منبع تابع و
f(x, y, t) = 2e−t sinx sin y, (٢١.۴)

εR(u) و ε∞(u) خطاهای و شده�است حل عددی بصورت ارایه�شده روش از استفاده با معادله
شده�است. گزارش ٢.۴ جدول در τ متفاوت مقادیر برای و ١.۴ جدول در N مختلف مقادیر برای
نمایش نقطه ١٠٢۴ با عددی(چپ) جواب نمودار و دامنه(راست) شͺل ١.۴ شͺل در همچنین،
مطلق(چپ) خطای کانتور نمودار و مطلق(راست) خطای نمودار ٢.۴ شͺل در شده�است. داده

شده�است. داده نشان نقطه ٢٠۴٨ برای

١.٣.۴ مثال برای τ = 0.001 ثابت مقدار و نقاط افزایش با εR(u) و ε∞(u) خطاهای :١.۴ جدول
N ε∞(u) εR(u)

128 5.1377× 10−1 1.8427× 10−2

256 7.3113× 10−2 1.8528× 10−3

512 2.4222× 10−3 5.1798× 10−5

1024 1.6395× 10−4 5.8932× 10−6

2048 2.8030× 10−5 1.9260× 10−6

۴٠



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

١.٣.۴ مثال برای t زمان در τ مقادیر و نقطه N = 2048 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای :٢.۴ جدول
τ = 0.002 τ = 0.001

t ε∞(u) εR(u) ε∞(u) εR(u)

0.20 7.7119× 10−4 4.2381× 10−6 8.0507× 10−4 1.2960× 10−6

0.40 8.7298× 10−4 4.2958× 10−6 8.6639× 10−4 1.4534× 10−6

0.60 9.7899× 10−4 4.7499× 10−6 9.2771× 10−4 1.6109× 10−6

0.80 2.0085× 10−5 5.3667× 10−6 1.8902× 10−5 1.7684× 10−6

1.00 4.5501× 10−5 1.0671× 10−5 2.8030× 10−5 1.9260× 10−6
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.١.٣.۴ مثال برای نقطه ١٠٢۴ با عددی(چپ) جواب نمودار و دامنه(راست) شͺل :١.۴ شͺل
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مثال برای نقطه ٢٠۴٨ برای مطلق(چپ) خطای کانتور نمودار و مطلق(راست) خطای نمودار :٢.۴ شͺل
.١.٣.۴
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اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

پیچیده دامنه ͷی روی معادله عددی حل برای را ارایه�شده روش کارایͬ مثال، این در .٢.٣.۴ مثال
که است Ω2 آمیب-شͺل همبند دامنه ͷی مثال، این در محاسباتͬ دامنه کرد. خواهیم بررسͬ

مͬ�شود: تعریف زیر بصورت
Ω2 =

{
(rcos(θ), rsin(θ)) : r = esinθsin2(2θ) + ecosθcos2(2θ)

}
(٢٢.۴)

درنظربͽیرید: را زیر معادله
utt + 8ut + 4u = ∆u+ f(x, y, t), (x, y) ∈ Ω2, t > 0, (٢٣.۴)

آغازین: شرایط با
u(x, y, 0) = sinx+ cos y, (x, y) ∈ Ω2, (٢۴.۴)

و
∂u(x, y, t)

∂t
|t=0= − sinx− cos y, (x, y) ∈ Ω2, (٢۵.۴)

نیومان: نوع از مرزی شرایط و
∂u(x, y, t)

∂n =
∂

∂n
(
−e−t(sinx+ cos y)

)
, x ∈ ∂Ω2, (٢۶.۴)

از: عبارتست معادله تحلیلͬ جواب که
u(x, y, t) = e−t(sinx+ cos y), (٢٧.۴)

است: زیر بصورت منبع تابع و
f(x, y, t) = −2e−t(sinx+ cos y), (٢٨.۴)

εR(u) و ε∞(u) خطاهای و شده�است حل عددی بصورت ارایه�شده روش از استفاده با معادله
جواب نمودار ٣.۴ شͺل در همچنین، شده�است. گزارش ٣.۴ جدول در N مختلف مقادیر برای
داده نمایش τ = 0.001 و نقطه ١٠٢۴ با مطلق(چپ) خطای کانتور نمودار و عددی(راست)

شده�است.

٢.٣.۴ مثال برای t زمان در τ مقادیر و نقطه N = 1024 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای :٣.۴ جدول
τ = 0.002 τ = 0.001

t ε∞(u) εR(u) ε∞(u) εR(u)

0.20 6.7119× 10−4 8.2381× 10−6 7.0507× 10−5 5.2960× 10−6

0.40 6.7298× 10−4 8.2958× 10−6 7.6639× 10−5 5.4534× 10−6

0.60 7.7899× 10−4 8.7499× 10−6 8.2771× 10−5 6.6109× 10−6

0.80 8.0085× 10−4 9.3667× 10−6 9.8902× 10−5 7.7684× 10−6

1.00 8.5501× 10−4 1.0671× 10−5 1.0030× 10−4 1.0200× 10−5

پیچیده دامنه ͷی روی معادله عددی حل برای را ارایه�شده روش کارایͬ مثال، این در .٣.٣.۴ مثال
زیر بصورت که است Ω3 نامنظم دامنه ͷی مثال، این در محاسباتͬ دامنه کرد. خواهیم بررسͬ

مͬ�شود: تعریف
Ω3 =

{
(rcos(θ), rsin(θ)) : r =

1

16
(26− 10cos(4θ))

}
(٢٩.۴)

گیریم: مͬ درنظر را زیر معادله
utt + 12ut + 4u = ∆u+ f(x, y, t), (x, y) ∈ Ω3, t > 0, (٣٠.۴)
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مثال برای نقطه ١٠٢۴ با مطلق(چپ) خطای کانتور نمودار و عددی(راست) جواب نمودار :٣.۴ شͺل
.٢.٣.۴

آغازین: شرایط با
u(x, y, 0) = 2 + sinx+ cos y, (x, y) ∈ Ω3,

و
∂u(x, y, t)

∂t
|t=0= 0, (x, y) ∈ Ω3,

مرزی: شرایط و
u(x, y, t) = 2 + cos t(sinx+ cos y), x ∈ ∂Ω3,

از: عبارتست معادله تحلیلͬ جواب که
u(x, y, t) = 2 + cos t(sinx+ cos y), (٣١.۴)

است: زیر بصورت منبع تابع و
f(x, y, t) = (4 cos t− 12 sin t)(sinx+ cos y) + 8, (٣٢.۴)

εR(u) و ε∞(u) خطاهای و شده�است حل عددی بصورت ارایه�شده روش از استفاده با معادله
جواب نمودار ۴.۴ شͺل در همچنین، شده�است. گزارش ۴.۴ جدول در N مختلف مقادیر برای
داده نمایش τ = 0.001 و نقطه ١٠٢۴ با مطلق(چپ) خطای کانتور نمودار و عددی(راست)

شده�است.

گیری نتیجه ۴.۴

دوبعدی تلͽراف معادله حل برای خصوصͬ جواب روش با منفرد مرز روش ترکیب فصل این در
از حاصل نتایج که شد مشخص عددی، مثال�های براساس شد. استفاده مختلف دامنه�های روی
پایه توابع از استفاده به توجه با همچنین دارند. سازگاری ها مساله دقیق جواب با ارایه�شده روش
کرد. استفاده مختلف های شͺل به دامنه و بالا بعد با مسایل روی روش این از توان مͬ شعاعͬ ای

نشان�مͬ�دهند. بخوبͬ را روش کارایͬ شده، حل عددی مثال�های
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٣.٣.۴ مثال برای t زمان در τ مقادیر و نقطه N = 1024 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای :۴.۴ جدول
τ = 0.002 τ = 0.001

t ε∞(u) εR(u) ε∞(u) εR(u)

0.20 3.7119× 10−4 4.2381× 10−6 2.0507× 10−5 2.2960× 10−6

0.40 4.7298× 10−4 4.2958× 10−6 3.6639× 10−5 2.4534× 10−6

0.60 4.7899× 10−4 4.7499× 10−6 4.2771× 10−5 2.6109× 10−6

0.80 5.0085× 10−4 5.3667× 10−6 6.8902× 10−5 2.7684× 10−6

1.00 1.5501× 10−5 1.0671× 10−5 7.8030× 10−5 3.0260× 10−6
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مثال برای نقطه ١٠٢۴ با مطلق(چپ) خطای کانتور نمودار و عددی(راست) جواب نمودار :۴.۴ شͺل
.٣.٣.۴
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۵ فصل

شبه�سهموی معادله برای منفرد مرز روش

مقدمه ١.۵

طریق از مایعات جریان مانند مهندسͬ های زمینه در سوبولف معادلات یا سهموی شبه معادلات
و رسانایͬ حرارت درجه و ͬͺترمودینامی حرارت درجه شامل گرمائͬ هدایت شͺسته، های ͹سن
آنها که است این ها مدل این مهم ویژگͬ مͬ�شوند. ظاهر نیمه�هادی�ها در ساکن شبه فرآیندهای
.[١۴ ،١٣ ،١٢] مͬ�کنند بیان دامنه زیر هر در را غیره) و گرما سرعت، (جرم، خاصͬ کمیت بقای
استفاده مورد پیشتر دوبعدی و حالتیͷبعدی معادلاتدر این عددی برایحل گوناگونͬ روش�های
متناهͬ تفاضلات روش�های خانواده از دیͽری تͺنیͺهای و [١٨ ،١٧ ،١۶ ،١۵ است[١۴، گرفته قرار

.[٢٠ ،١٩] است رفته کار به معادلات نوع این برای مشتق روش�های و
آغازین شرایط با مͺانͬ دوبعدی حالت در را زمان به وابسته سهموی شبه معادله فصل، این در
ترکیب فصل، این رویͺرد مͬ�دهیم. قرار بحث مورد منفرد مرز روش به دیریͺله مرزی شرایط و
معادله منظور این برای که گیرد مͬ قرار استفاده مورد خصوصͬ جواب روش و منفرد مرز روش
مͬ�گردد. تقسیم غیرهمͽن معادله خصوصͬ جواب ͷی و همͽن معادله ͷی به اصلͬ غیرهمͽن

گیریم: مͬ درنظر Ω دامنه روی را زیر سوم مرتبه بعدی دو معادله
∂u

∂t
− α∆u− η

∂

∂t
(∆u) = f(x, t), in Ω× (0, T ], (١.۵)

آغازین: باشرط
u(x, 0) = g(x), in Ω, (٢.۵)

مرزی: شرایط و
u(x, t) = h(x, t), on ∂Ω, (٣.۵)

پیوسته توابع g و f همچنین باشد. مͬ Ω دامنه مرز ∂Ω و Ω ⊆ R2 دوبعدی، لاپلاس عملͽر ∆ که
و هموار تابع h تابع براین، علاوه هستند. معینͬ ثابتهای T > 0 و η ، α ضرایب و هستند معلوم
وابسته بعدی دو انتشار معادله (١.۵) معادله باشد، η = 0 اگر خاص حالت در باشد. مͬ معلوم

باشد. مͬ زمان
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زمانͬ گسسته�سازی و روش سازی پیاده ٢.۵

روش از استفاده با را زمانͬ گسسته�سازی فرایند زمانͬ، یͺنواخت شبͺه درنظرگرفتن با بخش، این در
متوالͬ زمانͬ تراز دو در اصلͬ معادله زمان متغیر اول مرتبه مشتق تقریب برای پیشرو متناهͬ تفاضل

بست. خواهیم کار به k + 1 و k
خواهیم tk ≤ t ≤ tk+1 هر برای tk = kδt و باشد زمانͬ گام طول δt = tk+1 − tk کنید فرض

داشت:
∂uk

∂t
∼=

uk+1(x) − uk(x)
δt

, (۴.۵)

است: زیر به�صورت زمان متغیر به نسبت مشتق (١.۵) در دیͽر جمله برای و
∂

∂t
(∆uk) ∼=

∆uk+1(x) −∆uk(x)
δt

, (۵.۵)

شود: مͬ درنظرگرفته زیر تقریب θ روش از استفاده با همچنین، .uk = u(x, kδt) که
∆u(x, t) ∼= θ∆uk+1(x) + (1− θ)∆uk(x) , (۶.۵)

از: عبارتست کرانͷ-نیͺلسون ͷنیͺت باشد، θ = 1
2 , اگر خاص، حالت در

∆u(x, t) ∼= 1

2

(
∆uk+1(x) + ∆uk(x)

)
, (٧.۵)

و ∆uk(x) = ∆u(x, k δt) بطوریͺه
∆u =

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
, (٨.۵)

خواهد زیر به�صورت اصلͬ معادله (١.۵) معادله در (٧.۵)-(۴.۵) های معادله کردن جایͽزین با
شد:

uk+1 − uk

δt
− α

2

(
∆uk+1 +∆uk

)
− η

δt

(
∆uk+1 −∆uk

)
=
fk+1 + fk

2
+Rk+1, (٩.۵)

زیر تقریب Rk+1 ͷکوچ جمله حذف با آنͽاه است. مثبت ثابت ͷی C و |Rk+1| < Cδt بطوریͺه
شود: مͬ حاصل

(
α

2
+
η

δt
)∆uk+1 − 1

δt
uk+1 = (

η

δt
− α

2
)∆uk − 1

δt
uk − fk+1 + fk

2
, (١٠.۵)

داشت: خواهیم F k+1 = −f
k+1 + fk

2λ
و µ2 =

1

δtλ
و λ =

α

2
+
η

δt
فرض با

∆uk+1 − µ2uk+1 =
1

λ
(
η

δt
− α

2
)∆uk − µ2uk + F k+1, (١١.۵)

درنظر λ > 0, شرط با bk(x) مانند تابعͬ عنوان به را (١١.۵) معادله راست سمت عبارت اگر
مͬ�شود: حاصل زیر به�صورت تغییریافته هلم�هلتز معادله عنوان به (١١.۵) معادله بͽیریم،

(∆− µ2)uk+1(x) = bk(x), (١٢.۵)

که
bk(x) = 1

λ
(
η

δt
− α

2
)∆uk − µ2uk + F k+1, (١٣.۵)

خواهیم u0 = u(x, 0) = g0 اولیه شرط و (١٣.۵) معادله از k = 0 برای که است توجه به لازم
داشت:

b0(x) = 1

λ
(
η

δt
− α

2
)∆g0 − µ2g0 + F 1, (١۴.۵)
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همͽرایͬ و پایداری آنالیز ٣.۵

و u(x, 0) = u0 آغازین شرط درنظرگرفتن با (١١.۵) معادله همͽرایͬ و پایداری آنالیز بررسͬ برای
مرزی شرط

uk|∂Ω = u(x, tk), k = 0, 1, . . . , n

گیریم: مͬ درنظر را زیر داخلͬ ضرب
(u, v) =

∫
Ω
u(x)v(x)dx, (١۵.۵)

به�صورت L2 در نرم و

∥u∥2 = [(u, u)]1/2 =

[∫
Ω
u2(x)dx

]1/2
. (١۶.۵)

کرد. بیان توان مͬ را زیر های قضیه (١١.۵) متناهͬ تفاضل طرح برای بود. خواهد
∂uk

∂x اگرتوابع باشد، (١١.۵) معادله جواب uk ∈ H2
0 (Ω), k = 0, 1, . . . , n فرضکنید .١.٣.۵ قضیه

آنͽاه: αδt > 2η و باشند t متغیر برحسب یͺنوا توابعͬ ∂uk

∂y و
∥uk∥2 ≤ ∥u0∥2 + max

0≤j≤n
∥F j∥2.

که: است بدیهͬ k = 0 برای ریاضͬ). استقرای با (اثبات برهان.
∆u1 − µ2u1 =

1

λ
(
η

δt
− α

2
)∆u0 − µ2u0 + F 1, (١٧.۵)

آنͽاه: بͽیریم، انتͽرال Ω روی سپس و کرده ضرب u1 در را (١٧.۵) معادله اگر
(∆u1, u1)− µ2(u1, u1) =

1

λ
(
η

δt
− α

2
)(∆u0, u1)− µ2(u0, u1) + (F 1, u1). (١٨.۵)

به�صورت گرین فرمول از استفاده ∫با
Ω
∇u · ∇vdx =

∫
∂Ω
u
∂v

∂nds−
∫
Ω
u∆vdx,

که
∂v

∂n =
∂v

∂x
n1 +

∂v

∂y
n2

درنتیجه: است، ∂Ω مرز روی برونسوی نرمال مشتق
(∇u1,∇u1) + µ2(u1, u1) =

1

λ
(
η

δt
− α

2
)(∇u0,∇u1) + µ2(u0, u1)− (F 1, u1). (١٩.۵)

آنͽاه: و
∥u1∥22 +

1

µ2
(∇u1,∇u1) = (u0, u1) +

1

λµ2
(
η

δt
− α

2
)(∇u0,∇u1)− 1

µ2
(F 1, u1). (٢٠.۵)

توابع اینͺه و αδt > 2η اینͺه خاطر به ازطرفͬ، .u1 ∈ H2
0 (Ω) که: است این علت به نتیجه این که

(∇u1,∇u0) > 0 و 2η − αδt < 0 آنͽاه: هستند، یͺنوا t متغیر به نسبت ∂uk

∂y و ∂uk

∂x

دهد: مͬ نتیجه (٢٠.۵) معادله اینرو، از
∥u1∥22 ≤ (u0, u1) + (F 1, u1). (٢١.۵)

داشت: خواهیم شوارتز، نامساوی بͺارگیری با درپایان،
∥u1∥2 ≤ ∥u0∥2 + ∥F 1∥2 ≤ ∥u0∥2 + max

0≤j≤n
∥F j∥2, (٢٢.۵)
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باشد: برقرار زیر نامساوی کنید فرض استقرا) (فرض
∥ul∥2 ≤ ∥u0∥2 + max

0≤j≤n
∥F j∥2, l = 1, 2, . . . , k. (٢٣.۵)

آنͽاه: بͽیریم، انتͽرال Ω روی سپس و کرده ضرب uk+1 در را (١١.۵) معادله اگر
(∆uk+1, uk+1)− µ2(uk+1, uk+1) =

1

λ
(
η

δt
− α

2
)(∆uk, uk+1)− µ2(uk, uk+1) + (F k+1, uk+1),

داشت: خواهیم گرین فرمول از استفاده با
(∇uk+1,∇uk+1)+µ2(uk+1, uk+1) =

1

λ
(
η

δt
− α

2
)(∇uk,∇uk+1)+µ2(uk, uk+1)−(F k+1, uk+1),

آنͽاه: و
∥uk+1∥22+

1

µ2
(∇uk+1,∇uk+1) = (uk, uk+1)+

1

λµ2
(
η

δt
− α

2
)(∇uk,∇uk+1)− 1

µ2
(F k+1, uk+1).

رسیم: مͬ زیر نتیجه به شوارتز نامساوی و قضیه مفروضات از استفاده با حال
∥uk+1∥2 ≤ ∥uk∥2 + ∥F k+1∥2, (٢۴.۵)

داشت: خواهیم (٢٣.۵) از استفاده با و
∥uk+1∥2 ≤ ∥u0∥2 + max

0≤j≤n
∥F j∥2, (٢۵.۵)

است. کامل اثبات درنتیجه،

مرزی شرط و u(x, 0) = U0, اولیه شرط با (١١.۵) معادله جواب Uk مͬ�کنیم فرض ادامه، در
شوند. مͬ بیان پایداری و همͽرایͬ برای زیر های قضیه باشد، مͬ Uk|∂Ω = u(x, tk)

همͽرایͬ مرتبه با -همͽرا H1 طرح ͷی (١١.۵) زمانͬ گسسته�سازی عددی طرح .٢.٣.۵ قضیه
است. O(δt)

مͬ�کنیم: تعریف را زیر خطای برهان.
ϵk(x) = uk(x)− Uk(x),

درنتیجه:
∆ϵk+1(x)− µ2ϵk+1(x) = 1

λ
(
η

δt
− α

2
)∆ϵk(x)− µ2ϵk(x)

و
ϵk+1|∂Ω = 0.

داشت: خواهیم ١.٣.۵ قضیه از استفاده با
∥ϵk∥2 ≤ ∥ϵ0∥2, k = 1, 2, . . . , n,

است. کامل اثبات درنتیجه و

(١١.۵) معادله زمانͬ گسسته�سازی طرح از تقریبحاصل جواب برای خطا یͷتخمین ادامه، در
یͺسانͬ مقدار مختلف موقعیتهای در C کلͬ ثابت مقدار که است توجه به لازم البته شود. مͬ بیان

ندارد.

(٣.۵)-(١.۵) مساله دقیق جواب {ue(x, tk)}k=n
k=0 اینͺه و ١.٣.۵ قضیه فرضیات با .٣.٣.۵ قضیه

درنظر ue(x, 0) = u(x, 0) آغازین شرط با (١١.۵) عددی تقریب جواب {u(x, tk)}k=n
k=0 و باشد

از: عبارتست خطا تخمین آنͽاه شود، گرفته
∥ue(x, kδt)− u(x, kδt)∥2 ≤ C(δt), (٢۶.۵)

۴٨
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(١١.۵) رابطه از باشد، مͬ (٣.۵)-(١.۵) مساله دقیق جواب ue(x, t
k) اینͺه به توجه با برهان.

داشت: خواهیم
∆uk+1

e (x)− µ2uk+1
e (x) = 1

λ
(
η

δt
− α

2
)∆uke(x)− µ2uke(x)− F k+1 + C(δt). (٢٧.۵)

شود: مͬ نتیجه (١١.۵) از (٢٧.۵) تفریق و εk(x) = ue(x, t
k)− u(x, tk) گرفتن درنظر با

∆εk+1(x)− µ2εk+1(x) = 1

λ
(
η

δt
− α

2
)∆εk(x)− µ2εk(x)− F k+1 + C(δt). (٢٨.۵)

به توجه با و
ε0(x) = 0, ε0(x)

∣∣∣
∂Ω

= 0. (٢٩.۵)

شود: مͬ نتیجه ١.٣.۵ قضیه از بنابراین،
∥εk(x)∥2 ≤ ∥ε0(x)∥2 + C(δt) = C(δt), (٣٠.۵)

آنͽاه:
∥ue(x, tk)− u(x, tk)∥2 ≤ C(δt). (٣١.۵)

است. کامل اثبات درنتیجه و

عددی مثال�های ۴.۵

مختلف نامنظم های دامنه روی دوبعدی تلͽراف معادله برای روش، کارایͬ و دقت بخش، این در
تعریف قبلا که گیرد مͬ قرار بررسͬ مورد εR و ε∞ خطا نوع دو منظور این برای شود. مͬ بررسͬ

شده�اند.
توابع عنوان به ϕ(r) = r4ln(r), یعنͬ دوم مرتبه ͷهارمونی پلͬ اسپلاین از زیر، مثالهای در

است. شده استفاده شعاعͬ پایه

با گیریم، مͬ درنظر Ω1 = [0, 1]2 متناهͬ مربعͬ دامنه روی را (٣.۵)-(١.۵) مساله .١.۴.۵ مثال
آغازین: شرط

u(x, 0) = cosx+ sin y, x ∈ [0, 1]× [0, 1] (٣٢.۵)

مرزی: شرایط و
u(x, 0, t) = e2t cosx, u(x, 1, t) = e2t(cosx+ sin(1)),

u(0, y, t) = e2t(1 + sin y), u(1, y, t) = e2t(cos(1) + sin y),
(٣٣.۵)

از: عبارتست تحلیلͬ جواب که
u(x, t) = e2t(cosx+ sin y),

است: زیر به�صورت f منبع تابع و
f(x, t) = (2 + α+ 2η)e2t(cosx+ sin y).

دو ١.۵ جدول در گیریم. مͬ درنظر را η = 0.00025 و α = 1 ثابتهای عددی، جواب محاسبه در
مͬ نشان جدول این است. شده گزارش t = 1 زمان به رسیدن تا مختلف زمانهای در خطا، نوع
دیͽر، عبارت به و باشد نمͬ رشد دارای زمان، افزایش با روش، از حاصل εR(u) خطای که دهد

است. روش پایداری دهنده نشان موضوع این

۴٩
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زمان در N = 441 و δt = 0.001 برای ماکزیمم مطلق خطای نمودار و عددی جواب نمودار
ارایه روش از حاصل نتایج ٢.۵ شͺل در همچنین، است. شده داده نمایش ١.۵ شͺل در T = 1

است. شده مقایسه SMRPI روش با شده

SMRPI روش با مقایسه و t زمان در δt = 0.001 و N = 441 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای :١.۵ جدول
١.۴.۵ مثال برای

ε∞(u) εR(u)

t SBM [٣٠] SBM [٣٠]
0.10 1.1566× 10−3 3.0755× 10−3 5.4282× 10−4 6.2135× 10−4

0.20 1.1650× 10−3 3.7662× 10−3 5.4214× 10−4 6.2740× 10−4

0.30 1.0926× 10−3 4.6011× 10−3 5.4139× 10−4 6.2794× 10−4

0.40 1.0161× 10−3 4.9199× 10−3 5.4053× 10−4 6.2800× 10−4

0.50 1.0082× 10−3 5.3642× 10−3 5.3953× 10−4 6.2800× 10−4

0.60 1.0018× 10−3 5.9839× 10−3 5.3836× 10−4 6.2800× 10−4

0.70 1.5911× 10−3 6.0240× 10−3 5.3697× 10−4 6.2800× 10−4

0.80 2.6354× 10−3 7.2507× 10−3 5.3534× 10−4 6.2800× 10−4

0.90 3.9023× 10−3 8.1276× 10−3 5.3346× 10−4 6.2800× 10−4

1.00 5.4020× 10−3 8.8658× 10−3 5.3130× 10−4 6.2800× 10−4
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زمان در N = 441 و δt = 0.001 با ε∞(u)(چپ) خطای نمودار و عددی(راست) جواب نمودار :١.۵ شͺل
.١.۴.۵ مثال برای T=١

ای دایره دامنه روی را (٣.۵)-(١.۵) مساله مثال، این در .٢.۴.۵ مثال
Ω2 =

{
x = (x, y) ∈ R2 :

√
x2 + y2 ≤ 3

}
آغازین: شرط با گیریم، مͬ درنظر

u(x, 0) = cosx+ sin y, x ∈ Ω2,

۵٠
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و N = 441 با SMRPI روش با (چپ) εR(u) خطای و (راست) ε∞(u) خطای مقایسه :٢.۵ شͺل
١.۴.۵ مثال برای t زمان در δt = 0.001

.

از: عبارتست معادله تحلیلͬ جواب مرزی، شرایط گرفتن درنظر با
u(x, t) = e2t(cosx+ sin y), (٣۴.۵)

است: زیر به�صورت منبع تابع و
f(x, t) = (2 + α+ 2η)e2t(cosx+ sin y). (٣۵.۵)

دو ٢.۵ جدول در گیریم. مͬ درنظر را η = 0.00025 و α = 1 ثابتهای عددی، جواب محاسبه در
مͬ نشان جدول این است. شده گزارش t = 1 زمان به رسیدن تا مختلف زمانهای در خطا، نوع
دیͽر، عبارت به و باشد نمͬ رشد دارای زمان، افزایش با روش، از حاصل εR(u) خطای که دهد
جواب نمودار و یͺنواخت توزیع با Ω2 دامنه شͺل است. روش پایداری دهنده نشان موضوع این
نمایش ٣.۵ شͺل در T = 1 زمان در N = 441 و δt = 0.005 با منفرد مرز روش از حاصل عددی
زمان در N = 441 و δt = 0.01 با ε∞(u) خطای رفتار ۴.۵ شͺل در همچنین، است. شده داده

است. شده داده نشان T = 1

به�صورت آمیب-شͺل دامنه ͷی را محاسباتͬ دامنه مثال، این در .٣.۴.۵ مثال
Ω3 =

{
(r cos θ, r sin θ) : r = esin θ sin2(2θ) + ecos θ cos2(2θ)

}
گیریم. مͬ درنظر

آغازین: شرط با گیریم. مͬ درنظر دامنه این روی را (٣.۵)-(١.۵) مساله
u(x, 0) = cosx+ sin y, x ∈ Ω3, (٣۶.۵)

از: عبارتست معادله تحلیلͬ جواب مرزی، شرایط بادرنظرگرفتن که
u(x, t) = e2t(cosx+ sin y), (٣٧.۵)

است: زیر به�صورت منبع تابع و
f(x, t) = (2 + α+ 2η)e2t(cosx+ sin y). (٣٨.۵)

۵١
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٢.۴.۵ مثال برای t زمان در δt مقادیر و N = 441 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای :٢.۵ جدول
δt = 0.01 δt = 0.005

t ε∞(u) εR(u) ε∞(u) εR(u)

0.10 1.4890× 10−3 7.4502× 10−4 9.4808× 10−5 1.7249× 10−5

0.20 1.4845× 10−3 7.3847× 10−4 1.4723× 10−4 2.7356× 10−5

0.30 1.4803× 10−3 7.2991× 10−4 1.5930× 10−4 3.0956× 10−5

0.40 1.4761× 10−3 7.2102× 10−4 1.4302× 10−4 2.8605× 10−5

0.50 1.4719× 10−3 7.1521× 10−4 9.7010× 10−5 2.1041× 10−5

0.60 1.4616× 10−3 7.1727× 10−4 5.9018× 10−5 1.1487× 10−5

0.70 1.9180× 10−3 7.3284× 10−4 1.0733× 10−4 1.8600× 10−5

0.80 2.5066× 10−3 7.6742× 10−4 2.3303× 10−4 4.1052× 10−5

0.90 3.1820× 10−3 8.2527× 10−4 3.8462× 10−4 6.9831× 10−5

1.00 3.9428× 10−3 9.0854× 10−4 5.6146× 10−4 1.0373× 10−4
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١.۴.۵ مثال برای δt = 0.005 و N = 441 با عددی(چپ) جواب و دامنه(راست) شͺل :٣.۵ شͺل

دو ٣.۵ جدول در گیریم. مͬ درنظر را η = 0.00025 و α = 1 ثابتهای عددی، جواب محاسبه در
مͬ نشان جدول این است. شده گزارش t = 1 زمان به رسیدن تا مختلف زمانهای در خطا، نوع
دیͽر، عبارت به و باشد نمͬ رشد دارای زمان، افزایش با روش، از حاصل εR(u) خطای که دهد
جواب نمودار و یͺنواخت توزیع با Ω2 دامنه شͺل است. روش پایداری دهنده نشان موضوع این
نمایش ۵.۵ شͺل در T = 1 زمان در N = 441 و δt = 0.005 با منفرد مرز روش از حاصل عددی
زمان در N = 441 و δt = 0.01 با ε∞(u) خطای رفتار ۶.۵ شͺل در همچنین، است. شده داده

است. شده داده نشان T = 1

Ω4 دامنه است. کاررفته به تر پیچیده دامنه ͷی روی منفرد مرز روش مثال، این در .۴.۴.۵ مثال
گیریم. مͬ درنظر m = 6 برای را دامنه و مͬ�کنیم تعریف زیر رابه�صورت

Ω4 =

{
(r cos θ, r sin θ) : r = m2 + 5m+ 2− 2m+ 2

m3
cos(mθ)

}
۵٢
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T = 1 زمان در δt = 0.01 و N = 441 با کانتور(چپ) نمودار و مطلق(راست) خطای نمودار :۴.۵ شͺل
٢.۴.۵ مثال برای

٣.۴.۵ مثال برای t زمان در δt مقادیر و N = 441 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای :٣.۵ جدول
δt = 0.01 δt = 0.005

t ε∞(u) εR(u) ε∞(u) εR(u)

0.10 1.4446× 10−3 7.4871× 10−4 2.0419× 10−4 6.9974× 10−6

0.20 1.6613× 10−3 7.4749× 10−4 2.6603× 10−4 1.2422× 10−5

0.30 2.4795× 10−3 7.4659× 10−4 4.0940× 10−4 1.6603× 10−5

0.40 3.4438× 10−3 7.4632× 10−4 7.2555× 10−4 1.9946× 10−5

0.50 4.5464× 10−3 7.4679× 10−4 1.1196× 10−3 2.2965× 10−5

0.60 6.9230× 10−3 7.4883× 10−4 1.7610× 10−3 2.6281× 10−5

0.70 9.7664× 10−3 7.5302× 10−4 2.5333× 10−3 3.0539× 10−5

0.80 1.2989× 10−2 7.6018× 10−4 3.4217× 10−3 3.6265× 10−5

0.90 1.6581× 10−2 7.7711× 10−4 4.4216× 10−3 4.3786× 10−5

1.00 2.0532× 10−2 7.8696× 10−4 5.5292× 10−3 5.3232× 10−5

مرزی: شرط با گیریم. مͬ نظر در Ω4 دامنه روی را (٣.۵)-(١.۵) مساله
u(x, 0) = cosx+ sin y, (x, y) ∈ Ω4, (٣٩.۵)

از: عبارتست معادله تحلیلͬ جواب مرزی، شرایط بادرنظرگرفتن که
u(x, t) = e2t(cosx+ sin y), (۴٠.۵)

است: زیر به�صورت منبع تابع و
f(x, t) = (2 + α+ 2η)e2t(cosx+ sin y). (۴١.۵)

دو ۴.۵ جدول در گیریم. مͬ درنظر را η = 0.00025 و α = 1 ثابتهای عددی، جواب محاسبه در
مͬ نشان جدول این است. شده گزارش t = 1 زمان به رسیدن تا مختلف زمانهای در خطا، نوع
دیͽر، عبارت به و باشد نمͬ رشد دارای زمان، افزایش با روش، از حاصل εR(u) خطای که دهد
جواب نمودار و یͺنواخت توزیع با Ω2 دامنه شͺل است. روش پایداری دهنده نشان موضوع این

۵٣
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٣.۴.۵ مثال برای δt = 0.005 و N = 441 با عددی(چپ) جواب و دامنه(راست) شͺل :۵.۵ شͺل
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T = 1 زمان در δt = 0.01 و N = 441 با کانتور(چپ) نمودار و مطلق(راست) خطای نمودار :۶.۵ شͺل
٣.۴.۵ مثال برای

نمایش ٧.۵ شͺل در T = 1 زمان در N = 441 و δt = 0.005 با منفرد مرز روش از حاصل عددی
زمان در N = 441 و δt = 0.01 با ε∞(u) خطای رفتار ٨.۵ شͺل در همچنین، است. شده داده

است. شده داده نشان T = 1

گیری نتیجه ۵.۵

شبه-سهموی(معادله معادله برایحل را روشجوابخصوصͬ با منفرد ترکیبروشمرز فصل این در
مشخص عددی، مثالهای براساس کردیم. استفاده مختلف های دامنه روی بعدی دو سوبولوف)
روش کارایͬ و دارند سازگاری ها مساله دقیق جواب با شده ارایه روش از حاصل نتایج که شد
روش برتری نشان�دهنده که است شده مقایسه دیͽر روش�های با نتایج همچنین است، تایید مورد
به نسبت روش این مزیت�های جمله از است. شده ارایه پایداری و همͽرایͬ آنالیز است. شده ارایه

۵۴
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۴.۴.۵ مثال برای t زمان در δt مقادیر و N = 441 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای :۴.۵ جدول
δt = 0.01 δt = 0.005

t ε∞(u) εR(u) ε∞(u) εR(u)

0.10 3.1625× 10−4 7.5448× 10−5 4.1081× 10−5 1.6569× 10−6

0.20 9.1407× 10−4 7.8911× 10−5 1.2720× 10−4 2.9022× 10−6

0.30 1.8465× 10−3 8.7706× 10−5 3.4071× 10−4 4.6787× 10−6

0.40 3.2214× 10−3 1.0387× 10−4 6.4957× 10−4 8.0416× 10−6

0.50 4.9675× 10−3 1.2865× 10−4 1.0509× 10−3 1.3356× 10−5

0.60 7.0901× 10−3 1.6244× 10−4 1.5432× 10−3 2.0662× 10−5

0.70 9.5977× 10−3 2.0523× 10−4 2.1258× 10−3 2.9957× 10−5

0.80 1.2500× 10−2 2.5694× 10−4 2.7984× 10−3 4.1259× 10−5

0.90 1.5811× 10−2 3.1755× 10−4 3.5615× 10−3 5.4580× 10−5

1.00 1.1954× 10−2 3.8710× 10−4 4.4155× 10−3 6.9948× 10−5
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۴.۴.۵ مثال برای δt = 0.005 و N = 441 با عددی(چپ) جواب و دامنه(راست) شͺل :٧.۵ شͺل

با روش این در منفردبودن مشͺل که است این مͬ�کنند استفاده اساسͬ جواب از که دیͽر روش�های
مͬ�توان شعاعͬ ای پایه توابع از استفاده به توجه با همچنین است. شده برطرف OIF عامل معرفͬ
عددی های مثال کرد. استفاده مختلف های شͺل به دامنه و بالا بعد با مسایل روی روش این از

دهند. مͬ نشان بخوبͬ را روش کارایͬ شده حل
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T = 1 زمان در δt = 0.01 و N = 441 با کانتور(چپ) نمودار و مطلق(راست) خطای نمودار :٨.۵ شͺل
۴.۴.۵ مثال برای
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۶ فصل

کلͬ معادله حل برای مرزمنفرد روش
بونا�ماهونͬ�برگرز �بنجامین

مقدمه ١.۶

نمͬ پذیر امͺان حتͬ یا و مشͺل غیرخطͬ معادلات برای دقیق جواب آوردن بدست کلͬ حالت در
های روش هستند. اهمیت دارای غیرخطͬ معادلات حوزه در عددی روش�های بنابراین باشد.
دسته عددی حل برای متمادی ی ها زمان طول در متناهͬ حجم و متناهͬ عناصر متناهͬ، تفاضلات
واقع در و دارند نیاز بندی شبͺه به ها روش این که اند شده استفاده مهندسͬ مسائل از وسیعͬ
مساله مرزمنفرد، روش کارایͬ دادن نشان برای فصل این در باشد. مͬ ها روش این اصلͬ مشͺل
کنیم. مͬ حل روش این با را (GBBMB) ١ بنجامین-بونا-ماهونͬ-برگرز کلͬ اولیه و مرزی مقدار
روش ترکیب طریق از را GBBMB معادله رفتار اینͺه از است عبارت فصل این اصلͬ هدف
روش�های با مقایسه در تر دقیق جواب آوردن بدست منظور به خصوصͬ، جواب روش با مرزمنفرد
روش همͽرائͬ و پایداری برای قضایایͬ فصل این در این، بر علاوه دهیم. قرار بررسͬ مورد دیͽر،

شد. خواهد اثبات و بیان O(δt) همͽرائͬ مرتبه با H1 فضای در شده مطرح
:[۴٠ ،۴۶] کنیم اشاره زیر موارد به مͬ�توانیم بنجامین-بونا-ماهونͬ معادله های کاربرد میان از

مایعات؛ در بلند موج طول از سطحͬ امواج آنالیز •

سرد؛ پلاسمای در هیدرو امواج •

متراکم؛ سیالات در صوتͬ-گرانش امواج •

. همساز بلورهای در صوتͬ امواج •

مقالات در بنجامین-بونا-ماهونͬ-برگرز معادله حل برای مختلفͬ عددی و تحلیلͬ های روش
انتͽرال روش از [۴۵] مقاله در نویسنده کنیم. مͬ مرور را ها آن از تعدادی که است شده استفاده
استفاده بنجامین-بونا-ماهونͬ شده اصلاح معادله برای تحلیلͬ جواب ͷی آوردن بدست برای اولیه
روش از یافته تعمیم روش ͷی توسط [۴٠] مقاله در بنجامین-بونا-ماهونͬ معادله است. کرده

١Generalized Benjamin-Bona-Mahony-Burgers
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شوک های پروفایل از غیرخطͬ آنالیز است. شده حل ͷهیپوربولی تانژانت-کوتانژانت معروف
شده انجام [۴۶] مقاله در بعد دو در بنجامین-بونا-ماهونͬ-برگرز کلͬ معادله از مسطح چسبناک
معادله برای را ها جواب از بهینه واپاشͬ های نرخ [۴٧] مقاله در همͺارانش و نویسنده است.
در نویسندگان اند. داده قرار مطالعه مورد n ≥ 3 بعدی چند فضای در بنجامین-بونا-ماهونͬ کلͬ
بنجامین-بونا- کلͬ معادله از کوشͬ مسئله برای ها جواب از نمایͬ واپاشͬ نرخ ͷی [۴٨] مقاله
های معادله دهند. مͬ نشان فضا-زمان دار وزن انرژی روش گرفتن کار به با را ماهونͬ-برگرز
مقاله در نمایͬ تابع روش از استفاده با بنجامین-بونا-ماهونͬ شده اصلاح و بنجامین-بونا-ماهونͬ
در نویسندگارن است. آمده بدست ها آن از سالیتون های جواب از تعدادی و اند شده حل [۴٩]
انحطاط برای را بنجامین-بونا-ماهونͬ-برگرز کلͬ معادله های جواب از همͽرایͬ نرخ [۵٠] مقاله
نوع از متناهͬ تفاضل طرح ͷی اند. کرده مطالعه فضا نیم در مرزی ای لایه جواب�های به مربوط
معادله حل برای [۵١] مقاله در H1 گسسته نرم در دو مرتبه از همͽرایͬ اثبات با کرانͷ-نیͺلسون
ی پایه بر روش ͷی [۵٢] مقاله در نویسنده است. گرفته قرار بحث مورد بنجامبن-بونا-ماهونͬ
ارایه زمان و فضا های متغیر برای ترتیب به کرانͷ-نیͺلسون فرمول و استاندارد گالرکین روش
برای علاقه�مند خوانندگان کند. مͬ ثابت را خطͬ گالرکین شده اصلاح طرح همͽرایͬ و کند مͬ

کنند. مراجعه [۴٠ ،۵٣] به مͬ�توانند بیشتر اطلاعات
گیریم: مͬ نظر در را بنجامین-بونا-ماهونͬ-برگرز کلͬ غیرخطͬ معادله

ut − (∆u)t − β∆u+ α∇.u = η∇.G(u) + f, x ∈ Ω ⊆ R2, t ∈ [0, T ], (١.۶)

اولیه شرط با

u(x, 0) = g(x), x ∈ Ω, (٢.۶)

مرزی شرط و

u(x, t) = h(x, t), x ∈ ∂Ω, (٣.۶)

توابعͬ f, g توابع باشد، مͬ زمان و فضا های متغیر از تابع ͷی f است، غیرخطͬ تابع ͷی G(u) که
(١.۶) معادله در باشند. مͬ گرادیان لاپلاسو های عملͽر ترتیب ∇به ∆و ،Ω ⊆ Rn هستند، معلوم
β = 0, α = 1 اگر خاص حالت در است. حقیقͬ عدد ͷی η و هستند مثبت ثابتهای β و α ضرایب
یافته بهبود مطالعه که شود مͬ حاصل (RLWE)٢ موج-بلند شده منظم معادله باشند، η = −1 و
تحلیلͬ و عددی روش�های باشد. مͬ بلند سطح گرانش با موج�های مدل�سازی برای KdV معادله

.([۴۵]-[٣٨]) است شده ارایه تاکنون -بونا بنجامین معادله حل برای گوناگونͬ
جمله اگر شود. مͬ نامیده بنجامین-بونا-ماهونͬ-برگرز بالا معادله ،F (u) = 1

2u
2 انتخاب با

بر علاوه اگر همچنین داشت. خواهیم را بنجامین-بونا-ماهونͬ کلͬ معادله کنیم، حذف را ∆u

آید. مͬ بدست بنجامین-بونا-ماهونͬ معادله ،F (u) = 1
2u

2 دهیم قرار ،∆u حذف
که مͬ�گیرد قرار استفاده مورد خصوصͬ جواب روش و مرزمنفرد روش ترکیب فصل، دراین
ناهمͽن معادله خصوصͬ جواب ͷی و همͽن معادله ͷی به اصلͬ ناهمͽن معادله منظور این برای

مͬ�گردد. تقسیم

٢Regularized long- wave equation
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زمانͬ سازی گسسته و روش سازی پیاده ٢.۶

از استفاده با را زمانͬ سازی گسسته فرایند زمانͬ، یͺنواخت شبͺه درنظرگرفتن با بخش، این در
زمانͬ تراز دو در اصلͬ معادله زمان متغیر اول مرتبه مشتق تقریب برای پیشرو متناهͬ تفاضل روش

بست. خواهیم کار به k + 1 و k متوالͬ
خواهیم tk ≤ t ≤ tk+1 هر برای tk = kδt و باشد زمانͬ گام طول δt = tk+1 − tk کنید فرض

داشت:
∂uk

∂t
∼=

uk+1(x) − uk(x)
δt

, (۴.۶)

است: زیر به�صورت زمان متغیر به نسبت مشتق (١.۶) در دیͽر جمله برای و
∂

∂t
(∆uk) ∼=

∆uk+1(x) −∆uk(x)
δt

, (۵.۶)

.uk = u(x, kδt) که
شود: مͬ درنظرگرفته زیر تقریب θ روش از استفاده با همچنین،

∆u(x, t) ∼= θ∆uk+1(x) + (1− θ)∆uk(x) , (۶.۶)

از: عبارتست کرانͷ-نیͺلسون ͷنیͺت باشد، θ = 1
2 اگر خاص، حالت در

∆u(x, t) ∼= ∆uk+1(x) + ∆uk(x)
2

, (٧.۶)

به�صورت است، لاپلاس عملͽر ∆uk(x) = ∆u(x, k δt) که
∆u =

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
, (٨.۶)

مͬ بازنویسͬ زیر به�صورت اصلͬ معادله (١.۶) معادله در (٧.۶)-(۴.۶) های معادله جایͽزینͬ با
شود:

uk+1 − uk

δt
−∆uk+1 −∆uk

δt
−β∆u

k+1 +∆uk

2
+α∇.uk = η∇.G(uk)+ fk+1 + fk

2
, (٩.۶)

رسید: خواهیم زیر عبارت به درنتیجه و

(1+
βδt

2
)∆uk+1 − uk+1 = −uk + (1− βδt

2
)∆uk +αδt∇.uk − ηδt∇.G(uk)− δt(fk+1 + fk)

2
,

(١٠.۶)
درنتیجه: F k+1 = −δt(f

k+1 + fk)

2
و µ2 =

1

λ
و λ = 1 +

βδt

2
کنید فرض

∆uk+1−µ2uk+1 =
1

λ

(
−uk + (1− βδt

2
)∆uk + αδt∇.uk − ηδt∇.G(uk) + F k+1

)
, (١١.۶)

درنظر λ > 0, شرط با bk(x) مانند تابعͬ عنوان به را (١١.۶) معادله راست سمت عبارت اگر
شود: مͬ حاصل زیر به�صورت تغییریافته هلمهلتز معادله عنوان به (١١.۶) معادله بͽیریم،

(∆− µ2)uk+1(x) = bk(x), (١٢.۶)

که
bk(x) = 1

λ

(
−uk + (1− βδt

2
)∆uk + αδt∇.uk − ηδt∇.G(uk) + F k+1

)
, (١٣.۶)

خواهیم u0 = u(x, 0) = g0 اولیه شرط و (١٣.۶) معادله از k = 0 برای که است توجه به لازم
داشت:

b0(x) = 1

λ

(
−g0 + (1− βδt

2
)∆g0 + αδt∇.g0 − ηδt∇.G(g0) + F 1

)
, (١۴.۶)
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همͽرایͬ و پایداری آنالیز ٣.۶

را O(δt) برشͬ خطای با (٩.۶) یافته تغییر معادله است. شده اقتباس [٣٨] مرجع از قسمت این
بͽیرید. نظر در

uk+1(x)− uk(x)
δt

−∆uk+1(x)−∆uk(x)
δt

− β
∆uk+1(x) + ∆uk(x)

2

+α
∇.uk+1(x) +∇.uk(x)

2
= γ∇.G(uk) + fk+1(x) + fk(x)

2
+O(δt).

(١۵.۶)

که گیریم مͬ نتیجه δt در ضرب با

uk+1(x)−∆uk+1(x)−βδt
2

∆uk+1(x) + αδt

2
∇.uk+1(x) = uk(x)−∆uk(x) + βδt

2
∆uk(x)

− αδt

2
∇.uk(x) + γδt∇.G(uk) + δt

2
(fk+1(x) + fk(x)) + δtO(δt),

(١۶.۶)

رسیم مͬ زیر معادله به ، δtO(δt) ͷکوچ جمله حذف با و

Uk+1(x)−∆Uk+1(x)−βδt
2

∆Uk+1(x) + αδt

2
∇.Uk+1(x) = Uk(x)−∆Uk(x)

+
βδt

2
∆Uk(x)− αδt

2
∇.Uk(x) + γδt∇.G(Uk) +

δt

2
(fk+1(x) + fk(x)). (١٧.۶)

معادله تقریبͬ و واقعͬ های جواب ترتیب به Uk(x) و uk(x) ، (١٧.۶) و (١۶.۶) معادلات در
داخلͬ ضرب و نرم با همراه پذیر انتͽرال مربعͬ توابع فضای L2(Ω) کنید فرض باشند. مͬ (١.۶)

باشد: زیر به�صورت
⟨u, v⟩ =

∫
Ω
u(x)v(x)dΩ, ∥u∥L2(Ω) =

√
⟨u, u⟩. (١٨.۶)

شود مͬ تعریف زیر به�صورت که باشد ٣ سوبولف نوع از فضای H1(Ω) همچنین
H1(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω) : ∂αu ∈ L2(Ω)

}
, (١٩.۶)

ضرب باشد. مͬ نسبͬ مشتقات برای چندگانه اندیس نماد α و |α| ≤ 1 ، ∂αu =
∂|α|u

∂xα1∂yα2
که

شوند مͬ تعریف زیر به�صورت H1(Ω) فضای برای نرم شبه و نرم داخلͬ،
⟨u, v⟩1 = ⟨u, v⟩+ ⟨∇u,∇v⟩, ∥u∥H1(Ω) =

√
⟨u, u⟩1, |u|1 =

√
⟨∇u,∇u⟩. (٢٠.۶)

شود مͬ تعریف زیر به�صورت که هست H1(Ω) از مجموعه زیر ͷی H1
0 (Ω) طرفͬ از

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω) : u|∂Ω = 0

}
. (٢١.۶)

مͬ صدق (١٧.۶) معادله در که است (١.۶) مساله تقریبͬ جواب Uk کنیم فرض .١.٣.۶ قضیه
کند مͬ صدق زیر نامساوی یعنͬ ۴ لیپ�شیتز شرط در G(.) که کنیم مͬ فرض همچنین و کند

|G(v1)−G(v2)| ≤ L|v1 − v2|, ∀v1, v2 ∈ H1(Ω),

٣Sobolev-type space
۴ Lipschitz condition
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در (١٧.۶) معادله توسط شده معرفͬ گسسته نیمه طرح δt ≤ 1

3β

2
+ sign(γ)γL+ α

برای آنͽاه

باشد. مͬ ۵ علامت تابع sign(.) که است، پایدار H1(Ω) فضای

باشند. (١٧.۶) معادله تقریبͬ و واقعͬ های جواب ترتیب به Ûk+1 و Uk+1 کنیم مͬ فرض برهان.
است زیر صورت به برشͬ خطای صورت این در

ek+1−(1 +
βδt

2
)∆ek+1 +

αδt

2
∇.ek+1

= ek − (1− βδt

2
)∆ek − αδt

2
∇.ek + γδt∇.

(
G(Uk)−G(Ûk)

)
, (٢٢.۶)

بدست Ω روی گیری انتͽرال و ek+1 در (٢٢.۶) معادله ضرب با . ek+1 = Uk+1 − Ûk+1 که
مͬ�آوریم

⟨ek+1, ek+1⟩−(1 +
βδt

2
)⟨∆ek+1, ek+1⟩+ αδt

2
⟨∇.ek+1, ek+1⟩

= ⟨ek, ek+1⟩ − (1− βδt

2
)⟨∆ek, ek+1⟩ − αδt

2
⟨∇.ek, ek+1⟩

+ γδt⟨∇.(G(Uk)−G(Ûk)), ek+1⟩.

گرین فرمول از استفاده با و ek+1, ek ∈ H1
0 (Ω) آنجائیͺه ∫از

Ω
∇u · ∇vdx =

∫
∂Ω
u
∂v

∂nds−
∫
Ω
u∆vdx,

که
∂v

∂n =
∂v

∂x
n1 +

∂v

∂y
n2

که مͬ�شود نتیجه مͬ�باشد، ،∂Ω مرز روی برونسوی نرمال مشتق

⟨ek+1, ek+1⟩+(1 +
βδt

2
)⟨∇.ek+1,∇.ek+1⟩ − αδt

2
⟨ek+1,∇.ek+1⟩

= ⟨ek, ek+1⟩+ (1− βδt

2
)⟨∇.ek,∇.ek+1⟩+ αδt

2
⟨ek,∇.ek+1⟩

− γδt⟨(G(Uk)−G(Ûk)),∇.ek+1⟩.

مͬ�آوریم بدست لیپ�شیتز، شرط و داخلͬ ضرب خواص از استفاده با حال

∥ek+1∥2L2(Ω) + (1 +
βδt

2
)∥∇.ek+1∥2L2(Ω) −

αδt

4
∥ek+1∥2L2(Ω) −

αδt

4
∥∇.ek+1∥2L2(Ω)

≤ 1

2
∥ek+1∥2L2(Ω) +

1

2
∥ek∥2L2(Ω) +

1

2
(1− βδt

2
)∥∇.ek∥2L2(Ω)

+
1

2
(1− βδt

2
)∥∇.ek+1∥2L2(Ω) +

αδt

4
∥ek∥2L2(Ω) +

αδt

4
∥∇.ek+1∥2L2(Ω)

+
γLδt

2
∥ek∥2L2(Ω) +

γLδt

2
∥∇.ek+1∥2L2(Ω).

۵Sign function

۶١
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مͬ�آوریم بدست سازی ساده با

(
1

2
− αδt

4
)∥ek+1∥2L2(Ω) + (

1

2
+

3βδt

4
− γLδt

2
− αδt

2
)∥∇.ek+1∥2L2(Ω)

≤ (
1

2
+
αδt

4
+
γLδt

2
)∥ek∥2L2(Ω) + (

1

2
− βδt

4
)∥∇.ek∥2L2(Ω). (٢٣.۶)

مͬ�شود نتیجه δt ≤ 1

3β

2
+ sign(γ)γL+ α

از

0 ≤ 1

2
− 3βδt

4
− sign(γ)

γLδt

2
− αδt

2
≤ 1

2
− αδt

4
,

و
0 ≤ 1

2
− 3βδt

4
− sign(γ)

γLδt

2
− αδt

2
≤ 1

2
+

3βδt

4
− γLδt

2
− αδt

2
.

داریم وضوح به ، (٢٣.۶) معادله راست سمت برای همچنین،
1

2
+
αδt

4
+
γLδt

2
≤ 1

2
+

3βδt

4
+ sign(γ)

γLδt

2
+
αδt

2
,

و
1

2
− βδt

4
≤ 1

2
+

3βδt

4
+ sign(γ)

γLδt

2
+
αδt

2
,

بنابراین
(1
2
− 3βδt

4
−sign(γ)γLδt

2
− αδt

2

){
∥ek+1∥2L2(Ω) + ∥∇.ek+1∥2L2(Ω)

}
≤
(1
2
+

3βδt

4
+ sign(γ)

γLδt

2
+
αδt

2

){
∥ek∥2L2(Ω) + ∥∇.ek∥2L2(Ω)

}
.

داریم H1 نرم طبق بر

(1
2
− 3βδt

4
−sign(γ)γLδt

2
− αδt

2

)
∥ek+1∥2H1(Ω)

≤
(1
2
+

3βδt

4
+ sign(γ)

γLδt

2
+
αδt

2

)
∥ek∥2H1(Ω).

نامساوی تͺرار و ضرایب تقسیم با

∥ek+1∥2H1(Ω) ≤

[
1 +

3βδt

2
+ sign(γ)γLδt+ αδt

1− 3βδt

2
− sign(γ)γLδt− αδt

]
∥ek∥2H1(Ω)

≤

[
1 +

3βδt

2
+ sign(γ)γLδt+ αδt

1− 3βδt

2
− sign(γ)γLδt− αδt

]2
∥ek−1∥2H1(Ω)

≤ · · ·

≤

[
1 +

3βδt

2
+ sign(γ)γLδt+ αδt

1− 3βδt

2
− sign(γ)γLδt− αδt

]k+1

∥e0∥2H1(Ω). (٢۴.۶)

۶٢
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نوشت مͬ�توان همچنین،

lim
k→∞

[
1 +

(3β
2

+ sign(γ)γL+ α
)
δt

1−
(3β
2

+ sign(γ)γL+ α
)
δt

]k+1

=

exp

([
3β

2
+ sign(γ)γL+ α

]
T

)
exp

(
−
[
3β

2
+ sign(γ)γL+ α

]
T

)
= exp

(
2

[
3β

2
+ sign(γ)γL+ α

]
T

)
, (٢۵.۶)

k + 1 که هنͽامͬ ، (٢۴.۶) معادله در ∥e0∥2H1(Ω) ضریب بنابراین، . limk→∞(k + 1)δt = T که
C مانند مثبت ثابت ͷی یعنͬ است، کراندار بنابراین و همͽراست کند، مͬ میل بینهایت سمت به

داریم k هر برای که دارد وجود

0 <

[
1 +

3βδt

2
+ sign(γ)γLδt+ αδt

1− 3βδt

2
− sign(γ)γLδt− αδt

]k+1

≤ C.

رسیم مͬ زیر رابطه به (٢۴.۶) معادله از حال
∥ek+1∥2H1(Ω) ≤ C∥e0∥2H1(Ω),

معادله در ∥e0∥2H1(Ω) ضریب که حالتͬ در کرد، توجه باید باشد. مͬ روش پایداری معنای به که
داریم یابد، مͬ افزایش k به نسبت ، (٢۴.۶)

∥ek+1∥2H1(Ω) ≤ exp

(
2

[
3β

2
+ sign(γ)γL+ α

]
T

)
∥e0∥2H1(Ω).

{U(x, tk)}nk=0 = و (٣.۶) - (١.۶) معادلات واقعͬ جواب {u(x, tk)}nk=0 = uk کنید فرض
سازی گسسته همͽرایͬ برای زیر قضیه حال باشد. مرزی و اولیه شرط همان با تقریبͬ جواب Uk

است. برقرار زمانͬ

. O(δt) همͽرایͬ مرتبه با -همͽراست H1 زمانͬ سازی گسسته جواب .٢.٣.۶ قضیه

داریم یͺدیͽر از (١٧.۶) و (١۶.۶) معادله تفاضل با برهان.

ξk+1−(1 +
βδt

2
)∆ξk+1 +

αδt

2
∇.ξk+1

= ξk − (1− βδt

2
)∆ξk − αδt

2
∇.ξk + γδt∇.

(
G(Uk)−G(Ûk)

)
+ δtRk+1, (٢۶.۶)

. C1 مثبت ثابت برای ، |Rk+1| ≤ C1δt که بطوری است برشͬ خطای Rk+1 و ξk = uk − Uk که
لیپ�شیتز شرط و داخلͬ ضرب ویژگͬ�های از استفاده با و ξk+1 در بالا معادله طرفین ضرب با حال

داریم

∥ξk+1∥2L2(Ω) + (1 +
βδt

2
)∥∇.ξk+1∥2L2(Ω) −

αδt

4
∥ξk+1∥2L2(Ω) −

αδt

4
∥∇.ξk+1∥2L2(Ω)

≤ 1

2
∥ξk+1∥2L2(Ω) +

1

2
∥ξk∥2L2(Ω) +

1

2
(1− βδt

2
)∥∇.ξk∥2L2(Ω)

+
1

2
(1− βδt

2
)∥∇.ξk+1∥2L2(Ω) +

αδt

4
∥ξk∥2L2(Ω) +

αδt

4
∥∇.ξk+1∥2L2(Ω)

+
γLδt

2
∥ξk∥2L2(Ω) +

γLδt

2
∥∇.ξk+1∥2L2(Ω) +

δt

2
∥ξk+1∥2L2(Ω) +

δt

2
∥Rk+1∥2L2(Ω).

۶٣
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سازی ساده با

(
1

2
− δt

2
− αδt

4
)∥ξk+1∥2L2(Ω) + (

1

2
+

3βδt

4
− γLδt

2
− αδt

2
)∥∇.ξk+1∥2L2(Ω)

≤ (
1

2
+
αδt

4
+
γLδt

2
)∥ξk∥2L2(Ω)

+ (
1

2
− βδt

4
)∥∇.ξk∥2L2(Ω) +

δt

2
∥Rk+1∥2. (٢٧.۶)

که دهد مͬ نتیجه ، δt ≤ 1

1 + α+ 3β + sign(γ)γL
کنیم فرض اگر

0 ≤ 1

2
− δt

2
− αδt

2
− 3βδt

2
− sign(γ)γLδt

2
≤ 1

2
− δt

2
− αδt

4

و

0 ≤ 1

2
− δt

2
− αδt

2
− 3βδt

2
− sign(γ)γLδt

2
≤ 1

2
+

3βδt

4
− γLδt

2
− αδt

2
.

وضوح به (٢٧.۶) معادله راست سمت ضرایب برای همچنین،

1

2
+
αδt

4
+
γLδt

2
≤ 1

2
+
δt

2
+
αδt

2
+

3βδt

2
+
sign(γ)γLδt

2
,

و
1

2
+
βδt

4
≤ 1

2
+
δt

2
+
αδt

2
+

3βδt

2
+
sign(γ)γLδt

2
.

داریم بنابراین

(1
2
− δt

2
− αδt

2
−3βδt

2
− sign(γ)γLδt

2

){
∥ξk+1∥2L2(Ω) + ∥∇.ξk+1∥2L2(Ω)

}
≤
(1
2
+
δt

2
+
αδt

2
+

3βδt

2
+
sign(γ)γLδt

2

){
∥ξk∥2L2(Ω) + ∥∇.ξk∥2L2(Ω)

}
+ δt

(1
2
+
δt

2
+
αδt

2
+

3βδt

2
+
sign(γ)γLδt

2

)
∥Rk+1∥2L2(Ω).

آوریم مͬ بدست ، H1 نرم برطبق

(1
2
− δt

2
− αδt

2
−3βδt

2
− sign(γ)γLδt

2

)
∥ξk+1∥2H1(Ω)

≤
(1
2
+
δt

2
+
αδt

2
+

3βδt

2
+
sign(γ)γLδt

2

)
∥ξk∥2H1(Ω)

+ δt
(1
2
+
δt

2
+
αδt

2
+

3βδt

2
+
sign(γ)γLδt

2

)
∥Rk+1∥2L2(Ω).

۶۴
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نامساوی تͺرار و ضرایب تقسیم با

∥ξk+1∥2H1(Ω) ≤

[ 1
2 +

δt

2
+
αδt

2
+

3βδt

2
+
sign(γ)γLδt

2

1
2 − δt

2
− αδt

2
− 3βδt

2
− sign(γ)γLδt

2

]
∥ξk∥2H1(Ω)

+ δt

[ 1
2 +

δt

2
+
αδt

2
+

3βδt

2
+
sign(γ)γLδt

2

1
2 − δt

2
− αδt

2
− 3βδt

2
− sign(γ)γLδt

2

]
∥Rk+1∥2L2(Ω)

≤ · · ·

≤

[ 1
2 +

δt

2
+
αδt

2
+

3βδt

2
+
sign(γ)γLδt

2

1
2 − δt

2
− αδt

2
− 3βδt

2
− sign(γ)γLδt

2

]k+1

∥ξ0∥2H1(Ω)

+ δt

k+1∑
j=1

[ 1
2 +

δt

2
+
αδt

2
+

3βδt

2
+
sign(γ)γLδt

2

1
2 − δt

2
− αδt

2
− 3βδt

2
− sign(γ)γLδt

2

]j
∥Rk−j+2∥2L2(Ω). (٢٨.۶)

(١.٣.۶) قضیه با مشابه آنͽاه ، wk =

[
1 + δtD

1− δtD

]k+1

و D = 1+ α+ 3β + sign(γ)γL دهید قرار

C ′ مانند مثبت ثابت ͷی یعنͬ است، کراندار بنابراین و باشد مͬ exp(2TD) به همͽرا wk دنباله
زیر به�صورت (٢٨.۶) معادله ، ξ0 = 0 چون . 0 < wk ≤ C ′ داریم k هر برای که دارد وجود

شود مͬ بازنویسͬ
∥ξk+1∥2H1(Ω) ≤ C ′C2

1Tδt
2. (٢٩.۶)

شود. مͬ کامل اثبات (٢٩.۶) معادله طرف دو از دوم ریشه گرفتن با

توابع ∂uk

∂y و ∂uk

∂x توابع اگر باشد، (١١.۶) معادله جواب uk ∈ H2
0 (Ω) کنید فرض .٣.٣.۶ قضیه

آنͽاه: βδt+ 2 > 0 و باشند t متغیر برحسب یͺنوا
∥uk∥2 ≤ ∥u0∥2 + max

0≤j≤n
∥F j∥2.

ریاضͬ) استقرا به اثبات ) برهان.
که است بدیهͬ k = 0 برای

∆u1 − µ2u1 =
1

λ

(
−u0 + (1− βδt

2
)∆u0 + αδt∇.u0 − ηδt∇.G(u0) + F 1

)
, (٣٠.۶)

آنͽاه بͽیریم، انتͽرال Ω روی سپس و شود ضرب u1 در (٣٠.۶) معادله اگر
(∆u1, u1)− µ2(u1, u1) =

1

λ

(
−(u0, u1) + (1− βδt

2
)(∆u0, u1) + αδt(∇.u0, u1)− ηδt(∇.G(u0), u1) + (F 1, u1)

)
,

به�صورت گرین فرمول از استفاده ∫با
Ω
∇u · ∇vdx =

∫
∂Ω
u
∂v

∂nds−
∫
Ω
u∆vdx,

۶۵
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که
∂v

∂n =
∂v

∂x
n1 +

∂v

∂y
n2

درنتیجه: و است، ∂Ω مرز روی برونسوی نرمال مشتق
(∇u1,∇u1) + µ2(u1, u1) =

1

λ

(
−(u0, u1)− (1− βδt

2
)(∇u0,∇u1) + αδt(∇.u0, u1)− ηδt(∇.G(u0), u1) + (F 1, u1)

)
,

آنͽاه: و
∥u1∥22 +

1

µ2
(∇u1,∇u1) =

− (u0, u1)− (1− βδt

2
)(∇u0,∇u1) + αδt(∇.u0, u1)− ηδt(∇.G(u0), u1) + (F 1, u1),

اینͺه و βδt + 2 > 0 اینͺه خاطر به ازطرفͬ، .u1 ∈ H2
0 (Ω) که: است این علت به نتیجه این که

(∇u1,∇u0) > 0 و ξ = 1− βδt

2
> 0 آنͽاه: هستند، یͺنوا t متغیر به نسبت ∂uk

∂y و ∂uk

∂x توابع
دهد: مͬ نتیجه (٣.۶) معادله اینرو، از

∥u1∥22 ≤ (u0, u1) + (F 1, u1). (٣١.۶)

داشت: خواهیم شوارتز، نامساوی از استفاده با درپایان،
∥u1∥2 ≤ ∥u0∥2 + ∥F 1∥2 ≤ ∥u0∥2 + max

0≤j≤n
∥F j∥2, (٣٢.۶)

باشد: برقرار زیر نامساوی کنید فرض استقرا) (فرض
∥ul∥2 ≤ ∥u0∥2 + max

0≤j≤n
∥F j∥2, l = 1, 2, . . . , k. (٣٣.۶)

آنͽاه: بͽیریم، انتͽرال Ω روی سپس و شود ضرب uk+1 در (١١.۶) معادله اگر
(∆uk+1, uk+1)− µ2(uk+1, uk+1) =

1

λ

(
−(uk, u1) + ξ(∆uk, uk+1) + αδt(∇.uk, uk+1)− ηδt(∇.G(uk), uk+1) + (F k+1, uk+1)

)
,

شود: مͬ نتیجه گرین فرمول از استفاده با
(∇uk+1,∇uk+1) + µ2(uk+1, uk+1) =

1

λ

(
−(uk, uk+1)− ξ(∇uk,∇uk+1) + αδt(∇.uk, uk+1)− ηδt(∇.G(uk), uk+1) + (F k+1, uk+1)

)
,

آنͽاه: و
∥uk+1∥22 +

1

µ2
(∇uk+1,∇uk+1) =

− (uk, uk+1)− ξ(∇uk,∇uk+1) + αδt(∇.uk, uk+1)− ηδt(∇.G(uk), uk+1) + (F k+1, uk+1),

و قضیه مفروضات بستن به�کار و δt ͷکوچ مقادیر برای جملات برخͬ صرف�نظرکردن با حال،
داشت: خواهیم شوارتز، نامساوی

∥uk+1∥2 ≤ ∥uk∥2 + ∥F k+1∥2, (٣۴.۶)

دهد: مͬ نتیجه (٣٣.۶) معادله از استفاده با و
∥uk+1∥2 ≤ ∥u0∥2 + max

0≤j≤n
∥F j∥2, (٣۵.۶)

است. کامل اثبات درنتیجه،

۶۶
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عددی مثال�های ۴.۶

روش با دوبعدی بنجامین-بونا-ماهونͬ-برگرز کلͬ غیرخطͬ معادله از مثال چهار بخش، این در
تعریف زیر به�صورت که خطا نوع دو با شده ارایه روش همͽرایͬ و دقت شد. خواهد حل مرزمنفرد

گردد: مͬ بررسͬ شوند، مͬ
ε∞(u) = ∥uexact − uapprox∥∞ = max{|uexact(xi, t)− uapprox(xi, t)|, i = 1, 2, . . . , N},

و

RMS =

√∑N
i=1(uexact(xi, t)− uapprox(xi, t))

2

N

باشند. مͬ عددی جواب و دقیق جواب ترتیب، به uapprox(xi, t) و uexact(xi, t) که
فرمول از همͽرایͬ مرتبه بررسͬ برای

Order =
log(

ε2
ε1

)

log(
τ2
τ1
)

بطور و زمانͬ گام N2 = T/τ2 + 1 تعداد به آمده بدست خطای ε2 و τ2 < τ1 که کنیم مͬ استفاده
است. زمانͬ گام N1 = T/τ1 + 1 تعداد به آمده بدست خطای ε1 مشابه،

عنوان به ϕ(r) = r4ln(r) یعنͬ دوم مرتبه ͷهارمونی پلͬ اسپلاین از زیر، مثال�های در
است. شده استفاده شعاعͬ پایه توابع

Ω1 = [0, 1]2 مربعͬ متناهͬ دامنه روی G(u)را = 1
2u

2 برای (٣.۶)-(١.۶) های معادله .١.۴.۶ مثال
گیریم: مͬ درنظر زیر به�صورت را

∂u

∂t
− ∂u

∂t

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
− ∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
+
∂u

∂x
+
∂u

∂y
= u

∂u

∂x
+ u

∂u

∂y
+ f(x, y, t), (٣۶.۶)

آغازین: شرط با
u(x, y, 0) = 1, x ∈ Ω1, (٣٧.۶)

مرزی: شرایط با و
u(x, 0, t) = t sin(x) + 1, u(x, 1, t) = t sin(x+ 1) + 1,

u(0, y, t) = t sin(y) + 1, u(1, y, t) = t sin(1 + y) + 1,
(٣٨.۶)

از: عبارتست معادله تحلیلͬ جواب که
u(x, y, t) = t sin(x+ y) + 1, (٣٩.۶)

است: زیر به�صورت منبع تابع و
f(x, y, t) =

(
3 + 2t− 2t2 cos(x+ y)

)
. sin(x+ y). (۴٠.۶)

زمان به رسیدن تا متفاوت زمانهای در مثال این برای شده ارایه روش خطای نوع دو ١.۶ جدول در
٢.۶ جدول در باشد. مͬ روش این پایداری دهنده نشان حاصل نتایج که است، شده گزارش T = 1

جدول همچنین، است. شده ارایه یͺسان شرایط در روش�ها دیͽر با مرزمنفرد روش بین مقایسه
t = 1 زمان در N = 256 ثابت نقاط تعداد و δtافزایش با را همͽرایͬ مرتبه و ماکزیمم خطای ٣.۶
زمان در N = 256 و δt = 1/1024 با روش این از حاصل ماکزیمم خطای نمودار دهد. مͬ نشان
جواب نمودار و عددی(راست) جواب نمودار بعلاوه، است. شده داده نمایش ١.۶ شͺل در T = 1

است. شده ارایه ٢.۶ شͺل در تحلیلͬ(چپ)
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اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

١.۴.۶ مثال برای t زمان در δt مقادیر و N = 256 با RMS و ε∞(u) خطاهای :١.۶ جدول
δt = 0.002 δt = 0.001

t ε∞(u) RMS ε∞(u) RMS

0.10 1.7037× 10−5 4.2289× 10−6 4.7441× 10−6 1.2173× 10−6

0.20 1.7119× 10−5 4.2381× 10−6 5.0507× 10−6 1.2960× 10−6

0.30 1.7187× 10−5 4.2501× 10−6 5.3573× 10−6 1.3747× 10−6

0.40 1.7298× 10−5 4.2958× 10−6 5.6639× 10−6 1.4534× 10−6

0.50 1.7501× 10−5 4.6476× 10−6 5.9705× 10−6 1.5321× 10−6

0.60 1.7899× 10−5 4.7499× 10−6 6.2771× 10−6 1.6109× 10−6

0.70 1.8744× 10−5 5.0064× 10−6 6.5836× 10−6 1.6896× 10−6

0.80 2.0085× 10−5 5.3667× 10−6 6.8902× 10−6 1.7684× 10−6

0.90 2.5415× 10−5 6.7048× 10−6 7.1968× 10−6 1.8472× 10−6

1.00 4.5501× 10−5 1.0671× 10−5 7.5034× 10−6 1.9260× 10−6

١.۴.۶ مثال برای روش�ها دیͽر با حاضر روش خطاهای مقایسه :٢.۶ جدول
روش ε∞(u) RMS

T = 1, h = 1/16, δt = 1/1024

روش�حاضر 7.0870× 10−6 1.8191× 10−6

EFG[٣٨] 9.1254× 10−4 3.2228× 10−4

SMRPI[٣٩] 4.2856× 10−6 2.7754× 10−8

RBF [۴٠] 2.2672× 10−3 7.4241× 10−4

T = 5, h = 1/10, δt = 1/1280

روش�حاضر 4.1687× 10−6 1.0699× 10−6

LG−RBF [۴١] 8.7045× 10−6 5.7507× 10−6

١.۴.۶ مثال برای T = 1 زمان در δt مقادیر و N = 256 با همͽرایͬ مرتبه و خطا :٣.۶ جدول
δt ε∞(u) مرتبه RMS مرتبه

0.010 1.8537× 10−4 − 6.8734× 10−5 −
0.005 8.9432× 10−5 0.9715 3.3987× 10−5 1.0160

0.002 4.5501× 10−5 0.7374 1.1671× 10−5 1.1665

0.001 7.5034× 10−6 2.6003 1.9260× 10−6 2.5992

متناهͬ دامنه روی را G(u) = sin(u) برای (٣.۶)-(١.۶) های معادله مثال، این در .٢.۴.۶ مثال
گیریم: مͬ درنظر زیر به�صورت را Ω1 = [0, 1]2 مربعͬ

∂u

∂t
−∂u
∂t

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
−∂

2u

∂x2
−∂

2u

∂y2
+
∂u

∂x
+
∂u

∂y
= cos(u)

∂u

∂x
+cos(u)

∂u

∂y
+f(x, y, t), (۴١.۶)

آغازین: باشرط
u(x, 0) = e2x+2y, x ∈ Ω1, (۴٢.۶)
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اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های
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١.۴.۶ مثال برای δt = 1/1024 ، N = 256 با T = 1 زمان در ε∞(u) خطای نمودار :١.۶ شͺل
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زمان در تحلیلͬ(چپ) جواب و δt = 1/1024 و N = 256 با عددی(راست) جواب نمودار :٢.۶ شͺل
١.۴.۶ مثال برای T = 1

مرزی: شرایط و
u(x, 0, t) = e2x+2t, u(x, 1, t) = e2x+2+2t,

u(0, y, t) = e2y+2t, u(1, y, t) = e2+2y+2t,
(۴٣.۶)

از: عبارتست معادله تحلیلͬ جواب که
u(x, t) = e2x+2y+2t, (۴۴.۶)

است: زیر به�صورت منبع تابع و
f(x, t) = −2e2x+2y+2t

(
9 + 2 cos(e2x+2y+2t)

)
. (۴۵.۶)

زمان به رسیدن تا متفاوت زمانهای در مثال این برای شده ارایه روش خطای نوع دو ۴.۶ جدول در
خطای نمودار باشد. مͬ روش این پایداری دهنده نشان حاصل نتایج که است، شده گزارش T = 1

داده نمایش ٣.۶ شͺل در T = 1 زمان در N = 225 و δt = 0.001 با روش این از حاصل ماکزیمم

۶٩



اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

ارایه ۴.۶ شͺل در تحلیلͬ(چپ) جواب نمودار و عددی(راست) جواب نمودار بعلاوه، است. شده
است. شده

٢.۴.۶ مثال برای t زمان در δt مقادیر و N = 225 با RMS و ε∞(u) خطاهای :۴.۶ جدول
δt = 0.002 δt = 0.001

t ε∞(u) RMS ε∞(u) RMS

0.10 4.5723× 10−4 1.6435× 10−4 1.2050× 10−4 4.3219× 10−5

0.20 5.5940× 10−4 1.9141× 10−4 1.4721× 10−4 4.6242× 10−5

0.30 6.8575× 10−4 2.4643× 10−4 1.7988× 10−4 6.4516× 10−5

0.40 8.2876× 10−4 2.9797× 10−4 2.1940× 10−4 7.8696× 10−5

0.50 1.0156× 10−3 3.6513× 10−4 2.6812× 10−4 9.6165× 10−5

0.60 1.2368× 10−3 4.4470× 10−4 3.2734× 10−4 1.1741× 10−4

0.70 1.5188× 10−3 5.4593× 10−4 4.0014× 10−4 1.7511× 10−4

0.80 1.8477× 10−3 6.6429× 10−4 4.8860× 10−4 1.7524× 10−4

0.90 2.2538× 10−3 8.1034× 10−4 5.9649× 10−4 2.1394× 10−4

1.00 2.7718× 10−3 9.9625× 10−4 7.2923× 10−4 2.6154× 10−4
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٢.۴.۶ مثال برای T = 1 زمان در δt = 0.001 و N = 225 با ε∞(u) خطای نمودار :٣.۶ شͺل

ای دایره دامنه روی را (٣۶.۶) معادله مثال، این در .٣.۴.۶ مثال
Ω2 =

{
x = (x, y) ∈ R2 :

√
x2 + y2 ≤ 3

}
آغازین: شرط با گیریم، مͬ درنظر را

u(x, y, 0) = 1, x ∈ Ω2, (۴۶.۶)
از: عبارتست معادله تحلیلͬ جواب مرزی، شرایط گرفتن درنظر با که

u(x, y, t) = t sin(x+ y) + 1, (۴٧.۶)
است: زیر به�صورت منبع تابع و

f(x, y, t) =
(
3 + 2t− 2t2 cos(x+ y)

)
. sin(x+ y). (۴٨.۶)
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اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های
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T = 1 زمان در تحلیلͬ(چپ) جواب و δt = 0.001 و N = 225 با عددی(راست) جواب نمودار :۴.۶ شͺل
٢.۴.۶ مثال برای

زمان به رسیدن تا متفاوت زمانهای در مثال این برای شده ارایه روش خطای نوع دو ۵.۶ جدول در
جواب نمودار باشد. مͬ روش این پایداری دهنده نشان حاصل نتایج که است، شده گزارش T = 1

در N = 400 و δt = 0.001 با روش این از حاصل ماکزیمم(چپ) خطای نمودار و عددی(راست)
است. شده داده نمایش ۵.۶ شͺل در T = 1 زمان

٣.۴.۶ مثال برای t زمان در δt مقادیر و N = 400 با RMS و ε∞(u) خطاهای :۵.۶ جدول
δt = 0.002 δt = 0.001

t ε∞(u) RMS ε∞(u) RMS

0.10 1.4422× 10−5 4.5876× 10−6 3.6057× 10−6 1.1469× 10−6

0.20 1.4552× 10−5 4.6050× 10−6 3.6382× 10−6 1.1513× 10−6

0.30 1.4682× 10−5 4.6323× 10−6 3.6707× 10−6 1.1581× 10−6

0.40 1.4812× 10−5 4.6695× 10−6 3.7032× 10−6 1.6748× 10−6

0.50 1.4942× 10−5 4.7162× 10−6 3.7357× 10−6 1.1791× 10−6

0.60 1.5072× 10−5 4.7722× 10−6 3.7682× 10−6 1.1932× 10−6

0.70 1.5202× 10−5 4.8372× 10−6 3.8007× 10−6 1.2094× 10−6

0.80 1.5330× 10−5 4.9108× 10−6 3.8332× 10−6 1.2278× 10−6

0.90 1.5463× 10−5 4.9927× 10−6 3.8657× 10−6 1.2483× 10−6

1.00 1.5593× 10−5 5.0823× 10−6 3.8982× 10−6 1.2708× 10−6

آمیب-شͺل دامنه ͷی روی را (۴١.۶) معادله مثال این در .۴.۴.۶ مثال
Ω3 =

{
(r cos θ, r sin θ) : r = esin θ. sin2(2θ) + ecos θ. cos2(2θ)

}
آغازین: شرط با گیریم. مͬ درنظر

u(x, y, 0) = e2x+2y, x ∈ Ω3, (۴٩.۶)
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اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های
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T = 1 زمان در خطا(چپ) نمودار و δt = 0.001 و N = 400 با عددی(راست) جواب نمودار :۵.۶ شͺل
٣.۴.۶ مثال برای

از: عبارتست معادله تحلیلͬ جواب مرزی، شرایط گرفتن درنظر با که
u(x, t) = e2x+2y+2t, (۵٠.۶)

است: زیر به�صورت منبع تابع و
f(x, t) = −2e2x+2y+2t

(
9 + 2 cos(e2x+2y+2t)

)
. (۵١.۶)

به رسیدن تا متفاوت زمانهای در مثال این برای شده ارایه روش خطای نوع دو ۶.۶ جدول در
نمودار باشد. مͬ روش این پایداری دهنده نشان حاصل نتایج که است، شده گزارش T = 1 زمان
و δt = 0.001 با روش این از حاصل ماکزیمم(چپ) خطای کانتور نمودار و عددی(راست) جواب

است. شده داده نمایش ۶.۶ شͺل در T = 1 زمان در N = 400

۴.۴.۶ مثال برای t زمان در δt مقادیر و N = 400 با RMS و ε∞(u) خطاهای :۶.۶ جدول
δt = 0.002 δt = 0.001

t ε∞(u) RMS ε∞(u) RMS

0.10 2.6382× 10−2 3.0815× 10−3 6.6409× 10−3 7.7581× 10−4

0.20 3.2224× 10−2 3.7637× 10−3 8.1112× 10−3 9.4757× 10−4

0.30 3.9359× 10−2 4.5971× 10−3 9.9071× 10−3 1.1573× 10−3

0.40 4.1072× 10−2 5.6148× 10−3 1.2100× 10−2 1.4136× 10−3

0.50 4.8716× 10−2 6.8580× 10−3 1.4779× 10−2 1.7266× 10−3

0.60 5.1716× 10−2 8.3765× 10−3 1.8052× 10−2 2.1088× 10−3

0.70 5.7940× 10−2 1.0231× 10−2 2.2048× 10−2 2.5757× 10−3

0.80 6.0698× 10−2 1.2496× 10−2 2.6930× 10−2 3.1460× 10−3

0.90 6.3067× 10−2 1.5263× 10−2 3.2892× 10−2 3.8426× 10−3

1.00 6.5960× 10−2 1.8642× 10−2 4.0175× 10−2 4.6933× 10−3
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اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های
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زمان در خطا(چپ) کانتور نمودار و δt = 0.001 و N = 400 با عددی(راست) جواب نمودار :۶.۶ شͺل
۴.۴.۶ مثال برای T = 1

گیری نتیجه ۵.۶

بنجامین- کلͬ معادله حل برای را خصوصͬ جواب روش با مرزمنفرد روش ترکیب فصل این در
عددی، مثال�های براساس کردیم. استفاده مختلف های دامنه روی دوبعدی بونا-ماهونͬ-برگرز
و دارند خوبͬ سازگاری ها مساله دقیق جواب با شده ارایه روش از حاصل نتایج که شد مشخص
دهنده نشان که است شده مقایسه دیͽر روش�های با نتایج همچنین است، تایید مورد روش کارایͬ
استفاده به توجه با همچنین است. شده ارایه پایداری و همͽرایͬ آنالیز است. شده ارایه روش برتری
مختلف های شͺل به دامنه و بالا بعد با مسائل روی روش این از مͬ�توان شعاعͬ ای پایه توابع از

دهند. مͬ نشان بخوبͬ را روش کارایͬ شده حل عددی های مثال کرد. استفاده

٧٣



٧ فصل

کسری انتشار معادله برای مرزمنفرد روش

مقدمه ١.٧

موقعیت برخͬ و ذره موقعیت بین انحراف زمان گیری اندازه که است فرایندی ناهمͽونͬ انتشار
غیرخطͬ رابطه است. زمان از غیرخطͬ تابع ͷی مربع جایͬ جابه میانͽین یا ذرات جایͬ جابه مرجع
از کوتاه نسبتا دوره ͷی در تجربͬ و نظری جایͬ جابه مقایسه با زمان و مربع جابجایͬ میانͽین بین

است. آمده دست به زمان
مͬ�باشد. مهندسان و ریاضیدانان از اعم پژوهشͽران اغلب برای جذاب موضوعͬ کسری حسابان
کسری مشتق�های مͬ�باشند، صحیح مرتبه از دیفرانسیل های معادله که ͷکلاسی فرایندهای مقابل در

.[٧٢ ،٧١ ،٧٠] اند کرده ارایه گوناگون پیچیده فرایندهای ویژگͬ�های بیان برای کارآمد ابزاری
نمونه�های ساخت برای سطح، ͷی روی غیرمستقیم سطوح در شیمیایͬ ماده چند یا دو انتشار
انتشار، ماهیت مͬ�شود. بیان انتشار-واکنش معادله با مͬ�دهد نشان واکنش یͺدیͽر با که پایدار،
اگر که است < x2(t) >∼ tα به�صورت t زمان و انتشار از x(t) جابجایͬ مربع میانͽین بین رابطه
اگر و ناهمͽون ١ زیرانتشار حالت باشد 0 < α < 1 اگر و نرمال(استاندارد) انتشار باشد α = 1

.[٧٣] خواهدبود ناهمͽون ٢ ابرانتشار حالت باشد α > 1

ناهمͽون انتشار معادله عددی حل برای خصوصͬ جواب روش و مرزمنفرد روش فصل، این در
است: شده کارگرفته به غیرخطͬ جمله شامل دوبعدی

ut = (κµD
1−µ
t + κνD

1−ν
t )∆u+G(u) + f, x ∈ Ω ⊆ R2, t ∈ [0, T ], (١.٧)

اولیه: شرط با
u(x, 0) = g0(x), x ∈ Ω, (٢.٧)

دیریͺله: مرزی شرایط و
u(x, t) = h(x, t), x ∈ ∂Ω, t ≥ 0, (٣.٧)

عملͽر ∆ همچنین است. غیرخطͬ جمله G(u) و هستند شده داده معلوم توابع h و g0 و f که
و مͬ�باشند ناهمͽون انتشار ضرایب بیانͽر که هستند نامنفͬ κν و κµ ثابت�های است. لاپلاس

.0 < µ, ν < 1 همچنین
١subdiffusion
٢superdiffusion
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u(x, t) تابع برای t زمان متغیر به نسبت (1 − α) مرتبه ریمان-لیوویل کسری مشتق 0D
1−α
t نماد

مͬ�گردد: تعریف زیر به�صورت و (0 < α < 1) که است
D1−α

t u(x, t) = 1

Γ(α)

∂

∂t

∫ t

0

u(x, η)
(t− η)1−α

dη, (۴.٧)

است. گاما تابع Γ(.) که
مͬ�کند، صدق لیپ�شیتز شرط در u(x, t) تابع به نسبت G(u(x, t)) غیرخطͬ جمله براین، علاوه

که: دارد وجود L > 0 مثبت ثابت یعنͬ،
∥G(u(x, t))−G(v(x, t))∥ ≤ L∥u(x, t)− v(x, t)∥, (۵.٧)

روش سازی پیاده و زمانͬ گسسته�سازی ٢.٧

روش از استفاده با را زمانͬ گسسته�سازی فرایند زمانͬ، یͺنواخت شبͺه درنظرگرفتن با بخش، این در
متوالͬ زمانͬ تراز دو در اصلͬ معادله زمان متغیر اول مرتبه مشتق تقریب برای پیشرو متناهͬ تفاضل

بست. خواهیم کار به n+ 1 و n
.tn = nτ و باشد زمانͬ گام طول τ = tn+1 − tn کنید فرض

به�صورت که باشد ریمان-لیوویل انتͽرال عملͽر بیانͽر y(t) ∈ L1(a, b) برای Iγa+y(t) نماد اگر
مͬ�شود: تعریف زیر

Iγa+y(t) =
1

Γ(γ)

∫ t

a

y(s)

(t− s)1−γ
ds, t > a, γ > 0, (۶.٧)

مͬ�گردد: بیان زیر لم آنͽاه

آنͽاه: y(t) ∈ C2[0, T ] اگر ([١١٧] ) .١.٢.٧ لم

Iγ0+y(tn+1)− Iγ0+y(tn) =
τγ

Γ(γ + 1)

(
y(tn+1) +

n−1∑
j=0

(wj+1 − wj)y(tn−j)

)
+Rn,γ , (٧.٧)

بطوریͺه:
|Rn,γ | ≤ Cwnτ

1+γ , 1 = w0 > w1 > ... > wn > 0 ، wj = (j + 1)γ − jγ .

نوشت: توان مͬ فوق، نمادگذاری�های با
0D

1−γ
t u(x, t) = ∂

∂t
Iγ0+u(x, t). (٨.٧)

که مͬ�شود نتیجه (١.٧) معادله برای مرکزی صریح تفاضلات طرح از استفاده با
u(x, tn+1)− u(x, tn)

τ
=
ρ1
τ

(
Iα0+∆u(x, tn+1)− Iα0+∆u(x, tn)

)
+
ρ2
τ

(
Iβ0+∆u(x, tn+1)− Iβ0+∆u(x, tn)

)
+ fn+1(x). (٩.٧)

مͬ�شود: نتیجه ١.٢.٧ لم از حال،

un+1(x)−
(
µ1 + µ2

)
∆un+1(x) = un(x) + µ1

n−1∑
j=0

(
λj+1 − λj

)
∆un−j(x)

+ µ2

n−1∑
j=0

(
ωj+1 − ωj

)
∆un−j + τfn+1(x) + τRα,β, (١٠.٧)
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و |Rα,β| < Cmin{τ1+α, τ1+β} که
µ1 =

ρ1τ
α

Γ(1 + α)
, µ2 =

ρ2τ
β

Γ(1 + β)
, λj = (j + 1)α − jα, ωj = (j + 1)β − jβ.

مͬ�شود: حاصل زیر معادله Rα,β کردن حذف با

Un+1(x)−
(
µ1 + µ2

)
∆Un+1(x) = Un(x) + µ1

n−1∑
j=0

(
λj+1 − λj

)
∆Un−j(x)

+ µ2

n−1∑
j=0

(
ωj+1 − ωj

)
∆Un−j(x) + τfn+1/2(x). (١١.٧)

به θ = 1/2 خاص حالت در θ وزندار روش از خاصͬ حالت بوسیله fn+1/2 =
fn+1 + fn

2
که

به Un(x) = U(x, tn) و un(x) = u(x, tn) همچنین است. شده بیان کرانͷ-نیͺلسون فرمول نام
معادله به (١١.٧) معادله بازنویسͬ با هستند. (١.٧) معادله تقریبͬ جواب و دقیق جواب ترتیب

رسیم: مͬ زیر

∆Un+1(x)− 1

µ1 + µ2
Un+1(x) = 1

µ1 + µ2

(
− Un(x)− µ1

n−1∑
j=0

(
λj+1 − λj

)
∆Un−j(x)

− µ2

n−1∑
j=0

(
ωj+1 − ωj

)
∆Un−j(x)− τfn+1/2(x)

)
. (١٢.٧)

زیر: مفروضات درنظرگرفتن وبا Fn+1 = −τ(f
n+1 + fn)

2
و µ2 =

1

µ1 + µ2
فرض با

A =

n−1∑
j=0

(
λj+1 − λj

)
∆Un−j(x), B =

n−1∑
j=0

(
ωj+1 − ωj

)
∆Un−j(x), (١٣.٧)

داشت: خواهیم
∆Un+1 − µ2Un+1 =

1

µ1 + µ2

(
−Un − µ1A− µ2B + Fn+1

)
, (١۴.٧)

(١۴.٧) معادله بͽیریم، درنظر bn(x) مانند تابعͬ عنوان به را (١۴.٧) معادله راست عبارتسمت اگر
مͬ�شود: حاصل زیر به�صورت تغییریافته هلم�هلتز معادله عنوان به
(∆− µ2)Un+1(x) = bn(x), (١۵.٧)

که
bn(x) = 1

µ1 + µ2

(
−Un − µ1A− µ2B + Fn+1

)
, (١۶.٧)

b0(x)عبارت u0 = u(x, 0) = g0 اولیه شرط و (١۶.٧) معادله از n = 0 برای که است توجه به لازم
شد. خواهد محاسبه

همͽرایͬ و پایداری آنالیز ٣.٧

گسسته�سازی شده پیشنهاد طرح با که (٣.٧)-(١.٧) های معادله همͽرایͬ و پایداری بخش، این در
فرم معرفͬ برای است. شده بررسͬ [١١٩ ،١١٨ ،١١٧] مراجع از اقتباس با است شده زمانͬ
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ارایه�شده بخش این در داخلͬ ضرب و استاندارد نرم با تابعͬ فضای چند (١٠.٧) معادله تغییراتͬ
شد. خواهد استفاده آنها از ادامه در که است

Rd روی ͹لب اندازه dx و باشد d = 1, 2 برای Rd در کراندار و باز دامنه ͷی Ω کنید فرض
به�طوریͺه: مͬ�گیریم درنظر u : Ω → R پذیر اندازه توابع فضای را Lp(Ω) فضای p <∞ برای باشد.

باشد زیر استاندارد نرم با باناخ فضای ͷی ∫Ω |u(x)|pdx <∞

∥u∥Lp(Ω) =

(∫
Ω
|u(x)|pdx

)1/p

.

داخلͬ ضرب با است هیلبرت فضای ͷی L2(Ω) فضای
⟨u, v⟩ =

∫
Ω
u(x)v(x)dx

دهد: مͬ نتیجه را زیر نرم که

∥u∥L2(Ω) =

(∫
Ω
|u(x)|2dx

)1/2

.

اعداد از -تایͬ d ͷی α = (α1, α2, ..., αd) و باشد Rd در باز دامنه ͷی Ω کنید فرض همچنین،
داشت: خواهیم (|α| ≤ p) که |α| =

∑d
i=1 αi, نماد با و باشد نامنفͬ صحیح

Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 ∂xα2

2 ...∂xαd
d

,

مͬ�کنیم: تعریف و
Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : Dαu ∈ L2(Ω) : ∀ |α| ≤ m}.

داخلͬ ضرب با است هیلبرت فضای ͷی فضا، این
⟨u, v⟩m =

∑
|α|≤m

∫
Ω
Dαu(x)Dαv(x)dx,

دهد: مͬ نتیجه را زیر نرم که

∥u∥Hm(Ω) =

( ∑
|α|≤m

∥Dαu∥2L2(Ω)

)1/2

.

مͬ�گیریم: درنظر را زیر نرم استاندارد، H1-نرم از استفاده جای به زیر های قضیه در .١.٣.٧ ملاحظه

∥u∥H1(Ω) =

(
∥u∥2L2(Ω) + (µ1 + µ2)∥∇u∥2L2(Ω)

)1/2

,

.[١١٧] هستند ارز هم -نرم، H1 و نرم این که

دهیم: قرار اگر ([١١٨] ) .٢.٣.٧ لم

ηn+1 =
ρ1τ

α

Γ(α)(n+ 1)1−α
, ξn+1 =

ρ2τ
β

Γ(β)(n+ 1)1−β
, n ≥ 0,

مͬ�گردد: حاصل زیر روابط آنͽاه
µ1λn+1 ≤ ηn+1 ≤ µ1λn, µ2ωn+1 ≤ ξn+1 ≤ µ2ωn, n ≥ 0.

کند: صدق شیتز لیپ شرط در f(.) اینͺه و Un ∈ H1(Ω) فرض با .٣.٣.٧ قضیه
|f(v1)− f(v2)| ≤ L|v1 − v2|, ∀v1, v2 ∈ H1(Ω),

است. پایدار قید بدون -نرم H1 در (١١.٧) گسسته�سازی عددی طرح آنͽاه
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باشند. (١١.٧) معادله تقریب جواب و دقیق جواب ترتیب، به Ûn و Un که کنید فرض برهان.
است: زیر به�صورت برشͬ گردکردن خطای

en+1 −
(
µ1 + µ2

)
∆en+1 = en + µ1

n−1∑
j=0

(
λj+1 − λj

)
∆en−j

+ µ2

n−1∑
j=0

(
ωj+1 − ωj

)
∆en−j , (١٧.٧)

.en+1 = Un+1 − Ûn+1 که
داشت: خواهیم Ω روی انتͽرالͽیری و (١٧.٧) معادله در en+1 ضرب با

⟨en+1, en+1⟩ −
(
µ1 + µ2

)
⟨∆en+1, en+1⟩ = ⟨en, en+1⟩+ µ1

n−1∑
j=0

(
λj+1 − λj

)
⟨∆en−j , en+1⟩

+ µ2

n−1∑
j=0

(
ωj+1 − ωj

)
⟨∆en−j , en+1⟩, (١٨.٧)

مͬ�شود: نتیجه گرین فرمول از استفاده با en ∈ H1
0 (Ω) ،en+1 به توجه با

⟨en+1, en+1⟩+
(
µ1 + µ2

)
⟨∇en+1,∇en+1⟩ = ⟨en, en+1⟩+ µ1

n−1∑
j=0

(
λj − λj+1

)
⟨∇en−j ,∇en+1⟩

+ µ2

n−1∑
j=0

(
ωj − ωj+1

)
⟨∇en−j ,∇en+1⟩. (١٩.٧)

مͬ�شود: نتیجه ϑ ̸= 0, برای |ab| ≤ 1

2
ϑ2a2 +

1

2ϑ2
b2 نامساوی از حال

∥en+1∥2L2(Ω) +
(
µ1 + µ2

)
∥∇en+1∥2L2(Ω) ≤ ⟨en, en+1⟩+ τ⟨f(Un)− f(Ûn), en+1⟩

+
µ1
2

n−1∑
j=0

(
λj − λj+1

)
{∥∇en−j∥2L2(Ω) + ∥∇en+1∥2L2(Ω)}

+
µ2
2

n−1∑
j=0

(
ωj − ωj+1

)
{∥∇en−j∥2L2(Ω) + ∥∇en+1∥2L2(Ω)}. (٢٠.٧)

داشت: خواهیم کردن ساده با

∥en+1∥2L2(Ω)+
(
µ1 + µ2

)
∥∇en+1∥2L2(Ω) ≤ ⟨en, en+1⟩+ τ⟨f(Un)− f(Ûn), en+1⟩

+
µ1
2

n−1∑
j=0

(
λj − λj+1

)
∥∇en−j∥2L2(Ω) +

µ2
2

n−1∑
j=0

(
ωj − ωj+1

)
∥∇en−j∥2L2(Ω)

+
µ1
2
(1− λn)∥∇en+1∥2L2(Ω) +

µ2
2
(1− ωn)∥∇en+1∥2L2(Ω). (٢١.٧)
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مͬ�شود: نتیجه شوارتز نامساوی و شیتز لیپ شرط ، ٢.٣.٧ لم از استفاده با

∥en+1∥2L2(Ω) +
(
µ1 + µ2

)
∥∇en+1∥2L2(Ω) ≤ ⟨en, en+1⟩+ τL∥en∥L2(Ω)∥en+1∥L2(Ω)

+
µ1
2

n−1∑
j=0

(
λj − λj+1

)
∥∇en−j∥2L2(Ω) +

µ2
2

n−1∑
j=0

(
ωj − ωj+1

)
∥∇en−j∥2L2(Ω)

+
µ1
2
(1− λn)∥∇en+1∥2L2(Ω) +

µ2
2
(1− ωn)∥∇en+1∥2L2(Ω)

+
µ1λn − ηn+1

2
∥∇e0∥2L2(Ω) +

µ1λn − ηn+1

2
∥∇en+1∥2L2(Ω)

+
µ2ωn − ξn+1

2
∥∇e0∥2L2(Ω) +

µ2ωn − ξn+1

2
∥∇en+1∥2L2(Ω). (٢٢.٧)

زیر نامساوی�های و است وابسته Ω به فقط C که ∥v∥L2(Ω) ≤ C∥∇v∥L2(Ω) پوانͺاره نامساوی از
ηn+1 ≥ µ1λn+1, ξn+1 ≥ µ2ωn+1, |ab| ≤

1

2
ϑ2a2 +

1

2ϑ2
b2, ϑ ̸= 0,

مͬ�شود: نتیجه

∥en+1∥2L2 +
µ1 + µ2

2
∥∇en+1∥2L2 ≤ ⟨en, en+1⟩+ µ1

2

n∑
j=0

λj∥∇en−j∥2L2 +
µ2
2

n∑
j=0

ωj∥∇en−j∥2L2

− µ1
2

n+1∑
j=0

λj∥∇en+1−j∥2L2 −
µ2
2

n+1∑
j=0

ωj∥∇en+1−j∥2L2 +
µ1 + µ2

2
∥∇en+1∥2L2

− ηn+1 + ξn+1

2
∥∇en+1∥2L2 +

1

2

C2τ2L2

ηn+1 + ξn+1
∥en∥2L2 +

ηn+1 + ξn+1

2
∥∇en+1∥2L2 .

(٢٣.٧)
بنابراین

∥en+1∥2L2 + µ1

n+1∑
j=0

λj∥∇en+1−j∥2L2 + µ2

n+1∑
j=0

ωj∥∇en+1−j∥2L2

≤ ∥en∥2L2 + µ1

n∑
j=0

λj∥∇en−j∥2L2 + µ2

n∑
j=0

ωj∥∇en−j∥2L2 +
C2τ2L2

ηn+1 + ξn+1
∥en∥2L2 .

(٢۴.٧)

قراردهیم: اگر

En := ∥en∥2L2(Ω) + µ1

n∑
j=0

λj∥∇en−j∥2L2(Ω) + µ2

n∑
j=0

ωj∥∇en−j∥2L2(Ω),

مͬ�شود: بازنویسͬ زیر به�صورت (٢۴.٧) معادله آنͽاه

En+1 ≤En +
C2τ2L2

ηn+1 + ξn+1
∥en∥2L2(Ω)

≤ ...

≤ E0 +
n∑

j=0

C2τ2L2

ηn+1 + ξn+1
∥ej∥2L2(Ω)

≤ E0 +
C2L2Tτ

ηn+1 + ξn+1
M2, (٢۵.٧)
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که
M2 = max

0≤j≤n
∥ej∥2L2(Ω).

مͬ�شود: نتیجه ١.٣.٧ ملاحظه از درنتیجه

∥en+1∥H1(Ω) ≤ ∥e0∥H1(Ω) +

√
C2L2Tτ

ηn+1 + ξn+1
M. (٢۶.٧)

[١١٧] بود خواهند برقرار زیر نامساوی�های دیͽر، عبارت به
ρ2
ρ1
ηn+1 ≤ ξn+1, 0 < β ≤ α < 1,

ρ1
ρ2
ξn+1 ≤ ηn+1, 0 < α ≤ β < 1,

درنتیجه:

Tτ

ηn+1 + ξn+1
≤ Tτ

(1 +
ρ2
ρ1

)ηn+1

=
Γ(α)(n+ 1)1−αTτ

ρ1(1 +
ρ2
ρ1

)τα
≤ Γ(α)

ρ1(1 +
ρ2
ρ1

)

(
T + τ

)2−α
,

0 < β ≤ α < 1,

T τ

ηn+1 + ξn+1
≤ Tτ

(1 +
ρ1
ρ2

)ξn+1

=
Γ(β)(n+ 1)1−βTτ

ρ2(1 +
ρ1
ρ2

)τβ
≤ Γ(β)

ρ2(1 +
ρ1
ρ2

)

(
T + τ

)2−β
,

0 < α ≤ β < 1,

داشت: خواهیم (٢۶.٧) معادله و بالا نامساوی�های از استفاده با حال،

∥en+1∥H1(Ω) ≤ ∥e0∥H1(Ω) +C(T + τ)
1−

min{α, β}
2 M. (٢٧.٧)

است. کامل اثبات که

U(x, tn) = و باشد (٣.٧)-(١.٧) معادله دقیق جواب u(x, tn) = un ∈ H1(Ω) کنید فرض
همͽرایͬ برای زیر قضیه باشد. مرزی و اولیه شرایط با مذکور معادله تقریبͬ جواب Un ∈ H1(Ω)

مͬ�شود. ارایه زمانͬ گسسته�سازی طرح

باشد طوری τ اگر . M′ = max
0≤j≤n

∥εn∥L2(Ω) و εn+1 = un+1 − Un+1 کنید فرض .۴.٣.٧ قضیه

-همͽراست. H1 زمانͬ، گسسته طرح آنͽاه M′ ≪ τ که

داشت: خواهیم (١١.٧) و (١٠.٧) معادله�های تفاضل از برهان.

εn+1 −
(
µ1 + µ2

)
∆εn+1 = εn + µ1

n−1∑
j=0

(
λj+1 − λj

)
∆εn−j

+ µ2

n−1∑
j=0

(
ωj+1 − ωj

)
∆εn−j + τRα,β, (٢٨.٧)

|Rα,β| < Cτ1+min{α,β}. به�طوری�که است برشͬ خطای Rα,β و ε0 = 0 که
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مͬ�شود: نتیجه ٣.٣.٧ قضیه مشابه

∥εn+1∥H1(Ω) ≤C
(
T + τ

)1−min{α, β}
2

(
LM′ + |Rα,β|

)

≤ C
(
T + τ

)1−min{α, β}
2

(
LM′ + τ1+min{α,β}

)

≤ CT
1−

min{α, β}
2

(
1 +

τ

T

)1−
min{α, β}

2
(
LM′ + τ1+min{α,β}

)
. (٢٩.٧)

داشت: خواهیم برنولͬ نامساوی از استفاده و قضیه فرض طبق حال،
0 ≤ r ≤ 1, x ≥ −1 :

(
1 + x

)r ≤ 1 + rx,

آید: درمͬ زیر به�صورت (٢٩.٧) معادله درنتیجه

∥en+1∥H1(Ω) ≤ CT
1−

min{α, β}
2

(
τ1+min{α+β} +

(
1− min{α, β}

2

)τ2+min{α+β}

T

)
, (٣٠.٧)

مͬ�شود. کامل اثبات که

پیشͽو�اصلاحͽر الͽوریتم ١.٣.٧

یافتن برای که هستند الͽوریتم�ها از ای رده به متعلق پیشͽو-اصلاحͽر روش�های عددی آنالیز در
اند. شده طراحͬ مͬ�کند صدق معلوم معادله ͷی در که مجهول تابع ͷی

پیشͽو-اصلاحͽر الͽوریتم از مساله این غیرخطͬ جمله برای عددی سازی پیاده در فصل، دراین
است. شده زده تقریب زیر الͽوریتم توسط (١۴.٧) معادله غیرخطͬ جمله است. شده استفاده

پیشͽو-اصلاحͽر الͽوریتم ١ الͽوریتم

un+1,∗ = un بͽیرید: رادرنظر روبرو اولیه حدس :١
condition = 1 دهید: قرار :٢

آنͽاه: condition > 0 مادامͬ�که: :٣
کن. حل را (١۴.٧) معادله :۴

آنͽاه: ∥un+1,∗ − un+1∥ < ϵ اگر: :۵
condition = −1 :۶

un+1,∗ = un+1 درغیراینصورت: :٧

عددی مثال�های ۴.٧

مرزمنفرد روش با تغییریافته نامتعارف کسری انتشار دوبعدی معادله از مثال چهار بخش، این در
قرار بررسͬ مورد RMS و ε∞ خطا نوع دو با ارایه�شده روش همͽرایͬ و دقت شد. خواهد حل

شده�اند. تعریف قبلا که مͬ�گیرد
ϕ(r) = r4ln(r) یعنͬ دوم مرتبه ͷهارمونی پلͬ اسپلاین از فصل، این عددی مثال�های در

است. شده استفاده شعاعͬ پایه توابع عنوان به
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اصل�فلاح محمد دیفرانسیل معادلات در آنها کاربرد و اساسͬ جواب�های بر�پایه بدون�شبͺه روش�های

مثال برای t زمان در (µ, ν) مقادیر و N = 256, τ = 1/1024 با RMS و ε∞(u) خطاهای :١.٧ جدول
١.۴.٧

(µ, ν) = (0.25, 0.45) (µ, ν) = (0.75, 0.85)

t ε∞(u) RMS ε∞(u) RMS

0.10 6.3562× 10−8 2.1617× 10−8 3.0917× 10−9 1.4586× 10−9

0.20 2.0829× 10−7 7.0840× 10−8 1.8982× 10−8 8.9599× 10−9

0.30 4.1616× 10−7 1.4153× 10−7 5.4739× 10−8 2.5824× 10−8

0.40 6.7963× 10−7 2.1314× 10−7 1.1590× 10−7 5.4678× 10−8

0.50 9.9401× 10−7 3.3806× 10−7 2.0730× 10−7 9.7802× 10−8

0.60 1.3559× 10−6 4.6116× 10−7 3.3332× 10−7 1.5725× 10−7

0.70 1.7629× 10−6 5.9957× 10−7 4.9796× 10−7 2.3492× 10−7

0.80 2.2128× 10−6 7.5260× 10−7 7.0498× 10−7 3.3259× 10−7

0.90 2.7040× 10−6 9.1965× 10−7 9.5792× 10−7 4.5192× 10−7

1.00 3.3736× 10−6 1.1474× 10−6 1.3438× 10−6 6.3397× 10−7

درنظر زیر به�صورت Ω1 = [0, 1]2 مربعͬ دامنه روی را خطͬ معادله مثال، این در .١.۴.٧ مثال
مͬ�گیریم:

∂

∂t
u(x, t) = (D1−µ

t +D1−ν
t )∆u(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ [0, 1]2 × (0, 1], (٣١.٧)

∂Ω1 مرز روی دیریͺله مرزی شرایط و u(x, y, t) = 0, به�صورت: همͽن آغازین شرط با
به�صورت:

u(x, y, t) = sin(x+ y), (x, y) ∈ ∂Ω1, t ∈ [0, 1], (٣٢.٧)
از: عبارتست معادله تحلیلͬ جواب که

u(x, y, t) = sin(x+ y)t1+µ+ν , (٣٣.٧)
است: زیر به�صورت منبع تابع و

f(x, y, t) = sin(x+ y)

[
(1 + µ+ ν)tµ+ν +

2Γ(µ+ ν + 2)

Γ(2µ+ ν + 1)
t2µ+ν +

2Γ(µ+ ν + 2)

Γ(µ+ 2ν + 1)
tµ+2ν

]
,

(٣۴.٧)
است شده گزارش T = 1 زمان به رسیدن تا مختلف زمان�های در خطا نوع دو ١.٧ جدول در
روش مقایسه ٢.٧ جدول در همچنین، مͬ�باشد. ارایه�شده روش پایداری و کارایͬ دهنده نشان که
مثال این ماکزیمم خطای نمودارهای است. ارایه�شده یͺسان شرایط در روش�ها دیͽر با مرزمنفرد
همچنین، است. شده داده نمایش ١.٧ شͺل در T = 1 زمان در N = 256 و τ = 1/1024 برای

است. شده رسم ٢.٧ شͺل در تحلیلͬ(چپ) جواب و عددی(راست) جواب نمودار

G(u)به�صورت = u3 با Ω2 = [0, 1]2 مربعͬ دامنه روی را غیرخطͬ معادله مثال، این در .٢.۴.٧ مثال
مͬ�گیریم: درنظر زیر

∂

∂t
u(x, t) = (D1−µ

t +D1−ν
t )∆u(x, t)+f(x, t)+G(u(x, t)), (x, t) ∈ Ω2×(0, 1], (٣۵.٧)

∂Ω2 مرز روی دیریͺله مرزی شرایط و u(x, y, t) = 0, به�صورت: همͽن آغازین شرط با
به�صورت:

u(x, y, t) = t2 sin(x) exp(y), (x, y) ∈ ∂Ω2, t ∈ [0, 1], (٣۶.٧)
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١.۴.٧ مثال برای روش�ها دیͽر با روش ε∞(u) خطای مقایسه :٢.٧ جدول
(µ, ν) τ روش�حاضر [٩٠] [٩١]

(0.25, 0.45) 1
160 5.8001× 10−5 8.3594× 10−5 9.8995× 10−4

1
320 1.5307× 10−5 8.3413× 10−5 4.9498× 10−4

1
640 4.0048× 10−6 8.3366× 10−5 2.4746× 10−4

(0.75, 0.85) 1
160 7.9946× 10−5 8.3466× 10−5 2.0269× 10−3

1
320 2.3983× 10−5 8.3261× 10−5 1.0155× 10−3

1
640 2.6822× 10−6 8.3252× 10−5 5.0828× 10−4
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برای τ = 1/1024, N = 256 و (µ, ν) = (0.25, 0.45) با T = 1 زمان در ε∞(u) خطای نمودار :١.٧ شͺل
١.۴.٧ مثال
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نمودار و N = 256 و (µ, ν) = (0.25, 0.45) ،τ = 1/1024 با عددی(راست) جواب نمودار :٢.٧ شͺل
١.۴.٧ مثال برای T = 1 زمان در تحلیلͬ(چپ) جواب
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مثال برای t زمان در (µ, ν) مقادیر و N = 30 × 30, τ = 0.01 با RMS و ε∞(u) خطاهای :٣.٧ جدول
٢.۴.٧

روش�حاضر TPS[٩٠]
(µ, ν) t ε∞(u) ε∞(u)

RMS RMS

(0.65, 0.35) 0.25 2.7757× 10−8 4.1851× 10−6

4.6347× 10−9 2.2366× 10−6

0.50 1.1570× 10−7 5.8238× 10−6

1.9319× 10−8 2.4947× 10−6

0.75 2.6388× 10−7 1.2397× 10−5

4.4062× 10−8 3.4202× 10−6

1.00 1.2047× 10−5 2.5385× 10−5

2.0116× 10−6 1.1388× 10−5

(0.25, 0.85) 0.25 2.5146× 10−8 4.6058× 10−6

4.8402× 10−9 2.4511× 10−6

0.50 1.0482× 10−7 5.8327× 10−6

2.0176× 10−8 2.5673× 10−6

0.75 2.3907× 10−7 1.2716× 10−5

4.6016× 10−8 3.4076× 10−6

1.00 1.0914× 10−5 2.5300× 10−5

2.1008× 10−6 1.1351× 10−5

از: عبارتست معادله تحلیلͬ جواب که
u(x, y, t) = t2 sin(x) exp(y), (٣٧.٧)

است: زیر به�صورت منبع تابع و
f(x, y, t) = 2t sin(x) exp(y)− (t2 sin(x) exp(y))3. (٣٨.٧)

که است شده گزارش T = 1 زمان به رسیدن تا مختلف زمان�های در خطا نوع دو ٣.٧ جدول در
برای مثال این ماکزیمم خطای نمودارهای مͬ�باشد. ارایه�شده روش پایداری و کارایͬ دهنده نشان
نمودار همچنین، است. شده داده نمایش ٣.٧ شͺل در T = 1 زمان در N = 900 و τ = 0.01

است. شده رسم ۴.٧ شͺل در تحلیلͬ(چپ) جواب و عددی(راست) جواب

دایره�ای دامنه روی را خطͬ معادله مثال، این در .٣.۴.٧ مثال
Ω3 =

{
x = (x, y) ∈ R2 :

√
x2 + y2 ≤ 1

}
مͬ�گیریم: درنظر زیر به�صورت

∂

∂t
u(x, t) = (D1−µ

t +D1−ν
t )∆u(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ Ω3 × (0, 1], (٣٩.٧)

دیریͺله مرزی شرایط و u(x, y, 0) = 0, x ∈ Ω3, به�صورت: همͽن آغازین شرط با
از: عبارتست معادله تحلیلͬ جواب که ∂Ω3 مرز روی

u(x, y, t) = t1+µ+νexp(−2(x− 0.5)2 − 2(y − 0.5)2), (۴٠.٧)
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مثال برای τ = 0.01, N = 900 و (µ, ν) = (0.65, 0.35) با T = 1 زمان در ε∞(u) خطای نمودار :٣.٧ شͺل
٢.۴.٧
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جواب نمودار و N = 900 و (µ, ν) = (0.65, 0.35) ،τ = 0.01 با عددی(راست) جواب نمودار :۴.٧ شͺل
٢.۴.٧ مثال برای T = 1 زمان در تحلیلͬ(چپ)
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٣.۴.٧ مثال برای t زمان در (µ, ν) مقادیر و N = 949, τ = 0.01 با RMS و ε∞(u) خطاهای :۴.٧ جدول
روش�حاضر TPS[٩٠]

(µ, ν) t ε∞(u) ε∞(u)

RMS RMS

(0.45, 0.75) 0.25 1.1092× 10−6 1.6322× 10−5

3.3539× 10−6 5.9823× 10−6

0.50 5.3333× 10−6 1.4610× 10−5

3.6126× 10−6 5.3775× 10−6

0.75 7.3209× 10−6 2.9125× 10−5

3.9939× 10−6 5.7801× 10−6

1.00 3.2505× 10−5 5.3592× 10−5

3.5769× 10−6 8.2312× 10−6

(0.15, 0.95) 0.25 1.0623× 10−6 2.3802× 10−5

3.1959× 10−6 8.4524× 10−6

0.50 4.7558× 10−6 1.9198× 10−5

3.4308× 10−6 6.8365× 10−6

0.75 7.1303× 10−6 3.0202× 10−5

3.4006× 10−6 6.3524× 10−6

1.00 2.0828× 10−5 5.3601× 10−5

3.2662× 10−6 8.2335× 10−6

است: زیر به�صورت منبع تابع و

f(x, y, t) = exp(−2(x− 0.5)2 − 2(y − 0.5)2)[(1 + µ+ ν)tµ+ν + 8
Γ(2 + µ+ ν)

Γ(1 + 2µ+ ν)
t2µ+ν

+8
Γ(2 + µ+ ν)

Γ(1 + 2ν + µ)
t2ν+µ − (

16Γ(2 + µ+ ν)

Γ(1 + 2µ+ ν)
t2µ+ν

+
16Γ(2 + µ+ ν)

Γ(1 + 2ν + µ)
t2ν+µ)((x− 0.5)2 + (y − 0.5)2))],

که است شده گزارش T = 1 زمان به رسیدن تا مختلف زمانهای در خطا نوع دو ۴.٧ جدول در
کانتور نمودار و جوابعددی(راست) نمودار مͬ�باشد. ارایه�شده روش پایداری و کارایͬ دهنده نشان
در (µ, ν) متفاوت مقدار دو و T = 1 زمان در و N = 949 و τ = 0.01 برای ماکزیمم(چپ) خطای

است. شده رسم ۶.٧ شͺل و ۵.٧ شͺل

نامنظم دامنه روی را غیرخطͬ معادله مثال، آخرین عنوان به .۴.۴.٧ مثال
Ω4 = {(r cos θ, r sin θ) : r = 0.8 + 0.1 (sin(6θ) + sin(3θ)) , 0 ≤ θ ≤ 2π}

مͬ�گیریم: درنظر زیر به�صورت G(u) = u2 با
∂

∂t
u(x, t) = (D1−µ

t +D1−ν
t )∆u(x, t)+f(x, t)+G(u(x, t)), (x, t) ∈ Ω4×(0, 1], (۴١.٧)

از: عبارتست معادله تحلیلͬ جواب مرزی، شرایط و همͽن آغازین شرایط درنظرگرفتن با
u(x, t) = t1+µ+νexp(x+ y), (۴٢.٧)
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τ = و (µ, ν) = (0.45, 0.75) با خطا(چپ) کانتور نمودار و عددی(راست) جواب نمودار :۵.٧ شͺل
٣.۴.٧ مثال برای T = 1 زمان در 0.01, N = 949
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τ = و (µ, ν) = (0.15, 0.95) با خطا(چپ) کانتور نمودار و عددی(راست) جواب نمودار :۶.٧ شͺل
٣.۴.٧ مثال برای T = 1 زمان در 0.01, N = 949
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۴.۴.٧ مثال برای t زمان در (µ, ν) مقادیر و N = 418, τ = 0.01 با RMS و ε∞(u) خطاهای :۵.٧ جدول
روش�حاضر TPS[٩٠]

(µ, ν) t ε∞(u) ε∞(u)

RMS RMS

(0.25, 0.75) 0.25 2.3708× 10−6 4.1601× 10−6

3.3571× 10−7 6.1074× 10−7

0.50 9.8827× 10−6 1.5532× 10−5

2.6499× 10−6 3.2497× 10−6

0.75 2.2539× 10−5 3.4221× 10−5

6.0436× 10−6 8.9402× 10−6

1.00 1.4154× 10−5 5.9441× 10−5

1.0817× 10−6 1.8953× 10−5

(0.45, 0.45) 0.25 3.4912× 10−6 4.8009× 10−6

8.5264× 10−7 9.7496× 10−7

0.50 1.3550× 10−5 1.6702× 10−5

3.6974× 10−6 3.1938× 10−6

0.75 2.9656× 10−5 3.5417× 10−5

8.0922× 10−6 8.6709× 10−6

1.00 1.5023× 10−5 5.9990× 10−5

1.4068× 10−6 1.7735× 10−5

است: زیر به�صورت منبع تابع و

f(x, y, t) = exp(x+ y)[(1 + µ+ ν)tµ+ν − 2
Γ(2 + µ+ ν)

Γ(1 + 2µ+ ν)
t2µ+ν

−2
Γ(2 + µ+ ν)

Γ(1 + 2ν + µ)
t2ν+µ − t2+2µ+2νexp(x+ y)],

(۴٣.٧)

که است شده گزارش T = 1 زمان به رسیدن تا مختلف زمانهای در خطا نوع دو ۵.٧ جدول در
کانتور نمودار و جوابعددی(راست) نمودار مͬ�باشد. ارایه�شده روش پایداری و کارایͬ دهنده نشان
در (µ, ν) متفاوت مقدار دو و T = 1 زمان در و N = 418 و τ = 0.01 برای ماکزیمم(چپ) خطای

است. شده رسم ٨.٧ شͺل و ٧.٧ شͺل

گیری نتیجه ۵.٧

انتشارناهمͽون معادله حل برای را خصوصͬ جواب روش با مرزمنفرد روش ترکیب فصل این در
در غیرخطͬ، جمله وجود به توجه با کردیم. استفاده مختلف های دامنه روی بعدی دو کسری
عددی، مثال�های براساس است. شده استفاده پیشͽو-اصلاحͽر الͽوریتم از مشͺل، این با مواجهه
و دارند خوبͬ سازگاری ها مساله دقیق جواب با ارایه�شده روش از حاصل نتایج که شد مشخص
دهنده نشان که است شده مقایسه دیͽر روش�های با نتایج همچنین است، تایید مورد روش کارایͬ

است. ارایه�شده پایداری و همͽرایͬ آنالیز است. روش برتری
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τ = و (µ, ν) = (0.25, 0.75) با خطا(چپ) کانتور نمودار و عددی(راست) جواب نمودار :٧.٧ شͺل
۴.۴.٧ مثال برای T = 1 زمان در 0.01, N = 418
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۴.۴.٧ مثال برای T = 1 زمان در 0.01, N = 418

٨٩



٨ فصل

کسری کابل معادله برای منفرد مرز روش

مقدمه ١.٨

در کابل معادله است. عصبͬ ͷدینامی سازی مدل برای معادلات ترین اساسͬ از ͬͺی کابل معادله
گسترده طور به اخیر های سال در و مͬ�کند ایفا مهمͬ نقش الͺتروفیزیولوژی حیطه�های از بسیاری
توزيع الͺترومغناطيسͬ، ͷتحري مدل ͷي مͬ�شود. استفاده عصبͬ ͷدینامی سازی شبیه برای ای
مͬ عصب ͷتحري دهد. مͬ نشان را شود مͬ ͷتحري که عضو از بافتͬ حجم در ͬͺتريͺال پتانسيل
مورد در بسياری تحقيقات بپذيرد. صورت مغناطيسͬ ميدان يا ͬͺتريͺال ميدان از استفاده با تواند
تحقيقات جای هنوز مغناطيسͬ حوزه در که صورتͬ در است، شده انجام عصب ͬͺتريͺال ͷتحري
پديده است. آن در عمل پتانسيل ايجاد کلͬ بطور عصب ͷي ͷتحري از منظور است. باقͬ بسياری
باز قبل حالت به سپس و کرده چشمͽيری تغييرات کمͬ، زمان مدت در عصب پتانسيل آن در که ای
ديفرانسيل معادلات در که مͬ�رساند معادله�ای به را ما ͷتحري اين بر حاکم روابط بررسͬ گردد. مͬ
مورد در توان مͬ حاصل نتايج بررسͬ و معادله اين حل با است. معروف کابل معادله به جزیͬ
آکسون قطر چون عواملͬ به ͷتحري اين ͬͽوابست کرد، بحث الͺترومغناطيسͬ ͷتحري های ويژگͬ
در گيرد. مͬ قرار ارزيابͬ مورد شده سازی شبيه مدل روی شده اعمال پالس مدت و آزمايش مورد
بررسͬ در آنͺه ديͽر نتيجه دارد. مستقيم نسبت آکسون قطر با ͷتحري پتانسيل شدت راستا اين
چنانچه و است پالس طول از مستقل ͷتحري زمان باشد، بلند ورودی پالس اگر ،ͷتحري زمان مدت

بود. خواهد معͺوس به�صورت نسبت اين باشد، کوتاه ورودی پالس
باشد. مͬ مهندسان و ریاضیدانان از اعم پژوهشͽران اغلب برای جذاب موضوعͬ کسری حسابان
کسری مشتقهای باشند، مͬ صحیح مرتبه از دیفرانسیل های معادله که ͷکلاسی فرایندهای مقابل در

.[٧٢ ،٧١ ،٧٠] کرده�اند ارایه گوناگون پیچیده فرایندهای ویژگیهای بیان برای کارآمد ابزاری
.[١١٠ ،١٠٩] است کابل معادله عصبͬ، ͷدینامی سازی مدل برای اساسͬ معادلات از ͬͺی

دیفرانسیل معادله حل برای خصوصͬ جواب روش و منفرد مرز روش ترکیب فصل، این در
گرفت: خواهد قرار استفاده مورد بعدی دو کسری کابل

∂u(x, t)
∂t

= ρ1
(
0D

1−α
t ∆u(x, t)

)
+ ρ2

(
0D

1−β
t u(x, t)

)
+ f(x, t),

x ∈ Ω ⊆ R2, t ∈ (0, T ],
(١.٨)
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آغازین: شرط با
u(x, 0) = u0(x) = g(x), x ∈ Ω, (٢.٨)

دیریͺله: مرزی وشرط
u(x, t) = h(x, t), x ∈ ∂Ω, t ≥ 0, (٣.٨)

مثبت ضرایب ρ2 و ρ1 ثابت�های است. لاپلاس عملͽر ∆ و هستند هموار معلوم توابع h و g ، f که
.0 < α, β < 1 و هستند

u(x, t) تابع برای t زمان متغیر به نسبت (1 − α) مرتبه ریمان-لیوویل کسری مشتق 0D
1−α
t نماد

مͬ�گردد. معرفͬ ادامه در که (0 < α < 1) که است

ریمان�لیوویل کسری مشتق ٢.٨

به نسبت u(x, t) تابع برای (0 < α < 1) که α مرتبه ریمان-لیوویل کسری مشتق بیانͽر Dα
t نماد

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت که باشد مͬ t زمان متغیر

0D
α
t u(x, t) =

1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ t

0

u(x, η)
(t− η)α

dη, (۴.٨)

مͬ�باشد. گاما تابع Γ(.) که
ریمان-لیوویل مشتق برای دوم مرتبه زمانͬ گسسته�سازی طرح ͷی [٨۶] و [٨۵] مراجع در

است: شده ارایه زیر ]به�صورت
RL
0 Dα

t u(t)
]
t=tn+1 =

n+1∑
j = 0

ωα(j)

τα
u(tn+1−j) +O(τ2), (۵.٨)

که

ωα(j) =


α+ 2

2
pα0 , j = 0,

α+ 2

2
pαj +

−α
2
pαj−1, j ≥ 1,

(۶.٨)

و

pαj =


1, j = 0,

(
1− α+ 1

j

)
pαj−1, j ≥ 1,

(٧.٨)

است. زمانͬ گام طول τ که

روش سازی پیاده و زمانͬ گسسته�سازی ٣.٨

روش از استفاده با را زمانͬ گسسته�سازی فرایند زمانͬ، یͺنواخت شبͺه درنظرگرفتن با بخش، این در
متوالͬ زمانͬ تراز دو در اصلͬ معادله زمان متغیر اول مرتبه مشتق تقریب برای پیشرو متناهͬ تفاضل

بست. خواهیم کار به n+ 1 و n

٩١
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خواهیم tn ≤ t ≤ tn+1 هر برای tn = nτ و باشد زمانͬ گام طول τ = tn+1 − tn کنید فرض
داشت:

∂

∂t
un ∼=

un+1(x) − un(x)
τ

, (٨.٨)

است زیر به�صورت لاپلاس عملͽر ∆un(x) = ∆u(x, n τ) اینͺه به باتوجه
∆u =

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
, (٩.٨)

بیان زیر به�صورت اصلͬ معادله (١.٨) معادله در (٧.٨)-(۵.٨) معادله�های کردن جایͽزین با
مͬ�شود:

un+1 − un

τ
= ρ1

n+1∑
j = 0

ω1−α(j)

τ1−α
∆u(tn+1−j)

+ ρ2

n+1∑
j = 0

ω1−β(j)

τ1−β
u(tn+1−j)

+ fn+1/2,

(١٠.٨)
نام به θ = 1/2 خاص حالت در θ وزندار روش از خاصͬ حالت بوسیله fn+1/2 =

fn+1 + fn

2
که

است. شده بیان کرانͷ-نیͺلسون فرمول
زیر: مفروضات درنظرگرفتن با

A =
ρ1
τ1−α

, B =
ρ2
τ1−β

, (١١.٨)
و

C =

n+1∑
j = 1

ω1−α(j)∆u(tn+1−j), D =

n+1∑
j = 1

ω1−β(j)u(tn+1−j), (١٢.٨)

یابد: مͬ تغییر زیر به�صورت (١٠.٨) معادله آنͽاه
un+1 − un

τ
= Aω1−α(0)∆u(tn+1) +AC +Bω1−β(0)un+1 +BD + fn+1/2, (١٣.٨)

داشت: خواهیم درنتیجه،
τAω1−α(0)∆un+1 +

[
τBω1−β(0)− 1

]
un+1 = −un − τAC − τBD − τfn+1/2, (١۴.٨)

اینͺه: و
∆un+1 −

(
1− τBω1−β(0)

τAω1−α(0)

)
un+1 =

1

τAω1−α(0)

(
−un − τAC − τBD − τfn+1/2

)
,

(١۵.٨)
داشت: خواهیم Fn+1 = −τ(f

n+1 + fn)

2
و µ2 =

1− τBω1−β(0)

τAω1−α(0)
و λ = τAω1−α(0) فرض با

∆un+1 − µ2un+1 =
1

λ

(
−un − τAC − τBD + Fn+1

)
, (١۶.٨)

درنظر τβ < 1

ρ1
, شرط با bn(x) مانند تابعͬ عنوان به را (١۶.٨) معادله راست سمت عبارت اگر

مͬ�شود: حاصل زیر به�صورت تغییریافته هلمهلتز معادله عنوان به (١۶.٨) معادله بͽیریم،
(∆− µ2)un+1(x) = bn(x), (١٧.٨)

که
bn(x) = 1

λ

(
−un − τAC − τBD + Fn+1

)
, (١٨.٨)

خواهیم u0 = u(x, 0) = g0 اولیه شرط و (١٨.٨) معادله از n = 0 برای که است توجه به لازم
داشت:

b0(x) = 1

λ

(
−g − τAω1−α(1)∆g − τBω1−β(1)g + F 1

)
, (١٩.٨)
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مثال برای t زمان در (α, β) مقادیر و N = 289, τ = 1/1024 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای :١.٨ جدول
١.۴.٨

(α, β) t ε∞(u) εR(u)

(0.1, 0.3) 0.25 5.8908× 10−6 9.5387× 10−5

0.50 2.3655× 10−5 9.5378× 10−5

0.75 5.3294× 10−5 9.5374× 10−5

1.00 9.4991× 10−5 9.5373× 10−5

(0.4, 0.8) 0.25 9.4631× 10−6 1.2908× 10−4

0.50 2.6309× 10−5 1.1099× 10−4

0.75 5.3351× 10−5 1.0521× 10−4

1.00 7.6176× 10−5 1.0244× 10−4

عددی مثال�های ۴.٨

مختلف نامنظم دامنه�های روی دوبعدی کسری کابل معادله برای روش، کارایͬ و دقت بخش، این در
تعریف قبلا که گیرد مͬ قرار بررسͬ مورد εR و ε∞ خطا نوع دو منظور این برای مͬ�شود. بررسͬ

شده�اند.
عنوان به ϕ(r) = r4ln(r) یعنͬ دوم مرتبه ͷهارمونی پلͬ اسپلاین از زیر، مثال�های در

شده�است. استفاده شعاعͬ پایه توابع

Ω1 = [0, 1]2 مربعͬ دامنه روی ρ1 = ρ2 = 1 برای را اصلͬ معادله مثال، اولین عنوان به .١.۴.٨ مثال
گیریم: مͬ درنظر زیر به�صورت

∂u(x, t)
∂t

=
(
0D

1−α
t ∆u(x, t)

)
+
(
0D

1−β
t u(x, t)

)
+f(x, t), (x, t) ∈ Ω1×(0, 1], (٢٠.٨)

معادله تحلیلͬ جواب ∂Ω1 مرز روی دیریͺله مرزی شرایط و همͽن آغازین شرط بادرنظرگرفتن
از: عبارتست

u(x, y, t) = t2 sinπx sinπy, (٢١.٨)

است: زیر به�صورت منبع تابع و

f(x, y, t) = t2 sinπx sinπy

(
2t+

2t1+β

Γ(2 + β)
+

4π2t1+α

Γ(2 + α)

)
, (٢٢.٨)

که است شده گزارش T = 1 زمان به رسیدن تا مختلف زمانهای در خطا نوع دو ١.٨ جدول در
روش مقایسه ٢.٨ جدول در همچنین، باشد. مͬ شده ارایه روش پایداری و کارایͬ دهنده نشان
مثال این ماکزیمم خطای نمودارهای است. شده ارایه یͺسان شرایط در روش�ها دیͽر با منفرد مرز
داده نمایش ١.٨ شͺل در T = 1 زمان در β = 0.3 و α = 0.1 و N = 289 و τ = 1/1024 برای
شده رسم ٢.٨ شͺل در تحلیلͬ(چپ) جواب و عددی(راست) جواب نمودار همچنین، است. شده

است.

Ω2 = [0, 1]2 مربعͬ دامنه روی ρ1 = ρ2 = 1 برای را اصلͬ معادله مثال، این در .٢.۴.٨ مثال
گیریم: مͬ درنظر زیر به�صورت

∂u(x, t)
∂t

=
(
0D

1−α
t ∆u(x, t)

)
+
(
0D

1−β
t u(x, t)

)
+f(x, t), (x, t) ∈ Ω2×(0, 1], (٢٣.٨)
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١.۴.٨ مثال برای روش�ها دیͽر با روش ε∞(u) خطای مقایسه :٢.٨ جدول
(α, β) (N, τ) روش�حاضر [١١١] [١١٢]

(0.1, 0.3) (81, 1/64) 2.5809× 10−4 3.7521× 10−3 9.8494× 10−3

(289, 1/1024) 9.4991× 10−5 3.2923× 10−4 7.7505× 10−4

(0.4, 0.8) (81, 1/64) 2.4327× 10−4 3.2856× 10−3 1.6736× 10−2

(289, 1/1024) 7.6176× 10−5 6.9360× 10−4 1.1455× 10−3

(0.2, 0.7) (81, 1/64) 2.5114× 10−4 2.0448× 10−3 1.3395× 10−2

(289, 1/1024) 6.0172× 10−5 2.3042× 10−4 9.9929× 10−4

(0.9, 0.5) (81, 1/64) 2.4317× 10−4 4.3211× 10−3 1.8294× 10−2

(289, 1/1024) 2.3470× 10−5 4.9788× 10−5 1.1822× 10−3
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جواب نمودار و N = 289 و (α, β) = (0.1, 0.3) ،τ = 1/1024 با ε∞(u) خطای نمودار :١.٨ شͺل
١.۴.٨ مثال برای T = 1 زمان در تحلیلͬ(چپ)
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جواب نمودار و N = 289 و (α, β) = (0.1, 0.3) ،τ = 1/1024 با عددی(راست) جواب نمودار :٢.٨ شͺل
١.۴.٨ مثال برای T = 1 زمان در تحلیلͬ(چپ)
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مثال برای t زمان در (α, β) مقادیر و N = 289, τ = 1/1024 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای :٣.٨ جدول
٢.۴.٨

(α, β) t ε∞(u) εR(u)

(0.1, 0.5) 0.25 4.4753× 10−7 6.6473× 10−7

0.50 1.7971× 10−6 6.6473× 10−7

0.75 4.0489× 10−6 6.6472× 10−7

1.00 7.2027× 10−6 6.6471× 10−7

(0.5, 0.1) 0.25 3.9146× 10−7 7.0845× 10−7

0.50 1.5719× 10−6 7.0844× 10−7

0.75 3.5415× 10−6 7.0844× 10−7

1.00 6.3002× 10−6 7.0844× 10−7
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جواب نمودار و N = 289 و (α, β) = (0.1, 0.5) ،τ = 1/1024 با ε∞(u) خطای نمودار :٣.٨ شͺل
٢.۴.٨ مثال برای T = 1 زمان در تحلیلͬ(چپ)

معادله تحلیلͬ جواب ∂Ω2 مرز روی دیریͺله مرزی شرایط و همͽن آغازین شرط بادرنظرگرفتن
از: عبارتست

u(x, y, t) = t2 exp(x+ y), (٢۴.٨)

است: زیر به�صورت منبع تابع و

f(x, y, t) = 2t exp(x+ y)

(
1− 2tα

Γ(2 + α)
+

tβ

Γ(2 + β)

)
. (٢۵.٨)

که است شده گزارش T = 1 زمان به رسیدن تا مختلف زمانهای در خطا نوع دو ٣.٨ جدول در
برای مثال این ماکزیمم خطای نمودارهای باشد. مͬ شده ارایه روش پایداری و کارایͬ دهنده نشان
است. شده داده نمایش ٣.٨ شͺل در T = 1 زمان در β = 0.5 و α = 0.1 و N = 289 و τ = 1/1024

است. شده رسم ۴.٨ شͺل در تحلیلͬ(چپ) جواب و عددی(راست) جواب نمودار همچنین،

نامنظم دامنه روی ρ1 = ρ2 = 1 برای را اصلͬ معادله مثال، این در .٣.۴.٨ مثال
Ω3 = {(r cos θ, r sin θ) : r = 1 + 1.2 cos(θ) sin2(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π}
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جواب نمودار و N = 289 و (α, β) = (0.1, 0.5) ،τ = 1/1024 با عددی(راست) جواب نمودار :۴.٨ شͺل
٢.۴.٨ مثال برای T = 1 زمان در تحلیلͬ(چپ)

٣.۴.٨ مثال برای t زمان در (α, β) مقادیر و N = 484, τ = 0.01 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای :۴.٨ جدول
(α, β) t ε∞(u) εR(u)

(0.35, 0.65) 0.25 2.9125× 10−5 7.9312× 10−5

0.50 1.2156× 10−4 7.9437× 10−5

0.75 2.7776× 10−4 7.9619× 10−5

1.00 4.9846× 10−4 7.9882× 10−5

(0.15, 0.55) 0.25 1.2433× 10−3 1.6432× 10−3

0.50 4.1838× 10−3 1.6433× 10−3

0.75 8.4338× 10−3 1.6436× 10−3

1.00 1.3837× 10−2 1.6442× 10−3

گیریم: مͬ درنظر زیر به�صورت
∂u(x, t)
∂t

=
(
0D

1−α
t ∆u(x, t)

)
+
(
0D

1−β
t u(x, t)

)
+f(x, t), (x, t) ∈ Ω3×(0, 1], (٢۶.٨)

معادله تحلیلͬ جواب ∂Ω3 مرز روی دیریͺله مرزی شرایط و همͽن آغازین شرط بادرنظرگرفتن
از: عبارتست

u(x, y, t) = t2 sinπx sinπy

است: زیر به�صورت منبع تابع و

f(x, y, t) = t2 sinπx sinπy

(
2t+

2t1+β

Γ(2 + β)
+

4π2t1+α

Γ(2 + α)

)
,

که است شده گزارش T = 1 زمان به رسیدن تا مختلف زمانهای در خطا نوع دو ۴.٨ جدول در
نمودار و عددی(راست) جواب نمودار باشد. مͬ شده ارایه روش پایداری و کارایͬ دهنده نشان
متفاوت مقدار دو و T = 1 زمان در و N = 484 و τ = 0.01 برای ماکزیمم(چپ) خطای کانتور

است. شده رسم ۶.٨ شͺل و ۵.٨ شͺل در (α, β)
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(α, β) = و N = 484 ،τ = 0.01 با خطا(چپ) کانتور نمودار و عددی(راست) جواب نمودار :۵.٨ شͺل
٣.۴.٨ مثال برای T = 1 زمان در (0.35, 0.65)
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(α, β) = و N = 484 ،τ = 0.01 با خطا(چپ) کانتور نمودار و عددی(راست) جواب نمودار :۶.٨ شͺل
٣.۴.٨ مثال برای T = 1 زمان در (0.15, 0.55)
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۴.۴.٨ مثال برای t زمان در (α, β) مقادیر و N = 418, τ = 0.01 با εR(u) و ε∞(u) خطاهای :۵.٨ جدول
(α, β) t ε∞(u) εR(u)

(0.1, 0.5) 0.25 4.2682× 10−5 8.0954× 10−5

0.50 1.3371× 10−4 8.0946× 10−5

0.75 2.5860× 10−4 8.0947× 10−5

1.00 4.1202× 10−4 8.0955× 10−5

(0.4, 0.8) 0.25 4.5621× 10−5 1.6199× 10−4

0.50 2.1941× 10−4 1.6206× 10−4

0.75 5.4356× 10−4 1.6212× 10−4

1.00 1.0315× 10−3 1.6220× 10−4

نامنظم دامنه روی ρ1 = ρ2 = 1 برای را اصلͬ معادله مثال، این در .۴.۴.٨ مثال
Ω4 = {(r cos θ, r sin θ) : r = 1− 1/8 cos(8θ), 0 ≤ θ ≤ 2π}

گیریم: مͬ درنظر زیر به�صورت
∂u(x, t)
∂t

=
(
0D

1−α
t ∆u(x, t)

)
+
(
0D

1−β
t u(x, t)

)
+f(x, t), (x, t) ∈ Ω4×(0, 1], (٢٧.٨)

معادله تحلیلͬ جواب ∂Ω4 مرز روی دیریͺله مرزی شرایط و همͽن آغازین شرط بادرنظرگرفتن
از: عبارتست

u(x, y, t) = t2 sinπx sinπy

است: زیر به�صورت منبع تابع و

f(x, y, t) = t2 sinπx sinπy

(
2t+

2t1+β

Γ(2 + β)
+

4π2t1+α

Γ(2 + α)

)
,

که است شده گزارش T = 1 زمان به رسیدن تا مختلف زمانهای در خطا نوع دو ۵.٨ جدول در
نمودار و عددی(راست) جواب نمودار باشد. مͬ شده ارایه روش پایداری و کارایͬ دهنده نشان
متفاوت مقدار دو و T = 1 زمان در و N = 418 و τ = 0.01 برای ماکزیمم(چپ) خطای کانتور

است. شده رسم ٨.٨ شͺل و ٧.٨ شͺل در (α, β)

گیری نتیجه ۵.٨

دو کسری کابل معادله حل برای را خصوصͬ جواب روش با منفرد مرز روش ترکیب فصل این در
این با مواجهه در غیرخطͬ، جمله وجود به توجه با کردیم. استفاده مختلف دامنه�های روی بعدی
شد مشخص عددی، مثال�های براساس است. شده استفاده پیشͽو-اصلاحͽر الͽوریتم از مشͺل،
روش کارایͬ و دارند خوبͬ سازگاری ها مساله دقیق جواب با شده ارایه روش از حاصل نتایج که
روش برتری دهنده نشان که است شده مقایسه دیͽر روش�های با نتایج همچنین است، تایید مورد
پایه توابع از استفاده به توجه با همچنین است. شده ارایه پایداری و همͽرایͬ آنالیز است. شده ارایه
کرد. استفاده مختلف های شͺل به دامنه و بالا بعد با مسایل روی روش این از توان مͬ شعاعͬ ای
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(α, β) = و N = 418 ،τ = 0.01 با خطا(چپ) کانتور نمودار و عددی(راست) جواب نمودار :٧.٨ شͺل
۴.۴.٨ مثال برای T = 1 زمان در (0.1, 0.5)
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(α, β) = و N = 418 ،τ = 0.01 با خطا(چپ) کانتور نمودار و عددی(راست) جواب نمودار :٨.٨ شͺل
۴.۴.٨ مثال برای T = 1 زمان در (0.4, 0.8)
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٩ فصل

پیشنهاد�ها و نتیجه�گیری

نتیجه�گیری

برای دیفرانسیل عملͽرهای اساسͬ جواب�های از استفاده پژوهش، اصلͬ هدف رساله، این در
روش ͷی رساله، این در استفاده مورد روش است. بوده جزیͬ دیفرانسیل معادلات عددی حل
همͽن معادلات برای مͬ�توان مستقیم به�طور که بود مرز�منفرد روش نام به مرزی، بدون�شبͺه
خصوصͬ جواب روش و روش این از ترکیبͬ غیرهمͽن، معادلات برای قرار�داد. استفاده مورد
شده�است مقایسه دیͽر عددی روش�های با ارایه�شده، روش از حاصل نتایج به�کار�گرفته�شده�است.
موارد به توان مͬ رساله این بارز نتایج از داشته�است. حاضر روش کارایͬ از نشان مقایسه این که

اشاره�کرد: زیر

با گوناگون های دامنه روی همͽن، معادله ͷی عنوان به دوبعدی لاپلاس معادله عددی حل .١
مرزمنفرد. روش از مستقیم استفاده

معادله ͷی عنوان به دوبعدی تلͽراف معادله عددی حل برای شده ارایه روش کارآمدی .٢
گوناگون. دامنه�های روی غیرهمͽن،

دامنه�های روی سوبولف) شبه-سهموی(معادله معادله عددی حل برای شده ارایه روش بررسͬ .٣
دیͽر. روش�های با نتایج مقایسه و پایداری و همͽرایͬ آنالیز با گوناگون

روی بنجامین-بونا-ماهونͬ-برگرز کلͬ معادله عددی حل برای شده ارایه روش از استفاده .۴
دیͽر. روش�های با نتایج مقایسه و پایداری و همͽرایͬ آنالیز با گوناگون دامنه�های

دامنه�های روی کسری ناهمͽون انتشار کلͬ معادله عددی حل برای شده ارایه روش بررسͬ .۵
دیͽر. عددی روش�های با نتایج مقایسه و همͽرایͬ و پایداری آنالیز ارایه گوناگون،

ریمان- کسری مشتق حالت در کسری کابل معادله عددی حل برای شده ارایه روش کارایͬ .۶
دیͽر. روش�های با نتایج مقایسه و گوناگون دامنه�های روی لیوویل
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پیشنهاد�ها

صورت به پیشنهادها از برخͬ دارند زمینه این در کار به علاقه که پژوهشͽرانͬ و دانشجویان برای
ارایه�مͬ�شود: زیر

مرزمنفرد. روش در OIF عامل�های محاسبه برای دیͽر روش�های یافتن .١

جمله از معادلات، از دیͽری انواع برای رساله در شده مطرح مرزمنفرد روش از استفاده .٢
انتͽرو-دیفرانسیل معادله�های معͺوس، معادله�های انتͽرالͬ، معادله�های کسری، معادله�های

بالاتر. بعدهای در معادله�ها و

و جواب تقریب نقاط، تولید اساسͬ گام سه بر بدون�شبͺه های روش مͬ�دانیم که طور همان .٣
روش�های به منجر آزمودن، و جواب تقریب متفاوت روش�های که مͬ�باشند استوار آزمودن
افزایش برای گام سه این در شده مطرح های ایده از استفاده شوند. مͬ متفاوتͬ شبͺه بدون

شعاعͬ. ای پایه توابع با منفرد مرز ترکیبͬ روش کارآمدی

دیͽر. روش�های با مرزمنفرد روش ترکیب .۴
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Abstract
In this dissertation, a boundary meshless method, called the single boundary

method, is used to solve the differential equations. This method, which is based
on the fundamental solution of the differential operator, can be directly applied to the
homogeneous equations. For inhomogeneous equations, a combination of this method
and the method of particular solution is used. Having a particular solution that does
not necessarily apply to boundary conditions can be transformed into a homogeneous
equation with modified boundary conditions. For this case, the particular solution is
obtained by radial basis functions. After finding the private solution, the homogeneous
equation is solved by the single boundary method. We use the proposed method to
numerically simulate the equations and show that the numerical results are consistent
with the analytical results. The Laplace equation as homogeneous equation and other
equations as inhomogeneous equations are solved numerically. The two-dimensional
telegraph equation, the pseudo-parabolic equation and the Benjamin-Bona equation
are solved by the proposed method and the numerical solutions are compared with
other methods. Convergence and stability analysis have also been described for some
of these equations. To implement the method presented on the fractional derivative
space, the fractional diffusion equation and the fractional cable equation is discussed
and after numerical solution, the results are compared with analytical and other meth-
ods. Finally, conclusions and suggestions are presented.
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