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ૹن آوری و ୑و঒ش ग़عاوষࢌ
೯دا ฬم ଘ

୑و঒ش اخلاق ඖࣁ࡭ور

دا஺ه وا೮د୓ی عਖ࢙ی ঘیأت اࠝضاء و داি࡮࡝ویان ما ، ඩযری ৳مدن و ঘ඼່نگ اࣅتلای భ دا஺ه گاه جای اঙࢡࢹت ଘ ෘ੣ো و ୑و঒ش و داিش بൎند ग़قام دا८ت پاس ੬ࣚਵور ଘ و اিسان اࠫمال ୀ ජ໎ฬ ঙࢤواره و ॥ت ೯دا ख़ࡗතر عاॿم اশنૢه ଘ ا௿د و ণࣄحان و৯د ೯دا از یاری با
: نඅൢ࣓م ੾࡙ূی آن از و داده ඼້ار ෘ੣ো ॠد ୑و਌঒ی ୓ی नعاॼࢹت ا৅جام భ را ୌز ،اફول ඟ໋د৤م ਗی ਵࣞ࠻ھد اسلاਗی آزاد

. ਼ࣹࣣࡲت سازی ඛসھان ଡوদ ଽ از دوری و آن ଘ و༙داری و ਼ࣹࣣࡲت ओوਪی ਨی راণتای భ تلاش : ओوਪی ਼ࣹࣣࡲت اલل -۱
. ऑق صاনبان ୌسا و ( ষبات و ਲ࣪وان ، اিسان ) ୑وঘیدگان و ୑و঒شࢂඟان ࣹࡷوق کاढ़ل رعاশࢌ ଘ اනශزام : ࣹࡷوق رعاশࢌ اલل -۲

. ୑و঒ش کاران ঙم ک૟ൎه و دا஺ه ਹग़ࣨوی و مادی ࣹࡷوق کاढ़ل رعاশࢌ ଘ ৎ࠻ھد : ਹग़ࣨوی و مادی مالࢁࢹت اલل -۳
. ୑و঒ش ජ໑اउل ک૟ൎه భ ই࡭ور ৔وૐॣه و ஧د داಶඍن ෘ੣ো భ و مਚی ॡصاॺح رعاশࢌ ଘ ৎ࠻ھد : مਚی ঃناनع اલل -۴

ا౻ංیار. భ ঃناভع و ඵ෤झূزات ، اड़وال از ࣹفا੉ت و عਖ࢙ی ඵදر داری جاষࢋ ଡوদଽ از ا౼ංناب ଘ ৎ࠻ھد : اماষࢌ و اোصاف رعاশࢌ اલل -۵
. ূ਼࡛࣪ق با ಧජ໑ࣖط ৩ھاد୓ی و ا඼່اد ک૟ൎه و ই࡭ور و ୓ سازمان ، ا඼່اد ଡما඼මख़ اطلاعات و اໆرار از ઺یاষࢌ ଘ ৎ࠻ھد : داری راز اલل -۶

. شਣൊی क़ඟ໓ت ଡوদ ଽ از ऒودداری و ৑قد جاষࢋ رعاশࢌ و ূ਼࡛ࣣقات ا৅جام భ ୓ क़ඟ໓ت و ୓ ৤ඟ໓م رعاশࢌ ଘ ৎ࠻ھد : اනළرام اલل -۷
. دارد ৗ༚و਩ی ਵ࣡ع ଒ ड़واردی از ඵදر ଘ داি࡮࡝ویان و عਖ࢙ی کاران ঙم ଘ آن اலل و ূ਼࡛ࣣقات ষتا৆ج ଐاشا و داিش رواج ଘ ৎ࠻ھد : ୃو৆ج اલل -۸

. آلاশند ਗی عਖ࢙ی ඵදر ୓ی شا૚঵ه ଘ را ୑و঒ش و ع࢙م ऑوزه ଒ ইسا਩ی ଘ ඌিඁࢌ ड़و઱ع اعلام و ای ଑ඟ໓ ඵදر رभتار ଡوদ ଽ از ओوਪی ୀا঵ࢌ ଘ اනශزام : ୀا঵ࢌ اલل -۹

ب



اسلامی آزاد دانشگاه
تهران تحقیقات و علوم واحد

تحصیلی نامه پایان یا رساله اصالت تعهدنامه

رساله ۱۳۹۸/۶/۱۲از تاریخ در ࠛددیکه آඵශฬز ඟ໋اীش ریاિی کارୀدی رشته در تخصصی دکتري مقطع آموخته ਄࣌൑થیدانش ಻ඌࣹن اینجانب
عنوان تحت خود

بدینوسیله نموده ام عاฮیدفاع درجه ۲۰و نمره کسب ਵ࣡ࡶජدبا ا౻ࢾشا਍ی د৒ࡶජاീিࣱل-ৎفاضਚی ज़ساয়ل و ਵ࣡ࡶජد ا౻ࢾشا਍ی ज़ساয়ل उل ୀای کارୀدشان و ঙࢤو৔وਨی ূحൎࣱل روش و باز৔وॻیدی ૛ീ঒ه روش
می شوم: متعهد

پژوهشی و علمی دستاوردهاي از که مواردي در و بوده اینجانب توسط شده انجام پژوهش و تحقیق حاصل رساله این (1
سایر و استفاده مورد منبع نام موجود، رویه و ضوابط ،مطابق نموده ام ...)استفاده و نامه،کتاب،مقاله پایان از (اعم دیگران

کرده ام. درج و ذکر مربوط فهرست در آنرا مشخصات
آموزش موسسات و دانشگاه ها سایر بالاتر)در یا تر سطح،پایین (هم تحصیلی مدرك هیچ دریافت براي قبلا رساله این (2

است. نشده ارائه عالی
رساله این از و... اختراع ثبت کتاب، چاپ از اعم برداري بهره هرگونه و استفاده ،قصد تحصیل از فراغت از بعد چنانچه (3

نمایم. اخذ را مربوط مجوزهاي واحد پژوهشی معاونت حوزه ،از باشم داشته
علوم واحد اسلامی آزاد دانشگاه و می پذیرم را آن از ناشی شود،عواقب ثابت موارد خلاف زمانی مقطع هر در چنانچه (4
هیچگونه تحصیلی ام مدرك ابطال صورت در و نموده رفتار مقررات و ضوابط مطابق اینجانب با است مجاز تحقیقات و

داشت. نخواهم ادعایی

਄࣌൑થی خانوادگی:಻ඌࣹن نام و نام
۱۳۹۸/۶/۲۵ امضاء: و تاریخ

ج



آزاداسلاਗی دا஺ه

඼ෙ০ان ূ਼࡛ࣣقات و ع࢖وم وا೮د

ریاિی ඟ໋وه ،ଢع࢖وم پا دا௉ه

(Ph.D) کارୀدی ریاિی ر૛তه دන඿ری ଔرسا

ࠛددی آඵශฬز ඟ໋اীش:

ࣔࣨوان:
ਵ࣡ࡶජد ا౻ࢾشا਍ی د৒ࡶජاീিࣱل-ৎفاضਚی ज़ساয়ل و ਵ࣡ࡶජد ا౻ࢾشا਍ی ज़ساয়ل उل ୀای کارୀدشان و ঙࢤو৔وਨی ূحൎࣱل روش و باز৔وॻیدی ૛ീ঒ه روش

راঘ࣒ما: اণتادان

঻ندی ࣅباس ൌॣید دන඿ر

اঀࢭوୌان࢖و ৔وਮ࣪ق دන඿ر

ज़شاور: اণتاد

بابൎیان اॶࢣൌࣱل دන඿ر

گارش: ن

਄࣌൑થی ಻ඌࣹن
۹۸ ീযหتان

د



لازم اশ࣊جا భ ساࣾت. روز৷مان را ऒود ग़ࡁभජࢌ و ع࢙م భیای از ඵ෇ฬز మّه ای و ৶ࢤود ൈग़ࣇ඼යمان داিش و ع࢙م رଽوان ൕঙࣁਣඇඎی ଘ و ید মࡑു ංඌ঒࣓مان ଒ را یൊتا ୏وردگار ਟی ඟ໊ان ণپاس
اॶࢣൌࣱل ण୏࡬ور পناب از و ঍࣒م ඟ়شࢁ و ୌقدৎ ଡ࣓ماേ઼ রود৯د، راه ඟنࢂতرو ঙࢤواره ساز৯ده و کارساز راঘ࣒ماග঵ھای با ଒ اঀࢭوୌن࢖و ৔وਮ࣪ق و ঻ندی ࣅباس ൌॣید دන඿ر ارേ॒ندم، اسا঺ید زॐمات از ਗی داৣم
෼ل داده ا৯د ا৅جام را ඵෟࣹر اଌن ଔرسا داوری زॐ࢟ت ଒ ଷا਎ی ධු඼່رزی ೺ख़مدعਚی دන඿ر و ਦସّی رضا دන඿ر از ঙࢠ಻ൾ൒ن رم. ণپاسఴذا ୀدم ඼ෙ঳ه ঊمࢁشان از ଓฬ پایان ज़شاور ॶ࢟ت భ ଒ بابൎیان

دارم. را दدردا਩ی و ඟ়شࢁ و ণپاس

ه



ଘ ৎقد৤م

ସ୍م భما و ৮در

ඟ໊ده ا৯د ॐماশࢌ عਖ࢙ی عاฮی భجات ଘ رণیدن ୀای را ૼن ঙࢤواره ଒

و
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9 . . . . . منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادلات دستگاه براي مرزي لایه رفتار 6 .1
10 . . . منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادلات دستگاه براي مرزي لایه بازه طول 7 .1
33 . . . . . . . . n = ۱۰۰, ε = ۲−۳۰ با 20 .1 .2 مثال براي خطا مطلق قدر 1 .2
33 . . . . . . . . n = ۱۰۰, ε = ۲−۳۰ با 21 .1 .2 مثال براي خطا مطلق قدر 2 .2
34 . . . . . . . . n = ۱۰۰, ε = ۱۰−۲۰ با 22 .1 .2 مثال براي خطا مطلق قدر 3 .2
34 . . . . . . . . n = ۱۰۰, ε = ۱۰−۲۰ با 23 .1 .2 مثال براي خطا مطلق قدر 4 .2
35 . . . . . . . . . . . . ε مختلف مقادیر براي (13 .2) معادله جواب رفتار 5 .2
40 . . . . . . . . . . U(۱۰−۵), U(۱۰−۶) در (13 .2) معادله براي ℏ نمودار 6 .2

براي ε = ۱۰−۶, m = ۷ مقادیر با (13 .2) معادله براي خطا دو نرم نمودار 7 .2
40 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه ℏ کردن پیدا

براي هموتوپی تحلیل روش از استفاده با (13 .2) معادله تقریبی جواب نمودار 8 .2
41 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ε = ۱۰−۶

55 . N = ۴۱ و ε = ۱۰−۴ با (1 .5 .3) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 1 .3
59 . N = ۴۱ و ε = ۱۰−۴ با (1 .5 .3) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 2 .3

بازتولیدي هسته روش استفاده با (3 .5 .3) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 3 .3
59 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N = ۱۰۰ و بازه تقسیم بدون

ك



بازتولیدي هسته روش استفاده با (3 .5 .3) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 4 .3
59 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N = ۱۰۰ و بازه تقسیم با

بازتولیدي هسته روش استفاده با (4 .5 .3) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 5 .3
59 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N = ۱۰۰ و بازه تقسیم بدون

بازتولیدي هسته روش استفاده با (4 .5 .3) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 6 .3
59 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N = ۱۰۰ و بازه تقسیم با

اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی مسئله براي نوسانی رفتار و مرزي لایه رفتار 1 .4
62 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منفرد
68 . . . . . δ = ۱۰−۱۲ و N = ۱۲۸ با 1 .4 .4 مثال براي خطا مقدار ماکسیمم 2 .4
68 . . . . . . δ = ۰٫۵ε و N = ۱۰۰ با 2 .4 .4 مثال براي خطا مقدار ماکسیمم 3 .4
69 . . . . . . δ = ۰٫۵ε و N = ۱۰۰ با 3 .4 .4 مثال براي خطا مقدار ماکسیمم 4 .4
70 . . . . . . δ = ۱٫۵ε و N = ۱۰۰ با 4 .4 .4 مثال براي خطا مقدار ماکسیمم 5 .4

و δ = ۰٫۵ε و N = ۱۰۰ با بازتولیدي هسته روش از حاصل تقریبی جواب 6 .4
70 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ε = ۱۰−۲

و δ = ۰٫۵ε و N = ۱۰۰ با بازتولیدي هسته روش از حاصل تقریبی جواب 7 .4
71 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ε = ۱۰−۵

N = ۱۰۰ با 4 .4 .4 مثال براي بازتولیدي هسته روش از حاصل تقریبی جواب 8 .4
72 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . δ = ۱٫۰ε و
72 . . . . . . . . N = ۱۰۰ با بازتولیدي هسته روش از حاصل تقریبی جواب 9 .4

اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی مسئله براي نوسانی رفتار و مرزي لایه رفتار 10 .4
73 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 .5 .4) منفرد
75 . . . . . . . . . . . . . ε مختلف مقادیر براي (1 .5) معادله جواب رفتار 1 .5

t = که um(۰٫۹۹۹۹۹۹, t) ،um(۰٫۹۹۹۹۹, t) در (1 .5) مسئله براي ℏ نمودار 2 .5
79 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۰, ۰٫۵, ۱

ε = ۱۰−۶, m = ۸ مقادیر با (1 .5) معادله تقریبی جواب خطاي دو نرم 3 .5
79 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه ℏ کردن پیدا براي

ε = ۱۰−۶ با (1 .5) معادله تقریبی جواب براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 4 .5
79 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . m = ۸ و تکرار

ε = براي هموتوپی تحلیل روش از استفاده با (1 .5) معادله تقریبی جواب 5 .5
79 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱۰−۶, m = ۸

ل



80 . . . . . . . . . . . . . . . ε = ۱۰−۶ براي (1 .5) معادله جواب مشتق 6 .5
80 ε = ۱۰−۶, m = ۸ مقادیر با ∂um(x,t)

∂x تقریبی جواب مشتق براي ℏ نمودار 7 .5
ε = ۱۰−۶, m = مقادیر با (1 .5) معادله تقریبی جواب مشتق براي خطا دو نرم 8 .5

80 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه ℏ کردن پیدا براي ۸
m با= (1 .5) معادله تقریبی جواب مشتق براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 9 .5

80 . . . . . . . . . . . . . . . . . ℏ = −۱٫۰۴۸ و ε = ۱۰−۶ و تکرار ۸
86 . . . . . . . . . . δ و ε مختلف مقادیر براي (4 .3 .5) مثال جواب رفتار 10 .5

تقریبی جواب براي ℏ نمودار و خطا دو نرم و مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 11 .5
87 . . . . . . . . . تکرار m = ۱۰ و ε = ۰٫۰۱ و δ = ۰٫۰۰۳ با (4 .3 .5) مثال

تقریبی جواب براي ℏ نمودار و خطا دو نرم و مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 12 .5
87 . . . . . . . . تکرار m = ۱۰ و ε = ۱۰−۶ و δ = ۱۰−۱۲ با (4 .3 .5) مثال
88 . . . . . . . . . . δ و ε مختلف مقادیر براي (5 .3 .5) مثال جواب رفتار 13 .5

تقریبی جواب براي ℏ نمودار و خطا دو نرم و مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 14 .5
89 . . . . . . . . . تکرار m = ۱۰ و ε = ۰٫۰۱ و δ = ۰٫۰۲۵ با (5 .3 .5) مثال

تقریبی جواب براي ℏ نمودار و خطا دو نرم و مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 15 .5
89 . . . . . . . . . تکرار m = ۱۰ و ε = ۰٫۰۰۱ و δ = ۰٫۰۲ با (5 .3 .5) مثال
89 . . . . . . . . δ و ε مختلف مقادیر براي (4 .3 .5) مثال جواب مشتق رفتار 16 .5

جواب مشتق براي ℏ نمودار و خطا دو نرم و مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 17 .5
89 . . . . . . تکرار m = ۱۰ و ε = ۰٫۰۱ و δ = ۰٫۰۰۳ با (4 .3 .5) مثال تقریبی

جواب مشتق براي ℏ نمودار و خطا دو نرم و مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 18 .5
90 . . . . . تکرار m = ۱۰ و ε = ۱۰−۶ و δ = ۱۰−۱۲ با (4 .3 .5) مثال تقریبی
90 . . . . . . . . δ و ε مختلف مقادیر براي (5 .3 .5) مثال جواب مشتق رفتار 19 .5

جواب مشتق براي ℏ نمودار و خطا دو نرم و مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 20 .5
90 . . . . . . تکرار m = ۱۰ و ε = ۰٫۰۱ و δ = ۰٫۰۲۵ با (5 .3 .5) مثال تقریبی

جواب مشتق براي ℏ نمودار و خطا دو نرم و مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 21 .5
91 . . . . . . تکرار m = ۱۰ و ε = ۰٫۰۰۱ و δ = ۰٫۰۲ با (5 .3 .5) مثال تقریبی

م



جداول فهرست

هسته روش حالت سه هر با (21 .1 .2) و (20 .1 .2) مثالهاي نتایج مقایسه ي 1 .2
32 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازتولیدي

هسته روش حالت سه هر با (23 .1 .2) و (22 .1 .2) مثالهاي نتایج مقایسه ي 2 .2
33 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازتولیدي
56 . . . . . . . . ε = ۰٫۰۱ با 1 .5 .3 مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 1 .3
56 . . . . . . . δ = ۱۰−۱۲ با 1 .5 .3 مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 2 .3
57 . . . . ε = ۰٫۰۱ با 1 .5 .3 مثال براي بازتولیدي هسته روش همگرایی مرتبه 3 .3
57 . . . δ = ۱۰−۱۲ با 1 .5 .3 مثال براي بازتولیدي هسته روش همگرایی مرتبه 4 .3
57 . . . . . . . . ε = ۰٫۰۱ با 2 .5 .3 مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 5 .3
58 . . . . . . . . ε = ۰٫۰۰۱ با 2 .5 .3 مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 6 .3
58 . . . . ε = ۰٫۰۱ با 2 .5 .3 مثال براي بازتولیدي هسته روش همگرایی مرتبه 7 .3
58 . . . . ε = ۰٫۰۰۱ با 2 .5 .3 مثال براي بازتولیدي هسته روش همگرایی مرتبه 8 .3
68 . . ε مختلف مقادیر و δ = ۱۰−۱۲ با 1 .4 .4 مثال براي خطا مقدار ماکسیمم 1 .4

و δ = ۰٫۵ε با ،(1 .4 .4) ،(2 .4 .4) ،(3 .4 .4) مثال براي خطا مقدار ماکسیمم 2 .4
69 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ε مختلف مقادیر

،(1 .4 .4) ،(2 .4 .4) ،(3 .4 .4) مثال براي بازتولیدي هسته روش همگرایی مرتبه 3 .4
70 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ε مختلف مقادیر و δ = ۰٫۵ε با

،(2 .4 .4)، (4 .4 .4) مثال براي بازتولیدي هسته روش خطاي مقدار ماکسیمم 4 .4
71 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ε, δ

71 . . . . δ مختلف مقادیر و ε = ۰٫۱ با 2 .4 .4 مثال براي خطا مقدار ماکسیمم 5 .4
86 تکرار m = ۱۰ و ε = ۰٫۰۱ براي 4 .3 .5 مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 1 .5

ن



m = ۱۰ و δ = ۱۰−۱۲ براي 4 .3 .5 مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 2 .5
87 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکرار
88 تکرار m = ۱۰ و ε = ۰٫۰۱ براي 5 .3 .5 مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 3 .5
88 mتکرار = ۱۰ و ε = ۰٫۰۰۱ براي 5 .3 .5 مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم 4 .5

س



منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی مسائل و منفرد اختشاشی مسائل حل براي کاربردشان و هموتوپی تحلیل روش و بازتولیدي هسته روش

چکیده
و هستند مرزي لایه رفتار داراي که منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی مسائل و منفرد اختشاشی مسائل رساله این در
روش از استفاده با را هستند مسائل نوع این به شبیه زیادي حدود تا جواب رفتار لحاظ از که مسائلی از برخی همچنین
فرآیند بدون بازتولیدي هسته روش ما می کنیم. حل هموتوپی تحلیل روش همچنین و هیلبرت فضاي بازتولیدي هسته
ابتدا مدنظر مسائل روي آن سازي پیاده براي سپس و کرده معرفی آنرا ابتدا و گرفته نظر در را اشمیت گرام سازي متعامد
و باشد داشته وجود مرزي لایه رفتار زیربازه ها از یکی در طوریکه به می کنیم تقسیم زیربازه دو به را مسئله تعریف بازه
سمت در اگر طوریکه به است اهمیّت حائز بسیار ما براي دارد قرار مرزي لایه رفتار درآن که زیربازه اي نه. دیگري در
جواب از خوب تقریب یک تواند می شده ذکر بازتولیدي هسته روش صورت این در باشد داشته قرار مسئله بازه چپ
روش پیاده سازي براي صورت این در باشد داشته قرار راست سمت در مرزي لایه زیربازه اگر و کند فراهم را مسئله
نتایج داریم. دیگر بازه اي به مرزي لایه زیربازه ي انتقال براي مسئله در مناسب متغییر تغییر یک به نیاز بازتولیدي هسته
دقت و اصلی جواب به سریع همگرایی محاسبات، کم حجم بیانگر رساله این در شده ارائه الگوریتم سازي پیاده از حاصل
دیفرانسیل-تفاضلی مسائل و منفرد اختشاشی مسائل در است. دیگر عددي هاي روش با مقایسه در شده ارائه روش بالاي
است، کوچک بسیار مسئله اختشاش پارامتر مقدار یا و است بزرگ مسئله تأخیر پارامتر مقدار زمانیکه منفرد اختشاشی
تحلیل روش از استفاده با ما رو این از است، دشواري بسیار کار مسئله جواب از مناسب تقریب یک آوردن دست به
رساله این در شده مطرح بازتولیدي هسته روش جمله از روشها دیگر با آنرا نتایج و می کنیم حل را مسائل این هموتوپی
همچنین است، مذکور مسائل روي بر پیاده سازي قابل آسانی به اینکه بر علاوه هموتوپی تحلیل روش می کنیم. مقایسه
را خطا آنالیز و همگرایی به مربوط قضیه هاي ما این بر علاوه آورد. فراهم مسئله دقیق جواب از بهتري تقریبهاي می تواند

می کنیم. اثبات و کرده بیان مسائل، و روشها از هریک براي جداگانه

هسته روش مرزي، لایه رفتار منفرد، اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی مسئله منفرد، اختشاشی مسئله کلیدي: کلمات
همگرایی آنالیز خطا، آنالیز هموتوپی، تحلیل روش هیلبرت، فضاي بازتولیدي
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1 فصل
اولیه مفاهیم و مسئله تعریف

2



اولیه مفاهیم و مسئله اولتعریف فصل

مقدمه 1 .1
برخی همچنین و منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی مسئله و منفرد اختشاشی مسئله به مربوط تعاریف ابتدا فصل این در
ویژگی هاي سپس و می آوریم، را هستند مسائل نوع این به شبیه زیادي حدود تا جواب رفتار لحاظ از که مسائلی از
کاربرد مهندسی علوم و پایه علوم از زیادي زمینه هاي در منفرد اختشاشی مسائل می کنیم. بررسی را آنها جواب رفتار
بیولوژي6، بیوفیزیک،5 فیزیو-شیمی4، فیزیولوژي3، اقتصاد2، بیومکانیک1، به می توان آنها جمله از که دارند فراوانی
مفاهیم فصل این ادامه در .[1-5] کرد اشاره 9 شیمیایی واکنش هاي و 8 ژئوفیزیک در سیالات دینامیک کنترل،7 نظریه
در منفرد اختشاشی مسائل می آوریم. شده ذکر مسائل حل براي را 10 هیلبرت فضاي بازتولیدي هسته روش اولیه ي
استفاده با آنها براي مناسب تقریبی جواب آوردن بدست رو این از دارند فراوانی کاربرد مهندسی علوم از زیادي زمینه هاي
مثل تحلیلی نیمه روش هاي از استفاده یا و ابتکاري تکنیک هاي و روشها این از ترکیبی یا و مختلف عددي روش هاي از
براي سیالات دینامیک در 11 نویر-استوك معادله مثال عنوان به است. برخوردار زیادي اهمیت از هموتوپی تحلیل روش

.[6] است منفرد اختشاشی معادله یک 12 رینولد عدد بزرگ مقادیر

منفرد دیفرانسیل معادله 2 .1
تابع هاي از یکی حداقل آن در که است معمولی دیفرانسیل معادله یک منفرد دیفرانسیل معادله یک .1 .2 .1 تعریف
زیر مسئله مثال طور به باشد. نشده تعریف خود، تعریف دامنه در نقطه یک حداقل ازاي به معادله، مجهول تابع ضریب

است، منفرد مرزي مقدار دیفرانسیل معادله یک
.2 .2 .1 مثال

u′′(x) +
۱
x
u′(x) + u(x) = x۲ + ۵x۳ x ∈ [۰, ۱],

u(۰) = ۱, u(۱) = ۰.

13 منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله 3 .1
کوچک پارامتر یک آن در که است معمولی دیفرانسیل معادله یک منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله یک .1 .3 .1 تعریف

می نامیم. 14 اختشاش پارامتر را ε که است، شده ضرب معادله مشتق مرتبه بزرگترین در ε مثل
یا دیفرانسیل معادله جواب صورت این در ε −→ ۰ وقتی منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله یک در .2 .3 .1 نکته
دیفرانسیل معادله براي تعریف یک این دیگر عبارت به است. خود تعریف دامنه در ناپیوسته حد یک داراي آن مشتقات

است. منفرد اختشاشی
بگیرید، نظر در را زیر مرزي مقدار مسئله .3 .3 .1 مثال

− εu′′(x)− u′(x) = ۱ x ∈ [۰, ۱],

u(۰) = u(۱) = ۱,
(1 .1)

1Biomechanics 2Economical 3Physiological 4Physio-Chemical 5Biophysical 6Biology 7Control Theory
8Geophysical Fluid Dynamics 9Chemical ReacƟons 10Hilbert Space 11Navier-Stokes 12Reynolds number 13Singularly

Perturbed DiīerenƟal EquaƟon 14PerturbaƟon Parameter
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اولیه مفاهیم و مسئله اولتعریف فصل
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(1 .1) منفرد اختشاشی مسئله جواب رفتار :1 .1 شکل

است زیر صورت به (1 .1) معادله دقیق جواب .۰ < ε≪ ۱ که

u(x) =
e

−۱
ε − e

−x
ε

۱− e
−۱
ε

+ ۱− x, (2 .1)
زیر صورت به دقیق جواب از گرفتن حد با

۱ = lim
x→۰

lim
ε→۰

u(x) ̸= lim
ε→۰

lim
x→۰

u(x) = ۰ (3 .1)
نمی باشد. حد داراي x = ۰ نقطه در ε −→ ۰ وقتی (1 .1) مسئله جواب است مشخص که همان طور

1 مرزي لایه 4 .1
شود می تبدیل معادله نتیجه در ε = ۰ دهیم قرار کنید فرض بگیرید، نظر در را (1 .1) مرزي مقدار مسئله .1 .4 .1 تعریف

به،
−u′(x) = ۱ x ∈ [۰, ۱] u(۰) = u(۱) = ۱, (4 .1)

می شود نزدیک صفر سمت به ε مقدار وقتی نتیجه در ندارد، جواب C ۱[۰, ۱] فضاي در (4 .1) معادله که است مشخص
در e−x

ε نمایی عبارت وجود به توجه با است. بدي رفتار داراي دامنه اش تعریف نقاط از برخی در (1 .1) معادله جواب
هستند. x = ۰ نزدیک در سریع رفتار تغییر دراي آن مشتقات و u(x) جواب تابع ε −→ ۰ که وقتی (1 .1) معادله
اختشاشی مسئله می نامند. مرزي لایه را می افتد اتفاق آن در مسئله جواب سریع رفتار تغییر که مسئله دامنه از ناحیه هایی
1904 سال در 2 پرندل لودویگ توسط بار اولین مرزي لایه عبارت است. همراه مرزي لایه چنین وجود با معمولا منفرد

.[8 ،7] است شده معرفی آلمان 3 هیدلبرگ در ریاضیدانان المللی بین کنفرانس سومین در
رفتار داراي εمختلف مقادیر براي که جزئی مشتقات با منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله براي دیگري مثال .2 .4 .1 مثال

می باشد. (2 .1) شکل صورت به مرزي لایه
− ε∂۲

xu(x, t) + (۱+ x− x۲)∂xu(x, t) + ∂tu(x, t) = f(x, t),

(x, t) ∈ [۰, ۱]× [۰, ۱],

u(۰, t) = u(۱, t) = ۰, t ∈ [۰, ۱],

u(x, ۰) = u۰(x), x ∈ [۰, ۱].
1Boundary Layer 2Ludwig Prandtl 3Heidelberg
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اولیه مفاهیم و مسئله اولتعریف فصل

(ε = چپ:۱۰−۲ ε = (راست:۱۰−۴ جزئی مشتقات با منفرد اختشاشی مسئله براي مرزي لایه رفتار :2 .1 شکل

است. u(x, t) = e−t(x(۱− e
−۱
ε )− e

x−۱
ε + e

−۱
ε ) معادله این براي دقیق جواب که

مرزي لایه بازه ي 1 .4 .1
تقسیم زیربازه دو به را مسئله بازه است، مرزي لایه رفتار یک داراي که منفرد اختشاشی مسئله ي براي رساله این در

باشد. مرزي لایه رفتار شامل زیربازه ها از یکی که طوري به می کنیم
معادله جواب رفتار سریع تغییرات که منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله تعریف اصلی بازه از زیربازه اي .3 .4 .1 تعریف
بازه ي را ندارد مرزي لایه رفتار که زیربازه اي همچنین می نامیم. معادله مرزي لایه بازه را می افتد اتفاق آن در مرزي) (لایه

نامیم. می منظم

مرزي لایه بازه ي طول 2 .4 .1
از نقطه اي کردن پیدا رساله این در بازتولیدي هسته روش با منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله حل در مهم نکات از یکی
محاسبه حقیقت در می کند. تقسیم منظم رفتار و مرزي لایه رفتار شامل زیربازه ي دو به آنرا که است معادله تعریف بازه
مناسب محل کردن پیدا اهمیت همچنین دارد، نقطه این مناسب محل کردن پیدا با مستقیم ارتباط مرزي لایه بازه ي طول
محققین است. تأثیرگذار بسیار معادله جواب بهتر هرچه تقریب در معادله، مرزي لایه رفتار شدت به باتوجه نقطه این
را روابطی منفرد اختشاشی مسائل مختلف انواع براي مرزي لایه بازه هاي یا بازه طول محاسبه نحوه خصوص در زیادي
رفتار داراي که منفرد اختشاشی مسئله ي براي می آید، چشم به وضوح به آنها همه در نکته یک وجود که کرده اند مشخص
که طوري به دارد مسئله اختشاش پارامتر مقدار با مستقیم ارتباط مرزي لایه رفتار داراي زیربازه طول است، مرزي لایه
بازه از کوچکتري ناحیه در مسئله جواب رفتار ناگهانی تغییر صورت این در باشد کوچکتر مسئله اختشاش پارامتر هرچه
رجوع بیشتر اطلاعات براي بود. خواهد کوچکتر است مرزي لایه داراي که زیربازه اي طول نتیجه در و می دهد رخ مسئله

.[7-9] به کنید

1 منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله 5 .1
منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله یک منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله یک کلی حالت در .1 .5 .1 تعریف
زمینه هاي در منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی مسئله می باشد. تاخیري یا تفاضلی جمله یک حداقل شامل که است

1Singularly Perturbed DiīerenƟal-Diīerence EquaƟon
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ε = ۱۰−۲ (5 .5 .1) مثال براي نوسانی رفتار و مرزي لایه رفتار :3 .1 شکل

گرما انتقال بهینه، کنترل نظریه بیماري ها، یا 2 فیزیولوژیکی فرآیند هاي مثال، عنوان به است شده استفاده علوم از زیادي
معادلات ،5 پلیمرها در انتشار ،4 الاستیسیته ترمو صدا، دوم نظریه ،3 مایع هلیوم هیدرودینامیک کوچک، مقیاس در

.[10-19] 7 مرج و هرج سیستم هاي کنترل ،6 واکنش-انتشار
هستند، منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله نوع از زیر هاي مسئله

.2 .5 .1 مثال
εu′′(x) + u′(x)− u(x) = f(x), ۰ < x < ۱,

u(۰)− u′(۰) = ۰, u(۱) = ۱,

εu′′(x) + u′(x− δ)− u(x) = f(x), ۰ ≤ x ≤ ۱,

u(x) = ۱ x ∈ [−δ, ۰], u(۱) = ۱,

باشد u′(x − δ) مانند تاخیري جمله یک داراي که حالتی در منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله .3 .5 .1 نکته
یک داراي معادله جواب صورت این در باشد کوچکی مقدار اختشاش پارامتر به نسبت معادله 1 تاخیر پارامتر مقدار و

است. خود تعریف بازه انتها یا ابتدا نقاط از یکی نزدیکی هاي در مرزي لایه رفتار
باشد u′(x − δ) مانند تاخیري جمله یک داراي که حالتی در منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله .4 .5 .1 نکته
رفتار یک داراي معادله جواب صورت این در باشد بزرگی مقدار اختشاش پارامتر به نسبت معادله تاخیر پارامتر مقدار و

است. خود تعریف بازه انتهاي یا ابتدا نقاط از یکی در یا و سراسر در 2 سریع نوسانی
.5 .5 .1 مثال

εu′′(x) + u′(x− δ) + u(x) = ۰, ۰ ≤ x ≤ ۱,

u(x) = ۱, x ∈ [−δ, ۰], u(۱) = ۱.

2Physiological 3Hydrodynamics of Liquid Helium 4Thermo-ElasƟcity 5Diīusion in Polymers 6ReacƟon-Diīusion EquaƟons
7ChaoƟc Systems 1Delay Parameter 2Rapid Oscillatory Behavior
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بازگشت نقطه منفرد اختشاشی مسئله براي (چپ) درونی لایه رفتار و (راست) مرزي لایه رفتار :4 .1 شکل

3 بازگشت نقطه منفرد اختشاشی مسئله 6 .1
به است منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله یک بازگشت نقطه منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله یک .1 .6 .1 تعریف

زیر، صورت
εu′′(x) + a(x)u′(x)− b(x)u(x) = f(x), x ∈ [−۱, ۱],

u(−۱) = A, u(۱) = B,
(5 .1)

رفتار می نامیم. بازگشت نقطه را a(xi) = ۰ که xi نقطه هستند. هموار کافی قدر به a(x), b(x), f(x) هاي تابع که
λi < ۰ اگر دارد، بستگی ،λi = b(xi)

a′(xi)
که λi و مسئله اختشاش پارامتر به xi نقطه نزدیکی هاي در مسئله این جواب

صورت این در λi ≥ ۰ اگر نمی باشد. 1 درونی لایه رفتار داراي x = xi نقطه در مسئله جواب صورت این در باشد
.[20-22] است x = xi نقطه نزدیک هاي در درونی لایه رفتار یک داراي مسئله جواب

x = نقطه نزدیکی در مرزي لایه رفتار داراي (5 .1) بازگشت نقطه منفرد اختشاشی مسئله کلی طور به .2 .6 .1 نکته
.a(−۱) > ۰, (a(۱) < ۰) اگر تنها و اگر است، −۱, (x = ۱)

نقطه دو نزدیکی هاي در مرزي لایه دو داراي (5 .1) بازگشت نقطه منفرد اختشاشی مسئله زیر شرایط تحت .3 .6 .1 نکته
باشد. می خود تعریف دامنه در ،x = ۱, x = −۱

a(۰) = ۰, a′(۰) < ۰,
|a(x)| > α > ۰, τ ≤ |x| ≤ ۱,
b(x) ≥ b۰ > ۰, x ∈ [−۱, ۱],
|a′(x)| ≥ |a

′(۰)
۲ |, x ∈ [−۱, ۱].

(6 .1)

درونی لایه 7 .1
مرزي لایه رفتار همان حقیقت در درونی لایه رفتار بازگشت، نقطه منفرد اختشاشی دیفرنسیل معادله در .1 .7 .1 تعریف
تشدید مسئله اختشاش پارامتر مقدار شدن کوچکتر با که است مسئله تعریف بازه انتهاي و ابتدا نقاط از غیر نقطه اي در
نقطه یا بازگشت نقطه را می شود ایجاد آن نزدیک هاي در درونی لایه رفتار که مسئله تعریف دامنه در xi نقطه می شود.

.[24 ،23] می نامیم عطف
3Singularly Perturbed Turning Point Problem 1Interior Layer
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اولیه مفاهیم و مسئله اولتعریف فصل

2 تأخیري بازگشت نقطه منفرد اختشاشی مسئله 8 .1
است زیر صورت به دیفرانسیل معادله یک تأخیري، بازگشت نقطه منفرد اختشاشی مسئله .1 .8 .1 تعریف

εu′′(x) + a(x)u′(x)− b(x)u(x) + c(x)u(x− δ) = f(x),

u(x) = ϕ(x), x ∈ [−۱− δ,−۱], u(۱) = γ, x ∈ [−۱, ۱],
(7 .1)

کافی قدر به تابع هایی a(x), b(x), f(x), ϕ(x), c(x) و است مسئله تأخیر مقدار δ پارامتر و است ثابت مقدار γ که
است، برقرار آنها براي زیر شرایط که طوري به هستند هموار

a(۰) = ۰, a′(۰) > ۰,
b(x) ≥ b۰ > ۰, x ∈ [−۱, ۱],
b(x)− c(x) > ۰, c(x) ≥ ۰ ∀x ∈ [−۱, ۱],
|a′(x)| ≥ |a

′(۰)
۲ |, ∀x ∈ [−۱, ۱].

x = ۰ نقطه نزدیکی هاي در درونی لایه رفتار با فرد به منحصرد جواب داراي (7 .1) مسئله فوق شرایط تحت
2،فرآیندهاي ریاضی زیست شناسی ،1 نورونی تغییرات مدل سازي به می توان مسائل این کاربردهاي از .[26 ،25] است

.[27-29] کرد اشاره و... انسان چشم مردمک در نور رفلکس مطالعه ،3 بیماري ها و فیزیولوژیکی

4 دوپارامتري منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله 9 .1
در که است منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله یک دوپارامتري منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله یک .1 .9 .1 تعریف

.[30-32] شده اند ضرب معادله مشتق هاي بزرگترین در ترتیب به ε۱, ε۲ مثل کوچک پارامتر دو آن
دوپارامتري، منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله براي مثالی .2 .9 .1 مثال

− ε۱u
′′(x) + ε۲u

′(x) + u(x) = cos(πx), x ∈ [۰, ۱],

u(۰) = u(۱) = ۰,

اختشاشی دیفرانسیل معادله رفتار به شبیه بسیار دوپارامتري منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله جواب رفتار .3 .9 .1 نکته
حائز نکته و است خود تعریف بازه انتهاي و ابتدا نقاط نزدیکی هاي در مرزي لایه دو داراي و است بازگشت نقطه منفرد
دوپارامتر مقدار اگر و دارد معادله اختشاش پارامترهاي مقدار به بستگی مرزي لایه بازه هاي طول که است این اهمیت
از کوچکتر ε۱ پارامتر اگر و هستند یکسان طول هاي داراي معادله بازه دوسمت در مرزي لایه هاي باشد، یکسان اختشاش
شکل در نکته این نیست. یکسان باهم معادله بازه دوسمت در مرزي لایه بازه هاي طول صورت این در باشد ε۲ پارامتر

است. شده داده نشان (5 .1)

5 منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادلات دستگاه 10 .1
هر براي که دیفرانسیل معادله دو حداقل از شده تشکیل منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادلات دستگاه .1 .10 .1 تعریف
از کدام هر مجهول تابع و است شده ضرب معادله مشتق مرتبه بزرگترین در اختشاش پارامتر یک معادلات از کدام

2Singularly Perturbed Delay Turning Point Problem 1Modeling of Neuronal Variability 2MathemaƟcal Biology 3Physiological
Processes and Diseases 4Singularly perturbed problems with two parameters 5System of Singularly perturbed DiīerenƟal EquaƟons
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دوپارامتري منفرد اختشاشی مسئله براي مرزي لایه رفتار :5 .1 شکل
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منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادلات دستگاه براي مرزي لایه رفتار :6 .1 شکل

معادلات از مجموعه اي منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادلات دستگاه دیگر عبارت به دارد، وجود دیگري معادله در معادله ها
باشد. داشته وجود دستگاه دیگر معادله هاي در معادله هر مجهول تابع که طوري به است منفرد اختشاشی دیفرانسیل

منفرد، اختشاشی دیفرانسیل معادلات دستگاه براي مثالی .2 .10 .1 مثال
− ε۱u

′′
۱ (t) + ۲(t+ ۱)۲u۱(t)− (t۳ + ۱)u۲(t) = ۲et, ۰ ≤ t ≤ ۱,

− ε۲u
′′
۲ (t)− ۲cos(

πt

۴
)u۱(t) +

۲۲
۱۰
e۱−tu۲(t) = ۱۰t+ ۱,

u۱(۰) = u۱(۱) = ۰, u۲(۰) = u۲(۱) = ۰,

مختلفی انواع و دارد کاربرد مهندسی علوم مختلف زمینه هاي در منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادلات دستگاه .3 .10 .1 نکته
.[34 ،33] دارند نیز مختلفی رفتاري ویژگی هاي این، بر علاوه و هستند خود براي خاصی نام هاي داراي کدام هر که دارد
انتهاي و ابتدا نقاط نزدیکی هاي در مرزي لایه رفتار داراي منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادلات دستگاه جواب معمولا

است. شده داده نشان (6 .1) شکل در نکته این است. خود معادلات از کدام هر تعریف بازه هاي
است. منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادلات دستگاه براي مرزي لایه بازه طول خصوص در بعد نکته

که است منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله دو حداقل داراي منفرد اختشاشی معادلات دستگاه که آنجا از .4 .10 .1 نکته
اختشاش پارامتر تاثیر همچنین و هم از معادلات پذیري تاثیر رو این از است، اختشاش پارامتر یک داراي خود معادله هر
این عددي حل حاصل شده، ارائه اینجا در که نتایجی است. اهمیت حائز بسیار دیگر معادله مرزي لایه رفتار روي معادله هر
پارامترهاي مقادیر اگر است. معادله هر براي اختشاش پارامتر از مختلفی مقادیر براي بازتولیدي هسته روش با معادلات
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ε۱, ε۲ مختلف مقادیر براي منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادلات دستگاه براي مرزي لایه بازه طول :7 .1 شکل

معادله هر براي مرزي لایه بازه طول حالت این در باشد داشته اختلاف کمی بسیار مقدار فقط یا و باشد برابر باهم اختشاش
معادله اي براي مرزي لایه بازه طول حالت این در باشد زیاد اختشاش پارامترهاي اختلاف مقدار اگر ولی است برابر باهم
دارد، بزرگتري اختشاش پارامتر که است معادله اي مرزي لایه بازه طول از کوچکتر دارد کوچکتري اختشاش پارامتر که

است. شده داده نشان (7 .1) شکل در نکته این

1 بازتولیدي هسته فضاي پایه اي مفاهیم 11 .1
بازتولیدي هسته فضاي تعریف 1 .11 .1

می دهیم، قرار .1 .11 .1 تعریف

H =
{
u(x)|است مختلط یا مقدار حقیقی تابع یک u(x) که , x ∈ X,است مطلق مجموعه یک X که

}
زیر، داخلی ضرب با هیلبرت فضاي ⟩یک

u(x), g(x)
⟩
H, u(x), g(x) ∈ H.

زیر شرط در که u(x) ∈ H هر براي و Ry(x) ∈ H آنگاه باشد، داشته وجود y ∈ X هر براي Ry(x) تابع یک اگر
می کند، ⟩صدق

u(x), Ry(x)
⟩
H = u(y),

می شود. نامیده بازتولیدي هسته فضاي H و می شود نامیده H هیلبرت فضاي بازتولیدي هسته Ry(x) آنگاه
2 بازتولیدي هسته پایه اي خواص 2 .11 .1

متقارن3 Ry(x)مزدوج آنگاه باشد فضا این بازتولیدي Ry(x)هسته و بازتولیدي هسته فضاي H اگر .2 .11 .1 خاصیت
.Ry(x) = Rx(y) یعنی است،

بازتولیدي Ry(x)هسته آنگاه باشد فضا این بازتولیدي Ry(x)هسته و بازتولیدي هسته Hفضاي اگر .3 .11 .1 خاصیت
است. H فضاي فرد به منحصر

1Reproducing Kernel Space 2Fundamental ProperƟes of Reproducing Kernel 3Conjugate Symmetric
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Rx(x) ≥ ۰ ،∀x ∈ X آنگاه باشد فضا این بازتولیدي Ry(x)هسته و بازتولیدي هسته Hفضاي اگر .4 .11 .1 خاصیت
.H = {۰} اگر تنها و اگر است Rx(x) = ۰ و

یعنی است، H فضاي براي مثبت4 معین هسته یک Ry(x) بازتولیدي هسته .5 .11 .1 خاصیت
n∑

i,j=۱

Rxi(xj)ξiξj ≥ ۰, ∀xi ∈ X,

.i, j, . . . , n هستند مختلط اعداد ξi, ξj که
فیکس x که ∀x ∈ X اگر تنها و اگر است بازتولیدي هسته فضاي یک H هیلبرت تابعی فضاي .6 .11 .1 خاصیت

باشد. کراندار I(f) = f(x) خطی تابعی عملگر شده،
.[36 ،35] به شود رجوع خاصیت پنج هر اثبات ملاحظه براي

آن خواص و پیوسته1 مطلقا تابع 3 .11 .1
بازه هاي از مجموعه یک را {(ak, bk)}nk=۱ می دهیم قرار کنید، فرض [a, b] بازه روي را f(x) تابع .7 .11 .1 تعریف

که، طوري به ∀ε,∃δ اگر .(ak, bk) ⊂ [a, b] که گسسته2 متقابلاً باز
n∑
i=۱

|f(bi)− f(ai)| < ε, براي
n∑
i=۱

(bi − ai) < δ,

است. [a, b] بازه روي پیوسته مطلقاً تابع یک f(x) تابع صورت این در
است. پیوسته تابع یک [a, b] بازه روي پیوسته مطلقا تابع یک .8 .11 .1 گزاره

تابع یک f(x) آنگاه ،|f ′(x) ≥ M |, ∀x ∈ [a, b] اگر کنید، فرض [a, b] بازه روي را f(x) تابع .9 .11 .1 گزاره
است. پیوسته مطلقا

پیوسته مطلقا [a, b] بازه روي f(x) تابع آنگاه باشد، پیوسته [a, b] بازه روي f ′(x) تابع کنید فرض .10 .11 .1 نتیجه
است.

روي پیوسته مطلقا تابع یک ∫ x

a
f(t)dt تابع آنگاه باشد، انتگرال پذیر [a, b] بازه روي f(x) تابع اگر .11 .11 .1 گزاره

است. [a, b] بازه
.[35] به شود رجوع فوق نتایج و گزاره ها اثبات ملاحظه براي

آن بازتولیدي هسته تابع و Wm
۲ [a, b] بازتولیدي هسته فضاي 4 .11 .1

می کنیم، تعریف زیر صورت به را Wm
۲ [a, b] تابعی فضاي

Wm
۲ [a, b] =

{
u(x)| است پیوسته مطلقا تابع u(m−۱)(x) که , u(m)(x) ∈ L۲[a, b], x ∈ [a, b]

}
4PosiƟve DeĮnite Kernel 1Absolutely ConƟnuous 2Mutually Disjoint
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می کنیم، تعریف زیر صورت به ∀u۱(x), u۲(x) ∈ Wm
۲ [a, b] را نرم و داخلی ضرب همچنین

< u۱(x), u۲(x) >Wm
۲ [a,b]=

m−۱∑
i=۰

u
(i)
۱ (a)u

(i)
۲ (a) +

∫ b

a

u
(m)
۱ (x)u

(m)
۲ (x)dx,

∥u(x)∥Wm
۲ [a,b] =

√
< u, u >Wm

۲ [a,b],

است. داخلی ضرب فضاي یک Wm
۲ [a, b] تابعی فضاي که کرد ثابت می توان راحتی به

است. هیلبرت فضاي یک Wm
۲ [a, b] تابعی فضاي .12 .11 .1 قضیه

است. بازتولیدي هسته فضاي یک Wm
۲ [a, b] تابعی فضاي .13 .11 .1 قضیه

Wm
۲ [a, b] فضاي به مربوط ،Ry(x) بازتولیدي هسته تابع اکنون .[35] به شود رجوع فوق قضیه هاي اثبات ملاحظه براي

فیکس y هر براي آنگاه باشد، Wm
۲ [a, b] فضاي به مربوط بازتولیدي هسته ،Ry(x) کنید فرض می آوریم. بدست را

کند، صدق زیر شرط در ،Ry(x) ،∀u(x) ∈ Wm
۲ [a, b] و y ∈ [a, b] که ⟩شده

u(x), Ry(x)
⟩
Wm

۲ [a,b]
= u(y) (8 .1)

داریم، Wm
۲ [a, b] فضاي براي داخلی ضرب تعریف بکاربردن با

⟨
u(x), Ry(x)

⟩
Wm

۲ [a,b]
=

m−۱∑
i=۰

u(i)(a)
∂iRy(a)

∂xi
+

∫ b

a

u(m)(x)
∂mRy(x)

∂xm
dx,

داریم، جز به جز گیري انتگرال از استفاده با ∫که b

a

u(m)(x)
∂mRy(x)

∂xm
dx

=

m−۱∑
i=۰

(−۱)iu(m−i−۱)(x)
∂m+iRy(x)

∂xm+i

∣∣∣x=b

x=a
+ (−۱)m

∫ b

a

u(x)
∂۲mRy(x)

∂x۲m dx

داریم، همچنین
m−۱∑
i=۰

(−۱)iu(m−i−۱)(x)
∂m+iRy(x)

∂xm+i
=

m−۱∑
i=۰

(−۱)m−i−۱u(i)(x)
∂۲m−i−۱Ry(x)

∂x۲m−i−۱ .

می شود، تبدیل زیر فرم به داخلی ضرب نتیجه در
⟨
u(x), Ry(x)

⟩
Wm

۲ [a,b]
=

m−۱∑
i=۰

u(i)(a)
[∂iRy(a)

∂xi
− (−۱)m−i−۱∂

۲m−i−۱Ry(a)

∂x۲m−i−۱

]
+

m−۱∑
i=۰

(−۱)m−i−۱u(i)(b)
∂۲m−i−۱Ry(b)

∂x۲m−i−۱

+ (−۱)m
∫ b

a

u(x)
∂۲mRy(x)

∂x۲m dx (9 .1)
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بازتولیدي خاصیت زیر، مفروضات همچنین و (−∞,+∞) بازه رو آن انتگرال و دیراك1 دلتاي تابع تعریف از استفاده با
می شود، برقرار (9 .1) رابطه در داخلی ضرب در

δ(x− y) =

{
۰ x ̸= y,

∞ x = y,∫ ∞

−∞
u(x)δ(x− y)dx = u(y),



(−۱)m∂۲mRy(x)
∂x۲m = δ(x− y),

∂iRy(a)
∂xi − (−۱)m−i−۱ ∂

۲m−i−۱Ry(a)
∂x۲m−i−۱ = ۰,

(−۱)m−i−۱ ∂
۲m−i−۱Ry(b)
∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۰, ۱, . . . ,m− ۱.

(10 .1)

است، ۲m مرتبه با زیر همگن خطی دیفرانسیل معادله جواب Ry(x) تابع ،x ̸= y که زمانی است مشخص

(−۱)m
∂۲mRy(x)

∂x۲m = ۰, (11 .1)
زیر، مرزي شرایط با

∂iRy(a)
∂xi − (−۱)m−i−۱ ∂

۲m−i−۱Ry(a)
∂x۲m−i−۱ = ۰,

(−۱)m−i−۱ ∂
۲m−i−۱Ry(b)
∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۰, ۱, . . . ,m− ۱.

(12 .1)

۲m تکرار مرتبه از صفر تکراري ریشه داراي که است λ۲m = ۰ برابر (11 .1) دیفرانسیل معادله مشخصه جمله اي چند
است، زیر صورت به (12 .1) مرزي شرایط با (11 .1) دیفرانسیل معادله عمومی جواب بنابراین است،

Ry(x) =


ℓRy(x) =

∑۲m
i=۱ ci(y)x

i−۱ x ≤ y,

rRy(x) =
∑۲m

i=۱ di(y)x
i−۱ x > y,

(13 .1)

را i = ۱, ۲, . . . , ۲m که ci(y), di(y) ثابتهاي که است کافی Ry(x) بازتولیدي هسته تابع آوردن بدست براي حال
آنها آوردن بدست نحوه ادامه در که داریم معادله ۴m به نیاز مجهول، ۴m این محاسبه براي است مشخص کنیم. محاسبه

رابطه و (y − ε, y + ε) بازه روي دیراك دلتاي تابع انتگرال تعریف از استفاده با می دهیم. توضیح را

(−۱)m
∂۲mRy(x)

∂x۲m = δ(x− y),∫ y+ε

y−ε

δ(x− y)dx = ۱, ε > ۰,

1Dirac Delta FuncƟon
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داریم،
(−۱)m

(
∂۲m−۱rRy(y+ε)

∂x۲m−۱ − ∂۲m−۱ℓRy(y−ε)
∂x۲m−۱

)
= ۱,

∂iℓRy(y)
∂xi =

∂irRy(y)
∂xi , i = ۰, ۱, . . . , ۲m− ۲

(14 .1)

(12 .1) مرزي شرایط از بااستفاده و می آورد، فراهم را ci(y), di(y)ثابتهاي محاسبه ي براي نیاز مورد ۲m ،(14 .1) رابطه
بازتولیدي هسته تابع توان می راحتی به معادله ۴m این از استفاده با بنابراین بیاوریم. بدست را دیگر معادله ۲m می توانیم
[35] مرجع در آنها اثبات که می آوریم را Ry(x) بازتولیدي هسته تابع خواص از برخی ادامه در کرد. تعیین را Ry(x)

می شود. یافت
داریم آنگاه ،Wm

۲ [a, b] فضاي به مربوط بازتولیدي هسته را Ry(x) می دهیم قرار .14 .11 .1 گزاره
∂i+jRy(x)

∂xi∂yj
∈ L۲[a, b], i+ j = ۲m− ۱.

است، [a, b] بازه در پیوسته مطلقا تابع یک زیر تابع .15 .11 .1 نتیجه
∂i+jRy(x)

∂xi∂yj
, ۰ ≤ i+ j ≤ ۲m− ۲.

داریم. را زیر قضیه فوق، گزاره و نتیجه از
داریم آنگاه ،Wm

۲ [a, b] فضاي بازتولیدي هسته را Ry(x) می دهیم قرار .16 .11 .1 قضیه
∂i+jRy(x)

∂xi∂yj
∈ Wm

۲ [a, b], i+ j = m− ۱.

که fn(x), f(x) ∈ Wm
۲ [a, b] و بازتولیدي هسته فضاي یک را Wm

۲ [a, b] می دهیم قرار .17 .11 .1 قضیه
می باشد همگرا f (k)n (x) تابع آنگاه ،∥.∥Wm

۲
نرم مفهوم به f(x) تابع به باشد همگرا fn(x) تابع اگر .(n = ۱, ۲, . . . )

.۰ ≤ k ≤ m− ۱ که یکنواخت، طور به f (k)(x) تابع به

Wm
۲ [a, b] بازتولیدي هسته فضاي بسته ي1 فضاهاي زیر 5 .11 .1

شرایط سري یک کردن اعمال با را Wm
۲ [a, b] بازتولیدي هسته فضاي Wm◦از

۲ [a, b] بسته زیرفضاي بخش این در ما
می کنیم، تعریف زیر صورت به را ◦Wm

۲ [a, b] تابعی فضاي ابتدا می سازیم. ◦Wm
۲ [a, b] روي بر مرزي

◦Wm
۲ [a, b] =

{
u(x)| u(x) ∈ Wm

۲ [a, b], u′(a) = ۰, u(b) = ۰
}

فضاي تابع است. هیلبرت بازتولیدي هسته فضاي یک ◦Wm
۲ [a, b] که می شود Wmثابت

۲ [a, b] فضاي همانند راحتی به
که است ذکر قابل و هستیم Qy(x) تابع کردن پیدا درصدد اکنون و می نامیم Qy(x) را ◦Wm

۲ [a, b] بازتولیدي هسته
1Closed Subspaces
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اولیه مفاهیم و مسئله اولتعریف فصل

ضرب بایددر Qy(x) که است مشخص است. Ry(x) تابع کردن پیدا روش به شبیه کاملا Qy(x) کردن پیدا نحوه
کند، صدق زیر داخلی

⟨
u(x), Qy(x)

⟩
◦Wm

۲ [a,b]
=

m−۱∑
i=۰

u(i)(a)
[∂iQy(a)

∂xi
− (−۱)m−i−۱∂

۲m−i−۱Qy(a)

∂x۲m−i−۱

]
+

m−۱∑
i=۰

(−۱)m−i−۱u(i)(b)
∂۲m−i−۱Qy(b)

∂x۲m−i−۱

+ (−۱)m
∫ b

a

u(x)
∂۲mQy(x)

∂x۲m dx

،◦Wm
۲ [a, b] فضاي تعریف نوع خاطر به که تفاوت این با است، زیر دیفرانسیل معادله جواب Qy(x) تابع بنابراین و

است. Ry(x) تابع محاسبه به نسبت متفاوت مرزي دوشرط داراي

(−۱)m∂۲mQy(x)
∂x۲m = δ(x− y),

∂iQy(a)
∂xi − (−۱)m−i−۱ ∂

۲m−i−۱Qy(a)
∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۰, ۲, ۳, . . . ,m− ۱

∂۲m−i−۱Qy(b)
∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۱, ۲, ۳, . . . ,m− ۱

Qy(b) = ۰,

∂Qy(a)
∂x = ۰,

(15 .1)

همگن خطی ۲m مرتبه دیفرنسیل معادله جواب Qy(x) تابع آنگاه است x ̸= y که زمانی که است مشخص قبل همانند
زیر،

(−۱)m
∂۲mQy(x)

∂x۲m = ۰, (16 .1)

مرزي، شرایط با

∂iQy(a)
∂xi − (−۱)m−i−۱ ∂

۲m−i−۱Qy(a)
∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۰, ۲, ۳, . . . ,m− ۱

∂۲m−i−۱Qy(b)
∂x۲m−i−۱ = ۰, i = ۱, ۲, ۳, . . . ,m− ۱

Qy(b) = ۰,

∂Qy(a)
∂x = ۰,

(17 .1)
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اولیه مفاهیم و مسئله اولتعریف فصل

تکرار مرتبه از صفر تکراري ریشه داراي که است λ۲m = ۰ برابر (16 .1) دیفرانسیل معادله مشخصه جمله اي چند است.
است، زیر صورت به (17 .1) مرزي شرایط با (16 .1) دیفرانسیل معادله عمومی جواب بنابراین است، ۲m

Qy(x) =


ℓQy(x) =

∑۲m
i=۱ ci(y)x

i−۱ x ≤ y,

rQy(x) =
∑۲m

i=۱ di(y)x
i−۱ x > y,

(18 .1)

از انتگرال از استفاده با که زیر، معادله ۲m همچنین و (17 .1) مرزي شرط ۲mتا از حاصل معادلات از استفاده با اکنون
می آید، بدست (y − ε, y + ε) بازه روي (−۱)m∂۲mQy(x)

∂x۲m = δ(x− y) رابطه طرف دو
(−۱)m

(
∂۲m−۱rRy(y+ε)

∂x۲m−۱ − ∂۲m−۱ℓRy(y−ε)
∂x۲m−۱

)
= ۱,

∂iℓQy(y)
∂xi =

∂irQy(y)
∂xi , i = ۰, ۱, . . . , ۲m− ۲

(19 .1)

آورد. بدست را (16 .1) بازتولیدي تابع در ci(y), di(y) ثابتهاي توان می
.[35] است Wm

۲ [a, b] فضاي از بسته زیرفضاي یک ،◦Wm
۲ [a, b] بازتولیدي هسته فضاي .18 .11 .1 قضیه

W ۳
۲ [۰, ۱] بازتولیدي هسته فضاهاي براي ترتیب به Qy(x), Ry(x) بازتولیدي تابع هاي مثال عنوان به .19 .11 .1 مثال

هستند. زیر صورت به ◦W ۳
۲ [۰, ۱] و

Ry(x) =

{
x۵

۱۲۰ −
x۴y
۲۴ + x۳y۲

۱۲ + x۲y۲

۴ + xy + ۱ x ≤ y,
۱
۱۲x

۲ (y۳ + ۳y۲) + ۱
۲۴x (۲۴y − y۴) + ۱

۱۲۰ (y
۵ + ۱۲۰) x > y,

Qy(x) =



x۵(−y۵+۵y۴−۱۰y۳−۳۰y۲+۳۶)
۱۸۷۲۰ +

x۴(y۵−۵y۴+۱۰y۳+۳۰y۲−۱۵۶y+۱۲۰)
۳۷۴۴ +

x۳(−y۵+۵y۴−۱۰y۳+۱۲۶y۲−۱۲۰)
۱۸۷۲

+ ۱
۶۲۴x

۲ (−y۵ + ۵y۴ − ۱۰y۳ + ۱۲۶y۲ − ۱۲۰) + ۱
۱۵۶ (−y

۵ + ۵y۴ − ۱۰y۳ − ۳۰y۲ + ۳۶) ,
x ≤ y,

x۵(−y۵+۵y۴−۱۰y۳−۳۰y۲−۱۲۰)
۱۸۷۲۰ +

x۴(y۵−۵y۴+۱۰y۳+۳۰y۲+۱۲۰)
۳۷۴۴ +

x۳(−y۵+۵y۴−۱۰y۳−۳۰y۲−۱۲۰)
۱۸۷۲

+ ۱
۶۲۴x

۲ (−y۵ + ۵y۴ + ۴۲y۳ + ۱۲۶y۲ − ۱۲۰)− xy۴

۲۴ + ۳y۵+۵۰y۴−۱۰۰y۳−۳۰۰y۲+۳۶۰
۱۵۶۰ ,

x > y,

آن خواص و پیوسته1 کاملاً دوبعدي تابع  تعریف 6 .11 .1
،D = [a, b]× [c, d] ⊂ R۲ می دهیم قرار

می دهیم قرار کنید، فرض D ناحیه روي را f(x, y) تابع .20 .11 .1 }تعریف
Ik = [ak, bk]× [ck, dk]

}n

k=۱

1Completely ConƟnuous
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اولیه مفاهیم و مسئله اولتعریف n∑فصل
i=۱ |f(Ii)| < ε،که طوري به ∀ε > ۰,∃δ > ۰ اگر .Ik ⊂ D که گسسته متقابلا ناحیه هاي از مجموعه یک را

و ∑n
i=۱ |Ii| < δ براي

f(Ii) = f(bi, di)− f(bi, ci)| − f(ai, di) + f(ai, ci)

بر پیوسته کاملاً تابع یک f(x, y) آنگاه y, x متغییر به نسبت پیوسته مطلقاً تابع هاي ترتیب به f(a, y) ،f(x, c) و
است. D ناحیه روي

یک f(x, y) تابع ∀y ∈ [c, d] آنگاه باشد، D ناحیه روي بر پیوسته کاملاً تابع یک f(x, y) اگر .21 .11 .1 گزاره
مطلقاً تابع یک f(x, y) تابع ∀x ∈ [a, b] مشابه طور به و است [a, b] بازه روي بر x متغییر به نسبت پیوسته مطلقاً تابع

است. [c, d] بازه روي بر y متغییر به نسبت پیوسته
روي بر پیوسته تابع یک f(x, y) آنگاه باشد، D ناحیه روي بر پیوسته کاملاً تابع یک f(x, y) اگر .22 .11 .1 گزاره

است. D ∫ناحیه x

a

∫ y

c
f(t, s)dtds, (x, y) ∈ D تابع آنگاه باشد، انتگرال پذیر D ناحیه روي بر f(x, y) اگر .23 .11 .1 گزاره

است. D ناحیه روي بر پیوسته کاملاً تابع یک
روي بر پیوسته کاملاً تابع یک f(x) آنگاه باشد، [a, b] بازه روي بر پیوسته مطلقاً تابع یک f(x) اگر .24 .11 .1 گزاره

است. D ناحیه
f(x)g(y) تابع آنگاه باشند، [c, d] و [a, b] بازه هاي روي بر پیوسته مطلقاً تابع هاي f(x), g(y) اگر .25 .11 .1 گزاره

است. D ناحیه روي بر پیوسته کاملاً تابع یک
.[35] به شود رجوع فوق گزاره هاي اثبات ملاحظه براي

W
(m,n)
۲ (D) دوبعدي بازتولیدي هسته فضاي 7 .11 .1

می کنیم، تعریف زیر صورت به را W (m,n)
۲ (D) دوبعدي تابعی فضاي

W
(m,n)
۲ (D) = Wm

۲ [a, b]⊗Wn
۲ [c, d]

=
{
u(x, t)| است پیوسته کاملاً تابع ∂

m+n−۲u(x, t)

∂xm−۱∂tn−۱ که , ∂
m+nu(x, t)

∂xm∂tn
∈ L۲(D), (x, t) ∈ D

}
می کنیم، تعریف زیر صورت به ∀u۱(x, t), u۲(x, t) ∈ W

(m,n)
۲ (D) را نرم و داخلی ضرب همچنین

< u۱(x, t), u۲(x, t) >W
(m,n)
۲ (D)

=

m−۱∑
i=۰

∫ d

c

[
∂n

∂tn
∂i

∂xi
u۱(a, t)

∂n

∂tn
∂i

∂xi
u۲(a, t)

]
dt

+

n−۱∑
j=۰

⟨
∂j

∂tj
u۱(x, c),

∂j

∂tj
u۲(x, c)

⟩
Wm

۲ [a,b]

+

∫ b

a

∫ d

c

∂m

∂xm
∂n

∂tn
u۱(x, t)

∂m

∂xm
∂n

∂tn
u۲(x, t)dxdt
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∥u(x, t)∥
W

(m,n)
۲ (D)

=
√
< u, u >

W
(m,n)
۲ (D)

, u۱(x, t), u۲(x, t) ∈ W
(m,n)
۲ (D),

است. داخلی ضرب فضاي یک W (m,n)
۲ (D) تابعی فضاي که کرد ثابت می توان راحتی به

است. هیلبرت فضاي یک W (m,n)
۲ (D) تابعی فضاي .26 .11 .1 قضیه

آنگاه، f(x, y), g۱(x), g۲(y) ∈ W
(m,n)
۲ (D) می دهیم قرار .27 .11 .1 ⟩قضیه

f(x, y), g۱(x)g۲(y)
⟩
W

(m,n)
۲ (D)

=
⟨⟨
f(x, y), g۱(x)

⟩
Wm

۲
, g۲(y)

⟩
Wn

۲
.

آنگاه، f۱(x), f۲(y), g۱(x), g۲(y) ∈ W
(m,n)
۲ (D) می دهیم قرار .28 .11 .1 ⟩نتیجه

f۱(x), f۲(y), g۱(x)g۲(y)
⟩
W

(m,n)
۲ (D)

=
⟨
f۱(x), g۱(x)

⟩
Wm

۲

⟨
f۲(y), g۲(y)

⟩
Wn

۲
.

داریم n ∈ N براي آنگاه f(x) ∈ Wm
۲ [a, b] تابع اگر .29 .11 .1 نتیجه

∥f(x)∥Wm
۲ [a,b] = ∥f(x)∥

W
(m,n)
۲

.

به آن بازتولیدي هسته تابع و است بازتولیدي هسته فضاي یک W (m,n)
۲ (D) دوبعدي تابعی فضاي .30 .11 .1 قضیه

است زیر صورت
K(η,ξ)(x, t) = Rη(x)Qξ(t).

هستند. Wn
۲ [c, d] و Wm

۲ [a, b] فضاهاي فضاي بازتولیدي هسته هاي ترتیب به Qξ(t) و Rη(x) که
هسته فضاي به مربوط مقدمات کامل معرفی از پس اکنون .[35] به شود رجوع فوق نتایج و قضیه ها اثبات ملاحظه براي
پیاده سازي نحوه و بازتولیدي هسته روش معرفی به نوبت مربوطه، قضیه هاي و بازتولیدي هسته فضاي تابع و بازتولیدي

می رسد. دیفرانسیل معادله حل براي آن
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2 فصل
تحلیل روش و هیلبرت فضاي بازتولیدي هسته روش کلیّات

دیفرانسیل معادله حل براي هموتوپی
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دیفرانسیل معادله حل براي هموتوپی تحلیل روش و بازتولیدي هسته روش دوممعرفی فصل

بازتولیدي هسته روش 1 .2
مقدمه 1 .1 .2

این از استفاده با می باشد، دیفرانسیل معادلات از وسیعی طیف حل براي قدرتمند عددي روش یک بازتولیدي هسته روش
آنها براي مناسبی تقریب هاي و کرد حل را دشوارتر مسائل از وسیعی طیف توان می حتی ابتکاري تکنیک هاي و روش
-37،35] است شده آورده زیر در شده اند حل بازتولیدي هسته روش با که مسائلی از نمونه هایی مثال عنوان به آورد، بدست

،[46

1-FracƟonal diīerenƟal equaƟons

2-delay integro-diīerenƟal equaƟons

3-Nonlinear Volterra-Fredholm integrals

4-Nonlinear integro-diīrenƟal equaƟons

5-Variable-Coeĸcient Burgers equaƟon

6-Damped Nonlinear Klein-Gorden

7-Linear and nonlinear parƟal diīerenƟal equaƟons
...

هسته روش از استفاده با مختلفی محققین توسط منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی مسائل و منفرد اختشاشی مسائل
هستیم روش این در ابتکاري تکنیک هاي و ایده ها از استفاده دنبال به ما حقیقت در شده اند، حل اخیر سالهاي در بازتولیدي
حل بازتولیدي هسته روش با تابحال که مسائل این از دسته آن و ببخشیم، بهبود را موجود دقت هاي و تقریب ها بتوانیم که
روش با دیفرانسیل معادله حل براي کلی طور به بزنیم. تقریب را آنها جواب مناسبی دقت هاي با و کرده حل را نشده اند
جواب فضاي با مرتبط بازتولیدي هسته از استفاده نحوه در اندکی تغییر با که دارد وجود خاص حالت سه بازتولیدي هسته
بررسی به سپس و می کنیم بیان کلی صورت به را حالت ها از کدام هر ما ابتدا می آید. وجود به دیفرانسیل، معادله هر
فضاي با متناسب بازتولیدي هسته ساختن از بعد حالت سه هر در که می شود یادآوري البته می پردازیم. کدام هر اجمالی
این از خطی ترکیب صورت به را جواب و آورده بدست بازتولیدي اش هسته روي از را فضا آن پایه هاي مسئله، عملگر

کنیم. می محاسبه را مساله جواب مجهول ضرائب آوردن بدست با و نوشته ها پایه

می شناسند. آنرا باشند داشته نسبی آشنایی بازتولیدي هسته روش با که کسانی اکثر که است حالتی اول حالت .1 حالت
این به می کنیم. سازي پیاده 1 اشمیت گرام متعامدسازي فرایند از استفاده با را بازتولیدي هسته روش ما حالت این در
و می سازیم را فضا آن با متناسب بازتولیدي هسته سپس و کرده مشخص را مسئله عملگر بازتولیدي فضاي ابتدا که ترتیب
جواب آخر در و کرده متعامد اشمیت گرام الگوریتم از استفاده با را پایه ها بازتولیدي، هسته روي از پایه ها ساختن از بعد

می دهیم. بسط پایه ها حسب بر را مسئله

و [47-49] شده مطرح بار اولین براي همکارانش و 2 وَنگ یولان توسط اخیر سالهاي در که دوم حالت .2 حالت
اشمیت گرام متعامدسازي فرایند از استفاده بدون بازتولیدي هسته روش گرفته، قرار محققین از کمی تعداد توجه مورد
را پایه ها سپس و می سازیم را مسئله عملگر بازتولیدي فضاي با متناسب بازتولیدي هسته ما ابتدا هم حالت این در است.
بسط پایه ها همین از خطی ترکیب صورت به را مسئله جواب و آورده بدست بازتولیدي هسته روي از مستقیم صورت به

می آوریم. بدست را مسئله تقریبی جواب ثابتها محاسبه ي با و داده
1Gram-Schmidt OrthogonalizaƟon Process 2Yulan Wang
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منتها است دوم حالت همانند دقیقا و شده معرفی همکارانش و وَنگ یولان توسط بار اولین نیز سوم حالت .3 حالت
بخواهیم اگر است. مسئله عملگر بازتولیدي هسته روي از پایه ها تولید نحوه در آن و دارد دوم حالت با کوچک تفاوت یک
می شود ساخته اول حالت تکنیک از استفاده با پایه ها آن در که است دوم و اول حالت از ترکیبی سوم حالت بگوییم دقیقتر

می شود. حذف آن درون دوم حالت همانند سازي متعامد فرایند ولی
استفاده با دیفرانسیل معادله حل روند در دیگري مختلف حالت هاي و روشها که است توضیح به لازم اینجا در .1 .1 .2 نکته
فرآیندهاي از تمامی یا بعضی شامل است ممکن که است شده آورده مختلفی محققین توسط بازتولیدي هسته روش از
باشند، داشته فرق شده آورده متعامدسازي بدون تکنیک در آنچه با تماما حتی یا و باشند سوم و دوم حالت در شده ذکر
و وَنگ یولان توسط بار اولین اشمیت گرام متعامدسازي فرآیند بدون بازتولیدي هسته روش که می شود تاکید باز ولی
بازتولیدي هسته روش با دیفرانسیل معادله حل زمینه در نوآوري ها از دیگري بسیار همچنین و شده معرفی همکارانش
منابع در مقاله چند بیشتر اطلاعات براي است. شده ارائه همکارانش و او توسط شده حذف آن در متعامدسازي فرایند که
هسته روش همچنین و داخلی ضرب ماتریس با و متعامدسازي فرایند بدون بازتولیدي هسته روش به مربوط که شده آورده
.[50-52 ،45] برد پی نکته این به راحتی به می توان آنها اجمالی مقایسه با که است همگن سازي فرآیند بدون بازتولیدي
چشمگیر کاهش 2و3) (حالت متعامدسازي فرایند بدون بازتولیدي هسته روش اصلی مزیتّ هاي از یکی .2 .1 .2 نکته
است. متعامدسازي زمانبر شدت به فرایند داراي که است 1 حالت روش با مقایسه در کامپیوتري برنامه هاي اجراي زمان
و کدنویسی نحوه اول است، بررسی قابل جهت چند از عددي روش هاي براي کامپیوتري برنامه هاي در اجرا زمان کاهش
و مهارت به نیاز است مشخص که کمتر محاسباتی حجم داراي و ساده الگوریتم  چند به مسئله حل کلی الگوریتم شکستن
عددي بخش یا الگوریتم ریاضی ماهیت در تغییر دوم، است. آن اصلی لازمه نرم افزارها شناخت و نویسی برنامه در تبهر

است. عددي روش به کامل تسلط و حل الگوریتم کار روند دقیق شناخت آن لازمه ي که الگوریتم
عددي حل روند در تغییر ایجاد جهت از 2و3) (حالت متعامدسازي فرایند بدون بازتولیدي هسته روش .3 .1 .2 نکته
معادله جواب بسط همچون ساده اي مفاهیم از استفاده با و کرده ایجاد خلاقانه اي تغییر بازتولیدي، هسته روش الگوریتم
اجراي زمان و شده حل الگوریتم در تغییر ایجاد سبب جبري، معادلات دستگاه حل و مانده تابع مفهوم و سري فرم به
نتایج به و رسیدن و سریعتر بررسی در را محققین و داده کاهش شدت به را کامپیوتري برنامه از استفاده با مسئله حل
بیشتر در حتی که است شده مشاهده تحقیقی صورت به این بر علاوه می کند. فراوان کمک تکنیک این در دقیقتر و روشن
فرایند با روش از که هست تقریب هایی از بهتر رقم یک حداقل حاصل دقت هاي می شوند حل روش این با که مسئله هایی
ایجاد آینده کارهاي براي مستقل تحقیق زمینه یک می تواند تنهایی به خود موضوع این البته می آید. بدست متعامدسازي

کند.
کدام هر کامل تشریح به اکنون رساله، این در بازتولیدي هسته روش پیاده سازي در مختلف حالت  سه کلی معرفی از پس
مسائل و منفرد اختشاشی مسائل حل براي ولی می آوریم را حالت سه هر اینجا در ما که است ذکر قابل می پردازیم. آنها از

می کنیم. استفاده دوم حالت از مرزي، لایه رفتار با منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی

منفرد اختشاشی غیرخطی مرزي مقدار دیفرانسیل معادله براي آن به مربوط پایه هاي و بازتولیدي فضاهاي 2 .1 .2
بگیرید، نظر در را زیر منفرد اختشاشی غیرخطی مرزي مقدار دیفرانسیل }معادله
L(u(x)) = N(u(x)) + F(x)

u(۰) = α, u(۱) = β
(1 .2)
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هموار کافی قدر به تابع هاي a(x), b(x), c(x),F(x) و L(u(x)) ≡ εa(x)u′′(x)+ ۱
b(x)

u′(x)+ ۱
c(x)

u(x) که
و b(۰)b(۱) = ۰ داریم همچنین و باشد، فرد به منحصر آن جواب و باشد داشته جواب (1 .2) معادله که طوري به هستند

هستند. ثابت α, β و است معادله غیرخطی قسمت عملگر N(u(x)) و ،c(۰)c(۱) = ۰
هسته فضاي مناسب انتخاب سپس و معادله کردن همگن بازتولیدي هسته روش با دیفرانسیل معادله یک حل در اول قدم
در مهمی و خوب اطلاعات معادله عملگر اینکار براي می باشد، معادله عملگر همچنین و معادله مجهول تابع بازتولیدي
توجه با (1 .2) معادله در است. مفید بسیار معادله مجهول تابع و عملگر مناسب فضاي تعیین براي که می گذارد ما اختیار
هسته فضاي در مسئله براي تقریبی جواب یک که می خواهیم ما و است دو مرتبه از معادله مشتق بزرگترین اینکه به
اینصورت در که باشد W ۳

۲ [۰, ۱] فضاي در u(x) همان یا عملگر مجهول تابع که می کنیم فرض بیاوریم بدست بازتولیدي
داریم، همچنین Wاست. ۱

۲ [۰, ۱] فضاي در u′′(x) آن، دوم مشتق و ،W ۲
۲ [۰, ۱] است فضاي در u′(x) یعنی آن اول مشتق

W ۳
۲ [۰, ۱] ⊂ W ۲

۲ [۰, ۱] ⊂ W ۱
۲ [۰, ۱],

در L(u(x)) بنابراین و می باشد است فضاها این همه ي مجموع که فضایی بزرگترین در مسئله عملگر است، بدیهی پس
معادله مجهول تابع که W ۳

۲ [۰, ۱] فضاي که است این شود فراموش اینجا در نباید که دیگري نکته است. W ۱
۲ [۰, ۱] فضاي

تابع تولید در باید سازي همگن از پس که است u(۰) = α, u(۱) = β مرزي شرط دو با همراه شده فرض آن در u(x)
کنیم، می تعریف زیر صورت به را ◦W ۳

۲ [۰, ۱] بازتولیدي هسته فضاي پس شوند، لحاظ بازتولیدي هسته
◦W ۳

۲ [۰, ۱] =
{
u(x)| است پیوسته مطلقا تابع u′′(x) که , u′′′(x) ∈ L۲[۰, ۱], x ∈ [۰, ۱], u(۰) = u(۱) = ۰

}
,

می کنیم، تعریف زیر صورت به ◦W ۳
۲ [۰, ۱] فضاي براي را داخلی ضرب و نرم همچنین

< u۱(x), u۲(x) >◦W ۳
۲ [۰,۱]=

۲∑
i=۰

u
(i)
۱ (۰)u(i)۲ (۰) +

∫ ۱

۰
u′′′۱ (x)u

′′′
۲ (x)dx,

∥u(x)∥◦W ۳
۲ [۰,۱] =

√
< u, u >◦W ۳

۲ [۰,۱], ∀u۱(x), u۲(x) ∈ ◦W ۳
۲ [۰, ۱].

یک L که کرد ثابت می توان راحتی به است. L : ◦W ۳
۲ [۰, ۱] −→ W ۱

۲ [۰, ۱] صورت به معادله عملگر فضاي همچنین
L∗ : W ۱

۲ [۰, ۱] −→ صورت به را است L خودالحاقی عملگر که L∗ فرض این با ،[35] است کراندار خطی عملگر
می کنیم. تعریف ◦W ۳

۲ [۰, ۱]

یا هستیم بازتولیدي هسته روش از خطا آنالیز یک ارائه دنبال به که زمان هایی مخصوصا مواقع بعضی در .4 .1 .2 نکته
کوچکتري بازتولیدي هسته فضاهاي که داریم نیاز هستیم معادله مجهول تابع بالاتر مرتبه از مشتق هاي تقریب دنبال به
تابع براي انتخابی بازتولیدي فضاي با متناسب هم عملگر بازتولیدي فضاي باید که است صورت این در کنیم اختیار را
W ۴

۲ [۰, ۱] بازتولیدي فضاهاي در ترتیب به را (1 .2) معادله مجهول تابع بخواهیم اگر مثال عنوان به باشد، مسئله مجهول
می شود، زیر صورت به عملگر فضاي آنگاه کنیم، فرض W ۵

۲ [۰, ۱] و
L : ◦W ۴

۲ [۰, ۱] −→W ۲
۲ [۰, ۱]

L : ◦W ۵
۲ [۰, ۱] −→W ۳

۲ [۰, ۱].

داریم xi ∈ [۰, ۱] نقاط از استفاده با y کردن مشخص با Wو ۱
۲ [۰, ۱] فضاي بازتولیدي هسته تابع ry(x) می دهیم قرار

می دهیم، قرار همچنین و است W ۱
۲ [۰, ۱] فضاي پایه هاي φi(x) که φi(x) = rxi(x)

ψi(x) = L∗φi(x).
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فضاي براي کامل پایه یک زیر لم .[35] داریم را زیر لم است، کراندار خطی عملگر یک L عملگر اینکه فرض با
داد. بسط پایه ها این از استفاده با را فضا این اعضاي از هرکدام می توان که می دهد ارائه ◦W ۳

۲ [۰, ۱]

پایه یک {ψi(x)}∞i=۱ آنگاه می گیریم، نظر در [۰, ۱] بازه از چگال مجموعه اي یک را {xi}∞i=۱ نقاط مجموعه .5 .1 .2 لم
است. ◦W ۳

۲ [۰, ۱] بازتولیدي هسته فضاي براي کامل
،◦W ۳

۲ [۰, ۱] فضاي بازتولیدي هسته تابع را Ry(x) می دهیم قرار

Ry(x) =



(x۵(۱۵۶− ۱۲۰y − ۳۰y۲ − ۱۰y۳ + ۵y۴ − y۵))/۱۸۷۲۰+ ۱/۱۵۶x(۳۶y − ۳۰y۲−
۱۰y۳ + ۵y۴ − y۵) + ۱/۶۲۴x۲(−۱۲۰y + ۱۲۶y۲ − ۱۰y۳ + ۵y۴ − y۵) + (x۳(−۱۲۰y+

۱۲۶y۲ − ۱۰y۳ + ۵y۴ − y۵))/۱۸۷۲+ (x۴(−۳۶y + ۳۰y۲ + ۱۰y۳ − ۵y۴ + y۵))/۳۷۴۴,
x ≤ y,

y۵/۱۲۰+ ۱/۳۱۲x(۷۲y − ۶۰y۲ − ۲۰y۳ − ۳y۴ − ۲y۵) + (x۳(−۱۲۰y − ۳۰y۲ − ۱۰y۳+
۵y۴ − y۵))/۱۸۷۲+ (x۵(−۱۲۰y − ۳۰y۲ − ۱۰y۳ + ۵y۴ − y۵))/۱۸۷۲۰+ ۱/۶۲۴x۲

(−۱۲۰y + ۱۲۶y۲ + ۴۲y۳ + ۵y۴ − y۵) + (x۴(۱۲۰y + ۳۰y۲ + ۱۰y۳ − ۵y۴ + y۵))/۳۷۴۴,
x > y,

است، زیر صورت به ψi(x) محاسبه نحوه بنابراین
ψi(x) = L∗φi(x) =

⟨
L∗φi(y), Rx(y)

⟩
◦W ۳

۲
=
⟨
φi(y),LyRx(y)

⟩
W ۱

۲
= LyRx(y)

∣∣
y=xi

a(y)
∂۲Rx(y)

∂y۲

∣∣∣
y=xi

+
۱

b(y)

∂Rx(y)

∂y

∣∣∣
y=xi

+
۱

c(y)
Rx(y)

∣∣∣
y=xi

.

فضاي از {ψi(x)}∞i=۱
1 یکه متعامد پایه هاي به را {ψi(x)}∞i=۱ پایه هاي اشمیت گرام متعامدسازي فرایند از استفاده با

کنند، صدق زیر شرط در که طوري به می کنیم تبدیل ◦W ۳
۲ [۰, ۱] بازتولیدي

ψi(x) =

i∑
k=۱

βikψk(x)

هستند. متعامد سازي ثابت هاي βik که

1 بازتولیدي-حالت هسته روش 3 .1 .2
1 حالت از استفاده با خطی منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله جواب تقریب 4 .1 .2

معادله تحلیلی جواب آنگاه ،[۰, ۱] بازه از چگال مجموعه اي یک را {xi}∞i=۱ نقاط مجموعه می دهیم قرار .6 .1 .2 قضیه
است. زیر فرم به (1 .2)

u(x) =

∞∑
i=۱

i∑
k=۱

βik(F(xk) +Nu(xk))ψi(x). (2 .2)
1Normal Orthogonal Basis
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سري روي از را تقریبی جواب آوردن بدست روش می خواهیم اکنون کنید. رجوع [35] به فوق قضیه اثبات ملاحظه براي
تبدیل صورت به که غیرخطی مسائل حل کلی فرم و مسئله بودن غیرخطی به باتوجه بخش این اهمیت دهیم. شرح (2 .2)
است خطی (1 .2) معادله که حالتی براي می شود. دوچندان است، آن متناظر خطی مسئله حل براي تکرار تعداد یک به آن

می شود، محاسبه زیر صورت به تقریبی جواب N(u(x)) = ۰ یعنی

un(x) =

n∑
i=۱

i∑
k=۱

βikF(xk)ψi(x). (3 .2)

بازه در نقطه nتا با دیفرانسیل معادله تقریبی جواب را un(x) و است [۰, ۱] بازه به متعلق {xi}ni=۱ نقاط مجموعه که
می نامیم. ◦W ۳

۲ [۰, ۱] فضاي بازتولیدي هسته از حاصل پایه ي nتا یا [۰, ۱]

خطی منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله براي 1 حالت همگرایی آنالیز 5 .1 .2
،[53] داریم را زیر نتایج صورت این در باشند V هیلبرت فضاي از یکه متعامد سیستم {vi}∞i=۱ کنید فرض .7 .1 .2 قضیه

1 بسل نامساوي .1
∞∑
i=۱

| < v, vi > |۲ ≤ ∥v∥۲, ∀v ∈ V

همگراست. V در ∀v ∈ V ،∑∞
i=۱ < v, vi > vi سري .2

.ai =< v, vi > آنگاه ∑∞
i=۱ aivi ∈ V اگر .3

.∑∞
i=۱ |ai|

۲ <∞ اگر تنها و اگر است همگرا V در ∑∞
i=۱ aivi سري .4

پایه هاي {vi}∞i=۱ صورت این در باشند V هیلبرت فضاي از یکه متعامد سیستم {vi}∞i=۱ کنید فرض .8 .1 .2 قضیه
.[53] هستند V هیلبرت فضاي براي یکه متعامد و کامل

(1 .2) معادله براي تحلیلی جواب یک N(u(x)) = ۰ که حالتی براي (2 .2) سري اگر همگرایی) (قضیه .9 .1 .2 قضیه
و باشد ◦W ۳

۲ [۰, ۱] بازتولیدي فضاي در

u(x) =

∞∑
i=۱

⟨
u(x), ψi(x)

⟩
◦W ۳

۲
ψi(x),

ψi(x) =

i∑
k=۱

βikψk(x),

آنگاه است، ◦W ۳
۲ [۰, ۱] فضاي از یکه متعامد پایه هاي {ψi(x)}∞i=۱ که

un(x) =

n∑
i=۱

i∑
k=۱

βikF(xk)ψi(x),

.∥∥un(x)− u(x)
∥∥

◦W ۳
۲
−→ ۰ (n −→ ∞) داریم و است (1 .2) معادله تقریبی جواب

1Bessel’s Inequality
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داریم، اثبات.

u(x) =

∞∑
i=۱

⟨
u(x), ψi(x)

⟩
◦W ۳

۲
ψi(x) =

∞∑
i=۱

i∑
k=۱

βik
⟨
u(x), ψk(x)

⟩
◦W ۳

۲
ψi(x)

=

∞∑
i=۱

i∑
k=۱

βik
⟨
u(x),L∗φk

⟩
◦W ۳

۲
ψi(x) =

∞∑
i=۱

i∑
k=۱

βik
⟨
N(u(x)) + F(x), φk

⟩
◦W ۳

۲
ψi(x)

=

∞∑
i=۱

i∑
k=۱

βik(N(u(xk)) + F(xk))ψi(x),

.un(x)
∥.∥◦W ۳

۲−−−−→ u(x) (n −→ ∞) که می شود ثابت راحتی به 8 .1 .2 و 7 .1 .2 قضیه به توجه با و

1 حالت از استفاده با غیرخطی منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله جواب تقریب 6 .1 .2
می کنیم، محاسبه زیر صورت به را تقریبی جواب N(u(x)) ̸= ۰ یعنی است غیرخطی (1 .2) معادله که حالتی براي اما

می کنیم، بازنویسی زیر صورت به را (2 .2) سري ابتدا

u(x) =

∞∑
i=۱

Aiψi(x),

که
Ai =

i∑
k=۱

βik(F(xk) +Nu(xk))ψi(x).

اولیه تابع یک به نیاز اینکار براي می شوند، محاسبه زیر صورت به Biها استفاده با که هستند مجهول Ai حقیقت در
می کنیم تعریف و کند صدق معادله مرزي شرایط در که طوري به داریم u۱(x)

un+۱(x) =

n∑
i=۱

Biψi(x), (4 .2)
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که
B۱ = β۱۱(F(x۱) +Nu۱(x۱)),

u۲(x) = B۱ψ۱(x),

B۲ =

۲∑
k=۱

β۲k(F(xk) +Nu۲(xk)),

u۳(x) = B۱ψ۱(x) +B۲ψ۲(x),

. . .

Bn =

n∑
k=۱

βnk(F(xk) +Nun(xk)),

un+۱(x) =

n∑
k=۱

Bkψk(x).

(5 .2)

غیرخطی مسئله براي 1 حالت همگرایی آنالیز 7 .1 .2
آنها اثبات که می گیریم بهره زیر قضیه و لم از (5 .2) شرایط با (4 .2) سري از حاصل تقریبی جواب همگرایی اثبات براي

است. آمده [35] در

آنگاه ،xn −→ y و un(x)
∥.∥◦W ۳

۲−−−−→ u(x) (n −→ ∞) اگر .10 .1 .2 لم
un(xn) −→ u(y) (n −→ ∞).

باشند، چگال [۰, ۱] بازه در {xi}∞i=۱ اگر است، کراندار (4 .2) رابطه در ∥un(x)∥◦W ۳
۲

که کنید فرض .11 .1 .2 قضیه
داریم زیر صورت به را دقیق جواب و (1 .2) معادله در u(x) دقیق جواب به است همگرا un(x) تقریبی جواب آنگاه

u(x) =

∞∑
i=۱

Biψi(x),

شده اند. داده (5 .2) رابطه طبق Biها که

2 بازتولیدي-حالت هسته روش 8 .1 .2
2 حالت از استفاده با غیرخطی و خطی منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله جواب تقریب 9 .1 .2

بازتولیدي هسته فضاي همچنین می گیریم. نظر در شده ذکر مفروضات همه با را (1 .2) دیفرانسیل معادله اول حالت همانند
کنیم، می تعریف زیر صورت به و گرفته نظر در ◦W ۳

۲ [۰, ۱] اول حالت همانند را
◦W ۳

۲ [۰, ۱] =
{
u(x)| است پیوسته مطلقا تابع u′′(x) که , u′′′(x) ∈ L۲[۰, ۱], x ∈ [۰, ۱], u(۰) = u(۱) = ۰

}
,

به معادله عملگر فضاي می کنیم. تعریف اول حالت همانند ◦W ۳
۲ [۰, ۱] فضاي براي را داخلی ضرب و نرم این بر علاوه

خطی معکوس پذیر دیفرانسیلی عملگر یک L(um(x)) می کنیم فرض است. L : ◦W ۳
۲ [۰, ۱] −→ W ۱

۲ [۰, ۱] صورت
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um−۱(x) که می کنیم فرض و m = ۱ می دهیم قرار باشد. پیوسته نیز N(um−۱(x)) غیرخطی عملگر و باشد کراندار
تکرار هر براي و می کند صدق (1 .2) مسئله مرزي شرایط در u۰(x) که طوري به باشد اولیه تابع یک m = ۱ براي
{xi}∞i=۱ مانند [۰, ۱] بازه از شمارش قابل و چگال زیرمجموعه یک می کنیم. محاسبه را um−۱(x) mتابع = ۲, ۳, . . .

می کنیم تعریف و می کنیم انتخاب

ϕi(x) = Ry(x)
∣∣
y=xi

, i = ۱, ۲, . . .

راحتی به همچنین می باشند. W ۱
۲ [۰, ۱] فضاي بازتولیدي هسته ry(x) و ◦W ۳

۲ [۰, ۱] فضاي بازتولیدي هسته Ry(x) که
پایه هاي φi(x) که φi(x) = rxi(x) است. ◦W ۳

۲ [۰, ۱] فضاي براي کامل سیستم یک {ϕi(x)}∞i=۱ که می شود ثابت
می دهیم، قرار همچنین و است W ۱

۲ [۰, ۱] فضاي
ϕi(x) = L∗φi(x).

است. L خودالحاقی عملگر L∗ که
باشد، داشته وجود L−۱ و باشد [۰, ۱] بازه از شمارش قابل و چگال زیرمجموعه یک {xj}∞j=۱ کنید فرض .12 .1 .2 قضیه

است زیر صورت به (1 .2) مسئله تحلیلی جواب آنگاه

um(x) =

∞∑
i=۱

ci,mϕi(x), m = ۱, ۲, . . . (6 .2)

N(um−۱(x)) مسئله غیرخطی جمله براي تکرارها تعداد m و شوند محاسبه باید که هستند مجهول ضرایب ci,m که
است.

اثبات.

L(um(xj)) =
⟨
L(um(x)), φj(x)

⟩
=
⟨
um(x),L∗φj(x)

⟩
=
⟨ ∞∑

i=۱

ci,mϕi(x),L∗φj(x)
⟩
=

⟨
L
( ∞∑

i=۱

ci,mϕi(x)
)
, ϕj(x)

⟩
=
⟨ ∞∑

i=۱

ci,mL(ϕi(x)), φj(x)
⟩
=

∞∑
i=۱

ci,mL(ϕi(x))|x=xj =

N(um−۱(x))|x=xj + F(xj), j = ۱, ۲, . . . m = ۱, ۲, . . .

در است [۰, ۱] بازه در چگال نقاطی {xj}∞j=۱ که آنجا از و L(um(xj)) = N(um−۱(x))|x=xj + F(xj) بنابراین
است، زیر صورت به نقطه nتا با (1 .2) مسئله تقریبی جواب و L(um(x)) = N(um−۱(x)) + F(x) داریم نتیجه

un,m(x) =

n∑
i=۱

ci,mϕi(x), (7 .2)

باشد. بزرگ کافی قدر به باید m که
تقریبی جواب از استفاده با می کنیم. بیان را ci,m, i = ۱, ۲, . . . m = ۱, ۲, . . . مجهول ضرایب محاسبه نحوه اکنون

می کنیم تعریف زیر صورت به را Rn(x) مانده تابع (1 .2) معادله در آن دادن قرار و un,m(x)

Rn(x) = L(un,m(x))−N(un,m−۱(x))− F(x), (8 .2)
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یعنی باشد، صفر برابر زیر داخلی ضرب که می کنیم محاسبه طوري را ci,m ضرایب ⟩اکنون
Rn(x), ϕj(x)

⟩
◦W ۳

۲
= ۰, j = ۱, ۲, . . . , n (9 .2)

داریم un,m(x) تقریبی جواب تعریف و مانده تابع تعریف از استفاده ⟩با
Rn(x), ϕj(x)

⟩
=
⟨
L(un,m(x))−N(un,m−۱(x))− F(x), ϕj(x)

⟩
=
⟨
L(un,m(x)), ϕj(x)

⟩
−
⟨
N(un,m−۱(x)) + F(x), ϕj(x)

⟩
=
⟨
L
( n∑

i=۱

ci,mϕi(x)
)
, ϕj(x)

⟩
−
⟨
N(un,m−۱(x)) + F(x), ϕj(x)

⟩
=

n∑
i=۱

ci,m
⟨
L(ϕi(x)), ϕj(x)

⟩
−
⟨
N(un,m−۱(x)) + F(x), ϕj(x)

⟩
= ۰,

که می رسیم زیر فرم به خطی جبري معادلات دستگاه یک به داخلی ضرب در بازتولیدي خاصیت از استفاده با نهایت در
کرد. محاسبه را ci,m ضرایب می توان آن حل با

n∑
i=۱

ci,mLϕi(x)|x=xj = N(un,m−۱(x))|x=xj + F(xj), m = ۱, ۲, . . . j = ۱, ۲, . . . , n. (10 .2)

غیرخطی و خطی منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله براي 2 حالت همگرایی آنالیز 10 .1 .2
را آنها ادامه در که داریم لم ها و قضیه ها و تعاریف سري یک به نیاز ما دوم حالت در همگرایی قضیه اثبات براي

.[53] می آوریم
فشرده را B مجموعه ،H نرم دار فضاي از مجموعه زیر یک را B می دهیم قرار فشرده  1) (مجموعه ي .13 .1 .2 تعریف
همگراست. v ∈ B از عضو یک به که باشد {vin} همگراي زیردنباله ي یک شامل {vi} ⊂ B دنباله هر اگر می نامیم

صورت این در باشد فشرده (B) آن 2 بستار که باشد مجموعه اي یک B اگر فشرده) نسبتا (مجموعه ي .14 .1 .2 تعریف
می نامیم. 3 فشرده نسبتا مجموعه یک B

v ∈ D(L) Lدر : H۱ −→ H۲ عملگر و نرم دار فضاي دو H۲ و H۱ می دهیم قرار پیوسته 4) ( عملگر .15 .1 .2 تعریف
اگر است }پیوسته

{vn} ⊂ D(L), و vn −→ v در H۱
}

=⇒
{
L(vn) −→ L(v) در H۲

}
.

باشد. پیوسته D(L) خود دامنه تمام در اگر می نامیم پیوسته را L عملگر
یک L : H۱ −→ H۲ عملگر و نرم دار فضاي دو H۲ و H۱ می دهیم قرار کراندار 5) و پیوسته ( عملگر .16 .1 .2 قضیه

باشد. کراندار H۱ در اگر تنها و اگر می نامیم پیوسته را L آنگاه باشد خطی عملگر
1Compact Set 2Closure 3Precompact Set 4ConƟnuous Operator 5Bounded and ConƟnuous Operator
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کراندار و بسته ،D ⊂ R و B ⊂ C(D) که می گیریم درنظر را B مجموعه آرزِلا-آسکُلی 6) ( قضیه .17 .1 .2 قضیه
یعنی، باشند هم پیوسته7 و کراندار یکنواخت طور به B در تابع ها که می کنیم فرض است.

supy(x)∈B∥y(x)∥∞ <∞,

∀x̂, x̌ ∈ D ∥(x̂− x̌)∥ ≤ ϵ, =⇒ |y(x̂)− y(x̌)| ≤ dB(ϵ), ∀y(x) ∈ B

است. C(D) در فشرده نسبتا مجموعه یک B آنگاه .dB(ϵ) −→ ۰ (ϵ −→ ۰) و
فضاي در فشرده مجموعه یک B آنگاه B = {un,m(x)| ∥un,m(x)∥◦W ۳

۲ [۰,۱] ≤ ζ} کنیم فرض اگر .18 .1 .2 لم
است. ثابت یک ζ که است C[۰, ۱]

داریم بازتولیدي هسته پایه اي خواص از استفاده با اثبات.
∥Rx(y)∥۲ = < Rx(y), Rx(y) > = Rx(x) < ζ۱,

داریم، ∀un,m(x) ∈ B کوشی-شوارتز1 نامساوي از استفاده با است. ثابت یک ζ۱ که
|un,m(x)| = | < un,m(y), Rx(y) > |

≤
√
< un,m(y), un,m(y) > . < Rx(y), Rx(y) >

= ∥un,m(y)∥ ∥Rx(y)∥ ≤ ζζ
۱
۲
۱ ,

δ > ۰ دارد وجود ∀un,m(x) ∈ B و ∀ϵ > ۰ همچنین .C[۰, ۱] در است کراندار یکنواخت طور به B مجموعه بنابراین
داریم، طوریکه به

|un,m(x+ h)− un,m(x)| = | < un,m(y), Rx+h(y)−Rx(y) > |

≤ ∥un,m(y)∥ ∥Rx+h(y)−Rx(y)∥

≤ ζ.
(
∥∂Rx(y)

∂x
|x=η∥.|h|

)
, η ∈ [x, x+ h].

داریم بازتولیدي هسته پایه اي خواص از و
∥∂Rx(y)

∂x
∥ ≤ ζ۲,

داریم |h| < δ وقتیکه ،δ = ϵ
ζζ۲

بگیریم درنظر اگر است. ثابت یک ζ۲ که
|un,m(x+ h)− un,m(x)| < ϵ.

آنجا از است. فشرده نسبتا B مجموعه آرزلا-آسکلی، قضیه از استفاده با نتیجه در و است هم پیوسته un,m(x) بنابراین
است. فشرده B مجموعه ي پس می باشد خودش B مجموعه ي بستار که

معادله تقریبی جواب آنگاه باشند، [۰, ۱] بازه در چگال نقاطی {xi}∞i=۱ کنید فرض همگرایی) (قضیه .19 .1 .2 قضیه
یعنی همگراست معادله دقیق جواب به (1 .2)

un,m(x)
n−→∞−−−−→ u(x), m = ۱, ۲, . . . .

6Arzela-Ascoli 7EquiconƟnuous 1Cauchy-Schwartz
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می راحتی به 17 .11 .1 قضیه از استفاده با آنگاه un,m(x)
∥.∥◦W ۳

۲−−−−→ u(x) که کنیم ثابت اگر است مشخص اثبات.
داریم (10 .2) و (8 .2) (7 .2) رابطه هاي به باتوجه گرفت. نتیجه را یکنواخت همگرایی توان

L(un,m(xi)) = N(un,m−۱(x))|x=xi + F(xi),
m = ۱, ۲, . . . i = ۱, ۲, . . . , n

است بدیهی و است B مجموعه به متعلق {un,m(x)}∞n=۱ دنباله و است فشرده B مجموعه ي 18 .1 .2 لم از استفاده با
شامل {un,m(t)}∞n=۱ دنباله نرم دار فضاي در فشرده مجموعه تعریف از استفاده با همچنین و .u(x) ∈ B که
که می کنیم فرض همگراست. B مجموعه از عضو یک به که است {un,ml(x)}∞l=۱ مانند همگرا دنباله زیر یک

داریم، .{un,ml(x)}n→∞
l→∞ −→ u(x)

L(un,ml(xi)) = N(un,ml−۱(x))|x=xi + F(xi),
m = ۱, ۲, . . . i = ۱, ۲, . . . , n

(11 .2)

می کنیم فرض همچنین و می باشد پیوسته عملگري 16 .1 .2 قضیه بنابر پس است کراندار خطی عملگر یک L که آنجا از
داریم، un,ml(x) −→ u(x) و 15 .1 .2 تعریف از استفاده با بنابراین باشد، پیوسته نیز N غیرخطی عملگر که

L(un,ml(x)) −→ L(u(x)),
N(un,ml−۱(x)) −→ N(u(x)).

ما اکنون .∥un,ml(x)− u(x)∥◦W ۳
۲
−→ ۰ (n −→ ∞) نتیجه در و Rn(x) −→ ۰ ،(11 .2) معادله در بنابراین

17 .11 .1 قضیه از استفاده با می کنیم. ثابت را un,ml(x)
n,l−→∞−−−−−→ u(x), (m = ۱, ۲, . . . ) یکنواخت همگرایی

داریم تولیدي هسته تابع پایه اي خواص و

|un,ml(x)− u(x)| =| < un,ml(y)− u(y), Rx(y) >◦W ۳
۲
|

≤∥un,ml(y)− u(y)∥◦W ۳
۲
∥Rx(y)∥◦W ۳

۲

≤M∥un,ml(y)− u(y)∥◦W ۳
۲

.un,ml(x)
n−→∞−−−−→ u(x) بنابراین

3 بازتولیدي-حالت هسته روش 11 .1 .2
صورت به بازتولیدي هسته تابع از را، استفاده مورد پایه هاي که تفاوت این با است دوم حالت به شبیه کاملا سوم حالت

می آوریم، بدست زیر
Ψi(x) = LyRy(x)

∣∣
y=xi

, i = ۱, ۲, . . . (12 .2)
L و ◦W ۳

۲ [۰, ۱] فضاي بازتولیدي هسته Ry(x) و [۰, ۱] بازه از شمارش قابل و چگال زیرمجموعه یک {xi}∞i=۱ که
دارد وجود حالت این براي عینا نیز دوم حالت در مفروضات تمام همچنین می باشند، (1 .2) مسئله کراندار خطی عملگر
جدید پایه هاي از ما که تفاوت این با است دوم حالت همانند نیز همگرایی قضیه اثبات نحوه و دیفرانسیل معادله حل و

می کنیم. استفاده (12 .2)
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عددي مثال هاي 12 .1 .2
بگیرید نظر در را زیر خطی مرزي مقدار منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله .20 .1 .2 مثال

εu′′(x) +
۱
x
u′(x) + (۱+ x۲)u(x) =

e−x (x۵ − x۴ + x۳(ϵ+ ۱)− x۲(۵ϵ+ ۲) + x(۴ϵ+ ۳)− ۱)
x

,

u(۰) = u(۱) = ۰, x ∈ [۰, ۱]

است. u(x) = x(x− ۱)e−x معادله این دقیق جواب که
بگیرید نظر در را زیر غیرخطی مرزي مقدار منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله .21 .1 .2 مثال

εu′′(x) +
۱
x
u′(x) + (۱+ x۲)u(x) + u۲(x)u′(x) = f(x),

u(۰) = u(۱) = ۰, x ∈ [۰, ۱]

و است u(x) = ex
۲ − ex معادله این دقیق جواب

.f(x) = −ex(x۳+xϵ+x+۱)+ex
۲
x(x۲(۴ϵ+۱)+۲ϵ+۳)+۲e۳x۲

x۲−e۲x۲+x(۴x+۱)x−e۳xx+۲ex(x+۲)(x+۱)x
x

بگیرید نظر در را زیر خطی منفرد اختشاشی جزئی دیفرانسیل معادله .22 .1 .2 مثال

ε∂۲
xu(x, t) +

۱
t− ۱

∂xu(x, t) +
۱
x
∂tu(x, t) + u(x, t) = f(x, t),

(x, t) ∈ [۰, ۱]× [۰, ۱],

u(۰, t) = u(۱, t) = ۰, t ∈ [۰, ۱],

u(x, ۰) = ۰, x ∈ [۰, ۱].

است. u(x, t) = sin(x(x− ۱))t معادله این دقیق جواب که
بگیرید نظر در را زیر غیرخطی منفرد اختشاشی جزئی دیفرانسیل معادله .23 .1 .2 مثال

ε∂۲
xu(x, t) +

۱
t− ۱

∂xu(x, t) +
۱
x
∂tu(x, t) + u(x, t) + ∂xu(x, t)u

۲(x, t) = f(x, t),

(x, t) ∈ [۰, ۱]× [۰, ۱],

u(۰, t) = u(۱, t) = ۰, t ∈ [۰, ۱],

u(x, ۰) = ۰, x ∈ [۰, ۱].

است. u(x, t) = (x− ۱)sin(x)sin(t) معادله این دقیق جواب که
نتایج و می کنیم حل متمتیکا1 ریاضی نرم افزار از استفاده و بخش این در شده مطرح حالت سه هر با را مثال چهار این ما
جدول در یکدیگر با را کامپیوتري4 برنامه اجراي زمان و خطا3 دو نرم و مطلق2 خطاي ماکزیمم مقادیر، محاسبه ي از حاصل
i = ۱, ۲, . . . , n xi =

i
n+۱ صورت به [۰, ۱] بازه در را نقاط که است ذکر قابل همچنین و می کنیم مقایسه 2 .2 و 1 .2

1MathemaƟca 2Maximum Absolute Error 3Root Mean Square 4CPU Time
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بخش این در شده ذکر روش سه هر با (21 .1 .2) مثال و (20 .1 .2) مثال حل از حاصل نتایج مقایسه ي :1 .2 جدول
مثال (20 .1 .2) مثال (21 .1 .2)

ε = ۲−۱۰ اول روش دوم روش سوم روش اول روش دوم روش سوم روش

L∞

n = ۶۴ ۱٫۱۵× ۱۰−۵ ۱٫۹۰× ۱۰−۶ ۱٫۲۰× ۱۰−۵ ۵٫۴۰× ۱۰−۵ ۵٫۴۰× ۱۰−۵ ۲٫۳۰× ۱۰−۵

n = ۱۲۸ ۱٫۶۰× ۱۰−۶ ۲٫۷۰× ۱۰−۷ ۱٫۶۰× ۱۰−۶ ۱٫۵۰× ۱۰−۵ ۷٫۰۰× ۱۰−۶ ۴٫۰۰× ۱۰−۶

n = ۲۵۶ ۲٫۳۰× ۱۰−۷ ۳٫۱۰× ۱۰−۸ ۲٫۳۰× ۱۰−۷ ۱٫۶۰× ۱۰−۶ ۷٫۵۰× ۱۰−۷ ۵٫۶۰× ۱۰−۷

L۲

n = ۶۴ ۸٫۰۵× ۱۰−۶ ۹٫۰۴× ۱۰−۷ ۸٫۰۵× ۱۰−۶ ۴٫۰۷× ۱۰−۵ ۳٫۸۷× ۱۰−۵ ۱٫۹۵× ۱۰−۵

n = ۱۲۸ ۱٫۰۵× ۱۰−۶ ۱٫۲۸× ۱۰−۷ ۱٫۰۵× ۱۰−۶ ۷٫۷۶× ۱۰−۶ ۴٫۸۳× ۱۰−۶ ۲٫۴۵× ۱۰−۶

n = ۲۵۶ ۱٫۴۸× ۱۰−۷ ۱٫۳۹× ۱۰−۸ ۱٫۴۸× ۱۰−۷ ۱٫۰۳× ۱۰−۶ ۵٫۴۵× ۱۰−۷ ۲٫۴۱× ۱۰−۷

CPU Time (sec)

n = ۶۴ ۱۱ ۶٫۵ ۱۲ ۱۷٫۵ ۱۰ ۱۵٫۵

n = ۱۲۸ ۴۹٫۵ ۱۴٫۵ ۲۵ ۸۴ ۲۶٫۵ ۳۹٫۵

n = ۲۵۶ ۳۱۳٫۵ ۳۹ ۶۲ ۷۹۲٫۵ ۹۰٫۵ ۲۴۲٫۵

انتخاب n = n۱ ×n۲ که ( i
n۱+

۱
۲
, j
n۲+

۱
۳

)
i = ۱, ۲, . . . , n۱ , j = ۱, ۲, . . . , n۲صورت به [۰, ۱]× [۰, ۱] درناحیه و

می کنیم.

L∞ =Max۰≤x≤۱|u(x)− un(x)|,

L۲ =

√√√√ n∑
i=۱

(un(xi)− u(xi))۲

n
.

1 هموتوپی تحلیل روش 2 .2
مقدمه 1 .2 .2

براي قدرتمند بسیار تحلیلی نیمه روش یک ،[54] شده مطرح لیائو2 شیجون توسط بار اولین که هموتوپی تحلیل روش
نظیر مهندسی مسائل از بسیاري حل در هموتوپی تحلیل روش است. بالا بسیار غیرخطی مرتبه با غیرخطی مسائل حل

1Homotopy Analysis Method 2Shijun Liao

32



دیفرانسیل معادله حل براي هموتوپی تحلیل روش و بازتولیدي هسته روش دوممعرفی فصل

سوم) روش چپ: دوم روش وسط: اول روش (راست: n = ۱۰۰, ε = ۲−۳۰ با (20 .1 .2) مثال براي مطلق خطاي :1 .2 شکل

سوم) روش چپ: دوم روش وسط: اول روش (راست: n = ۱۰۰, ε = ۲−۳۰ با (21 .1 .2) مثال براي مطلق خطاي :2 .2 شکل

بخش این در شده ذکر روش سه هر با (23 .1 .2) مثال و (22 .1 .2) مثال حل از حاصل نتایج مقایسه ي :2 .2 جدول
مثال (22 .1 .2) مثال (23 .1 .2)

ε = ۱۰−۶ اول روش دوم روش سوم روش اول روش دوم روش سوم روش

L∞

n = ۳۶ ۳٫۲۰× ۱۰−۴ ۸٫۵۰× ۱۰−۴ ۳٫۲۰× ۱۰−۴ ۷٫۰۰× ۱۰−۴ ۸٫۰۰× ۱۰−۴ ۷٫۰۰× ۱۰−۴

n = ۷۲ ۱٫۵۰× ۱۰−۴ ۶٫۰۰× ۱۰−۴ ۱٫۵۰× ۱۰−۴ ۳٫۰۰× ۱۰−۴ ۵٫۵۰× ۱۰−۴ ۳٫۰۰× ۱۰−۴

n = ۱۴۴ ۴٫۵۰× ۱۰−۵ ۲٫۳۰× ۱۰−۴ ۴٫۷۵× ۱۰−۵ ۱٫۳۰× ۱۰−۴ ۲٫۴۰× ۱۰−۴ ۱٫۳۰× ۱۰−۴

L۲

n = ۳۶ ۱٫۵۳× ۱۰−۴ ۳٫۸۴× ۱۰−۴ ۱٫۵۳× ۱۰−۴ ۲٫۲۱× ۱۰−۴ ۳٫۱۹× ۱۰−۴ ۲٫۲۷× ۱۰−۴

n = ۷۲ ۵٫۶۰× ۱۰−۵ ۲٫۶۵× ۱۰−۴ ۵٫۶۰× ۱۰−۵ ۷٫۵۵× ۱۰−۴ ۲٫۳۹× ۱۰−۴ ۷٫۷۳× ۱۰−۵

n = ۱۴۴ ۲٫۰۱× ۱۰−۵ ۱٫۱۰× ۱۰−۴ ۲٫۰۱× ۱۰−۵ ۳٫۰۹× ۱۰−۵ ۹٫۷۵× ۱۰−۵ ۳٫۱۵× ۱۰−۵

CPU Time (sec)

n = ۳۶ ۴٫۵ ۱٫۵ ۸٫۵ ۱۰٫۵ ۳ ۱۴٫۵

n = ۷۲ ۲۷٫۵ ۳ ۱۹٫۵ ۶۹٫۵ ۸٫۵ ۴۸٫۵

n = ۱۴۴ ۱۹۵٫۵ ۹٫۵ ۵۰ ۷۹۰٫۵ ۳۰ ۱۷۶٫۵
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سوم) روش چپ: دوم روش وسط: اول روش (راست: n = ۱۰۰, ε = ۱۰−۲۰ با (22 .1 .2) مثال براي مطلق خطاي :3 .2 شکل

سوم) روش چپ: دوم روش وسط: اول روش (راست: n = ۱۰۰, ε = ۱۰−۲۰ با (23 .1 .2) مثال براي مطلق خطاي :4 .2 شکل

حل براي هموتوپی تحلیل روش از معمولا .[56،55] دارد گسترده کاربرد جرم5 انتقال و گرما4 انتقال و سیالات3 مکانیک
دیفرانسیل- مسائل و منفرد اختشاشی مسائل اکثر چون ولی می شود استفاده غیرخطی شدیداً مسائل یا غیرخطی مسائل
نوسانی رفتارهاي یا مرزي لایه رفتارهاي داراي و هستند خطی می شوند آورده رساله این در که منفرد اختشاشی تفاضلی
حاصل نتایج حتی و روشها دیگر با را حاصل نتایج و می کنیم سازي پیاده آنها حل براي را تکنیک این ما هستند شدید
مسائلی روي بر تنها هموتوپی تحلیل روش که کرد توجه نکته این به باید ابتدا می کنیم. مقایسه ریاضی نرم افزارهاي از
باشند. داشته وجود سري فرم به هم جواب مشتقات این بر علاوه و باشند سري فرم به جواب داراي که است استفاده قابل
فراهم هموتوپی تحلیل روش اصلی مزیت هاي از یکی و می باشد سري یک فرم به هموتوپی تحلیل روش از حاصل جواب
پایه ها این خطی ترکیب از حاصل سري یک فرم به مسئله جواب نوشتن براي مختلف پایه هاي از استفاده امکان کردن
هموتوپی روش پایه ها، این مبناي بر سپس و می کنیم انتخاب را معادله با متناسب پایه هاي ابتدا ما که طوري به است،
مناسب راه یک باشد. پایه اعضاي از خطی ترکیب از متشکّل جواب سري همواره که گونه اي به می کنیم سازي پیاده را
این دل در که است ℏ کمکی6 پارامتر از استفاده هموتوپی تحلیل روش از حاصل جواب سري همگرایی تضمین براي
خطی عملگر همچنین و ℏ کمکی پارامتر انتخاب در آزادي هموتوپی تحلیل روش دیگر هاي مزیت از دارد. وجود تکنیک
داراي که را زیر غیرخطی منفرد اختشاشی مسئله ابتدا بخش این در هموتوپی تحلیل روش معرفی براي است. L کمکی7

می گیریم، نظر در است مرزي لایه }رفتار
εU ′′(t) + U ′(t)− tU۳(t) = t۲ − ۱,
U(۰) = ۰, U(۱) = ۱, t ∈ [۰, ۱]

(13 .2)

تحلیل روش پایه اي مفاهیم اکنون است. شده آورده 5 .2 شکل در ε مختلف مقادیر براي معادله این جواب رفتار
می آوریم. روش این براي را همگرایی قضیه همچنین و می کنیم معرفی (13 .2) معادله حل براي هموتوپی

3Fluid Mechanics 4Heat Transfer 5Mass Transfer 6 Auxiliary Parameter 7 Auxiliary Linear Operator
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متمتیکا نرم افزار NDSolve دستور از استفاده با ε مختلف مقادیر براي (13 .2) معادله جواب رفتار :5 .2 شکل

1 صفر مرتبه دگردیسی معادله 2 .2 .2
شرایط در که طوري به می گیریم نظر در U(t) تابع یعنی مسئله دقیق جواب از اولیه حدس یک عنوان به را U۰(t) تابع

کند، صدق (13 .2) معادله مرزي
U۰(t) = t. (14 .2)

پیوسته2 نگاشت نوع یک پایه بر هموتوپی تحلیل روش می نامیم. نشانده1 پارامتر آنرا و q ∈ [۰, ۱] می دهیم قرار
جواب به U۰(t) اولیه حدس از Φ(t; q) ،۱ به ۰ از q نشانده پارامتر مقدار افزایش با طوریکه به است U(t) −→ Φ(t; q)

می کنیم، انتخاب زیر صورت به را L خطی کمکی پارامتر منظور این براي می کند. پیدا تغییر U(t) مسئله دقیق

L[Φ(t; q)] = ε
∂۲Φ(t; q)

∂t۲
+
∂Φ(t; q)

∂t
, (15 .2)

می کنیم، تعریف زیر صورت به را N [Φ(t; q)] غیرخطی عملگر و

N [Φ(t; q)] = ε
∂۲Φ(t; q)

∂t۲
+
∂Φ(t; q)

∂t
− tΦ۳(t; q)− t۲ + ۱. (16 .2)

یک q ∈ [۰, ۱] نشانده پارامتر از استفاده با کمکی3، تابع و کمکی پارامتر H(t) ̸= ۰ و ℏ ̸= ۰ می دهیم قرار ترتیب به
زیر صورت به را معادلات از مجموعه

(۱− q) L[Φ(t; q)− U۰(t)] = ℏ q H(t) N [Φ(t; q)], (17 .2)
می سازیم، زیر مرزي شرایط با

Φ(۰; q) = ۰, Φ(۱; q) = ۱. (18 .2)
به، می شود تبدیل (17 .2) معادله q = ۰ وقتی

L[Φ(t; ۰)− U۰(t)] = ۰, t ≥ ۰ (19 .2)
زیر، مرزي شرایط با

Φ(۰; ۰) = ۰, Φ(۱; ۰) = ۱. (20 .2)
1     Zero-Order DeformaƟon EquaƟon 1Embedding Parameter 2ConƟnuous Mapping 3 Auxiliary FuncƟon
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آورد، بدست را (20 .2) و (19 .2) معادله جواب می توان راحتی به (15 .2) و (14 .2) معادله هاي اساس بر
Φ(t; ۰) = U۰(t). (21 .2)

به، می شود تبدیل (17 .2) معادله q = ۱ وقتی
ℏ H(t) N [Φ(t; ۱)] = ۰, t ≥ ۰ (22 .2)

زیر، مرزي شرایط با
Φ(۰; ۱) = ۰, Φ(۱; ۱) = ۱. (23 .2)

با، است برابر (23 .2) مرزي شرایط با (22 .2) معادله جواب پس H(t) ̸= ۰ و ℏ ̸= ۰ ،(16 .2) معادله در که ازآنجا
Φ(t; ۱) = U(t). (24 .2)

تابع آنگاه می یابد پیدا افزایش ۱ به ۰ از q نشانده پارامتر که زمانی ،(24 .2) و (21 .2) معادله هاي اساس بر بنابراین
معادلات را (18 .2) و (17 .2) معادله هاي می کند. پیدا تغییر U(t) مسئله دقیق جواب به U۰(t) اولیه حدس از Φ(t; q)

می نامیم. (13 .2) مسئله براي صفر مرتبه دگردیسی
تابع و ℏ کمکی پارامتر انتخاب در زیادي آزادي ما هموتوپی، تحلیل روش مفاهیم و ویژگیها به توجه با .1 .2 .2 نکته
پارامترهاي از یک هر انتخاب در آزادي این داریم. U۰(t) اولیه حدس همچنین و L کمکی خطی عملگر و H(t) کمکی

است. روش این پذیري انعطاف و اعتبار و درستی پایه و اساس و دارد مهمی نقش شده گفته
دادن قرار و L کمکی خطی عملگر و مسئله تقریبی جواب از U۰(t) اولیه حدس و ℏ کمکی پارامتر انتخاب در آزادي با
به (18 .2) و (17 .2) صفر مرتبه دگردیسی معادله براي Φ(t; q) جواب کنیم فرض می توانیم ،H(t) = ۱ کمکی تابع
وجود زیر صورت به q نشانده پارامتر به نسبت آن mام مرتبه ي مشتق همچنین باشد، داشته وجود ،۰ ≤ q ≤ ۱ که طوري

باشد داشته

U (m)
۰ (t) =

∂mΦ(t; q)

∂qm

∣∣∣
q=۰
, m = ۱, ۲, ۳, . . . (25 .2)

می کنیم تعریف می نامیم. mام مرتبه ي دگردیسی مشتق را U (m)
۰ (t)

Um(t) =
U

(m)
۰ (t)

m!
=

۱
m!

∂mΦ(t; q)

∂qm

∣∣∣
q=۰
. (26 .2)

می دهیم، بسط زیر صورت به q نشانده پارامتر حسب بر توانی سري یک صورت به را Φ(t; q) تیلور، قضیه از استفاده با

Φ(t; q) = Φ(t; ۰) +
∞∑
m=۱

۱
m!

∂mϕ(t; q)

∂qm

∣∣∣
q=۰
qm, (27 .2)

به، می شود تبدیل (27 .2) سري (26 .2) و (21 .2) معادله از استفاده با

Φ(t; q) = U۰(t) +

∞∑
m=۱

Um(t)qm. (28 .2)
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خطی عملگر با (28 .2) سري که باشند شده انتخاب مناسبی طور به U۰(t) اولیه حدس و ℏ کمکی پارامتر که کنید فرض
به می شود تبدیل (28 .2) سري ،q = ۱ فرض با باشد. همگرا q = ۱ در ،H(t) = ۱ کمکی تابع و L کمکی

Φ(t; ۱) = U۰(t) +

∞∑
m=۱

Um(t). (29 .2)

داریم، (24 .2) معادله از استفاده با بنابراین

U(t) = U۰(t) +

∞∑
m=۱

Um(t). (30 .2)

،Um(t) مجهول تابع هاي از استفاده با U(t) مسئله دقیق جواب و U۰(t) اولیه حدس تابع بین رابطه یک (30 .2) سري
می شود. محاسبه هموتوپی تحلیل روش در هرتکرار در Um(t) تابع که می کند، ایجاد m = ۱, ۲, ۳, . . .

1 بالا مرتبه دگردیسی معادله 3 .2 .2
و q = ۰ دادن قرار سپس و q پارامتر به نسبت (18 .2) و (17 .2) صفر مرتبه دگردیسی معادله از مشتق گیري mبار با

صورت به mام مرتبه دگردیسی معادله ي m! به حاصل عبارت کل تقسیم نهایت در

L[Um(t)− χmUm−۱(t)] = ℏ H(t) Rm(U⃗m−۱), (31 .2)

زیر، مرزي شرایط با

Um(۰) = ۰, Um(۱) = ۰, (32 .2)

که می آید بدست
(33 .2)

Rm(U⃗m−۱) =
۱

(m− ۱)!
∂m−۱N [Φ(t; q)]

∂qm−۱

∣∣∣
q=۰

= εU ′′
m−۱(t) + U ′

m−۱(t)− t

m−۱∑
j=۰

( j∑
i=۰

Ui(t)Ui−j(t)
)
Um−۱−j(t)− (۱− χm)(t۲ − ۱).

و
U⃗m = {U۰(t), U۱(t), U۲(t), ..., Um(t)}, χm =

{
۰ m ≤ ۱
۱ m > ۱

تبدیل (32 .2) و (31 .2) معادله H(t) = ۱ فرض با و L−۱ یعنی L کمکی خطی عملگر وارون محاسبه با نهایت در و
به، می شود

Um(t) = χmUm−۱(t) + ℏ H(t) L−۱[Rm(U⃗m−۱)],

Um(۰) = ۰, Um(۱) = ۰.
(34 .2)

1     High-Order DeformaƟon EquaƟon
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که
L−۱[Rm(U⃗m−۱(t))] ≡

∫ t

۰

(
C۱e

− η
ε + e−

η
ε

∫ η

۰

Rm(U⃗m−۱(ζ))e
ζ
ε

ε
dζ
)
dη + C۲

تابع هاي به تنها (33 .2) رابطه در Rm(U⃗m−۱) که کنید توجه
U۰(t), U۱(t), U۲(t), ..., Um−۱(t)

تکرار هر در m هر ازاي به (32 .2) و (31 .2) mام مرتبه دگردیسی معادله کردن حل با تابع ها این که است وابسته
بدست تکرار هر در Um(۰) = ۰, Um(۱) = ۰ مرزي شرایط از استفاده با C۱, C۲ ثابت هاي همچنین و می شوند محاسبه

داریم m = ۱ و H(t) = ۱ و U۰(t) = t دادن قرار با می آیند.

R۱(U⃗۰(t)) = εU ′′
۰ (t) + U ′

۰ (t)− tU۳
۰ (t) + ۱− t۲,

U۱(t) = ℏ L−۱[R۱(U⃗۰(t))],

U۱(۰) = ۰, U۱(۱) = ۰.

(35 .2)

زیر صورت به است (32 .2) و (31 .2) mام مرتبه دگردیسی معادله در اول تکرار از حاصل جواب که U۱(t) آن حل با و
می آید، بدست

۲۴e۱/εε۴ℏ
e۱/ε − ۱

− ۱۲e۱/εε۳ℏ
e۱/ε − ۱

+
۶e۱/εε۲ℏ
e۱/ε − ۱

− ۲e۱/εεℏ
e۱/ε − ۱

− ۲۲e۱/εℏ
۱۵
(
e۱/ε − ۱

) − t۵ℏ
۵

+ εt۴ℏ− ۴ε۲t۳ℏ− t۳ℏ
۳

+

۱۲ε۳t۲ℏ+ εt۲ℏ− ۲۴ε۴tℏ− ۲۴ε۴ℏe ۱
ε
− t

ε

e۱/ε − ۱
+

۱۲ε۳ℏe ۱
ε
− t

ε

e۱/ε − ۱
− ۲ε۲tℏ− ۶ε۲ℏe ۱

ε
− t

ε

e۱/ε − ۱
+

۲εℏe ۱
ε
− t

ε

e۱/ε − ۱
+

۲۲ℏe ۱
ε
− t

ε

۱۵
(
e۱/ε − ۱

) + ۲tℏ

داریم m = ۲ دادن قرار با

R۲(U⃗۱(t)) = εU ′′
۱ (t) + U ′

۱ (t)− ۳tU۱(t)U
۲
۰ (t),

U۲(t) = ℏ L−۱[R۲(U⃗۱(t))],

U۲(۰) = ۰, U۲(۱) = ۰.

(36 .2)

می آید بدست است (32 .2) و (31 .2) mام مرتبه دگردیسی معادله در دوم تکرار از حاصل جواب که U۲(t) آن حل با و
(13 .2) غیرخطی مسئله تقریبی جواب محاسبه که می شود ملاحظه می دهیم. ادامه mام مرحله تکرار تا ترتیب همین به و
است. شده تبدیل (32 .2) و (31 .2) mام مرتبه دگردیسی معادله در آن متناظر خطی مسئله  هاي زیر از سري یک حل به

با، است برابر (13 .2) غیرخطی مسئله mام مرتبه تقریبی جواب بنابراین

Um(t) ≈ U۰(t) +

m∑
i=۱

Ui(t). (37 .2)

که است کلی پارامتر چند از متأثر هموتوپی تحلیل روش که است مشخص mام مرتبه دگردیسی معادله تشریح در
است پایه هایی انتخاب پارامتر، اولین می شوند، یادآوري مجدداً خلاصه طور به اینجا در و دارد وجود روش این ذات در
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که است U۰(t) اولیه حدس تابع انتخاب پارامتر، دومین دهیم. بسط آن حسب بر را مسئله تقریبی جواب می خواهیم که
mام مرتبه دگردیسی معادله حل در که است L کمکی خطی عملگر انتخاب پارامتر، سومین باشد. پایه ها جنس از باید
از جلوگیري جهت که است H(t) کمکی تابع پارامتر، چهارمین می گیرد. قرار استفاده مورد تکرار هر در m هر ازاي به
کار به mام مرتبه دگردیسی معادله در تکرار هر mدر هر ازاي به تقریبی، جواب بسط در پایه ها از غیر به عناصري ایجاد
بسط همان یا هموتوپی سري همگرایی ناحیه کنترل براي آن از که است ℏ کمکی پارامتر پارامتر، آخرین می شود. گرفته
ما که است امکان پذیر مختلف روش چندین از ℏ کمکی پارامتر مقدار بهترین تعیین نحوه می شود، استفاده تقریبی جواب
هموتوپی تحلیل روش پیاده سازي در اول قدم شد، گفته که همانطور پرداخت. خواهیم آنها از یکی به تنها رساله این در
و هستیم برخوردار زیادي عمل آزادي از پایه ها انتخاب براي روش این در که می دانیم است. مناسب پایه هاي انتخاب
بهتر یا تقریبی جواب دقت باشد، متناسب کنیم حل می خواهیم که مسئله اي با شده انتخاب پایه هاي که مقدار هر همچنین
از اطلاعاتی اساس بر روش این در پایه ها انتخاب نحوه می کند. پیدا افزایش هموتوپی سري همگرایی احتمال بگوییم
یا آزمایش کمی با و نیست کافی تنها این البته است. مسئله در موجود اولیه ي یا مرزي شرایط همچنین و مسئله صورت
تابع انتخاب به نوبت پایه ها انتخاب از بعد کرد. انتخاب هموتوپی سري نوشتن براي را پایه ها بهترین تقریباً می توان خطا
سري کردن همگرا و هموتوپی تحلیل روش پیاده سازي روند ادامه در تابع این انتخاب نحوه که می رسد U۰(t) اولیه حدس
براي انتخابی پایه هاي جنس از باید هم اولیه حدس تابع چون که است ذکر قابل همچنین و دارد مهمی نقش هموتوپی
در موجود اولیه یا مرزي شرایط در هم که باشد گونه اي به باید اولیه حدس تابع نتیجه در باشند، هموتوپی سري نوشتن
انتخاب خصوص در بعدي نکته باشد. هموتوپی سري نوشتن براي انتخابی پایه  ها جنس از هم و کند صدق (13 .2) مسئله
که حالتی بهترین (13 .2) مسئله در دارد، مهمی نقش هموتوپی سري همگرایی در که است L کمکی خطی عملگر مناسب
می باشد −C۱εe

− t
ε +C۲ عملگر این هسته ي  که است L = εU ′′(t)+U ′(t) بگیریم درنظر L عملگر براي توانستیم

داریم که است بدیهی و
L
(
C۲ − εC۱e

− t
ε

)
= ۰.

روش در موجود پارامترهاي همه چون که است این شود لحاظ باید L عملگر انتخاب خصوص در که دیگري مهم نکته
از باید هم L عملگر هسته ي نتیجه در باشند، هموتوپی سري نوشتن براي انتخابی پایه هاي جنس از باید هموتوپی تحلیل
نحوه به مربوط مطلب آخرین و دارد. اهمیت بسیار هموتوپی سري همگرایی تضمین در نکته این و باشد پایه ها جنس
جملات حذف در آن نقش و باشد پایه جنس از قبلی پارامترهاي همانند باید کلی طور به که است H(t) کمکی تابع تعیین
معادله براي ما می شود. ظاهر mام مرتبه دگردیسی معادله در تکرار هر در m هر ازاي به که است غیرپایه اي و مزاحم
پارامتر تعیین به نوبت پارامترها این همه ي تعیین از پس اکنون می کنیم. فرض ۱ برابر را H(t) کمکی تابع (13 .2)
شده انتخاب درست روش این در موجود پارامترهاي همه ي اگر می شود. انجام 1ℏ نمودار از استفاده با که است ℏ کمکی
قسمت هاي مشاهده و نمودار این رسم با طوریکه به است، ℏ نمودار از هموتوپی سري همگرایی دادن نشان براي باشند
سري که کرد ادعا می توان نشود ایجاد صاف قسمت هاي این در خللی عمودي محور کردن کوچک با که آن در صاف
تابع کردن مینیمم از ℏ مقدار دقیق تعیین براي و نیست کافی تنها این البته است. همگرا مسئله دقیق جواب به هموتوپی

زیر رابطه از استفاده با مانده

Resm(ℏ) =

√∫ ۱

۰
(Um(t)− U(t))۲ dt ≃

√√√√ M∑
i=۱

(Um(ti)− U(ti))۲

M
,

داراي دیفرانسیل معادله اگر می کنیم. استفاده ℏ نمودار صاف قسمت با آن اشتراك سپس و است خطا دو نرم همان که
1 ℏ-Curve

39



دیفرانسیل معادله حل براي هموتوپی تحلیل روش و بازتولیدي هسته روش دوممعرفی فصل

ε = ۱۰−۶, m = ۷ مقادیر با (13 .2) معادله براي ℏ نمودار :6 .2 شکل

بهینه ℏ کردن پیدا براي ε = ۱۰−۶, m = ۷ مقادیر با (13 .2) معادله براي خطا دو نرم نمودار :7 .2 شکل

رابطه از صورت این غیر در کنیم می استفاده فوق رابطه از باشد دقیق جواب

Resm(ℏ) =

√∫ ۱

۰
(N(Um(t))− F (t))۲ dt ≃

√√√√ M∑
i=۱

(N(Um(ti))− F (ti))۲

M
, (38 .2)

داریم، (13 .2) معادله براي که می کنیم استفاده
N(Um(t)) = εU ′′

m(t) + U ′
m(t)− tU۳

m(t),

F (t) = t۲ − ۱.

چون است. خطا دو نرم در موجود انتگرال محاسبه ي در راحتی براي که می شود فرض M = ۱۰۰۰, ۲۰۰۰, . . . مقدار و
در مرزي لایه رفتار که محدوده هایی براي را ℏ نمودار است، مرزي لایه رفتار داراي (5 .2) شکل به باتوجه (13 .2) معادله
شکل دهیم، نشان معادله جواب رفتار قسمت دشوارترین در را هموتوپی سري همگرایی تا می کنیم رسم دارد وجود آن
شود، مینیمم که می کنیم محاسبه طوري شده داده رابطه از را خطا دو نرم ،ℏ مقدار بهترین محاسبه براي همچنین .(6 .2)
mتکرار = ۷ با را خود مینیمم خطا دو نرم مقدار ℏ = −./۸۵۹۹۸۵ براي دید می توان خوبی به آن در که ،(7 .2) شکل
(37 .2) رابطه از حاصل هموتوپی سري از استفاده با را تقریبی جواب نمودار بهینه ℏ مقدار با هم آخر در می کند. اخذ

.(8 .2) شکل می کنیم، رسم تکرار m = ۷ با ε = ۱۰−۶ براي

هموتوپی تحلیل روش همگرایی آنالیز 4 .2 .2
روش این همگرایی بررسی به نوبت آن با دیفرانسیل معادله یک حل نحوه و هموتوپی تحلیل روش معرفی از پس اکنون
ادامه در که داریم قضیه و تعریف سري یک به نیاز هموتوپی تحلیل روش همگرایی قضیه اثبات و بررسی براي می رسد.

است. متریک فضاي T که ،R+ به T از پذیر اندازه توابع همه فضاي V (R+) می کنیم تعریف می آوریم. را آنها
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ε = ۱۰−۶ براي هموتوپی تحلیل روش از استفاده با (13 .2) معادله تقریبی جواب نمودار :8 .2 شکل

،∀ϵ > ۰ اگر T در U تابع به همگراست یکنواخت طور به Um حقیقی مقدار توابع از دنباله یک .2 .2 .2 تعریف
شود مراجعه اثبات ملاحظه براي . t ∈ F که |Um(t) − U(t)| < ϵ باشیم داشته ،∀m > m۰ که طوري به ∃m۰

.[58 ،57 ،53] به
باشد، برقرار زیر نامساوي و باشد ۰ < λ < ۱ و شود مشخص ℏ کمکی پارامتر اگر .3 .2 .2 قضیه

∃m۰ ∈ N, ∀m ≥ m۰ :, ∥Um+۱(t)∥ ≤ λ∥Um(t)∥

همگراست. [۰, ۱] بازه در طوریکنواخت به ∑∞
m=۰ Um(t) سري آنگاه

.[59] به شود رجوع اثبات.
سري اگر همگرایی) ( قضیه .4 .2 .2 قضیه

∞∑
m=۰

Um(t),

و (31 .2) بالا مرتبه دگردیسی معادله حل از و است Um(t) ∈ V (R+) که U(t) به باشد همگرا طوریکنواخت به
سري هاي همچنین و آمده بدست (32 .2)

∞∑
m=۰

U ′′
m(t),

∞∑
m=۰

U ′
m(t),

است. (13 .2) معادله ي براي دقیق جواب یک ∑∞
m=۰ Um(t) سري آنگاه باشند، همگرا طوریکنواخت به

داریم، ∑∞
m=۰ U

′′
m(t) و ∑∞

m=۰ U
′
m(t) و ∑∞

m=۰ Um(t) سري هاي یکنواخت همگرایی از اثبات.
lim
k→∞

Uk(t) = ۰,

lim
k→∞

U ′
k(t) = ۰,

lim
k→∞

U ′′
k (t) = ۰,

(39 .2)
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می کنیم تعریف ∀t ∈ [۰, ۱] همچنین

S(t) =

∞∑
m=۰

Um(t), S′(t) =

∞∑
m=۰

U ′
m(t), S′′(t) =

∞∑
m=۰

U ′′
m(t),

داریم است خطی L کمکی عملگر که آنجا از و

k∑
m=۱

L[Um(t)− χmUm−۱(t)] =

k∑
m=۱

[LUm(t)− χmLUm−۱(t)]

=LU۱(t) + (LU۲(t)− LU۱(t)) + · · ·+ (LUk(t)− LUk−۱(t))

=LUk(t),

(40 .2)

داریم (31 .2) بالا مرتبه دگردیسی معادله و (40 .2) و (39 .2) رابطه از استفاده با

ℏ H(t)

∞∑
m=۱

Rm(U⃗m−۱) =

∞∑
m=۱

L[Um(t)− χmUm−۱(t)]

= lim
k→∞

k∑
m=۱

L[Um(t)− χmUm−۱(t)]

= L
[
lim
k→∞

k∑
m=۱

[Um(t)− χmUm−۱(t)]
]

= L
[
lim
k→∞

Uk(t)
]

= ۰

H(t) = ۱ و ℏ ̸= ۰ که آنجا از و
∞∑
m=۱

Rm(U⃗m−۱) = ۰, ∀t ∈ [۰, ۱]

داریم، فوق سري در (33 .2) جایگذاري با
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∞∑
m=۱

Rm(U⃗m−۱)

=

∞∑
m=۱

[
εU ′′

m−۱(t) + U ′
m−۱(t)− t

m−۱∑
j=۰

( j∑
i=۰

Ui(t)Ui−j(t)
)
Um−۱−j(t)− (۱− χm)(t۲ − ۱)

]
=

∞∑
m=۱

εU ′′
m−۱(t) +

∞∑
m=۱

U ′
m−۱(t)− t

∞∑
m=۱

( m−۱∑
j=۰

( j∑
i=۰

Ui(t)Ui−j(t)
)
Um−۱−j(t)

)
−

∞∑
m=۱

(۱− χm)(t۲ − ۱)

= ε

∞∑
m=۰

U ′′
m(t) +

∞∑
m=۰

U ′
m(t)− t

∞∑
i=۰

Ui(t)

∞∑
j=i

Ui−j(t)

∞∑
m=j+۱

Um−۱−j(t)− (t۲ − ۱)

= εS′′(t) + S′(t)− tS۳(t)− (t۲ − ۱)

= ۰.

داریم (18 .2) و (32 .2) رابطه هاي از استفاده با و

S(۰) = ۰, S(۱) = ۱.

می باشد. معادله  این براي دقیق جواب یک و می کند صدق (13 .2) معادله در S(t) بنابراین

43



3 فصل
اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی مسئله و منفرد اختشاشی مسئله حل

بازتولیدي هسته روش با مرزي لایه رفتار داراي منفرد
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مقدمه 1 .3
رفتار داراي که منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله و منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله می خواهیم فصل این در
دوم فصل در کنیم. حل اشمیت گرام سازي متعامد فرایند بدون بازتولیدي هسته روش از استفاده با را می باشند مرزي لایه
این در که شد مطرح روش این سازي پیاده براي حالت سه و گرفت قرار بررسی مورد تفضیل به بازتولیدي هسته روش
بازتولیدي هسته روش با مرزي لایه رفتار داراي مسائل حل می کنیم. استفاده مذکور مسائل حل براي دوم حالت از فصل
در طوریکه به می کنیم تقسیم زیربازه دو به را مسئله تعریف بازه دلیل همین به است، مشکل کوچک بسیار مقادیر براي
مسئله تعریف بازه تقسیم باشد. داشته وجود مسئله معمولی رفتار دیگر زیربازه در و مرزي لایه رفتار زیربازه ها از یکی
نیست. کافی تنهایی به مسئله دقیق جواب از خوب تقریب یک آوردن بدست براي شد گفته که صورتی به دوزیربازه به
اضافه با سپس و می گیریم کار به معمولی بازه در مسئله حل براي را بازتولیدي هسته روش ابتدا بازه، تقسیم انجام از پس
مرزي لایه بازه در را مسئله است، معمولی بازه در مسئله تقریب از حاصل شرط این که مرزي لایه بازه به شرط یک کردن

می کنیم. حل بازتولیدي هسته روش از استفاده با
منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله و منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله کردیم اشاره که همانطور .1 .1 .3 نکته
رفتار وقوع دقیق محل تعیین اینجا در مهم نکته اما می باشند، مرزي لایه رفتار داراي همه گرفته ایم نظر در فصل این در که

معادله. تعریف بازه انتهاي یا و ابتدا در می دهد، رخ معادله تعریف بازه از سمت کدام در که است مرزي لایه
توضیحی طبق مسئله حل براي باشد مسئله تعریف بازه چپ سمت یا ابتدا در مسئله مرزي لایه رفتار اگر .2 .1 .3 نکته
باشد مسئله تعریف بازه راست سمت یا انتها در مسئله مرزي لایه رفتار اگر ولی می کنیم، عمل شد اشاره بالا مقدمه در که
داریم، بزرگتر بازه یک به مرزي لایه زیربازه انتقال براي مناسب متغییر تغییر یک به نیاز ما شد ارائه که توضیح بر علاوه
است بدیهی نیست. مرزي لایه زیربازه در مسئله جواب تقریب به قادر بازتولیدي هسته روش اینصورت غیر در که چرا
تقریب براي جدید بازه در را بازتولیدي هسته روش ما بزرگتر بازه ي به مرزي لایه مسئله انتقال و متغییر تغییر از پس

می کنیم. سازي پیاده مسئله جواب

مرزي لایه رفتار با منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله معرفی 2 .3
می گیریم، نظر در است مرزي لایه رفتار داراي که را زیر منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی }مسئله

εu′′(t) + p(t)u′(t− δ) + q(t)u(t) = f(t), t ∈ [۰, ۱],
u(t) = φ(t), t ∈ [−δ, ۰], u(۱) = γ,

(1 .3)

f(t)، q(t)، p(t) تابع هاي .۰ < δ ≪ ۱ و ۰ < ε ≪ ۱ و است مسئله تأخیر پارامتر δ و مسئله اختشاش پارامتر ε که
ثابت هاي θ, M که q(t) ≤ −θ < ۰, p(t) ≥ M > ۰ و است ثابت یک γ و هستند هموار کافی قدر به φ(t)،

داریم t حول u′(t− δ) جمله براي تیلور سري بسط از استفاده با هستند. مثبت
u′(t− δ) ≈ u′(t)− δu′′(t),

به، می شود تبدیل (1 .3) مسئله }بنابراین
(ε− δp(t))u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = f(t), t ∈ [۰, ۱],

u(۰) = φ(۰), u(۱) = γ.
(2 .3)
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اگر می کنیم. استفاده زیر روابط از می افتد اتفاق آن در (2 .3) مسئله مرزي لایه رفتار که محلّی تعیین براي .1 .2 .3 نکته
و p(t) > ۰ یا و p(t) < ۰ اگر و چپ سمت در مرزي لایه رفتار صورت این در (ε − δp(t)) > ۰ و p(t) > ۰
.t ∈ [۰, ۱] که دارند، قرار (2 .3) مسئله تعریف بازه راست سمت در مرزي لایه رفتار صورت این در (ε− δp(t)) < ۰

(2 .3) مسئله براي بازتولیدي هسته روش سازي پیاده نحوه 3 .3
دقیق تعیین نحوه شود، لحاظ باید (2 .3) معادله روي بر بازتولیدي هسته روش سازي پیاده از قبل که مهمی نکات از یکی
از ما مرزي لایه رفتار داراي زیربازه ي دقیقتر هرچه تعیین براي دارد. قرار آن در مرزي لایه رفتار که است زیربازه اي
سرتاسر در نقاط تعداد N و است مثبت حقیقی عدد یک k که می کنیم. استفاده d =

∣∣k(ε ± δ)ln(kN)
∣∣ رابطه ي

است. مرزي لایه بازه طول d و است بازتولیدي هسته روش از استفاده براي مسئله تعریف بازه
صورت به را زیربازه ها بندي تقسیم ما دارد قرار آن تعریف بازه از سمت کدام در مسئله مرزي لایه رفتار اینکه به توجه با
و [۰, d] زیربازه دو به را [۰, ۱] مسئله تعریف بازه باشد داشته قرار چپ درسمت مرزي لایه رفتار اگر می دهیم. انجام زیر
معادله همچنین و می نامیم، معمولی بازه را [d, ۱] بازه و مرزي لایه بازه را [۰, d] بازه راحتی براي ، می کنیم تقسیم [d, ۱]
درسمت مرزي لایه رفتار اگر ولی می نامیم. معمولی معادله [d, ۱] بازه در و مرزي، لایه معادله را [۰, d] بازه در (2 .3)
راحتی براي ، می کنیم تقسیم [۰, ۱ − d] و [۱ − d, ۱] زیربازه دو به را [۰, ۱] مسئله تعریف بازه باشد داشته قرار راست
را [۱− d, ۱] بازه در (2 .3) معادله همچنین و می نامیم، معمولی بازه را [۰, ۱− d] بازه و مرزي لایه بازه را [۱− d, ۱] بازه

می نامیم. معمولی معادله [۰, ۱− d] بازه در و مرزي، لایه معادله

چپ سمت در مرزي لایه رفتار با (2 .3) معادله 1 .3 .3
[۰, d] صورت به مسئله بازه هاي زیر دارد، قرار (2 .3) مسئله تعریف بازه چپ سمت در مرزي لایه رفتار که حالت این
سپس و می کنیم محاسبه را معمولی بازه در معادله جواب تقریب هستند.ابتدا معمولی) (بازه [d, ۱] و مرزي) لایه (بازه
(معادله معمولی بازه در معادله تقریبی جواب محاسبه براي می آوریم. بدست را مرزي لایه بازه در معادله جواب تقریب

می گیریم. نظر در زیر صورت به آنرا }معمولی)
(ε− δp(t))u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = f(t),

u(۱) = γ, t ∈ [d, ۱]
(3 .3)

هسته سپس و کرده تعریف زیر صورت به را W ۳
۲ [d, ۱] بازتولیدي هسته فضاي ابتدا ،(3 .3) معادله همگن سازي از پس

می سازیم. آنرا بازتولیدي
W ۳

۲ [d, ۱] =
{
u(t)| است پیوسته مطلقا تابع u′′(t) که , u′′′(t) ∈ L۲[d, ۱], t ∈ [d, ۱], u(۱) = ۰

}
,

می کنیم، تعریف زیر صورت به W ۳
۲ [d, ۱] فضاي براي را داخلی ضرب و نرم همچنین

< u۱(t), u۲(t) >W ۳
۲ [d,۱]=

۲∑
i=۰

u
(i)
۱ (d)u

(i)
۲ (d) +

∫ ۱

d

u′′′۱ (t)u
′′′
۲ (t)dt,

∥u(t)∥W ۳
۲ [d,۱] =

√
< u, u >W ۳

۲ [d,۱], ∀u۱(t), u۲(t) ∈ W ۳
۲ [d, ۱].

[35] است زیر صورت به آن بازتولیدي هسته که است بازتولیدي هسته فضاي یک W ۳
۲ [d, ۱] .1 .3 .3 قضیه

Ry(t) =

{
R(t, y), t ≤ y,

R(y, t), t > y,
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که
R(t, y) = −((t۵(۱۵۶−۲۷۰d+۲۱۰d۲− ۱۱۰d۳+ ۱۵d۴− ۱۲۰y+ ۱۸۰dy− ۱۵۰d۲y+ ۱۰۰d۳y− ۱۵d۴y−۳۰y۲+
۹۰dy۲−۶۰d۲y۲+۱۰d۳y۲−۱۰y۳+۵y۴−y۵))/(۷۲۰(−۴۶+۶۵d−۶۰d۲+۳۰d۳−۱۰d۴+d۵)))−(t۳(−۱۲۰+
۱۲۰d−۱۵۰d۲+۷۰d۳−۴۵d۴+۶d۵−۱۲۰y+۱۸۰dy−۱۵۰d۲y+۱۰۰d۳y−۱۵d۴y+۲۴۶y۲−۳۰۰dy۲+۳۰۰d۲y۲−
۱۷۰d۳y۲+۶۰d۴y۲−۶d۵y۲− ۱۰y۳+۵y۴−y۵))/(۷۲(−۴۶+۶۵d−۶۰d۲+۳۰d۳− ۱۰d۴+d۵))−(t۴(۱۲۰−
۱۲۰d+ ۱۵۰d۲−۷۰d۳+۴۵d۴−۶d۵− ۱۵۶y+ ۲۱۰dy− ۲۱۰d۲y+۸۰d۳y−۴۵d۴y+۶d۵y+۳۰y۲− ۹۰dy۲+
۶۰d۲y۲−۱۰d۳y۲+۱۰y۳−۵y۴+y۵))/(۱۴۴(−۴۶+۶۵d−۶۰d۲+۳۰d۳−۱۰d۴+d۵))−(۱/(۷۲(−۴۶+۶۵d−
۶۰d۲+۳۰d۳− ۱۰d۴+d۵)))t۲(−۳۶۰+ ۱۴۴۰d− ۱۴۲۲d۲+۹۵۴d۳−۳۱۵d۴+۹۳d۵−۳۴d۶+۳d۷−۳۶۰y−
۳۶dy+۳۷۸d۲y−۴۸۰d۳y+۱۳۵d۴y−۱۵d۵y+۲۶d۶y−۳d۷y+۷۳۸y۲−۱۴۵۸dy۲+۱۰۸۰d۲y۲−۴۸۰d۳y۲+
۱۸۰d۴y۲−۷۸d۵y۲+۸d۶y۲−۳۰y۳+۹۰dy۳−۶۰d۲y۳+۱۰d۳y۳+۱۵y۴−۴۵dy۴+۳۰d۲y۴−۵d۳y۴−۳y۵+
۹dy۵−۶d۲y۵+d۳y۵)− (۱/(۱۴۴(−۴۶+۶۵d−۶۰d۲+۳۰d۳− ۱۰d۴+d۵)))t(−۲۸۸۰+۵۷۶d− ۲۱۶۰d۲+
۱۱۲۸d۳−۱۰۳۲d۴+۲۹۴d۵−۳۲d۶+۳۰d۷−۳d۸+۳۷۴۴y−۷۲۰dy+۱۵۸۴d۲y−۲۸۸d۳y+۷۸۰d۴y−۲۶۴d۵y−
۲۰d۶y− ۲۴d۷y+۳d۸y−۷۲۰y۲−۷۲dy۲+۷۵۶d۲y۲−۹۶۰d۳y۲+ ۲۷۰d۴y۲−۳۰d۵y۲+۵۲d۶y۲−۶d۷y۲−
۲۴۰y۳+۳۶۰dy۳−۳۰۰d۲y۳+۲۰۰d۳y۳−۳۰d۴y۳+ ۱۲۰y۴− ۱۸۰dy۴+ ۱۵۰d۲y۴− ۱۰۰d۳y۴+ ۱۵d۴y۴−۲۴y۵+
۳۶dy۵−۳۰d۲y۵+۲۰d۳y۵−۳d۴y۵)−(۱/(۷۲۰(−۴۶+۶۵d−۶۰d۲+۳۰d۳−۱۰d۴+d۵)))(۱۸۷۲۰−۱۸۰۰۰d+
۲۵۹۲۰d۲−۱۵۶۰۰d۳+۸۵۸۰d۴−۲۴۳۶d۵+۵۰۰d۶−۱۸۰d۷+۱۵d۸−۱۴۴۰۰y+۲۸۸۰dy−۱۰۸۰۰d۲y+۵۶۴۰d۳y−
۵۱۶۰d۴y+۱۴۷۰d۵y−۱۶۰d۶y+۱۵۰d۷y−۱۵d۸y−۳۶۰۰y۲+۱۴۴۰۰dy۲−۱۴۲۲۰d۲y۲+۹۵۴۰d۳y۲−۳۱۵۰d۴y۲+
۹۳۰d۵y۲ − ۳۴۰d۶y۲ + ۳۰d۷y۲ − ۱۲۰۰y۳ + ۱۲۰۰dy۳ − ۱۵۰۰d۲y۳ + ۷۰۰d۳y۳ − ۴۵۰d۴y۳ + ۶۰d۵y۳ + ۶۰۰y۴ −
۶۰۰dy۴+۷۵۰d۲y۴−۳۵۰d۳y۴+۲۲۵d۴y۴−۳۰d۵y۴−۱۲۰y۵+۱۲۰dy۵−۱۵۰d۲y۵+۷۰d۳y۵−۴۵d۴y۵+۶d۵y۵).

می کنیم، تعریف زیر صورت را آنرا داخلی ضرب و نرم و W ۱
۲ [d, ۱] بازتولیدي هسته فضاي همچنین

W ۱
۲ [d, ۱] =

{
u(x)| است پیوسته مطلقا تابع u(x) که , u′(x) ∈ L۲[d, ۱], x ∈ [d, ۱]

}
,

< u۱(t), u۲(t) >W ۱
۲ [d,۱]= u۱(d)u۲(d) +

∫ ۱

d

u′۱(t)u
′
۲(t)dt,

∥u(t)∥W ۱
۲ [d,۱] =

√
< u, u >W ۱

۲ [d,۱], ∀u۱(t), u۲(t) ∈ W ۱
۲ [d, ۱].

[35] است زیر صورت به آن بازتولیدي هسته که است بازتولیدي هسته فضاي یک W ۱
۲ [d, ۱] .2 .3 .3 قضیه

ry(t) =

{
r(t, y), t ≤ y,

r(y, t), t > y,

.r(t, y) = ۱− d+ t که،
تعریف L(u(t)) = (ε− δp(t))u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) صورت به را (3 .3) معادله براي L عملگر
L(u(t)) می کنیم فرض است. L : W ۳

۲ [d, ۱] −→W ۱
۲ [d, ۱] صورت به عملگر این براي بازتولیدي فضاي که می کنیم

مانند [۰, ۱] بازه از شمارش قابل و چگال نقاط زیرمجموعه یک باشد، کراندار خطی معکوس پذیر دیفرانسیلی عملگر یک
می کنیم تعریف و می کنیم انتخاب {ti}∞i=۱
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ϕi(t) = Ry(t)
∣∣
y=ti

, i = ۱, ۲, . . .

راحتی به همچنین می باشند. W ۱
۲ [d, ۱] فضاي بازتولیدي هسته ry(t) و W ۳

۲ [d, ۱] فضاي بازتولیدي هسته Ry(t) که
پایه هاي Ψi(t) که Ψi(t) = rti(t) است. W ۳

۲ [۰, ۱] فضاي براي کامل سیستم یک {ϕi(x)}∞i=۱ که می شود ثابت
می دهیم، قرار همچنین و است W ۱

۲ [d, ۱] فضاي
ϕi(t) = L∗Ψi(t).

است. L خودالحاقی عملگر L∗ که
باشد، داشته وجود L−۱ و باشد [۰, ۱] بازه از شمارش قابل و چگال زیرمجموعه یک {tj}∞j=۱ کنید فرض .3 .3 .3 قضیه

است زیر صورت به (3 .3) مسئله تحلیلی جواب آنگاه

un۱(t) =

∞∑
i=۱

ciϕi(t), (4 .3)

شوند. محاسبه باید که هستند مجهول ثابت هاي ci که
دو. حالت بازتولیدي، هسته روش دوم، فصل به شود رجوع اثبات.

در آن دادن قرار و un۱(t) تقریبی جواب از استفاده با می کنیم. بیان را ci, i = ۱, ۲, . . . ثابت هاي محاسبه نحوه اکنون
می کنیم تعریف زیر صورت به را Rn۱(t) مانده تابع (3 .3) معادله

Rn۱(t) = L(un۱(t))− f(t), (5 .3)
یعنی باشد، صفر برابر زیر داخلی ضرب که می کنیم محاسبه طوري را ci,m ثابت هاي ⟩اکنون

Rn۱(t), ϕj(t)
⟩
W ۳

۲
= ۰, j = ۱, ۲, . . . , n۱ (6 .3)

داریم un۱(t) تقریبی جواب تعریف و مانده تابع تعریف از استفاده ⟩با
Rn۱(t), ϕj(t)

⟩
=
⟨
L(un۱(t))− f(t), ϕj(t)

⟩
=
⟨
L(un۱(t)), ϕj(t)

⟩
−
⟨
f(t), ϕj(t)

⟩
=
⟨
L
( n۱∑

i=۱

ciϕi(t)
)
, ϕj(t)

⟩
−
⟨
f(t), ϕj(t)

⟩
=

n۱∑
i=۱

ci
⟨
L(ϕi(t)), ϕj(t)

⟩
−
⟨
f(t), ϕj(t)

⟩
= ۰,

که می رسیم زیر فرم به خطی جبري معادلات دستگاه یک به داخلی ضرب در بازتولیدي خاصیت از استفاده با نهایت در
کرد. محاسبه را ci ثابت هاي می توان آن حل با

n۱∑
i=۱

ciLϕi(t)|t=tj = f(tj), j = ۱, ۲, . . . , n۱. (7 .3)
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هسته روش بخش در دوم فصل همانند u(t) مسئله دقیق جواب به un۱(t) تقریبی جواب همگرایی اثبات براي
براي می رسد. مرزي لایه مسئله براي تقریبی جواب محاسبه به نوبت اکنون می کنیم. عمل ،2 حالت براي بازتولیدي
بازه ابتدایی نقطه از شرط یک کردن اضافه با مرزي لایه بازه در را (2 .3) معادله مرزي، لایه مسئله تقریبی جواب محاسبه

می گیریم، نظر در زیر صورت به ،[d, ۱]{
(ε− δp(t))u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = f(t), t ∈ [۰, d],

u(۰) = φ(۰), u(d) = un۱(d).
(8 .3)

فضاي معمولی لایه مسئله همانند ابتدا بازتولیدي، هسته روش از استفاده با آن حل براي ،(8 .3) معادله سازي همگن از پس
می سازیم. آنرا بازتولیدي هسته سپس و کرده تعریف را معادله این به مربوط بازتولیدي هسته

W ۳
۲ [۰, d] =

{
u(t)| است پیوسته مطلقا تابع u′′(t) که , u′′′(t) ∈ L۲[۰, d], t ∈ [۰, d], u(۰) = u(d) = ۰

}
,

< u۱(t), u۲(t) >W ۳
۲ [۰,d]=

۲∑
i=۰

u
(i)
۱ (۰)u(i)۲ (۰) +

∫ d

۰
u′′′۱ (t)u

′′′
۲ (t)dt,

∥u(t)∥W ۳
۲ [۰,d] =

√
< u, u >W ۳

۲ [۰,d], ∀u۱(t), u۲(t) ∈ W ۳
۲ [۰, d].

[35] است زیر صورت به آن بازتولیدي هسته که است بازتولیدي هسته فضاي یک W ۳
۲ [۰, d] .4 .3 .3 قضیه

Ky(t) =

{
K(t, y), t ≤ y,

K(y, t), t > y,

که
K(t, y) = −((t۴(۳۰d۳y+۶d۴y−۳۰d۲y۲−۱۰d۲y۳+۵dy۴−y۵))/(۱۴۴d(۲۰+۵d۲+d۳)))−(t۵(−۱۲۰d۲−
۳۰d۴− ۶d۵+ ۱۲۰dy+۳۰d۲y۲+ ۱۰d۲y۳− ۵dy۴+ y۵))/(۷۲۰d۲(۲۰+ ۵d۲+d۳))− (t(−۳۰d۳y− ۶d۴y+
۳۰d۲y۲ + ۱۰d۲y۳ − ۵dy۴ + y۵))/(۶d(۲۰+ ۵d۲ + d۳))− (t۲(۱۲۰dy− ۱۲۰y۲ − ۶d۳y۲ + ۱۰d۲y۳ − ۵dy۴ +
y۵))/(۲۴(۲۰+ ۵d۲ + d۳))− (t۳(۱۲۰dy− ۱۲۰y۲ − ۶d۳y۲ + ۱۰d۲y۳ − ۵dy۴ + y۵))/(۷۲(۲۰+ ۵d۲ + d۳)).

راست سمت در مرزي لایه رفتار با (2 .3) معادله 2 .3 .3
صورت به مسئله بازه هاي زیر دارد، قرار (2 .3) مسئله تعریف بازه راست سمت در مرزي لایه رفتار که حالت این در
محاسبه را معمولی بازه در معادله جواب تقریب ابتدا که هستند، معمولی) (بازه [۰, ۱− d] و مرزي) لایه (بازه [۱− d, ۱]
بازه در معادله تقریبی جواب محاسبه براي می آوریم. بدست را مرزي لایه بازه در معادله جواب تقریب سپس و می کنیم

می گیریم. نظر در زیر صورت به آنرا معمولی) (معادله }معمولی
(ε− δp(t))u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = f(t),

u(۰) = φ(۰), t ∈ [۰, ۱− d]
(9 .3)

سپس و کرده تعریف زیر صورت به را W ۳
۲ [۰, ۱ − d] بازتولیدي هسته فضاي ابتدا ،(3 .3) معادله همگن سازي از پس

می سازیم. آنرا بازتولیدي هسته

W ۳
۲ [۰, ۱−d] =

{
u(t)| است پیوسته مطلقا تابع u′′(t) که , u′′′(t) ∈ L۲[۰, ۱−d], t ∈ [۰, ۱−d], u(۰) = ۰

}
,
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می کنیم، تعریف زیر صورت به W ۳
۲ [۰, ۱− d] فضاي براي را داخلی ضرب و نرم همچنین

< u۱(t), u۲(t) >W ۳
۲ [۰,۱−d]=

۲∑
i=۰

u
(i)
۱ (۰)u(i)۲ (۰) +

∫ ۱−d

۰
u′′′۱ (t)u

′′′
۲ (t)dt,

∥u(t)∥W ۳
۲ [۰,۱−d] =

√
< u, u >W ۳

۲ [۰,۱−d], ∀u۱(t), u۲(t) ∈ W ۳
۲ [۰, ۱− d].

[35] است زیر صورت به آن بازتولیدي هسته که است بازتولیدي هسته فضاي یک W ۳
۲ [۰, ۱− d] .5 .3 .3 قضیه

Ry(t) =

{
R(t, y), t ≤ y,

R(y, t), t > y,

.R(t, y) = ۱/۱۲۰t(t۴ + ۱۲۰y − ۵t۳y + ۳۰ty۲ + ۱۰t۲y۲) که
حال می کنیم. حل دارد قرار چپ سمت در مرزي لایه که حالتی براي معمولی مسئله همانند را (9 .3) معادله سپس
معادله مرزي، لایه مسئله تقریبی جواب محاسبه براي می رسد. مرزي لایه مسئله براي تقریبی جواب محاسبه به نوبت

می گیریم، نظر در زیر صورت به ،[۰, ۱− d] بازه انتهایی نقطه از شرط یک کردن اضافه با مرزي لایه بازه در را (2 .3){
(ε− δp(t))u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = f(t), t ∈ [۱− d, ۱],

u(۱− d) = un۱(۱− d), u(۱) = γ.
(10 .3)

بازه t = dx + ۱, u(t) = y(x) متغییر تغییر از استفاده با ابتدا بازتولیدي هسته روش با (10 .3) معادله حل از قبل
می دهیم. انتقال [−۱, ۰] بازه به [۱− d, ۱] بازه از را معادله مرزي لایه

(11 .3)
۱
d۲
(ε− δp(dx+ ۱))y′′(x) +

۱
d
p(dx+ ۱)y′(x) + q(dx+ ۱)y(x) = f(dx+ ۱), x ∈ [−۱, ۰],

y(−۱) = un۱(۱− d), y(۰) = γ.

بازتولیدي هسته فضاي ابتدا بازتولیدي، هسته روش از استفاده با آن حل براي ،(11 .3) معادله سازي همگن از پس
می سازیم. آنرا بازتولیدي هسته سپس و کرده تعریف را معادله این عملگر به مربوط

W ۳
۲ [−۱, ۰] =

{
y(x)| است پیوسته مطلقا تابع y′′(x) که , y′′′(x) ∈ L۲[−۱, ۰], x ∈ [−۱, ۰], y(−۱) = y(۰) = ۰

}
,

< y۱(x), y۲(x) >W ۳
۲ [−۱,۰]=

۲∑
i=۰

y
(i)
۱ (−۱)y(i)۲ (−۱) +

∫ ۰

−۱
y′′′۱ (x)y′′′۲ (x)dx,

∥y(x)∥W ۳
۲ [−۱,۰] =

√
< y, y >W ۳

۲ [−۱,۰], ∀y۱(x), y۲(x) ∈ W ۳
۲ [−۱, ۰].

[35] است زیر صورت به آن بازتولیدي هسته که است بازتولیدي هسته فضاي یک W ۳
۲ [−۱, ۰] .6 .3 .3 قضیه

Ky(x) =

{
K(x, y), x ≤ y,

K(y, x), x > y,

که
K(x, y) = −((y(۷۸۰x۴ − ۱۵۶۰x۳y+ ۱۵۶y۴ + ۴۰x۲(−۱۵۶− ۱۹۴y+ y۴) + ۱۹۵x(−۲۹− ۳۲y+ y۴) +

x۵(۱۹۵+ ۴۰y + y۴)))/۱۸۷۲۰).
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می توان ،(11 .3) معادله حل از حاصل تقریبی جواب روي شده ذکر متغییر تغییر عکس اعمال با که است بدیهی
آورد. بدست u(t) = y( t−۱

d ) رابطه از را (10 .3) معادله تقریبی جواب
گونه اي به (2 .3) معادله در δ و ε مقادیر که است حالتی براي شود آورده باید اینجا در که مهمی نکته ي .7 .3 .3 نکته
مسئله بازه تقسیم به نیاز ما صورت این در که نمی باشد شدید نوع از مرزي لایه رفتار یا ندارد وجود لایه رفتار یا که هستند
که صورتی به (2 .3) معادله براي را بازتولیدي هسته روش است کافی فقط و نداریم معمولی و مرزي لایه زیربازه دو به

کنیم. سازي پیاده معادله تعریف بازه سراسر در شد عنوان

خطا آنالیز 4 .3
به نیاز است، شده کاربرده به (2 .3) مسئله روي بر که بازتولیدي هسته روش براي خطا کران یک آوردن بدست براي
پیاده که همانطور که است ضروري نکته این به توجه می آوریم. ادامه در که داریم لم ها و قضیه ها و مقدمات سري یک
همین به هم خطا تحلیل شد، انجام معمولی بازه و مرزي لایه دوبازه در (2 .3) مسئله روي بر بازتولیدي هسته روش سازي
که حالتی به مربوط خطا تحلیل فقط ما همچنین می شود، انجام مرزي لایه بازه سپس و معمولی بازه براي ابتدا صورت
سمت در مرزي لایه رفتار که زمانی براي و می کنیم مطرح را است خود تعریف بازه چپ سمت در لایه رفتار داراي مسئله

می شود. اثبات چپ سمت ترتیب همین به است راست
باشد، (2 .3) مسئله دقیق جواب u(t) اگر .1 .4 .3 }لم

(ε− δp(t))u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = f(t), t ∈ [۰, ۱],

u(۰) = φ(۰), u(۱) = γ.

است، برقرار زیر نامساوي آنگاه

∥u(t)∥∞ ≤ ۱
θ
∥Lu(t)∥∞ + max{φ(۰), γ},

.Lu(t) = f(t) ،∥u(t)∥∞ = max۰≤t≤۱ |u(t)| که
.[61 ،60] اثبات.

تقریبی جواب un۲(t) و [d, ۱] معمولی دربازه بازتولیدي هسته روش از حاصل تقریبی جواب un۱(t) کنید فرض
زیر صورت به را [۰, ۱] بازه سراسر در (2 .3) معادله براي تقریبی جواب صورت این در باشند [۰, d] مرزي لایه بازه در

می کنیم. تعریف
U(t) =

{
un۱(t) t ∈ [d, ۱],
un۲(t) t ∈ [۰, d].

و باشد W ۳
۲ [d, ۱] بازتولیدي فضاي در بازتولیدي هسته روش از حاصل تقریبی جواب un۱(t)کنید فرض .2 .4 .3 قضیه

آنگاه ،p(t), q(t), f(t), φ(t) ∈ C۲[۰, ۱] باشیم داشته و باشند (3 .3) مسئله براي دقیق جواب u(t)
∥u(t)− un۱(t)∥∞ ≤ a۱h

۲
۱

نقاط تعداد n۱ و h۱ = max۱≤i≤n۱|ti+۱ − ti| و است مثبت ثابت یک a۱ و ∥u(t)∥∞ = maxt∈[d,۱] |u(t)| که
است. [d, ۱] بازه در بازتولیدي هسته روش براي شده استفاده
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.[63 ،62] اثبات.
ولی می کنیم، ارائه u(t) دقیق جواب و مرزي لایه بازه در un۲(t) تقریبی جواب براي را خطا کران بعدي قضیه  در
می گیریم، نظر در را (8 .3) مسئله می آوریم. ادامه در که داریم نیاز مقدمات سري یک ابتدا مقصود این به رسیدن براي

{
(ε− δp(t))u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = f(t), t ∈ [۰, d],

u(۰) = φ(۰), u(d) = un۱(d).
(12 .3)

A۱(t) = φ(۰) + un۱(d)−φ(۰)
d t که u(t) = y(t) + A۱(t) رابطه از استفاده با (12 .3) معادله سازي همگن از پس

داریم، را زیر }معادله
(ε− δp(t))y′′(t) + p(t)y′(t) + q(t)y(t) = F (t), t ∈ [۰, d],

u(۰) = ۰, u(d) = ۰.
(13 .3)

که باشد (13 .3) معادله تقریبی جواب ȳ(t) که کنید فرض .F (t) = p(t)(un۱(d)−φ(۰))+q(t)(tun۱(d)+(d−t)φ(۰))
d که

در را زیر معادله اکنون .un۲(t) = ȳ(t) + A۱(t) داریم بنابراین است، آمده بدست W ۳
۲ [۰, d] بازتولیدي فضاي در

می گیریم، }نظر
(ε− δp(t))v′′(t) + p(t)v′(t) + q(t)v(t) = g(t), t ∈ [۰, d],

u(۰) = φ(۰), v(d) = u(d).
(14 .3)

v(t) = رابطه از استفاده با (14 .3) معادله سازي همگن با است. (14 .3) معادله دقیق جواب u(t) که است بدیهی
داریم، را زیر معادله A۲(t) = φ(۰) + u(d)−φ(۰)

d t که w(t) + A۲(t){
(ε− δp(t))w′′(t) + p(t)w′(t) + q(t)w(t) = G(t), t ∈ [۰, d],

w(۰) = ۰, w(d) = ۰,
(15 .3)

در که باشد (15 .3) معادله تقریبی جواب w̄(t) که کنید فرض .G(t) = p(t)(u(d)−φ(۰))+q(t)(tu(d)+(d−t)φ(۰))
d که

است. آمده بدست W ۳
۲ [۰, d] بازتولیدي فضاي

و باشد W ۳
۲ [۰, d] بازتولیدي فضاي در بازتولیدي هسته روش از حاصل تقریبی جواب un۲(t)کنید فرض .3 .4 .3 قضیه

آنگاه ،p(t), q(t), f(t), φ(t) ∈ C۲[۰, ۱] باشیم داشته و باشند (8 .3) مسئله براي دقیق جواب u(t)

∥u(t)− un۲(t)∥∞ ≤ a۲h
۲
۲

نقاط تعداد n۲ و h۲ = max۱≤i≤n۲ |ti+۱ − ti| و است مثبت ثابت یک a۲ و ∥u(t)∥∞ = maxt∈[d,۱] |u(t)| که
است. [۰, d] بازه در بازتولیدي هسته روش براي شده استفاده

داریم، [62-64] از استفاده با اثبات.

∥ȳ(t)− F (t)∥∞ = maxt∈[۰,d]|Lȳ(t)− F (t)| ≤ a۳h
۲
۳, (16 .3)
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داریم، 2 .4 .3 قضیه از استفاده با و h۳ = max۱≤i≤n۲ |ti+۱ − ti| که

F (t)−G(t) =
p(t)

d
(un۱(d)− u(d)) +

tq(t)

d
(un۱(d)− u(d)),

بنابراین

∥F (t)−G(t)∥∞ = maxt∈[۰,d]|F (t)−G(t)| ≤ a۴h
۲
۱ , (17 .3)

داریم، (17 .3) و (16 .3) رابطه هاي از استفاده با است. مثبت ثابت یک a۴ و h۱ = max۱≤i≤n۱|ti+۱ − ti| که

∥L(ȳ(t)− w(t))∥∞ =∥ȳ(t)−G(t)∥∞
= ∥ȳ(t)− F (t) + F (t)−G(t)∥∞
≤ ∥ȳ(t)− F (t)∥∞ + ∥F (t)−G(t)∥∞
≤ a۳h

۲
۳ + a۴h

۲
۱ ,

(18 .3)

داریم، 1 .4 .3 لم و (18 .3) رابطه از استفاده با

∥ȳ(t)− w(t)∥∞ = maxt∈[۰,d]|ȳ(t)− w(t)| ≤ ۱
θ
(a۳h

۲
۳ + a۴h

۲
۱ ). (19 .3)

داریم (19 .3) رابطه و 2 .4 .3 قضیه از استفاده با همچنین

∥un۲(t)− u(t)∥∞ = ∥ȳ(t) + A۱(t)− w(t)− A۲(t)∥∞
≤ ∥ȳ(t)− w(t)∥∞ + ∥A۱(t)− A۲(t)∥∞

≤ ۱
θ
(a۳h

۲
۳ + a۴h

۲
۱ ) +

۱
d
a۵h

۲
۱ ,

(20 .3)

که، گرفت نتیجه می توان نهایت در
∥u(x)− u۲n۲(x)∥∞ = maxt∈[۰,d]|u(t)− un۲(t)|

≤ ۱
θ
(a۳h

۲
۳ + a۴h

۲
۱ ) +

۱
d
a۵h

۲
۱

≤ a۲h
۲
۲.

(21 .3)

جواب u(t) Wو ۳
۲ بازتولیدي فضاي در بازتولیدي هسته روش از حاصل تقریبی جواب U(t) کنید فرض .4 .4 .3 قضیه

آنگاه باشند، (2 .3) مسئله براي دقیق

∥U(t)− u(t)∥∞ = maxt∈[۰,۱]|U(t)− u(t)| ≤ a۶h
۲

بازتولیدي هسته روش براي شده استفاده نقاط تعداد N و h = max۱≤i≤N |ti+۱ − ti| و است مثبت ثابت یک a۶ که
است. [۰, ۱] بازه در
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داریم، 2 .4 .3 ،3 .4 .3 قضیه هاي از استفاده با اثبات.

∥u(t)− un۱(t)∥∞ ≤ a۱h
۲
۱ ,

∥u(t)− un۲(t)∥∞ ≤ a۲h
۲
۲,

(22 .3)

و هستند مثبت ثابت هاي a۲ و a۱ و h = max۱≤i≤N |ti+۱ − ti| که

U(t) =

{
un۱(t) t ∈ [d, ۱],
un۲(t) t ∈ [۰, d].

(23 .3)

داریم، (23 .3) و (22 .3) رابطه هاي از استفاده با نتیجه در و
∥U(t)− u(t)∥∞ = maxt∈[۰,۱]|U(t)− u(t)| ≤ a۶h

۲.

تقریبی جواب un۱(t) کنید فرض دارد، قرار (2 .3) مسئله تعریف بازه راست سمت در مرزي لایه رفتار که حالتی در
باشند [۱− d, ۱] مرزي لایه بازه در تقریبی جواب un۲(t) و [۰, ۱− d] معمولی دربازه بازتولیدي هسته روش از حاصل

می کنیم، تعریف زیر صورت به را [۰, ۱] بازه سراسر در (2 .3) معادله براي تقریبی جواب صورت این در

U(t) =

{
un۱(t) t ∈ [۰, ۱− d],

un۲(t) t ∈ [۱− d, ۱].

و 3 .4 .3 و 2 .4 .3 قضیه هاي ما دارد، قرار مسئله تعریف بازه چپ سمت در مرزي لایه رفتار که زمانی همانند نتیجه در و
داریم. دارد، قرار (2 .3) مسئله راست سمت در مرزي لایه رفتار که حالتی براي نیز را 4 .4 .3

عددي مثالهاي 5 .3
[65-67 ،60] بگیرید نظر در را زیر منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله .1 .5 .3 }مثال

εu′′(t) + u′(t− δ)− u(t) = f(t), t ∈ [۰, ۱],

u(t) = ۱, t ∈ [−δ, ۰], u(۱) = ۱,

و m۱ =
−
√

۴(ε−δ)+۱−۱
۲(ε−δ)

که u(t) =
(em۱−۱)em۲t+(۱−em۲)em۱t

em۱−em۲ با است برابر معادله این براي دقیق جواب که
.d = |k(ε− δ)ln(N)| و m۲ =

√
۴(ε−δ)+۱−۱
۲(ε−δ)

[65-67 ،60] بگیرید نظر در را زیر منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله .2 .5 .3 }مثال
εu′′(t)− u′(t− δ)− u(t) = f(t), t ∈ [۰, ۱],

u(t) = ۱, t ∈ [−δ, ۰], u(۱) = −۱,

و m۱ =
۱−
√

۴(ε+δ)+۱
۲(ε+δ)

که u(t) =
(em۲+۱)em۱t+(۱+em۱)em۲t

em۲−em۱ با است برابر معادله این براي دقیق جواب که
.d = |k(ε+ δ)Ln(kN)| و m۲ =

√
۴(ε+δ)+۱+۱
۲(ε+δ)
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(δ = ۰٫۶ε چپ: δ = ۶ε وسط: δ = ۱۲ε (راست: N = ۴۱ و ε = ۱۰−۴ با (1 .5 .3) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :1 .3 شکل

هسته روش سازي پیاده براي استفاده مورد نقاط دارد قرار چپ سمت در مرزي لایه وقتی 2 .5 .3 و 1 .5 .3 مثال براي
که زمانی و است tj = d( j

n۲+۱)
۲ و ti = ۱− (۱−d+α)( i

n۱
)۲ برابر ترتیب به مرزي لایه و معمولی بازه در بازتولیدي

مرزي لایه و معمولی بازه در بازتولیدي هسته روش سازي پیاده براي استفاده مورد نقاط دارد قرار راست سمت در مرزي لایه
i = ۱, ۲, . . . , n۱ j = ۱, ۲, . . . , n۲ و ۰ < α < ۰٫۱ که است، tj = −d( j

n۲+۱)
۲ و ti = ( ۱

۱۰۰۰۰)+
i
n۱

برابر ترتیب به
.N = n۱ + n۲ و

[68] بگیرید نظر در را u(۰)− u′(۰) = ۱ تفاضلی شرط با زیر منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله .3 .5 .3 مثال

{
εu′′(t)− u′(t)− u(t) = f(t), t ∈ [۰, ۱],

u(۰)− u′(۰) = ۱, t ∈ [−δ, ۰], u(۱) = ۰,

m۱ =
√

۴ε+۱−۱
۲ε که u(t) = ۵(m۲−۱)em۱t+۵(۱−m۱)e

m۲t

(۱−m۲)em۱−(۱−m۱)em۲ + (۲t + ۳) با است برابر معادله این براي دقیق جواب که
.d = |kεLn(kN)| و m۲ =

−
√

۴ε+۱−۱
۲ε و

[69 ،68] بگیرید نظر در را u(۰)− u′(۰) = ۰ تفاضلی شرط با زیر منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله .4 .5 .3 مثال

{
εu′′(t) + u′(t)− u(t) = f(t), t ∈ [۰, ۱],

u(۰)− u′(۰) = ۰, t ∈ [−δ, ۰], u(۱) = ۱,

m۲ = و m۱ =
√

۴ε+۱−۱
۲ε که u(t) =

(۱−m۱)e
m۲t−(۱−m۲)e

m۱t

(۱−m۱)em۲−(۱−m۲)em۱ با است برابر معادله این براي دقیق جواب که
.d = |kεLn(kN)| و −

√
۴ε+۱−۱
۲ε

مرزي لایه و معمولی بازه در بازتولیدي هسته روش سازي پیاده براي استفاده مورد نقاط 4 .5 .3 و 3 .5 .3 مثال براي
و i = ۱, ۲, . . . , n۱ j = ۱, ۲, . . . , n۲ و است tj = d( j

n۲+۱) و ti = ۱ − (۱ − d)( i
n۱+۱)

۲ برابر ترتیب به
.N = n۱ + n۲
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ε = ۰٫۰۱ با 1 .5 .3 مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :1 .3 جدول
N = ۱۰۰

δ [67] مرجع روش [67] مرجع روش [65] مرجع روش بازتولیدي هسته روش

L∞

۰٫۰۰۱ ۰٫۰۹۰۹۲۸ ۱٫۲× ۱۰−۴ ۴٫۶× ۱۰−۶ ۴٫۰× ۱۰−۷

۰٫۰۰۳ ۰٫۱۰۸۳۶۲ ۱٫۶× ۱۰−۴ ۴٫۶× ۱۰−۶ ۴٫۲× ۱۰−۷

۰٫۰۰۶ ۰٫۱۲۸۴۵۴ ۲٫۸× ۱۰−۴ ۴٫۶× ۱۰−۶ ۲٫۱× ۱۰−۷

۰٫۰۰۸ ۰٫۱۰۱۴۹۹ ۵٫۷× ۱۰−۴ ۴٫۶× ۱۰−۶ ۲٫۳× ۱۰−۷

۰٫۱۰۰ − − ۱٫۴× ۱۰−۵ ۵٫۷× ۱۰−۶

۰٫۲۰۰ − − ۱٫۴× ۱۰−۵ ۱٫۷× ۱۰−۶

δ = ۱۰−۱۲ با 1 .5 .3 مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :2 .3 جدول
N = ۳۲

ε [60] مرجع روش [60] مرجع روش [65] مرجع روش بازتولیدي هسته روش

L∞

۱۰−۲ ۶٫۵۸× ۱۰−۲ ۱٫۴۹× ۱۰−۲ ۴٫۵۰× ۱۰−۵ ۵٫۲۷× ۱۰−۵

۱۰−۳ ۸٫۰۷× ۱۰−۲ ۳٫۸۸× ۱۰−۲ ۴٫۵۰× ۱۰−۵ ۴٫۸۳× ۱۰−۵

۱۰−۴ ۸٫۴۶× ۱۰−۲ ۵٫۰۶× ۱۰−۲ ۲٫۵۰× ۱۰−۴ ۵٫۰۴× ۱۰−۵

۱۰−۵ ۸٫۵۴× ۱۰−۲ ۵٫۲۱× ۱۰−۲ ۲٫۵۰× ۱۰−۴ ۵٫۰۷× ۱۰−۵

۱۰−۶ ۸٫۵۸× ۱۰−۲ ۵٫۰۳× ۱۰−۲ ۲٫۵۰× ۱۰−۴ ۵٫۱۲× ۱۰−۵

۱۰−۷ − − − ۸٫۰۱× ۱۰−۵
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ε = ۰٫۰۱ با 1 .5 .3 مثال براي بازتولیدي هسته روش همگرایی مرتبه :3 .3 جدول
مثال (1 .5 .3)

δ max|u۲۰(t)− u(t)| max|u۴۰(t)− u(t)| (CR) همگرایی مرتبه max|u۸۰(t)− u(t)| (CR) همگرایی مرتبه

۰٫۰۰۱ ۱٫۷× ۱۰−۴ ۶٫۰× ۱۰−۶ ۵٫۰۵۸۸۹ ۴٫۶× ۱۰−۷ ۳٫۶۴۳۸۶

۰٫۰۰۳ ۱٫۲× ۱۰−۴ ۶٫۷× ۱۰−۶ ۴٫۰۵۸۸۹ ۵٫۲× ۱۰−۷ ۳٫۶۴۳۸۶

۰٫۰۰۶ ۸٫۷× ۱۰−۵ ۶٫۷× ۱۰−۶ ۳٫۶۴۳۸۶۳ ۵٫۹× ۱۰−۷ ۳٫۴۷۳۹۳

۰٫۰۰۸ ۱٫۱× ۱۰−۴ ۹٫۰× ۱۰−۶ ۳٫۶۴۳۸۶ ۸٫۴× ۱۰−۷ ۳٫۴۷۳۹۳

δ = ۱۰−۱۲ با 1 .5 .3 مثال براي بازتولیدي هسته روش همگرایی مرتبه :4 .3 جدول
مثال (1 .5 .3)

ε max|u۲۰(t)− u(t)| max|u۴۰(t)− u(t)| (CR) همگرایی مرتبه max|u۸۰(t)− u(t)| (CR) همگرایی مرتبه

۱۰−۲ ۵٫۰× ۱۰−۳ ۱٫۱× ۱۰−۴ ۵٫۵۰۶۳۵ ۴٫۸× ۱۰−۶ ۴٫۵۳۹۵۲

۱۰−۳ ۵٫۰× ۱۰−۳ ۱٫۱× ۱۰−۴ ۵٫۵۰۶۳۵ ۴٫۹× ۱۰−۶ ۴٫۵۰۶۳۵

۱۰−۴ ۵٫۰× ۱۰−۳ ۱٫۱× ۱۰−۴ ۵٫۵۰۶۳۵ ۵٫۲× ۱۰−۶ ۴٫۴۱۱۲۰

۱۰−۵ ۵٫۰× ۱۰−۳ ۱٫۱× ۱۰−۴ ۵٫۵۰۶۳۵ ۵٫۱× ۱۰−۶ ۴٫۴۴۲۲۲

۱۰−۶ ۵٫۰× ۱۰−۳ ۱٫۱× ۱۰−۴ ۵٫۵۰۶۳۵ ۴٫۸× ۱۰−۶ ۴٫۵۳۹۵۲

ε = ۰٫۰۱ با 2 .5 .3 مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :5 .3 جدول
δ [67] مرجع روش [67] مرجع روش [65] مرجع روش بازتولیدي هسته روش

N = ۱۰۰ N = ۱۰۵ N = ۱۰۰ N = ۱۰۰

L∞

۰٫۰۰۷ ۰٫۱۱۷۶۳۱ ۱٫۴× ۱۰−۴ ۱٫۰× ۱۰−۵ ۱٫۷× ۱۰−۶

۰٫۰۱۵ ۰٫۰۸۳۵۱۵ ۹٫۶× ۱۰−۵ ۱٫۰× ۱۰−۵ ۶٫۳× ۱۰−۶

۰٫۰۲۵ ۰٫۰۶۱۴۷۵ ۶٫۸× ۱۰−۵ ۱٫۰× ۱۰−۵ ۲٫۱× ۱۰−۵
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ε = ۰٫۰۰۱ با 2 .5 .3 مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :6 .3 جدول
δ [67] مرجع روش [67] مرجع روش [65] مرجع روش بازتولیدي هسته روش

N = ۱۰۰ N = ۱۰۵ N = ۱۰۰ N = ۱۰۰

L∞

۰٫۰۰۰۷ ۰٫۲۱۳۳۹۱ ۳٫۰× ۱۰−۴ ۱٫۰× ۱۰−۵ ۱٫۰× ۱۰−۵

۰٫۰۰۱۵ ۰٫۱۲۳۱۱۹ ۱٫۴× ۱۰−۴ ۱٫۰× ۱۰−۵ ۸٫۵× ۱۰−۷

۰٫۰۰۲۵ ۰٫۰۸۰۹۶۴ ۹٫۲× ۱۰−۵ ۱٫۰× ۱۰−۵ ۸٫۲× ۱۰−۷

۰٫۰۱۰۰ − − ۱٫۰× ۱۰−۵ ۱٫۴× ۱۰−۶

۰٫۰۲۰۰ − − ۱٫۰× ۱۰−۵ ۳٫۶× ۱۰−۶

ε = ۰٫۰۱ با 2 .5 .3 مثال براي بازتولیدي هسته روش همگرایی مرتبه :7 .3 جدول
مثال (2 .5 .3)

δ max|u۲۰(t)− u(t)| max|u۴۰(t)− u(t)| (CR) همگرایی مرتبه max|u۸۰(t)− u(t)| (CR) همگرایی مرتبه

۰٫۰۰۷ ۱٫۲× ۱۰−۳ ۳٫۵× ۱۰−۵ ۵٫۰۵۸۸۹ ۲٫۳× ۱۰−۶ ۳٫۸۳۶۵

۰٫۰۱۵ ۹٫۳× ۱۰−۴ ۲٫۱× ۱۰−۵ ۵٫۶۴۳۸۶ ۷٫۲× ۱۰−۶ ۱٫۵۵۶۳۹

۰٫۰۲۵ ۷٫۰× ۱۰−۴ ۳٫۵× ۱۰−۵ ۴٫۳۲۱۹۳ ۲٫۱× ۱۰−۵ ۰٫۷۳۶۹۶۶

ε = ۰٫۰۰۱ با 2 .5 .3 مثال براي بازتولیدي هسته روش همگرایی مرتبه :8 .3 جدول
مثال (2 .5 .3)

δ max|u۲۰(t)− u(t)| max|u۴۰(t)− u(t)| (CR) همگرایی مرتبه max|u۸۰(t)− u(t)| (CR) همگرایی مرتبه

۰٫۰۰۰۷ ۲٫۱× ۱۰−۴ ۲٫۲× ۱۰−۵ ۳٫۳۲۱۹۳ ۱٫۰× ۱۰−۵ ۱٫۱۵۲

۰٫۰۰۱۵ ۵٫۳× ۱۰−۴ ۲٫۴× ۱۰−۵ ۴٫۶۴۳۸۶ ۲٫۸× ۱۰−۶ ۳٫۰۵۸۸۹

۰٫۰۰۲۵ ۶٫۸× ۱۰−۴ ۳٫۲× ۱۰−۵ ۴٫۳۲۱۹۳ ۲٫۳× ۱۰−۶ ۳٫۸۳۶۵۳

۰٫۰۱۰۰ ۸٫۳× ۱۰−۴ ۱٫۹× ۱۰−۵ ۵٫۶۴۳۸۶ ۱٫۳× ۱۰−۶ ۳٫۸۳۶۵

۰٫۰۲۰۰ ۴٫۷× ۱۰−۳ ۱٫۶× ۱۰−۴ ۵٫۰۵۸۸۹ ۳٫۸× ۱۰−۶ ۵٫۶۴۳۸۶
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(δ = ε چپ: δ = ۵ε وسط: δ = ۱۰ε (راست: N = ۴۱ و ε = ۱۰−۴ با (1 .5 .3) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :2 .3 شکل

ε = ۱۰−۴ وسط: ε = ۱۰−۵ (راست: N = ۱۰۰ و بازه تقسیم بدون بازتولیدي هسته روش استفاده با (3 .5 .3) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :3 .3 شکل
(ε = ۱۰−۳ چپ:

ε = ۱۰−۴ وسط: ε = ۱۰−۵ (راست: N = ۱۰۰ و بازه تقسیم با بازتولیدي هسته روش استفاده با (3 .5 .3) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :4 .3 شکل
(ε = ۱۰−۳ چپ:

ε = ۱۰−۴ وسط: ε = ۱۰−۵ (راست: N = ۱۰۰ و بازه تقسیم بدون بازتولیدي هسته روش استفاده با (4 .5 .3) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :5 .3 شکل
(ε = ۱۰−۳ چپ:

ε = ۱۰−۴ وسط: ε = ۱۰−۵ (راست: N = ۱۰۰ و بازه تقسیم با بازتولیدي هسته روش استفاده با (4 .5 .3) مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :6 .3 شکل
(ε = ۱۰−۳ چپ:
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4 فصل
با تأخیر داراي منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی مسئله حل

بازتولیدي هسته روش
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مقدمه 1 .4
تعریف بازه راست یا چپ سمت در مرزي لایه رفتار داراي که منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی مسئله قبل فصل در
و شد آورده بدست آن جواب براي مناسبی تقریب هاي شده ارائه تکنیک با و گرفت قرار بررسی و بحث مورد بود، خود
روش با نیز بودند تفاضلی شرایط با مرزي لایه رفتار داراي که مسائلی عددي، مثالهاي بخش در قبل فصل در همچنین
فصل در شده ارائه روش بودن کاربردي از حاکی آمده بدست نتایج و ( 4 .5 .3 و 3 .5 .3 (مثالهاي شده حل شده ارائه
دیفرانسیل-تفاضلی مسئله فصل این در است. مرزي لایه رفتار با منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله براي قبل
بسته آن رفتار نوع ولی است چهارم فصل مسئله شبیه ظاهر به که می گیرد قرار بررسی مورد تأخیر داراي منفرد اختشاشی
این از ترکیبی گاهی و مرزي لایه رفتار همچنین و نوسانی رفتار نوع از (δ) تأخیر پارامتر و (ε) اختشاش پارامتر هاي به
مرزي لایه رفتار داراي تأخیر پارامتر و اختشاش پارامتر براي خاص مقادیر از بعضی در مسئله این البته است. رفتار دو
تحلیلی جواب می کنیم صحبت آن مورد در فصل این در که مسئله اي می باشد. خود تعریف بازه راست یا چپ سمت در
پارامتر و اختشاش پارامتر مختلف مقادیر براي آن رفتار پیچیدگی به توجه با آن جواب تقریب اهمیت رو این از و ندارد
اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی مسئله براي دقیق جواب نبودن دست در به باتوجه است. برخوردار زیادي اهمیت از تأخیر
در ما هدف مسئله جواب رفتار تعیین در تأخیر پارامتر و اختشاش پارامتر مقادیر اهمیت همچنین و تأخیر داراي منفرد
پارامتر از استفاده با مسئله در مرزي لایه رفتار همچنین و نوسانی رفتار دادن تمیز براي راهی کردن پیدا ابتدا فصل این
استفاده با مسئله جواب از مناسب تقریب آوردن بدست سپس، و است بازتولیدي هسته روش در تأخیر پارامتر و اختشاش

می باشد. مرزي لایه یا و نوسانی رفتار داراي مسئله که حالت هایی از کدام هر براي بازتولیدي هسته روش از

تأخیر با منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله معرفی 2 .4
می گیریم، نظر در است تأخیر یک داراي که را زیر منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی }مسئله
εu′′(t) + p(t)u′(t− δ) + q(t)u(t) = f(t), t ∈ [۰, ۱],

u(t) = φ(t), t ∈ [−δ, ۰], u(۱) = γ,
(1 .4)

قدر به φ(t)، f(t)، q(t)، p(t) تابع هاي .۰ < ε ≪ ۱ و است مسئله تأخیر پارامتر δ و مسئله اختشاش پارامتر ε که
به (نسبت باشد کوچکی کافی قدر به یا باشد صفر برابر δ پارامتر مقدار اگر است. ثابت یک γ و هستند هموار کافی
،p(t) ≤ ۰ که زمانی است خود تعریف بازه چپ سمت در مرزي لایه رفتار داراي (1 .4) مسئله صورت این در (ε پارامتر
.(δ = o(ε) مثال طور (به p(t) ≥ ۰ که زمانی است خود تعریف بازه راست سمت در مرزي لایه رفتار داراي همچنین و
مقدار افزایش با مرزي لایه رفتار این اما دارد وجود (1 .4) مسئله در مرزي لایه رفتار شده ذکر شرایط به توجه با پس
رفتار به و برود بین از است ممکن حتی و شده تغییر دچار (δ = O(ε) مثال طور به ، ε پارامتر به (نسبت تأخیر پارامتر

شود. تبدیل نوسانی
رفتار داراي فقط تأخیر پارامتر و اختشاش پارامتر مقادیر همه ي براي که (1 .3) مسئله خلاف بر که آنجا از .1 .2 .4 نکته
این نوع که باشد مرزي لایه رفتار داراي می تواند هم و نوسانی رفتار داراي می تواند هم (1 .4) مسئله است، مرزي لایه
درك براي می شود. مشخص یکدیگر به پارامتر دو این نسبت و تأخیر پارامتر و اختشاش پارامتر مقادیر به توجه با رفتار

بفرمایید. ملاحظه را زیر مثال و اول فصل از 5 .5 .1 مثال موضوع این بهتر
.2 .2 .4 }مثال

εu′′(x) + u′(x− δ) + u(x) = ۰, ۰ ≤ x ≤ ۱,
u(x) = ۱, x ∈ [−δ, ۰], u(۱) = ۱.

(2 .4)
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ε = ۱۰−۲ (2 .2 .4) مثال براي نوسانی رفتار و مرزي لایه رفتار :1 .4 شکل

است. شده رسم δ و ε مختلف مقادیر براي 1 .4 شکل در مثال این جواب رفتار
استفاده t حول تیلور سري بسط از (u′(x− δ)) مسئله تاخیر جمله تقریب براي که (1 .3) مسئله خلاف بر .3 .2 .4 نکته
جمله تقریب براي تیلور سري بسط از استفاده باشد مرزي لایه رفتار داراي مسئله که زمانی تنها (1 .4) مسئله در می کردیم
اختشاش پارامتر مقادیر اگر و می شود، دیفررانسیل معادله جواب تقریب از اعتماد قابل نتایج حصول به منجر مسئله تاخیر
سري بسط از استفاده صورت این در باشد نوسانی رفتار داراي (1 .4) مسئله که باشد گونه اي به مسئله تاخیر پارامتر و

نشود. حاصل دقیقی تقریبی جواب می شود باعث و است نامعتبر مسئله تاخیر جمله تقریب براي تیلور
مرزي لایه رفتار داراي (1 .4) مسئله که است گونه اي به تاخیر پارامتر و اختشاش پارامتر مقادیر اینکه فرض با پس

داریم t حول u′(t− δ) جمله براي تیلور سري بسط از استفاده با می باشد،
u′(t− δ) ≈ u′(t)− δu′′(t),

به، می شود تبدیل (1 .4) مسئله }بنابراین
(ε− δp(t))u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = f(t), t ∈ [۰, ۱],

u(۰) = φ(۰), u(۱) = γ.
(3 .4)

این با هستند، مثبت ثابت هاي θ, M که q(t) ≤ −θ < ۰, p(t) ≥M > ۰ و (ε− δp(t)) > ۰ که می کنیم فرض
کافی قدر به ε, δ مقادیر که زمانی است. مرزي لایه رفتار یک با فرد به منحصر جوابی داراي (3 .4) مسئله مفروضات

است. معتبر مرزي لایه رفتار محل تعیین براي زیر نتایج از باشند کوچک
صورت این در p(t) < ۰ اگر و چپ سمت در مرزي لایه رفتار صورت این در (ε− δp(t)) > ۰ و p(t) > ۰ اگر

.t ∈ [۰, ۱] که دارد، قرار (3 .4) مسئله تعریف بازه راست سمت در مرزي لایه رفتار

مرزي لایه رفتار با (3 .4) مسئله براي بازتولیدي هسته روش سازي پیاده نحوه 3 .4
بازه ي زیر و مرزي لایه رفتار شامل بازه ي زیر دو به را مسئله بازه ابتدا مرزي، لایه رفتار محل به توجه با قبل فصل همانند
d =

∣∣k(ε±δ)ln(kN)
رابطه ي∣∣ از ما مرزي لایه رفتار داراي زیربازه ي دقیق تعیین براي می کنیم. تقسیم معمولی رفتار
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روش از استفاده براي مسئله تعریف بازه سرتاسر در نقاط تعداد N و است مثبت حقیقی عدد یک k که می کنیم. استفاده
است. مرزي لایه بازه طول d و است بازتولیدي هسته

صورت به را زیربازه ها بندي تقسیم ما دارد قرار آن تعریف بازه از سمت کدام در مسئله مرزي لایه رفتار اینکه به توجه با
[۰, d] زیربازه دو به را [۰, ۱] مسئله تعریف بازه باشد داشته قرار چپ درسمت مرزي لایه رفتار اگر می دهیم. انجام زیر
را [۰, ۱] بازه در (3 .4) معادله و می دهیم انتقال [۰, ۱] بازه به متغییر تغییر یک با را [۰, d] بازه و می کنیم تقسیم [d, ۱] و
بازه باشد داشته قرار راست درسمت مرزي لایه رفتار اگر می نامیم. معمولی معادله [d, ۱] بازه در و مرزي، لایه معادله
بازه به متغییر تغییر یک با را [۱− d, ۱] بازه و می کنیم تقسیم [۰, ۱− d] و [۱− d, ۱] زیربازه دو به را [۰, ۱] مسئله تعریف
می نامیم. معمولی معادله [۰, ۱− d] بازه در و مرزي، لایه معادله را [−۱, ۰] بازه در (3 .4) معادله و می دهیم انتقال [−۱, ۰]
لایه رفتار که حالتی دو هر در فصل این در که است این در قبل فصل با فصل این در شده ارائه حل روش تفاوت تنها
بازه ي انتقال براي مرزي لایه مسئله در متغییر تغییر از ما دارد قرار مسئله تعریف بازه راست یا و چپ سمت در مرزي

می کنیم. استفاده بزرگتر بازه یک به مرزي لایه

چپ سمت در مرزي لایه رفتار با (3 .4) معادله 1 .3 .4
بدست را مرزي لایه بازه در معادله جواب تقریب سپس و می کنیم محاسبه را معمولی بازه در معادله جواب تقریب ابتدا

می آوریم.

t ∈ [d, ۱] معمولی بازه در معادله جواب }تقریب
(ε− δp(t))u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = f(t),

u(۱) = γ, t ∈ [d, ۱]
(4 .4)

uℓn۱(t) و می کنیم حل W ۳
۲ [d, ۱] بازتولیدي هسته فضاي در بازتولیدي هسته روش از استفاده با را (4 .4) معادله سپس

پیاده سازي براي نقاط تعداد n۱ که است W ۳
۲ [d, ۱] بازتولیدي هسته فضاي در (4 .4) معادله حل از حاصل تقریبی جواب

است. [d, ۱] معمولی بازه در بازتولیدي هسته روش

t ∈ [۰, d] مرزي لایه بازه در معادله جواب }تقریب
(ε− δp(t))u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = f(t), t ∈ [۰, d],

u(۰) = φ(۰), u(d) = uℓn۱(d).
(5 .4)

انتقال [۰, ۱] بازه به [۰, d] بازه از را معادله مرزي لایه بازه t = dx, u(t) = y(x) متغییر تغییر از استفاده با سپس
می دهیم.

۱
d۲
(ε− δp(dx))y′′(x) +

۱
d
p(dx)y′(x) + q(dx)y(x) = f(dx), x ∈ [۰, ۱],

y(۰) = φ(۰), y(۱) = uℓn۱(d).
(6 .4)

نتیجه در و می کنیم حل W ۳
۲ [۰, ۱] بازتولیدي هسته فضاي در بازتولیدي هسته روش از استفاده با را (6 .4) معادله سپس

.u(t) = y( td) با است برابر (5 .4) معادله جواب
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راست سمت در مرزي لایه رفتار با (3 .4) معادله 2 .3 .4
بدست را مرزي لایه بازه در معادله جواب تقریب سپس و می کنیم محاسبه را معمولی بازه در معادله جواب تقریب ابتدا

می آوریم.

t ∈ [۰, ۱− d] معمولی بازه در معادله جواب }تقریب
(ε− δp(t))u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = f(t),

u(۰) = φ(۰), t ∈ [۰, ۱− d]
(7 .4)

و می کنیم حل W ۳
۲ [۰, ۱ − d] بازتولیدي هسته فضاي در بازتولیدي هسته روش از استفاده با را (7 .4) معادله سپس

نقاط تعداد n۱ که است W ۳
۲ [۰, ۱ − d] بازتولیدي هسته فضاي در (7 .4) معادله حل از حاصل تقریبی جواب urn۱(t)

است. [۰, ۱− d] معمولی بازه در بازتولیدي هسته روش پیاده سازي براي

t ∈ [۱− d, ۱] مرزي لایه بازه در معادله جواب }تقریب
(ε− δp(t))u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = f(t), t ∈ [۱− d, ۱],

u(۱− d) = urn۱(۱− d), u(۱) = γ.
(8 .4)

انتقال [۰, ۱] بازه به [۰, d] بازه از را معادله مرزي لایه بازه t = dx+ ۱, u(t) = y(x) متغییر تغییر از استفاده با سپس
می دهیم.

(9 .4)
۱
d۲
(ε− δp(dx+ ۱))y′′(x) +

۱
d
p(dx+ ۱)y′(x) + q(dx+ ۱)y(x) = f(dx+ ۱), x ∈ [−۱, ۰],

y(۰) = γ, y(−۱) = urn۱(۱− d).

نتیجه در و می کنیم حل W ۳
۲ [۰, ۱] بازتولیدي هسته فضاي در بازتولیدي هسته روش از استفاده با را (9 .4) معادله سپس

.u(t) = y( t−۱
d ) با است برابر (8 .4) معادله جواب

تعریف از استفاده با را آن به مربوط بازتولیدي هسته (9 .4) و (7 .4) ،(6 .4) ،(4 .4) مسائل از یک هر حل براي اکنون
می سازیم. آن مرزي و اولیه شرایط و مسئله بازه و W ۳

۲ بازتولیدي هسته فضاي

W ۳
۲ [a, b] =

{
u(t)| است پیوسته مطلقا تابع u′′(t) که , u′′′(t) ∈ L۲[a, b], t ∈ [a, b], u(a) = u(b)۰

}
,

می کنیم، تعریف زیر صورت به W ۳
۲ [a, b] فضاي براي را داخلی ضرب و نرم همچنین

< u۱(t), u۲(t) >W ۳
۲ [a,b]

=

۲∑
i=۰

u
(i)
۱ (a)u

(i)
۲ (b) +

∫ b

a

u′′′۱ (t)u
′′′
۲ (t)dt,

∥u(t)∥W ۳
۲ [a,b]

=
√
< u, u >W ۳

۲ [a,b]
, ∀u۱(t), u۲(t) ∈ W ۳

۲ [a, b].

[35] است زیر صورت به آن بازتولیدي هسته که است بازتولیدي هسته فضاي یک W ۳
۲ [a, b] .1 .3 .4 قضیه

Ry(t) =

{
R(t, y), t ≤ y,

R(y, t), t > y,
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که
R(t, y) = ((a−t)(b−y)(−۱۵a۷(b−t)+t۴y۴+۱۵a۶(b−t)(۸+۴b+t+۲y)+۶b۴(t۴+۱۲۰y−۵t۳y+
۳۰ty۲+ ۱۰t۲y۲)+۲b۳(−۶۰ty۳−۲۰t۲y۳+۳t۴(۵+y)+۳۶۰y(۵+y)− ۱۵t۳y(۵+y))−۵a۵(b−t)(۱۶b۲−
۳t۲+۴۲y+ ۲t(۹+۵y)+ ۲b(۴۲+۷t+ ۱۳y))+ ۲b۲y(−۲۴۰y۲+ ۱۰t۳y۲+۳t۴(۵+y)+ ۱۵t(−۱۲۰+y۳)+
۵t۲(−۱۲۰+y۳))+b(۱۲۰y۴−۵t۳y۴−۴t۴(−۳۰+y۳))+a۴(۳۶b۴−۱۹۲۰t+۱۵t۴−۱۰t۳(−۹+y)−۲۷۰t۲y+
۶y۴+۲b۳(۲۴۰+۳۵t+۹۳y)−۴b۲(۳۵t۲−۵t(−۶+y)−۳y(۶۵+۳y))+b(۲۵t۳−۵۱۰ty−۱۰t۲(۴۵+۲۲y)−
۲۴(−۸۰+y۳)))+a(−۱۲۰t۴−۱۲۰y۴+t۳y۴+۶b۴(t۳−۵t۲y−۲۰ty(۳+y)−۳۰(۴+y۲))−b(۶۰t۴y−۴۸۰y۳+
۵t۲y(−۴۸۰+y۳)+۶۰ty(−۱۲۰+y۳)+۴t۳(۱۲۰+y۳))−۲b۳(۱۵t۴+ ۱۵t۲(−۱۵+y)y−۲۰ty۲(−۹+۲y)−
۳t۳(۵+۲۶y)−۶۰(−۳۰−۳۶y+y۳))+b۲(−۳۰t۴(۴+y)+۶t۳y(۵۵+y)+۲۰t۲(۶۰+y۳)−۳۰y(۲۴۰+۲۴y+
y۳)−۲۰t(−۱۸۰−۱۲۰y−۱۲y۳+y۴)))−a۳(−۴۸۰t۲−۳۰t۳y+۳۰y۴+۱۰t۴(۶+y)+۳t(−۱۲۰۰−۸۰۰y+۳y۴)+
۱۸b۴(۳t+۵(۲+y))+b۳(−۷۰t۲+۳۰y(۳۱+۳y)+۶t(۴۵+۳۴y))−۲b۲(۵t۳−۳ty(−۵+۹y)+۵t۲(۶۳+
۳۲y)+۳۰(−۸۰−۳y۲+y۳))+b(۵۰t۴+t۳(۱۵۰−۸۰y)−۹۹۰t۲y−۳۶t(۱۲۰+y۳)+ ۱۵(۲۴۰+ ۱۶۰y−۸y۳+
y۴)))+a۲(۶b۴(t۲+ ۱۰y(۶+y)+۵t(۶+۵y))+t(۴۸۰t۲+۳۰t۳y+ty(−۱۲۰۰+y۳)+۳۰y(−۱۲۰+y۳))−
۲b۳(۱۵t۳−۱۵ty(۲۱+۵y)+۹t۲(۱۵+۸y)+۲۰(−۹۰−۹y۲+y۳))+۲b۲(۳۰t۴+t۳(۱۵−۹۰y)+۳t۲(−۱۹۵+y)y−
۱۰t(۱۲۰−۹y۲+۵y۳)+۵(۷۲۰+۶۰۰y−۲۴y۳+y۴))+b(−۲۱۰t۳y+۳۰t۴(۵+y)+۶۰y(۶۰+y۳)−۴t۲(۴۲۰+
y۳)+۵t(−۱۴۴۰−۹۶۰y−۲۴y۳+۵y۴)))))/(۷۲۰(a−b)۲(−۲۰+a۳−۵b۲−b۳−a۲(۵+۳b)+ab(۱۰+۳b))).

می کنیم، تعریف زیر صورت را آنرا داخلی ضرب و نرم و W ۱
۲ [a, b] بازتولیدي هسته فضاي همچنین

W ۱
۲ [a, b] =

{
u(x)| است پیوسته مطلقا تابع u(x) که , u′(x) ∈ L۲[a, b], x ∈ [a, b]

}
,

< u۱(t), u۲(t) >W ۱
۲ [a,b]

= u۱(a)u۲(a) +

∫ b

a

u′۱(t)u
′
۲(t)dt,

∥u(t)∥W ۱
۲ [a,b]

=
√
< u, u >W ۱

۲ [a,b]
, ∀u۱(t), u۲(t) ∈ W ۱

۲ [a, b].

[35] است زیر صورت به آن بازتولیدي هسته که است بازتولیدي هسته فضاي یک W ۱
۲ [a, b] .2 .3 .4 قضیه

ry(t) =

{
r(t, y), t ≤ y,

r(y, t), t > y,

.r(t, y) = ۱− a+ t که،
تعریف L(u(t)) = (ε− δp(t))u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) صورت به را (4 .4) معادله براي L عملگر
L(u(t)) می کنیم فرض است. L : W ۳

۲ [d, ۱] −→W ۱
۲ [d, ۱] صورت به عملگر این براي بازتولیدي فضاي که می کنیم

مانند [d, ۱] بازه از شمارش قابل و چگال نقاط زیرمجموعه یک باشد، کراندار خطی معکوس پذیر دیفرانسیلی عملگر یک
می کنیم تعریف و می کنیم انتخاب {ti}∞i=۱

ϕi(t) = Ry(t)
∣∣
y=ti

, i = ۱, ۲, . . .
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راحتی به همچنین می باشند. W ۱
۲ [d, ۱] فضاي بازتولیدي هسته ry(t) و W ۳

۲ [d, ۱] فضاي بازتولیدي هسته Ry(t) که
پایه هاي Ψi(t) که Ψi(t) = rti(t) است. W ۳

۲ [۰, ۱] فضاي براي کامل سیستم یک {ϕi(x)}∞i=۱ که می شود ثابت
می دهیم، قرار همچنین و است W ۱

۲ [d, ۱] فضاي
ϕi(t) = L∗Ψi(t).

است. L خودالحاقی عملگر L∗ که
باشد، داشته وجود L−۱ و باشد [۰, ۱] بازه از شمارش قابل و چگال زیرمجموعه یک {tj}∞j=۱ کنید فرض .3 .3 .4 قضیه

است زیر صورت به (3 .3) مسئله تحلیلی جواب آنگاه

un۱(t) =

∞∑
i=۱

ciϕi(t), (10 .4)

شوند. محاسبه باید که هستند مجهول ثابت هاي ci که
دو. حالت بازتولیدي، هسته روش دوم، فصل به شود رجوع اثبات.

مانده تابع (uℓn۱(t)) (4 .4) مسئله تقریبی جواب براي می کنیم. بیان را ci, i = ۱, ۲, . . . ثابت هاي محاسبه نحوه اکنون
می کنیم تعریف زیر صورت به را Rn۱(t)

Rn۱(t) = L(uℓn۱(t))− f(t), (11 .4)
یعنی باشد، صفر برابر زیر داخلی ضرب که می کنیم محاسبه طوري را ci,m ثابت هاي ⟩اکنون

Rn۱(t), ϕj(t)
⟩
W ۳

۲
= ۰, j = ۱, ۲, . . . , n۱ (12 .4)

معادلات دستگاه یک به (12 .4) عبارت داخلی ضرب بازتولیدي خاصیت از استفاده با قبل فصل همانند نهایت در
کرد. محاسبه را ci ثابت هاي می توان آن حل با که می رسیم زیر فرم به خطی جبري

n۱∑
i=۱

ciLϕi(t)|t=tj = f(tj), j = ۱, ۲, . . . , n۱. (13 .4)

تقریبی جواب آنگاه باشد، N(u(t)) خطی غیر جمله داراي یعنی باشد غیرخطی (3 .4) مسئله که حالتی در همچنین
است زیر صورت به

un۱,m(t) =

n۱∑
i=۱

ci,mϕi(t), m = ۲, ۳, . . . . (14 .4)

است. (3 .4) مسئله خطی حالت شبیه آن اثبات روند و کرد محاسبه زیر رابطه از می توان را ci,m ثابت هاي
(15 .4)

n۱∑
i=۱

ci,mLϕi(t)|t=tj = N(un۱,m−۱(t))|t=tj + f(tj), j = ۱, ۲, . . . , n۱ m = ۲, ۳, . . . ,m۱

کند. صدق (3 .4) مسئله مرزي شرایط در طوریکه به می گیریم نظر در را un۱,۱(t) اولیه حدس تابع m = ۱ براي که
همچنین و شده ارائه روش خطاي تحلیل به مربوط قضیه هاي و شده ارائه روش همگرایی به مربوط قضیه هاي .4 .3 .4 نکته
اشاره آنها به دیگر ادامه در رو این از و می باشد است، شده آورده سوم و دوم فصل در که آنچه همانند آنها اثبات نحوه

نمی کنیم.
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عددي مثالهاي 4 .4
EN = رابطه از را خطا مقدار ماکسیمم رو این از هستند، دقیق جواب بدون فصل این به مربوط عددي مثالهاي تمام
N با بازتولیدي هسته روش از حاصل تقریبی جواب UN (t) که می کنیم محاسبه Maxt∈[۰,۱]|UN (t) − U۲N (t)|
ارائه روش همگرایی مرتبه خطا، آنالیز قضیه از کاربرد یک دادن نشان براي همچنین می باشد. [۰, ۱] بازه سراسر در نقطه

می آوریم. بدست زیر رابطه از استفاده با UN (t) تقریبی جواب براي را شده

Cr = Log
EN/E۲N
۲

قرار مسئله بازه چپ سمت در مرزي لایه رفتار که زمانی بازتولیدي هسته روش سازي پیاده براي استفاده مورد نقاط
رفتار که زمانی و است tj = ( j

n۲+۱) و ti = ۱ − (۱ − d)( i
n۱
)۲ برابر ترتیب به مرزي لایه و معمولی بازه براي دارد

و ti = (۱ − d)( i
n۱
)۲ برابر ترتیب به مرزي لایه و معمولی بازه براي دارد قرار مسئله بازه راست سمت در مرزي لایه

.N = n۱ + n۲ و i = ۱, ۲, . . . , n۱ j = ۱, ۲, . . . , n۲که است tj = −( j
n۲+۱)

[70 ،60] بگیرید نظر در را زیر منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله .1 .4 .4 }مثال
εu′′(t) + e−tu′(t− δ)− tu(t) = ۰, t ∈ [۰, ۱],

u(t) = ۱, t ∈ [−δ, ۰], u(۱) = ۱,

.d =
∣∣k(ε− δ)ln(kN)

∣∣ که
[70 ،61] بگیرید نظر در را زیر منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله .2 .4 .4 }مثال

εu′′(t)− (۱+ t)u′(t− δ)− e−tu(t) = ۱, t ∈ [۰, ۱],

u(t) = ۱, t ∈ [−δ, ۰], u(۱) = −۱,

.d =
∣∣k(ε+ δ)ln(kN)

∣∣ که
[70] بگیرید نظر در را زیر منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله .3 .4 .4 مثال εu′′(t) +

۱
۴
u′(t− δ)− u(t) = ۰, t ∈ [۰, ۱],

u(t) = ۱, t ∈ [−δ, ۰], u(۱) = −۱,

.d =
∣∣k(ε− ۰٫۲۵δ)ln(kN)

∣∣ که
[61] بگیرید نظر در را زیر منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله .4 .4 .4 }مثال

εu′′(t)− etu′(t− δ)− u(t) = ۰, t ∈ [۰, ۱],

u(t) = ۱, t ∈ [−δ, ۰], u(۱) = ۱,

.d =
∣∣k(ε+ δ)ln(kN)

∣∣ که
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ε مختلف مقادیر و δ = ۱۰−۱۲ با 1 .4 .4 مثال براي خطا مقدار ماکسیمم :1 .4 جدول
ε [60] مرجع روش [60] مرجع روش [60] مرجع روش بازتولیدي هسته روش

(N = ۲۵۶) (N = ۵۱۲) (N = ۱۰۲۴) (N = ۱۲۸)

۱ ۳٫۴۴× ۱۰−۵ ۱٫۷۲× ۱۰−۵ ۸٫۵۹× ۱۰−۶ ۱٫۴۰× ۱۰−۸

۱۰−۱ ۱٫۸۵× ۱۰−۳ ۹٫۳۳× ۱۰−۴ ۴٫۶۹× ۱۰−۴ ۱٫۸۰× ۱۰−۷

۱۰−۲ ۶٫۵۰× ۱۰−۳ ۳٫۳۵× ۱۰−۳ ۱٫۶۵× ۱۰−۳ ۳٫۸۰× ۱۰−۷

۱۰−۳ ۹٫۰۸× ۱۰−۳ ۴٫۸۹× ۱۰−۳ ۲٫۵۸× ۱۰−۳ ۷٫۴۰× ۱۰−۷

۱۰−۴ ۹٫۹۳× ۱۰−۲ ۵٫۵۵× ۱۰−۳ ۳٫۰۲× ۱۰−۳ ۷٫۲۰× ۱۰−۷

۱۰−۵ ۱٫۰۱× ۱۰−۲ ۵٫۶۷× ۱۰−۳ ۳٫۱۲× ۱۰−۳ ۷٫۲۰× ۱۰−۷

۱۰−۶ ۱٫۰۱× ۱۰−۲ ۵٫۴۹× ۱۰−۳ ۳٫۱۴× ۱۰−۳ ۷٫۲۰× ۱۰−۷

۱۰−۷ ۱٫۰۱× ۱۰−۲ ۵٫۶۴× ۱۰−۳ ۳٫۱۴× ۱۰−۳ ۷٫۲۰× ۱۰−۷

۱۰−۸ ۱٫۰۱× ۱۰−۲ ۵٫۶۴× ۱۰−۳ ۳٫۱۴× ۱۰−۳ ۷٫۲۰× ۱۰−۷

(ε = ۱۰−۲ چپ: ε = ۱۰−۴ وسط: ε = ۱۰−۷ (راست: δ = ۱۰−۱۲ و N = ۱۲۸ با 1 .4 .4 مثال براي خطا مقدار ماکسیمم :2 .4 شکل

(ε = ۱۰−۳ چپ: ε = ۱۰−۵ وسط: ε = ۱۰−۱۰ (راست: δ = ۰٫۵ε و N = ۱۰۰ با 2 .4 .4 مثال براي خطا مقدار ماکسیمم :3 .4 شکل
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ε مختلف مقادیر و δ = ۰٫۵ε با ،1 .4 .4 ،2 .4 .4 ،3 .4 .4 مثال براي خطا مقدار ماکسیمم :2 .4 جدول
ε [60] مرجع روش [60] مرجع روش [60] مرجع روش بازتولیدي هسته روش

(N = ۳۰۰) (N = ۴۰۰) (N = ۵۰۰) (N = ۱۰۰)

مثال4. 4. 1
۱۰−۱ ۲٫۶۹× ۱۰−۵ ۱٫۵۲× ۱۰−۵ ۹٫۷۰× ۱۰−۶ ۲٫۹۰× ۱۰−۷

۱۰−۲ ۲٫۶۹× ۱۰−۵ ۱٫۵۲× ۱۰−۵ ۹٫۷۰× ۱۰−۶ ۱٫۴۰× ۱۰−۶

۱۰−۳ ۶٫۷۴× ۱۰−۴ ۴٫۰۳× ۱۰−۴ ۲٫۶۶× ۱۰−۴ ۱٫۴۵× ۱۰−۶

۱۰−۴ ۱٫۳۱× ۱۰−۳ ۹٫۸۵× ۱۰−۴ ۷٫۸۵× ۱۰−۴ ۱٫۴۵× ۱۰−۶

۱۰−۵ ۱٫۳۱× ۱۰−۳ ۹٫۸۷× ۱۰−۴ ۷٫۹۰× ۱۰−۴ ۱٫۴۵× ۱۰−۶

۱۰−۱۰ ۱٫۳۱× ۱۰−۳ ۹٫۸۷× ۱۰−۴ ۷٫۹۰× ۱۰−۴ ۱٫۴۳× ۱۰−۶

۱۰−۲۰ ۱٫۳۱× ۱۰−۳ ۹٫۸۷× ۱۰−۴ ۷٫۹۰× ۱۰−۴ ۱٫۴۳× ۱۰−۶

مثال4. 4. 2
۱۰−۱ ۳٫۲۶× ۱۰−۶ ۱٫۸۳× ۱۰−۶ ۱٫۱۷× ۱۰−۶ ۵٫۴۰× ۱۰−۶

۱۰−۲ ۵٫۷۲× ۱۰−۵ ۳٫۲۲× ۱۰−۵ ۲٫۰۶× ۱۰−۵ ۱٫۴۵× ۱۰−۶

۱۰−۳ ۵٫۲۸× ۱۰−۴ ۳٫۱۴× ۱۰−۴ ۲٫۰۷× ۱۰−۴ ۲٫۴۰× ۱۰−۶

۱۰−۴ ۹٫۱۹× ۱۰−۴ ۶٫۹۰× ۱۰−۴ ۲٫۵۲× ۱۰−۴ ۲٫۴۰× ۱۰−۶

۱۰−۵ ۹٫۱۹× ۱۰−۴ ۶٫۹۰× ۱۰−۴ ۲٫۵۳× ۱۰−۴ ۲٫۴۰× ۱۰−۶

۱۰−۱۰ ۹٫۱۹× ۱۰−۴ ۶٫۹۰× ۱۰−۴ ۲٫۵۳× ۱۰−۴ ۲٫۴۰× ۱۰−۶

۱۰−۲۰ ۹٫۱۹× ۱۰−۴ ۶٫۹۰× ۱۰−۴ ۲٫۵۳× ۱۰−۴ −

مثال4. 4. 3
۱۰−۱ ۱٫۷۲× ۱۰−۶ ۹٫۶۵× ۱۰−۷ ۶٫۱۸× ۱۰−۷ ۵٫۴۰× ۱۰−۸

۱۰−۲ ۲٫۶۹× ۱۰−۵ ۱٫۵۲× ۱۰−۵ ۹٫۷۰× ۱۰−۶ ۹٫۸۰× ۱۰−۶

۱۰−۳ ۳٫۳۴× ۱۰−۴ ۱٫۷۴× ۱۰−۴ ۱٫۱۵× ۱۰−۴ ۳٫۳۰× ۱۰−۶

۱۰−۴ ۱٫۲۸× ۱۰−۳ ۹٫۴۱× ۱۰−۴ ۷٫۲۷× ۱۰−۴ ۳٫۴۰× ۱۰−۶

۱۰−۵ ۱٫۳۰× ۱۰−۳ ۹٫۷۳× ۱۰−۴ ۷٫۸۰× ۱۰−۴ ۳٫۴۰× ۱۰−۶

۱۰−۱۰ ۱٫۳۰× ۱۰−۳ ۹٫۷۳× ۱۰−۴ ۷٫۸۰× ۱۰−۴ ۳٫۴۰× ۱۰−۶

۱۰−۲۰ ۱٫۳۰× ۱۰−۳ ۹٫۷۳× ۱۰−۴ ۷٫۸۰× ۱۰−۴ ۳٫۴۰× ۱۰−۶

(ε = ۱۰−۲ چپ: ε = ۱۰−۳ وسط: ε = ۱۰−۲۰ (راست: δ = ۰٫۵ε و N = ۱۰۰ با 3 .4 .4 مثال براي خطا مقدار ماکسیمم :4 .4 شکل
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ε مختلف مقادیر و δ = ۰٫۵ε با ،(1 .4 .4) ،(2 .4 .4) ،(3 .4 .4) مثال براي بازتولیدي هسته روش همگرایی مرتبه :3 .4 جدول
ε E۲۰ E۴۰ (CR) همگرایی مرتبه E۸۰ (CR) همگرایی مرتبه

مثال4. 4. 1
۱۰−۲ ۸٫۵۰× ۱۰−۴ ۱٫۵۰× ۱۰−۴ ۲٫۵۰ ۱٫۲۵× ۱۰−۵ ۳٫۵۸
۱۰−۳ ۱٫۲۰× ۱۰−۳ ۹٫۶۰× ۱۰−۵ ۳٫۶۴ ۱٫۲۰× ۱۰−۵ ۳٫۰۰
۱۰−۵ ۱٫۳۵× ۱۰−۳ ۹٫۲۰× ۱۰−۵ ۳٫۸۷ ۱٫۱۵× ۱۰−۵ ۳٫۰۰
۱۰−۱۰ ۱٫۳۵× ۱۰−۳ ۹٫۲۰× ۱۰−۵ ۳٫۸۷ ۱٫۱۵× ۱۰−۵ ۳٫۰۰

مثال4. 4. 2
۱۰−۲ ۹٫۵۰× ۱۰−۴ ۱٫۲۰× ۱۰−۴ ۲٫۹۸ ۱٫۳۵× ۱۰−۵ ۳٫۱۵
۱۰−۳ ۱٫۰۵× ۱۰−۳ ۱٫۵۰× ۱۰−۴ ۲٫۸۱ ۱٫۹۰× ۱۰−۵ ۲٫۹۸
۱۰−۵ ۱٫۰۵× ۱۰−۳ ۱٫۶۰× ۱۰−۴ ۲٫۷۱ ۱٫۹۰× ۱۰−۵ ۳٫۰۷
۱۰−۱۰ ۱٫۰۵× ۱۰−۳ ۱٫۶۰× ۱۰−۴ ۲٫۷۱ ۱٫۹۰× ۱۰−۵ ۳٫۰۷

مثال4. 4. 3
۱۰−۲ ۱٫۵۰× ۱۰−۳ ۲٫۰۰× ۱۰−۴ ۲٫۹۱ ۱٫۴۰× ۱۰−۵ ۳٫۸۴
۱۰−۳ ۱٫۴۵× ۱۰−۳ ۲٫۲۵× ۱۰−۴ ۲٫۶۹ ۲٫۷۵× ۱۰−۵ ۳٫۰۳
۱۰−۵ ۱٫۴۰× ۱۰−۳ ۲٫۵۰× ۱۰−۴ ۲٫۴۸ ۲٫۸۰× ۱۰−۵ ۳٫۱۶
۱۰−۱۰ ۱٫۴۰× ۱۰−۳ ۲٫۲۰× ۱۰−۴ ۲٫۶۷ ۲٫۸۰× ۱۰−۵ ۳٫۱۶

مثال4. 4. 4
۱۰−۲ ۶٫۸۰× ۱۰−۴ ۸٫۵۰× ۱۰−۵ ۳٫۰۰ ۱٫۰۰× ۱۰−۵ ۳٫۰۹
۱۰−۳ ۸٫۰۰× ۱۰−۴ ۱٫۵۰× ۱۰−۴ ۲٫۴۱ ۱٫۳۵× ۱۰−۵ ۳٫۴۷
۱۰−۵ ۸٫۰۰× ۱۰−۴ ۱٫۵۰× ۱۰−۴ ۲٫۴۱ ۱٫۳۵× ۱۰−۵ ۳٫۴۷
۱۰−۱۰ ۸٫۰۰× ۱۰−۴ ۱٫۵۰× ۱۰−۴ ۲٫۴۱ ۱٫۳۵× ۱۰−۵ ۳٫۴۷

(ε = ۱۰−۲ چپ: ε = ۱۰−۴ وسط: ε = ۱۰−۸ (راست: δ = ۱٫۵ε و N = ۱۰۰ با 4 .4 .4 مثال براي خطا مقدار ماکسیمم :5 .4 شکل

چپ: (2 .4 .4) مثال وسط: (3 .4 .4) مثال (راست: ε = ۱۰−۲ و δ = ۰٫۵ε و N = ۱۰۰ با بازتولیدي هسته روش از حاصل تقریبی جواب :6 .4 شکل
((1 .4 .4) مثال
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ε, δ مختلف مقادیر با ،(2 .4 .4)، (4 .4 .4) مثال براي بازتولیدي هسته روش خطاي مقدار ماکسیمم :4 .4 جدول
δ [61] مرجع روش [61] مرجع روش [61] مرجع روش بازتولیدي هسته روش

(N = ۱۲۸) (N = ۲۵۶) (N = ۵۱۲) (N = ۱۰۰)

مثال4. 4. 2
۰٫۵ε ۳٫۶۸× ۱۰−۳ ۱٫۴۶× ۱۰−۳ ۶٫۰۸× ۱۰−۴ ۷٫۰۰× ۱۰−۶

۱٫۰ε ۳٫۲۱× ۱۰−۳ ۱٫۳۲× ۱۰−۳ ۵٫۹۷× ۱۰−۴ ۶٫۰۰× ۱۰−۶

۱٫۵ε ۳٫۰۱× ۱۰−۳ ۱٫۲۶× ۱۰−۳ ۵٫۹۶× ۱۰−۴ ۵٫۶۰× ۱۰−۶

مثال4. 4. 4
۰٫۵ε ۹٫۰۰× ۱۰−۳ ۴٫۴۵× ۱۰−۴ ۲٫۲۴× ۱۰−۴ ۴٫۰۰× ۱۰−۶

۱٫۰ε ۸٫۹۹× ۱۰−۳ ۴٫۴۶× ۱۰−۴ ۲٫۲۲× ۱۰−۴ ۱٫۸۰× ۱۰−۶

۱٫۵ε ۸٫۹۵× ۱۰−۳ ۴٫۴۷× ۱۰−۴ ۲٫۲۱× ۱۰−۴ ۱٫۷۰× ۱۰−۶

δ مختلف مقادیر و ε = ۰٫۱ با 2 .4 .4 مثال براي خطا مقدار ماکسیمم :5 .4 جدول
δ [70] مرجع روش [70] مرجع روش [70] مرجع روش بازتولیدي هسته روش

(N = ۳۰۰) (N = ۴۰۰) (N = ۵۰۰) (N = ۱۰۰)

۰٫۰۳ ۳٫۱۳× ۱۰−۵ ۱٫۷۶× ۱۰−۵ ۱٫۱۳× ۱۰−۵ ۲٫۵۰× ۱۰−۷

۰٫۰۵ ۲٫۰۴× ۱۰−۵ ۱٫۱۵× ۱۰−۵ ۷٫۳۵× ۱۰−۶ ۱٫۵۰× ۱۰−۷

۰٫۰۷ ۱٫۴۸× ۱۰−۵ ۸٫۳۱× ۱۰−۶ ۵٫۳۲× ۱۰−۶ ۹٫۵۰× ۱۰−۸

۰٫۰۹ ۱٫۱۴× ۱۰−۵ ۶٫۴۰× ۱۰−۶ ۴٫۰۹× ۱۰−۶ ۶٫۴۰× ۱۰−۸

چپ: (2 .4 .4) مثال وسط: (3 .4 .4) مثال (راست: ε = ۱۰−۵ و δ = ۰٫۵ε و N = ۱۰۰ با بازتولیدي هسته روش از حاصل تقریبی جواب :7 .4 شکل
((1 .4 .4) مثال
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چپ: ε = ۱۰−۳ وسط: ε = ۱۰−۴ (راست: δ = ۱٫۰ε و N = ۱۰۰ با 4 .4 .4 مثال براي بازتولیدي هسته روش از حاصل تقریبی جواب :8 .4 شکل
(ε = ۱۰−۲

چپ: (2 .2 .4) مثال ε = ۱۰−۱ وسط: (2 .4 .4) مثال ε = ۱۰−۲ (راست: N = ۱۰۰ با بازتولیدي هسته روش از حاصل تقریبی جواب :9 .4 شکل
((2 .4 .4) مثال ε = ۱۰−۲

نوسانی رفتار با (1 .4) مسئله براي بازتولیدي هسته روش سازي پیاده نحوه 5 .4
رفتار داراي تأخیر پارامتر و اختشاش پارامتر مقادیر برخی براي (1 .4) مسئله شد، اشاره فصل این مقدمه در که همانطور
کوچک کافی قدر به تأخیر پارامتر و اختشاش پارامتر مقادیر که زمانی بگوییم دقیقتر طور به بخواهیم اگر است. نوسانی
ثابت اختشاش پارامتر که حالی در کند پیدا افزایش تأخیر پارامتر مقدار اگر و است مرزي لایه رفتار داراي مسئله باشند
مقدار اگر و می شود نوسانی رفتار به تبدیل و می رود بین از مسئله مرزي لایه رفتار تدریجی طور به صورت این در است
می شود ایجاد مسئله در شدیدي نوسانی رفتار صورت این در باشد بزرگ بسیار اختشاش پارامتر به نسبت تاخیر پارامتر
مسئله جواب در همزمان طور به مرزي لایه رفتار همراه به نوسانی رفتار مواقع برخی در حتی و (1 .4 ،3 .1 (شکل هاي
10 .4 شکل در زیر عددي مثال جواب رفتار که می کند، سخت بسیار را مسئله جواب تقریب موضوع این که می شود ظاهر

می دهد. نشان خوبی به را موضوع این

[70] بگیرید نظر در را زیر منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله .1 .5 .4 }مثال
εu′′(t) + e−۰٫۵tu′(t− δ) + u(t) = ۰, t ∈ [۰, ۱],

u(t) = ۱, t ∈ [−δ, ۰], u(۱) = ۱,

که می شود تقسیم کلی بخش چند به مرزي لایه رفتار داراي منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی مسائل حل روند
است مرزي لایه رفتار داراي مسئله داریم اطمینان که آنجایی از ابتدا می آوریم، اختصار به اینجا در مجدداً یادآوري جهت
بازه سپس و می کنیم استفاده آن تیلور سري بسط تقریب از مسئله تاخیر جمله جاي به محاسبات روند در سهولت براي
معمولی بازه مسئله ادامه در و می کنیم تقسیم معمولی رفتار داراي زیربازه و مرزي لایه رفتار داراي بازه زیر دو به را مسئله
مرزي لایه رفتار شروع نقطه در مرزي شرط یک معمولی، بازه مسئله براي آمده بدست تقریب از استفاده با و کرده حل را
یک به را مرزي لایه بازه مسئله مناسب متغییر تغییر یک از استفاده با نهایت در و می کنیم اضافه مرزي لایه بازه مسئله به
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ε = ۱۰−۲ (1 .5 .4) مثال براي نوسانی رفتار و مرزي لایه رفتار :10 .4 شکل

سازي پیاده مسئله روي بر جدید بازه درآن را نامه پایان این در شده ارائه بازتولیدي هسته روش و داده انتقال مناسب بازه
عمل صورت این به است مرزي لایه رفتار یا نوسانی رفتار داراي مسئله نمی دانیم که زمانی کلی طور به اما می کنیم.
بازه در را مسئله تأخیر تابع آن، از بعد و تأخیر زمان در و گرفته نظر در تأخیري مسئله یک را (1 .4) مسئله ابتدا می کنیم،

می کنیم تبدیل زیر فرم به را مسئله و می کنیم استفاده مسئله تأخیر جمله جاي به خود تعریف


εu′′(t) + q(t)u(t) = f(t)− p(t)φ′(t), t ∈ [۰, δ],

εu′′(t) + p(t)u′(t− δ) + q(t)u(t) = f(t), t ∈ [δ, ۱],

u(۰) = φ(۰), u(۱) = γ,

(16 .4)

برخی از استفاده با را بازتولیدي هسته روش ما آن، بازتولیدي هسته ساختن و (16 .4) معادله همگن سازي از بعد و
پیاده سازي فوق معادله روي بر تأخیر، و اختشاش پارامترهاي براي کوچک خیلی نه و بزرگ خیلی نه و حدودي مقادیر
که است این اهمیت حائز نکته برد. پی مسئله جواب بودن مرزي لایه یا نوسانی به می توان جواب شکل رسم با و می کنیم،
بسط از استفاده بدون و نبرده بهره می کردیم، ایجاد مسئله در مرزي لایه حالت در که تغییراتی از هیچکدام از اینجا در ما
می کنیم. حل خود تعریف بازه سراسر در بازتولیدي هسته روش با را (16 .4) معادله متغییر، تغییر و بازه تقسیم و تیلور
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5 فصل
دیفرانسیل-تفاضلی مسائل و منفرد اختشاشی مسائل حل

هموتوپی تحلیل روش با منفرد اختشاشی
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ε = ۲−۴, ۲−۶, ۲−۸ مختلف مقادیر براي (1 .5) معادله جواب رفتار :1 .5 شکل

مقدمه 1 .5
لایه رفتار داراي مسائل حل در هموتوپی تحلیل روش اصلی مزّیت هاي از یکی شد، داده نشان دوم فصل در که همانطور
عددي روش هاي در که کرد پیدا مسائل این براي بالا دقّت هاي با تقریب هایی می توان آن از استفاده با که است مرزي
دیفرانسیل معادله نوع از سخت تري نسبتاً مسائل فصل این در است. نشدنی معمولاً یا و سخت بسیار دقّت ها این به رسیدن
حل هموتوپی تحلیل روش از استفاده با را جزئی و معمولی منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله و منفرد اختشاشی

می کنیم. اثبات و کرده بیان را خطا آنالیز و همگرایی آنالیز به مربوط قضیه هاي این بر علاوه و می کنیم

مرزي لایه رفتار با خطی جزئی منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادله حل 2 .5
می گیریم، نظر در است مرزي لایه رفتار داراي که را زیر جزئی منفرد اختشاشی مسئله

− ε∂۲
xu(x, t) + ∂xu(x, t) + ∂tu(x, t) = f(x, t),

(x, t) ∈ [۰, ۱]× [۰, ۱],

u(۰, t) = u(۱, t) = ۰, t ∈ [۰, ۱],

u(x, ۰) = u۰(x), x ∈ [۰, ۱].

(1 .5)

براي معادله این جواب رفتار است. u(x, t) = e−t(x(۱ − e
−۱
ε ) − e

x−۱
ε + e

−۱
ε ) معادله این براي دقیق جواب که

می کنیم. استفاده (1 .5) معادله حل براي هموتوپی تحلیل روش از اکنون است. شده آورده 1 .5 شکل در ε مختلف مقادیر

صفر مرتبه دگردیسی معادله 1 .2 .5
در که طوري به می گیریم نظر در u(x, t) تابع یعنی مسئله دقیق جواب از اولیه حدس یک عنوان به را u۰(x, t) تابع

کند، صدق (1 .5) معادله مرزي شرایط
u۰(x, t) = (۱− t)

(
x(۱− e−۱/ϵ)− e

x−۱
ϵ + e−۱/ϵ

)
. (2 .5)

می کنیم، انتخاب زیر صورت به را L خطی کمکی پارامتر و q ∈ [۰, ۱] می دهیم قرار

L[Φ(x, t; q)] = −ε∂
۲Φ(x, t; q)

∂x۲ +
∂Φ(x, t; q)

∂x
, (3 .5)

می کنیم، تعریف زیر صورت به را N [Φ(x, t; q)] غیرخطی عملگر و

N [Φ(x, t; q)] = −ε∂
۲Φ(x, t; q)

∂x۲ +
∂Φ(x, t; q)

∂x
+
∂Φ(x, t; q)

∂t
− f(x, t). (4 .5)
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به را معادلات از مجموعه یک q ∈ [۰, ۱] نشانده پارامتر از استفاده با ،H(x, t) ̸= ۰ و ℏ ̸= ۰ می دهیم قرار ترتیب به
زیر صورت

(۱− q) L[Φ(x, t; q)− u۰(x, t)] = ℏ q H(x, t) N [Φ(x, t; q)], (5 .5)
می سازیم، زیر مرزي شرایط با

Φ(۰, t; q) = (۱, t; q) = ۰, Φ(x, ۰; q) = u۰(x). (6 .5)
می نامیم. (1 .5) معادله براي صفر مرتبه دگردیسی معادله را (6 .5) و (5 .5) رابطه

بالا مرتبه دگردیسی معادله 2 .2 .5
در و q = ۰ دادن قرار سپس و q پارامتر به نسبت (6 .5) و (5 .5) صفر مرتبه دگردیسی معادله از مشتق گیري mبار با

صورت به mام مرتبه دگردیسی معادله ي m! به حاصل عبارت کل تقسیم نهایت

L[um(x, t)− χmum−۱(x, t)] = ℏ H(x, t) Rm(u⃗m−۱), (7 .5)
زیر، مرزي شرایط با

um(۰, t) = u(۱, t) = ۰, um(x, ۰) = ۰, (8 .5)
که می آید بدست

Rm(u⃗m−۱) =
۱

(m− ۱)!
∂m−۱N [Φ(x, t; q)]

∂qm−۱

∣∣∣
q=۰

= −ε∂۲
xum−۱(x, t) + ∂xum−۱(x, t) + ∂tum−۱(x, t)− (۱− χm)f(x, t).

(9 .5)

و
u⃗m = {u۰(x, t), u۱(x, t), u۲(x, t), ..., um(x, t)}, χm =

{
۰ m ≤ ۱
۱ m > ۱

تبدیل (8 .5) و (7 .5) معادله H(x, t) = ۱ فرض با و L−۱ یعنی L کمکی خطی عملگر وارون محاسبه با نهایت در و
به، می شود

um(x, t) = χmum−۱(x, t) + ℏ H(x, t) L−۱[Rm(u⃗m−۱)],

um(۰, t) = u(۱, t) = ۰, um(x, ۰) = ۰.
(10 .5)

که

L−۱[Rm(u⃗m−۱(x, t))] ≡
∫ x

۰

(
e

γ
ε

∫ γ

۰
−e

− η
εRm(u⃗m−۱(η, t))

ε
dη + e

γ
εC۱(t)

)
dγ + C۲(t)

تابع هاي به تنها (9 .5) رابطه در Rm(u⃗m−۱) که کنید توجه
u۰(x, t), u۱(x, t), u۲(x, t), ..., um−۱(x, t)
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محاسبه تکرار هر در m هر ازاي به (8 .5) و (7 .5) mام مرتبه دگردیسی معادله کردن حل با تابع ها این که است وابسته
بدست تکرار هر در um(۰, t) = ۰, um(۱, t) = ۰ مرزي شرایط از استفاده با C۱, C۲ ثابت هاي همچنین و می شوند

داریم m = ۱ و H(x, t) = ۱ و u۰(x, t) = (۱− t)
(
x(۱− e−۱/ϵ)− e

x−۱
ϵ + e−۱/ϵ

) دادن قرار با می آیند.

R۱(u⃗۰(x, t)) = −ε∂۲
xu۰(x, t) + ∂xu۰(x, t) + ∂tu۰(x, t)− f(x, t),

u۱(x, t) = ℏ L−۱[R۱(u⃗۰(x, t))],

u۱(۰, t) = ۰, u۱(۱, t) = ۰.

(11 .5)

زیر صورت به است (8 .5) و (7 .5) mام مرتبه دگردیسی معادله در اول تکرار از حاصل جواب که u۱(x, t) آن حل با و
می آید، بدست

e−۱/εεℏ
e۱/ε − ۱

− εℏ
e۱/ε − ۱

− ۳e−۱/εℏ
۲
(
e۱/ε − ۱

) − ℏ
۲
(
e۱/ε − ۱

) +
e−۱/εtℏ
e۱/ε − ۱

+
εe−tℏ
e۱/ε − ۱

+
e−tℏ

۲
(
e۱/ε − ۱

)+
۳ℏe− ۱

ε
−t

۲
(
e۱/ε − ۱

) − tℏ
e۱/ε − ۱

− εℏe− ۱
ε
−t

e۱/ε − ۱
− ۱

۲
x۲ℏe− ۱

ε
−t +

۱
۲
e−tx۲ℏ+ xℏe− ۱

ε
−t+x

ε + ۲xℏe− ۱
ε
−t+

e−۱/εtxℏ+ εe−txℏ− εxℏe− ۱
ε
−t +

tℏex/ε
e۱/ε − ۱

− εℏe− ۱
ε
−t+x

ε − tℏex
ε
− ۱

ε

e۱/ε − ۱
− ℏex

ε
−t

۲
(
e۱/ε − ۱

)−
۳ℏe− ۱

ε
−t+x

ε

۲
(
e۱/ε − ۱

) − e−txℏ− txℏ+
۱
۲
e−۱/εx۲ℏ− x۲ℏ

۲
− xℏex

ε
− ۱

ε − ۲e−۱/εxℏ+ e−۱/εεxℏ−

εxℏ+ εℏex
ε
− ۱

ε +
۳ℏex

ε
− ۱

ε

۲
(
e۱/ε − ۱

) +
ℏex/ε

۲
(
e۱/ε − ۱

) + xℏ

داریم m = ۲ دادن قرار با

R۲(u⃗۱(x, t)) = −ε∂۲
xu۱(x, t) + ∂xu۱(x, t) + ∂tu۱(x, t),

u۲(x, t) = ℏ L−۱[R۲(u⃗۱(x, t))],

u۲(۰, t) = ۰, u۲(۱, t) = ۰.

(12 .5)

به و می آید بدست (8 .5) و (7 .5) mام مرتبه دگردیسی معادله در دوم تکرار از حاصل جواب ،u۲(x, t) آن حل با و
با، است برابر (1 .5) مسئله mام مرتبه تقریبی جواب بنابراین می دهیم. ادامه mام تکرار تا ترتیب همین

um(x, t) ≈ u۰(x, t) +

m∑
i=۱

ui(x, t). (13 .5)

که um(۰٫۹۹۹۹۹۹, t) ،um(۰٫۹۹۹۹۹, t) مثل دارد وجود آن در مرزي لایه رفتار که محدوده هایی براي را ℏ نمودار
.(2 .5) شکل دهیم، نشان معادله جواب رفتار قسمت دشوارترین در را هموتوپی سري همگرایی تا می کنیم رسم t ∈ [۰, ۱]
شکل شود، مینیمم که می کنیم محاسبه طوري (38 .2) رابطه از را خطا دو نرم ،ℏ مقدار بهترین محاسبه براي همچنین
می کند. اخذ mتکرار = ۸ با را خود مینیمم خطا دو نرم مقدار ℏ = −۱/۰۴ براي دید می توان خوبی به آن در که ،(3 .5)
ε = ۱۰−۶ براي (13 .5) رابطه از حاصل هموتوپی سري از استفاده با را تقریبی جواب نمودار بهینه ℏ مقدار با هم آخر در
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مختلف مقادیر براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم مورد سه (4 .5) شکل در .(5 .5) شکل می کنیم، رسم تکرار m = ۸ با
دقیق تعیین موضوع اهمیت دادن نشان براي را ℏ به مربوط مقادیر برخی (3 .5) شکل به توجه با حقیقت در شده، رسم ℏ
معرفی اینجا در که روشی با ℏ کمکی پارامتر مقدار دقیق تعیین می شود ملاحظه که همانطور کردیم. انتخاب پارامتر این
مقدار می توانیم قطعاً دهیم افزایش را تکرارها تعداد ما اگر طوریکه به است هموتوپی روش در تکرارها تعداد از متأثر شده

دهیم. کاهش را خطا مقدار ماکسیمم آن دنبال به و بیابیم ℏ براي دقیقتري
میتوان آیا که است این هموتوپی تحلیل روش با مرزي لایه داراي مسائل جواب تقریب در مهم نکات از یکی .1 .2 .5 نکته
تقریبی جواب پیوستگی که شود لحاظ باید نکته این البته خیر؟، یا کرد ارائه نیز معادله جواب مشتق از مناسبی تقریب
معادله بودن غیرخطی یا خطی وجود دارد اهمیت اینجا در که مسائلی از دیگر یکی است. مهم این تحقق براي لازم شرطی
داراي خطی منفرد اختشاشی مسائل جواب مشتق تقریب قطعاً دارد. اهمیّت جواب مشتق تقریب دقت تعیین در که است
بهتري نتایج تقریب دقت هم و کامپیوتري برنامه اجراي زمان جهت از هم و محاسبات در سهولت جهت از هم مرزي لایه

می کنند. فراهم
خود به نسبت شدیدتري مرزي لایه رفتار داراي نیز (1 .5) معادله  جواب مشتق که آنجایی از فوق نکته به توجه با
تقریب یک بهینه ℏ ازاي به هموتوپی سري چون .(6 .5) شکل دارد، زیادي اهمیّت آن تقریب پس است معادله جواب
که tهایی ازاي به x به نسبت هموتوپی سري مشتق براي ℏ نمودار رسم با پس می کند ارائه معادله جواب از پیوسته
،t = ۰, ۰٫۵, ۱ که ∂um(x,t)

∂x |(x,t)=(۰٫۹۹۹۹۹۵,t) مثلاً دارند قرار مرزي لایه ناحیه در که xهایی و t ∈ [۰, ۱] و هستند ثابت
ازاي به (13 .5) هموتوپی سري مشتق که رسید نتیجه این به می توان نمودارها این در صاف قسمت هاي مشاهده با و
سري مشتق براي را (38 .2) رابطه از را خطا دو نرم (8 .5) شکل در .(7 .5) شکل همگراست، جواب مشتق به بهینه   ℏ
تقریبی جواب مشتق و تقریبی جواب براي بهینه   ℏاست مشخص که همینطور کرده ایم، رسم x به نسبت (13 .5) هموتوپی

است. یکسان تقریباً (∂um(x,t)
∂x )

کرده ایم. محاسبه تکرار m = ۸ با را (1 .5) معادله حل براي حاصل نتایج تمام ما که باشید داشته توجه .2 .2 .5 نکته
تعداد افزایش با ،H و L پارامترهاي براي شده انتخاب مقادیر همچنین و شده گرفته درنظر پایه هاي به توجه با قطعا
براي مطلق خطاي مقادیر ماکسیمم می توان آن طبع به هم و کرد پیدا کنونی ℏ به نسبت بهینه   اي ℏ می توان هم تکرارها،
باید می زنیم که تکراري تعداد هر براي هموتوپی روش در کلی طور به داد. کاهش تقریبی جواب مشتق و تقریبی جواب

کنیم. پیدا را تکرار تعداد آن به مربوط بهینه ي ℏ

مرزي لایه رفتار با منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله حل 3 .5
می گیریم، نظر در است مرزي لایه رفتار داراي که را زیر منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی }مسئله

εu′′(t) + p(t)u′(t− δ) + q(t)u(t) = f(t), t ∈ [۰, ۱],
u(t) = φ(t), t ∈ [−δ, ۰], u(۱) = γ,

(14 .5)

f(t)، q(t)، p(t) تابع هاي .۰ < δ ≪ ۱ و ۰ < ε ≪ ۱ و است مسئله تأخیر پارامتر δ و مسئله اختشاش پارامتر ε که
ثابت هاي θ, M که q(t) ≤ −θ < ۰, p(t) ≥ M > ۰ و است ثابت یک γ و هستند هموار کافی قدر به φ(t)،

داریم t حول u′(t− δ) جمله براي تیلور سري بسط از استفاده با هستند. مثبت
u′(t− δ) ≈ u′(t)− δu′′(t),
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ε = ۱۰−۶, m = ۸ و t = ۰, ۰٫۵, ۱ که um(۰٫۹۹۹۹۹, t) , um(۰٫۹۹۹۹۹۹, t) در (1 .5) مسئله براي ℏ نمودار :2 .5 شکل

بهینه ℏ کردن پیدا براي ε = ۱۰−۶, m = ۸ مقادیر با (1 .5) معادله تقریبی جواب خطاي دو نرم :3 .5 شکل

ℏ = −۱٫۰۸ وسط: ℏ = −۱٫۰۴ (راست: m = ۸ و تکرار ε = ۱۰−۶ با (1 .5) معادله تقریبی جواب براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :4 .5 شکل
(ℏ = −۱٫۱ چپ:

ε = ۱۰−۶, m = ۸ براي هموتوپی تحلیل روش از استفاده با (1 .5) معادله تقریبی جواب :5 .5 شکل
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ε = ۱۰−۶ براي (1 .5) معادله جواب مشتق :6 .5 شکل

(t = ۰ چپ: t = ۰٫۵ وسط: t = ۱ (راست: x = ۰٫۹۹۹۹۹۵ در ε = ۱۰−۶ و تکرار m = ۸ با تقریبی جواب مشتق براي ℏ نمودار :7 .5 شکل

بهینه ℏ کردن پیدا براي ε = ۱۰−۶, m = ۸ مقادیر با (1 .5) معادله تقریبی جواب مشتق براي خطا دو نرم :8 .5 شکل

ℏ = −۱٫۰۴۸ و ε = ۱۰−۶ و تکرار m = با۸ (1 .5) معادله تقریبی جواب مشتق براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :9 .5 شکل
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به، می شود تبدیل (14 .5) مسئله بنابراین ،{
(ε− δp(t))u′′(t) + p(t)u′(t) + q(t)u(t) = f(t), t ∈ [۰, ۱],

u(۰) = φ(۰), u(۱) = γ.
(15 .5)

خطا آنالیز قضیه و همگرایی قضیه همچنین و آورده (15 .5) معادله حل براي هموتوپی تحلیل روش پایه اي مفاهیم اکنون
می کنیم. ارائه را

صفر مرتبه دگردیسی معادله 1 .3 .5
شرایط در که طوري به می گیریم نظر در u(t) تابع یعنی مسئله دقیق جواب از اولیه حدس یک عنوان به را u۰(t) تابع

کند، صدق (15 .5) معادله مرزي
u۰(۰) = φ(۰),

u۰(۱) = γ.
(16 .5)

می کنیم، انتخاب زیر صورت به را L خطی کمکی عملگر

L[Φ(t; q)] = (ε− δp(t))
∂۲Φ(t; q)

∂t۲
+ p(t)

∂Φ(t; q)

∂t
, (17 .5)

می کنیم، تعریف زیر صورت به را N [Φ(t; q)] غیرخطی عملگر و

N [Φ(t; q)] = (ε− δp(t))
∂۲Φ(t; q)

∂t۲
+ p(t)

∂Φ(t; q)

∂t
+ q(x)Φ(t; q)− f(x). (18 .5)

یک q ∈ [۰, ۱] نشانده پارامتر از استفاده با و می دهیم قرار H(t) ̸= ۰ و ℏ ̸= ۰ کمکی تابع و کمکی پارامتر ترتیب به
زیر صورت به را معادلات از مجموعه

(۱− q) L[Φ(t; q)− u۰(t)] = ℏ q H(t) N [Φ(t; q)], (19 .5)

می سازیم، زیر مرزي شرایط با

Φ(۰; q) = φ(۰), Φ(۱; q) = γ. (20 .5)

۱ به ۰ از q نشانده پارامتر که زمانی شد، اشاره تفصیل به دوم فصل در قبلا که هموتوپی تحلیل روش مفاهیم براساس
معادله هاي می کند. پیدا تغییر u(t) مسئله دقیق جواب به u۰(t) اولیه حدس از Φ(t; q) تابع آنگاه می یابد پیدا افزایش
کمکی پارامتر انتخاب در آزادي با می نامیم. (14 .5) مسئله براي صفر مرتبه دگردیسی معادلات را (20 .5) و (19 .5)
می توانیم ،H(t) = ۱ کمکی تابع دادن قرار و L کمکی خطی عملگر و مسئله تقریبی جواب از U۰(t) اولیه حدس و ℏ
داشته وجود ،۰ ≤ q ≤ ۱ که طوري به (19 .5) و (20 .5) صفر مرتبه دگردیسی معادله براي Φ(t; q) جواب کنیم فرض

باشد داشته وجود زیر صورت به q نشانده پارامتر به نسبت آن mام مرتبه ي مشتق همچنین باشد،

u(m)
۰ (t) =

∂mΦ(t; q)

∂qm

∣∣∣
q=۰
, m = ۱, ۲, ۳, . . . (21 .5)
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می کنیم تعریف می نامیم. mام مرتبه ي دگردیسی مشتق را u(m)
۰ (t)

um(t) =
u
(m)
۰ (t)

m!
=

۱
m!

∂mΦ(t; q)

∂qm

∣∣∣
q=۰
. (22 .5)

می دهیم، بسط زیر صورت به q نشانده پارامتر حسب بر توانی سري یک صورت به را Φ(t; q) تیلور، قضیه از استفاده با

Φ(t; q) = Φ(t; ۰) +
∞∑
m=۱

۱
m!

∂mϕ(t; q)

∂qm

∣∣∣
q=۰
qm, (23 .5)

به، می شود تبدیل (23 .5) سري (22 .5) و Φ(t; ۰) = u۰(t) معادله از استفاده با

Φ(t; q) = u۰(t) +

∞∑
m=۱

um(t)qm. (24 .5)

خطی عملگر با (24 .5) سري که باشند شده انتخاب مناسبی طور به U۰(t) اولیه حدس و ℏ کمکی پارامتر که کنید فرض
به می شود تبدیل (24 .5) سري ،q = ۱ فرض با باشد. همگرا q = ۱ در ،H(t) = ۱ کمکی تابع و L کمکی

Φ(t; ۱) = U۰(t) +

∞∑
m=۱

Um(t). (25 .5)

داریم، Φ(t; ۱) = u(t) معادله از استفاده با بنابراین

u(t) = u۰(t) +

∞∑
m=۱

um(t). (26 .5)

،um(t) مجهول تابع هاي از استفاده با u(t) مسئله دقیق جواب و u۰(t) اولیه حدس تابع بین رابطه یک (26 .5) سري
می شود. محاسبه هموتوپی تحلیل روش در هرتکرار در um(t) تابع که می کند، ایجاد m = ۱, ۲, ۳, . . .

بالا مرتبه دگردیسی معادله 2 .3 .5
و q = ۰ دادن قرار سپس و q پارامتر به نسبت (20 .5) و (19 .5) صفر مرتبه دگردیسی معادله از مشتق گیري mبار با

صورت به mام مرتبه دگردیسی معادله ي m! به حاصل عبارت کل تقسیم نهایت در
L[um(t)− χmum−۱(t)] = ℏ H(t) Rm(u⃗m−۱), (27 .5)

زیر، مرزي شرایط با
um(۰) = ۰, um(۱) = ۰, (28 .5)

که می آید بدست

Rm(U⃗m−۱) =
۱

(m− ۱)!
∂m−۱N [Φ(t; q)]

∂qm−۱

∣∣∣
q=۰

= (ε− δp(t))u′′m−۱(t) + p(t)u′m−۱(t) + q(t)um−۱(t)− (۱− χm)f(t).

(29 .5)
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و
u⃗m = {u۰(t), u۱(t), u۲(t), ..., um(t)}, χm =

{
۰ m ≤ ۱
۱ m > ۱

تبدیل (28 .5) و (27 .5) معادله H(t) = ۱ فرض با و L−۱ یعنی L کمکی خطی عملگر وارون محاسبه با نهایت در و
به، می شود

um(t) = χmum−۱(t) + ℏ H(t) L−۱[Rm(u⃗m−۱)],

um(۰) = ۰, um(۱) = ۰.
(30 .5)

که
L−۱[Rm(u⃗m−۱(t))] ≡

∫ t

۰

(
C۱e

∫ τ

۰ − p(η)
ε−δp(η)

dη

+ e
∫ τ

۰ − p(η)
ε−δp(η)

dη( ∫ τ

۰

Rm(u⃗m−۱(ξ))e
−
∫ ξ

۰ − p(η)
ε−δp(η)

dη

ε− δp(ξ)
dξ
))

dτ + C۲

تابع هاي به تنها (29 .5) رابطه در Rm(u⃗m−۱) که کنید توجه
u۰(t), u۱(t), u۲(t), ..., um−۱(t)

تکرار هر در m هر ازاي به (28 .5) و (27 .5) mام مرتبه دگردیسی معادله کردن حل با تابع ها این که است وابسته
بدست تکرار هر در um(۰) = ۰, um(۱) = ۰ مرزي شرایط از استفاده با C۱, C۲ ثابت هاي همچنین و می شوند محاسبه
عملگر این هسته ي  که می گیریم نظر در L = (ε − δp(t))u′′(t) + p(t)u′(t) را L کمکی خطی عملگر می آیند.

داریم که است بدیهی و می باشد ∫ t

۰

(
e
∫ ζ

۰ − p(η)
ε−δp(η)

dη)C۱ dζ + C۲

L
(∫ t

۰

(
e
∫ ζ

۰ − p(η)
ε−δp(η)

dη)C۱ dζ + C۲

)
= ۰.

هموتوپی تحلیل روش همگرایی آنالیز 3 .3 .5
می آوریم. را آنها ادامه در که داریم قضیه و تعریف سري یک به نیاز هموتوپی تحلیل روش همگرایی قضیه اثبات براي

است. متریک فضاي T که ،R+ به T از پذیر اندازه توابع همه فضاي V (R+) می کنیم تعریف
،∀ϵ > ۰ اگر T در U تابع به همگراست یکنواخت طور به Um حقیقی مقدار با توابع از دنباله یک .1 .3 .5 تعریف
شود مراجعه اثبات ملاحظه براي . t ∈ F که |Um(t) − U(t)| < ϵ باشیم داشته ،∀m > m۰ که طوري به ∃m۰

صورت به (14 .5) مسئله براي را همگرایی قضیه شده، آورده دوم فصل در که 3 .2 .2 قضیه فرض با .[58 ،57 ،53] به
داریم. زیر

سري اگر همگرایی) ( قضیه .2 .3 .5 قضیه
∞∑
m=۰

um(t),

و (27 .5) بالا مرتبه دگردیسی معادله حل از و است um(t) ∈ V (R+) که u(t) به باشد همگرا طوریکنواخت ∞∑به
m=۰ um(t) سري آنگاه باشد، همگرا طوریکنواخت به ∑∞

m=۰ L(um(t)) سري  همچنین و آمده بدست (28 .5)
است. (15 .5) معادله ي براي دقیق جواب یک
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داریم ∑∞
m=۰ L(um(t)) و ∑∞

m=۰ um(t) سري هاي یکنواخت همگرایی از اثبات.

lim
k→∞

uk(t) = ۰,

lim
k→∞

u′k(t) = ۰,

lim
k→∞

u′′k(t) = ۰,

(31 .5)

می کنیم تعریف ∀t ∈ [۰, ۱] همچنین و

S(t) =

∞∑
m=۰

um(t), S′(t) =

∞∑
m=۰

u′m(t), S′′(t) =

∞∑
m=۰

u′′m(t),

داریم است خطی L کمکی عملگر که آنجا از و

k∑
m=۱

L[um(t)− χmum−۱(t)] =

k∑
m=۱

[Lum(t)− χmLum−۱(t)]

=Lu۱(t) + (Lu۲(t)− Lu۱(t)) + · · ·+ (Luk(t)− Luk−۱(t))

=Luk(t),

(32 .5)

داریم (27 .5) بالا مرتبه دگردیسی معادله و (32 .5) و (31 .5) رابطه از استفاده با

ℏ H(t)

∞∑
m=۱

Rm(u⃗m−۱) =

∞∑
m=۱

L[um(t)− χmum−۱(t)]

= lim
k→∞

k∑
m=۱

L[um(t)− χmum−۱(t)]

= L
[
lim
k→∞

k∑
m=۱

[um(t)− χmum−۱(t)]
]

= L
[
lim
k→∞

uk(t)
]

= ۰

H(t) = ۱ و ℏ ̸= ۰ که آنجا از و
∞∑
m=۱

Rm(u⃗m−۱) = ۰, ∀t ∈ [۰, ۱]

داریم، فوق سري در (29 .5) جایگذاري با

84



هموتوپی تحلیل روش با منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی مسائل و منفرد اختشاشی مسائل پنجمحل فصل

∞∑
m=۱

Rm(u⃗m−۱)

=

∞∑
m=۱

[
(ε− δp(t))u′′m−۱(t) + p(t)u′m−۱(t) + q(t)um−۱(t)− (۱− χm)f(t)

]
= (ε− δp(t))

∞∑
m=۱

u′′m−۱(t) + p(t)

∞∑
m=۱

u′m−۱(t) + q(t)

∞∑
m=۱

−
∞∑
m=۱

(۱− χm)f(t)

= (ε− δp(t))S′′(t) + p(t)S′(t) + q(t)S(t)− f(t)

= ۰.

داریم (20 .5) و (28 .5) رابطه هاي از استفاده با و

S(۰) = φ(۰), S(۱) = γ.

می باشد. معادله  این براي دقیق جواب یک و می کند صدق (15 .5) معادله در S(t) بنابراین

هموتوپی تحلیل روش خطاي آنالیز 4 .3 .5
ملاحظه براي کنیم. ارائه هموتوپی تحلیل روش براي خطا کران یک می آوریم ادامه در که قضیه اي در داریم قصد اکنون

.[59] به کنید رجوع اثبات
یک um(t) =

∑m
n=۰ un(t) سري و باشد همگرا u(t) دقیق جواب به (26 .5) سري که کنید فرض .3 .3 .5 قضیه

می شود. محاسبه زیر صورت به خطا بالاي کران آنگاه باشد، mام مرتبه دگردیسی معادله حل از حاصل تقریبی جواب

∥u(t)− um(t)∥ ≤ λm−m۰+۱ ۱
۱− λ

∥um۰(t)∥,

.۰ < λ < ۱ که

عددي مثال هاي 5 .3 .5
[65-67 ،60] بگیرید نظر در را زیر منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله .4 .3 .5 }مثال

εu′′(t) + u′(t− δ)− u(t) = f(t), t ∈ [۰, ۱],

u(t) = ۱, t ∈ [−δ, ۰], u(۱) = ۱,

و m۱ =
−
√

۴(ε−δ)+۱−۱
۲(ε−δ)

که u(x) =
(em۱−۱)em۲x+(۱−em۲)em۱x

em۱−em۲ با است برابر معادله این براي دقیق جواب که
.m۲ =

√
۴(ε−δ)+۱−۱
۲(ε−δ)

[65-67 ،60] بگیرید نظر در را زیر منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی معادله .5 .3 .5 }مثال
εu′′(t)− u′(t− δ)− u(t) = f(t), t ∈ [۰, ۱],

u(t) = ۱, t ∈ [−δ, ۰], u(۱) = −۱,
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تکرار m = ۱۰ و ε = ۰٫۰۱ براي 4 .3 .5 مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :1 .5 جدول
مثال (4 .3 .5)

δ [67] مرجع [67] مرجع [65] مرجع [66] مرجع هموتوپی تحلیل روش

L∞

۰٫۰۰۱ ۰٫۰۹۰۹۲۸ ۱٫۲× ۱۰−۴ ۴٫۶× ۱۰−۶ ۴٫۰× ۱۰−۷ ۲٫۶× ۱۰−۱۲

ℏ = −۰٫۹۴

۰٫۰۰۳ ۰٫۱۰۸۳۶۲ ۱٫۶ × ۱۰−۴ ۴٫۶× ۱۰−۶ ۴٫۲× ۱۰−۷ ۳٫۲× ۱۰−۱۲

ℏ = −۰٫۹۴۲

۰٫۰۰۶ ۰٫۱۲۸۴۵۴ ۲٫۸× ۱۰−۴ ۴٫۶× ۱۰−۶ ۲٫۱× ۱۰−۷ ۴٫۶× ۱۰−۱۲

ℏ = −۰٫۹۴۵

۰٫۰۰۸ ۰٫۱۰۱۴۹۹ ۵٫۷× ۱۰−۴ ۴٫۶× ۱۰−۶ ۲٫۳× ۱۰−۷ ۹٫۵× ۱۰−۱۲

ℏ = −۰٫۹۳

۰٫۱۰۰ − − ۱٫۴× ۱۰−۵ ۵٫۷× ۱۰−۶ ۱٫۴× ۱۰−۹

ℏ = −۱٫۲۲

۰٫۲۰۰ − − ۱٫۴× ۱۰−۵ ۱٫۷× ۱۰−۶ ۶٫۰× ۱۰−۹

ℏ = −۱٫۲۴

δ و ε مختلف مقادیر براي (4 .3 .5) مثال جواب رفتار :10 .5 شکل

و m۱ =
۱−
√

۴(ε+δ)+۱
۲(ε+δ)

که u(x) =
(em۲+۱)em۱x+(۱+em۱)em۲x

em۲−em۱ با است برابر معادله این براي دقیق جواب که
.m۲ =

√
۴(ε+δ)+۱+۱
۲(ε+δ)

گفتیم قبل بخش در منفرد اختشاشی دیفرانسیل معادلات جواب مشتق تقریب خصوص در که نکته اي به توجه با
است معادله جواب خود به نسبت شدیدتري مرزي لایه رفتار داراي نیز (4 .3 .5) مثال جواب مشتق که آنجایی از و
جواب از پیوسته تقریب یک بهینه ℏ ازاي به هموتوپی سري چون .(16 .5) شکل دارد، زیادي اهمیّت آن تقریب پس
دارند قرار مرزي لایه ناحیه در که tهایی به نسبت هموتوپی سري مشتق براي ℏ نمودار رسم با پس می کند ارائه معادله
سري مشتق که رسید نتیجه این به می توان نمودارها این در صاف قسمت هاي مشاهده با و ،u′(۰٫۰۱) u′(۲× ۱۰−۶) مثلاً
(38 .2) رابطه از را خطا دو نرم همچنین که (18 .5) و (17 .5) شکل همگراست، جواب مشتق به بهینه   ℏ ازاي به هموتوپی
مشتق و تقریبی جواب براي بهینه   ℏ است مشخص که همینطور کرده ایم، رسم t به نسبت هموتوپی سري مشتق براي را

است. یکسان تقریباً u′m(t) تقریبی جواب
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هموتوپی تحلیل روش با منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی مسائل و منفرد اختشاشی مسائل پنجمحل فصل

تکرار m = ۱۰ و δ = ۱۰−۱۲ براي 4 .3 .5 مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :2 .5 جدول
مثال (4 .3 .5)

ε [60] مرجع [60] مرجع [65] مرجع [66] مرجع هموتوپی تحلیل روش

L∞

۱۰−۲ ۶٫۵۸× ۱۰−۲ ۱٫۴۹× ۱۰−۲ ۴٫۵۰× ۱۰−۵ ۵٫۲۷× ۱۰−۵ ۳٫۱۰× ۱۰−۱۲

ℏ = −۰٫۹۴۹

۱۰−۳ ۸٫۰۷× ۱۰−۲ ۳٫۸۸× ۱۰−۲ ۴٫۵۰× ۱۰−۵ ۴٫۸۳× ۱۰−۵ ۴٫۱۰× ۱۰−۱۲

ℏ = −۰٫۹۵۹

۱۰−۴ ۸٫۴۶× ۱۰−۲ ۵٫۰۶× ۱۰−۲ ۲٫۵۰× ۱۰−۴ ۵٫۰۴× ۱۰−۵ ۴٫۵۰× ۱۰−۱۲

ℏ = −۰٫۹۶

۱۰−۵ ۸٫۵۴× ۱۰−۲ ۵٫۲۱× ۱۰−۲ ۲٫۵۰× ۱۰−۴ ۵٫۰۷× ۱۰−۵ ۶٫۴۰× ۱۰−۱۲

ℏ = −۰٫۹۴۸

۱۰−۶ ۸٫۵۸× ۱۰−۲ ۵٫۰۳× ۱۰−۲ ۲٫۵۰× ۱۰−۴ ۵٫۱۲× ۱۰−۵ ۵٫۰۰× ۱۰−۱۱

ℏ = −۰٫۹۳

۱۰−۷ − − − ۸٫۰۱× ۱۰−۵ ۴٫۰۰× ۱۰−۹

ℏ = −۰٫۸۴

تکرار m = ۱۰ و ε = ۰٫۰۱ و δ = ۰٫۰۰۳ با (4 .3 .5) مثال تقریبی جواب براي ℏ نمودار و خطا دو نرم و مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :11 .5 شکل

تکرار m = ۱۰ و ε = ۱۰−۶ و δ = ۱۰−۱۲ با (4 .3 .5) مثال تقریبی جواب براي ℏ نمودار و خطا دو نرم و مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :12 .5 شکل
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هموتوپی تحلیل روش با منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی مسائل و منفرد اختشاشی مسائل پنجمحل فصل

تکرار m = ۱۰ و ε = ۰٫۰۱ براي 5 .3 .5 مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :3 .5 جدول
مثال (5 .3 .5)

δ [67] مرجع [67] مرجع [65] مرجع [66] مرجع هموتوپی تحلیل روش

L∞

۰٫۰۰۷ ۰٫۱۱۷۶۳۱ ۱٫۴× ۱۰−۴ ۱٫۰× ۱۰−۵ ۱٫۷× ۱۰−۶ ۱٫۹× ۱۰−۱۲

ℏ = −۰٫۹۴

۰٫۰۱۵ ۰٫۰۸۳۵۱۵ ۹٫۶× ۱۰−۵ ۱٫۰× ۱۰−۵ ۶٫۳× ۱۰−۶ ۱٫۱× ۱۰−۱۲

ℏ = −۰٫۹۲

۰٫۰۲۵ ۰٫۰۶۱۴۷۵ ۶٫۸× ۱۰−۵ ۱٫۰× ۱۰−۵ ۲٫۱× ۱۰−۵ ۱٫۱× ۱۰−۱۲

ℏ = −۰٫۹۱

تکرار m = ۱۰ و ε = ۰٫۰۰۱ براي 5 .3 .5 مثال براي مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :4 .5 جدول
مثال (5 .3 .5)

ε [60] مرجع [60] مرجع [65] مرجع [66] مرجع هموتوپی تحلیل روش

L∞

۰٫۰۰۰۷ ۰٫۲۱۳۳۹۱ ۳٫۰ × ۱۰−۴ ۱٫۰× ۱۰−۵ ۱٫۰× ۱۰−۵ ۹٫۵× ۱۰−۱۲

ℏ = −۰٫۹۶

۰٫۰۰۱۵ ۰٫۱۲۳۱۱۹ ۱٫۴× ۱۰−۴ ۱٫۰× ۱۰−۵ ۸٫۵× ۱۰−۷ ۹٫۵× ۱۰−۱۲

ℏ = −۰٫۹۳

۰٫۰۰۲۵ ۰٫۰۸۰۹۶۴ ۹٫۲ × ۱۰−۵ ۱٫۰× ۱۰−۵ ۸٫۲× ۱۰−۷ ۹٫۵× ۱۰−۱۲

ℏ = −۰٫۹۳

۰٫۰۱۰۰ − − ۱٫۰× ۱۰−۵ ۱٫۴× ۱۰−۶ ۲٫۲× ۱۰−۱۲

ℏ = −۰٫۹۵

۰٫۰۲۰۰ − − ۱٫۰× ۱۰−۵ ۳٫۶× ۱۰−۶ ۲٫۴× ۱۰−۱۲

ℏ = −۰٫۹۴

δ و ε مختلف مقادیر براي (5 .3 .5) مثال جواب رفتار :13 .5 شکل
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هموتوپی تحلیل روش با منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی مسائل و منفرد اختشاشی مسائل پنجمحل فصل

تکرار m = ۱۰ و ε = ۰٫۰۱ و δ = ۰٫۰۲۵ با (5 .3 .5) مثال تقریبی جواب براي ℏ نمودار و خطا دو نرم و مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :14 .5 شکل

تکرار m = ۱۰ و ε = ۰٫۰۰۱ و δ = ۰٫۰۲ با (5 .3 .5) مثال تقریبی جواب براي ℏ نمودار و خطا دو نرم و مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :15 .5 شکل

δ و ε مختلف مقادیر براي (4 .3 .5) مثال جواب مشتق رفتار :16 .5 شکل

تکرار m = ۱۰ و ε = ۰٫۰۱ و δ = ۰٫۰۰۳ با (4 .3 .5) مثال تقریبی جواب مشتق براي ℏ نمودار و خطا دو نرم و مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :17 .5 شکل
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هموتوپی تحلیل روش با منفرد اختشاشی دیفرانسیل-تفاضلی مسائل و منفرد اختشاشی مسائل پنجمحل فصل

تکرار m = ۱۰ و ε = ۱۰−۶ و δ = ۱۰−۱۲ با (4 .3 .5) مثال تقریبی جواب مشتق براي ℏ نمودار و خطا دو نرم و مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :18 .5 شکل

δ و ε مختلف مقادیر براي (5 .3 .5) مثال جواب مشتق رفتار :19 .5 شکل

دارد، زیادي اهمیّت آن تقریب پس است مرزي لایه رفتار داراي نیز (5 .3 .5) مثال جواب مشتق (4 .3 .5) مثال همانند
نمودار رسم با پس می کند ارائه معادله جواب از پیوسته تقریب یک بهینه ℏ ازاي به هموتوپی سري چون .(19 .5) شکل
قسمت هاي مشاهده با و ،u′(۰٫۹۵) مثلاً دارند قرار مرزي لایه ناحیه در که tهایی به نسبت هموتوپی سري مشتق براي ℏ
همگراست، جواب مشتق به بهینه   ℏ ازاي به هموتوپی سري مشتق که رسید نتیجه این به می توان نمودارها این در صاف
رسم t به نسبت هموتوپی سري مشتق براي را (38 .2) رابطه از را خطا دو نرم همچنین که (21 .5) و (20 .5) شکل

است. یکسان تقریباً u′m(t) تقریبی جواب مشتق و تقریبی جواب براي بهینه   ℏ است مشخص که همینطور کرده ایم،

تکرار m = ۱۰ و ε = ۰٫۰۱ و δ = ۰٫۰۲۵ با (5 .3 .5) مثال تقریبی جواب مشتق براي ℏ نمودار و خطا دو نرم و مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :20 .5 شکل
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پیشنهادات و ششمنتیجه گیري فصل

تکرار m = ۱۰ و ε = ۰٫۰۰۱ و δ = ۰٫۰۲ با (5 .3 .5) مثال تقریبی جواب مشتق براي ℏ نمودار و خطا دو نرم و مطلق خطاي مقدار ماکسیمم :21 .5 شکل
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6 فصل
پیشنهادات و نتیجه گیري
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پیشنهادات و ششمنتیجه گیري فصل

مربوط اولیه مفاهیم همچنین و است شده آورده منفرد اختشاشی مسائل انواع برخی از کلی تعاریف اول فصل در
مسائل شده اشاره اول فصل در که همانطور است. شده آورده بازتولیدي هسته ساخت نحوه و بازتولیدي هسته فضاي به
لایه رفتار داراي که را آنها از برخی تنها نامه پایان این در ما و هستند زیادي گستردگی و تنوع داراي منفرد اختشاشی
هاي روش سایر با را نتایج و می کنیم حل هموتوپی تحلیل روش و بازتولیدي هسته روش از استفاده با می باشند مرزي
براي شده ارائه هاي روش سایر به هموتوپی تحلیل روش و بازتولیدي هسته روش که می دهیم نشان و کرده مقایسه دیگر
فرایند از استفاده بدون بازتولیدي هسته روش نامه پایان این در شده ارائه روش دارند. ملموسی برتري مسائل این حل
حل براي کامپیوتري هاي برنامه اجراي زمان چشمگیري کاهش آن ویژگی مهمترین که می باشد اشمیت گرام متعامدسازي
فصل در مفصل صورت به موضوع این می شود. آمده بدست تقریبی جوابهاي بهبود باعث همچنین و است مختلف مسائل
از حاصل نتایج می توانیم راحتی به ما اجرا، زمان بودن پایین در مذکور روش مهم ویژگی به توجه با است. شده آورده دوم
بدون بازتولیدي هسته روش دهیم. انجام را لازم گیري هاي نتیجه و کرده مشاهده زمان کمترین در را مختلف مسائل حل
نیست. مرزي لایه رفتار داراي منفرد اختشاشی مسائل جواب تقریب به قادر تنهایی به اشمیت گرام سازي متعامد فرایند
یک به نیاز بازتولیدي، هسته روش از استفاده با مرزي لایه داراي مسائل جواب از مناسب تقریبی آوردن بدست براي
یکی طوریکه به است بازه زیر دو به مسئله بازه دقیق تقسیم تغییرات این مهمترین و اولین داریم. مسئله در تغییرات سري
با ندارد مرزي لایه رفتار که زیربازه اي در را منفرد اختشاشی مسئله سپس باشد. مرزي لایه رفتار داراي زیربازه ها این از
و کرده اضافه مرزي لایه بازه مسئله ي به شرط یک آن از حاصل تقریب از استفاده با و کرده حل بازتولیدي هسته روش
هسته روش آنگاه بزرگتر، بازه یک به مرزي لایه رفتار داراي بازه انتقال و مناسب متغییر تغییر یک از استفاده با سپس
زیربازه هر در حاصل جواب دو هر ترکیب با هم نهایت در می گیریم. بکار جدید بازه این در مسئله حل براي را بازتولیدي
ایراد تنها اما بیاوریم. بدست تعریفش بازه سراسر در منفرد اختشاشی مسئله ي جواب براي مناسب تقریب یک می توانیم
این رو این از بزند. تقریب مرزي لایه بازه در را منفرد اختشاشی مسئله جواب مشتق نمی تواند که است این روش این
که باشد موضوع این می تواند اینجا در پیشنهادات از یکی و می شود محسوب ما تکنیک براي ضعف نقطه یک موضوع
یک کنیم. ارائه تولیدي باز هسته روش از استفاده با مرزي لایه بازه در جواب مشتق براي تقریب یک می توانیم چگونه
سازي پیاده هنگام شده ذکر موارد انجام با که، است این سازي متعامد فرایند بدون بازتولیدي هسته روش قوت نقاط از
مناسب تقریب یک دارد، وجود منفرد اختشاشی مسئله در شدیدي بسیار مرزي لایه رفتار که مواردي در می توانیم روش،

بیاوریم. بدست مسئله جواب از
ضعفی و قوت نقاط داراي شده ارائه مرزي لایه رفتار داراي منفرد اختشاشی مسائل حل براي که هموتوپی تحلیل روش
روش کامپیوتري برنامه اجراي لحاظ از اساساً هموتوپی تحلیل روش می کنیم. اشاره آنها از برخی به اینجا در که می باشد
پیچیده اي بسیار راست سمت تابع داراي کنیم حل می خواهیم که منفردي اختشاشی مسئله اگر مخصوصا است، زمانبري
روي بر را روش نمی توان عملاً صورت این در باشد، هموتوپی روش در استفاده مورد مختلف پایه هاي از ترکیبی که باشد
در را تکرارها تعداد نمی توانیم ما منفرد اختشاشی مسائل عملگر نوع به توجه با این بر علاوه کرد اجرا مسائل دست این
زمان نمایی افزایش آن پی در و هموتوپی سري جملات تساعدي شدن بزرگ باعث که چرا ببریم بالا خیلی هموتوپی روش
اختشاشی مسائل برخی روي خوبی، نتایج که است این هموتوپی تحلیل روش مزایاي از می شود. کامپیوتري برنامه اجراي
در ما رو این از نیستند. حصول قابل ریاضی، نرم افزارهاي در عددي حل دستورهاي با حتی نتایج این که می دهد منفرد
تعداد با هموتوپی تحلیل روش از استفاده با که کرده ایم اشاره منفردي اختشاشی مسائل از برخی به پنجم فصل و دوم فصل
هموتوپی تحلیل روش از حاصل سري فرم به جواب در اگر کلی طور به می کنند. فراهم خوبی نتایج کم، تقریباً تکرارهاي
خطا مقدار ماکسیمم نتیجه در و سریعتر هموتوپی سري همگرایی کرد، مششخص دقیقتر هرچه را ℏ پارامتر مقدار بتوان
که است این بازتولیدي هسته روش با مقایسه در هموتوپی تحلیل روش اصلی مزیت هاي از دیگر یکی می شود. کمتر
با مسئله جواب مشتق تقریب به قادر منفرد اختشاشی مسائل روي هموتوپی تحلیل روش اجراي از حاصل جواب سري
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بازتولیدي هسته روش از حاصل نتایج با مقایسه در هموتوپی تحلیل روش از حاصل نتایج قطع طور به است. مناسبی دقت
بازتولیدي هسته روش مقایسه نامه پایان این در ما هدف البته است. دقیتر و بهتر بسیار منفرد، اختشاشی مسئله حل براي
هستند. برخوردار زیادي اهمیت از خود جاي در روش ها این از هرکدام از حاصل نتایج و نیست هموتوپی تحلیل روش با
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RKM and HAM for solving singularly perturbed problems and singularly perturbed diīerenƟal-diīerence problems

Abstract

In this thesis consider singularly perturbed problems (SPP) and singularly perturbed diīerenƟal-

diīerence problems (SPDDP) that have boundary-layer behavior and some of the problems that

are largely similar to these kinds of SPP and SPDDP. We solve them by using Reproducing Kernel

Hilbert Space Method (RKHSM) and Homotopy Analysis Method. We consider RKM without Gram–

Schmidt orthogonalizaƟon process. First, we introduce menƟoned RKM and for implemenƟng it, we

decompose the problem domain into two subintervals such that one of them has not the boundary

layer and the other one has. The subinterval in which the boundary layer exists is important. If the

boundary layer exists on the leŌ subinterval, the present RKM will provide a proper approximaƟon

of soluƟon, otherwise we need to change the variable of the SPP and SPDDP to shiŌ the boundary

layer region. Results of the present scheme indicate that new algorithm has the following advan-

tages: small computaƟonal work, fast convergence, and high precision. In SPP and SPDDP, when

the delay parameter is large or the perturbaƟon parameter is small, obtaining a proper approximate

soluƟon with present RKM is diĸcult and therefore we use HAM to compare the results with other

numerical methods and the present RKM. We Įnd that the use of the homotopy analysis method, in

addiƟon to easy implementaƟon, also provides beƩer results. Moreover we introduce convergence

and error analysis theorems and prove them for each method and problem.

Keywords: Singularly perturbed problem; Singularly perturbed diīerenƟal-diīerence problem;

Boundary-layer behavior; Reproducing kernel Hilbert space method; Homotopy analysis method;

Convergence analysis; Error analysis.
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