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 معاونت پژوهص و فه آوری 
 به نام خدا

 منشىر اخلاق پژوهص
گاي دراعتلای با یاری از خداوند سبحان و اعتقاد به ایه که عالم محضرخداست و همىاري ناظر بر اعمال  گاي دانش انسان و به منظىر پاش داشت مقام بلند دانص و پژوهص و نظر به اهمیت جای

گاي آزاد اسلامی متعهد می آن تخطی های‎پژوهشی‎مد‎نظر‎قرارداده‎و‎از‎‎گردیم اصىل زیر را درانجام فعالیت‎فرهنگ و تمدن بشری، ما دانشجىیان و اعضاء هیأت علمی واحدهای دانش
 وکنیم:

 سازی‎حقیقت.‎جىیی‎حقیقت‎و‎و‎فاداری‎به‎آن‎و‎دوری‎از‎هرگىنه‎پنهان‎جىیی: تلاش در راستای پی‎اصل حقیقت -1
 اصل رعایت حقىق: التسام به رعایت کامل حقىق پژوهشگران و پژوهیدگان )انسان، حیىان ونبات( و سایرصاحبان حك. -2
 و در نظر داشته پیشبرد و تىسعً کشىر در کلیً مراحل پژوهص.اصل مالکیت مادی و معنىی: تعهد به رعایت مصالح ملی  -3
 اصل مىافع ملی: تعهد به رعایت مصالح ملی و در نظر داشته پیشبرد و تىسعً کشىر در کلیً مراحل پژوهص. -4
 ع در اختیار.اصل رعایت انصاف و امانت: تعهد به اجتىاب از هرگىنه جانبداری غیرعلمی و حفاظت از امىال، تجهیسات و مىاب  -5
 نهادهای مرتبط با تحقیك.ها‎و‎کشىر‎و‎کلیه‎افراد‎و‎‎اصل راز داری: تعهد به صیانت از اسرار و اطلاعات محرمانه افراد، سازمان -6
 شکنی.‎ها‎در‎انجام‎تحقیقات‎و‎رعایت‎جانب‎نقد‎و‎خىدداری‎از‎هرگىنه‎حرمت‎اصل احترام: تعهد به رعایت حریم ها و حرمت -7
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کاران  علمی و دانشجىیان به غیر از مىاردی که منع قانىنی دارد.اصل ترو -8  یج: تعهد به رواج دانص و اضاعه نتایج تحقیقات و انتقال آن به هم
یللر اصللل برا:للت: التللسام به برا:للت جللىیی از هر گللىنه راتللار غیللر حر  ای و اعلللام مىحللع نلللوت به کسللانی که حللىزي علللم و پژوهللص را به ضللا: ً های غ  -9

 ی می آلایند.علم 
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 ًبهِ تحصیلی تؼْد اصبلت رسبلِ یب پبیبى

‌ىوشَی‌هْسب اًتظبری‌ایٌؼبًت ‌هم٦غ ‌آهَهشِ ‌‌ىاً٘ ‌وبٍثَىی ‌ٍیب١ی ‌ٍٙشِ ‌ىٍ ‌سبٍین‌ًبدیَٕشِ ‌ىٍ وِ

ثب‌‌‌هشؼبهي ّبی دبیِ اُ إشفبىُ ثب وَٖیسبثؼی‌ هؼبىلار ػيىی‌كل‌‌‌"هَى‌سلز‌ػٌَاى‌‌اُ‌ٍٕبلِ.......................

 َٙم:‌‌ىفبع‌ًوَىُ‌ام‌ثيیٌَٕیلِ‌هشؼْي‌هی‌................)ثيٍى‌اكشٖبة‌ًوَُ‌همبلِ(‌‌ٍ‌ىٍػِ‌‌وٖت‌ًوَُ............

اًؼبم‌ٙيُ‌س‌٤َٕایٌؼبًت‌ثَىُ‌ٍ‌ىٍ‌هَاٍىی‌وِ‌اُ‌ىٕشبٍٍّبی‌ػلوی‌ٍ‌كبٝل‌سلمیك‌ٍ‌دٍّْ٘‌‌(‌ایي‌ٍٕبل1ِ

ام،‌ه٦بثك‌١َاث‌٤ٍ‌ٍٍیِ‌هَػَى،‌ًبم‌هٌجغ‌‌ًبهِ،‌وشبة،‌همبلِ‌ٍ‌...‌(‌إشفبىُ‌ًوَىُ‌ی‌ىیگَاى‌)اػن‌اُ‌دبیبىدٍّْٚ

‌ام.‌ٍ‌ٕبیَ‌هٚوٞبر‌آى‌ٍا‌ىٍ‌فَْٕز‌هَث٥َِ‌ًوَ‌ٍ‌ىٍع‌وَىُ‌إشفبىُ‌هٍَى

‌ٍٕبل2ِ ‌ایي ‌دبییي‌( ‌٦ٕق، ‌)ّن ‌هيٍن‌سلٞیلی ‌ىٍیبفز‌ّیؾ ‌ثَای ‌ىا‌لجلاً ‌ٕبیَ ‌ىٍ ‌ثبلاسَ( ‌یب ‌ٍ‌‌ًٚگبُسَ ّب

‌ًٚيُ‌إز.‌اٍایِهؤٕٖبر‌آهَُٗ‌ػبلی‌

ة،‌طجز‌اهشَاع‌ٍ‌...‌ثَىاٍی‌اػن‌اُ‌ؿبح‌وشب‌ؿِ‌ثؼي‌اُ‌فَاغز‌اُ‌سلٞیل،‌لٞي‌إشفبىُ‌ٍ‌َّگًَِ‌ثَُْ‌(‌ؿٌبى3

‌ىاٙشِ‌ثبٙن،‌اُ‌كَُُ‌هؼبًٍز‌دٍّْٚی‌ٍاكي‌هؼَُّبی‌هَث٥َِ‌ٍا‌اهٌ‌ًوبین.‌اُ‌ایي‌ٍٕبلِ

‌ؿٌبى4 )‌‌ ‌ُهبًی ‌هم٦غ َّ‌ ‌ىٍ ‌هیؿِ ‌ٍا ‌آى ‌اُ ‌ػَالت‌ًبٙی ‌طبثز‌َٙى، ‌فَق ‌هَاٍى ‌ٍاكي‌‌هلاف ٍ‌ دٌیَم

ام‌‌ىاًٚگبّی‌هؼبُ‌إز‌ثب‌ایٌؼبًت‌ه٦بثك‌١َاث‌٤ٍ‌همٍَار‌ٍفشبٍ‌ًوَىُ‌ٍ‌ىٍ‌ٍَٝر‌اث٦بل‌هيٍن‌سلٞیلی

‌ّیـگًَِ‌اىػبیی‌ًوَاّن‌ىاٙز.

 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌:خبًَادگی ًبم ٍ ًبم

 :تبریخ ٍ اهضبء

 

 ىاًٚگبُ‌آُاى‌إلاهی

 ‌ػلَم‌سلمیمبر‌‌ٍاكي
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)تْزاى( داًشگبُ آساد اسلاهی ٍاحد ػلَم ٍ تحقیقبت  

   

‌(Ph.D) کبرثزدی رشتِ ریبضی دکتزی رسبلِ

 گَای٘:‌آًبلیِ‌ػيىی

 

 :هَضَع

 هشؼبهي ّبی دبیِ اُ إشفبىُ ثب وَٖیسبثؼی‌ هؼبىلار ػيىی‌كل

 راٌّوب: تبداىاس                                                        

 ثبثلیبى دکتز اسوؼیل

 دکتز سؼید ػجبسجٌدی

 :هشبٍر تبداس

 دکتز تَفیق اللَْیزًلَ

 ًگبرًدُ:

 هْسب اًتظبری
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‌‌



 ‌ف

 

‌:سپبسگشاری

‌ییْبیىاىُ‌ٍ‌سَاًب‌یٚیيىٍ‌ثِ‌اٍ‌ليٍر‌اًي‌یيُإز‌وِ‌ثَٚ‌ٍا‌آفَ‌ییهوَٞٛ‌هيا‌یبىدب‌یسٚىَّ‌ٍ‌ٕذبٓ‌ث‌

‌ٍ‌ٍاٌّوب ‌اهَ‌ثِ‌سلاٗ‌ٍ‌وَٙ٘‌ًوَىُ ‌اٍ‌ٍا ٍ‌ ‌ىاىُ ‌اًٖبى‌لَاٍ ‌ىٍ‌ٍػَى ‌ٍا ‌ثَا‌یبًیثبلمَُّ ثَٚ‌‌یزّيا‌یٍا

‌فَٕشبىُ‌إز.‌

ىوشَ‌ثبثلیبى‌ٍآلبی‌‌ یّوشب‌لاُم‌إز‌اُ‌إشبى‌اٍػوٌي‌ػٌبة‌آلب‌یدٔ‌اُ‌اٍاىر‌هب١ؼبًِ‌ثِ‌ىٍگبُ‌هياًٍي‌ث

هَا‌هٍَى‌ل٦ف‌هَى‌لَاٍ‌‌یكسلم‌یيا‌ی‌یِىلَُٖاًِ‌وِ‌ىٍ‌سْ‌یثِ‌هب٥َ‌ٕؼِ‌ٝيٍ‌ٍ‌ٌٍّوَىّب‌ىوشَ‌ػجبٕجٌيی

‌ٍاٌّوب ‌ليٍىاً‌ییْبیىاىًي‌ٍ ٍ‌ ‌ًوَىًي‌سٚىَّ ‌ٍا ‌ىلَُٖاًِ‌ّوـٌیيًوَىُ،‌یلاُم ‌ُكوبر‌ثی‌ىٍیغ‌ٍ إشبى‌‌اُ

‌ ‌الَْیَاًلَ ‌ااٍػوٌي‌ػٌبة‌البی‌ىوشَ ‌ثَای‌ى٥‌ٍَل‌ىٍٍاى‌سلٞیل‌ٕذبٕگِاٍی‌هی‌ًوبیین‌ٍ ‌ثی‌ّوشب ‌لبىٍ ُ

 .آٍٍُی‌ٕلاهشی‌ٍ‌هَفمیز‌ٍٍُافٍِى‌ٍا‌هَإشبٍم‌ّوگبى
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 تقدیم به: 

 مقدستریه واژي ها در لغت نامه دلم،                   

 مادر مهربانم که زندگیم را مدیىن مهر و عطىات آن می دانم.                                                  

 استىارتریه تکیً گاهم است. پدرم که                                                                  

 همسر و پسرم که نطانه لطف الهی در زندگی مه هلتند.                                                      

 باشد که حاصل تلاشم نسیم گىنه غبار خستگیتان را بزداید.                    

 بىسه بر دستان پرمهرتان              
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 يیثًَٚشب‌هَػه‌اُ‌إشفبىُ‌ثب‌یوَٖ‌یػِئ‌لیفَاًٖیى‌هؼبىلِ‌كل

 51 ................................................................................................................. هميه5-1‌ِ

 51 ........... یوَٖ‌یػِئ‌لیفَاًٖیى‌هؼبىلِ‌كل‌یثَا‌يیثًَٚشب‌هَػه‌اًشگَال‌یبسیػول‌ٔیهبس5-2‌‌ٍٍٗ‌َ

 54 ...................................................................................................... ٍٍٗ‌شنیالگ5-3‌ٍَ

 55 ..................................................................................................... یػيى‌یّب‌هظبل‌5-4

 ٙٚن‌فٞل

 ٌْٚبىارید‌‌ٍ‌ٍٕبلِ‌اُ‌كبٝل‌غیًشب

 65 ................................................................................................................. هميه6-1‌ِ

 65 ............................................................................................... ٍٕبلِ‌اُ‌كبٝل‌غیًشب‌6-2

 66 ........................................................................................................... بىارٌْٚید‌‌6-3

 68 ......................................................................................................................... هٌبثغ



‌ٓ 

 

 72 ............................................................................................. یفبٍٕ‌ثِ‌یٖیاًگل‌ًبهِ‌ٍاُّ

 74 ........................................................................................................ ٍفشِ‌ثىبٍ‌یًوبىّب

 75 ................................................................................................ ٍٕبلِ‌اُ‌هٖشوَع‌همبلار

 76 ........................................................................................................... یٖیاًگل‌يُیؿى

 

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌



‌ٗ 

 

‌فَْٕز‌ػياٍل:

‌12mیاُا‌ثِ‌،1-4-‌5هظبل‌یثَا‌tَهوشلفیهمبى‌یاُا‌ث‌Lٍ‌2L‌ِیه٦ب‌‌ِٖیهمب(:‌1-5)‌ػيٍل  . ....... 56 

12mیاُا‌ث1‌ِ-4-‌5هظبل‌ي،یثًَٚشب‌هَػه‌ٍ‌لْاًيٍ‌هَػه‌ه٦لك‌یه٦ب‌ِٖیهمب(:‌2-5)‌ػيٍل  . ........ 56 

 58 ................................................................................. 2-4-‌5هظبل‌ه٦لك‌یه٦ب(:‌3-5)‌ػيٍل

, 0.5یاُا‌ث2‌ِ-4-‌5هظبل‌یثَا‌ه٦لك‌یه٦بّب‌ِٖیهمب(:‌4-5)‌ػيٍل 0.5 t. ............................. 59 

 61 ........................................ 3-4-‌5هظبل‌یثَا‌،mهوشلف‌َیهمبى‌یاُا‌ثِ‌‌ه٦لك‌یه٦ب(:‌5-5)‌ػيٍل

 62 ......................................................... 3-4-‌5هظبل‌یثَا‌،Lه٦لك‌یه٦ب‌ونیهبوٖ(:‌6-5)‌ػيٍل

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌



‌ٛ 

 

‌فَْٕز‌ٙىل‌ّب

 16 ..................................................................... ّن‌ثَ‌ػوَى‌ثَىاٍ‌ىٍ‌یٌّيٕ‌٘یًوب(:‌1-2)‌ٙىل

 25 ......................................................................................... ذٔیگ‌يُیدي‌٘یًوب(:‌2-2)‌ٙىل

 57 ................. 1-4-‌5هظبل‌یثَا‌ٍإز‌ٕوز‌ىٍ‌ه٦لك‌یه٦ب‌ٍ‌ؿخ‌ٕوز‌ىٍ‌یجیسمَ‌ػَاة(:‌1-5)ٙىل

 61 .............................................................. .2-4-‌5هظبل‌یثَا‌‌ه٦لك‌یه٦ب‌اُ‌یٙىل (:2-5)‌ٙىل
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‌یيُؿى

‌ ٍٍٗ‌ ‌وَٖی، ‌ػِئی ‌ىیفَاًٖیل ‌هؼبىلار ‌ػيىی ‌ػَاثْبی ‌آٍٍىى ‌ىٕز ‌ثِ ‌ثَای ‌كب١َ ‌ٍٕبلِ هَػه‌ىٍ

‌ٝلیق‌ٍ‌ ‌هَسجِ ‌اُ ‌هَػه‌ثًَٚشبیي ‌اًشگَال ‌هبسَیٔ‌ّبی‌ػولیبسی ‌إز. ‌هؼَفی‌ٙيُ ‌ٙيُ ‌ًَهبل ثًَٚشبیي

ىلِ‌ثِ‌ىٕشگبُ‌یٍ‌ىیَ‌فَاًٖیل‌ػِئی‌وَٖی‌ثب‌َٙای‌٤هَُیوَٖی‌هؼَفی‌ٙيُ‌ٍ‌ثَای‌سجيیل‌ًوَىى‌هؼبىلِ‌ىی

‌یث٥‌ٍَِ‌هَىوبٍ‌ىٍ‌ًظَ‌گَفشِ‌ه‌یهَُ‌ی٤َٙا‌ٙيُ،‌‌دیٌْٚبى‌ٍٍٗ‌ىٍ‌‌هؼبىلار‌ػجَی‌ثِ‌وبٍ‌گَفشِ‌هی‌َٙى.

‌ًٚبى‌ىاىُ‌ٙيُ‌إز.‌یي‌٥ی‌ؿٌي‌ل٢یِثَ‌إبٓ‌هَػه‌ًَهبل‌ٙيُ‌ثًَٚشب‌‌سبثغ‌یتسمَ‌یه٦ب‌یبثیاٍُ‌ٍ‌َٙى

‌،هشؼيىی‌ثیبى‌ٙيُ‌ٍ‌ىٍ‌َّ‌هظبلػيىی‌ىٍ‌اًشْب‌ثَای‌ًٚبى‌ىاىى‌وبٍایی‌ٍٍٗ‌اٍائِ‌ٙيُ‌ىٍ‌ٍٕبلِ،‌هظبل‌ّبی‌

ثب‌ٕبیَ‌ٍٍٗ‌دیٌْٚبىی‌ٍٕبلِ‌‌سَ‌ٍ‌ثَسَىلز‌ثبلا‌یٗ‌ّب‌ٍَٝر‌گَفشِ‌گَیبوِ‌ثب‌ٕبیَ‌ٍٍ‌ًشبیغ‌همبیِٖ‌ّبئی

‌‌.هی‌ثبٙيٍٍٗ‌ّب‌
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‌هميه1-1‌ِ

ي،‌لٌا‌م‌ثوَٞٛ‌ػلَم‌هٌْيٕی‌ایفبء‌هی‌وٌوَٖی‌ًم٘‌ثٖیبٍ‌هْوی‌ىٍ‌ٕبیَ‌ػلَهؼبىلار‌سبثؼی‌اُ‌آًؼبیی‌وِ‌

ٌٙبهز‌َّ‌ؿِ‌ثیٚشَ‌ایي‌ًَع‌هؼبىلار‌ووه‌ٙبیبًی‌ثِ‌دیَٚفز‌ٕبیَ‌ػلَم‌ىاٍى.‌ىٍ‌ٍٕبلِ‌كب١َ‌كل‌ایي‌ًَع‌

‌هَ ‌اُ ‌إشفبىُ ‌ثب ‌هؼبىلار ‌َٙى.ػه ‌هی ‌ثٍَٕی ‌هشؼبهي ‌‌ثًَٚشبیي ‌ٍٕبلِ ‌اُ ‌ثو٘ ‌ایي ‌آٌٙبیی ثیٚشَ‌ثَای

اهشلاف‌ًظَ‌ّب،‌هٚىلار،‌،‌ٍٕبلِ،‌ثِ‌ثیبى‌ٍ‌سَٚیق‌وبهل‌هٖئلٍِ‌ٕبهشبٍ‌‌ه١ََع‌اًشوبثیثب‌اّویز‌هَاًٌيگبى‌

‌‌‌.‌ٕبیَ‌ٍٍٗ‌ّب‌سٌظین‌ٙيُ‌إز‌دیٌْٚبىی‌ًٖجز‌ثِ‌ّوـٌیي‌هِیز‌ّبی‌ٍٍٗ‌ٍ‌‌ی‌سلمیمبسیهلاء‌ّب

‌ثیبى‌هٖئل1-2‌ِ

ىٍ‌هجبكض‌هَث‌٣َثِ‌كٖبة‌وَٖی،‌هؼبىلار‌سبثؼی‌وَٖی‌یىی‌اُ‌ثب‌اّویز‌سَیي‌هجبكض‌ه٦َف‌ٙيُ‌إز.‌اُ‌

‌ثب‌اػوبل‌َٙای‌‌٤ًَع‌آًؼبیی‌وِ‌ىٍ‌ثٖیبٍی‌اُ‌هَاٍى‌كل‌سللیلی‌ایي هؼبىلار‌ثِ‌إٓبًی‌اًؼبم‌ًوی‌َٙى‌ٍ‌یب

ٍ‌‌ًَع‌هؼبىلار‌ثٖیبٍ‌كبئِ‌اّویز‌هی‌ثبٙيثِ‌ىٕز‌هی‌آیي،‌لٌا‌كل‌ػيىی‌ایي‌‌آًْبهبٛ‌ثِ‌ٕوشی‌ػَاة‌

ثب‌هؼَفی‌دبیِ‌ىٍ‌ٍٕبلِ‌كب١َ‌.‌هِیز‌ٍٍٗ‌ّبی‌ػيىی‌ثَ‌یىيیگَ‌ىٍ‌ووشَ‌ثَىى‌هیِاى‌ه٦بی‌ٍٍٗ‌هی‌ثبٙي

ثىبٍ‌گیَی‌سؼبٍیف‌إبٕی‌كٖبثبى‌ّوـٌیي‌ثب‌ٍ‌‌ی‌ىٍ‌ٍٍٗ‌سَویت‌سَاثغ‌ٍ‌ٕبهشي‌هَػهبثَ‌هجٌ‌ّبی‌هشؼبهي

وِ‌دَىاهشِ‌ٙيُ‌إز‌ثِ‌گًَِ‌ای‌(‌2-1(‌ثب‌َٙای‌٤اٍلیِ‌ٍ‌هَُی‌)1-1)‌وَٖی‌ثِ‌كل‌هؼبىلار‌سبثؼی‌وَٖی

‌.ِ‌كيالل‌همياٍ‌هوىي‌هَى‌ٍٕیيُ‌ثبٙيٍٍٗ‌ثه٦بی‌

(1-1)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌( , , , , ,  ), 0 ,  1, 1 ,  2,
u u u u

F x t u
x x t t

   

   
   

   
    

    

(1-2)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0 0

1 1

( ,0) ( ), (0, ) ( ),

( ,1) ( ), (1, ) ( ),

u x f x u t g t

u x f x u t g t

 

  

,وِ‌ىٍ‌آى‌ , ,   هَسجِ‌هٚشك‌وَٖی‌‌if‌‌ٍig0,1ثِ‌اُای‌‌i سَاثؼی‌ث٦ٍَ‌دیَٕشِ‌هٚشك‌دٌیَ‌ثَ‌ٍٍی‌‌

‌‌[0,1]ثبُُ‌ی اُ‌ٍٕبلِ‌‌ىٍ‌فٞل‌دٌؼن‌وِ‌ًٖجز‌ثِ‌ٕبیَ‌ٍٍٗ‌ّب‌همبیِٖ‌ّبئی‌هظبل‌ّب‌ٍ‌ثِسَػِ‌ثب‌ّٖشٌي.

‌وبٍایی‌ٍٍٗ‌ث١ٍ‌َِف‌ٍٍٙي‌ٙيُ‌إز.‌كب١َ‌ٍَٝر‌گَفشِ‌إز

‌اّویز‌ه١ََع‌1-3

‌ثٖیبٍ ‌إز، ‌ثَىُ ‌ػلَم ‌هيهز‌ٕبیَ ‌ٍیب١یبر‌ىٍ ‌ػلن ‌ىیَثبُ ‌ُهیٌِ‌‌یاُ ‌ّبی‌ٍالؼی‌ىٍ ‌ديیيُ ‌هٖبئل‌ٍ اُ

اُ‌هَسجِ‌ٝلیق‌ثِ‌هَثی‌‌ػِئیفیِیه،‌ٙیوی،‌ُیٖز‌ٌٙبٕی‌ٍ‌...‌ثب‌سَػِ‌ثِ‌هؼبىلار‌ىیفَاًٖیل‌هؼوَلی‌ٍ‌

‌دیَٚفز‌ػلن‌ٍ‌ثٍَٕی‌ّوِ‌ػبًجِ‌هٖبئل‌ىاًٚوٌياى‌ىٍیبفشٌي‌وِ‌هيل‌ثٌيی‌ّبی‌ ‌ثب هيل‌ثٌيی‌هی‌ٙيًي‌اهب
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‌ىاٍ ‌ایي‌ًَع‌هيل‌ثٌيی‌ثِ‌ُیبىی‌هی‌ثبٌٙي،ای‌ًَالٜ‌ٍ‌وبٕشی‌ّبی‌هٌوٍَ ‌ثب ‌ّب ‌ديیيُ ‌ا٥‌َُفی‌ثَهی‌اُ

ػَاة‌ىٍٕز‌ٍ‌ه٦ٌمی‌ًوی‌ٌٍٕي.‌لٌا‌هؼبىلار‌ىیفَاًٖیل‌وَٖی‌ثِ‌ػٌَاى‌اثِاٍ‌ػيیيی‌ىٍ‌ػْز‌‌هَثی‌ثِ

‌ ‌گٌاٙز. ‌ظٍَْ ‌ػَِٝ ‌ثِ ‌دب ‌ّب ‌ثٌيی‌ديیيُ ‌هيل ‌سَٚیق‌ٍ ‌ّبی‌اهیَ ‌ىِّ ‌ًْبیز‌ىٍ ‌ىٍ ‌وَٖی‌ٍ كٖبثبى

‌ث ‌هی‌هٍَىهٚشمبر‌وَٖی ‌ؿٚن ‌ثِ ‌آًْب ‌اُ ‌ُیبىی ‌وبٍثَىّبی ٍ‌ ‌ًوَىُ ‌َٕػز‌ٍٙي ‌هِیز‌‌،ِ ایي‌ثْشَیي

ثِ‌گًَِ‌ای‌وِ‌ثِ‌ػٌَاى‌اثِاٍی‌ػبلی‌ٍ‌‌،إز‌آًْبهَسجِ‌ٝلیق،‌كبفظِ‌ىاٍ‌ثَىى‌هٚشمبر‌ًٖجز‌ثِ‌هٚشمبر‌

‌فَاّن‌هی‌‌ٍیْگی‌ّبیهَطَ‌ىٍ‌ػْز‌سَٚیق‌كبفظِ‌ٍ‌ ثِ‌‌‌وٌي.هٍٍَطی‌هَاى‌هوشلف،‌‌ًلَُ‌دَىاُٗ‌آًْب‌ٍا

ػجبٍر‌ىیگَ‌هٚشمبر‌اُ‌هَسجِ‌ٝلیق‌سٌْب‌ٍاثٖشِ‌ثِ‌ٍفشبٍ‌ه١َؼی‌سبثغ‌هی‌ثبٙي‌ىٍ‌كبلیىِ‌هٚشمبر‌اُ‌هَسجِ‌

‌سوبهی‌ا٥لا ‌ثِ ‌ه١َؼی‌سبثغ‌ثلىِ ‌ٍفشبٍ ‌ثِ ‌سٌْب ‌هی‌ثبٌٙيوَٖی‌ًِ ‌ٍاثٖشِ ‌سبثغ‌ًیِ ‌ىٍ ‌سوبهی‌‌ػبر‌هَػَى ٍ

ِ‌ثِ‌وبٍایی‌ٍٕیغ‌هؼبىلار‌سبثؼی‌اُ‌هَسجِ‌وَٖی‌ىٍ‌ثب‌سَػ‌ا٥لاػبر‌سبثغ‌ىٍ‌یه‌فَم‌ٍُى‌ىاٍ‌هشَاون‌هی‌َٙى.

‌اهبی‌اهیَ‌همبلار‌وبٍثَىی‌ُیّب‌ىِّ ثِ‌ػلز‌هليٍىیز‌ّبی‌ثٖیبٍ‌ُیبى‌‌بىی‌ىٍ‌ایي‌ُهیٌِ‌اٍائِ‌ٙيُ‌إز،

.‌اُ‌ٍٍىى‌ػَاة‌سمَیجی‌إشفبىُ‌هی‌َٙىاُ‌ٍٍٗ‌ّبی‌ػيىی‌ثَای‌ثِ‌ىٕز‌آىٍ‌ػول‌ثیٚشَ‌ٍٍٗ‌ّبی‌سللیلی‌

َدی،‌ؿٌي‌گبهی،‌كل‌ایي‌ًَع‌هؼبىلار‌هی‌سَاى‌ثِ‌ٍٍٗ‌ّبی‌سؼِیِ‌آىٍهیبى،‌ّوَس‌ػولِ‌ٍٍْٙبی‌ػيىی‌ىٍ

ثًٍَیبثی،‌إذلایي‌ٍ‌غیَُ‌اٙبٍُ‌ىاٙز.‌ىٍ‌ایي‌هیبى‌یىی‌اُ‌دَوبٍثَى‌سَیي‌ٍٍٗ‌ّبی‌ػيىی‌ثَای‌كل‌ػيىی‌

‌ ‌ٍیْگی‌ثبٍُ‌ٍ‌لبثل‌اّویز‌ایي‌ٍٍٗ‌ّب ‌اُ‌ٍٍٗ‌ّبی‌٥یفی‌هی‌ثبٙي. ىلز‌هؼبىلار‌سبثؼی‌وَٖی‌إشفبىُ

‌ٍیْگی‌ثبٍُ‌ایي‌ٍٍٗ‌ّب.‌ىٍ‌ؼبىلار‌ثب‌ػَاة‌ّبی‌ّوَاٍ‌ثَىُ‌إزثبلای‌آًْب‌ىٍ‌سمَیت‌ػَاثْبی‌ٍالؼی‌ه

سَاثغ‌ثی‌ٙوبٍ‌هٚشك‌دٌیَ‌ثَ‌ٍٍی‌ول‌‌اهشیبٍ‌وَىى‌دبیِ‌ّبی‌هشؼبهي‌هشٌَع‌اُ‌،‌ىیگَی‌وِ‌ثِ‌ؿٚن‌هی‌هٍَى

ی‌هشفبٍر‌هی‌ًَٙي.‌ىٍ‌ٍٕبلِ‌كب١َ‌سَاثغ‌ثبُُ‌إز.‌ىٍ‌ٍالغ‌سَاثغ‌دبیِ‌ای‌هشفبٍر‌هٌؼَ‌ثِ‌سمَیت‌ّبی‌٥یف

ٕذٔ‌سَاثغ‌سَویجی‌ٍ‌هَػه‌سؼَیف‌‌هؼَفی‌هی‌ًَٙي‌دبلٔ‌-ثلان‌دبیِ‌ای‌ثًَٚشبیي‌هشؼبهي‌ٍ‌ّوـٌیي‌سَاثغ‌

‌‌كل‌هؼبىلار‌سبثؼی‌وَٖی‌ثىبٍ‌ثَىُ‌هی‌ًَٙي.‌ًْبیز‌ىٍىٍ‌‌ٍ‌يًسلز‌سَاثغ‌دبیِ‌ای‌ثٍَٕی‌هی‌ٍَٙ‌ٙيُ‌

‌سبٍیوـ1-4‌ِ

‌ای‌ثَ‌ٍٍی‌هؼبىلار‌سبثؼی‌وَٖی‌ىٍ‌ػْز‌ثِ‌ىٕز‌آٍٍىى‌الگٍَیشن‌ّبی‌هٌبٕت‌وٌَى‌ه٦بلؼبر‌سب گٖشَىُ

‌إز ‌ٙيُ ‌اٍائِ ‌هؼبىلار ‌ًَع ‌ایي ‌ػَاة ‌یبفشي ‌[7,15,18,29]‌ثَای .‌ ‌هٌظٍَ ‌ایي ‌ثَای ‌ّبی‌اثشيا سلاٗ

‌ٕذٔ‌ثغ‌هشؼبهيٕبهز‌سَا‌ىاًٚوٌياى‌ثَای ‌لا‌ایي‌سلاٗ‌ّب‌ٙىل‌گَفز، گَ،‌هٌؼَ‌ثِ‌سَلیي‌سَاثغ‌ثًَٚشبیي،
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سمَیت‌ثِ‌ٍٕیلِ‌سَاثغ‌هشؼبهي‌‌ا٥‌َُفی‌.گٚز‌[28,2,3,17]،‌ولاّی‌ٍ‌هظلظی‌دبلٔ‌-ثلان‌،‌ؿجیٚفلْاًيٍ،‌

ىٍ‌ایي‌ٍٍٗ‌ّب‌اثشيا‌ػَاة‌هٖئلِ‌ثِ‌ٍَٝر‌‌ػْز‌كل‌ایي‌ًَع‌هؼبىلار‌هی‌ثبٙي‌وِ‌هَطَی‌ىٍ‌ثٖیبٍ‌ػبهل

ثِ‌یه‌ىٕشگبُ‌‌ٔ‌ّبی‌ػولیبسی‌هؼبىلِاُ‌هبسَی‌ث٦ٖی‌اُ‌سَاثغ‌هشؼبهي‌ىٍ‌ًظَ‌گَفشِ‌هی‌َٙى‌ٕذٔ‌ثب‌إشفبىُ

یجی‌اُ‌ػَاة‌هٖئلِ‌هي‌ًظَ‌ٍٕیيُ‌هی‌ثب‌سؼییي‌ػَاة‌ىٕشگبُ‌ثِ‌سمَ‌ىٍ‌ًْبیز‌ٍ‌[1,10]‌ػجَی‌سجيیل‌هی‌َٙى

‌ًظَیِ‌هَػه‌ی‌هجشٌی‌ثَثْشَ‌وبٍایی‌ٍٍٗ‌ّبی‌ػيىی‌ٍٍْٙب‌ىٍ‌ػْز‌اٍسمبء‌َّ‌ؿِّبی‌ثؼي‌‌ىٍ‌ٕبل‌.‌َٙى

ث2‌‌‌ِإشٍَهجَي‌1982ٍا‌اػشجبٍ‌ثوٚیي،‌ىٍ‌ٕبل‌‌ّب‌إشفبىُ‌اُ‌هَػه‌1ه٦َف‌گَىیي‌وِ‌اٍلیي‌ثبٍ‌آلفَى‌ّبٍ‌ّب

ثَای‌اٍلیي‌ثبٍ‌ایيُ‌آًبلیِ‌ؿٌي‌‌4هی3‌ٍ‌َهبلار‌بىإشف‌1986سَٕؼِ‌هَػه‌ّبی‌هشؼبهي‌یىِ‌دَىاهز‌ٍ‌ىٍ‌ٕبل‌

ز.‌ُهیٌِ‌ی‌اٝلی‌ٍ‌وبٍثَىی‌ًظَیِ‌هَػه‌ٍ‌ثِ‌َٕػز‌ایي‌ػلن‌ٍٙي‌ٍ‌سَٕؼِ‌یبف ٍیُِ‌ٕبُ‌ٍا‌هؼَفی‌ًوَىًي

إشفبىُ‌اُ‌هَػه‌ّب‌ثَای‌سؼِیِ‌ٍ‌سللیل‌هٖبئل‌‌ٍ‌ّوـٌیي‌َٚىُ‌ٕبُی‌سٞبٍیَ‌ّب‌ىٍ‌دَىاُٗ‌ٕیگٌبل‌ّب‌ٍ‌ف

‌ىیفَاًٖیل ‌هؼبىلار ‌اًَاع ‌كل ‌ثوَٞٛ ‌دیـیيُ ‌ثبٙ‌هلبٕجبسی ‌هی ‌وَٖی ‌ی ‌هَسجِ ‌اُ ‌ای ‌يدبٍُ

دیَٚفز‌ٍٍٗ‌ّبی‌ػيىی‌ىٍ‌كل‌‌اهیَ‌ىٍ‌ػْز‌ّبی‌.‌ىٍ‌ىِّ[2,3,4,9,14,16,17,19,20,32,33,34]

‌‌ّوـٌیي‌سَویت‌سَاثغ‌ٍ‌هَػه‌سَویت‌سَاثغ‌ٍٍٍٗ‌ّبی‌‌،ایي‌ًَع‌هؼبىلار ‌هؼَفی‌ٍ‌إشفبىُ‌‌[9,10]ّب

‌وبٍایی‌ثْشَی‌‌ٙيُ‌إز ‌وِ‌ایي‌ٍٍٗ‌ّب ‌ث١ٍ‌َِف‌ٍٍٙي‌إز‌ ‌سَػِ‌ثِ‌ػَاة‌ّبی‌ثِ‌ىٕز‌آهيُ وِ‌ثب

‌‌ًٖجز‌ثِ‌ٕبیَ‌ٍٍٗ‌ّب‌ىاًٍي.

‌ٍٕبلَِع‌آٍٍی‌1-5‌ً

ى‌ىٍ‌ٍٍٗ‌ّبی‌٥یفی‌ىٍ‌ػْز‌كل‌یت‌ؿٌيیي‌سبثغ‌هوشلف‌كبٝل‌هی‌َٙسبوٌَى‌اُ‌سَاثغ‌هشؼبهيی‌وِ‌اُ‌سَو

ّوـٌیي‌هَػه‌ّب‌ًیِ‌ثَ‌إبٓ‌سَاثغ‌هوشلف‌‌هؼبىلار‌ىیفَاًٖیل‌اًشگَال‌وَٖی‌إشفبىُ‌ثٖیبٍی‌ٙيُ‌إز.

ٍ‌هبسَیٔ‌ّبی‌‌‌َػىی‌دَىاهشِ‌هی‌َٙىٍ‌ه‌ٍٕبلِ‌كب١َ‌ثِ‌ثیبى‌سَاثغ‌سَویجیىٍ‌‌هؼَفی‌ٍ‌ثٍَٕی‌ٙيُ‌اًي.

‌‌ػولگَ ‌ثآًْب ‌ًمي‌ٍ ‌هؼبىلا‌يًٍَٕی‌لَاٍ‌گَفشِ‌هی‌َٙهٍَى ‌آًْب ‌اُ ‌إشفبىُ ‌ثب ‌ثِ‌رٍ شگبُ‌ىٕ‌سبثؼی‌وَٖی‌

اُ‌كل‌هؼبىلِ‌اٝلی‌هی‌ثِ‌هَاست‌ثٖیبٍ‌ٕبىُ‌سَ‌‌كل‌ایي‌ىٕشگبُ‌هؼبىلار‌‌وِهؼبىلار‌ػجَی‌سجيیل‌هی‌َٙى،‌

‌ثبٙي.

                                           
1 Alfered Haar 
2 Stromberg 
3 Stephan Mallat 
4 Mir 
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‌ٕبهشبٍ‌ٍٕبل1-6‌ِ

اُ‌ه١ََػبر‌ه٦َف‌ٙيُ‌ىٍ‌ایي‌ٙ٘‌‌سٌظین‌ٙيُ‌إز.‌ىٍ‌اىاهِ‌َٙف‌هوشَٞیفٞل‌‌ٙ٘‌كب١َ‌ىٍٍٕبلِ‌

‌فٞل‌اٍائِ‌هی‌َٙى.

ٍ‌ٕبهشبٍ‌‌ٕبلًَِ‌آٍٍی‌ٍ‌سبٍیوـِ،‌یبى‌هٖئلِ،‌اّویز‌ه١ََع،‌ث‌ایي‌فٞل‌ثِ‌ه١ََػبسی‌ًظیَ‌ىٍ‌:فٞل‌اٍل

‌.ٍٕبلِ‌دَىاهشِ‌ٙيُ‌إز

ثو٘‌هْن‌ٍ‌‌هل‌ٙ٘ٙيُ‌إز‌وِ‌ٙب‌سؼبٍیف‌هميهبسی‌اهشٞبٛ‌ىاىُ‌هفبّین‌ٍ‌ایي‌فٞل‌ثِ‌ثیبى‌‌ىٍم:فٞل‌

آًْب،‌ٍٍٗ‌ّبی‌‌ٍیْگی‌ّبیدبیِ‌ای‌‌إز‌وِ‌ىٍ‌آى‌ه١ََػبر‌كٖبثبى‌وَٖی،‌ؿٌيػولِ‌ای‌ّبی‌هشؼبهي‌ٍ‌

آًْب‌ٍ‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌ثًَٚشبیي‌هشؼبهي‌ه٦َف‌ٍ‌ثٍَٕی‌‌ٍیْگی‌ّبی٥یفی،‌ؿٌيػولِ‌ای‌ّبی‌ثًَٚشبیي‌ٍ‌

 ٙيُ‌إز.

اهشٞبٛ‌ِٕ‌ثو٘‌ػويُ‌‌آى‌ىٍ‌ٍیْگی‌ّبیَٕم‌ثِ‌هؼَفی‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌ًَهبل‌ٙيُ‌ٍ‌‌فٞل‌:‌َٕمفٞل‌

‌ىاىُ‌ٙيُ‌إز.‌وِ‌ٙبهل‌هَاٍى‌ُیَ‌إز.

 ‌ٍ‌ُؿگًَگی‌ٕبهشي‌دبیِ‌هَػىی‌ٍ‌ىٍ‌ًْبیز‌هَػه‌هَػه:‌ىٍ‌ایي‌ثو٘‌هفبّین‌آًبلیِ‌ؿٌيٍیُِ‌ٕب

 ثًَٚشبیي‌هشؼبهي‌هٍَى‌ه٦بلؼِ‌لَاٍ‌گَفشِ‌ٙيُ‌إز.

 هشؼبهيسم‌ ‌هَػه‌ثًَٚشبیي ‌ثَٕیلِ ‌ثَكٖت‌هَػه‌َیت‌سبثغ ‌سمَیت‌سبثغ ‌ثو٘‌ؿگًَگی ‌ایي ‌ىٍ :

 ثًَٚشبیي‌هشؼبهي‌َٙف‌ىاىُ‌ٙيُ‌إز.

 هَػه‌ثًَٚشبیي‌‌فشي‌وَاى‌ثبلای‌ه٦ب‌ثَای‌سمَیتی‌ثَای‌یبی:‌ىٍ‌ایي‌ثو٘‌ل٢بیب‌ٍ‌لن‌ّبآًبلیِ‌ه٦ب

‌هشؼبهي‌اٍائِ‌ٙيُ‌إز.

ٍ‌ىٍ‌آى‌هبسَیٔ‌ػولیبسی‌اًشگَال‌اُ‌هَسجِ‌‌سمٖین‌هی‌َٙى‌ػويُ‌ایي‌فٞل‌اُ‌ٍٕبلِ‌ثِ‌ِٕ‌ثو٘‌:‌فٞل‌ؿْبٍم

‌.ٝلیق‌ٍ‌وَٖی‌هٍَى‌ه٦بلؼِ‌لَاٍ‌گَفشِ‌ٙيُ‌إز

 هَٞٝیبر‌آًْب‌ٍ‌ّوـٌجي‌هبسَیٔ‌ػولیبسی‌اًشگَال‌دبلٔ‌-ثلان‌ىٍ‌ثو٘‌ًوٖز‌ثِ‌هؼَفی‌سَاثغ‌‌،

‌.دَىاهشِ‌هی‌َٙىآًْب‌

 لیبسی‌اًشگَال‌ثًَٚشبیي‌اُ‌هَسجِ‌ٝلیق‌َٙف‌ىاىُ‌هی‌َٙى.ىٍ‌ثو٘‌ىٍم‌هبسَیٔ‌ػو‌
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 .ىٍ‌ثو٘‌َٕم‌هبسَیٔ‌ػولیبسی‌اًشگَال‌ثًَٚشبیي‌اُ‌هَسجِ‌وَٖی‌‌هٍَى‌ثٍَٕی‌لَاٍ‌هی‌گیَى‌

ایي‌ثو٘‌ثِ‌كل‌هؼبىلِ‌ىیفَاًٖیل‌ػِئی‌وَٖی‌ثب‌إشفبىُ‌اُ‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌اهشٞبٛ‌ىاٍى‌وِ‌‌فٞل‌دٌؼن:

‌ىٍ‌ِٕ‌ثو٘‌سٌظین‌ٙيُ‌إز.

 ‌ٍثو٘‌اٍل‌ٍٍٗ‌ثِ‌ٍَٝر‌وبهل‌َٙف‌ىاىُ‌هی‌َٙىى.‌

 ثو٘‌ىٍم‌الگٍَیشن‌ٍٍٗ‌اٍائِ‌هی‌َٙى.‌

 ‌ٛثو٘‌َٕم‌ثِ‌اٍائِ‌هظبل‌ّبی‌ػيىی‌ٍ‌همبیِٖ‌ٍٍٗ‌دیٌْٚبىی‌ٍٕبلِ‌كب١َ‌ثب‌ٕبیَ‌ٍٍٗ‌ّب‌اهشٞب

‌ىاٍى.

ّبی‌آسی‌‌ثَای‌دٍّْ٘سی‌ٍ‌ٕذٔ‌دیٌْٚبىا‌بیغ‌كبٝل‌اُ‌ایي‌ٍٕبلِ‌اٙبٍُ‌ٙيًُشثِ‌ىٍ‌ایي‌فٞل‌‌:فٞل‌ٙٚن

‌.ىٍ‌ایي‌ُهیٌِ‌اٍائِ‌هی‌َٙى
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 فصل دٍم

 تؼبریف ٍ هفبّین هقدهبتی
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‌هميه2-1‌ِ

ثٍَٕی‌ػيىی‌ػَاة‌ّبی‌هؼبىلار‌سبثؼی‌وَٖی‌ًیبُ‌ثِ‌ٌٙبهز‌ٍٍٗ‌ّبی‌ػيىی‌هٌبٕت‌ٍ‌ا٥لاػبر‌دبیِ‌ای‌

ایي‌فٞل‌اُ‌ٍٕبلِ‌هفبّین‌ثٌیبىی‌وِ‌دبیِ‌ٍ‌إبٓ‌ثو٘‌‌ىٍىٍ‌هٍَى‌سَاثغ‌هشؼبهي‌ٍ‌كٖبثبى‌وَٖی‌ىاٍى،‌لٌا‌

ثِ‌ىٍن‌ٍٍٗ‌اٍائِ‌ٙيُ‌ىٍ‌ٍٕبلِ‌ىاٍى‌ه٦َف‌ٙيُ‌إز.‌ٙبیبى‌ًوَ‌‌یّبی‌آسی‌ٍٕبلِ‌هی‌ثبٙي‌ٍ‌ووه‌ٙبیبً

‌ٙيُ‌إز.گَفشِ‌‌]1،2،3[ٍ‌ٍفًَٔ‌‌‌[26 ,21]‌إز‌وِ‌سؼبٍیف‌ٍ‌ل٢بیبی‌ایي‌ثو٘‌اُ‌هَاػغ

‌وَٖی‌بىكٖبث‌‌2-2

ىٍ‌ٍالغ‌سؼویوی‌اُ‌كٖبة‌ىیفَاًٖیل‌ٍ‌اًشگَال‌هَسجِ‌ٝلیق‌ثِ‌هَسجِ‌ىلوَاُ‌إز.‌‌ىٍ‌‌‌وَٖی‌بىكٖبث] 1[

‌ایي‌ثو٘‌هفبّین‌هْوی‌وِ‌ىٍ‌ثلض‌هٚشك‌ٍ‌اًشگَال‌وَٖی‌ًم٘‌إبٕی‌ایفبء‌هی‌وٌي،‌‌ثیبى‌هی‌َٙى.

 گبهبتبثغ   2-2-1

(‌1-2وِ‌ثِ‌ٍَٝر‌)‌هی‌ثبٙي‌َیي‌سَاثغ‌ىٍ‌هؼَفی‌كٖبة‌وَٖییىی‌اُ‌هْن‌سَیي‌ٍ‌إبٕی‌س‌5سبثغ‌گبهب‌

)Re،‌اگَ‌هؼَفی‌هی‌َٙى ) 0zث٥‌ٍَِ‌ه٦لك‌ّوگَإز.(‌1-2)،‌اًشگَال‌‌
(2-1‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

0
( )


   
t z tz e t dt‌

)بهب‌ػجبٍر‌إز‌اُ‌ٍیْگی‌سبثغ‌گهْوشَیي‌یىی‌اُ‌ 1) ( )   z z z‌َوِ‌اگ‌،n N‌‌ُآًگب( 1) !  n n‌.

‌:سؼبٍیف‌هوشلف‌سبثغ‌گبهب‌ثِ‌َٙف‌ُیَ‌إز

 سؼَیف‌كيی‌سبثغ‌گبهب:‌

!
( ) lim ,   Re( ) 0.

( 1)...( )
  

 

z

n

n n
z z

z z z n
‌

 (‌َسبثغ‌گبهبسؼَیف‌كبٝل٢َثیسؼَیف‌اٍیل‌):‌

1

1

1 ! 1 1
( ) lim   (1 ) (1 ) .

( 1)...( )







    
 


z

z

n
n

n n z
z

z z z n z n n
‌

‌

 ٓسبثغ‌گبهب‌6سؼَیف‌ٍایَاٙشَا:‌

1

1

1 !
( ) lim =  (1 ) .

( 1)...( )

 





  
 


zz z

n

n
n

n n e z
z e

z z z n z n



‌

                                           
5 Gamma function 
6Weierstrass 
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‌هی‌ثبٙي.‌7هبٕىًٍَی-،‌طبثز‌اٍیل‌0.5772َوِ

 ثتبتبثغ     2-2-2

‌(‌سؼَیف‌هی‌َٙى2-2یىی‌اُ‌سَاثغ‌هْن‌ىٍ‌كٖبثبى‌وَٖی‌هی‌ثبٙي‌وِ‌ثِ‌ٍَٝر‌)‌‌8سبثغ‌ثشب

(2-2‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1
1 1

0
( , ) (1 ) ,    Re( ) 0,  Re( ) 0.    

z wB z w t t dt z w‌

 لن راثطِ ثیي تبثغ گبهب ٍ ثتب   2-2-3

،‌آًگبُ‌ٍاث٦ِ‌ثیي‌سبثغ‌گبهب‌ٍ‌كبٝل‌ٙيُ‌ثبٙي‌(2-2(‌ٍ‌سبثغ‌ثشب‌اُ‌هؼبىلِ‌)1-2سبثغ‌گبهب‌اُ‌هؼبىلِ‌)‌فَٟ‌وٌیي

(‌3-2ثشب‌ثِ‌فَم‌)
‌

‌.هی‌ثبٙي

(2-3‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
 ( ) ( )

( ) .
 ( )

z w
B z w

z w

 
 

 
‌‌

 لفلز-تبثغ هیتبگ    2-2-4

هی‌وٌي‌ثبُی‌إز‌ٍ‌ایي‌سبثغ‌ًم٘‌إبٕی‌ىٍ‌هلبٕجبر‌وَٖی‌‌xeیه‌سَٕیغ‌اُ‌سبثغ‌ًوبیی‌‌9لفلَ-يبسبثغ‌هیش

‌هی‌ثبٙي‌(5-2(‌ٍ‌)4-2ِ‌سَسیت‌ثِ‌ٍَٝر‌)ث‌ٍاهشَ‌ٍ‌ىٍ‌دبٍاهشَ‌یه‌دب‌آى‌ثب‌ٍ‌ًوبی٘

(2-4‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)
0

( ) , 0,
( 1)

k

k

x
E x

k
 







 
 



(2-5‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌,

0

( ) , 0, 0.
( )

k

k

x
E x

k
   

 





  
 

‌

َٕ‌ایي‌ٍٕبلِ‌فَٟ‌ثَایي‌إز‌وِ‌‌ىٍ‌َٕسب‌ ,  ٍ‌سبثغ‌یه‌ثبُُ‌ٍٍی‌هلٍَ‌كمیمی‌f ثبُُ‌‌ٍٍی

ٍ‌ٍٍی‌َّ‌ُیَ‌ثبُُ‌هشٌبّی‌اُ‌آى،‌اًشگَال‌دٌیَ‌ثبٙي.‌دیَٕشِ‌سىِ‌ای‌‌

                                           
7Euler-Mascheroni 
8Beta function 
9Mittage-Leffler function 
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 لیٍَیل-اًتگزال کسزی ریوبى 2-2-5

,0]ٍٍی‌ثبُُ‌ی‌‌‌fفَٟ‌وٌیي‌سبثغ ] Jٍ‌ثَ‌َّ‌ُیَ‌ثبُُ‌ی‌هشٌبّی‌اُ‌‌دیَٕشِسىِ‌ای‌‌J‌‌‌َاًشگَال‌دٌی

ثب‌هبٝیز‌‌(6-2ثِ‌ٍَٝر‌) 0اُ‌هَسج‌f‌‌‌ِسبثغ‌10لیٍَیل‌-اًشگَال‌وَٖی‌ٍیوبىىٍ‌ایي‌ٍَٝر‌‌.ثبٙي

‌ًوبى‌دیـٚی‌إز(:‌) (‌سؼَیف‌هی‌َٙى2-7)

(2-6‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
1 1

0

0

1 1
( ) ( ) ( ) ( ( )),   0,

( ) ( )

( ) ( ),   0,

     
 

 


x

J f x x t f t dt x f t

J f x f x

   
 



‌

(2-7‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)( 1)
,    1.

( 1)

 
  
  

J x x   


 
‌

‌وَٖی‌هٚشمبر ‌2-3

‌ىٍ‌ایي‌ثو٘‌اثشيا‌ سؼبٍیف‌هشؼيى‌اُ‌هٚشمبر‌وَٖی‌‌هٌؼَ‌ثِ‌وبٍایی‌ثیٚشَ‌آًْب‌ىٍ‌هٖبئل‌هوشلف‌هی‌َٙى.

لیٍَیل‌ًم٘‌هْوی‌ىٍ‌‌-اگَ‌ؿِ‌سؼَیف‌هٚشك‌وَٖی‌ٍیوبىإز.‌ل‌هؼَفی‌ٙيُ‌یلیٍَ‌-ٍیوبى‌هٚشك‌وَٖی

سَٕؼِ‌ًظَیِ‌هٚشك‌ٍ‌اًشگَال‌وَٖی‌ىاٙشِ‌إز،‌ٍلی‌هشبٕفبًِ‌سىٌَلَّی‌هيٍى‌ىٍ‌هٖبیل‌وبٍثَىی‌ثِ‌سؼَیف‌

)0هظل‌‌ّبیی‌اُ‌هٚشك‌وَٖی‌ًیبُ‌ىاٍى‌وِ‌اػبُُ‌ی‌إشفبىُ‌اُ‌َٙای‌٤اٍلیِ‌ی‌فیِیىی‌لبثل‌سفٖیَ )f tٍ0( )f t‌‌ٍ

‌ثيّي‌ٍ‌هٚشك‌ٍیوبى ‌ٍا لیٍَیل‌ثِ‌ىلیل‌طبثز‌گَفشي‌ایي‌َٙای‌٤اٍلیِ‌ٍ‌ػيم‌اًؼ٦بف‌فیِیىی‌آى‌ىٍ‌ایي‌ -...

‌اُ‌ایي‌ٍ ‌ًبوبٍآهي‌إز. ‌اىاهُِهیٌِ، ‌ثشَاى‌ثؼ٢ی‌اُ‌ٍ‌ىٍ ‌ثِ‌سؼَیف‌هٚشك‌وَٖی‌وبدَسَ‌دَىاهشِ‌هی‌َٙى‌سب

‌‌‌َٙای‌٤اٍلیِ‌ىاًٍي‌ثِ‌ٍاكشی‌ثٍَٕی‌َٙى.‌ثیبى‌ٍ‌سفٖیَ‌وِ‌ًیبُ‌ثِ‌هٖبئل

 لیٍَل -هشتق کسزی ریوبى  2-3-1 

‌  (‌سؼَیف‌هی‌َٙى8-2ثِ‌ٍَٝر‌) 0اُ‌هَسجf‌‌ِسبثغ‌لیٍَیل-هٚشك‌وَٖی‌ٍیوبى

(2-8‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ ( ) ( ) ,  m-1< ,  m N.     
m

m

m

d
D f t J f t m

dt

  ‌

‌،‌هَٞٝیبر‌ُیَ‌ٍا‌‌ىاٍین(6-2ثب‌سَػِ‌ثِ‌سؼَیف‌)

                                           
10Riemann-Liouville fractional integral 
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(2-9‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1.  ( ) ( ),D J f t f t ‌

(2-11‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
1

0

2.  ( ) ( ) (0 )  .
!

im
i

i

t
J D f t f t f

i

 






 
‌

‌اهب‌.إز‌ىاٙشِ‌وَٖی‌كٖبثبى‌ٍهل‌٠ًظَی‌هٖبئل‌دیَٚفز‌ىٍ‌هْوی‌ثٖیبٍ‌ًم٘‌ٍیوبى‌اًشگَال ٍ‌هٚشك

‌ثِ‌وبٍثَى‌ىٍ‌ًشَاًٖز‌ىاٍى،‌‌ًیبُ‌وَٖی‌هٚشمبر‌ثب‌‌اٍلیِ‌َٙای‌٤ثِ‌ٍیوبى‌وَٖی‌هٚشمبر‌ثب‌هؼبىلار‌كل‌ؿَى

‌اُ‌وبٍثَىّبیی‌ٍیبفشي‌ػلَم‌ػيیي‌دیَٚفشْبی‌ثِ‌سَػِ‌ثب‌.ثبٙي‌ىاٙشِ‌ؿٌياًی‌ٍٙي‌وَٖی‌هؼبىلار‌كل‌ىٍ‌ٍیُِ

‌هيل‌ٍا‌ديیيّب‌ثْشَ‌ثشَاًي‌وِ‌ثَى‌ًیبُ‌وَٖی‌هٚشك‌اُ‌سؼَیف‌یه‌ثِ‌ٍ‌ديیيّب‌ٕبُی‌هيل‌ىٍ‌وَٖی‌هٚشمبر

ػيیيی‌ٍاثِ‌‌ٍَٝر‌ُیَ‌‌اُ‌ایي‌ٍٍ‌وبدَسَ‌هٚشك‌وَٖی .ثبٙي‌ٕبُگبٍ‌ًیِ‌ّب‌هٖئلِ‌اٍلیِ‌َٙای‌٤ثب‌ٍ‌وٌي‌ثٌيی

‌هؼَفی‌وَى.

 هشتق کسزی کبپَتَ  2-3-2

‌  (‌سؼَیف‌هی‌َٙى11-2ثِ‌ٍَٝر‌) 0اُ‌هَسجf‌‌ِسبثغ‌11وبدَسَهٚشك‌وَٖی‌

(2-11‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)1 ( )

0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ,

( )

    
  

x
m m m mD f x J D f x x t f t dt

m

  


‌

mوِ‌ىٍ‌آى‌ N،1  m m‌ٍ0xي(‌ٍا‌ىاٍا‌هی‌ثب12ٙ-2)ىٍ‌هبٝیز‌هْن‌‌.‌ایي‌هٚشكهی‌ثبٙي‌‌

(2-12‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)1
( )

0

( ) ( ),

( ) ( ) (0 ) ,    0.
!








  
km

k

k

D J f x f x

x
J D f x f x f x

k

 

 
‌

 لیٍَل-کسزی کبپَتَ ٍ ریوبىٍ اًتگزال ٍیژگی ّبی هشتق   2-3-3

 :هبٝیز‌ه٦ی‌ثَىى‌

,ػولگَ‌هٚشك‌ٍ‌یب‌اًشگَال‌وَٖی‌ثبٙي‌ٍ‌ّوـٌیيفَٟ‌وٌیي‌   اػياى‌كمیمی‌ثبٌٙي‌آًگبُ‌ىاٍین‌‌‌

(  ( ) ( ))   ( )   ( ).f x g x f x g x        ‌

                                           
11Caputo's definition of fractional derivative 
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 ‌َٓهبٝیز‌ػولگَّبی‌هؼى‌

1
( )

0

( ) ( ),

( )
( ) ( ) ( ) ,   ,  1 ,  .

( 1)

km
k

k

D J f x f x

x a
J D f x J f x f a m m m N

k

 

      
 









      

   


‌

 لبًَى‌ًوبّب‌

, سبثؼی‌دیَٕشf‌‌ٍ‌ِفَٟ‌وٌیي‌ 0  ‌ِ1ث٥‌ٍَِی‌وm m  ‌‌ٍ1n n  ‌‌ٍ

,n m N‌‌َّآًگبُ‌ثِ‌اُای‌xٍٍاث‌٤ُیَ‌ثَلَاٍ‌إز‌‌

  ( ) ( )   ( ).

     0,
 ( )  

     0.

( ( )) ( ),   .
n

n

n

J J f x J f x J J f x

J
D J

J

d
D f x D f x n N

dx

     

 

 

 

 

 

 







 

  
 

 

 

‌

 ٍ‌اهب‌ؿٌي‌ٍیْگی‌ىیگَ

 ‌،ٝفَ‌إز.ػيى‌هٚشك‌وَٖی‌وبدَسَ‌سبثغ‌طبثز 

 ػجبٍر‌لیٍَل‌سبثغ‌طبثز،-هٚشك‌وَٖی‌ٍیوبى‌ x
( )

(1 )

f
D f x









 

0 ث٥‌ٍَِی‌وِ‌إز‌‌ 1 ‌

 .ثبٙي

 ىٍ‌ثَلَاٍی‌هبٝیز‌ػبثؼبیی‌ىٍ‌هٚشمبر،‌ىٍ‌هٚشك‌وبدَسَ‌ثبیي‌ثِ‌اُای‌, 1,...,k n n m ‌‌‌٣َٙ

( ) 0kf a ثَلَاٍ‌ثبٙي‌.‌

 ىٍ‌هٚشك‌ٍیوبى‌ ‌هٚشمبر، ‌ثَلَاٍی‌هبٝیز‌ػبثؼبیی‌ىٍ ‌اُای‌-ىٍ k,...,0,1لیٍَل‌ثبیٖشی‌ثِ m‌

‌‌٣َٙ( ) 0kf a ثَلَاٍ‌ثبٙي‌.‌

 هشتق جشئی کسزی کبپَتَ  2-3-4

)وبدَسَ‌سبثغوَٖی‌‌ػِئیهٚشك‌ , )u x t‌‌ِ0اُ‌هَسج (سؼَیف‌هی‌َٙى14-2(‌ٍ‌)13-2ثِ‌ٍَٝر‌‌)  ‌

(2-13‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)1

0

( , ) 1 ( , )
( ) ,      1 ,

( )
   
    

   
m

x
m

m

u x t u s t
x s ds m m

x m s








‌
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‌(2-14‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1

0

( , ) 1 ( , )
( ) ,    .

(
  1

)

  
    

   
m

t
m

m

u x t u x s
t s ds m m

t m s








‌

‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌هشؼبهي‌‌2-4

.‌ایي‌ًَع‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّب‌ثِ‌َىّبی‌ثٖیبٍی‌ىٍ‌ػلَم‌هوشلف‌هی‌ثبٌٙيؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌هشؼبهي‌ىاٍای‌وبٍث

‌َٙى. ‌هی ‌ا٥لاق ‌ّن ‌ثَ ‌ػوَى ‌كمیمی ‌ای ‌ػولِ ‌ؿٌي ‌اُ ‌هشٚىل ‌ًبهشٌبّی ‌ّبی ‌ثَىاٍی‌‌ ىًجبلِ ‌ف٢بّبی ىٍ

سؼَیف‌١َة‌ىاهلی‌ثَىاٍّب‌ىٍ‌آى‌‌‌ُاٍیِ‌ٍ‌سؼبهي‌اُ‌ؿگًَگی‌گًَبگَى،‌ٙىل‌گیَی‌هفبّین‌ٌّيٕی‌ًظیَ‌ًَم،

‌ىٍ‌ٍٍْٙبی‌٥یفی‌ایفبؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌هشؼبهي‌ًم٘‌إ‌هی‌َٙى.ٍَٙع‌ ‌ىٍ‌ایي‌ُیَ‌‌ءبٕی‌ٍا ‌لٌا هی‌وٌٌي،

‌.]3[‌ٍ‌سؼبٍیف‌آًْب‌دَىاهشِ‌هی‌َٙى‌ٍیْگی‌ّبیهی‌ثو٘‌ثِ‌ثٍَٕی‌ثَ

 تَاثغ هتؼبهد   2-4-1

ثَ‌ثبُُ‌ی‌‌f‌‌ٍgفَٟ‌وٌیي‌سَاثغ‌ ,a bٍ‌سبثغ‌سؼَیف‌ًَٙي‌ثَ‌ثبُُ‌ی‌‌( , )a b‌‌.دیَٕشِ‌ٍ‌هظجز‌ثبٙي

ثب‌ًوبى‌آًْب‌‌ىاهلی(‌ٍ‌كبٝل٢َة‌15-2س‌٤َٕاًشگَال‌)،‌ًٖجز‌ثِ‌سبثغ‌ٍُى‌‌f‌‌ٍgكبٝل٢َة‌ػيىی‌

( . )f gًوبی٘‌ىاىُ‌هی‌َٙى‌.‌

(2-15)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌     ( , ) ( ) ( ) ( ) .
b

a
f g x f x g x dx ‌

)ثَ‌ثبُُ‌‌ی‌‌ٍُى‌سبثغ‌ًٖجز‌ثِ‌ٍا‌f‌‌ٍgسَاثغ‌:تؼزیف   2-4-2 , )a bَّ‌گبُ‌‌هشؼبهي‌گَیٌي‌.( , ) 0f g ‌

سَاثغ‌‌ىًجبلِ‌‌:تؼزیف   2-4-3 
0n n





)degثب‌‌ ) n nًٖجز‌ثِ‌سبثغ‌ٍُى‌ٍا‌‌َّ‌‌يهشؼبهي‌گَیٌ‌ىًجبلِیه‌‌

‌گبُ‌

(2-16‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌( , ) ( ) ( ) ( ) ,   
b

m n m n n nm
a

x x x dx       
‌

2وِ‌ىٍ‌آى‌

2 2

( , )
|| || ( )( ( ))

b

n n nL a b a
x x dx



     ‌ٍَ‌‌غیَ‌ٝفnmىلشبی‌وًٍَىَ‌هی‌ثبٙي‌.‌

‌تؼزیف   2-4-4 ىًجبلِ‌‌سَاثغ‌: 
0n n





إز،‌یه‌هؼوَػn‌‌ِیه‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌اُ‌ىٍػn‌‌ِوِ‌ىٍ‌آى‌‌

 ٕبىُ‌اُ‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّب‌ًبهیيُ‌هی‌َٙى.
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اگَ‌:‌قضیِ   2-4-5 
0

( )


n

m m
tی‌ّبی‌هشؼبهي‌ٍیه‌ىًجبلِ‌اُ‌ؿٌيػولِ‌ا‌

npاُ‌ىٍػِ‌ی‌‌n‌‌ُثبٙي،‌آًگب
np‌‌

‌ثِ‌ٍٕیلِ‌ی‌سَویت‌ه٦ی‌اُ‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌هشؼبهي‌یث٥‌ٍَِ‌هٌلَٞ‌ثِ‌فَىٍا‌هی‌سَاى‌ 
0

n

m m



‌‌ًَٙز.‌

 چٌد جولِ ای ّبی هتؼبهد خَاص   2-4-6

‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌هشؼبهي‌ىاٍای‌هَاٛ‌ُیَ‌هی‌ثبٌٙي‌]3[

 سمبٍى 

 ٝفَّب 

 ِسؼبهي‌گٖٖش 

 هَاٛ‌اًشْبیی 

 ٍٍاث‌٤ثبُگٚشی 

 اشویت-هتؼبهد سبسی گزام فزایٌد یکب   2-4-7

‌فَٟ‌وٌیي‌ثَىاٍّبی‌]3[
1 2, ,..., nv v vثَىاٍّبی‌دبیِ‌ف٢بی‌ثَىاٍی‌‌nثؼيی‌‌

1V‌ِّٖشٌي،‌اگَ‌ثَىاٍّبی‌دبی‌

1 2, ,..., nv v vهشؼبهي‌ثبٌٙي،‌ثِ‌آى‌هؼوَػِ‌دبیِ‌ّبی‌هشؼبهي‌گَیٌي‌ٍ‌َّ‌ثَىاٍ‌هبًٌي‌uهشؼلك‌ثِ‌ف٢بی‌ثَىاٍی‌‌‌

ثؼيی‌
1Vًوبی٘‌ىاىٍا‌هی‌سَاى‌ثِ‌ٍَٝر‌سَویت‌ه٦ی‌‌،‌

1 2

1 22 2 2

1 2

, , ,
...

|| || || || || ||

n

n

n

u v u v u v
u v v v

v v v
   ‌

اگَ‌ثَىاٍّبی‌دبیِ‌
1 2, ,..., nv v vیىبهشؼبهي‌ثبٌٙي‌ثِ‌آى‌دبیِ‌ّبی‌یىبهشؼبهي‌گَیٌي،‌ىٍ‌ایٌٍَٞر‌َّ‌ثَىاٍ‌هبًٌي‌

uهشؼلك‌ثِ‌ف٢بی‌ثَىاٍی‌‌nثؼيی‌‌
1V‌‌،ٍا‌هی‌سَاى‌ثٍَٞر‌سَویت‌ه٦ی‌ُیَ‌ًوبی٘‌ىاى‌

1 1 2 2, , ... , n nu u v v u v v u v v   ‌

‌ث٦ٍَ‌ًوًَِ‌ثَىاٍّبی‌دبیِ‌إشبًياٍى
1 2, ,..., ne e eىٍ‌ف٢بی‌ثَىاٍی‌‌nRدبیِ‌ّبی‌یىب‌‌یه‌هؼوَػِسٚىیل‌‌

كبل‌ؿگًَِ‌هی‌سَاى‌ثَىاٍّبی‌دبیِ‌هَػَى‌ٍا‌ثٍَٞر‌دبیِ‌ّبی‌هشؼبهي‌ٍ‌یىبهشؼبهي‌سجيیل‌‌هشؼبهي‌ٍا‌هی‌ىٌّي.
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وَى.‌یىی‌اُ‌ٍٍٗ‌ّبیی‌وِ‌ثَای‌سجيیل‌ثَىاٍّبی‌دبیِ‌ثِ‌ثَىاٍّبی‌دبیِ‌هشؼبهي‌ٍ‌یىبهشؼبهي‌إشفبىُ‌هی‌َٙى‌ثِ‌

بٍ‌گَفشِ‌ٙيُ‌ىٍ‌ایي‌فَآیٌي‌ٍا‌ایيُ‌إبٕی‌ثى‌ثِ‌َٙف‌آى‌هی‌دَىاُین.‌ٕز‌ىٍ‌اىاهِگَام‌اٙویز‌هؼٍَف‌ا‌يفَایٌ

هی‌سَاى‌ثٍَٞر‌ُیَ‌هلاِٝ‌وَى،‌ىٍ‌ثَىاٍ‌هولف‌ٝفَ‌
1v‌ٍ‌2uٍا‌ىٍ‌ف٢بی‌ثَىاٍی‌‌

1V‌‌ِىٍ‌ًظَ‌ثگیَیي،‌‌و

‌ثَىاٍّبیی‌ثِ‌ٙىلى‌ثَهی‌اُ‌وِ‌ثب‌ُىٍى‌هشؼبهي‌ًیٖشٌي.‌ّيف‌ایي‌إزلٍِهبً‌
1 1 v‌ٍاُ‌ثَىا‌

2uى‌ٍا‌ثِ‌یه‌آ‌

ثَىاٍ‌
2vثِ‌ٍَٝر‌‌

2 2 1 1 v u v سجيیل‌وٌین،‌ثِ‌ًلَی‌وِ‌ثَىاٍّبی‌‌
2v‌ٍ1vٌٙي.‌ثِ‌ػجبٍسی‌هب‌هشؼبهي‌ثب‌

ثِ‌ىًجبل‌یبفشي‌اػياى‌كمیمی‌هٌبٕجی‌هبًٌي‌
1ّٖشین،‌ث٦ٍَیى‌٣َٙ‌ُِیَ‌ثَلَاٍ‌گَىى‌‌

1 2 1 2 1 1, ,  0v v v u v  ‌

‌ه٦َف‌هی‌گَىى(‌1-2)سؼجیَ‌ٌّيٕی‌هٖئلِ‌ثٍَٞر‌

‌

‌(:‌ًوبی٘‌ٌّيٕی‌ىٍ‌ثَىاٍ‌ػوَى‌ثَ‌ّن1-2ٙىل‌)

‌ًَٙز،اُ‌ایي‌ٍٍ‌هی‌سَاى‌

1 2 1 2

1 2 1 1 2 1

1 1 1

, ,
,  , 0    

,

v u v u
v v v v

v v v
     ‌

ثٌبثَایي‌اًشوبة‌
1ىٍ‌ثَىاٍ‌‌ثبلا‌هٌبٕت‌هَاّي‌ثَى‌ٍ‌ىٍ‌ًشیؼِ‌ثٍَٞر‌

1 2,v v‌،هشؼبهي‌هَاّي‌ثَى‌

1 2

2 2 12

1

,

|| ||

v u
v u v

v
 ‌
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ىٍ‌كبلز‌ولی‌ثَىاٍّبی‌غیَ‌ٝفَ
1 2, ,..., mv v v‌‌ٍَ‌ثَىاٍ‌غیَ‌ٝف

1mu 
ٍا‌ىٍ‌ف٢بی‌ثَىاٍی‌

1V‌‌.ىٍ‌ًظَ‌ثگیَیي

هی‌هَاّین‌یه‌سَویت‌ه٦ی‌ثٍَٞر‌
1 1 2 2 ... m mv v v    ‌ٍثیبثین‌ث٦ٍَیىِ‌ثَىا

1mv 
وِ‌ثٍَٞر‌ُیَ‌‌

سؼَیف‌هی‌گَىى،‌ثَ‌َّ‌یه‌اُ‌ثَىاٍّبی‌
1 2, ,..., mv v v‌،ػوَى‌ثبٙي‌

1 1 1 1 2 2 ...m m m mv u v v v       ‌

ثِ‌ػجبٍسی‌ىٍ‌ایٌؼب‌ثبیي‌إىبلَّبی‌كمیمی‌هٌبٕت‌
1 2, ,..., m  ث٥‌ٍَِیى‌٣َٙ‌ُِیَ‌ثَلَاٍ‌ثبٙي،ن،‌ٍا‌ثیبثی‌‌

1 1 1 1 2 2, , ... 0,      0,1,2,...,i m i m m mv v v u v v v i m         ‌

‌فَمثيیي‌سَسیت‌ٍاث٦ِ‌ثبلا‌ثِ‌

1 1 1 2 2, , , ... , 0i m i i m i mv v v v v v v v       ‌

ثٌبثَایي‌َّ‌یه‌اُ‌ثیبى‌هی‌َٙى‌
i1ثٍَٞر‌‌ 1

2

, ,

, || ||

i m i m

i

i i i

v u v u

v v v
   ‌‌،ثِ‌ایي‌سَسیت‌سؼَیف‌هی‌ًَٙي

ثَىاٍ
1mv 

ثب‌سؼَیف‌ُیَ‌ثَ‌َّ‌یه‌اُ‌ثَىاٍّبی‌‌
1 2, ,..., mv v v‌،ػوَى‌هَاّي‌ثَى‌

1 1 2 1 1

1 1 1 22 2 2

1 2

, , ,
...

|| || || || || ||

m m m m

m m m

m

v u v u v u
v u v v v

v v v

  

     ‌

 

‌ٍٍٗ‌ّبی‌٥یفی‌‌2-5

ث٥‌ٍَِ‌ولی‌ٍٍٗ‌ّبی‌سمَیجی‌وِ‌ثَای‌كل‌هؼبىلار‌ىیفَاًٖیل‌إشفبىُ‌هی‌ًَٙي‌ثِ‌ىٍ‌ىٕشِ‌‌ٍٍٗ‌ّبی‌‌]2[‌

سمٖین‌هی‌ًَٙي،‌وِ‌ىٍ‌ٍٍٗ‌ّبی‌ه١َؼی‌اثشيا‌ىاهٌِ‌سؼَیف‌ثِ‌سؼياى‌هشٌبّی‌ُیَ‌‌ه١َؼی‌ٍ‌‌ٍٍٗ‌ّبی‌ث٤ٖ

ىاهٌِ‌سمٖین‌هی‌َٙى‌ٕذٔ‌ىٍ‌َّ‌ُیَ‌ىاهٌِ،‌ػَاة‌هٖئلِ‌ثب‌إشفبىُ‌اُ‌سَاثغ‌دبیِ‌ای‌هٌبٕت‌سمَیت‌ُىُ‌هی‌

ىٍ‌َٕسبَٕ‌‌َٙى،‌ىٍ‌ٍٍٗ‌ىٍم‌وِ‌ثِ‌ٍٍٗ‌ث‌٤ٖهؼٍَف‌إز،‌ػَاة‌هٖئلِ‌ثب‌إشفبىُ‌اُ‌سَاثغ‌دبیِ‌ای‌هٌبٕت

ىٍ‌كل‌هؼبىلار‌‌ی‌ث٤ٖیىی‌اُ‌هؼٍَفشَیي‌ٍٍٗ‌ّب‌ٍٍٗ‌ّبی‌٥یفیىاهٌِ‌سؼَیف‌هٖئلِ‌سمَیت‌ُىُ‌هی‌َٙى.‌

ىٍ‌ایي‌ٍٍٗ‌ّب‌سبثغ‌ػَاة‌ثِ‌ٍَٝر‌یه‌َٕی‌هشٌبّی‌اُ‌سَاثغ‌دبیِ‌ىٍ‌َٕسبَٕ‌ىاهٌِ‌‌.‌ىیفَاًٖیل‌هی‌ثبٙي

ى‌ىلز‌ىٍ‌ایي‌ٍٍٗ‌ّبی‌یبفشي‌سَاثغ‌دبیِ‌ای‌ًىشِ‌كبئِ‌اّویز‌ىٍ‌ثبلا‌ثَىسؼَیف‌هٖئلِ‌سمَیت‌ُىُ‌هی‌َٙى.‌
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‌اُ‌ىلز‌ثٖیبٍ‌ ‌ایي‌ٍٍٗ‌ّب هٌبٕت‌هی‌ثبٙي‌ٍ‌اگَ‌سَاثغ‌دبیِ‌ای‌٥یفی‌ث٥‌ٍَِ‌هٌبٕت‌اًشوبة‌ًَٙي‌آًگبُ

ثبلایی‌ثَهٍَىاٍ‌هی‌ًَٙي‌ثِ‌ایي‌ٍَٝر‌وِ‌ه٦بی‌كبٝل‌اُ‌سمَیت‌َٕی‌هی‌سَاًي‌َٕیغ‌سَ‌اُ‌َّ‌سَاى‌هٌفی‌

شِ‌ىٍ‌سمَیت‌ثِ‌ٝفَ‌هیل‌وٌي‌وِ‌ایي‌هَٞٝیز‌‌ٍٍٗ‌ّبی‌٥یفی‌ثِ‌ىلز‌٥یفی‌یب‌سؼياى‌ػٌبَٝ‌دبیِ‌ثِ‌وبٍ‌ٍف

‌ػلز‌ایي‌ىلز‌‌.ىلز‌ًوبیی‌هؼٍَف‌إز. ‌ثِ ‌ّبی‌ا‌ثبلا، ‌ىِّ ‌سَػِهیٍٍٗ‌ّبی‌٥یفی‌ىٍ ‌هٍَى ‌ثٖیبٍ َ‌

‌،13ٍٍٗ‌گبلَویي‌،12ٍٍٗ‌ّب‌هی‌سَاى‌ثِ‌ٍٍٗ‌ّن‌هللی‌اُ‌هؼٍَف‌سَیي‌ایي‌.‌إزدٍّْٚگَاى‌لَاٍ‌گَفشِ‌

ىٍ‌ٍٍٗ‌ّبی‌٥یفی‌اًشوبة‌ًَع‌ٍٍٗ‌ث٥‌‌ٍَِ‌إبٕی،‌ثِ‌‌.اٙبٍُ‌ىاٙز‌15ٍ‌ٍٍٗ‌سب14‌ٍگبلَویي-دشٍٍٍَٗ‌

‌ثٖشگی‌ىاٍى. ‌آًْب ‌هٖبئلی‌و١‌َِایت‌‌وبٍثَى‌ؿگًَگی‌وبٍثَى ‌یب ٍٍٗ‌ّبی‌ّن‌هللی‌ٍٍی‌هٖبئل‌ه٦ی‌ٍ

‌هی‌ثبٙي‌لَةسوویي‌ه٦بی‌ه‌٦ثٖیبٍ‌ىیيُ‌هی‌َٙى‌ٍ‌‌هِیز‌ٍٍٗ‌گلَویي‌ىٍ‌سللیل‌هٌبٕت‌ٍ‌ىاًٍي‌‌دیـیيُ

‌‌.وبٍثَى‌فَاٍاى‌ىاٍى‌ٍ‌ٍٍٗ‌سبٍ‌ىٍ‌هؼبىلار‌غیَ‌ه٦ی‌ٍُع‌ثب‌َٙای‌٤هَُی‌غیَ‌ٝفَ

 تؼزیف ثٌیبدی رٍش طیفی   2-5-1 

ثِ‌ػٌَاى‌ػَاثی‌اُ‌هؼبىلِ‌ىیفَاًٖیل‌ثِ‌ٙىل‌ثu‌‌٤ٖسبثغ‌‌،آى‌إز‌وِىٍ‌ایيُ‌إبٕی‌ٍٍٗ‌ّبی‌٥یفی‌‌]2[

‌.َٙى‌(‌‌سمَیت‌ُى17‌ُ-2ثِ‌ٍَٝر‌)‌‌kسَاثغ‌هشؼبهي‌اُهشٌبّی‌

(2-17‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)
0

( ) ( ),      , ,


 
N

N k k

K

u x u x N k‌

}0ٍ‌سَاثغ‌دبیِ‌ای‌هؼَْل‌١‌kuَایتوِ‌ىٍ‌آى‌ } 

N

k kاُ‌‌‌،‌لْاًيٍ‌ٍ...ؿجیٚفهبًٌي‌‌غبلجب‌دبیِ‌ّبی‌هشؼبهي‌‌‌

]ف٢بی‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌ , ]N a b‌.ىٍ‌ًظَ‌گَفشِ‌هی‌ًَٙي‌

]لبثل‌سَػِ‌إز‌وِ‌ىٍ‌ٍٕبلِ‌كب١َ‌ 1,1] Nف٢بی‌ّوِ‌ی‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌اُ‌ىٍػِ‌ی‌ووشَ‌یب‌هٖبٍی‌

Nٍ‌ُیَ‌ف٢بی‌‌[ 1,1] m

Nاُ‌ف٢بی‌‌[ 1,1] N‌.إز‌وِ‌ىٍ‌آى‌َٙای‌٤هَُی‌اػوبل‌ٙيُ‌ثبٙي‌

                                           
12Collocation metthod 
13Galerkin method 
14Petrove-Galerkin method 
15Tau meth 
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 سبختبر رٍش طیفی   2-5-2

‌ثگیَیي‌ٍا‌ىٍ‌ًظَ‌(18-2)‌یه‌ثؼيی‌هؼبىلِ‌ىیفَاًٖیل

(2-18‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
( ) ( ),                ,

( ) ,                     .

 


 

Lu x f x x

Bu x g x




‌

)‌،‌هَُ‌ثبُُ‌ىٌّيُ‌یًٚبى‌‌ وِ‌ىٍ‌آى‌ )L‌ٍَىیفَاًٖیل‌‌ػولگB‌َإز‌وِ‌َٙای‌‌٤یوَاًياٍ‌ػولگ

‌ىٍ‌ثَ‌ىاٍى.‌(21-2)‌هؼبىلِهَث‌٣َثِ‌هَُی‌ ىٍ‌ُیَ‌ف٢بیی‌ثب‌ثؼي‌‌سمَیجی‌اُ‌آى‌ػَاة‌هؼبىلِ‌إز‌و‌u‌ٍِا

‌هی‌گیَى‌Nهشٌبّی‌ ‌ف٢بی‌ّیلجَر‌لَاٍ ‌ولی‌،اُ ‌ثِ ‌ایٌىِ ‌فَٟ‌وٌیي‌ثيٍى ‌َٙى ‌ّیؾ‌هللی‌ٍاٍى ز‌هٖئلِ

[ 1,1]  ‌‌.0ای‌اُ‌‌‌دبیِاوٌَى‌إز: ( ,..., )  N N‌ِىٍ‌ًظَ‌هی‌َٙى‌ًبهیيُ‌‌)سَاثغ‌وَٙٚی(ث‌‌٤ٖسبثغ‌‌ٍا‌و

ف٢بی‌ّوِ‌ی‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌‌Nىٍ‌ٍالغ‌‌،ث‌٤ٖىاىُ‌هی‌َٙىإشفبىُ‌اُ‌ایي‌سَاثغ‌‌ثبٍا‌‌uػَاة‌‌گَفشِ‌ٍ‌

]ٍ‌ُیَ‌ف٢بی‌‌Nّبی‌اُ‌ىٍػِ‌ی‌ووشَ‌یب‌هٖبٍی 1,1] m

Nاُ‌ف٢بی‌‌[ 1,1] Nوِ‌ىٍ‌آى‌َٙای‌٤هَُی‌‌

ث‌٤ٖإز‌وِ‌همياٍ‌ه٦ب‌ٍا‌ثِ‌ٝفَ‌هی‌‌َاثغ‌هبًَاىُ‌ای‌اُ‌سسبثغ‌آُهَى‌ا٥‌َُفی‌‌.،‌هی‌ثبٌٙياػوبل‌ٙيُ‌إز

‌.إشفبىُ‌هی‌َٙى‌‌(19-2)‌سبثغ‌هبًيُثِ‌ٝفَ‌ٍٕبًيى‌ثَای‌‌ایي‌سبثغ‌،ٍٕبًي

(2-19‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌   ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌( ) ( ), N NR Lu x f x
‌

ایيُ‌ٍٍْٙبی‌٥یفی‌ىٍ‌آى‌إز‌وِ‌سبثغ‌هبًيُ‌ثبیٖشی‌ىٍ‌‌سبثغ‌هبًيُ‌ًبهیيُ‌هی‌َٙى.‌NR(،‌19-2ىٍ‌هؼبىلِ‌)

‌.ٝيق‌وٌي‌(2-21)‌٣َٙ

(2-21‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌      ‌‌‌‌1

1
( , ) ( ) ( ) ( ) 0,     0 ,N j N jR x R x x dx j N  


   

‌

سبثغ‌ٍُى‌‌‌‌ٍىٍ‌آىوِ‌ j1(‌ٙبهل‌21-2،‌ٍٍٙي‌إز‌وِ‌هؼبىلِ‌)سَاثغ‌آُهَى‌هی‌ثبٌٙي‌N‌‌ٍِهؼبىل

1N‌.هؼَْل‌إز‌‌



21 

 

 ٍش ّن هحلی ر  2-5-3

ىٍ‌ایي‌ٍٍٗ‌ًمب‌٣گَُ‌ای‌
0{ } 

N

j jxٍ‌ًشگَال‌گیَی‌گبٍٕی‌اًشوبة‌هی‌َٙى‌یىی‌اُ‌هؼوَػِ‌ًمب‌٣ا‌هؼوَلا‌‌

1Nًم٦ِ‌ی‌گَُ‌ای‌ػِء‌هؼوَػِ‌ًمب‌‌٣[ 1,1]سَػِ‌َٙى‌وِ‌‌،(‌ثِ‌ىٕز‌هی‌آیي21-2)‌ٍىٕشگبُ‌هؼبىلار‌

)یبفشِ‌ی‌ىیَان‌اًشمبلسَاثغ‌‌،ىٍ‌ایي‌ٍٍٗ‌سَاثغ‌آُهَى ) ( )  j jx x x‌‌ٍ( ) 1 xهی‌ثبٙي‌.‌

(2-21‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
( ) ( ),                ,

( ) ,                     0,1,..., -1.

  


 

j j

k

Lu x f x M j N

Bu x g k M
‌

 رٍش گلزکیي   2-5-4

‌دبیِ ‌ٍٍٗ‌سَاثغ ‌ایي ‌یىٖبى‌ىٍ ‌آُهَى ‌سَاثغ ٍ( ) ًَٙي‌‌ ‌هی ‌گَفشِ ‌ًظَ ‌ای‌‌ٍ‌ىٍ ‌دبیِ ‌سَاثغ ثبیٖشی

0{ ( )} 

N

k kx‌‌‌ٍ(‌ٝيق‌وٌي22-2)‌َٙى‌وِ‌ىٍ‌َٙای‌٤هَُی‌ثِ‌گًَِ‌ای‌اهشیب.‌

‌(2-22)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌,      0  j .   jB g N

‌

ىٍ‌ایي‌ٍٍٗ‌‌ٍ‌ا٥‌َُفی‌(‌ٝيق‌وٌي22-2)‌سبثغ‌هبًيُ‌ثبیٖشی‌ىٍ‌َٙای‌٤ّبی‌٥یفی٥َفی‌ث٥‌َجك‌ایيُ‌ٍٍٗ‌اُ‌

 هؼٌبٕز‌وِ‌ىٍ‌ٍٍٗ‌گبلَویي‌سبثغ‌هبًيُ‌‌وِ‌ایي‌ثياى‌(‌كبٝل‌هی‌َٙى،23-2لٌا‌هؼبىلِ‌)‌،‌إز‌NR‌

]ثَ‌ف٢بی 1,1]m

Nػوَى‌إز‌.‌‌

(2-23‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1

1
( ) ( ) ( ) 0,      [ 1,1].


  

m

N j j Nx R x x dx   ‌

 رٍش تبٍ  2-5-6

هَُی‌غیَ‌هشٌبٍة‌ثِ‌وبٍ‌هی‌همياٍ‌إز‌وِ‌ثیٚشَ‌ثَا‌ی‌هٖبئل‌‌ٍٍٗ‌سبٍ‌ىٍ‌ٍالغ‌ثْجَىی‌اُ‌ٍٍٗ‌گبلَویي

ٍ‌سٌْب‌سفبٍر‌آى‌ثب‌ٍٍٗ‌گبلَویي‌ىٍ‌آى‌‌دبیِ‌ای‌هی‌ثبٙيسَاثغ‌‌سبثغ‌آُهَى‌ثَاثَ‌ثب‌هبًٌي‌ٍٍٗ‌گبلَویي‌ٍٍى‌ٍ

‌ر‌ىیگَ‌ًیبُی‌ثِ‌ایي‌ًیٖز‌وِ‌سَاثغثِ‌ػجبٍ‌‌.إز‌وِ‌َٙای‌٤هَُی‌ًیِ‌ثِ‌ػٌَاى‌هليٍىیز‌اػوبل‌هی‌گَىى

‌.يٌآُهَى‌ىٍ‌َٙای‌٤هَُی‌ٝيق‌وٌ
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(2-24‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
1

1
( ) ( ) ( ) 0,     0 1,

( ) ,                              0,1,..., -1.

N j

k

x R x x dx j N M

Bu x g k M

 


     


 



‌

‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌ثًَٚشبیي‌‌2-6

ثِ‌ػْبًیبى‌هؼَفی‌‌1912اٍلیي‌فَىی‌ثَى‌وِ‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌ثًَٚشبیي‌ٍا‌ىٍ‌ٕبل‌‌16َٕع‌ًبسًََیؾ‌ثًَٚشبیي

ثَ‌إبٓ‌یه‌ثَّبى‌اكشوبلاسی‌ثِ‌ایي‌ٍَٝر‌ثیبى‌ٙي‌وِ‌فَٟ‌وٌیي‌دیٚبهيی‌لبثل‌سىَاٍ‌‌اٍائِ‌آًْبایيُ‌ ًوَى.

1ٍ‌ثب‌اكشوبل‌ٍلَع‌‌E‌ٍFثب‌ىٍ‌ًشیؼِ‌اكشوبلی

2
ثE‌‌ِهَػَى‌ثبٙي.‌كبل‌فَٟ‌وٌیي‌اكشوبل‌ٍلَع‌دیٚبهي‌‌

t[0,1]ٍَٝر‌ ثبٙي،‌لٌا‌اكشوبل‌ٍلَع‌دیٚبهي‌F1ثَاثَ‌ثب‌‌ t‌‌ٍإز.‌ىٍ‌ًشیؼِ‌اگَ‌ىM‌‌ٍَسىَاٍ‌هىm‌

Mٍم‌ىّي‌‌دE‌‌ٔثبٍ‌ mثبٍ‌ٍم‌ىاىى‌‌F1)ىٍ‌َّ‌ثبٍ‌سىَاٍ‌ثَاثَ‌إز‌ثب‌‌ )m M m
M

t t
m

 
 

 
لٌا‌ؿٌي‌‌.

 سؼَیف‌هی‌َٙى(‌25-2)‌ثب‌ٍاث٦ِ‌[0,1]ٍٍی‌ثبُُ‌ی‌‌Mػولِ‌ای‌ّبی‌ثًَٚشبیي‌اُ‌ىٍػِ‌ی‌

(2-25‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌, ( ) (1 ) ,   0,1,..., ,m M m

m M

M
B t t t m M

m

 
   
 ‌

0mثِ‌اُای‌ٍاث٦ِىٍ‌ایي‌‌ یب‌‌‌m M‌،, ( ) 0m MB t ٍ‌ّوـٌیي‌‌!

!( )!

M M

m m M m

 
 

 
ىٍ‌ٍَٝسی‌‌.

]وِ‌ثوَاّین‌سؼَیف‌ٍا‌ثَای‌َّ‌ثبُُ‌ىلوَاُ‌ , ]a b‌(‌ٍِا‌ىاٍین26-2گٖشَٗ‌ىّین،‌هؼبىل‌).‌

(2-26‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌,

( ) ( )
( ) ,   m 0,1,..., ,

( )

m M m

m M M

M t a b t
B t M

m b a

   
  

 ‌

0m(‌ًیِ‌ثِ‌اُای‌28-2ىٍ‌هؼبىلِ‌) یب‌‌‌m M‌،, ( ) 0m MB t ‌.هی‌ثبٙي
 

،‌دبیِ‌ای‌ثَای‌ف٢بی‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌ثب‌Mؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌ثًَٚشبیي‌اُ‌ىٍػِ‌‌[12]:‌ل٢یِ‌‌ 2-6-1

‌سٚىیل‌هی‌ىٌّي.‌Mىٍػِ‌ووشَ‌یب‌هٖبٍی‌
‌

 

                                           
16Natanovich Sergei Bernstein 
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 ٍیژگی ّبی چٌد جولِ ای ّبی ثزًشتبیي  2-6-2

‌ثِ‌ٍَٝر‌ُیَ‌إز.‌ثَهی‌اُ‌ٍیْگی‌ّبی‌هْن‌ایي‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّب‌‌]3[

 ‌:هْن‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌ثًَٚشبیي‌آى‌إز‌وِ‌هی‌سَاى‌ؿٌيػولِ‌‌ٍیْگی‌ّبییىی‌اُ‌‌ٍاث٦ِ‌ثبُگٚشی

1Mٍا‌ثِ‌ٍَٝر‌سَویت‌ىٍ‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ثًَٚشبیي‌اُ‌ىٍػِ‌ Mّبی‌ثًَٚشبیي‌اُ‌ىٍػِ‌ای ‌ِثبٍاث٦

‌‌‌(‌ًَٙز.2-27)

(2-27‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌, , 1 1, 1( ) (1 ) ( )  ( ).m M m M m MB t t B t t B t    

‌
 0ًبهٌفی‌ثَىى:‌َّؿٌي‌ػولِ‌ای‌ثًَٚشبیي‌ثِ‌اُای 1t ‌ًُُبهٌفی‌إز‌ٍ‌ىاٍین‌‌[0,1]ثَ‌ٍٍی‌ثب‌

(2-28‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌,0 ( ) 1.m MB t ‌

 ‌ًَُٚشبیي‌اُ‌ىٍػِهْن‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌ث‌ٍیْگی‌ّبییىی‌اMآى‌إز‌وِ‌دبیِ‌ای‌ثَای‌ف٢بی‌‌،

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌سٚىیل‌هی‌ىٌّي.‌‌Mؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌ثب‌ىٍػِ‌ووشَ‌یب‌هٖبٍی

 ُ0ثِ‌اُای ٍاكي:‌افَا 1t ‌،1M اُ‌ىٍػِ‌،‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ثًَٚشبیي‌Mسٚىیل‌یه‌افَاُ‌ٍاكي‌‌،

‌هی‌ىّي.

(2-29‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
,0

( ) 1.
M

m Mm
B t




 

 سمبٍى:‌ایي‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّب‌ثَ‌كٖتt‌،1 t(‌‌ِهشمبٍى‌ّٖشٌي31-2،‌ثِ‌ٍَٝر‌هؼبىل‌).‌

(2-31‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌), ,( ) (1 ).m M M m MB t B t ‌

 ‌ُُ(‌إز.31-2همبىیَ‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌ثًَٚشبیي‌ثِ‌ٍَٝر‌)همبىیَ‌اثشيا‌ٍاًشْب:‌ىٍ‌اثشيا‌ٍ‌اًشْبی‌ثب‌

(2-31‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌, 0, , ,(0) , (1) .m M m m M M mB B  ‌

 :(‌ٍػَى‌ىاٍى.32-2ثَای‌‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌ثًَٚشبیي‌سَویت‌ه٦ی‌ثِ‌ٍَٝر‌)‌ ىلز‌ه٦ی 
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(2-32‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
,0

( ) .
M

m Mm

m
B u u

M


‌ 

 ‌ِؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌ثًَٚشبیي‌‌اُ‌ىٍػm‌.هٖشمل‌ه٦ی‌‌ّٖشٌي‌

 ِكبٝل٢َة‌ىٍ‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌اُ‌ىٍػm‌(إز.33-2ثَ‌كٖت‌ىٍػبر‌ثبلاسَ‌ثِ‌ٍَٝر‌‌)‌

(2-33‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)
, , ,2( ) ( ) ( ),        , 0,1,..., .

2
i m j m i j m

m m

i j
B t B t B t i j m

m

i j



  
  
   
 
 
 

‌

 رٍاثط هشتق 2-6-3

1nٍاث٦ِ‌هٚشك‌ثِ‌ٍَٝر‌سَویت‌ه٦ی‌اُ‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌ثًَٚشبیي‌ىٍػِ‌ی‌ ‌(ثیبى‌34-2ثِ‌ٍَٝر‌‌)

‌‌هی‌َٙى

(2-34‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
, 1, 1 , 1( ) [ ( ) ( )],m M m M m M

d n
B t B t B t

dt b a
   


‌

]هٚشك‌ثَای‌ًمب‌٣اًشْبیی‌ثبُُ‌ی‌ , ]a b‌(كبٝل‌هی‌َٙى35-2ثِ‌ٍَٝر‌‌) 

(2-35‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌), ,

( 1) !
( ) ,   0,1,..., ,

( ) ( )!

k m k

m M m kk k

kd M
B a k M

mdt b a M k


  
  

   ‌

 (‌سؼَیف‌هی‌َٙى.36-2ىلشبی‌وًٍَىَ‌ثِ‌ٍَٝر‌)وِ‌ىٍ‌آى‌

(2-36‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌),

1           ,
  

0          .
m k

m k

m k



 

‌

 رٍاثط اًتگزالی 2-6-7

‌(‌سؼَیف‌هی‌َٙى‌38-2(‌ٍ‌)37-2ٍاث٦ِ‌اًشگَالی‌ثَای‌ؿٌيػولِ‌ای‌ّبی‌ثًَٚشبیي‌ثِ‌ٍَٝر‌)

(2-37‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌    ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
, ( ) ,          m 0,1,.., ,

1

b

m M
a

b a
B t dt M

M


 


‌
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(2-38‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
, ,

( )

( ) ( ) ,

( 1)

b

k M m j
a

M j
b a

k m
B t B t dt

j M
j M

k m

  
  

  
 

   
 


‌

 كبٝل‌هی‌َٙى.(‌39-2ٍ‌اًشگَال‌هؼیي‌ثِ‌ٍَٝر‌)

(2-39‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1

, , 11
( ) ( ).

1

M

m M j Mj

b a
B t dt B t

M











‌
 هتؼبهد چٌد جولِ ای ّبی ثزًشتبیي 2-6-8

دبیِ‌ّبی‌ثًَٚشبیي‌)‌اٙویز‌ثَ‌ٍٍی-هشؼبهي‌ٕبُی‌گَام‌ثب‌ثىبٍثَىى‌فَایٌي
, 0{ }m M

M

mB 
فَم‌َٝیق‌ٍ‌ٍا١لی‌(‌‌

]َ‌ٍٍی‌ثبُُ‌َ‌هشغیَ‌ثیب‌سغیث‌(‌41ٍ-2ثِ‌فَم‌ٕبىُ‌) یي‌هشؼبهي‌یىِثَای‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌ثًَٚشب , ]a bثِ‌فَم‌‌

‌‌.بٝل‌هی‌َٙى(‌ك2-41)

(2-41‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌, ,

0

2 1

( ) ( 2( ) 1) ( 1) ( ),
m

k

m M m k M k

k

M k m

m k k
B t M m B t

M k

m k

 



   
  

     
 

 
 


‌

(2-41‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
, ,

0

2 1

    m2( ) 1
( )  ( 1) ( ).

m
k

m k Mm M k

k

M k m

k kM m t a
t B

M kb a b a

m

B

k

 



   
  

     
  

 
 


 

 هتؼبهد تقزیت تَاثغ ثب استفبدُ اس چٌد جولِ ای ّبی ثزًشتبیي 2-6-9

‌اًشگَال‌fفَٟ‌وٌیي ‌هَثغ ‌ٙيُ‌‌سبثؼی ‌ًَهبل ‌كٖت‌دبیِ ‌ثَ ‌سَاًي ‌هی ‌سبثغ ‌ایي‌ٍَٝر‌ایي ‌ىٍ ‌ثبٙي دٌیَ

m,(‌ث‌٤ٖىاىُ‌َٙى‌42ٍ-2ثًَٚشبیي‌) Mc‌،Tc‌ٍ( )E t‌(‌ِهٚوٜ‌ٙيُ‌إز.43-2ىٍ‌هؼبىل‌)‌

(2-42‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌, ,( ) ( ) ( ),
M

T

M

i

m M m M

m

f t c t c E tB


 
‌
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(2-43‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

1

,
0

0, 1, ,

, 0, 1, ,

, ,( , ) ( ) ( ) ,  0,1,..., ,

( ) [ ( ), ( ),..., ( )] ,

[ , ,..., ].

m Mm M

T

M M M M

T

m M M M M M

m Mc f f t t dt m M

E t t

B B

B t t

c c c

B B

c

  







‌

 پدیدُ گیپس 2-6-10

ثَای‌إشفبىُ‌اُ‌َٕی‌فٍَیِ‌ىٍ‌سوویي‌سبثغ‌اٍلیِ‌ًیبُ‌إز‌سؼياى‌هليٍىی‌اُ‌ػولار‌َٕی‌اًشوبة‌ًَٙي‌‌]‌3[

‌وِ‌ایي‌َٕی‌ثِ‌ٍَٝر‌ُیَ‌ًوبی٘‌ىاىُ‌هی‌َٙى.

0

1

( ) cos ,   -     
N

N n n

n

n x n x
S x a a b L x L

L L

 



    ‌

وِ‌
NS‌‌ِىٍ‌ّوبى‌َٕی‌فٍَیِ‌إز‌ثب‌ایي‌سفبٍر‌وثِ‌ػبی‌‌‌،N‌‌ِػبیگٌاٍی‌ٙيُ‌إز‌ٍ‌َّ‌ؿ

N‌‌ُثیٚشَ‌ثبٙي‌همياٍ‌ثِ‌ىٕز‌آهيُ‌سوویي‌ٝلیق‌سَی‌ا( )f x‌‌َىٍ‌ًم٦ِ‌هِثٍَ‌ثَىُ‌ٍ‌ثِ‌سؼجیَی‌ه٦ب‌ووش

          1(‌سوویٌی‌اُ‌سبثغ2-2ىٍ‌ٙىل‌)‌إز.
( )

0             other

2

se

2

wi

x
f x

 


 






‌هی‌ثبٙي.ّبی‌هوشلف‌‌Nثِ‌اُای‌‌

‌

‌(:‌ًوبی٘‌ديیيُ‌گیذ2ٔ-2ٙىل‌)

همياٍ‌فَاُ‌ٍ‌ًٚیت‌ثِ‌ًم٦ِ‌ی‌ًبدیَٕشگی‌‌ثبٙي‌5‌،21ثِ‌ػبی‌‌Nّوب٦ًٍَ‌وِ‌ىٍ‌ٙىل‌هٚبّيُ‌هی‌َٙى‌‌اوَ

‌‌17گیجٔ‌،‌ديیيًُِىیه‌هی‌ًَٙي،‌اهب‌ه٦بیی‌وِ‌ىٍ‌ًم٦ِ‌ًبدیَٕشگی‌ٍػَى‌ىاٍى‌سغییَ‌ًوی‌وٌي،‌وِ‌ثِ‌ایي‌ديیيُ

                                           
phenomenon Gibbs  17 

http://mathworld.wolfram.com/GibbsPhenomenon.html
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هی‌َٙى‌وِ‌ديیيُ‌ی‌‌ىیيُثِ‌ػجبٍر‌ىیگَ‌ىٍ‌ًِىیىی‌ًمب‌٣ًبدیَٕشگی‌ّب‌یه‌ٍٙشِ‌كلمَی‌‌گفشِ‌هی‌َٙى.

‌گیذٔ‌ًبهیيُ‌هی‌َٙى.

ىٍ‌ایي‌فٞل‌سوبهی‌سؼبٍیف‌ٍ‌دی٘‌ًیبُ‌ّبی‌لاُم‌ثِ‌ػْز‌هؼَفی‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌ًَهبل‌ٙيُ‌ثیبى‌ٙيُ‌إز،‌

لٌا‌ثٖشَ‌لاُم‌ثَای‌هؼَفی‌ایي‌هَػه‌فَاّن‌ٙيُ‌ىٍ‌ًشیؼِ‌ىٍ‌فٞل‌ثؼي‌ث٥‌ٍَِ‌هفٞل‌ثِ‌هؼَفی‌ایي‌هَػه‌ٍ‌

‌ُ‌ٙيُ‌إز.ؿگًَگی‌ٕبهشي‌آى‌اهشٞبٛ‌ىاى

‌

‌

‌

 
‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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  مسَ فصل

 ثزًشتبیي ًزهبل شدُ هَجک 

 آى ٍیژگی ّبی ٍ
 

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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‌هميه3-1‌ِ

هٚوٜ‌اًؼبم‌هی‌َٙى‌لٌا‌ىٍ‌‌‌ثبُُسمَیت‌سَاثغ‌ثِ‌ٍٕیلِ‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌ثًَٚشبیي‌ىٍ‌یه‌وِ‌‌اُ‌آًؼبیی

ثب‌إشفبىُ‌اُ‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌ًَهبل‌ٙيُ‌ثِ‌سمَیت‌سَاثغ‌دَىاهشِ‌َٙى‌سب‌ثب‌سَػِ‌إز‌وِ‌ایي‌ثو٘‌ٕؼی‌ٙيُ‌

ًشیؼِ‌سمَیت‌ّبی‌ثْشَی‌ثِ‌ىٕز‌‌سمَیت‌ُى‌ٍ‌ىٍ‌سَ‌ٍیِ‌ثبُُ‌ّبییثِ‌هَٞٝیبر‌هَػه‌ّب‌ثشَاى‌سَاثغ‌ٍا‌ىٍ‌

اهشٞبٛ‌ىاىُ‌ّب‌ثو٘‌اٍل‌ثِ‌هؼَفی‌هَػه‌‌سٌظین‌ٙيُ‌إز.‌‌ٍ‌ِٕ‌ثو٘ایي‌فٞل‌اُ‌ٍٕبلِ‌كب١َ‌ىآٍٍى.‌

ٍ‌ىٍ‌‌شي‌دبیِ‌هَػىیؿگًَگی‌ٕبه‌یُِ‌ٕبُ‌‌ٕذٔ‌آًبلیِ‌ؿٌيٍ‌ثِ‌ایي‌ٍَٝر‌وِ‌ىٍ‌اثشيا‌هفَْم‌،ٙيُ‌إز

‌ىٍ‌ثو٘‌ىٍم‌ؿگًَگی‌ٙيُ‌إز‌هٍَى‌ثلض‌لَاٍ‌گَفشِػه‌ثًَٚشبیي‌هشؼبهي‌هَ‌هؼَفی‌ٍ‌ٕبهز‌ًْبیز‌ .

لَاٍ‌گَفشِ‌ٙيُ‌إز‌ٍ‌ىٍ‌ثو٘‌سمَیت‌سبثغ‌ثَ‌كٖت‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌هشؼبهي‌ثِ‌ٍَٝر‌هفٞل‌هٍَى‌ثٍَٕی‌

‌ثَای‌سمَیت‌هَػه‌ثًَٚشبیي ‌ٍ‌وَاى‌ه٦ب ‌دَىاهشِ‌ٙيُ ‌آًبلیِ‌ه٦ب ‌ثِ ‌إز.‌هشؼبهي‌َٕم ىٍ‌‌ثِ‌ىٕز‌آهيُ

ًَٙشِ‌‌[12]ایي‌ثو٘‌اُ‌ٍٕبلِ‌ثب‌سَػِ‌ثِ‌‌هؼَفی‌ٙيُ‌إز.‌( , )َٕسبَٕ‌ایي‌ثو١‌َ٘ة‌ىاهلی‌ثب‌ًوبى‌

‌ٙيُ‌إز.

‌‌بهَػه‌3-2‌‌‌ّ

 آًبلیش چٌدریشُ سبس ‌3-2-1

‌(‌MRA)‌ه٦َف‌گَىیي.‌آًبلیِ‌ؿٌي‌ٍیُِ‌ٕبُ ٕبُ‌ٍیُِم‌آًبلیِ‌ؿٌيهف1986‌َْاٍلیي‌ثبٍ‌س‌٤َٕهیَ‌ىٍ‌ٕبل‌‌]2[

‌ٕبُ‌ٙبهل‌ىًجبلِ‌ای‌‌هبًٌيٍیُِ‌آًبلیِ‌ؿٌي‌ی‌هَػه‌فَاّن‌هی‌وٌي.‌ادبیِ‌‌یه‌ثٖش٥‌َجیؼی‌ثَای‌فْن‌ٍ‌ىٍن

{ }j jV ‌َ‌2ىٍ‌سَ‌ٍٍیثٖشِ‌سَ‌‌ف٢بّبی‌‌اُ‌ُی( ‌.ٝيق‌هی‌وٌيَٙای‌٤ُیَ‌‌وِ‌ىٍ‌ثبٙيهی‌‌(

 1j jV V  )سَىٍسَ‌ثَىى(‌ , 

 
2 ( )jV  ثَىى(‌ؿگبل)‌ , 

  0 jV  سفىیه‌دٌیَی()   , 

 1       ( ) (2 ) ,j jj f t V f t V       

 0 0       ( ) ( ) ,j f t V f t k V       
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 0.V  

}ٍػَى‌ىاٍى‌ث٥‌ٍَِی‌و‌0V‌‌ِهبًٌي‌ًبم‌ىاٍى‌ٍ‌یه‌سبثغ‌همیبٓ‌سبثغ‌همیب‌ٓوِ ( ) | }t k k یه‌‌

‌.‌هی‌ثبٙي‌‌‌0Vدبیِ‌ی‌هشؼبهي‌یىِ‌ثَای‌ف٢بی

 :ًتیجِ 3-2-2

 ‌ هؼوَػِ 2
,2 (2 ) |  ( )  |  

j

j

j kt k k t k
 

    
 

 ُٕب‌ ‌ؿٌيٍیُِ ‌آًبلیِ ‌اُای‌َّ ‌ثِ ثب‌‌‌،

إز‌ٍ‌ىاٍین‌‌‌jVیه‌دبیِ‌هشؼبهي‌یىِ‌ثَای‌،‌سبثغ‌همیبٓ‌ , ( )  |  j j kV span t k .‌

 ‌‌ ‌إشفبىُ ‌ثب ‌هىٍَ ‌ؿٌيَٙای‌٤اُ ‌)سؼَیف‌آًبلیِ ‌ٕبُ ‌اُای‌َّ‌(،1-2-3ٍیُِ ,ثِ  j k ىاٍین‌‌

( ) (2 )k

j j kf t V f t V   ‌‌ َّ‌ ‌اُای ‌ثِ ‌ىیگَ ‌ػجبٍر j ثِ ىاٍین‌‌

0( ) (2 )j

jf t V f t V  .‌

 ‌ِ0 اُ‌آًؼبیی‌و 1V Vسبثغ‌همیبٓ‌،‌إز‌0دبیِ‌ای‌هشؼبهي‌یىِ‌ثَای‌V ٍ1Vهی‌ٕبُى‌‌.‌

 ِ0اُ‌آًؼبیی‌و 1V V‌،0V‌ٍ1,k1دبیِ‌ای‌هشؼبهي‌یىِ‌ثَای‌V‌‌ُ١َایتإز‌لٌا‌ىًجبلِ‌ای‌ا‌

}هبًٌي } k kh َى‌ىاٍى‌ثِ‌لٖوی‌وٍِػ( ) 2 (2 )kk
x h x k 


 ،‌ٍثِ‌ایي‌هؼبىلِ،‌هؼبىلِ‌ى‌

18همیبٕی
 ٍ‌ ‌َٙى ‌هی ‌گفشِ ‌دبلایٚی ‌هؼبىلِ ‌َٙىkh‌١یب ‌هی ‌همیبٓ‌ًبهیيُ ‌سبثغ ٍ‌‌َایت‌فیلشَ

ّوـٌیي 1,,k kh  ‌‌ٍ2(| |) 1k

k

h




إز‌.‌

 سبختي پبیِ هَجکی ‌3-2-3

]2[‌‌ ‌اُ‌آًبلیِ‌ؿٌيٍیُِ‌ٕبُثب )2دبیِ‌ّبی‌هشؼبهي‌یىِ‌ثَای‌‌ثِ‌ٕبهشيلبىٍ‌‌إشفبىُ ‌ىٍ‌ٍالغ‌يهی‌ًَٙ‌( ،

)2دبیِ‌هشؼبهي‌یىِ‌ثَای‌(‌یه1-3)‌هؼوَػِ‌وِإز‌ثِ‌لٖوی‌‌ّيف‌یبفشي‌سبثؼی‌هبًٌي ‌ثبٙي.‌(

(3-1‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  2
, ,( ),   , ( ) 2 (2 ),    , .

j

j

j k j kt j k t t k j k
 

     
 

  

‌

                                           
18 Tow-scale equation‌
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j{ }يفَٟ‌وٌی jV  ،ِ2ثَای‌ٕبُ‌ُؿٌيٍیِ‌آًبلی( ‌ثبٙ‌( ‌ثَٕیلِ ‌وِ ‌‌ي ‌آًؼبیی‌وِ‌إزسَلیي‌ٙيُ ‌اُ .

1j jV V ىٍ‌ًشیؼِ‌هىول‌هشؼبهي‌،jWثَای‌‌jV‌‌ٍ1ىjV ‌‌ٍَّػَى‌ىاٍى‌ثِ‌لٖوی‌وِ‌ثِ‌اُای‌j ‌ِهؼبىل‌،

‌‌.ىٍ‌ف٢بی‌ّیلجَر‌هی‌ثبٙي ًٚبى‌ىٌّيُ‌ػوغ‌هٖشمین‌‌"" وِ‌ىٍ‌آى‌‌ىاٍین‌ٍا‌(3-2)

‌(3-2)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1  j j jV V W  ‌

1jVٍا‌ثjV‌‌ِٙبهل‌ا٥لاػبسی‌إز‌وِ‌ف٢بی‌‌jWف٢بی ‌‌.3ٍاث٦ِ‌)(‌2-3)ثب‌سَػِ‌ثِ‌ٍاث٦ِ‌‌سجيیل‌هی‌وٌي-

‌(‌كبٝل‌هی‌َٙى3

(3-3)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

1

1 1

0 0 1

0
0

   

        

       

             

         ( ).

j j j

j j j

j

j

j
j

V V W

V W W

V W W W

V W



 



 

  

    

  

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ 

) ‌2آًبلیِ‌ؿٌيٍیُِ‌ٕبُ‌ىاٍین‌اُ‌سؼَیف )j
j

V




اگَ‌،‌كبلj (‌ِثِ‌ىٕز‌هی‌آیي4-3،‌هؼبىل‌)‌

(3-4)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
0 0 1

0
0

2   ...

           

( )

( ),j
j

V W W

V W




  

  



‌‌

0،(2-3ثب‌سَػِ‌ثِ‌ٍاث٦ِ‌)ٍ‌ّوـٌیي‌  Vًَٙز‌ثِ‌ٍَٝر‌ُیَ‌هی‌سَاىٍا‌‌‌‌

0 1 1

2 2 1

1

   

        

       

        ,j j

V V W

V W W

V W W

 

  

  

 

  

   

‌
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jاگَ‌ثٌبثَایي ‌،ث٥‌َجك‌سؼَیف 0j
j

V


ًٍشیؼِ‌‌إز‌ٍ‌ى 0jV  ‌‌ٍ‌2هی‌َٙى‌ ( )j
j

W



 ‌

0Wسبثؼی‌هبًٌي‌ّوـٌیي‌‌‌ىٕز‌هی‌آیي.‌(‌ث5ِ-3هؼبىلِ‌)ٍ‌ ثِ‌لٖوی‌وِ‌هؼوَع‌اًشمبل‌ّبی‌ٍػَى‌ىاٍى‌‌

ٝلیق ( )  |  t k k 0ف٢بی‌یه‌دبیِ‌هشؼبهي‌یىِ‌ثَای‌W‌.سٚىیل‌ىّي‌

‌(3-5)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

0

0 0

2

   ( ) (2 ) ,

   ( ) ( ) ,

    ( ),

    ,     .

j

j

j
j

j i

j f t W f t W

j f t W f t k W

W

W W j i





    

     

 

 

‌

2(‌هی‌سَاى‌ًشیؼِ‌گَفز‌و5ِ-3ثب‌سَػِ‌ثِ‌هؼبىلِ‌)‌
,{ ( ) 2 (2 ),   , }

j

j

j k t t k j k   یه‌دبیِ‌ی‌هشؼبهي‌‌

‌ثَای‌ف٢بی ‌ىjW‌‌ٍیىِ ًشیؼِ‌‌سٚىیل‌هی‌ىّي. , ,  ,j k j k ‌ِدبیِ‌ّبی‌هشؼبهي‌یىِ‌ىٍ‌‌ای‌هؼوَػ‌ اُ

2ف٢بی ( ‌.‌،‌‌سبثغ‌هَػه‌ًبهیيُ‌هی‌َٙىسبثغ‌‌ٍ‌هی‌ٕبُى‌(

)2ا٥‌َُفی‌هی‌ىاًین‌وِ‌َّ‌سبثغ )f ‌(هی‌سَاى‌ثِ‌ٍَٝر‌سَویت‌ه٦ی‌‌ ‌،‌وِ‌ایي‌َٕی،َٙز(‌6ً-3ٍا

),همبىیَا١jkc‌‌َُایتوِ‌‌.هَػه‌ًبهیيُ‌هی‌ًَٙي‌١َایتّب،‌jkcٍ‌‌َٕی‌هَػه , )j kf ‌.كبٝل‌هی‌ًَٙي‌

(3-6)‌‌‌‌‌‌‌ ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ ‌‌  ,( ) ( ).jk j k

j k

f x c x
 

‌

j,اُ‌آًؼبیی‌وِ‌:ًتیجِ 3-2-3-1 k jW ،,j k jV ‌‌ٍ(  )j jW V‌‌‌ِلٌا‌هی‌سَاى‌ًشیؼِ‌گَفز‌و, ( )j k t‌َث

,j kثٌبثَایي‌‌ ‌إز ‌‌ػوَى َّ‌ ‌اُای ,ثِ , ,i j k l ‌‌ ‌‌(7-3)ٍٍاث٤ ‌إز، ‌آىكبون ‌ىٍ وِ
 ,j k،ىلشبی‌‌

19وًٍَىَ
,ثِ‌ٍَٝر‌‌إز‌ٍ 

0,   ,

1,    ,
j k

i j

i j



 


‌.سؼَیف‌هی‌َٙى‌

                                           
19 Kronecker delta 
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(3-7)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

, , , ,

, , ,

, ,

( ) (x) ,

( ) ( ) ,

( ) (x) 0.

i k j i j k

j k j k

i k j

x dx

x x dx

x dx

   

  

 

























‌ 

 هَجک پیَستِ ٍ گسستِ 3-2-4

ٍ‌دبٍاهشَ‌ a.‌ُهبًی‌وِ‌دبٍاهشَ‌اًجٖب‌٣ٌيیآ‌یّب‌ثِ‌ٍػَى‌ه‌هبًَاىُ‌هَػه‌،میبٓسبثغ‌ه‌ٍ‌اًشمبل‌اسٖبعاُ‌‌]2[

‌كبٝل‌هی‌َٙى‌(8-3)دیَٕشِ‌‌یّب‌ثِ‌ٍَٝر‌دیَٕشِ‌سغییَ‌وٌٌي،‌هبًَاىُ‌هَػه‌bاًشمبل‌

(3-8)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
1

2
, ( ) | | ( ) ,   , ,  0,a b

t b
t a a b a

a

 
   ‌ 

‌یّب‌هبًَاىُ‌هَػهآًگبُ‌‌(‌اػوبل‌َٙى9-3هؼبىلِ‌)ٍ‌‌َٙىیَ‌گٖٖشِ‌هليٍى‌ثِ‌همبى‌‌a‌‌ٍbاگَ‌دبٍاهشَّبی‌

كبٝل‌هی‌َٙى‌(11-3)‌ٖشِٖگ
 

‌0ىٍ‌آى،‌وِ 00 , 1b a ‌ٍ ,  k nهی‌ثبٌٙياػياى‌ٝلیق‌هظجز‌‌‌‌

(3-9)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0 0 0, ,k ka a b nb a  ‌‌ 

(3-11)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌2
, 0 0 0( ) | | ( ),

k

k

k n t a a t nb   

,k n‌2ف٢بی‌ثَایهشؼبهي‌یه‌دبیِ‌ىٍ‌ٍالغ‌ّب‌‌( 0aاگَ‌ىٍ‌كبلز‌هبٛ‌.ثبٙي‌یه‌( 2‌ٍ‌
 0b 1ثبٙي‌

‌ىاٍین(‌ٍا‌11-3آًگبُ‌هؼبىلِ‌)

(3-11)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌2
, ( ) 2 (2 ).

k

k

k n t t n  ‌

هشؼبهي‌اوٌَى‌وِ‌هَػه‌ّب‌ٍ‌ؿگًَگی‌ٕبهز‌آًْب‌َٙف‌ىاىُ‌ٙي‌ثٖشَ‌لاُم‌ثَای‌ٕبهشي‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌

‌.یي‌هَػه‌ٍ‌اػِاء‌آى‌هؼَفی‌هی‌َٙى(‌ا5-2-3فَاّن‌ٙيُ‌إز‌لٌا‌ىٍ‌)
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 هتؼبهدهَجک ثزًشتبیي    3-2-5

إز.‌ایي‌هَػه‌اُ‌ٍٍی‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌ثًَٚشبیي‌‌هشؼبهي‌یىی‌اُ‌هَػه‌ّبی‌ثٖیبٍ‌هْن‌هَػه‌ثًَٚشبیي

)2دبیِ‌ای‌ثَای‌ف٢بی‌‌ٕبهشِ‌هی‌َٙى‌ٍ‌(‌(‌8-6-2))ٍػَع‌َٙى‌ثِ‌ثو٘‌‌هشؼبهي‌ سٚىیل‌‌[0,1]ٍٍی‌‌(

‌ىّ ‌ثًَٚشبیيهی ‌هَػه ,هشؼبهي‌ي. ( ) ( , , , )n m t k n m t ‌‌ ‌هشغیَّبی , ثب  ,n m t‌ٍk‌‌ ثِ‌‌[0,1]ٍٍی

‌سؼَیف‌هی‌َٙى.‌(12-3ٍَٝر‌هؼبىلِ‌)

(3-12)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌      ‌‌
2

,
,

1
2 (2 ),    ,

( ) 2 2

0,          ,

k

k

m M k k
n m

n n
B t n if t

t

otherwise



 
  

 



‌

,‌‌0ػيىی‌ٝلیق‌هظجز،‌kآىوِ‌ىٍ ,  , 0, ,2 1km M n    ،‌Mهشؼبهي‌ىٍػِ‌ؿٌيػولِ‌ای‌ثًَٚشبیي‌‌

‌،Mٝلیق‌هظجز‌یػيى‌‌،t‌ٍُ‌‌‌‌ُهبى‌ًَهبل‌ٙي
,m MBؼَیف‌هی‌َٙى.س(‌14-3(‌ٍ‌یب‌)13-3)ثِ‌ٍَٝر‌‌‌

(3-13)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌,

0

2 1
( ) ( 2( ) 1)(1 ) ( 1) .

m
M m k m k

m M

k

M k m
B t M m t t

m k k

 



   
       

  
‌

(3-14)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

, ,

0

2 1

( ) ( 2( ) 1) ( 1) ( ),
m

k

m M m k M k

k

M k m

m k k
B t M m B t

M k

m k

 



   
  

     
 

 
 

‌

‌ٍ,m MB‌(ثیبى‌هی‌َٙى.16-3(‌ٍ‌)15-3ثِ‌فَم‌هؼبىلار‌‌)‌

(3-15)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌      ‌‌, ( ) (1 ) , 0,1,2,..., ,m M m

m M

M
B t t t m M

m

 
   
 

‌

(3-16)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌      ‌‌‌‌‌‌‌‌, ( ) ( 1) , 0,1,2,..., ,
M

j m j

m M

j m

M M m
B t t m M

m j m





  
    

  
‌

!وِ‌ىٍ‌آى‌
.

!( )!

M M

m m M m

 
 

 
‌
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ت‌سَاثغ‌س‌٤َٕایي‌سبثغ‌دَىاهشِ‌هی‌َٙى‌ٍ‌ًٚبى‌ىاىُ‌هی‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌هشؼبهي‌هؼَفی‌ٙي‌ثِ‌سمَیكبل‌وِ‌

‌وِ‌ؿگًَِ‌هی‌سَاى‌یه‌سبثغ‌ٍا‌ثَ‌كٖت‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌هشؼبهي‌سمَیت‌ُى.‌َٙى

‌هشؼبهي‌سمَیت‌سبثغ‌ثَ‌كٖت‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌3-3

)َّ‌سبثغ‌ )f tسمَیت‌ُى‌(17-3)ثِ‌ٍَٝر‌‌سَاى‌ثَ‌كٖت‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌هشؼبهي‌‌ٍا‌هی‌(0,1]‌ٍٍی‌‌

(3-17)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌      ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌, ,

0

( ) ( ),n m n m

n m Z

f t c t


 

‌

n,‌١َایتوِ‌ىٍ‌آى‌‌ mc[0,1]2ثَ‌ٍٍی‌( . )‌ثب‌ًوبى‌١َة‌ىاهلی)‌هلبٕجِ‌هی‌ًَٙي‌(18-3)ثِ‌ٍَٝر‌ّب‌‌‌

‌هؼَفی‌هی‌َٙى(

(3-18)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌      ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1

, , ,
0

(  . ) ( ) ( ) ,n m n m n mc f t f t dt   ‌

)‌همياٍ‌سمَیجی‌ه٦بی‌‌هی‌سَاى‌ًَٙز‌(19-3)‌ٍَٝر‌َٙى‌آى‌ٍا‌ثِ‌‌(‌ثَٗ‌ُى17‌ُ-3اگَ‌َٕی‌ًبهشٌبّی‌)

2ثَٙی 1k

Mf f‌(‌ِ1-4-3ىٍ‌ل٢ی)هلبٕجِ‌ٙيُ‌إز‌)‌

(3-19)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌      ‌‌
2 1

2 1

, ,

0 0

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),

k

k
M

T

M n m n m

n m

f t f t c t C t f t




 

    ‌

)‌سَاًْبىُ،‌‌T(،19-3هؼبىلِ‌)ىٍ‌ )t‌ٍC2هبسَیٔ‌ّبی‌‌ ( 1)km M  ‌‌ِهی‌ثبٌٙي‌(21-3فَم‌)ثؼيی‌ث.‌

(3-21)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌  ‌‌‌‌‌‌‌‌‌    ‌‌0,0 0,1 0, 1,0 1, (2 1),0 (2 1),

0,0 0,1 0, 1,0 1, (2 1),0 (2 1),

( ) [ , , , , , , , , , ]
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      
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 

 



‌ ‌ٍالغ ‌ىٍ ‌ثبُُ ‌ٍٍی ‌ثَ ‌ٙيُ ‌ًَهبل ‌ثًَٚشبیي ‌إز‌(0,1]هَػه ‌یىِ ‌وِ‌‌هشؼبهي ‌إز ‌ٍٍٙي ٍ

, ,{ ( ) ( ) : , 1,2,...,2 1,  , 0,1,2,..., } 
   k

n m n mx t n n m m M ی‌‌ ‌هشؼبهي‌یىِ‌ٍٍی‌ثبُُ یه‌هؼوَػِ

[0,1) [0,1)2ٍ‌ّوـٌیي‌١َة‌ىاهلی‌سٚىیل‌هی‌ىّي‌, , , , ([0,1) [0,1))
( , )n m n m i j i j L
       

 ثِ‌ٍَٝر‌‌
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, , , , , , , ,([0,1) [0,1)) 0 0

1 1
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n m n m i j i j n m n m i j i jL
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x x dx t t dt

       

   

       

   



 

 

 

, , , ,                       .n i m j n i m j      

‌

2سبثغ‌اوٌَى‌هی‌سَاى‌.‌هی‌ثبٙي 2( )u L R0,1]‌ثبُُ‌وِ‌ثَ‌ٍٍی‌‌) [0,1)3)ثِ‌ٍَٝر‌‌‌سؼَیف‌هی‌َٙى‌ٍا‌-

,2وِ‌ىٍ‌آى‌(‌ث‌٤ٖىاى21 , , , , ([0,1) [0,1))
(  , )m n n m n m n m L

d u      
إز‌‌.‌

(3-21)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌     ‌‌‌‌
2 1 2

0

1

, ,

0

, , ,

0 0
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k k

n m n m n m n

n m

m

n m

u x t d x t
  

  



   

 

  ‌

‌ىٍ‌ًظَ‌گَفشِ‌هی‌َٙى‌(22-3)ثِ‌ٍَٝر‌‌(‌21-3)سمَیت‌ل٦غ‌ٙيُ‌ای‌اُ‌َٕی‌كبل‌

(3-22)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

2 1 2 1

, , , , ,

0 0 0 0

2 1 2 1

, , , , ,

0 0

2 1

, , ,

0 0

0 0

( , ) ( ) ( )

           ( ) ( )( )

           ( ) ( ),

k k

k k

k

M M

n m n m n m n m

n m n m

M M

n m n m n m n m

n m

M
T

n m n m n m

n m

n m

u x t d x t

x t d

x D t

 

   

    

 

   

 



 

 







 

  



 

 

 

‌

,n mD‌ٍ( )t‌ّ‌ٔ2)بی‌هبسَی 1) 1k M ،هی‌ثبٌٙي‌(23-3)ثِ‌َٙف‌‌‌

(3-23)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌, , ,1,0 , ,1,1 , ,1, , ,2 1,0 , ,2 1,1 , ,2 1,

1,0 1,1 1, 2 1,0 2 1,1 2 1,

( ... ... ... ) ,

( ) ( ( ) ( ) ... ( ) ... ( ) ( ) ... ( )) .

k k k

k k k

T

n m n m n m n m M n m n m n m M

T

M M

D d d d d d d

t t t t t t t

  

  



       
‌

2,...,0,1,2,3وn‌‌َِّ ثِ‌اُای‌‌فَٟ‌وٌیي 1kn  ‌،nٍnDثِ‌فَم‌
,0 ,1 ,( ... )Tn n n n MD D D D‌‌‌ٍ

,0 ,1 ,( ) ( ( ) ( ) ... ( ))n n n n Mx x x x    ‌ٙآًگبُ‌ىاٍین‌يٌثب‌،‌

(3-24)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

2 1 2 1

, ,

1 0 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),

k kM
T

n m n m n n

n m n

u x t x D t x D t
 

  

    ‌

)اگَ‌ )T x‌ٍِD(‌ث25‌ِ-3(‌‌ثِ‌ٍَٝر‌)24-3فَم‌هبسَیٖی‌هؼبىلِ‌)‌آًگبُ‌ي،ًسؼَیف‌َٙ‌(24-3)ثِ‌ٍَٝر‌‌

‌ىٕز‌هی‌آیي
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(3-24)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

1

2

1 2 1

2 1

( ) ( ( ), ... , ( )), ,




 
 
     
 
  
 

k

k

T

D

D
x x x D

D

‌

(3-25‌‌‌)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌( , ) ( ) ( ).Tu x t x D t  

‌هؼبىلِ، ‌ایي )2هبسَیٖی‌Dىٍ 1) ( 1)2   k kM Mثؼيی‌‌‌ ٍ‌ ‌ٍَٝرهبسَی‌١َایتإز ‌ثِ ٔ‌(3-26‌)

‌ي.ًكبٝل‌هی‌َٙ

(3-26)‌‌‌‌‌‌‌‌1 1

, , , , ,
0 0

( ) ( , ) ,   , 1,2,...,2 1,  , 0,1,.( .., .) k

n m n m n m n mc x x t dxdt n n m m Mt u    
     ‌

‌آًبلیِ‌ه٦ب‌3-4

ىٍ‌ٍٍْٙبی‌ػيىی‌ّيف‌اُ‌سللیل‌ه٦ب‌همبیِٖ‌ػَاة‌ػيىی‌ثب‌ػَاة‌ىلیك‌إز،‌ىٍ‌ایي‌ثو٘‌ثب‌سَػِ‌ثِ‌

 إشفبىُ‌اُ‌سَاثغ‌هشؼبهي‌ّيف‌همبیِٖ‌ػَاة‌ػيىی
M fػَاة‌ىلیك‌ثبfىٍ‌ایي‌‌‌ [12]ثب‌سَػِ‌ثِ‌.إز‌

Mوِ‌ثو٘‌فَٟ‌هی‌وٌین fسبثغثْشَیي‌سمَیت‌ثَای‌‌f‌.إز‌

f(0,1]: ‌فَٟ‌وٌیي‌قضیِ: 3-4-1 ‌‌ِ0,1]1إز‌ثِ‌لٖوی‌و)Mf C ‌‌ٍ,

0

M

M k k M

k

f c B


 ‌

ثَ‌ٍٍی‌‌fثْشَیي‌سمَیت‌ثَای‌سبثغ
0, 1, ,{ , ,..., }M M M MS Span B B B‌‌،آًگبُ‌وَاى‌ثبلای‌ه٦ب‌ثِ‌‌ثبٙي

)وِ‌ىٍ‌آى‌‌(‌كبٝل‌هی‌َٙى27-3ٍَٝر‌) 1)

[0,1) | ( ) |M

tMax f t

‌.إز‌

(3-27)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌      ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌2 2 1[0,1)

1
.

( 1)!2 
 


M ML

f f
M

‖ ‖
 

M،  [12]‌هَػغثَّبى:‌ثب‌سَػِ‌ثِ‌ fسبثغ‌ثْشَیي‌سمَیت‌ثَای‌fٍٍی‌S‌‌.اُ‌آًؼبیی‌وِ‌سبثغ‌‌إزf‌‌‌َث

pI وِ‌فَٟ‌وٌیي‌‌،بٍ‌ث٦ٍَ‌دیَٕشِ‌هٚشك‌دٌیَ‌إزث ٥1Mجك‌ف١َیبر‌ل٢یِ‌سبثؼی‌إز‌وِ‌ f‌‌ِؿٌي‌ػول

,...,0,1ىٍ‌ًمبf‌‌٣ای‌ىًٍٍیبة‌سبثغ ,  ii M t‌‌ِّبی‌‌ٝفَو( 1)M ام‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ّبی‌ثًَٚشبیي‌هشؼبهي‌
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t(0,1]ثَ‌ٍٍی‌ ‌‌ ‌اُ‌ه٦بی‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ىًٍٍیبة‌ٍ‌هبوٖین‌ه٦بی‌ه٦لك‌‌‌.ثبٙيّٖشٌي، اوٌَى‌ثب‌إشفبىُ

‌ؿٌي‌ػولِ‌ای‌ثًَٚشبیي‌هشؼبهي‌ىاٍین‌

2

1

 [0,1) 1 2 1[0,1)

1
| ( ) | .

( 1)!2

M

p t M ML

d
f I f Max f t

dt M



  
 


‖ ‖‌
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   

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‌ثِ‌‌لن: 3-4-2 2,...,0,1اُای‌َّ 1kn  ‌ ‌1فَٟ‌وٌیي،
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2 2
n k k

n n
f


‌‌.‌‌ n(0,1]:اگَ nF f ‌
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   تقزیت هَجک ثزًشتبیي هتؼبهد کزاى خطب ثزای 3-4-3

‌.ُ‌هی‌َٙىوَاى‌ه٦ب‌ٍا‌ثَای‌سمَیت‌ثَٕیلِ‌ی‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌هشؼبهي‌ثِ‌ىٕز‌آٍٍىثب‌سَػِ‌ثِ‌ل٢یِ‌ُیَ‌
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‌‌اگَ :قضیِ  3-4-4 ‌اُای i,...,0ثِ M،:[0,1)f ‌‌ ‌ثبٙي ٍ( )| |if ‌‌ ‌آًگبُ ‌ثبلای ‌ثِ‌وَاى ه٦ب

‌ٍَٝر‌ُیَ‌كبٝل‌هی‌َٙى.
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2kxآى‌اُ‌سغییَ‌هشغیَ‌ t n ‌.إشفبىُ‌ٙيُ‌إز‌
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(3-31)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
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‌هميه4-1‌ِ

‌سَػِ‌ثِ‌ایي‌ثو٘‌اُ‌ٍٕبلِ‌ىٍ‌ هبسَیٔ‌ّبی‌ػولیبسی‌اًشگَال‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌اُ‌هَسجِ‌ٝلیق‌ٍ‌وَٖی‌ثب

،‌دبلٔ‌-ثلان‌ه٦َف‌ٙيُ‌إز.‌ثَای‌ایي‌هٌظٍَ‌ثو٘‌اٍل‌اُ‌ایي‌فٞل‌ثِ‌هؼَفی‌سَاثغ‌‌دبلٔ‌-ثلان‌سَاثغ‌

‌اُ‌آًْب‌ٍ‌ّوـٌیي‌هبسَیٔ‌ػولیبسی ‌إشفبىُ ‌-ثلان‌‌اًشگَال‌سَاثغ‌هَٞٝیبر‌آًْب،‌ؿگًَگی‌سمَیت‌سَاثغ‌ثب

ىٍ‌ثو٘‌ىٍم‌ٍ‌،‌ىٍ‌ثو٘‌اٍل‌اهشٞبٛ‌ىاىُ‌ٙيُ‌إز‌ٍ‌ىٍ‌ًْبیز‌ثب‌سَػِ‌ثِ‌س١َیلبر‌اٍائِ‌ٙيُ‌دبلٔ

هبسَیٔ‌ػولیبسی‌اًشگَال‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌اُ‌هَسجِ‌ٝلیق‌ٍ‌وَٖی‌هؼَفی‌ٍ‌ث٥‌ٍَِ‌هفٞل‌َٙف‌ىاىُ‌َٕم‌

‌ًَٙشِ‌ٙيُ‌إز.‌‌[13]‌هَػغایي‌ثو٘‌اُ‌ٍٕبلِ‌ثب‌سَػِ‌ثِ‌‌ٙيُ‌إز.

 دبلٔ‌-ثلان‌ثغ‌هشؼبهي‌سىِ‌ای‌طبثزَاس‌‌‌‌4-2

‌ثوَٞٛ‌ىٍ‌هؼوَػِ‌ای‌اُ‌سَاثغ‌ّٖشٌي‌وِ‌ثِ‌ػٌَاى‌اثِاٍ‌هفیيی‌ىٍ‌آًبلیِ‌ػيىی‌ٍ‌ سَاثغ‌هشؼبهي‌سىِ‌ای‌طبثز

‌ایي‌هؼوَػِ‌اُ‌سَاثغ‌ثَای‌اٍلیي‌ثبٍ‌ىٍ‌ٕبل‌گَفشِ‌هی‌ًَٙيثٖیبٍ‌هٍَى‌إشفبىُ‌لَاٍ‌هٌْيٕی‌ثَق‌ٍ‌وٌشَل‌ .

‌ٍ‌الىشًٍَیه‌ثَق‌‌هٌْيٕبى‌‌ث21‌ِس‌٤َّٕبٍه1969‌َٓ س‌٤َٕىاًٚوٌياى‌‌1976ٕذٔ‌ىٍ‌ٕبل‌‌هؼَفی‌ٙي.

‌ 24ٍ‌سٖی‌23،‌ؿي1977ٍ‌ىٍ‌ٕبل‌ي‌ًٍَى‌ه٦بلؼِ‌لَاٍ‌گَفشِ‌ٙيه‌ 22ٙبسَل‌هیٍ‌ى‌ 21ٕبهی‌گذلاثٍِگی‌ّوـَى‌

‌ ‌ئل‌وٌشَل‌ثِ‌ىٕزثب‌ّيف‌وبّ٘‌دیـیيگی‌ػولیبر‌ىٍ‌كل‌هٖبهبسَیٔ‌ّبی‌ػولیبسی‌اًشگَال‌ایي‌سَاثغ‌ٍا

،‌ّبٍ،‌ٍاىهبؿَ‌ٍ‌ٍال٘‌اٙبٍُ‌دبلٔ‌-ثلان‌سَاثغ‌‌اثغ‌سىِ‌ای‌طبثز‌هی‌سَاى‌ثَِاُ‌ػولِ‌سَاثغ‌هْن‌س‌.يًىآٍٍ

إز‌لٌا‌ثَای‌آٌٙبیی‌ثیٚشَ‌ثِ‌‌دبلٔ‌-ثلان‌اُ‌آًؼبیی‌وِ‌ىٍ‌ٍٕبلِ‌كب١َ‌سوَوِ‌اٝلی‌ثَ‌ٍٍی‌سَاثغ‌.‌ىاٙز

ٍ‌ٕذٔ‌‌ٍیْگی‌ّبی‌آًْب‌‌هٍَى‌ثٍَٕی‌إز‌هؼَفی‌ایي‌سبثغ‌ىٍ‌كبلز‌یه‌ثؼيی‌ٍ‌ىٍ‌ثؼيی‌دَىاهشِ‌ٙيُ‌

‌.لَاٍ‌گَفشِ‌ٙيُ‌إز

 یک ثؼدی پبلس -ثلاک تَاثغ   4-2-1

mهؼوَػِیه‌ ‌‌ُدبلٔ‌-ثلان‌سَاثغ‌سبیی‌ا( )BPFs0,1،‌ثِ‌اُای‌,..., 1j m  0]،‌‌ثَ‌ٍٍی‌ثبُُ‌ی, )T‌‌ِث

‌‌ي.ً(،‌سؼَیف‌هی‌1َٙ-4ٍَٝر‌)

                                           
20 Harmos 
21 Geplasami 
22 Decshatolo 
23 Chen  
24 Tesai  
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(4-1)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
( 1)

1,             ,
( )

0,            .
j

jT j T
t

b t m m

otherwise


 

  



 

mوِ‌ىٍ‌آى ،‌1َهظجز‌إز،‌كبل‌اگ‌ٍ‌ٝلیق‌ػيىی‌T ‌‌‌ُثبٙي‌آًگبBPFsسؼَیف‌هی‌َٙى.‌(0,1]ثَ‌ٍٍی‌‌

 یک ثؼدی پبلس -ثلاک تَاثغ  ٍیژگی ّبی  4-2-2

‌ي.ًُیَ‌ٍا‌ٙبهل‌هی‌َٙ‌ٍیْگی‌ّبییه‌ثؼيی‌‌دبلٔ‌-ثلان‌سَاثغ‌

 :هؼِا‌ثَىى‌ 

(4-2)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
2 ,        ,

   0,     

(

          

) ( )

     
(

 .
( )

 
) i

j

i

i

b t b t
b t b t

i j

i j

 
 






‌

 هشؼبهي‌ثَىى:‌

(4-3)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
0

            

0,      
( ) (

   
)

   

T

i jb
h i j

dt
i

t b t
j


 


 

 ثَىى:وبهل‌‌‌

‌mٌّگبهی‌وِ‌دبلٔ‌–ثلان‌‌هشؼبهي‌هؼوَػِ‌سَاثغ   [9] ثِ‌ٕوز‌‌هیل‌وٌي‌وبهل‌إز‌ثِ‌ایي‌‌

)هؼٌی‌وِ‌ثَای‌َّ‌سبثغ‌كمیمی‌وَاًياٍ‌ )f x0]وِ‌ٍٍی‌ثبُُ‌ی‌‌, )Tث٥‌ٍَِ‌هَثغ‌اًشگَال‌دٌیَ‌ثبٙي‌‌

‌ىاٍین‌

2 2 2

0
1

( ) || ( ) ||
T

i i

i

f x dx f x




ٍ‌ًَم‌سبثغ‌( )i xثِ‌ٍَٝر‌‌ 
1

22

2
0

|| ( ) || ( )
T

i ix x dx  ‌.إز‌

 ِثَىى‌هشؼبهي‌یى: 
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ثِ‌یه‌هؼوَػِ‌‌ٍا‌ْبآً‌ٍلی‌هی‌سَاى‌يٌ(‌هؼوَػِ‌ی‌هشؼبهي‌یىِ‌ًیٖش1-4سَاثغ‌)‌ثب‌ٍػَى‌ایٌىِ‌هؼوَػِ

)دبلٔ‌-ثلان‌هشؼبهي‌یىِ‌اُ‌سَاثغ‌ )jb t‌‌،ثب‌فَٟ‌سجيیل‌ًوَىT
h

m



(‌كبٝل‌4-4هؼبىلِ‌هشؼبهي‌یىِ‌)،‌

‌هی‌َٙى

(4-4)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌,              ( 1) ,
( )

0,      

1

.

j

jh t j h
b t

otherwise

h


  

 



 

 یک ثؼدی پبلس -ثلاک تقزیت تَاثغ ثب استفبدُ اس تَاثغ   4-2-3

‌ ‌هشؼبهي 1ىًجبلِ
 0{ }m

j jb



‌ ‌ف٢بی ‌ثَای ‌ای ‌دبیِ ‌ػٌَاى ‌ثِ ,0])2ٍا ))L Tثگیَیي‌‌ ‌ًظَ ‌وِ‌ىٍ  سبثغ‌٥ٍَی

2([0, ))f L Tسمَیت‌سبثغ‌‌‌‌ ‌ثَ‌ٍٍی‌ثبُُ‌ی‌‌fثبٙي. ‌سَػِ‌ثِ‌دبیِ‌ّبی‌ىٍ‌ًظَ‌گَفشِ‌ٙيُ ,0]ثب )T‌‌ِث

‌َٙى(‌كبٝل‌هی‌5-4ٍَٝر‌)

(4-5)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
' 1

0

( ) ( ),  
m

j j

j

f t f b t




  

‌يٌ(‌ثِ‌ىٕز‌هی‌آی6-4ي‌وِ‌ثِ‌ٍَٝر‌)ٌهی‌ثبٙ‌دبلٔ‌-ثلان‌‌سَاثغ‌١َایتّب‌‌jfوِ‌ىٍ‌آى‌

(4-6)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ 
 

 
2

,  ,  
      

|| ||, 
0,1,..., 1,

j j

j

jj j

f b f b
f

b
m

b
j

b
   

‌.(‌ٍا‌ىاٍین7-4ا٥‌َُفی‌)

(4-7)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌2 2

0 ( 1)
|| || ( )  = ,

T jh

j j
j h

b b t dt dt h


   

‌(‌كبٝل‌هی‌َٙى.8-4ثِ‌ٍَٝر‌)‌jfثٌبثَایي

 (4-8)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
0 ( 1)

1
( ) ( )  ( ) .

T jh

j j
j h

f f t b t dt f t dt
h 

   
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 دٍ ثؼدی پبلس -ثلاک تَاثغ   4-2-4

ىٍ‌هشغیَُ‌ٍا‌ىاٍا‌‌لبثلیز‌گٖشَٗ‌ثِ‌سَاثغایي‌سَاثغ‌یه‌ثؼيی‌هؼَفی‌ٙي،‌‌دبلٔ‌-ثلان‌اثغ‌َىٍ‌ثو٘‌لجل‌س

‌.هی‌ًبهٌيىٍ‌ثؼيی‌‌ٍا‌ُىٍ‌هشغیَ‌ٍ‌ثؼيیهشغیَُ‌ٍا‌یه‌سه‌‌دبلٔ‌-ثلان‌سَاثغ‌‌ا٦ٝلاكبً.‌هی‌ثبٌٙي

‌1ىٍ‌ثؼيی‌ٍٍی‌هٖش٦یل‌دبلٔ‌-ثلان‌ثغ‌سَا‌هؼوَػِ 1[0, ) [0, )T T‌ِ‌1ثِ‌لٖوی‌و 1[0, )t T‌ٍ2 2[0, )t T‌،

1 1 2 20,1,... 1,   0,1,... 1j m j m    ،2 1 ,m m ‌ٍ‌ ‌اهشیبٍی ‌هظجز ‌ٝلیق 1اػياى 2
1 2

1 2

,
T T

h h
m m

 
 

ثِ‌‌،

‌ي.ً(‌سؼَیف‌هی‌9َٙ-4ٍَٝر‌)

(4-9)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
1 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

, 1 2

1,         ,

0,            

( 1) ,    ( 1)

  
( , )

 .
j j

j h t j h i
b

ot

h t j h
t t

herwise

     
 


 

‌(‌هی‌ثبٙي11-4)‌(،‌هؼبىل9ِ-4ی‌اُ‌هؼبىلِ‌)ثیبى‌ىیگَ‌

(4-11)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1 1 2 2

1 2

1, 1 1 1, 2, 1 2 2,

, 1 2

1,         ,

0,               .

,    
( , )

j j j j

j j

t t t t t t
tb

otherwis
t

e

    
 


 

 دٍ ثؼدی پبلس -ثلاک تَاثغ  ٍیژگی ّبی  4-2-5

‌ُیَ‌ٍا‌ىاٍا‌هی‌ثبٙي.‌ٍیْگی‌ّبیىٍ‌ثؼيی‌‌دبلٔ‌-ثلان‌سَاثغ‌

 :هؼِا‌ثَىى‌

(4-11)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1 2 1 2

1 2 1 2

, 1 2 , 1 2 1 1 2 2

, 1 2 , 1 2

1 1 2 2

2 ( , ) = ( , ),        ,  ,
( , ) ( , )

                0,                         ,  .

i i i i

i i j j

t t t t i j i j
t t t t

i j i

b b
b b

j

  
 

 
 

 :هشؼبهي‌ثَىى‌

(4-12)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

1 2

1 2 1 2

1 2 1 1 2 2

, 1 2 , 1 2 1 2
0 0

 ,       ,  ,
( , ) ( , )

 0   ,          otherwise,

T T

i i j j

h h i j i j
t t t t dt dtb b

 
 


  
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 ثَىى:وبهل‌‌

mَّ‌گبُ‌یه‌ثؼيی‌‌دبلٔ-ًیِ‌ّوبًٌي‌سَاثغ‌ثلان‌ىٍ‌ثؼيی‌دبلٔ‌-ثلان‌هؼوَػِ‌سَاثغ‌ .وبهل‌إز‌،‌‌

 دٍ ثؼدی پبلس -ثلاک ثب استفبدُ اس تَاثغ  دٍثؼدی تقزیت تَاثغ  4-2-6

ىًجبلِ‌هشؼبهي‌
1 2 1 2

1 21, 1
 0, ,{ }

m m

j j j jb
  


1ٍا‌ثِ‌ػٌَاى‌دبیِ‌ای‌ثَای‌ف٢بی‌

2 2

2[0, ) ,) ))( ([0L TLT ىٍ‌ًظَ‌ثگیَیي‌ث٥‌ٍَِی‌‌

‌سبثغ 1 وِ 2

2 2( )[0, ) [0, )( )L Lf T T ‌ ‌‌ ‌سمَیت‌سبثغ ‌fثبٙي. ‌ثِ‌‌ ‌ٙيُ ‌گَفشِ ‌ًظَ ‌ّبی‌ىٍ ‌دبیِ ‌ثِ ‌سَػِ ثب

‌(‌هی‌ثبٙي13-4ٍَٝر‌)

(4-13)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 , , 1 2

1 1

( , ) ( , ),  
m m

j j j j

j j

f t t f b t t
 

 

 

وِ‌ىٍ‌آى‌
1 2,j jfيٌ(‌ثِ‌ىٕز‌هی‌آی14-4هی‌ثبٙي‌وِ‌ثِ‌ٍَٝر‌)‌دبلٔ‌-ثلان‌١َایت‌سَاثغ‌‌‌

(4-14)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ 
 

 
1 2 1 2

1 2

1 21 2 1 2

1

, ,

, 2

,, ,

1 2 20,1,..., 1,   
,  ,

     0,1 ,...
|| ||,

, 1
 

j j j j

j j

j jj j j j

f b f b
f

bb b
j m j m     

‌(‌ٍا‌ىاٍین‌15-4ٍ‌ا٥‌َُفی‌)

(4-15)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 11

2 2 2

, 1 2 , 1 2 1 2 1 2
0 0 ( ) ( )

|| ( , ) || ( , )  = .
j h j h

j j

T T

j j j j
h h

b t t b t t dt dt dt dt h
 

     

ثٌبثَایي
1 2,j jf‌(كبٝل‌هی‌َٙى.16-4ثِ‌ٍَٝر‌‌)‌

 (4-16)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 11

, 1 2 1 2 , 1 2 1 2 1 2 1 220 0 ( ) ( )

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .

j h j h

j j

T T

j j j j
h h

f t t f t t b t t dt dt f t t dt dt
h  

     

‌ثِ‌سؼَیف‌هبسَیٔ‌ػولیبسی‌اًشگَال‌ایي‌سَاثغ‌دَىاهشِ‌هی‌َٙى.‌هؼَفی‌ٙيًي‌دبلٔ‌-ثلان‌اوٌَى‌وِ‌سَاثغ‌

 پبلس -ثلاک هبتزیس ػولیبتی اًتگزال تَاثغ   4-2-7

‌(‌هؼَفی‌هی‌َٙى.17-4ثِ‌ٍَٝر‌ثَىاٍی‌ثِ‌فَم‌)‌دبلٔ‌-ثلان‌سبثغ‌

(4-17)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0 1 1( ( ), ( ), , ( )) .T

m mB b t b t b t  
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mF ‌ٔ2)ًبهیيُ‌هی‌َٙى‌وِ‌یه‌هبسَیٔ‌دبلٔ‌-ثلان‌ل‌سَاثغ‌اًشگَا‌ػولیبسی،‌هبسَی 1) (2 1)k kM M  ‌

‌(‌هی‌ثبٙي.18-4ثؼيی‌ثِ‌ٍَٝر‌)

(4-18)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
0

( ) ( ),m m

t

mB x dx F B t   

mFوِ‌هبسَیٔ‌ ‌(‌ِسؼَیف‌ٙيُ‌إز.19-4ىٍ‌ٍاث٦‌)‌

‌(4-19)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

1
1 1 1

2
2 2

2

0
.2

0 0 0
2

m

mF

h
h h h

h
h h

h 



 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

‌

‌هبسَیٔ‌ػولیبسی‌اًشگَال‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌اُ‌هَسجِ‌ٝلیق‌‌‌‌4-3

هشؼبهي،‌هی‌ّبی‌‌BPFsثبٙي،‌آًگبُ‌ثب‌إشفبىُ‌اُ‌‌(0,1]‌ثبُُ‌ی‌ثَ‌ٍٍی‌اًشگَال‌دٌیَ‌هَثغ‌،‌سبثؼیfاگَ‌سبثغ

‌(‌‌سمَیت‌ُى21-4ثِ‌فَم‌)‌ٍا‌‌fسَاى‌سبثغ

(4-21)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
1

0

( ) ( ) ( ),
m

T

i i m

i

f t f b t t






 f B 

,...,0,1ثِ‌اُای‌وِ‌ىٍ‌آى‌ 1,i m  ‌،1

0
( ) ( )i if m f s b s ds ‌‌ٍإز‌ , m f Bثِ‌ٍَٝر‌ُیَ‌سؼَیف‌هی‌‌

‌ًَٙي

(4-21)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0 1 1 0 1 1][ , , , ,  [ ( ), ( ), , ( )] .m

T

m m

Tf f f b t b t b t   f B 

‌اُای‌فَٟ‌وٌیي ,i،1,2َّ‌ثِ ,i m ‌ ‌ٍَٝر‌ ‌ثِ ‌هللی ‌ّن ‌2ًمب٣ 1

2
i

i
t

m





‌‌ثبٙي.‌ ‌سَاى‌اوٌَى ‌هی

2)ٍا‌ثَ‌كٖت‌هؼوَػِ‌هشؼبهيثًَٚشبیي‌ 1)k Mسمَیت‌ُى‌(22-4ثِ‌ٍَٝر‌)‌دبلٔ‌-ثلان‌سبیی‌اُ‌سَاثغ‌‌‌

(4-22)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌( ) ( ),m m mt B t   
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1وِ‌ىٍ‌آى 2( ) (  ) ( )( )m mm t t t      ‌‌ٔثلان‌اًشگَال‌هبسَیٔ‌ػولیبسی‌‌هی‌ثبٙي.‌‌١َایتهبسَی-‌

25‌mFدبلٔ (‌سؼَیف‌هی‌َٙى.23-4ثِ‌فَم‌)‌(0,1]ثَ‌ٍٍی‌ثب26‌‌ُُاُ‌هَسجِ‌ٝلیق‌‌

(4-23)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
0

( ) ( ),m m

t

mB x dx F B t   

1وِ‌ىٍ‌آى‌ثب‌فَٟ
h

m



‌،mF ‌ٔ2)یه‌هبسَی 1) (2 1)k kM M  (‌هی‌ثبٙي.24-4ثِ‌ٍَٝر‌)ثؼيی‌‌‌

(4-24)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

1/ 2 1 1 1 1

0 1/ 2 1 1 1

0 0 1/ 2 1 1
: ,

0 0 0 1/ 2 1

0 0 0 0 1/ 2

mF h

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

mFهبسَیٔ‌ىٍ‌ٍالغ‌ ٌِػول‌هی‌وٌي‌ٍ‌ىٍ‌سؼِیِ‌ٍ‌سللیل‌ٍ‌آًبلیِ‌‌دبلٔ‌-ثلان‌سَاثغ‌‌،‌ثِ‌ػٌَاى‌اًشگَال‌ىٍ‌ىاه

‌ ‌ َّ‌ ‌ثله‌دبلٔ‌ىاهٌِ ‌إز.سبثغ ‌هَطَ ‌‌ثٖیبٍ ‌هبسَیٔ‌ػولیبسیاوٌَى ‌ىٕز‌آٍٍىى ‌ثِ هَػه‌‌اًشگَال‌ثَای

mPاُ‌هَسجِ‌ٝلیق‌)‌‌27ثًَٚشبیي ،)(‌ٍا‌ىاٍین25-4هؼبىلِ‌)‌‌فَٟ‌وٌیي‌‌

(4-25)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

(2 1) (2 1)0
( ) ( )( ) ( ).k k

t

M Mmx dx P t P t   
    

‌ىاٍین‌(‌ٍا‌26-4هؼبىلِ‌)‌،(23-4(‌ٍ‌)22-4ثب‌إشفبىُ‌اُ‌هؼبىلار‌)

(4-26)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌(2 1) (2 1) (2 1)

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1)

( )( ) ( )( )

               ( ),

k k k

k k k k

M M M

M M

m

M M

mP t P B t

F B t

   

    

 

 

‌(‌كبٝل‌هی‌َٙى.27-4(،‌هؼبىلِ‌)26-4(‌ٍ‌)25-4)‌ٍاث٦ِثب‌سَػِ‌ثِ‌

                                           
25 Block - pulse operational matrix of  integration 
26 Integer order 
27 Bernstein wavelets  operational matrix of  integration 
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(4-27)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1)
( ) ( ).k k k k k kM M M M M M

P t F B t
       

 
 

‌‌ىٕز‌هی‌آیي.‌(‌ث28ِ-4(‌هؼبىلِ‌)22-4ٍ‌ىٍ‌ًْبیز‌ثب‌سَػِ‌ثِ‌هؼبىلِ‌)

 (4-28)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1

(2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1) (2 1)
.k k k k k kmm M M M M M

P F 

          

 

‌اُ‌‌هَسجِ‌وَٖی‌‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌اًشگَالػولیبسی‌‌هبسَی4-4‌‌‌‌ٔ

(‌34-4ثِ‌ٍَٝر‌)‌هَسجِ‌وَٖی‌اُ‌دبلٔ‌-ثلان‌‌سَاثغ‌اًشگَال‌ثِ‌سؼَیف‌هبسَیٔ‌ػولیبسی‌28ولیىوي   [13]ىٍ

ثِ‌هؼَفی‌هبسَیٔ‌ػولیبسی‌اًشگَال‌‌هَػغَػِ‌ثِ‌سؼبٍیف‌هَػَى‌ىٍ‌ایي‌إز.‌ایي‌ثو٘‌اُ‌ٍٕبلِ‌ثب‌س‌دَىاهشِ

‌هی‌َٙى.هَػه‌ثًَٚشبیي‌اُ‌هَسجِ‌وَٖی‌دَىاهشِ‌

‌(‌ثبٙي29-4ثِ‌ٍَٝر‌)‌اُ‌هَسجِ‌وَٖی‌دبلٔ‌-ثلان‌فَٟ‌وٌیي‌هبسَیٔ‌ػولیبسی‌اًشگَال‌

(4-29)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌( )( ) ( ),m mI B t F B t 

 

 

‌Fوِ‌ىٍ‌آى ‌ٔیه‌هبسَیm m ‌‌ِثِ‌ىٕز‌هی‌آیي‌(31-4هؼبىلِ‌)إز‌وِ‌ثب‌سَػِ‌ث‌

(4-31)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

1 2 3 1

1 2 2

1 3

1

1

0 1

0 0 11 1
,

( 2)

0 0 0 1

0 0 0 0 1

m

m

m
F

m







 
 
 
 

  
   

 
  
 







   

  

 





 

‌اُای‌َّ‌ ‌آى‌ثِ ‌ىٍ ,1,2وِ , 1k m   ‌‌ ،1 1 1( 1) 2 ( 1)k k k k        ‌.ثِ‌‌إز‌ ‌سَػِ ‌ثب اوٌَى

‌هؼَفی‌هبسَیٔ‌ػولگَی‌ ‌سؼبٍیف‌لجلی‌ثِ ‌هَسجاًشگَال ‌وَٖی‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌اُ ِPهی‌َٙى‌‌ ‌.دَىاهشِ

‌(‌ٍا‌ىاٍین31-4ٍاث٦ِ‌)‌فَٟ‌وٌیي

(4-31)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌( )( ) ( ).I t P t  

 

                                           
28 Kilicman 
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‌كبٝل‌هی‌َٙى(‌32-4(‌هؼبىلِ‌)31-4(‌ٍ‌)22-4ثب‌إشفبىُ‌اُ‌هؼبىلار‌)

(4-32)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
( )( ) ( ( ))

              ( ( ))

              ( ).

I t I B t

I B t

F B t

 

 

 

 





 

‌ثِ‌ىٕز‌هی‌آیي‌(33-4(‌ًشیؼِ‌)32-4(‌ٍ‌)31-4اُ‌هؼبىلار‌)

(4-33)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌( ) ( ).P t F B t  

 

(‌كبٝل‌34-4،‌هبسَیٔ‌ػولگَی‌اًشگَال‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌اُ‌هَسجِ‌وَٖی‌)(22-4ثب‌سَػِ‌ثِ‌هؼبىلِ‌)‌ًْبیشبَ‌ٍ

‌هی‌َٙى.

(4-34)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1.P F   

 

اُ‌آًؼبیی‌وِ‌‌هبسَیٔ‌ّبی‌ػولیبسی‌ًم٘‌ثٖیبٍ‌هَطَی‌ىٍ‌دیـیيگی‌هلبٕجبر‌ىاًٍي‌ٍ‌وبٍ‌وَىى‌ثب‌آًْب‌ثٖیبٍ‌

اُ‌هَسجِ‌ٝلیق‌ٍ‌وَٖی‌ىٍ‌ایي‌‌دبلٔ‌-ثلان‌ثب‌سَػِ‌ثِ‌هؼَفی‌‌هبسَیٔ‌ػولیبسی‌اًشگَال‌ٕبىُ‌هی‌ثبٙي،‌لٌا‌

یل‌ثب‌هٚشمبر‌ػِئی‌ثب‌إشفبىُ‌اُ‌هَػه‌سوبهی‌َٙای‌٤لاُم‌ثِ‌ػْز‌كل‌یه‌هؼبىلِ‌ىیفَاًٖاُ‌ٍٕبلِ‌‌ثو٘‌

هؼبىلار‌ثب‌ٍٍٗ‌هٌوٍَ‌دَىاهشِ‌ٍٕبلِ‌كب١َ‌ثِ‌كل‌ایي‌ًَع‌‌اُ‌ثو٘‌ثؼيیىٍ‌ثًَٚشبیي‌فَاّن‌ٙيُ‌إز‌لٌا‌

‌.هی‌َٙى

‌

‌

‌
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 پٌجنفصل 

 حل هؼبدلِ دیفزاًسیل جشئی کسزی ثب استفبدُ اس

 هَجک ثزًشتبیي 
‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌



51 

 

‌هميه5-1‌ِ

هٖبئل‌ٍالؼی‌ثِ‌هَثی‌ثب‌هؼبىلار‌ىیفَاًٖیل‌ثب‌هٚشمبر‌ػِئی‌وَٖی‌هيل‌ثٌيی‌هی‌ثٖیبٍی‌اُ‌ديیيُ‌ّب‌ٍ‌

‌ػل ‌ىٍ ‌هْوی ‌هؼبىلار‌ًم٘‌ثٖیبٍ ‌ایي ٍ‌ ‌ًَٙي ‌وٌٌي. ‌هی ‌ایفبء ‌هٌْيٕی ‌هٌبٕت‌ثَای‌َم ‌كل ‌ٍاُ ‌ایيیبفشي

‌اُ‌یه‌ٍٍٗ‌ػيىی‌ثِ‌كل‌ ‌إشفبىُ ‌ایي‌فٞل‌ثب ‌ىٍ ایي‌ًَع‌هؼبىلار‌هی‌سمَیجی‌هؼبىلار‌هٚىل‌إز‌لٌا

ثب‌ًبم‌‌هبسَیٔ‌‌ٍٍٗ‌اٍائِ‌ٙيُ‌ىٍ‌ٍٕبلِ‌كب١َاٍل‌ثو٘‌‌فٞل‌ٙبهل‌ِٕ‌ثو٘‌هی‌ثبٙي‌وِ‌ىٍ‌َىاُین.‌ایيد

ث٥‌ٍَِ‌ثىبٍ‌ثَىُ‌ٍ‌سوبهی‌هَاكل‌ثَای‌كل‌هؼبىلار‌ىیفَاًٖیل‌ػِئی‌وَٖی‌‌ػولیبسی‌اًشگَال‌هَػه‌ثًَٚشبیي

‌هی‌َٙى ‌ىاىُ ‌َٙف ‌وبهل ‌ثو٘‌ىٍم ‌ىٍ ،‌ ‌ٍٍٙي‌ٙيىثِ ٍ‌ ‌ٍٍ‌ػْز‌َْٕلز‌هَاًٌيگبى ‌هَاكل ‌ٗثیٚشَ

ٍ‌ىٍ‌ًْبیز‌ىٍ‌ثو٘‌‌اٍائِ‌هی‌َٙى‌ىٍ‌كل‌هؼبىلار‌ىیفَاًٖیل‌ػِئی‌وَٖی‌،‌الگٍَیشن‌ٍٍٗ‌هي‌ًظَدیٌْٚبىی

‌.وبٍایی‌ٍٍٗ‌ثِ‌هَثی‌ٍٍٙي‌هی‌َٙى‌آهَ‌ثب‌ثٍَٕی‌هظبل‌ّبی‌ػيىی

‌ٍٍٗ‌هبسَیٔ‌ػولیبسی‌اًشگَال‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌ثَای‌كل‌هؼبىلِ‌ىیفَاًٖیل‌ػِئی‌وَٖی‌‌5-2

یي‌ثو٘‌اثشيا‌هؼبىلِ‌ىیفَاًٖیل‌ػِئی‌وَٖی‌هي‌ًظَ‌ٍا‌هؼَفی‌ًوَى‌‌ٕذٔ‌سه‌سه‌دبٍاهشَ‌ّبی‌هٖئلِ‌ٍا‌ىٍ‌ا

‌هلبٕجِ‌ًوَىُ‌ٍ‌ىٍ‌آهَ‌ػَاة‌هٖئلِ‌ٍا‌ثِ‌ىٕز‌هی‌آٍٍین

 شزح هؼبدلِ  5-2-1

 ٍا‌ىٍ‌ًظَ‌ثگیَیي‌(2-5ىلِ‌)یثب‌َٙای‌٤هَُی‌ىیَ‌(1-5)‌وَٖی‌هؼبىلِ‌ىیفَاًٖیل‌ػِئی

(5-1)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌( , , , , ,  ), 0 ,  1, 1 ,  2,
u u u u

F x t u
x x t t

   

   
   

   
    

    

(5-2)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0 0

1 1

( ,0) ( ), (0, ) ( ),

( ,1) ( ), (1, ) ( ), 

u x f x u t g t

u x f x u t g t

 

  

, وِ‌ىٍ‌آى‌  ,  ,   ‌‌،هَسجِ‌هٚشك‌وَٖیif‌‌ٍig0,1ثِ‌اُای‌‌i ‌‌ِثَ‌هٚشك‌دٌیَ‌سَاثؼی‌ث٦ٍَ‌دیَٕش

‌‌فَٟ‌هی‌وٌین‌ایي‌هؼبىلِ،‌‌ثَای‌كل‌‌.هی‌ثبٌٙي‌[0,1]ٍٍی‌ثبُُ‌ی

(5-3)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌( ) ( ),Tu
x U t

x t


  

 

 

  
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],وِ‌ىٍ‌آى ]i j m mU u  رهبسَیٔ‌هؼَْلا‌،‌(.)‌‌ِهی‌‌(21-3)ثَىاٍ‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌سؼَیف‌ٙيُ‌ىٍ‌هؼبىل

‌.إزىٍ‌ٍالغ‌ّيف‌اٝلی‌یبفشي‌هبسَیٔ‌هؼَْلار‌‌ٍ‌ثبٙي

 یبفتي هبتزیس هجَْلات 5-2-2

‌ثبیٖشی ‌إشف‌اوٌَى ‌سمَیت‌)ثب ‌اُ ‌َٙای‌٤)3-5بىُ ‌اػوبل ٍ‌ )5-2،)‌(‌ ‌هؼبىلِ ‌ّبی ‌دبٍاهشَ ‌1-5سوبهی یؼٌی‌(،

 ,  , ,  ,
u u u u

u
x t t x

   

   

   

   
(‌ػبیگٌاٍی‌َٙى‌ٍ‌ىٍ‌ًْبیز‌ىٕشگبُ‌ثِ‌ىٕز‌1-5ٍ‌ىٍ‌هؼبىلِ‌)‌سمَیت‌ُىٍُا‌‌

‌.سب‌ػَاة‌هؼبىلِ‌كبٝل‌َٙى‌ثب‌یىی‌اُ‌ٍٍٗ‌ّبی‌سىَاٍی‌كل‌َٙى‌آهيُ

 ‌u

x








u:‌ثَای‌هلبٕجِ‌‌‌

x








ىٍ‌ثو٘‌‌لیٍَیل‌-ٍیوبى‌سَػِ‌ثِ‌س١َیلبر‌اٍائِ‌ٙيُ‌اُ‌اًشگَال‌‌ثب‌‌

‌ا‌ُاُ‌هَسجِ‌وَٖی‌لیٍَیل‌-ٍیوبى‌‌گیَی‌اًشگَال‌ثب‌(،5-2-2كب١َ‌)ىٍم‌اُ‌ٍٕبلِ‌ ٍاث٥‌ِ٦َفیي‌،

‌‌‌‌‌(‌ثِ‌ىٕز‌هی‌آیي4-5هؼبىلِ‌)،‌tثِ‌(‌ًٖجز‌5-3)

(5-4)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0 0( ) ( ) | ( ) | .T

t t

u u u
x U P t t

x x t x
 

   
   

   

  


   

)‌0یبفشيثَای‌ ) | ,t

u

t x


 

 



‌(2٣َٙ‌ٍ-5ثب‌سَػِ‌ثِ‌َٙای‌٤هَُی‌)1( ,1) ( )u x f xهؼبىلِ‌وبفیٖز‌وِ‌ىٍ‌‌لٌا‌‌

‌‌ثِ‌ىٕز‌آٍٍى(‌5-5)‌ٍا‌ثِ‌ٍَٝر‌هؼبىلِػَاة‌‌لَاٍ‌ىاىُ‌ٍ ‌ٍا‌یه‌‌tهمياٍ‌‌(،5-4)

(5-5)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌01
0( ) | ( ) (1).T

t

ffu
x U P

t x x x


 
  

   




   

‌ىٕز‌هی‌آیيثِ‌(‌6-5(،‌هؼبىلِ‌)4-5)‌هؼبىلِ‌(‌ى5ٍ-5ثب‌ػبیگٌاٍی‌هؼبىلِ‌)

(5-6)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0 1( ) ( ) ( ) (1) (1 ) .T T f fu
x U P t t x U P t t

x x x

 
       

  

 
 

   

 
u

t








‌ ‌ثَای‌اٍُیبثی: uاوٌَى

t








‌اًشگَال‌گیَی‌‌‌، ‌ثب ‌وَٖی‌لیٍَیل‌-ٍیوبى ‌هَسجِ ‌‌،‌اُ ٥َفیي‌اُ

‌(‌ظبَّ‌هی‌َٙى7-5،‌هؼبىلِ‌)xًٖجز‌ثِ‌(3-5)هؼبىلِ‌
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(5-7)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0 0( ( )) ( ) | ( ) | .T

x x

u u u
P x U t x

t t x t
 

   
   

   

  


   

‌(‌2٣َٙ‌ٍ-5ىًٍظَ‌گَفشي‌َٙای‌٤هَُی‌)ثب‌ّوبًٌي‌لجل‌
1(1, ) ( )u t g tوبفیٖز‌xیه‌‌‌ ىٍ‌لَاٍ‌ىّین‌‌ٍا

‌ًَیٖی‌هی‌َٙى(‌ثب8ُ-5ؼبىلِ‌ثِ‌ٍَٝر‌)ًشیؼِ‌ه

(5-8)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0 1( ( )) ( ) ( (1)) ( ) (1 ) .T T g gu
P x U t x P U t x x

t t t

 
       

  

 
 

   

 uثَای‌یبفشي‌‌:u
‌

ٍ‌ثب‌سَػِ‌‌گَفشِ‌هی‌َٙى‌اًشگَال‌وَٖی‌اُ‌هَسجx‌‌ِ(‌ًٖجز‌ث6ِ-5اُ‌هؼبىلِ‌)

‌(‌ثِ‌ىٕز‌هی‌آیي9-5(،‌هؼبىلِ‌)2-5)‌َٙای‌٤ثِ

(5-9)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌( , ) ( ( )) ( ) ( ( )) (1)

            ( (1)) ( ) ( (1)) (1) ( , )

T T

T T

u x t P x U t t P x U P

x P U P t xt P U P H x t

     

      

  

    

)(،‌سبثغ‌9-5ىٍ‌هؼبىلِ‌) , )H x t‌(هی‌ثبٙي11-5ثِ‌ٍَٝر‌‌)‌

(5-11)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌         ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
0 0 0 0

1 1 1 1 0

0 0 0 1 1 1

( , ) ( ) (1 )( ( ) (0) (0))

             ( ( ) (0) (0)) ( ( ) ( ))

             (1 )( (1) (0) (0)) ( (1) (0) (0)).

   

    

       

H x t g t t f x f xf

t f x f xf x g t g t

x t f f f xt f f f

 

  ,
u u

t x

 

 

 

 
u:‌ثَای‌ثِ‌ىٕز‌آٍىى‌

x







‌‌ٍu

t







‌‌(‌ِثِ‌سَسیت‌ًٖجز‌ث9ِ-5وبفیٖز‌اُ‌هؼبىل‌)x‌ٍt،‌

گَفشِ‌َٙى‌)ثَای‌ایي‌ًَع‌هٚشك‌گیَی‌ٍػَع‌َٙى‌ثِ‌فٞل‌ىٍم‌ا‌‌ٍ‌‌ُوَٖی‌اُ‌هَسجِ‌ّبی‌هٚشك‌

 .((3-2ٍٕبلِ‌كب١َ‌ٍ‌ثو٘‌)

 

 یبفتي جَاة هسئلِ   5-2-3

‌ ‌ىٕز‌آهيُاوٌَى ‌ثِ ‌سمَیت‌ّبی ‌سوبهی ‌ػبیگٌاٍی ‌)‌ثب ‌هؼبىلِ ‌1-5ىٍ ‌ػبیگٌاٍی ‌ثب ٍ‌ ‌هللی‌‌( ‌ّن ًمب٣

2 1
, ,

2
i i

i
x y

m





‌ ،1, 2, . . . ,mi  ىاىى‌‌ ‌لَاٍ ‌ّوـٌیي‌ثب ‌هؼبىلار‌ٍ ‌(،‌ثؼبی‌سمَیت‌)‌(هٖبٍی‌)‌ىٍ

‌(‌‌كبٝل‌هی‌َٙى11-5بُ‌هؼبىلار‌ػجَی‌غیَ‌ه٦ی‌)ىٕشگ
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(5-11)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌( , , , , , ) 0, , 1,2,..., .
u u u u

F x y u i j m
x x t t

   
  

   

   

    

‌ثَای‌كل‌ایي‌ىٕشگبُ‌غیَ‌ه٦ی‌هی‌سَاى‌اُ‌یىی‌اُ‌ٍٍٗ‌ّبی‌سىَاٍی‌هبًٌي‌ٍٍٗ‌سىَاٍی‌ًیَسي‌إشفبىُ‌ًوَى

-5هؼَْلار‌ىٍ‌هٖئلِ‌)‌١َایتثب‌ػبیگٌاٍی‌‌ٍ‌ىٍ‌ًْبیز‌ػَاة‌سمَیجی‌كبٝل‌َٙىU هؼَْلار‌١َایت‌سب

ىاٍى‌لٌا‌ثَای‌ثَآٍٍى‌‌آًؼبیی‌وِ‌وبٍایی‌ٍٍٗ‌ّبی‌ػيىی‌ثٖشگی‌ثِ‌ه٦بی‌آًْب‌اُ‌‌.ُ‌هی‌َٙى(‌ثِ‌ىٕز‌آٍٍى9

‌(‌إشفبىُ‌هی‌َٙى.13-5(‌ٍ‌)12-5ه٦ب‌ی‌ٍٍٗ‌اُ‌هؼبىلار‌)

(5-12)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌0 1 1: max | ( , ) ( , ) | max | ( , ) ( , ) |,       x j m j j j jL u x T U x T u x t U x t 

(5-13)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌2 1/2

2

1

1
: ( | ( , ) ( , ) | ) .

m

j j j j

j

L u x t U x t
m





 

 

‌الگٍَیشن‌5-3‌ٍٍٗ

‌ىٍ‌ایي‌ثو٘‌الگٍَیشن‌ٍٍٗ‌اٍائِ‌ٙيُ‌ىٍ‌ٍٕبلِ‌كب١َ‌ثَای‌آٌٙبیی‌ثیٚشَ‌ٍ‌ٍٍٙي‌سَ‌ٙيى‌هَاكل‌ٍٍٗ

‌اٍائِ‌هی‌َٙى.دیٌْٚبىی‌ثِ‌َٙف‌ُیَ‌

‌.ثگیَیيىلِ‌ىٍ‌ًظَ‌یػِئی‌وَٖی‌‌ثب‌َٙای‌٤هَُی‌ىیَهؼبىلِ‌ىیفَاًٖیل‌ .1

,بر‌هٖئلِ‌هبًٌي،‌هف١ٍَ .2 , ,   1هَسجِ‌هٚشك‌وَٖی،‌سَاثغ‌‌ 0 ,f f‌‌ٍ0 1,g g‌ٍَ‌همبىی ,k Mوِ‌ثب‌‌

‌.اٍى‌وٌیيٍا‌ٍبیٖشی‌هلبٕجِ‌َٙى،‌سَػِ‌ثِ‌آى‌هٖئلِ‌ث

ٍ‌ثَىاٍ‌(‌ثٖبُیي14-3(‌ٍ‌)13-3ه٦بثك‌ثب‌هؼبىلار‌)‌‌ػولِ‌ای‌ّبی‌ثًَٚشبیي‌هشؼبهي‌ًَهبل‌ٙيُ‌ؿٌي .3

)هَػه‌ ) t‌ِثِ‌ىٕز‌آٍٍیي‌(21-3)‌ثب‌إشفبىُ‌اُ‌هؼبىل.‌

2هبسَیٔ‌،هَػهثب‌سَػِ‌ثِ‌ثَىاٍ‌ .4 1( )k Mثَای‌هؼَْلارثؼيی‌‌Cىٍ‌ًظَ‌ثگیَیي‌.‌

)سبثغ .5 , )H x t‌ِي.ًهلبٕجِ‌هی‌َٙ‌(26-3)‌إشفبىُ‌اُ‌هؼبىلِثب‌‌١َایت‌ٍ‌(‌11-5)‌ثب‌سَػِ‌ثِ‌ٍاث٦‌

‌.ىّیي‌سٚىیل‌هی‌،(27-4)ثب‌إشفبىُ‌ا‌‌ُثًَٚشبیي‌اُ‌هَسجِ‌وَٖی‌هَػههبسَیٔ‌ػولیبسی‌‌١َایت .6

‌سَػِ‌ثِ‌هبسَیٔ‌ .7 Pدبلٔ‌-ثلان‌هَػه‌ٍ‌هبسَیٔ‌ػولیبسی‌اًشگَال‌وَٖی‌‌١َایتثب
‌هبسَیٔ‌ 

‌.ػولیبسی‌اًشگَال‌وَٖی‌ٍا‌هلبٕجِ‌وٌیي
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‌.ػبیگٌاٍی‌وٌیي‌(1-5)‌هؼبىلٍِا‌ىٍ‌سوبهی‌سمَیت‌ّبی‌كبٝل‌ٙيُ .8

‌.‌(‌‌ثِ‌ىٕز‌آٍٍیي11-5)‌هؼبىلار‌ػجَیىٕشگبُ‌‌،ًمب‌٣ّن‌هللی‌ثب‌ػبیگٌاٍی .9

‌.ىٕشگبُ‌هؼبىلار‌ػجَی‌ٍا‌كل‌وٌیي‌ .11

(25-3)‌ثِ‌فَم‌‌ٍا‌ػَاة‌ىٕشگبُ .11
 
 ( , ) ( ) ( ) Tu x t x D tكل‌وٌیي‌.‌

‌.هلبٕجِ‌وٌیي‌(13-5(‌ٍ‌)12-5ثب‌سَػِ‌ثِ‌هؼبىلار‌)‌ه٦ب .12

‌هظبل‌ّبی‌ػيىی‌5-4

ىٍ‌ایي‌ثو٘‌ثَای‌ًٚبى‌ىاىى‌وبٍایی‌ٍٍٗ‌اٍائِ‌ٙيُ‌ىٍ‌ٍٕبلِ‌كب١َ‌ثِ‌ثیبى‌ِٕ‌هظبل‌ػيىی‌دَىاهشِ‌هی‌َٙى،‌

هَطَ‌ثَىى‌ٍٍٗ‌ث١ٍ‌َِف‌‌ٍػَى‌ىاٍى،‌ٕبیَ‌ٍٍٗ‌ّب‌وِ‌ًٖجز‌ثِ‌همبیِٖ‌ّبئیى٥‌ٍی‌َّ‌هظبل‌ثب‌ػياٍل‌ٍ‌

‌َم‌افِاٍ‌هشوشیىب‌ثَىُ‌إز..‌ثًَبهِ‌ّبی‌ًَٙشِ‌ٙيُ‌ىٍ‌ایي‌ثو٘‌ثب‌إشفبىُ‌اُ‌ًًٚبى‌ىاىُ‌هی‌َٙى

‌هظبل‌‌5-4-1

    (‌ىٍ‌ًظَ‌ثگیَیي.15-5(‌ٍا‌‌ثب‌َٙای‌٤اٍلیِ‌ٍ‌هَُی‌‌)14-5هؼبىلِ‌ىیفَاًٖیل‌وَٖی‌ػِئی‌)

(5-14)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
3/2 3/4 4/3

3/2 3/4 4/3

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ),

  
   

  

u x t u x t u x t
u x t f x t

x x t 

(5-15)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
2

2

( ,0) , (0, ) ,

( ,1) 1, (1, ) 1 .

 

   

u x x u t t

u x x u t t
 

2وِ‌ىٍ‌آى‌ 16 2 (3 / 4)
( , ) 4

5


   

x
f x t x t


)2سبثغ‌هؼلَم‌ٍ‌‌ , )  u x t x tػَاة‌ىلیك‌هٖئلِ‌هی‌‌

گَُ‌ای‌‌ ،‌ىٍ‌ثؼ٢ی‌اُ‌ًمب30‌L٣ٍ‌هبوٖین‌ه٦بی‌ه٦لك‌29‌2Lه٦بی‌ػٌٍ‌هیبًگیي‌هَثؼبرهمبىیَ‌‌‌.ثبٙي

( , ) [0,1]x t12ثِ‌اُای‌ mًٚبى‌ىاىُ‌ٙيُ‌إز.،‌(1-5)،‌ىٍ‌ػيٍل‌‌

                                           
29 Root-mean-square error‌
31 Absolute error‌
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‌دیٌْٚبىیٍٍٗ‌‌ه٦بی‌ه٦لك‌ثِ‌ىٕز‌آهيُ‌إُبلِ،‌ثیي‌ٍٍٗ‌اٍائِ‌ٙيُ‌ىٍ‌ٍ‌ٍ‌ثَسَی‌ثَای‌ًٚبى‌ىاىى‌وبٍایی‌

‌ٙيُ‌همبیِٖ‌ٍَٝر‌گَفشِ‌(2-5)ىٍ‌ػيٍل‌‌(  [9]‌هَػغاٍائِ‌ٙيُ‌ىٍ‌‌)ثب‌ه٦بی‌ه٦لك‌ٍٍٗ‌هَػه‌لْاًيٍ‌

‌(1-5)ٍ‌ٙىل‌(‌2-5).‌اُ‌ًشبیغ‌ػيٍل‌ٍٕن‌ٙيُ‌إز‌سمَیجی‌ٍ‌ه٦بی‌ه٦لك‌،‌ػَاة(1-5)ىٍ‌ٙىل‌ٍ‌‌إز

‌ثث إز‌ٍ‌ػَاثْبی‌‌ثَىُ‌َای‌كل‌ایي‌‌ًَع‌‌هٖئلِ‌ثٖیبٍ‌ىلیكِ‌هَثی‌هٚوٜ‌إز‌وِ‌ٍٍٗ‌دیٌْٚبىی‌هب

‌.يُ‌ثِ‌ػَاة‌ٍالؼی‌ثٖیبٍ‌ًِىیه‌هی‌ثبٙيسمَیجی‌ثِ‌ىٕز‌آه

‌

‌

12m،‌ثِ‌اُای‌1-4-5ثَای‌هظبل‌‌tثِ‌اُای‌همبىیَهوشلف‌L‌ٍ2Lی‌(:‌همبیِٖ‌‌ه٦ب1-5ػيٍل‌)  .‌

1t‌0.9t‌0.7t‌0.5t‌0.3t‌0.1t‌t‌

2.22E-16‌5.55E-15‌2.88E-15‌1.99E-15‌2.22E-16‌1.11E-16‌
L‌

6.41E-17‌1.73E-15‌9.07E-16‌6.43E-16‌1.02E-16‌3.78E-17‌2
L‌

‌

‌

‌

‌

12mثِ‌اُای‌1-4-5هظبل‌‌،هَػه‌لْاًيٍ‌ٍ‌هَػه‌ثًَٚشبیي(:‌همبیِٖ‌ه٦بی‌ه٦لك‌2-5ػيٍل‌)  .‌

1t‌0.9t‌0.7t‌0.5t‌0.3t‌0.1t‌t‌

0.00‌6.45E-6‌1.17E-6‌2.28E-6‌1.47E-6‌4.90E-5ٍٍٗ‌هَػه‌‌

‌لْاًيٍ

2.22E-16‌2.22E-16 ‌5.55E-15‌1.99E-15 ‌2.22E-16‌1.11E-16ٍٍٗ‌هَػه‌‌

‌ثًَٚشبیي
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‌

‌

‌1-4-5ٍإز‌ثَای‌هظبل‌‌ٕوز‌ی‌ه٦لك‌ىٍٕوز‌ؿخ‌ٍ‌ه٦ب‌(:‌ػَاة‌سمَیجی‌ى1ٍ-5ٙىل)

‌

‌

‌هظبل‌5-4-2

‌هَسجِ‌وَٖی‌‌اُ‌وَٖی‌اًشمبل‌كَاٍر‌-َاًٖیل‌ػِئی‌ُهبىىیف‌هؼبىلِ‌

(5-16)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
2

2

( , ) ( , ) ( , )
( , ),

  
  

  

u x t u x t u x t
x f x t

t x x



 

0ث٥‌ٍَِی‌وِ‌ 1 ‌(ٍا‌ىٍ‌ًظَ‌ثگیَیي.17-5إز‌ثب‌َٙای‌٤اٍلیِ‌ٍ‌هَُی‌‌‌)‌
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(5-17)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

2

2

2

( ,0) , 0 1,

2 ( 1)
(0, ) ,

(2 1)

2 ( 1)
(1, ) 1 , 0 1.

(2 1)

  

 

 

 
   

 

u x x x

u t t

u t t t













 

)2وِ‌ىٍ‌آى‌ , ) 2 2 2  f x t x t ‌ِ2،‌سبثغ‌هؼلَم‌ٍ‌ػَاة‌ىلیك‌هٖئل 22 ( 1)
( , )

(2 1)

 
 

 
u x t x t 


إز.‌‌

12(‌ثِ‌اُای16-5هؼبىلِ‌) mثَای‌‌همبىیَ‌هوشلف‌،‌‌ٍٍٗ‌دیٌْٚبىی‌ٍٕبلِ‌ىٍ‌ثَهی‌اُ‌‌ًمب‌‌٣گَُ‌ای‌ثب‌

ثیبى‌هَطَ‌ثَىى‌ٕذٔ‌ثَای‌‌ًٚبى‌ىاىُ‌ٙيُ‌إز.،‌(3-5)٦بی‌ه٦لك‌ىٍ‌ػيٍل‌همياٍ‌هٍ‌‌‌كب١َ‌كل‌ٙيُ‌إز

‌-هَػه‌لْاًيٍ‌بیّ‌ه٦بی‌ه٦لك‌ٍٍٗ‌ثب‌ٍٗ‌اٍائِ‌ٙيُه٦بی‌ثِ‌ىٕز‌آهيُ‌اُ‌ٍهمبىیَ‌‌دیٌْٚبىی،‌ٍٍٗ‌

‌هَػه‌ّبٍ‌ٍ‌ٕیٌه ‌ثِ‌‌ًَع‌َٕم‌ؿجیٚفهَػه‌، ‌‌[4,28,34]‌)‌ٍػَع‌َٙى ثِ‌اُای‌‌(4-4)ىٍ‌ػيٍل‌(

0.5‌‌ ‌همبیِٖ ‌اٍائِ ‌إز.ٍ ‌‌ٙيُ ‌ًْبیز‌ثَای‌هٚبّيار‌ثْشَ ‌اُای‌ىٍ 0.5‌‌ًٍشبیغ‌ه٦بی‌ه٦لك‌ثِ

6 mًشبیغ‌‌ثب‌سَػِ‌ثِ‌ٙيُ‌إز.‌ٍٕن(‌3-5ٍ‌ه٦بی‌ه٦لك‌ٍ‌ػَاة‌سمَیجی‌ىٍ‌ٙىل‌)‌(‌2-5)ىٍ‌ٙىل‌‌

‌ثَای‌كل‌ایي‌‌ِ‌هَثی‌ٍٍٙي‌إز‌وِ‌ٍٍٗ‌دیٌْٚبىی‌ٍٕبلِ‌كب١َ‌ث‌(2-5)ٍ‌ٙىل‌‌(4-5(،‌)3-5)ٍل‌اػي

‌.ثِ‌ىٕز‌آهيُ‌ثِ‌ػَاة‌ٍالؼی‌ًِىیه‌هی‌ثبٙي‌إز‌ٍ‌ػَاثْبی‌سمَیجیثَىُ‌ىلیك‌‌ثٖیبٍ‌هؼبىلار‌ًَع

‌2-4-5(:‌ه٦بی‌ه٦لك‌هظبل‌3-5ػيٍل‌)

0.9‌0.7‌0.5‌0.3‌0.1‌( , )x t‌

3.469E-18 0 ‌0 ‌0 ‌0 ‌(0.1,0.1)‌

2.776E-17 0 ‌0 ‌1.110E-16‌0‌(0.2,0.2)‌

1.110E-16  0 0 0 0 (0.3,0.3) 

2.775E-16 0 0 0 0 (0.4,0.4) 

4.041E-14 8.881E-16 0 6.661E-16 8.881E-16 (0.5,0.5) 

5.995E-15 0 0 4.441E-16 0 (0.6,0.6) 

1.332E-15 2.220E-16  2.220E-16 4.441E-16 0 (0.7,0.7) 

6.661E-16 0 4.441E-16 8.882E-16  0  (0.8,0.8) 

1.220E-14 4.440E-16 4.441E-16 4.441E-16 0 (0.9,0.9) 
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‌

‌

, 0.5ثِ‌اُای‌2-4-5(:‌همبیِٖ‌ه٦بّبی‌ه٦لك‌ثَای‌هظبل‌4-5ػيٍل‌) 0.5 t.‌

 ]33[‌ؿجیٚفهَػه‌‌]4[هَػه‌ّبٍ‌]27[هَػه‌لْاًيٍٕیٌه‌ٍٍٗ‌دیٌْٚبىی
x‌

0  6.462E-6‌1.210E-3‌1.110E-16 ‌0.1 ‌

0 1.578E-5‌1.259E-3 ‌1.110E-16 ‌0.2‌
1.110E-16 2.272E-5 1.865E-3  2.220E-16 

0.3‌
0 2.674E-5 7.412E-3  2.220E-16  

0.4 ‌
0 2.759E-5 1.000E-6 0 

0.5‌
2.220E-16 2.534E-5 7.460E-3 0  

0.6 ‌
0 2.035E-5 1.724E-3 2.220E-16  

0.7 ‌
2.220E-16 1.320E-5 4.990E-3 0  

0.8‌
0 4.653E-6 1.678E-2 0  

0.9‌
‌
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‌.2-4-5ك‌‌ثَای‌هظبل‌لٙىلی‌اُ‌ه٦بی‌ه٦ (:2-5ٙىل‌)

‌

‌

‌.2-4-5ٍإز‌ثَای‌هظبل‌‌ٕوز‌ی‌ه٦لك‌ىٍ(:‌ػَاة‌سمَیجی‌ىٍ‌ٕوز‌ؿخ‌ٍ‌ه٦ب3-5ٙىل‌)

‌
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‌هظبل‌5-4-3

‌[30]‌(‌ٍا‌‌ىٍ‌ًظَ‌ثگیَیي.14-5)ًبّوگي‌هؼبىلِ‌ىیفَاًٖیل‌وَٖی‌ػِئی‌

(5-14)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌                              ‌‌‌‌‌‌‌
4

1.5 1.2 5

1.5 1.2

( , ) ( , ) 4 5

4
2

5

 
  

 


u x t u x t x t

x t 

 

2ٍ‌ػَاة‌ىلیك‌(‌15-5َٙای‌٤اٍلیِ‌ٍ‌هَُی‌‌)ثب‌ 2( , )  u x t x t.‌

(5-15)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌         ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
2 2

2 2

( ,0) , (0, ) ,

( ,1) 1, (1,

  

) 1 .

    

   

u x t u t x

u x x u t t
 

سبثغ‌ه٦بی‌‌12m(‌ثِ‌اُای‌4-5ىٍ‌ٙىل‌)ٍ‌ّبی‌هوشلف‌‌mًشبیغ‌هلبٕجبر‌ثِ‌اُای‌(‌5-5ىٍ‌ػيٍل‌)

‌إز ‌اٍائِ‌ٙيُ .‌ ‌اًشْب ‌ىٍ ‌هبوٖین‌‌هبوٖیون‌ه٦بی‌ه٦لك‌ًٍٍٗشبیغ‌كبٝل‌اُ ‌ثب ‌ىٍ‌ٍٕبلِ‌كب١َ اٍائِ‌ٙيُ

گَیبی‌وِ‌ًشبیغ‌هَػَى‌ىٍ‌ایي‌ػيٍل‌همبیِٖ‌ٙيُ‌إز‌(‌6-5)‌ػيٍلىٍ‌،‌[30]ه٦بی‌ه٦لك‌ٍٍٗ‌هَػَى‌ىٍ

‌.ٍٍٗ‌دیٌْٚبىی‌ٍٕبلِ‌كب١َ‌هی‌ثبٙي‌ىلز‌ثْشَ

‌

‌3-4-5،‌ثَای‌هظبل‌m(:‌ه٦بی‌ه٦لك‌‌ثِ‌اُای‌همبىیَ‌هوشلف5-5ػيٍل‌)

16mٍٍٗ‌دیٌْٚبىی‌ثِ‌اُای‌‌ 12ٍٍٗ‌دیٌْٚبىی‌ثِ‌اُای‌‌‌‌m‌‌( , )x y‌

0 0‌(0.2,0.2)‌

0 0‌(0.4,0.4)‌

0 161.11 10 (0.6,0.6) 

0 0 (0.8,0.8) 

‌

‌

‌
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‌

‌3-4-5،‌ثَای‌هظبل‌L(:‌هبوٖیون‌ه٦بی‌ه٦لك6-5ػيٍل‌)

‌[30]إشفبىُ‌ٙيُ‌ىٍ‌‌ٍٍٗ‌ٍٍٗ‌دیٌْٚبىی

16m 12m‌20N‌10N‌

0 161.11 10‌37.1002 10‌37.1002 10‌

‌

‌

‌

‌

‌.3-4-5ثَای‌هظبل‌‌‌ٍٕن‌ٙيُه٦بی‌‌سبثغ‌ (:4-5ٙىل‌)

‌

‌

‌



63 

 

‌هظبل‌‌5-4-4

‌ىٍ‌ًظَ‌ثگیَیي.ٍا‌‌(14-5)‌ثب‌َٙای‌٤اٍلیِ‌ٍ‌هَُی‌‌‌هؼبىلِ‌ىیفَاًٖیل‌وَٖی‌ػِئی

(5-14)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

2

2

2

2

( , ) ( , )
, 0 ,    0,   0 1

( ,0) 2 1,

2
(0, ) 1,

( 1)

2
( , ) 2 1 .

( 1)

 
     

 

  

 
 

   
 

u x t u x t
x l t

t x

u x x x

t
u t

t
u l t l l















 

2 ‌ثِ‌ٍَٝر‌ػَاة‌ىلیك‌هٖئلِ 2
( , ) 2 1

( 1)
   

 

t
u x t x x




ثب‌إشفبىُ‌اُ‌یه‌ٍٍٗ‌‌[5]ىٍ‌‌هی‌ثبٙي

ثِ‌اُایٍٕبلِ‌كب١َ‌ًیِ‌ثِ‌ىٕز‌آٍٍىُ‌إز.‌ثب‌إشفبىُ‌اُ‌ٍٍٗ‌دیٌْٚبىی‌ّویي‌ػَاة‌ٍا‌‌ػيیي‌یسىَاٍ

1‌‌ٍ16mىٍ‌ایي‌هظبل‌ًشبیغ‌ػيىی‌اٍائِ‌ًوی‌َٙى‌لٌا‌ىلیك‌كبٝل‌هی‌َٙى،‌ػَاة‌ّوبى‌‌.‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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 رسبلًِتبیج حبصل اس 

 پیشٌْبدات  ٍ 
‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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‌هميه6-1‌ِ

اُ‌ٍٕبلِ‌كب١َ‌ثِ‌ثیبى‌ًشبیغ‌كبٝل‌اُ‌ایي‌سلمیك‌ٍ‌دیٌْٚبىاسی‌وِ‌ىٍ‌ٍإشبی‌آى‌هی‌سَاًي‌ثَای‌‌ثو٘‌ٙٚن

‌.اهشٞبٛ‌ىاىُ‌ٙيُ‌إز‌سلمیمبر‌ٍ‌دٍّْ٘‌ّبی‌آسی‌هفیي‌ثبٙي،

‌ٍٕبلًِشبیغ‌كبٝل‌ا6-2‌‌ُ

‌ٍ‌هيل‌ثٌيی‌ّبی‌٥جیؼی‌ثَ‌دبیِ‌ه٦بلؼبر ‌ّب اُ‌هَسجِ‌‌هؼبىلار‌ىیفَاًٖیل‌ػِئیٍ‌ثٍَٕی‌‌ثٖیبٍی‌اُ‌ديیيُ

وَٖی‌كبٝل‌هی‌ًَٙي.‌ٍ‌ثَای‌یبفشي‌ػَاة‌ایي‌ًَع‌هؼبىلار‌ٍٍٗ‌ّبی‌ػيىی‌ثٖیبٍی‌ه٦َف‌ٙيُ‌إز‌وِ‌

ػِئی‌اُ‌.‌ىٍ‌ایي‌ٍٕبلِ‌هجلض‌هؼبىلار‌ىیفَاًٖیل‌ثٖشِ‌ثِ‌هیِاى‌ىلز‌آًْب‌هٍَى‌إشفبىُ‌لَاٍ‌گَفشِ‌هی‌ًَٙي

یبفشي‌ػَاة‌ایي‌ًَع‌،‌ثِ‌یه‌ٍٍٗ‌ػيىیَٙى،‌ٕذٔ‌ثب‌هؼَفی‌‌هي‌ًظَ‌لَاٍ‌گَفشِ‌هی‌هَسجِ‌ٝلیق‌ٍ‌وَٖی

‌دَىاهشِ‌هی‌َٙى.‌هؼبىلار‌

اًٖیل‌ػِئی‌اُ‌هَسجِ‌ٝلیق‌ؼبىلار‌ىیفَوِ‌یىی‌اُ‌ٍٍٗ‌ّبی‌هؤطَ‌ىٍ‌سمَیت‌ه‌هَػه‌ّب‌ىٍ‌ایي‌ٍإشب‌ٍٍٗ

‌هٌبٕجی‌ثَای‌یبفشي‌ػَاة‌ٍ‌وَٖی‌ّٖشٌي ‌ُهیٌِ ‌سب ‌إز، ‌لَاٍ‌گَفشِ‌ٙيُ ‌ه٦بلؼِ ‌هٍَى ‌ایي‌ًَع‌هؼبىلار‌،

هؼَفی‌ٙي‌ٍ‌ٕذٔ‌‌دبلٔ‌-ثلان‌ػه‌سَاثغ‌سَویجی‌ّوـَى‌هَػه‌سَاثغ‌هَثب‌ه٦بلؼبر‌اًؼبم‌ٙيُ،‌‌یي.فَاّن‌آ

‌.ثب‌إشفبىُ‌اُ‌آًْب‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌هشؼبهي‌اُ‌هَسجِ‌ٝلیق‌ٍ‌وَٖی‌ثَای‌اٍلیي‌ثبٍ‌هؼَفی‌گَىیي

هبسَیٔ‌‌‌ُ‌ثِ‌سؼَیف‌ًیبهَػه‌ثًَٚشبیي‌هشؼبهي‌اُ‌هَسجِ‌ٝلیق‌ٍ‌وَٖی‌اُ‌آًؼبیی‌وِ‌ثَای‌إشفبىُ‌اُ‌ٍٍٗ‌‌

‌ىٍ‌ایي‌ٍٕبلِ‌ثَای‌اٍلیي‌ثبٍ‌ثِ‌ػولگَی‌اًشگَال‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌اُ‌هَسجِ‌ٝلیق‌ٍ‌وَٖی‌ ‌لٌا ‌إز، ثَىُ

‌هؼَفی‌هی‌گَىى.‌هَاكل‌ٕبهز‌آىدَىاهشِ‌هی‌َٙى‌ٍ‌‌هبسَیٔ‌ػولگَی‌اًشگَالسؼَیف‌ایي‌

ىٍ‌لٌا‌ىٍ‌اىاهِ‌هجبكض‌لجلی‌ل٢بیبی‌‌،دٌیَ‌إزًباهَی‌اػشٌبة‌‌ه٦ب‌ىٍ‌هلبٕجبر‌ػيىی‌ا٥‌َُفی‌هی‌ىاًین‌وِ

‌ىٍ‌ًشیؼِ‌ثب‌سَػِ‌ثِ‌سؼبٍیف‌ثیبى‌ٍ‌اطجبر‌‌هٍَى‌ه٦بی‌ٍٍٗ‌ٍ‌وَاى‌ثبلای‌آى ه٦َف‌‌ٍ‌ل٢بیبی‌‌هی‌گَىى.

‌اثِاٍ‌لاُم‌ػْز‌ ‌اُ‌ٍٍٗ‌دیٌْٚبىی‌ٍٕبلِٙيُ، ‌إشفبىُ هْیب‌هی‌‌سمَیت‌هؼبىلار‌ىیفَاًٖیل‌ػِئی‌وَٖی‌ثب

‌ىٍ‌اىاهِ‌ثِ‌َٙف‌وبهلی‌اُ‌ؿگًَگی‌سمَیت‌ایي‌ًَع‌هؼبىلار‌ثِ‌ٍٕیلِ‌ٍٍٗ‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌ًَهبل‌ٙيُ‌گَىى‌

‌.‌ٍ‌الگٍَیشن‌هَاكل‌سمَیت‌ثِ‌ٍَٝر‌وبهل‌ه٦َف‌ٍ‌سَٚیق‌هی‌َٙى‌دَىاهشِ‌هی‌َٙى

‌
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كبٝل‌اُ‌ثب‌ًشبیغ‌‌همبیِٖ‌ّبئیٍ‌وبٍا‌ثَىى‌ٍٍٗ‌ؿٌيیي‌هظبل‌ػيىی‌ه٦َف‌گَىیيُ‌ٍ‌‌‌اًشْب‌ثَای‌ثیبى‌هَطَ‌‌ىٍ

ار‌ٍا١ق‌إز‌وِ‌ٍٍٗ‌هؼَفی‌ٙيُ‌اُ‌ىلز‌ثبلایی‌هٚبّيٙيُ‌إز،‌ث٥‌َجك‌‌ٕبیَ‌ٍٍٗ‌ّبی‌ػيىی‌اًؼبم

‌ثَهٍَىاٍ‌إز‌ٍ‌ًٖجز‌ثِ‌ٕبیَ‌ٍٍٗ‌ّبی‌ػيىی‌وبٍا‌سَ‌ثَىُ‌إز.

‌ًشبیغ‌كبٝل‌اُ‌ٍٕبلِ‌ثِ‌ٍَٝر‌هلاِٝ‌ٙبهل‌هَاٍى‌ُیَ‌هی‌ثبٙي.

 ‌ٍٍٗ‌‌ُه٦بی‌ثب‌‌ػِئی‌وَٖی‌ٍایز‌یبفشي‌ػَاة‌هؼبىلار‌ىیفَاًٖیل‌لبثلهَػه‌ثًَٚشبیي‌ًَهبل‌ٙي

ىاٍا‌إز.‌اُ‌ایي‌ٍٍ‌ػَاة‌ّبیی‌وِ‌ثب‌إشفبىُ‌اٍ‌ایي‌ٍٍٗ‌كبٝل‌هی‌ووشَ‌اُ‌ٕبیَ‌ٍٍٗ‌ّبی‌ػيىی‌

هؼبىلار‌ىیفَاًٖیل‌ًَٙي‌اُ‌ىلز‌ثبلایی‌ثَهٍَىاٍ‌هی‌ثبٌٙي.‌ٍ‌ٍٍٗ‌كبٝل،‌ٍٍٙی‌وبٍآهي‌ىٍ‌كل‌

 إز.ػِئی‌وَٖی‌

 َٙى‌یث٥‌ٍَِ‌هَىوبٍ‌ىٍ‌ًظَ‌گَفشِ‌ه‌یهَُ‌ی٤،‌َٙای‌ٍٕبلِىیٌْٚبىٍ‌ٍٍٗ‌د. 

 ىٍ‌ایي‌ٍٍٗ‌ثب‌سَػِ‌ثِ‌إشفبىُ‌اُ‌هبسَیٔ‌ػولیبسی‌اًشگَال‌هلبٕجبر‌َٕیؼشَ‌ٍ‌دیـیيگی‌هلبٕجبر‌

 .ووشَ‌هی‌َٙى

 ‌،ىیفَاًٖیل‌ػِئی‌وَٖی‌ ‌هؼبىلِ ‌ىٍ ‌سوبهی‌سمَیت‌ّب ‌ػبیگٌاٍی‌ًمب‌٣ّن‌هللی‌ٍ ‌ایي‌ٍٍٗ‌ثب ىٍ

‌هؼبىلار ‌‌ىٕشگبُ ‌وِ ‌ه٦ی‌كبٝل‌هی‌َٙى ‌ػجَی‌غیَ ‌ٍٍْٙبی‌‌ایي‌ىٕشگبُ ‌یىی‌اُ ‌اُ ‌إشفبىُ ثب

‌سىَاٍی‌ثِ‌إٓبًی‌كل‌هی‌َٙى.

 

 دیٌْٚبىار‌‌6-3

ی‌ىٍ‌ٍإشبی‌ایي‌ٍٕبلِ‌ىٍ‌ُهیٌِ‌ّبی‌ُیَ‌هی‌سَاى‌ثِ‌سلمیك‌ٍ‌دٍّْ٘‌دَىاهشِ‌َٙى.‌‌ایي‌سلمیمبر‌گبم‌ثٍِگ

‌.هی‌ثبٙي‌ػِئی‌وَٖیكل‌هؼبىلار‌ىیفَاًٖیل‌‌سَاثغ‌هشؼبهي‌ٍ‌هَػه‌ىٍ‌سَویت‌ىٍ‌ػْز‌إشفبىُ‌اُ

 آًؼبیی‌ ‌هَػه‌ثَای‌كل‌هؼبىلار‌‌اُ ‌ثبلاسَ ‌اثؼبى ‌اُ ‌إشفبىُ ‌لٌا ٍٍٗ‌دیٌْٚبىی‌وبٍایی‌ثبلایی‌ىاٍى

 ىیفَاًٖیل‌ػِئی‌وَٖی‌ثب‌اثؼبى‌ثبلاسَ‌دیٌْٚبى‌هی‌َٙى.

 ‌ِسلمیمبر‌ُیبىی‌ىاٍى.ّوـٌیي‌سَویت‌ىٍ‌سبثغ‌هشؼبهي‌ثب‌هَػه‌ّب‌یىی‌اُ‌دیٌْٚبىاسی‌إز‌وِ‌ًیبُ‌ث 
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 ىٍ‌هبٛ‌وبٍثَىی‌ىٍ‌ػهی‌سَاى‌هٖبئل‌هٖبئل‌‌ كل‌‌كب١َ‌ٍٕبلِ‌‌لَم‌هوشلف‌ثب‌ٍٍٗ‌اٍایِ‌ٙيُ

 ًوَى.

 

‌ 

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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‌‌بثغهٌ

‌فبٍٕیهٌبثغ‌
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‌اًگلیٖی‌ثِ‌فبٍٕیٍاُّ‌ًبهِ‌
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‌                                                                             Analytical solutionsللیلی‌ػَاة‌ّبی‌س

 ‌‌‌Calculate operationsػولگَّبی‌كٖبثی‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

‌                                                             Caputo's  fractional derivativeوبدَسَ‌هٚشك‌وَٖی

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌Block Pulse Functionsدبلٔ‌-ثلان‌سَاثغ‌

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌Block pulse operational matrix of  integrationدبلٔ‌-ثلان‌هبسَیٔ‌ػولیبسی‌سبثغ‌

 ‌Bernstein wavelets operational matrixهبسَیٔ‌ػولیبسی‌هَػه‌ثًَٚشبیي‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

‌                                                                                      Collocation pointsًمب‌٣ّن‌هللی

‌                                                                                  Collocation methodٍٍٗ‌ّن‌هللی

  Direct summation                     ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ػوغ‌هٖشمین

‌Dilationاسٖبع‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

  Disjointness                     هؼِا‌ثَىى‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

‌                                                                         Integer orderهَسجِ‌ٝلیق‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

‌                                                                         ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌Expansionث‌‌‌‌‌٤ٖ

‌ ‌‌Fractional calculus         ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌كٖبة‌وَٖی

‌Fractional orderهَسجِ‌وَٖی‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

 ‌‌‌‌Gamma function  ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌                                                سبثغ‌گبهب 
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‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌Infnite seriesَٕی‌ًبهشٌبّی‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

 Iterative methodٍٍٗ‌ّبی‌سىَاٍی‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
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                                                                         Multiresolution analysisآًبلیِ‌ؿٌيٍیُِ‌ٕبُ

                                                                            Mittage-Leffler functionلفلَ-سبثغ‌هیشبي

                                                   Normalized Bernstein waveletsهَػه‌ثًَٚشبیي‌ًَهبل‌ٙيُ

 ‌‌‌‌‌Nonlinear system of algebraic equationsىٕشگبُ‌هؼبىلار‌ػجَی‌غیَ‌ه٦ی‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

‌                                                   Operational matrix of integrationهبسَیٔ‌ػولیبسی‌اًشگَال

‌Root-mean-square errorه٦بی‌ػٌٍ‌هیبًگیي‌هَثؼبر‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

 ‌Riemann-Liouville fractional integral                                   لیٍَیل‌-اًشگَال‌وَٖی‌ٍیوبى‌

‌                                                                                                                        Spectral  methodٍٍٗ‌ّبی‌٥یفی

‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌Square integrableهَثغ‌اًشگَال‌دٌیَ‌‌‌‌

                                                                                                       Tau methodٍٍٗ‌سبٍ‌

‌Translation اًشمبل‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

                                                                                 Tow-scale equation هؼبىلِ‌ىٍ‌همیبٕی

                                                                              Unknown coeficientsرهؼَْلا‌١َایت

                                                                                 Variable هشغیَ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
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‌ًوبىّبی‌ثىبٍ‌ٍفشِ

‌

سبثغ‌گبهب‌ 

jb‌ پبلس –ثلاک تَاثغ‌

fتَاثغ دٍ ثؼدی‌‌

fتَاثغ یک ثؼدی‌‌

1 2, 1 2( , )j jb t t‌ پبلس -ثلاک تَاثغ دٍ ثؼدی ‌

,m MB ِای ثزًشتبیي هتؼبهد چٌدجول 

nmدلتبی کزًٍکز‌‌

‌D ‌ هشتق کسزی کبپَتَػولگز ‌

‌J اًتگزال کسزی ریوبى لیٍَیل ػولگز‌‌

‌‌Rفضبی اػداد حقیقی‌‌

mF ‌ اس هزتجِ صحیح پبلس -ثلاک هبتزیس ػولیبتی اًتگزال‌

mP هبتزیس ػولیبتی اًتگزال هَجک ثزًشتبیي اس هزتجِ صحیح‌‌

Pهبتزیس ػولیبتی اًتگزال هَجک ثزًشتبیي اس هزتجِ کسزی‌‌

[ , ]nf C a b‌ ِهشتق پذیز تب هزتجِهجوَػِ تَاثغ  پیَست ٍn  ‌

, ( )n m t هَجک ثزًشتبیي هتؼبهد 
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‌ؿىیيُ‌اًگلیٖی

Abstract: 

In the present thesis, the normalized Bernstein wavelet method is introduced to 

obtain numerical solutions of partial differential equations. The Bernstein wavelets 

operational matrices of integration including integer and fractional order are 

introduced  and applied  to convert the partial differential equation with a Dirichlet 

boundary conditions to a nonlinear system of algebraic equations. In the proposed 

method, boundary conditions are automatically considered and the estimation of 

the approximate error of the function based on the Bernstein normalized wavelet is 

shown in several theorems. Finally a number of numerical examples are presented 

to illustrate the effectiveness of the method presented in the dissertation, and in 

each example, the results of comparisons carried out with other methods indicate 

the higher accuracy of the proposed method of the thesis with other methods. 

 

Keywords: Fractional partial differential equations, Normalized Bernstein 

wavelet, Operational matrix of the integer order integration, Operational matrix of 

the fractional order integration, Block pulse function. 
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