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೯دایا...1
حسرت است، گذشته زیستن براي که لحظه�اي بی�ثمري بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنی من به
که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بگذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مُردنی و نخورم

می�داري. دوست تو
پاي به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانی تو، بخاطر دیدن شکنجه که می�دانند همه و می�دانی تو
برق که توست رهایی امید از می�خندم، دل در من که توست شادي از است، من زندگی بزرگ لذت تنها تو
احساس ریه�هایم در را سعادت پاك هواي که توست خوشبختی از و می�درخشد خسته�ام چشمان در امید
افتاده، و ضعیف جمله�هاي و ساده کلمات زیر در که را شگفتی نیروي بزنم. حرف خوب نمی�توانم می�کنم.

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان
نگاه در امیدي برق آوردن از من، لبان بر لبخندي تحمیل از زندگی که می�دانند همه و می�دانی تو

است. عاجز من، دل در شعفی موج برانگیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چگونه بیاموز، من به را زیستن چگونه تو،

فداکاري بی�پاداش، کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدي، در صبر شکست، تلاشدر توفیق من به
گستاخی بی�نمود، خوبی بی�ریا، ایمان بی�نان، خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین سکوت، در
بداند، دوست بی�آنکه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایی بی�هوس، عشق بی�غرور، قناعت بی�خامی،

کن. روزي

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

شریعتی. علی دکتر از 1مناجاتی



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

سعید پرفسور آقایان جناب خود، راهنماي اساتید بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در
ارزنده� راهنمایی�هاي بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه رستمی، داوود پرفسور و عباس�بندي

نمی�رسید. انجام به مجموعه این آنها
مشاوره� و مطالعه زحمت که کاربردي ریاضی گروه محترم مدیر شیوانیان الیاس دکتر آقاي جناب از
دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازي آماده در و فرمودند تقبل را رساله این
دکتر آقاي و باریک�بین دکتر خانم سرکار و انصاري دکتر آقاي جناب فرزانه اساتید از دارم. را امتنان کمال

دارم. را قدردانی و تشکر کمال شده�اند متقبل را رساله داوري زحمت که جوادي
وجود خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در

می�کنم. ستایش را مقدس�شان
فراهم را آرامش از شار سر محیطی دلسوزي با صبورانه که گرامیم و عزیز همسر از دارم ویژه تشکر

بپردازم. پایان�نامه تنظیم و تهیه به آسایش و آرامش کمال در بتوانم تا نمود
گرماي و سرشار عاطفه پاس به نیز متقی احسان دکتر و نوید آذر بابک دکتر آقایان عزیزم برادران از
قدرانی و تشکر هستند من پشتیبان و دوستان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش

می�کنم.

य़ھدیامام॒ࢣૐهء
৘඼ෙ७ورماه۱۳۹۷











چکیده
بعدي دو� تلگراف معادلات عددي حل براي شعاعی طیفی�-پایه شبه روش رساله، این در
بعدي یک ساین-گردن و کلین-گردن غیرخطی معادلات منظم، غیر و منظم ناحیه�هاي روي
مرحله: سه شامل شبکه بدون روشی نظر مورد روش است. شده پیاده�سازي بعدي دو و
است. عددي جواب روي بر مرزي شرایط اعمال و مکانی گسسته�سازي زمانی، گسسته�سازي
به است. شده استفاده زمانی گسسته�سازي فرآیند براي چهارم مرتبه رانگ-کوتاي روش
روش از آمده به�دست عملیاتی ماتریس�هاي از نیز مسأله، مکانی مشتق�هاي تقریب منظور
شده استفاده ربعی چند درون�یاب شبه بر مبتنی طیفی شبه روش و طیفی-پایه�شعاعی شبه
یکی بجز متقابل-همه ارزیابی روش روش از شکل، پارامتر مناسب مقدار انتخاب براي است.
روي بر مرزي شرایط دقیق اعمال براي پیشنهادي الگوریتم ادامه، در است. شده استفاده
در است. شده سازي پیاده نامنظم، و منظم بعدي دو ناحیه�ي دو هر روي عددي، جواب

است. رفته کار به متعدد مثال�هاي حل براي شده بیان روش نهایت،

توابع بر مبتنی طیفی شبه روش شکل، پارامتر شعاعی، پایه توابع شبکه، بدون روش کلیدي: کلمات
معادله کلین-گردن، غیرخطی معادله تلگراف، معادله نامنظم، ناحیه چندربعی، درون�یاب شبه شعاعی، پایه

ساین-گردن.
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δt = 0.01 و N = 10× 10 MQQIبا − PS روش در شکل(�) پارامتر تغییرات به نسبت L∞ خطاي رفتار شکل 13.5
77 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5.4.5 مثال براي t = 5 لحظه در

پارامتر با MQQI-PS روش خطاي توزیع و (بالا) c = 0.37 شکل پارامتر مقدار با MQ-PS روش مطلق خطاي توزیع 14.5
81 . . . . . . . . . . .t = 5 لحظه در δt = 0.01 و N = 25× 25 با 5.4.5 مثال در (پایین) c = 4.6 شکل
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، N = 121 ،C = 0.5 با 6.4.5 مثال براي t = 9, t = 36, t = 108 مختلف لحظات در نظر مورد روش مطلق خطاي 16.5

82 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .δt = 0.001 و c = 1.275 شکل پارامتر

چند�ربعی تابع شکل پارامتر و δt = 0.001 ،N = 25× 25 با 7.4.5 مثال (چپ) دقیق و (راست) عددي جواب�هاي شکل 17.5
83 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .t = 5 لحظه در c = 0.31
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84 . . .7.4.5 مثال براي t = 5 لحظه در δt = 0.001 و N = 25× 25 با � شکل پارامتر به نسبت L∞ خطاي شکل 19.5
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و N = 25 × 25 ،c = 0.31 شکل پارامتر مقدار با مختلف زمان�هاي در 7.4.5 مثال MQبراي − PS روش خطاي 9.5
79 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .δt = 0.001

س



پیشگفتار

روبرو آن�ها با ریاضی�دانان و فیزیک�دانان مهندسین، که دیفرانسیل�هایی معادله از بسیاري امروزه،
به نامنظم، دامنه�هاي وجود یا معادله بودن غیرخطی جمله از آن�ها شکل بودن پیچیده دلیل به هستند
بنابراین، است. پرهزینه یا ناممکن آن�ها براي دقیق جواب تعیین و نیستند حل قابل دقیق و تحلیلی صورت
عددي روش�هاي هستند. ویژه�اي اهمیت داراي تقریبی، جواب�هاي آوردن به�دست براي عددي روش�هاي
تفاضلات روش�هاي به می�توان نمونه به�طور که شده�اند ارایه �جزیی دیفرانسیل معادلات حل براي متنوعی
نیاز پیاده�سازي براي روش�ها این نمود. اشاره مرزي5 عناصر و متناهی4 حجم متناهی3، عناصر متناهی2،
و پیچیدگی با نامنظم ناحیه�هاي و بالا ابعاد با مسایل در شبکه�بندي که آن�جا از و دارند شبکه�بندي به
روش�هاي به�کارگیري سه، از بالاتر ابعاد با مسایل در بنابراین، است. همراه خاصخود محاسباتی هزینه�هاي
دیگر، روش�هاي دسته از نیستند. پذیر امکان متناهی عناصر و متناهی تفاضلات مانند شبکه، بر مبتنی
بدون روش�هاي به می�توان است شده� واقع توجه مورد دیفرانسیل معادلات حل براي اخیر، سال�هاي در که
خاصی شبکه�بندي به نیاز روش�ها نوع این در است مشخص آن�ها نام از که همان�طور نمود. اشاره 6 شبکه�
مسأله، آن مرز روي و دامنه در پراکنده داده�هاي از مجموعه یک اساس بر تنها و ندارد وجود دامنه از
گسسته�سازي، نقاط بین خاصی ارتباط و ساختار هیچ�گونه حل، روش در و می�شود انجام گسسته�سازي
با مواجهه در که شده�اند داده توسعه و معرفی متنوعی شبکه�ي بدون روش�هاي اخیراً نیست. نیاز مورد

داشته�اند. به�همراه را مناسبی نتایج کاربردي، و عملی مسایل
ذرات روش نمود: اشاره زیر موارد به می�توان شبکه، بدون مفهوم بر مبتنی روش�هاي جمله از

2Finite differences
3Finite elements
4Finite volume
5Boundary elements
6Meshless methods
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گالرکین9[3]، پتروف- محلی شبکه بدون روش پخششده8[2]، عناصر روش ،[1] هموار7 هیدرو�دینامیکی
تنوع دلیل به که [6 ،5] پایه�شعاعی11 توابع بر مبتنی هم�محلی روش بازتولیدي10[4]، هسته�هاي روش
می�توان روش�ها این کلی مطالعه و مرور براي می�شود. صرفه�نظر آن�ها همه�ي معرفی از آن�ها بالاي بسیار

نمود. مراجعه [7] به
مکانی بعد و می�شود بیان پراکنده داده�هاي سري یک فاصله�ي اساس بر شعاعی پایه توابع تعریف
این که ندارد وجود آن�ها از استفاده در تفاوتی مختلف، ابعاد با مسایل در بنابراین می�شود. حذف آن در
خاص شبکه�بندي یک به روش�ها نوع این طرفی، از است. شعاعی پایه توابع براي خوب بسیار مزیت یک
راحتی همان به نیز نامنظم و پیچیده دامنه�هاي با مسایل براي بنابراین ندارند. نیاز گسسته�سازي، براي

هستند. پیاده�سازي قابل ساده، دامنه�هاي
داده�هاي درون�یابی براي است شعاعی پایه توابع از نوع یک که چندربعی12 تابع 1970 سال در بار اولین
گسترش درون�یابی مسایل در شعاعی پایه توابع کاربرد سپس شد. معرفی هاردي13 رولاند توسط پراکنده
پایه توابع بر مبتنی شبکه، بدون هم�محلی روش یک 1990 سال در کانسا14 بار اولین تقریبا و نمود پیدا
شبکه بدون روش�هاي مزیت�هاي به توجه با و نمود ارایه جزیی مشتقات با معادلات حل براي را شعاعی
مهندسان و محققان توجه مورد کاربردي مسایل حل در کانسا، روش توسعه و به�کارگیري شعاعی، پایه و

گرفته�اند. قرار بسیاري
معمول، حالت در شوند. گسسته�سازي نیز تابع مشتقات است نیاز دیفرانسیل، معادلات عددي حل در
مجهولات تعداد حالت این در می�شوند. داده بسط پایه، توابع حسب بر تابع خود مانند نیز مشتقات
از حاصل ماتریس�هاي طرفی از می�شود. محاسباتی عملیات افزایشحجم به منجر که یافت خواهد افزایش
دیگر روش هستند. بزرگ وضعیت عدد با پر، ماتریس�هاي معمول به�طور شعاعی پایه توابع با گسسته�سازي
به نیاز (بدون مستقیم به�صورت را مشتقات گسسته�ي مقادیر طیفی، روش�هاي با مشابه بتوان که است این
تابع، گسسته�ي مقادیر بردار در ماتریس یک ضرب با تابع مقادیر روي از بازگشتی و معادلات) دستگاه حل

7Smoothed particle hydrodynamic (SPH)
8Diffuse element method (DEM)
9Meshless local Petrov-Galerkin(MLPG)
10Reproducing kernels method(RKM)
11Radial basis functions(RBFs)
12Multiquadric function
13Rolland Hardy
14Kansa
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گسسته، حالت در که ماتریس�ها، نوع این نمود. محاسبه موجود، پراکنده�ي داده�هاي از مجموعه�اي روي
تقریب روش این می�نامند. مشتقات عملیاتی ماتریس�هاي را می�شوند دیفرانسیلی عملگر�هاي جایگزین
پایه توابع درون�یابی با اگر و �گویند طیفی15 شبه روش را گسسته داده�هاي سري یک روي تابع، مشتقات
روش�هاي مزایاي از می�نامند. شعاعی16 طیفی-پایه شبه روش آن�را معمول به�طور شوند ترکیب شعاعی

نمود[8]. اشاره آن�ها بالاي سرعت و دقت به می�توان طیفی، شبه
پارامتر نام به عددي پارامتر یک داراي کاربرد پر و مهم �شعاعی پایه توابع از بسیاري این�که دیگر نکته
و درون�یاب ماتریس وضعیت عدد کاهش به منجر پارامتر، این مقدار افزایش معمول به�طور هستند. شکل17
کاهش روش خطاي آن، مقدار کاهش صورت در و افزایشمی�دهد را روش خطاي اما می�شود روش پایداري
بنابراین، یافت. خواهد افزایش اولیه خطاهاي اثر نتیجه در و درون�یاب ماتریس وضعیت عدد اما می�یابد
حالت در است. مهم بسیار شعاعی، پایه توابع از استفاده در شکل پارامتر بهینه�ي و مناسب مقدار انتخاب
معرفی با اما است باز مسأله یک هنوز شعاعی پایه توابع روش در شکل، پارامتر بهینه�ي مقدار تعیین کلی
مقدار انتخاب براي روش�هایی شکل، پارامتر تغییرات حسب بر آن سازي مینیمم و مختلف هزینه�ي توابع
این است. یکی18 بجز همه متقابل- ارزیابی روش آن�ها، از یکی که است شده ارایه شکل، پارامتر مناسب

است. مناسب دقت و کارآیی داراي روش
استفاده شعاعی پایه هم�محلی روش از بحث مورد دیفرانسیل معادلات عددي حل براي رساله این در
مبتنی طیفی، شبه روش از گسسته حالت در مکانی مشتقات تقریب محاسبه�ي براي آن در که است شده
استفاده یکی بجز متقابل-همه ارزیابی روش از شکل، پارامتر مناسب مقدار تعیین براي و شعاعی پایه برتوابع

است. شده
شعاعی پایه درون�یاب�هاي و شعاعی پایه توابع انواع اول، فصل در است. فصل پنج شامل رساله این
معادلات حل براي شبکه بدون روش�هاي برخی دوم، فصل در شد. خواهد بررسی آن�ها خواص و معرفی
شبه روش مشتقات، گسسته�سازي به نیاز به توجه با فصل، این ادامه در می�شوند. معرفی دیفرانسیل،
روش�هاي برخی نیز سوم، فصل در می�شوند. معرفی دیفرانسیلی عملیاتی ماتریس�هاي و شعاعی طیفی-پایه
بجز همه متقابل- ارزیابی روش نهایت در و است شده ارایه درون�یابی براي شکل، پارامتر مناسب انتخاب
شده ارایه شعاعی طیفی-پایه شبه روش در شکل پارامتر مناسب مقدار تعیین براي (LOOCV) یکی
براي شعاعی طیفی-پایه شبه هم�محلی روش بر مبتنی شبکه، بدون حل روش یک چهارم، فصل در است.

15Pseudo-spectral method (PS method)
16Radial basis functions-pseudospectral method (RBFs-PS)
17�Shape parameter
18Leave-one-out cross validation (LOOCV)
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جمله از روش�هایی با مقایسه و متنوع مثال�هاي ارایه با شد. خواهد ارایه بعدي دو تلگراف معادله�ي حل
روش ادامه در است. شده ثابت آن کارآیی 22PDQM و 21MBS-DQM ،20MLWS ، 19MLPG

در است. آمده به�دست نیز قبولی قابل جواب�هاي و نموده پیاده�سازي نامنظم دامنه�ي روي را نظر مورد
چندربعی، درون�یاب شبه بر مبتنی شعاعی پایه - طیفی شبه شبکه�ي بدون هم�محلی روش نیز پنجم فصل
شده پیاده�سازي بعدي دو و بعدي یک ساین-گردن24 و کلین-گردن23 غیرخطی معادلات عددي حل براي

است.
هستند: رساله این در آمده به�دست نتایج از برگرفته [10 ،9] زیر مقالات است ذکر شایان

1. D. Rostamy, M. Emamjome and S. Abbasbandy, A meshless technique

based on the pseudospectral radial basis functions method for solving the

two-dimensional hyperbolic telegraph equation, The European Physical

Journal Plus 132 (2017), no. 6, 263.

2. M. Emamjome, S. Abbasbandy, D. Rostamy, Quasi interpolation of ra-

dial basis functions-pseudospectral method for solving nonlinear Klein-

Gordon and sine-Gordon equations, Iranian Journal of Numerical Anal-

ysis and Optimization, accepted 2019 (submitted 2018).

19Meshless local Petrov–Galerkin
20Meshless local weak and strong method
21Modified cubic B-spline basis functions based differential quadrature method
22Polynomial differential quadrature method
23Klein-Gordon
24sine-Gordon
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شعاعی پایه توابع
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مقدمه 1.1
اولیه�ي ایده�� و شروع هستند. ریاضی تحقیق�هاي از فعالی و بخشمهم (RBFs) شعاعی پایه روش�هاي
در روش این کاربرد�هاي آن از بعد است. هواشناسی و برداري نقشه شناسی، زمین از RBFs روش�هاي
در یافت. گسترش نیز ماشین یادگیري و آمار جزیی، مشتقات با معادلات عددي حل مانند زمینه�ها دیگر
راضی کارتوگرافی مسایل براي چندجمله�اي درون�یابی نتایج از این�که دلیل به هاردي رولاند ،1970 دهه
از داده�ها تطبیق براي او جدید روش است. نامیده چند�ربعی1 روش آن�را که داد پیشنهاد را روشی نبود،
را پراکنده داده�هاي توزیع قبلی، روش�هاي به نسبت بیشتري دقت و هماهنگی با توانست پراکنده داده�هاي
پیدا تعمیم کلی�تري روش به توابع، تقریب و درون�یابی ایده�ي این بعد، سال�هاي در .[12 نماید[11، برآورد
از اقلیدسی فاصله به فقط تابع، مقدار توابع این در است ϕ(r) شعاعی2 توابع از استفاده آن، اساس که کرد
می�شوند شناخته شعاعی توابع عنوان به شعاعی تقارن خاصیت �دلیل به و دارد بستگی مرکز نام به نقطه�اي
کلی روش این از خاص مثال یک نیز چند�ربعی روش گویند. شعاعی پایه روش را درون�یابی روش این و
موضوع بعدي بخش در و پرداخته شعاعی پایه توابع خواص بررسی و تعریف به ابتدا فصل، این در است.

می�شود. بیان شعاعی پایه توابع از استفاده با درون�یابی،
است. شده اقتباس [13] مرجع از فصل این مطالب

شعاعی پایه تابع تعریف 2.1

باشد داشته وجود اگر تنها و اگر می�شود نامیده شعاعی3 پایه� تابع φ : Rd −→ R تابع .1.2.1 تعریف
به�طوري�که: ϕ : [0,∞) −→ R تابع

φ(x) = ϕ(r), r = ∥x− xc∥2, (1.1)

گویند. مرکزي نقطه را xc ∈ Rd و است Rd روي اقلیدسی نرم ∥.∥2 آن در که
1Multiquadric method
2Radial function
3Radial basis function
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جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

شعاعی توابع از برخی فهرست :1.1 جدول
ϕ(r), r > 0 هموار تکه تکه- شعاعی پایه توابع ϕ(r), r > 0 هموار کاملاً شعاعی پایه توابع

r خطی e(−εr)2 گاوسی
r3 مکعبی 1

1+(εr)2
معکوس مربعی

r2 log(r) (TPS) نازك صفحه اسپلاین 1√
1+(εr)2

معکوس √چند�ربعی
1 + (εr)2 چند�ربعی

مرکز نام به نقطه�اي از اقلیدسی فاصله به تنها شعاعی پایه تابع یک مقدار می�شود مشاهده که همانطور
در می�شود. گفته شعاعی توابع آن�ها به شعاعی تقارن خاصیت همین �دلیل به گفت می�توان و دارد بستگی

است. شده ارایه شعاعی توابع از فهرستی 1.1 جدول

شعاعی پایه درون�یاب 3.1
و پراکنده4 داده�هاي تقریب مسأله�ي مهندسی، و علوم شاخه�هاي از بسیاري در مشترك مسایل از یکی
دارد وجود متنوعی روش�هاي تقریب، تابع تعیین براي است. نامعلوم) (اغلب توابع براي تقریب تعیین واقع در
وجود درون�یابی براي زیادي روش�هاي بعدي، یک داده�هاي حالت در است. درون�یابی روش آن�ها، از یکی
بدین�صورت هستند. کلی مشابه ایده یک شامل فوریه�اي) و چندجمله�اي درون�یاب (مانند آن�ها بیشتر دارد.
(xi, yi), i = 1, 2, · · · , N (xi ∈ Ω ⊂ Rd, yi ∈ R) پراکنده داده�هاي از مجموعه�اي براي که
خطی ترکیب طوري�که می�شوند انتخاب نیز ψj(x), j = 1, 2, · · · , N پایه توابع از مجموعه یک

آن�ها
S(x) =

N∑
j=1

λjψj(x) (2.1)

کند:� صدق درون�یاب شرط در
S(xi) = yi = f(xi), i = 1, 2, · · · , N, (3.1)

یک حل به منجر درون�یاب، تعیین براي λj, j = 1, 2, · · · , N بسط ضرایب کردن پیدا حالت این در
می�شود: زیر به�صورت خطی معادلات دستگاه

A
−→
λ = f , (4.1)

طوري�که:
Ai,j = ψj(xi), fi = yi = f(xi). (5.1)

4Scattered data approximation

7



جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

حاصل دستگاه ،{ψj(x)}Nj=1 توابع مجموعه از بسیاري براي باشند متمایز xi نقاط اگر بعدي یک حالت در
حتی است، مشکل�تر یک، از بیشتر بعد با فضاهایی در متغیره چند توابع درون�یابی اما بود. خواهد نامنفرد
از بیشتر بعد با فضاهایی در چندجمله�اي�ها با دلخواه داده�هاي روي درون�یابی که است شده داده نشان
امکان کار این خاص شرایط تحت صورتی�که در .(19 (صفحه [14] نیست پذیر امکان کلی حالت در یک،

دوم). [14](فصل است پذیر
در پراکنده داده�هاي درون�یابی براي مفید روش�هاي از یکی شعاعی پایه توابع با درون�یابی روش
این در نمود. اشاره آن�ها بالاي دقت و ساده شکل به می�توان آن مزایاي از است. بعدي چند فضاهاي
با درون�یابی روش از حاصل ماتریس بودن نامنفرد تضمین براي شعاعی پایه توابع شرایط بر مروري بخش،

شد. خواهد شعاعی پایه توابع

استاندارد و سراسري شعاعی پایه درون�یاب 1.3.1

تابعی، مقادیر {fj}Nj=1 و باشند متمایز داده�هاي از مجموعه�اي {xj}Nj=1 کنید فرض .1.3.1 تعریف
تعریف زیر به�صورت سراسري و استاندارد شعاعی پایه درون�یاب این�صورت در باشند، مربوط نقاط با متناظر

می�شود:
S(x) =

N∑
j=1

λjϕ(r =∥ x− xj ∥2), (6.1)

است. شعاعی تابع یک ϕ(r), r ≥ 0 طوري�که

به منجر که می�آیند به�دست S(xi) = fi, i = 1, · · · , N درون�یابی شرط روي از λj بسط ضرایب
می�شود: زیر متقارن خطی دستگاه حل

A
−→
λ = f , (7.1)

است. ai,j = ϕ(∥ xi − xj ∥2) آن در که
راه یک باشد. نامنفرد Aماتریس باید باشد داشته یکتا جواب و حل قابل (7.1) دستگاه این�که براي
پایه توابع بررسی به بعد بخش در باشد. مثبت معین Aماتریس که است این موضوع این از اطمینان براي

باشند. مثبت معین آن�ها با متناظر درون�یاب ماتریس که پرداخت خواهیم شعاعی�هایی
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از مجموعه ازاي به هرگاه گویند، Rd روي مثبت معین را φ : Rd −→ R پیوسته تابع .2.3.1 تعریف
باشیم: داشته c = (c1, c2, · · · , cN)T بردار هر و x1, x2, · · · , xN ∈ Rd متمایز نقاط

N∑
j=1

N∑
k=1

cjckφ(xj − xk) ≥ 0. (8.1)

باشد. اکید �صورت به بالا رابطه در نابرابري هرگاه گویند اکید مثبت معین را φ تابع همچنین

درون�یاب ماتریس آنگاه باشد اکید مثبت معین φ = ϕ(r = ∥.∥2) شعاعی پایه تابع اگر .3.3.1 نکته
بود خواهد نامنفرد و مثبت معین (7.1)

بودن اکید مثبت معین که ϕ(r) روي کافی شرایط اولین [15] در شوینبرگ5 توسط 1938 سال در
بعد، کمی شد. ارایه کند تضمین را (7.1) درون�یاب ماتریس بودن نامنفرد نتیجه در و شعاعی پایه تابع
شود شامل را توابع از بزرگ�تري کلاس تا گرفت نظر در را راحت�تري کافی شرایط می�توان که شد ثابت

می�شود. تعریف یکنوا کاملاً توابع ابتدا نتایج، این درك براي .[16]

اگر می�شود گفته [0,∞) روي یکنوا6 کاملاً ψ تابع یکنوا) کاملاً (توابع .4.3.1 تعریف
باشد C[0,∞) کلاس به متعلق ψ تابع (1

باشد C∞(0,∞) کلاس به متعلق ψ تابع (2
باشد. برقرار (−1)ℓψ(ℓ)(r) > 0 شرط ℓ = 0, 1, 2, · · · هر ازاي به و r > 0 براي (3

ازاي به چون هستند یکنوا کاملاً 1.1 جدول ابتداي در شده معرفی شعاعی پایه� تابع سه .5.3.1 مثال
داریم: ℓ = 0, 1, 2, · · · و r > 0

ψ(r) = ϕ(
√
r) = e−ε

2r =⇒ (−1)ℓψ(ℓ)(r) = ε2ℓe−ε
2r > 0,

ψ(r) = ϕ(
√
r) =

1

1 + ε2r
=⇒ (−1)ℓψ(ℓ)(r) =

ℓ!ε2ℓ

(1 + ε2r)ℓ+1
> 0,

ψ(r) = ϕ(
√
r) =

1√
1 + ε2r

=⇒ (−1)ℓψ(ℓ)(r) =
Γ(ℓ+ 1

2
)ε2ℓ

√
π(1 + ε2r)ℓ+

1
2

> 0.

5Schoenberg
6Completely monotonic
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جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

شد. خواهد بیان مثبت معین توابع و یکنوا کاملاً توابع ارتباط ادامه در حال

به φ = ψ(r = ∥.∥2) شعاعی پایه تابع اگر تنها و اگر است یکنوا کاملاً ψ(r) تابع [14] .6.3.1 قضیه
باشد. مثبت معین Rd بر d هر ازاي

شعاعی پایه تابع d هر ازاي به اگر تنها و اگر است ثابت غیر یکنواي کاملاً ψ(r) تابع [14] .7.3.1 قضیه
باشد. اکید مثبت معین Rd بر φ = ψ(r = ∥.∥2)

پایه درون�یابی ماتریس بودن نامنفرد کافی شرایط مورد در را زیر قضیه شوینبرگ، اساس همین بر
نمود. ارایه (7.1) شعاعی

[0,∞) روي یکنوا کاملاً غیرثابت تابع یک ψ(r) = ϕ(
√
r) اگر (شوینبرگ)[15] .8.3.1 قضیه

درایه�هاي با A درون�یاب ماتریس {xj}Nj=1 ⊂ Rd متمایز نقطه�اي N مجموعه هر براي آنگاه باشد
بود. خواهد نامنفرد بنابراین و است مثبت معین ai,j = ϕ(∥ xi − xj ∥2)

و هستند اکید مثبت معین 5.3.1 مثال در شده گفته شعاعی پایه� تابع سه بالا، قضایاي بنابر این�رو از
بود. خواهند نامنفرد و مثبت معین آن�ها براي (7.1) درون�یاب از حاصل ماتریس�هاي

نتیجه r > 0 فرض با 1.1 جدول در شده ذکر خطی شعاعی پایه و چند�ربعی توابع براي که آن�جا از
آورد. به�دست مشابه�اي نتایج آن�ها براي نمی�توان بالا قضیه از این بنابر ،ψ′(r) > 0 و ψ(r) > 0 می�شود

نمود. استفاده زیر قضیه از می�توان شعاعی پایه توابع نوع این براي اما

باشیم داشته r > 0 براي و ψ(r) = ϕ(
√
r) ∈ C∞[0,∞) که کنید فرض [16] .9.3.1 قضیه

مجموعه�ي هر براي آنگاه باشد (0,∞) روي یکنوا کاملاً و غیرثابت تابع یک ψ′(r) > 0 اگر ψ(r) > 0

ai,j = ϕ(∥ xi − xj ∥2) داخلی عنصرهاي با AN×N ماتریس {xj}Nj=1 ⊂ Rd متمایز نقطه�اي N
مقدار یک فقط و منفی ویژه�ي مقدار (N − 1) داراي Aماتریس N ≥ 1 براي همچنین و است نامنفرد

است. مثبت ویژه�ي

در شده�اند معرفی 1.1 جدول در که خطی و چندربعی شعاعی پایه توابع که است آشکار .10.3.1 مثال
است، یکنوا کاملاً و غیرثابت آن�ها اول مشتق همچنین می�کنند. صدق بودن مثبت و پیوستگی شرایط

داریم: ℓ = 0, 1, 2, · · · و r > 0 ازاي به چون
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ψ(r) = ϕ(
√
r) =

√
1 + ε2r =⇒ (−1)ℓ−1ψ(ℓ)(r) =

Γ(ℓ− 1
2
)ε2ℓ

2
√
π(1 + ε2r)ℓ−

1
2

> 0

ψ(r) = ϕ(
√
r) = r

1
2 =⇒ (−1)ℓ−1ψ(ℓ)(r) =

Γ(ℓ− 1
2
)

2
√
πrℓ−

1
2

> 0

و بود خواهند نامنفرد بالا تابع دو براي (6.1) درون�یاب از حاصل ماتریس�هاي 9.3.1 قضیه بنابر این�رو از
تعریف خوش نیز خطی شعاعی پایه و چند�ربعی توابع براي استاندارد سراسري شعاعی پایه� درون�یابی روش

دارد. یکتا جواب و

معین شعاعی پایه توابع براي (6.1) روش به پراکنده داده�هاي درون�یابی مسأله�ي فوق مطالب براساس
تعریف خوش و اجرا قابل است نامنفرد آن�ها از حاصل درون�یاب ماتریس�هاي این��که دلیل به اکید مثبت
توابع و چندهارمونیک8 توابع ، یافته7 توسعه چند�ربعی شعاعی پایه توابع براي فوق قضایاي متاسفانه است.
نیستند استفاده قابل است، شده معرفی 1.1 جدول در آن�ها از نمونه یک که نازك9 صفحه اسپلاین�هاي
شرایط مجدد استاندارد، سراسري درون�یابی روش توسعه و (6.1) به جملاتی کردن اضافه با می�توان اما
در نمود. تضمین شعاعی پایه توابع از تري وسیع کلاس براي را جدید درون�یاب ماتریس بودن نامنفرد

می�شود. پرداخته افزوده10 شعاعی پایه روش بیان به ادامه

افزوده شعاعی پایه توابع درون�یابی روش 2.3.1
می�شوند. بیان آن�ها ابتدا که است تعریف چند بیان به نیاز افزوده شعاعی پایه درون�یاب تعریف براي

کامل چندجمله�اي�هاي فضاي Πm(Rd) کنید فرض کامل) چندجمله�اي�هاي (فضاي .11.3.1 تعریف
فضا این بعد Mنمایان�گر اگر آن بر علاوه باشد. Rdفضاي در m مساوي یا کوچکتر درجه از d−متغیره

آنگاه باشد
M =

(
m+ d

d

)
(9.1)

7Generalized multiquadrics (GMQ) radial basis functions
8Polyharmonic functions
9Thin plate splines functions
10Augmented radial basis funtions method
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پراکنده�ي داده�هاي از مجموعه�اي براي افزوده) شعاعی پایه توابع درون�یابی (روش .12.3.1 تعریف
زیر به�صورت افزوده شعاعی پایه درون�یاب تابع {fj}Nj=1 ⊂ R متناظر مقادیر و {xj}Nj=1 ⊂ Rd متمایز

می�شود: تعریف
S(x) =

N∑
j=1

λjϕ(∥ x− xj ∥2) +
M∑
k=1

γkpk(x) (10.1)

: این�که به� مشروط
N∑
j=1

λjpk(xj) = 0, k = 1, 2, · · · ,M. (11.1)

پایه یک {p1(x), p2(x), · · · , pM(x)} مجموعه�ي و شعاعی پایه تابع ϕ(∥ x − xj ∥2) آن در �که
هستند. Πm(Rd) کامل جمله�اي�هاي چند� فضاي براي

(d = 2) بعدي دو فضاي در (m = 1) اول درجه چندجمله�اي�هاي فضاي براي مثال به�عنوان
به�صورت پایه�ها دو، درجه�ي چندجمله�اي�هاي فضاي براي همچنین و {1, x, y} از عبارتند پایه�ها این
(11.1) شرایط اعمال و (10.1) روي درون�یاب شرایط اعمال با اکنون هستند. {1, x, y, x2, y2, xy}

معادلات دستگاه این می�شود. نتیجه مجهول N +M و معادله N +M با خطی معادلات دستگاه یک
داد: نمایش زیر ماتریسی شکل به می�توان را خطی

(
Φ P
PT 0

)(
λ
γ

)
=

(
f
0

)
, (12.1)

، f = (f1, f2, · · · , fN)T , λ = (λ1, λ2, · · · , λN)T ,γ = (γ1, γ2, · · · , γM)T آن در �که
ΦN×N = (ϕ(∥ xi − xj ∥)) , i, j = 1, 2, · · · , N.

و (N + 1)× (N + 1) ماتریس یک
PN×M = (pk(xj)) , k = 1, 2, · · · ,M, j = 1, 2, · · · , N.

است. N ×M ماتریس یک
بسط ضرایب (12.1) دستگاه حل با که گویند درون�یاب ماتریس را (12.1) دستگاه ضرایب ماتریس
بود. خواهد تعریف خوش روش، آنگاه باشد نامنفرد درون�یاب ماتریس اگر می�شود. تعیین درون�یاب تابع
پرداخته افزوده شعاعی پایه توابع روش براي درون�یاب ماتریس بودن نامنفرد شرایط بررسی به ادامه در

می�شود.
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هرگاه گویند، Rd mروي مرتبه از مشروط مثبت معین را φ : Rd −→ R پیوسته تابع .13.3.1 تعریف
به که c = (c1, c2, · · · , cN)T بردار هر و x1, x2, · · · , xN ∈ Rd متمایز پراکنده داده N هر ازاي به

رابطه در m− 1 درجه از حداکثر p چندجمله�اي هر ازاي
N∑
j=1

cjp(xj) = 0, (13.1)

باشیم: داشته می�کنند، صدق
N∑
j=1

N∑
k=1

cjckφ(xj − xk) ≥ 0. (14.1)

باشد. صفر با برابر دقیقا c = 0 ازاي به فقط بالا رابطه هرگاه گویند مشروط مثبت معین اکیداً را φ تابع

با پایه توابع به�عنوان آن�ها کارگیري به و مشروط مثبت معین شعاعی پایه توابع تعریف اساس بر حال
10.1 شکل به پراکنده داده�هاي درون�یابی مسأله�ي بودن تعریف خوش و پذیري حل به زیر، قضیه�ي بیان

می�شود. پرداخته

معین شعاعی پایه توابع φ توابع اگر بگیرید. نظر در را (10.1) درون�یابی مسأله�ي [14] .14.3.1 قضیه
یکتا، به�طور {xj}Nj=1 ⊂ Rd نقاط مجموعه اگر همچنین و باشند Rd فضاي mبر مرتبه از مشروط مثبت
ضرایب ماتریس آن�گاه کند مشخص را m − 1 حداکثر درجه از چندجمله�اي�هاي فضاي براي پایه یک
به منحصر جواب (12.1) خطی معادلات دستگاه رو این از و است نامنفرد (12.1) خطی معادلات دستگاه

است. تعریف خوش (10.1) درون�یابی مسأله�ي بنابراین، و دارد �فرد

مشروط و مثبت معین شعاعی پایه توابع تشخیص براي کاربردي محک به قضیه چند بیان با ادامه در
رسید. خواهیم Rd فضاهاي روي

مثبت معین تابع یک Rd فضاي بر m مرتبه از (اکید) مشروط مثبت معین تابع هر [14] .15.3.1 قضیه
مثبت معین تابع یک (اکید) مثبت معین تابع هر آن بر علاوه است. نیز بالاتر مراتب از (اکید) مشروط

است. مرتبه هر از مشروط

شعاعی پایه توابع روي از مشروط مثبت معین شعاعی پایه توابع تشخیص شرایط بعدي قضیه�ي در
می�شود. ارایه یکنوا
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تابع یک φ = ϕ(∥.∥2) تابع آن�گاه ، ϕ ∈ C[0,∞) ∪C∞(0,∞) کنید فرض [14] .16.3.1 قضیه
بر (−1)mϕ(m) اگر تنها و اگر است، d هر ازاي به Rd بر m مرتبه از مشروط مثبت معین شعاعی پایه

باشد. یکنوا کاملاً (0,∞)

شعاعی توابع و یکنوا کاملاً توابع بین ارتباط که می�شود ارایه 17.3.1 قضیه از کلی�تري صورت زیر، در
می�کند. بیان را مشروط مثبت معین اکیداً

φ آن بر علاوه و کند صدق 16.3.1 قضیه شرایط در φ = ϕ(∥.∥2) تابع اگر [14] .17.3.1 قضیه
از مشروط مثبت معین اکیداً Rd بر d هر ازاي به φ تابع آن�گاه نباشد m حداکثر درجه از چندجمله�اي

است. m مرتبه

می�شود. پرداخته مشروط مثبت معین شعاعی توابع از مثال چند ارایه به بخش این در

زیر به�صورت یافته توسعه چند�ربعی توابع یافته): توسعه چند�ربعی شعاعی پایه (توابع .18.3.1 مثال
می�شوند: تعریف

φ(x) = (−1)⌈β⌉(ε+ ∥ x ∥2)β, ε > 0, β > 0, β /∈ N. (15.1)

زیر به�صورت ϕ تابع گرفتن نظر در با
ϕ(r) = (−1)⌈β⌉(ε+ r)β, ε > 0, β > 0, β /∈ N, (16.1)

داریم: گیري مشتق بار ℓ و
ϕ(ℓ)(r) = (−1)⌈β⌉β(β − 1) · · · (β − ℓ+ 1)(ε+ r)β−ℓ, (17.1)

داریم: ℓ = ⌈β⌉ براي و
(−1)⌈β⌉ϕ(⌈β⌉)(r) = β(β − 1) · · · (β − ℓ+ 1)(ε+ r)β−ℓ ≥ 0, (18.1)

تابع که mاست مقدار mکوچکترین = ⌈β⌉ آن بر علاوه و است یکنوا کاملاً ϕ(r) شعاعی تابع نتیجه در
در نیست. چندجمله�اي تابع یک ϕ بنابراین β /∈ N چون طرفی از است. یکنوا کاملاً (−1)mϕ(m)(r)

مشروط مثبت معین اکیداً d هر ازاي به Rd بر یافته توسعه چند�ربعی توابع 17.3.1 قضیه اساس بر نتیجه
هستند. ⌈β⌉ ≤ m مرتبه از
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مثبت معین اکیداً ،1.1 جدول در شده ارایه استاندارد چند�ربعی تابع باشد β = 1
2
اگر خاص حالت در

در چندجمله�اي کردن اضافه به نیاز 17.3.1 قضیه بر بنا رو این از است، m > 0 مرتبه هر از مشروط
نیست. (10.1)

می�شوند: تعریف زیر به�صورت نازك صفحه اسپلاین توابع نازك): صفحه اسپلاین (توابع .19.3.1 مثال

φ(x) = (−1)β+1 ∥ x ∥2β log(∥ x ∥), β ∈ N. (19.1)

مرتبه از مشروط مثبت معین اکیداً نیز نازك صفحه اسپلاین توابع 17.3.1 قضیه بنابر مشابه به�طور
داریم: موضوع این بررسی براي هستند. شعاعی Rd بر d هر ازاي به آن بر علاوه و بوده m ≥ β + 1

2φ(x) = (−1)β+1 ∥ x ∥2β log(∥ x ∥2), β ∈ N. (20.1)

فرض با
ϕ(r) = (−1)β+1rβ log(r), β ∈ N. (21.1)

: داریم مشتق�گیري با ضمن در و نیست چندجمله�اي ϕ(r) که می�شود مشاهده راحتی به
ϕ(ℓ)(r) = (−1)β+1β(β − 1) · · · (β − ℓ+ 1)rβ−ℓ log(r) + pℓ(r), 1 ≤ ℓ ≤ β, (22.1)

داریم: ℓ = β فرض با است. β − ℓ درجه از چندجمله�اي یک pℓ به�طوري�که
ϕ(β)(r) = (−1)β+1β! log(r) + C, (23.1)

بنابراین
ϕ(β+1)(r) = (−1)β+1β!

r
, (24.1)

نتیجه در
(−1)β+1ϕ(β+1)(r) =

β!

r
≥ 0, (25.1)

مثبت معین اکیداً نازك، صفحه اسپلاین�هاي توابع نتیجه در و است یکنوا کاملاً (21.1) تابع بنابراین
هستند. m ≥ β + مرتبه1 از مشروط

بررسی براي است. شده ارایه مشروط مثبت معین شعاعی توابع معروف�ترین از فهرستی 2.1 جدول در
درون�یابی خطاي کران�هاي از اطلاع و شعاعی پایه توابع با آن�ها ارتباط مثبت، معین توابع ویژگی�هاي بیشتر

نمود. مراجعه [17 ،13] به می�توان شعاعی، پایه توابع با
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مشروط مثبت معین شعاعی توابع برخی فهرست :2.1 جدول
شرایط مرتبه ϕ(r), r > 0 تابع نام

β > 0, β /∈ 2N ⌈β
2
⌉ (−1)⌈

β
2
⌉(1 + (εr)2)

β
2 یافته توسعه چند�ربعی

β > 0, β /∈ 2N ⌈β
2
⌉ (−1)⌈

β
2
⌉rβ هارمونی چند

β > 0, β ∈ 2N 1 + β
2

(−1)1+
β
2 rβ log(r) هارمونی چند

2 r2 log(r) (���) نازك صفحه اسپلاین

هرمیت شعاعی پایه درون�یاب 3.3.1
آن، روي دیفرانسیلیخطی یکعملگر اثر ،f تابع درون�یابی به�جاي هرمیت11، شعاعی پایه درون�یابی در
ϕ(∥x−ξj∥)شعاعی پایه توابع خطی ترکیب به�صورت درون�یاب این�که به�جاي و می�کند درون�یابی را ،Lf
عملگر بدین�صورت�که می�شود گرفته نظر در Lϕ(∥x− xj∥) خطی ترکیب به�صورت شود گرفته نظر در

است. شده محاسبه ξ = xj نقطه در سپس کرده اثر ϕ(∥x− ξ∥) در ξ متغیر روي ابتدا L
است. شده ارایه زیر شرح به [18] از برگرفته هرمیت درون�یابی روش از خلاصه�اي بخش این در

تقریب و باشند Ω کراندار ناحیه مرز روي یا داخل در شده داده دلخواه نقاط {xj}Nj=1 کنید فرض
است: شده گرفته نظر در زیر به�صورت شعاعی پایه توابع از خطی ترکیب به�صورت L و f تابع

f(x) ≃ S(x) =
N∑
j=1

λjLξjϕ(∥x− ξ∥), (26.1)

Lf(x) ≃ LS(x) =
N∑
j=1

λjLLξjϕ(∥x− ξ∥), (27.1)

است: شده استفاده زیر دادهاي قرار از آن در که

Ljg(x) := Lg(x) |x=xj , j = 1, 2, · · · , N,

Lξjϕ(∥x− ξ∥) := Lξϕ(∥x− ξ∥) |ξ=xj , j = 1, 2, · · · , N.

در درون�یاب شرط اگر حال است. ξ متغیر به نسبت ϕ(∥x − ξ∥) روي L عملگر اعمال Lξ از منظور
می�شود: نتیجه شود، اعمال (27.1) روي x = {xi}Ni=1 پراکنده داده�هاي

LiS := Lif, i = 1, 2, · · · , N,

است: زیر به�صورت آن ماتریسی نمایش که
11Hermite RBF interpolation
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Aλ⃗ = Lf (28.1)

آن: در که
Ai,j = LxiL

ξ
jϕ(∥x− ξ∥) |(x=xi,ξ=xj), i, j = 1, 2, · · · , N, (29.1)

λ⃗ = (λ1, λ2, · · · , λN)T , (30.1)

Lf = (Lf(x) |x=x1 ,Lf(x) |x=x2 , · · · ,Lf(x) |x=xN )T . (31.1)

است[19]. نامنفرد متمایز گره�اي نقاط براي Aماتریس

چند�ربعی درون�یاب شبه 4.1
روش یک اجرا، سهولت و سادگی طیفی، همگرایی مناسب، دقت دلیل به شعاعی پایه درون�یابی روش
که هستند شعاعی پایه توابع از دسته یک چند�ربعی توابع هست. پراکنده داده�هاي برازش براي مفید
از نموده�اند. استفاده عددي روش�هاي در آن�ها�� از دیگران سپس شده�اند. معرفی [11] هاردي توسط ابتدا
پایه توابع شکل مناسب�ترین چند�ربعی توابع تقریباً دقت، و عملی تئوري، لحاظ از شعاعی پایه توابع بین
پایه درون�یابی آوردن به�دست براي وجود، این با می�شوند[20]. استفاده حاضر حال در که هستند شعاعی
بد سریعاً دستگاه داده�ها، تعداد افزایش با که شود حل خطی معادلات دستگاه یک باید چندربعی، شعاعی
است، وابسته نقاط پراکندگی چگالی به شدت به درون�یابی ماتریس حالت عدد براین، علاوه می�شود. وضع
به منجر و یافت خواهد افزایش درون�یابی ماتریس حالت عدد شود زیاد نقاط تعداد و چگالی چقدر هر
متنوعی روش�هاي .[22 می�شود[21، قبول غیرقابل محاسباتی هزینه�هاي ایجاد باعث یا ناپایدار جواب�هاي

است. آن�ها از یکی چندربعی �درون�یابی شبه روش دارد، وجود مشکل این کردن برطرف براي
نظري شاخه�هاي در پراکنده داده�هاي آنالیز در مفید ابزار�هاي از ، چند�ربعی12 درون�یاب شبه� روش�هاي
توسط متعددي چند�ربعی درون�یاب�هاي شبه هستند. اقتصاد و جغرافیا پزشکی، کامپیوتر، علوم کاربردي و
شکل .[26 ،25 ،24 ،23] است گرفته قرار بررسی مورد آن�ها همگرایی شرایط و است شده معرفی محققین
است. چندجمله�اي�ها شدن اضافه و متفاوت مرکزهاي با چند�ربعی توابع از خطی ترکیب به�صورت آن�ها کلی

است[23]: شده تعریف وو14 و شابک13 توسط زیر شرح به شبه�درون�یاب�ها انواع از یکی
12Multiquadric quasi-interpolation(MQQI) methods
13Schaback
14Wu
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به�طوري�که: باشند موجود Ω = [a, b] کراندار بازه در متمایز داده N کنید فرض
a = x1 < x2 < . . . < xN−1 < xN = b

تعریف زیر صورت به LD درون�یاب شبه عملگر .h = max{(xj − xj−1), j = 2, · · · , N و
می�شود:

(LDf)(x) =
N∑
j=1

fjϕj(x), (32.1)

آن در که

ϕ1(x) =
1
2
+ ψ2(x)−(x−x1)

2(x2−x1) ,

ϕ2(x) =
ψ3(x)−ψ2(x)
2(x3−x2) − ψ2(x)−(x−x1)

2(x2−x1) ,

ϕj(x) =
ψj+1(x)−ψj(x)

2(xj+1−xj) − ψj(x)−ψj−1(x)

2(xj−xj−1)
, j = 3, ..., N − 2,

ϕN−1(x) =
(xN−x)−ψN−1(x)

2(xN−xN−1)
− ψN−1(x)−ψN−2(x)

2(xN−1−xN−2)
,

ϕN(x) =
1
2
+ ψN−1(x)−(xN−x)

2(xN−xN−1)
,

(33.1)

است: زیر مطابق چند�ربعی، شعاعی پایه تابع ψj(x) و
ψj(x) =

√
c2 + (x− xj)2, j = 2, · · ·N − 1. (34.1)

.[23] است شده اثبات وو و شابک توسط 32.1 درون�یاب شبه همگرایی قضیه f ∈ C2 توابع رده براي
همواري با (توابع توابع از وسیع�تري دسته�ي براي LDfرا درون�یاب شبه عملگر همگرایی [27] در محققین

نموده�اند. ثابت کمتر)
رساله این در داد. تعمیم بالاتر ابعاد به را متغیره یک چند�ربعی درون�یاب شبه می�توان سادگی به
براي است. شده استفاده R2 فضاي در چندربعی درون�یاب شبه تعریف براي [28] 15DS-MQ روش از
شبه توابع و نمود استفاده مستقل به�طور مختصات متغیر هر براي را (33.1) تعریف کافی�ست کار، این
ابعاد براي یافته، تعمیم چند�ربعی درون�یاب شبه تا کرد ضرب هم در را متغیر هر براي حاصل درون�یاب

آید. به�دست بالاتر
تعریف زیر به�صورت بعدي دو دامنه در LD درون�یاب شبه عملگر ،f(x, y) تقریب براي مثال به�طور

می�شود:

f(x, y) ≃ (LDf)(x, y) =

N1∑
i=1

N2∑
j=1

fijϕi(x)ϕj(y) =
N∑
k=1

fkΦk(x, y), (35.1)

و (33.1) رابطه همان ϕi(x) ،(xi, yj) نقطه در f تابع مقدار fij داده�ها، Nتعداد = N1×N2 آن در که
y, yj, j = 1, ..., N2 با را x, xi, i = 1, ..., N1 موارد (33.1) رابطه در است کافی ϕj(y) تعریف براي

می�شوند. حاصل ϕj(y) در ϕi(x) ضرب از ها Φk(x, y) همچنین نمود. جایگزین
15Dimension-splitting multiquadric
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که دارد وجود (ε) آزاد پارامتر یک هموار، کاملاً شعاعی پایه توابع دسته در می�دانیم که همان�طور
داشته پایداري و خطا بهبود در به�سزایی تاثیر می�تواند پارامتر این تغییرات گویند. شکل پارامتر آن به
مفاهیم اساس بر و ندارد وجود شکل پارامتر این بهینه مقدار تعیین براي ثابتی و کلی تکنیک اما باشد.
کنند. معرفی مختلف، شعاعی پایه� توابع براي را پارامتر این مناسب مقدار نموده�اند، تلاش محققان مختلف
حل در آن از آتی فصل�هاي در که است شده پرداخته تکنیک�ها این از نمونه چند معرفی به سوم فصل در

شد. خواهد استفاده جزیی دیفرانسیل معادلات عددي
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2 فصل

بر مبتنی شبکه بدون روش�هاي بر مروري
شعاعی پایه توابع
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مقدمه 1.2
بسیاري این�که به توجه با هستند. طبیعی پدیده یک رفتار توضیح براي مناسبی ابزار ریاضی، مدل�هاي
براي را مدل آن جواب از تقریبی عددي، روش�هاي نیستند. حل قابل دقیق به�صورت ریاضی مدل�هاي از
معادلات شکل به مدل�سازي�ها این از بسیاري می�کنند. فراهم نظر مورد طبیعی پدیده رفتار بررسی
جواب تابع مقدار کردن پیدا هدف، و هستند جزیی دیفرانسیل معادلات به�خصوص یا معمولی دیفرانسیل
معادلات معمولا ساده، بسیار حالت�هاي بجز است. مدل در موثر پارامتر�هاي یا و شده داده دامنه روي
یا و ناممکن آن�ها دقیق جواب کردن پیدا به�طوري�که هستند، پیچیده اغلب آن�ها دامنه�هاي یا مربوط
است. مطلوب و مدنظر شده مدل�سازي پدیده از مناسب عددي تقریب عمل، در رو این از است. پرهزینه
به�عنوان عددي روش�هاي است، شده باعث اخیر قرن نیم در محاسباتی الگوریتم�هاي و رایانه�ها پیشرفت

هستند. افزایش حال در سرعت به آن�ها کاربرد�هاي محدوده�ي که شوند معرفی اعتماد قابل ابزار یک
روي شده تعریف دیفرانسیل معادلات ابتدا دیفرانسیل، معادلات حل عددي روش�هاي در نمونه به�طور
که می�شوند تبدیل نقاط از متناهی مجموعه��اي روي ساده معادلات از متناهی مجموعه�ي به را پیوسته دامنه
خواهند حل حاصل، معادلات این عددي، روش�هاي بعدي گام در سپس گویند گسسته�سازي را عمل این
معروف عددي روش�هاي به می�توان دیفرانسیل، معادلات عددي حل در تقریبی). یا دقیق صورت (به شد
پیوسته�ي دامنه� آن�ها، در که نمود اشاره متناهی حجم و محدود عنصرهاي روش متناهی، تفاضلات مانند

می�شود. گسسته�سازي شده شبکه�بندي گره�اي نقاط سري یک به بحث مورد دیفرانسیل معادله
طرفی از نمود. اشاره شبکه�بندي محاسباتی بالاي هزینه�هاي به می�توان روش�ها این عمده معایب از
تمام باید و نمود استفاده قبلی شبکه�هاي اطلاعات از نمی�توان ظریف�تر شبکه�بندي�هاي به نیاز صورت در
یک با شبکه�بندي ایجاد نامنظم، ناحیه�هاي در این�که دیگر نکته شوند. انجام مجدد ابتدا از محاسبات
محاسبه�ي براي رو این از است. همراه زیادي پیچیدگی�هاي با نقاط، بین مشخص و ثابت ارتباط نوع
که شدند معرفی دیگري ابزارهاي علوم، و مهندسی پیچیده مسایل در تقریبی جواب�هاي آسان و سریع
بین خاصی ارتباط (بدون پراکنده داده�هاي سري یک اساس بر نظر مورد ناحیه�ي مکانی گسسته�سازي
شبکه بدون روش�هاي چند هر می�شود. گفته شبکه بدون روش�هاي آن�ها به که می�شود انجام نقاط)

نمود: تقسیم زیر معمول و اساسی گام سه به را آن�ها اجراي مراحل می�توان اما شده�اند ارایه متعددي
نقاط: تولید -1

مرز روي یا داخل در نقاط از مجموعه�اي باید مکان، گسسته�سازي و شبکه بدون روش�هاي اجراي براي
نیاز (بدون پراکنده، داده�هاي به�عنوان نقاط، از مجموعه�اي باید رو این از باشد. داشته وجود مربوط ناحیه�ي
جواب�هاي محاسبه�ي و ساختن در که دهند پوشش را مسأله مرز و دامنه نقاط) بین خاص ارتباط وجود به
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می�روند. به�کار تقریبی
جواب: تقریب -2

از پایه�اي توابع متناهی تعداد از خطی ترکیب صورت به مجهول تابع عددي، روش�هاي از بسیاري مانند
نمود. تعیین را بسط ضرایب کافی�ست تقریبی، جواب تعیین براي که می�شود نوشته تقریبی جواب فضاي

می�شود. زده تقریب جواب، فضاي در پایه�اي توابع از متناهی بسط یک با جواب تابع واقع در
آزمودن: -3

معادلات در جواب آن باید پیشنهادي، تقریبی جواب در مجهول ضرایب محاسبه�ي براي نهایی گام در
می�شوند نوشته مسأله ( قوي1 شکل ) اصلی شکل روي از مستقیم به�طور معادلات این که کند. صدق حاکم
را گام این می�آیند. به�دست ضعیف2) (شکل اصلی معادلات از آمده به�دست معادلات و شکل روي از یا
افراز یا (سراسري) دامنه کل روي می�تواند قوي یا ضعیف شکل روي آزمودن این می�نامند. جواب آزمودن

باشد. (موضعی) دامنه زیر چند به دامنه
شبکه بدون متنوع روش�هاي ایجاد به منجر فوق، گام سه نمودن اجرا براي متفاوت روش�هاي انتخاب
قوي شکل روي سراسري شبکه بدون روش�هاي سازي پیاده و بررسی هدف، رساله این در است. شده
آتی فصل�هاي در که است جزیی دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه توابع بر مبتنی مسأله،
با شده گفته گام سه اجراي مختلف شیوه�هاي از روش چند خلاصه، به�طور ابتدا ادامه در می�شود. ارایه

گرفت. خواهند قرار بررسی مورد خطی بیضوي جزیی دیفرانسیل معادلات بر تمرکز

نقاط تولید 2.2
در میدانی نقاط تولید به نیاز شبکه، بدون روش�هاي اجراي اول گام در شد، اشاره که گونه همان
انتخاب در عمل آزادي شبکه، بدون روش�هاي اصلی مزیت�هاي از یکی است. نظر مورد مسأله ناحیه�ي
انتخاب در متداول شکل�هاي از برخی ادامه در است. مرزها روي و دامنه داخل در پراکنده داده�هاي

شوند: می ارایه Ω ⊂ R3 همچنین و Ω ⊂ R2 آزمون دامنه�هاي در پراکنده داده�هاي
یکنواخت: نقاط

یکنواخت پراکندگی با نقاط انتخاب شبکه، بدون روش�هاي در نقاط انتخاب نوع متداول�ترین از یکی
شود. بندي تقسیم ثابت گام طول با نظر، مورد ناحیه است کافی یکنواخت نقاط تولید براي است. دامنه در

شده�اند. رسم بعدي(چپ) سه و (راست) بعدي دو آزمون فضاي در یکنواخت نقاط 1.2 شکل در
1Strong form
2Weak form
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(چپ). بعدي سه و (راست) بعدي دو آزمون فضاي در یکنواخت صورت به شده تولید نقاط :1.2 شکل

چبیشف3: نقاط
این است. شبکه بدون روش�هاي در انتخابی نقاط از دیگري معمول رده چبیشف، نقاط مجموعه
استفاده است، بیشتر مرز به نزدیک نقاط در جواب حساسیت که مسایلی حل براي اغلب نقاط، از مجموعه
هستند. نظر مورد دامنه در یافته انتقال چبیشف چند��جمله�اي�هاي ریشه�هاي نقاط این حقیقت در می�شوند.

شده�اند. رسم بعدي دو آزمون دامنه در نقاط از مجموعه این 2.2 شکل در
در میدانی نقاط عنوان به که هستند موجود دامنه در پراکنده داده�هاي توزیع از دیگري متفاوت رده�هاي

بعدي. دو آزمون فضاي در (0 , 1) بازه در چبیشف نقطه�اي 289 مجموعه :2.2 شکل

دید. می�توان 3.2 شکل در را آن از نمونه� دو می�شوند. استفاده شبکه بدون روش�هاي
3Chebyshev points
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بعدي. دو آزمون دامنه�هاي در نقطه) 289 - (چپ latin نقاط و نقطه) 289 - (راست Lattice نقاط :3.2 شکل

جواب تقریب 3.2
تقریب شبکه، بدون هاي روش در مشترك و اساسی گام دومین شد، اشاره این از پیش که همان�گونه
نظر در زیر صورت به و پایه�اي توابع از خطی ترکیب یک صورت به مسأله جواب گام این در است. جواب

می�شود: گرفته

uN(x) =
N∑
j=1

λjΦj(x),

سوم گام در که هستند مجهولی ضرایب ها λj و مشخص پایه�اي توابع Φj(.) بالا رابطه در که طوري
می�شوند. محاسبه شبکه بدون روش�هاي

جواب آزمودن 4.2
تقریب، تابع ساختن و پایه توابع تعیین از پس شبکه بدون روش�هاي نمودن اجرایی آخر مرحله�ي در
از یکی روي مسأله)، ضعیف یا قوي شکل حالت�هاي از یکی (در مسأله بر حاکم معادلات نمودن اعمال با
به�دست تقریبی جواب در مجهول، ضرایب شد، داده توضیح قبل گام در که پیشنهادي تقریب شکل�هاي
یا می�آید به�دست شده، داده مرز با ناحیه داخل در x هر ازاي به جواب براي تقریبی آن�جا از و می�آیند
دامنه، از نقاطی تعداد در جواب تابع مقادیر جواب، تقریبی شکل و حاکم معادلات از مستقیم به�طور این�که
ارایه تاکنون آزمودن، براي زیادي بسیار و متنوع روش�هاي طیفی). شبه (روش�هاي می�شود زده تقریب

نمود: دسته�بندي زیر گروه�هاي در را آن�ها می�توان که است شده
قوي شکل به آزمودن الف)
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سراسري قوي شکل (1- الف
موضعی قوي شکل (2- الف

ضعیف شکل به آزمودن ب)
سراسري ضعیف شکل (1- ب
موضعی. ضعیف شکل (2- ب

داده�هاي از مجموعه�اي روي روشهم�محلی، اعمال با تقریبی جواب�هاي آزمودن، سراسري روش�هاي در
زیر چند به اصلی دامنه�ي ابتدا موضعی روش�هاي در اما می�شوند محاسبه اصلی، دامنه در واقع پراکنده
موضعی نواحی از یک هر در پراکنده داده�هاي کمک با تقریبی جواب سپس و شده بندي تقسیم دامنه

می�شود. محاسبه
این بعدي بخش�هاي در می�شود. پرداخته سراسري قوي آزمودن روش�هاي بررسی به رساله این در
براي شعاعی طیفی-پایه شبه روش کاربرد سپس و می�شوند معرفی روش�ها این از نمونه چند ابتدا فصل
نامنظم و منظم دامنه�هاي روي غیر�خطی و خطی جزیی دیفرانسیل معادلات از نمونه چند تقریبی حل

گرفت. خواهند قرار بررسی مورد

هم�محلی) (روش سراسري قوي شکل به آزمودن 5.2
هموار دینامیکی هیدرو ذارات و شعاعی پایه توابع تقریبی روش�هاي در گسترده�اي به�طور روش این
در باید حاکم معادلات قوي، و اصلی شکل در تقریب تابع جایگذاري از بعد روش این در می�رود. به�کار
دستگاه یک حاصل، نتیجه کنند. صدق می�شود گفته هم�محلی نقاط آن�ها به که نقاط از مجموعه�اي
نقاط این تعداد که کرد دقت باید هستند. مچهول آن در تقریب تابع ضرایب که است معمولی معادلات
است سریع و ساده روش یک روش، این وضوح به باشد. تقریب تابع در مجهول ضرایب تعداد از کمتر نباید

است. روش این اساسی مشکل حاصل، دستگاه ناپایداري عمدتاً اما

نامتقارن کانسا هم�محلی روش 1.5.2
مشتقات با معادلات حل براي را شعاعی پایه هم�محلی روش بار اولین براي [6 کانسا[5، ،1990 سال در
�رو، این از داد. توسعه چند�ربعی شعاعی پایه توابع از استفاده با ویژه به هذلولوي، و سهموي بیضوي، جزیی
شعاعی پایه توابع از که است شبکه بدون روش یک کانسا روش است. معروف نیز کانسا روش به اغلب روش
نقاط در مسأله، بر حاکم شرایط اعمال با هم�محلی روش اساس بر روش این می�کند. استفاده تقریب براي
متمایز مزایاي از می�شود. حاصل است شعاعی پایه توابع از خطی ترکیب که تقریب تابع روي بر هم�محلی
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آسان اجراي و انتگرال�گیري به نیاز عدم مناسب، همگرایی به می�توان کلاسیک روش�هاي با مقایسه در آن
کاربردي به�طور و شد واقع مهندسان و دانشمندان توجه مورد سرعت به روش این بنابر�این، نمود. اشاره آن
افزایش براي متنوعی گسترش�هاي نیز اخیر سال�هاي در شد. استفاده مهندسی و پایه علوم مسایل حل در
و است شبکه بدون روش یک نیز کانسا روش این�که دلیل به است. شده ارایه روش این دقت و کارآیی
شبکه بدون روش�هاي مزایاي نیز کانسا روش رو این از است وابسته پراکنده داده�هاي بین فاصله به فقط
پذیري انعطاف و بالا بعد با مسایل در آن از استفاده سادگی به می�توان مزایا، این جمله�ي از داراست. را

نمود. اشاره نامنظم دامنه�هاي با مسایل با مواجه در آن
می�شود: گرفته نظر در زیر مرزي مقدار مسأله�ي کانسا، روش توضیح براي

Lu(x) = f(x), x ∈ Ω, (1.2)

است: زیر به�صورت آن مرزي شرایط که
Bu(x) = g(x), x ∈ Γ, (2.2)

به و معلوم توابع f, g مرزي، دیفرانسیلی خطی عملگر B خطی، دیفرانسیلی عملگر L فوق روابط در که
هستند. Ω ناحیه مرز Γ ⊂ Rd و مسأله داخلی ناحیه�ي Ω ⊂ Rd هموار، کافی اندازه�ي

به�صورت شعاعی پایه توابع از خطی ترکیب به�صورت u جواب تابع تقریب کانسا، روش اساسی ایده
است: زیر

u(x) ≃ uN(x) =
N∑
j=1

λjϕ(∥x− xj∥), (3.2)

λj و (1.2) - (2.2) مسأله در Ω ناحیه مرز روي یا داخل در شده داده دلخواه نقاط {xj}Nj=1 آن در که
خطی خاصیت از استفاده و (1.2) - (2.2) مسأله در (3.2) رابطه جاي�گذاري با هستند. مجهول ضرایب

می�شود: نتیجه B و L عملگر بودن
N∑
j=1

λjLϕ(∥x− xj∥) = f(x), x ∈ Ω, (4.2)

N∑
j=1

λjBϕ(∥x− xj∥) = g(x), x ∈ Γ. (5.2)

دامنه مرز روي متمایز نقاط {ξj}Nj=NI+1 و Ω دامنه داخل در متمایز نقاط {ξi}NI
i=1 کنید فرض حال

دستگاه به (4.2) - (5.2) روابط {ξi}Ni=1 هم�محلی نقاط انتخاب با هم�محلی، روش اساس بر هستند. Γ
می�شوند: تبدیل زیر خطی معادلات

N∑
j=1

λjLϕ(∥ξi − xj∥) = f(ξi), i = 1, 2, · · · , NI , (6.2)
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N∑
j=1

λjBϕ(∥ξi − xj∥) = g(ξi), i = NI + 1, · · · , N. (7.2)

دامنه در متفاوت و دلخواه می�توانند شعاعی، پایه توابع مرکزي نقاط و هم�محلی نقاط که می�شود یادآوري
فرض یکسان شعاعی، پایه توابع در مرکزي نقاط و هم�محلی نقاط معمول، به�طور کانسا روش در اما باشند.
به (6.2) - (7.2) معادلات دستگاه نوشتن و j = 1, 2, · · · , N, ξj = xj فرض با رو این از می�شوند.

داشت: خواهیم ماتریسی )شکل
AL

AB

)
λ =

(
f
g

)
. (8.2)

آن: در که
f = [f(x1), · · · , f(xN)]T , g = [g(x1), · · · , g(xN)]T , (9.2)

(AL)ij = Lϕ(∥xi − xj∥), i = 1, 2, · · · , NI , (10.2)

و
(AB)ij = Bϕ(∥xi − xj∥), i = NI + 1, · · · , N. (11.2)

کانسا ضرایب ماتریس بودن نامنفرد فرض با ادامه در
K =

(
AL

AB

)
, (12.2)

شد. خواهد محاسبه (1.2) - (2.2) مسأله براي تقریبی، جواب یک بنابر�این می�آید. به�دست λ بردار
از مجموعه�اي کانسا، [6] تحقیق در است. شده بررسی مختلف مقالات در کانسا روش اعتبار و کارآیی
اثربخشی و داده شرح جزیی مشتقات با معادلات حل براي را شعاعی پایه هم�محلی روش بر مبتنی روش�ها
مورد روش، دقت و محاسباتی پیچیدگی لحاظ از چند�ربعی، شعاعی پایه توابع از استفاده با آن�را کارآیی و
ایشان همچنین است. نموده مقایسه متناهی تفاضلات روش با را حاصل نتایج و داده قرار تحلیل و تجزیه
از جزیی دیفرانسیل معادلات مسایل دیگر انواع براي روش این که است داده نشان [30 ،29] مقاله در
در که سهموي معادلات و هذلولوي معادلات بیضوي، معادلات دستگاه بیضوي، غیر�خطی معادلات قبیل

است. به�کارگیري قابل نیز دارند کاربرد فیزیک و مهندسی مسایل از بسیاري
گسسته�سازي از ماتریسحاصل وارون�پذیري استکه این نامتقارن، روشکانسا اساسی مشکل متأسفانه اما
براي حاصل دستگاه ضرایب ماتریس است شده ثابت حتی است. نشده ثابت تاکنون کلی، حالت در مکانی،
پرداخته�اند. موضوع این بررسی به نویسندگان [31] تحقیق در باشد. منفرد می�تواند نقاط از خاصی آرایش
یکی است. شده ارایه محققین توسط کانسا، ایده از حاصل دستگاه حل�پذیري براي متنوعی راه�کارهاي
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ایجاد و هرمیتی درون�یاب�هاي ایده از روش این در است[18]. شده ارایه فاشور4 توسط راه�کارها این از
می�شود. پرداخته آن به بعد بخش در که است شده استفاده متقارن هم�محلی ماتریس

متقارن کانسا روش 2.5.2
به�دست براي روشی فاشور شد، معرفی اول فصل در که هرمیت شعاعی پایه درون�یاب ایده براساس
و متقارن معادلات دستگاه حل به منجر که نمود ارایه جزیی دیفرانسیل معادلات تقریبی جواب آوردن

.[18] می�شود خطی نامنفرد
بگیرید: نظر در را زیر مرزي مقدار مسأله متقارن، کانسا روش توضیح براي

Lu(x) = f(x), x ∈ Ω, (13.2)

است: شده فرض زیر به�صورت آن مرزي شرایط که
u(x) = g(x), x ∈ Γ, (14.2)

Ω ⊂ Rd هموار، کافی اندازه�ي به و معلوم توابع f, g خطی، دیفرانسیلی عملگر L فوق روابط در که
هستند. Ω ناحیه مرز Γ ⊂ Rd و مسأله داخلی ناحیه�ي

زیر به�صورت شعاعی پایه هرمیت درون�یابی روش به u جواب تابع تقریب متقارن، کانسا روش اساسی ایده
است:

u(x) ≃ uN(x) =

NI∑
j=1

λjL
ξ
jϕ(∥x− ξ∥) +

N∑
j=NI+1

λjϕ(∥x− xj∥), (15.2)

λj ،Γ ناحیه مرز روي نقاط {xj}Nj=NI+1 ،Ω ناحیه داخل در شده داده دلخواه نقاط {xj}NI
j=1 آن در که

ϕ(∥x− ξ∥) روي L عملگر اعمال همان اول فصل در هرمیت درون�یاب روش مانند Lξ مجهول، ضرایب
می�شود. تعریف Lxi مشابه به�طور و است Lξjϕ(∥x− ξ∥) := Lξϕ(∥x− ξ∥) |ξ=xj ، ξ متغیر به نسبت
و L عملگر بودن خطی خاصیت از استفاده ،(13.2) - (14.2) مسأله در (15.2) رابطه جاي�گذاري با

می�شود: نتیجه {xi}Ni=1 نقاط روي هم�محلی روش اعمال
NI∑
j=1

λjL
x
iL

ξ
jϕ(∥x− ξ∥) +

N∑
j=NI+1

λjL
x
i ϕ(∥x− xj∥) = f(xi), i = 1, ..., NI , (16.2)

NI∑
j=1

λjL
ξ
jϕ(∥xi − ξ∥) +

N∑
j=NI+1

λjϕ(∥xi − xj∥) = g(xi), i = NI + 1, ..., N. (17.2)

4Fasshauer
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نوشت: زیر به�صورت می�توان را فوق خطی معادلات دستگاه ماتریسی )نمایش
AI

LxLξ ABLx

AI
Lξ AB

)(
λΩ

λΓ

)
=

(
f
g

)
, (18.2)

به�طوري�که: هستند مربعی AB و AI
LxLξ,ij

ماتریس�هاي آن در که
(AILxLξ)ij = (Lx(Lξϕ(∥x− ξ∥)) |ξ=xj) |x=xi i = j = 1, · · · , NI ,

(AB)ij = ϕ(∥xi − ξj∥) i = j = NI + 1, · · · , N.

زیر: درایه�هاي با دارند مستطیلی شکل دیگر ماتریس دو اما
(ABLx)ij = [Lxϕ(∥x− ξj∥)] |x=xi i = 1, · · · , NI , j = NI + 1, · · · , N,

(AILξ)ij = [Lξϕ(∥xi − ξ∥)] |ξ=xj , i = NI + 1, · · · , N, j = 1, · · · , NI .

ماتریسمتقارن یک مثبت معین پایه توابع براي و پراکنده داده نوع هر براي (18.2) دستگاه ماتریسضرایب
.[34 ،33 ،32] است شده واقع توجه مورد نیز دیگران توسط همچنین روش این .[18] است نامنفرد و

مشتق عملیاتی ماتریس�هاي و شعاعی طیفی-پایه شبه روش 3.5.2

تقریبی، روش�هاي اکثر در باشد جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادله�ي یک جواب u(x) کنید فرض
: می�شود زده تقریب مجهول ضرایب با پایه توابع تعدادي از خطی ترکیب یک با جواب

uN(x) =
N∑
j=1

ξjϕj(x), (19.2)

از یکی آورد. به�دست را مجهول ضرایب مسأله، بر حاکم معادلات از استفاده با می�شود تلاش سپس
در تقریبی جواب جاي�گذاري با حالت این در است قوي شکل روي بر هم�محلی روش اعمال روش�ها، این
روش�هاي در شود. محاسبه نیز هم�محلی، نقاط در تقریبی جواب مشتقات می�شود نیاز دیفرانسیل، معادله
جواب مقادیر روي از گره�اي نقاط در تقریبی جواب مشتقات مقادیر عملیاتی، ماتریس یک ایجاد با طیفی
شد: خواهد نتیجه شود محاسبه {xj}Nj=1 نقاط در (19.2) اگر منظور این براي می�آیند. به�دست تقریبی

uN(xi) =
N∑
j=1

ξjϕj(xi), i = 1, ..., N. (20.2)

نوشت: زیر به�صورت می�توان را آن ماتریسی شکل که
u = Aξ, (21.2)
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بردار و Ai,j = ϕj(xi) شکل به Aماتریس عناصر تقریب، ضرایب بردار ξ = [ξ1, · · · , ξN ]T آن در که
.u = [uN(x1), · · · , uN(xN)]T هم�محلی نقاط در جواب تابع تقریب
می�شود: نتیجه (L خطی دیفرانسیلی عملگر (اعمال مشتق�گیري با حال

LuN(x) =
N∑
j=1

ξjLϕj(x). (22.2)

شکل به حاصل معادلات نوشتن و i = 1, · · · , N, {xi} هم�محلی نقاط در (22.2) محاسبه�ي با
شد: خواهد نتیجه ماتریسی،

Lu = ALξ, (23.2)

است، شده تعریف بالا در ξ که
Lu = [LuN(x1), · · · ,LuN(xN)]T , (24.2)

و
(AL)i,j = Lϕj(xi). (25.2)

با می�شود تلاش ( (x ∈ R) بعدي یک فضاي در معمولی دیفرانسیل معادلات (حل طیفی روش�هاي در
گره�اي نقاط در جواب، بردار برحسب جواب مشتق بردار همان یا Lu بردار عملیاتی، ماتریس یک ایجاد

شود: محاسبه
Lu = DLu, (26.2)

روش�هاي و شعاعی پایه روش�هاي مزیت دو هر از می�شود تلاش نیز شعاعی طیفی-پایه شبه روش� در
شود. استفاده بعدي چند فضاهاي در �طیفی

ماتریس بودن نامنفرد فرض با هستند. شعاعی پایه توابع از مجموعه�اي پایه�ها (20.2) در کنید فرض
می�شود: نتیجه A درون�یاب

ξ = A−1u (27.2)

می�شود: نتیجه (23.2) رابطه در ξ جایگزینی با
Lu = ALA

−1u, (28.2)

در Lu(x) تقریب محاسبه�ي براي L خطی دیفرانسیلی عملگر با متناظر DL عملیاتی ماتریس بنابراین
نمود: تعریف زیر صورت به می�توان را i = 1, ..., N, xi هم�محلی نقاط

DL = ALA
−1. (29.2)
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i = 1, ..., N, xi هم�محلی نقاط در شعاعی طیفی-پایه شبه روش به Lu(x) عددي تقریب نتیجه در
داد: نمایش زیر صورت به می�توان را

Lu = DLu, (30.2)

است. A درون�یاب ماتریس بودن نامنفرد به نیاز ،DL مشتق عملیاتی ماتریس آوردن به�دست به�منظور
است. شده اشاره قبل فصل در است معکوس�پذیر درون�یاب ماتریس که حالت�هایی

دیفرانسیل معادلات عددي حل براي بالا دقت با روش�هایی، جمله از طیفی شبه روش�هاي که آنجا از
براي بالا، دقت با و کارا روش یک نیز شعاعی طیفی-پایه شبه روش�هاي �رو، این از می�شوند. شناخته جزیی
فصل�هاي در است. شده ارایه [36 ،35] در روش این از کاربردهایی است. جزیی دیفرانسیل معادلات حل
شده استفاده Lu = △u دیفرانسیلی خطی عملگر تقریب و گسسته�سازي براي روش این از پنج و چهار

است.
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3 فصل

در شکل پارامتر بهینه�ي مقدار تعیین
شعاعی پایه توابع روش�هاي
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مقدمه 1.3
به که می�شوند تعریف عددي، ثابت یک به�همراه هموار کاملاً شعاعی پایه توابع شد گفته که همان�طور
پارامتر براي کوچکتر مقادیر ،1.1 جدول در شده تعریف هموار کاملاً توابع براي گویند. شکل پارامتر آن
مقادیر با گاوسی شعاعی پایه تابع سه 1.3 شکل در شود. بازتر و تر مسطح پایه، تابع می�شود باعث شکل
است آشکار کلی حالت در شده�اند. رسم یکسان دامنه�هاي با بعدي دو فضاي در شکل، پارامتر مختلف
یا افزایش در شکل پارامتر این تغییرات می�شود. تبدیل ثابت عدد یک به پایه تابع آنگاه ε → 0 اگر
در می�توان را اثرات این بررسی دارد. به�سزایی تاثیر آن�ها پایداري و شعاعی پایه روش�هاي خطاي کاهش
براي کلی حالت در شکل پارامتر بهینه�ي مقدار تعیین نمود. مشاهده [37] مانند مختلف محققین کارهاي
مقدار تعیین براي متعددي روش�هاي اما است. باز مسأله یک هنوز شعاعی، پایه توابع بر مبتنی روش�هاي
تعیین روش�هاي از نمونه چند معرفی و بررسی به فصل، این در است. شده ارایه شکل پارامتر بهینه�ي
پرداخته یکی بجز همه - متقابـل ارزیـابی روش جمله از شعاعی پایه توابع در شکل پارامتر بهینه�ي مقدار
توابع با پراکنده داده�هاي درون�یابی در شکل پارامتر بهینه�ي مقدار تعیین براي [38] در روش این می�شود.
معادلات عددي حل روش�هاي براي آن�را توسیع [36] در فاشور است. شده ارایه ریپا1 توسط شعاعی پایه
فصل�هاي در است. نموده ارایه شعاعی پایه توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي از�جمله جزیی، دیفرانسیل
شکل، پارامتر بهینه�ي مقدار محاسبه�ي براي یکی بجز همه - متقابـل ارزیـابی تکنیک از نیز رساله این بعد

است. شده استفاده شعاعی طیفی�-پایه شبه روش در

شکل پارامتر مختلف مقادیر با گاوسی شعاعی پایه توابع :1.3 شکل

1Rippa
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شعاعی پایه درون�یابی روي بر شکل پارامتر اثر بررسی 2.3
پرداخته درون�یابی خطاي روي بر شکل پارامتر تغییرات اثر بررسی به مثال یک ارایه با بخش این در

(1.3) متغیره دو تابع می�شود.

آن روي نقطه هشت و (1.3) تابع شکل :2.3 شکل

است. شده مشخص سبز رنگ با شونده درون�یاب تابع - ثابت نقاط و متفاوت شکل پارامترهاي با شعاعی پایه درون�یاب�هاي :3.3 شکل

f(x, y) = x sin2(x)e−y
2 (1.3)

سه و (1.3) تابع شکل شامل 3.3 شکل بگیرید. نظر در را است شده داده نمایش 2.3 شکل در که
پایه درون�یاب�هاي که می�باشد شکل پارامتر متفاوت مقادیر و گاوسی شعاعی پایه توابع با آن، درون�یاب
(7.1) خطی معادلات دستگاه حل با مجهول ضرایب و شده نوشته (6.1) سراسري فرم براساس شعاعی،
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(1.3) تابع (ε)براي شکل پارامتر تغییرات حسب بر شعاعی پایه درون�یاب خطاي تغییرات شکل :4.3 شکل

که می�باشد خطا2 مربعات میانگین جذر به مربوط شده بیان خطاي 3.3 شکل در است. آمده به�دست
می�شود: تعریف زیر به�صورت

RMS Error =

√∑N
j=1(f(xj, yj)− S(xj, yj))2

N
.

است. شده محاسبه [1, 2] × [1, 2] بازه در یکنواخت توزیع با متمایز نقطه 64 براي خطا حالت این در
4.3 شکل می�کند. تغییر نیز درون�یابی خطاي شکل، پارامتر تغییر با که می�شود مشاهده 3.3 شکل از
نشان دقیق�تر را گاوسی شعاعی پایه توابع شکل پارامتر تغییرات به نسبت را درون�یابی خطاي تغییر نحوه�ي
به�دست RMS خطاي کمترین باشد، 0.5 و 0.4 بین شکل پارامتر اگر می�دهد نشان 4.3 شکل می�دهد.
اما می�یابد بهبود تقریبی جواب دقت شکل، پارامتر بیشتر کاهش با می�شود مشاهده همچنین می�آید.
این در که همان�طور رفت. نخواهد بین از خطا آنگاه ε → 0 و شود کمتر مشخص، حد یک از ε اگر
نحو طرفی از می�شود. مشاهده ε کوچک مقادیر از برخی در خطا حداقل اغلب، می�شود، مشاهده مثال
رفته به�کار نقاط تعداد و مربوط دامنه�ي پایه، توابع ، f تابع تغییر با شعاعی پایه درون�یابی خطاي تغییر
مقدار می�باشدتعیین وابسته فوق موارد تمام به شکل پارامتر بهینه�ي مقدار که آنجا از و کرد خواهد تغییر
محاسبه�ي براي استراتژي یک بازمی�باشد. مسأله یک حتی و پیچیده مسأله یک شکل پارامتر بهینه�ي
آن کردن مینیمم و شکل پارامتر برحسب هزینه، تابع نام به تابع یک ساختن شکل، پارامتر بهینه�ي مقدار

2Root mean square error (RMS Error)
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هستند درون�یاب خطاي اثر بیان�گر که مختلفی هزینه�ي توابع است. داده�ها مابقی ماندن ثابت فرض با تابع
است: شده پرداخته زیر روش�هاي بیان به ادامه در نمونه به�طور که شده�اند، معرفی

یکی بجز متقابل-همه ارزیابی روش -1
متقابل3 ارزیابی یافته تعمیم روش -2
درست�نمایی4 حداکثر برآورد روش -3

یکی بجز متقابل-همه ارزیابی روش 3.3
دو به موجود داده�هاي است. تقریب دقت آزمایش براي ابزاري متقابل، ارزیابی روش آماري مسایل در
نهایت در می�شود. استفاده تقریب ساخت براي بخش، هر سپس می�شوند تقسیم مختلف بخش چند یا
از استفاده با می�شود. محاسبه آن�ها) معیار انحراف معمول (به�طور بخش هر خطاي براساس کل خطاي
ارایه شعاعی، پایه توابع با درون�یابی در پارامتر بهینه�ي مقدار تعیین براي روشی [38] در ریپا ایده، همین
داده�هاي از یکی بار هر ابتدا روش، این در گویند. یکی بجز متقابل-همه ارزیابی روش آن�را که است نموده
براي تقریبی شعاعی، پایه درون�یابی روش با داده�ها، مابقی کمک به و می�شود حذف موجود، پراکنده��ي
یک ادامه در می�شود. گرفته نظر در شده حذف نقطه در درون�یابی این خطاي سپس می�شود محاسبه تابع
با نهایت در که می�شود حاصل مربوطه، خطاهاي بردار نرم محاسبه�ي با شکل پارامتر برحسب هزینه تابع
تابع ساختن نحوه�ي ادامه در می�آید. به�دست شکل پارامتر بهینه��ي مقدار هزینه، تابع این کردن مینیمم

می�شود: ارایه هزینه
Pk = {(x1, f1), (x2, f2), · · · , (xk−1, fk−1), (xk+1, fk+1), · · · , (xN , fN)} کنید فرض
می�نامیم: Sk را Pk نقاط مجموعه روي درون�یاب آن با هماهنگ است. شده حذف (xk, fk) آن در که

Sk(x) =
N∑

j=1j ̸=k

λjϕ(∥ x− xj ∥), (2.3)

می�شود: تعریف زیر صورت به ek حال
ek = f(xk)− Sk(xk), k = 1, 2, · · · , N.

هزینه تابع یک e = (e1, e2, · · · , eN)t بردار (∥ . ∥2( معمول نرم(به�طور محاسبه�ي با نهایت در و
3Generalized cross validation (GCV)
4Maximum likelihood estimator (MLE)
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می�آید: به�دست شکل پارامتر بهینه�ي مقدار آن، نمودن مینیمم با و می�شود تعریف ε برحسب

LOOCV(ε) =∥ e ∥22=
N∑
k=1

e2k.

نمود: ارایه ek براي زیر به�صورت مستقیمی فرمول ریپا [38] تحقیق همان در
ek =

λk

A−1
kk

, (3.3)

تمام روي شعاعی پایه درون�یاب ضرایب ماتریس و درون�یاب ضرایب همان ترتیب به A و λk آن در که
هستند. نقاط

متقابل ارزیابی یافته تعمیم روش 4.3
قطر روي عنصرهاي که است متقابل ارزیابی روش همان واقع در متقابل، ارزیابی یافته تعمیم روش

است: شده تعریف زیر صورت به هزینه تابع [37] در می�شود. جایگزین آن��ها میانگین با Aماتریس
GCV(ε) =

∑N
k=1 λ

2
k

( 1
N

∑N
k=1A

−1
kk )

2
. (4.3)

نمود. مطالعه [39 ،37] در می�توان را روش این مورد در بیشتر اطلاعات

درست�نمایی حداکثر برآورد روش 5.3
است. آماري مدل یک پارامترهاي کردن برآورد براي روشی درست�نمایی حداکثر برآورد آمار علم در
دارد. شباهت آماري، تخمین شده�ي شناخته روش�هاي از بسیاري به درست�نمایی حداکثر برآورد روش
فردي جمعیت،براي یک در موجود بالغ ماده زرافه�هاي قد به مربوط اطلاعات که کنید فرض مثال، به�طور
اما بگیرد، اندازه را زرافه�ها این تک تک قد نتواند زمان، یا هزینه در محدودیت دلیل به اما باشد مهم
حال نمی�داند. را توزیع واریانس و میانگین ولی می�کنند. پیروي نرمال توزیع از قدها، طول این که می�داند
از محدود نمونه�اي به مربوط، اطلاعات داشتن دست در با و درست�نمایی حداکثر برآورد روش از استفاده با
صورت این به کار انجام نحوه�ي آورد. بدست را توزیع این واریانس و میانگین از تخمینی می�تواند جمعیت،
توجه با که می�دهد نسبت آن�ها به را مقادیري آنگاه می�گیرد نظر در مجهول را میانگین و واریانس که است
یک مورد در درست�نمایی حداکثر برآورد روش کلی حالت در باشد. حالت محتمل�ترین موجود اطلاعات به
آن نتیجه�ي در که مدل پارامترهاي به مقادیري دادن نسبت از عبارتست داده�ها از مشخص مجموعه�ي
پارامتر از مقادیري (یعنی دهد نسبت شده مشاهده داده�هاي به را احتمال بیشترین که شود تولید توزیعی
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براي را مشخص کار و ساز یک درست�نمایی، حداکثر برآورد روش کند). حداکثر را درست�نمایی تابع که
می�کند. عمل خوش�تعریف به�طور دیگر، توزیع�هاي از بسیاري و نرمال توزیع براي که می�دهد ارایه تخمین
درون�یاب خطاي طوري�که شعاعی، پایه درون�یابی در ε شکل پارامتر از مقداري تعیین براي دیگر روش
روش این مورد در بیشتر اطلاعات براي است. درست�نمایی حداکثر برآورد روش از استفاده شود، کمترین
براي درست�نمایی حداکثر آن کردن کمینه با که هزینه تابع روش این در نمود. مراجعه [40] به می�توان

: [37] می�آید به�دست� زیر به�صورت شد خواهد حاصل تابع

MLE(ε) = log(fTλ) +
1

N

N∑
k=1

log(αk(A)). (5.3)

هستند. Aماتریس ویژه مقادیر k = 1, · · · , N, αk(A) آن در که
توسعه و کاربرد بعد بخش در نمود. ملاحظه [37] در می�توان را بالا در شده ذکر روش سه مقایسه�ي
پارامتر بهینه�ي مقدار تعیین براي است کاربرد پر و فراگیر روش یک که یکی بجز متقابل-همه ارزیابی روش

می�شود. ارایه شعاعی طیفی�-پایه شبه روش در شکل

طیفی�-پایهشعاعی روششبه بهینه�يپارامترشکلدر مقدار 6.3
با درون�یابی استاندارد روش با شعاعی طیفی�-پایه شبه روش زیاد شباهت به توجه با [41] در فاشور
را درون�یابی، در ریپا توسط شده ارایه یکی منهاي متقابل-همه ارزیابی الگوریتم همان شعاعی، پایه توابع
به شعاعی طیفی�-پایه شبه روش با مشتقات بردار تقریب در شکل پارامتر بهینه�ي مقدار محاسبه�ي براي

است. داده توسعه زیر صورت
Aλ = f خطی دستگاه از حاصل جواب اصل در شکل، �پارامتر بهینه�ي مقدار محاسبه�ي براي ریپا روش
نقاط در دیفرانسیلی خطی عملگر یک اثر تقریب براي (28.2) براساس طرفی از می�دهد. قرار تاثیر تحت را

آمد: به�دست زیر نتیجه شعاعی طیفی�-پایه شبه روش با میدانی
Lu = ALA

−1u, (6.3)

متناظر DL عملیاتی ماتریس آن�ها روي از و شده�اند تعریف (25.2) و (24.2) در ترتیب به AL و Lu که
هم�محلی نقاط در Lu(x) خطی دیفرانسیلی عملگر تقریب محاسبه�ي براي L دیفرانسیلی خطی عملگر با

آمد: به�دست صورت به xi, i = 1, ..., N,

DL = ALA
−1. (7.3)

نوشت: می�توان است متقارن A درون�یاب ماتریس که آن�جا از
ADL

T = AL. (8.3)
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ساختار شود، استفاده یکی منهاي متقابل-همه ارزیابی الگوریتم براي مبنایی عنوان به (8.3) اگر حال،
با بود. خواهد [38] در شده ارایه RBF استاندارد درون�یابی مسأله نتایج همان مشابه هزینه، تابع فرمول
واقع در هستیم. مواجه Aλ = f فرم به دستگاه چندین با ما حالت این در که نکته این نمودن لحاظ
در که می�شود ایجاد Aλ = fشکل به دستگاه یک AL و DT

L ماتریس�هاي از ستون�هاي کدام هر براي
صورت به می�توان را هزینه ماتریس مولفه�هاي رو این از است. مشترك A ضرایب ماتریس آن�ها، همگی

گرفت: نظر در زیر
Ek,l =

(DL
T )k,l

A−1
k,k

, (9.3)

است. شده تعریف (9.3) ماتریس نرم صورت به هزینه تابع نهایت، در و
LOOCV(ε) =∥ E ∥2 . (10.3)

آورد. به�دست شکل پارامتر براي مناسب مقدار یک می�توان (10.3) هزینه�ي تابع کردن مینیمم با که
در چند�ربعی شعاعی پایه تابع شکل پارامتر بهینه�ي مقدار تعیین براي بعد فصل�هاي در روش این

است. شده استفاده شعاعی پایه توابع بر مبتنی طیفی شبه روش به مکانی مشتقات گسسته تقریب
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4 فصل

توابع بر مبتنی طیفی شبه شبکه بدون روش
دو تلگراف معادله�ي حل براي شعاعی پایه

بعدي
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مقدمه 1.4
یکی می�شوند. مدل�سازي هذلولوي، جزیی دیفرانسیل معادلات با زیادي طبیعی و فیزیکی پدیده�هاي
انتشار مطالعه در معمول به�طور تلگراف معادلات است. تلگراف معادله�ي هذلولوي، معادلات نوع این از
دو تلگراف معادله عددي حل فصل، این در می�شود. استفاده انتقال خطوط در الکتریکی سیگنال�هاي موج

شد: خواهد بررسی زیر شکل به بعدي
utt(x, y, t) + 2αut(x, y, t) + β2u(x, y, t)
= uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t) + f(x, y, t), (x, y, t) ∈ Ω× (0, T ],

(1.4)

شامل: آغازین شرایط با
u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ Ω, (2.4)

ut(x, y, 0) = v0(x, y), (x, y) ∈ Ω, (3.4)

زیر: به�صورت دیریکله مرزي شرایط و
u(x, y, t) = g(x, y, t), (x, y, t) ∈ ∂Ω× (0, T ] (4.4)

هستند. عددي ثابت�هاي α, β و زمانی بازه (0, T ] ،∂Ω مرز با دامنه دهنده نشان Ω ⊂ R2 به�طوري�که
نامیده تلگراف معادله�ي α, β > 0 براي و می�دهد نمایش را میرا موج (1.4) معادله α > 0, β = 0 اگر

می�شود.
دو و بعدي یک تلگراف معادلات حل براي عددي روش�هاي توسعه به زیادي توجه اخیر درسال�هاي
توسط 1ADIپایدار شرط و قید بدون روش .[50 ،49 ،48 ،47 ،46 ،45 ،44 ،43 ،42] است شده بعدي
.[52 است[51، شده استفاده خطی بعدي سه و بعدي دو هذلولوي معادله حل براي همکاران و موهانتی2
تلگراف معادله�ي حل براي را MLPG و MLWS نام�هاي با شبکه بدون روش دو نیز همکاران و دهقان

نمود�ه�اند[44]. ارایه بعدي دو
این می�آیند. به�وجود کاربردي مسایل از بسیاري در نامنظم ناحیه�هاي با مرزي و اولیه مقدار مسایل
مواردي می�کنند. ایجاد منظم دامنه�هاي با معادلات به نسبت را بیشتري محاسباتی چالش�هاي مسایل نوع
روي بعدي دو تلگراف معادله�ي تقریبی جواب فصل این در نمود. مشاهده [54 ،53] در می��توان را آن از
به�طور استاندارد، روش�هاي نامنظم، ناحیه�ي با مسایل در شد. خواهد بررسی نامنظم و منظم ناحیه دو هر

1Alternating direction implicit method
2Mohanty
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بدون روش�هاي این�رو، از باشد. برانگیز چالش می�تواند مرزي شرایط اعمال و نیستند اجرا قابل معمول
مدل�هاي حل در پذیر انعطاف و قدرتمند بسیار محاسباتی تکنیک�هاي که شعاعی پایه توابع بر مبتنی شبکه
شوند. واقع مفید مسایل نوع این براي توانند می� هستند، بالا ابعاد با مسایل و نامنظم دامنه با ریاضی پیچیده
دیفرانسیل معادلات انواع عددي حل براي هستند شعاعی پایه توابع بر مبتنی که متنوع روش�هاي اخیراً

.[66 ،65 ،64 ،63 ،62 ،61 ،60 ،59 ،58 ،57 ،56 ،55] است شده واقع توجه مورد جزیی، و معمولی
معادلات حل براي مختلف نویسندگان توسط اخیراً شعاعی پایه توابع بر مبتنی طیفی شبه روش
طیفی�-�پایه شبه روش فصل، این در .[71 ،70 ،69 ،68 ،67 ،41 ،36 است[35، رفته به�کار دیفرانسیل
سادگی همان به نیز نامنظم ناحیه�هاي روي ،(4.4)-(1.4) بعدي دو تلگراف معادله�ي حل در شعاعی،
داراي شعاعی پایه توابع شد، گفته قبل فصل در که همان�طور است. شده پیاده�سازي ساده، ناحیه�هاي
این بهینه�ي و مناسب مقدار تعیین براي متفاوتی ایده�هاي که هستند شکل پارامتر نام به آزاد پارامتر یک
توابع در شکل پارامتر مناسب مقدار انتخاب براي LOOCV روش فصل، این در دارد. وجود شکل پارامتر

است. شده گرفته به�کار شعاعی پایه

عددي تکنیک�هاي 2.4
شرایط با (1.4) مسأله عددي حل براي شعاعی پایه توابع بر مبتنی طیفی شبه روش یک بخش، این در
(1.4) معادله متغیر تغییر با ابتدا منظور، این براي شد. خواهد ارایه (4.4)-(2.4) شده داده مرزي و آغازین

شد: خواهد تبدیل زمان به نسبت اول مرتبه�ي دیفرانسیل معادلات از دوتایی دستگاه یک }به
ut(x, y, t) = v(x, y, t)
vt(x, y, t) = −2αv(x, y, t)− β2u(x, y, t) + uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t) + f(x, y, t)

(5.4)
شد: خواهند بازنویسی زیر به�صورت (4.4)-(2.4) مرزي و اولیه شرایط همچنین و

u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ Ω, (6.4)

v(x, y, 0) = v0(x, y), (x, y) ∈ Ω, (7.4)

u(x, y, t) = g(x, y, t), (x, y, t) ∈ ∂Ω× (0, T ] (8.4)

گرفت. خواهد قرار بررسی مورد (8.4)-(6.4) شده داده مرزي و آغازین شرایط با (5.4) مسأله ادامه در
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مکانی گسسته�سازي 1.2.4
براساس شبکه بدون روش یک مکان، بعد در (5.4) مسأله عددي گسسته�سازي براي بخش، این در
آن در که می�شود معرفی چند�ربعی شعاعی پایه توابع بر مبتنی سراسري و نامتقارن کانسا هم�محلی روش
در شده ارایه شعاعی طیفی�-�پایه شبه روش از عملیاتی ماتریس�هاي ایجاد با مکانی مشتقات گسسته�سازي

است. شده انجام سوم فصل
توسط t ثابت زمان یک در (5.4) دستگاه در u(x, y, t), v(x, y, t) مجهول توابع منظور، این براي

است: شده زده تقریب زیر به�صورت شعاعی پایه توابع از خطی ترکیب یک

uN(x, y, t) =
N∑
j=1

ξj(t)Φj(x, y), (9.4)

vN(x, y, t) =
N∑
j=1

λj(t)Φj(x, y). (10.4)

آن: در �که
Φj(x, y) = ϕ(r = ∥(x, y)− (xj, yj)∥2). (11.4)

نقاط و شعاعی پایه توابع تعریف براي Ω ناحیه��ي در i = 1, · · · , N, (xi, yi) گر�ه�اي نقاط همچنین
گر�ه�اي نقاط و t ثابت زمان در uN(x, y, t) مجهول تابع اگر بنابراین است. شده استفاده هم�محلی

داشت: خواهیم شود، گرفته نظر i = 1, · · · , N, (xi, yi) ∈ Ω

uN(xi, yi, t) =
N∑
j=1

ξj(t)Φj(xi, yi), i = 1, · · · , N (12.4)

است: زیر به�صورت آن ماتریسی شکل که
u = Aξ(t). (13.4)

آن: در �که
ξ(t) = [ξ1(t), · · · , ξN(t)]T , Ai,j = Φj(xi, yi),u = [uN(x1, y1, t), · · · , uN(xN , yN , t)]T .

(14.4)
استفاده و (9.4) روي L عملگر اعمال با می�توان باشد، خطی دیفرانسیلی عملگر یک L کنید فرض
براي {(xi, yi)}Ni=1 ⊂ Ω گره�اي نقاط در (30.2) شکل به تقریبی شعاعی، طیفی�-�پایه شبه روش از

آورد: به�دست زیر صورت به Lu(x, y, t)
Lu = DLu, (15.4)

:(29.2) اساس بر آن در که
DL = ALA

−1, (16.4)
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(AL)ij = LΦj(xi, yi), i, j = 1, · · · , N. (17.4)

است: شده فرض زیر به�صورت Lu بردار همچنین
Lu = [LuN(x1, y1, t), · · · ,LuN(xN , yN , t)]T . (18.4)

هست معکوس�پذیر ،A درون�یاب ضرایب ماتریس که شرایطی شد بیان دوم فصل در که همان�طور
براي جزیی دیفرانسیل معادلات عددي حل در (15.4) رابطه از ادامه در است. شده اشاره اول فصل در

است. شده استفاده مکانی دیفرانسیلی خطی عملگر گسسته�سازي
انتخاب براي شد، ارایه سوم فصل در که یکی، بجز متقابل-همه ارزیابی روش تعمیم از فصل، این در
مقدار تقریب خطاي اساس بر E ماتریس روش این در است. شده استفاده شکل پارامتر بهینه�ي مقدار
به i = 1, · · · , N, (xi, yi) ∈ Ω هم�محلی نقاط در و t ثابت زمان در معادله مکانی دیفرانسیلی عملگر
زیر به�صورت (9.3) رابطه از هزینه ماتریس این مولفه�هاي می�شود. ساخته شعاعی طیفی�-�پایه شبه روش

می�باشد:
Ek,l =

(DT
L)k,l

A−1
k,l

, (19.4)

مقدار هستند. (16.4) در شده ارایه عملیاتی DLماتریس و (14.4) هم�محلی ماتریسضرایب A آن در که
است: آمده به�دست هزینه ماتریس این نرم کردن مینیمم با شکل پارامتر بهینه�ي
εopt =Min(LOOCV(ε)) =Min(∥ E ∥2). (20.4)

زمانی گسسته�سازي 2.2.4
وابسته اول مرتبه مشتقات گسسته�سازي براي پیشرو متناهی تفاضلات روش یک ابتدا بخش، این در
روي مکانی گسسته�سازي براي قبل بخش در شده گفته شعاعی طیفی�-�پایه شبه روش سپس زمان، به

می�شود: ارایه زیر صورت به نتایج که است شده اعمال (5.4) معادلات دستگاه
um+1−um

δt
= vm

vm+1−vm

δt
= −2αvm − β2um +DLu

m + fm
(21.4)

همچنین: شده�اند. فرض m گام در زمان tm = mδt و زمانی گام طول اندازه�ي δt آن در �که
fm = (f(x1, y1, t

m), f(x2, y2, t
m), · · · , f(xN , yN , tm))T ,

um = (uN(x1, y1, t
m), uN(x2, y2, t

m), · · · , uN(xN , yN , tm))T .
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که است L = △ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
خطی دیفرانسیلی عملگر به مربوط عملیاتی ماتریس نیز DL ضمن در

است: آمده به�دست زیر به�صورت (16.4) رابطه از
DL = ALA

−1, (22.4)

(AL)ij =
∂2Φj(xi, yi)

∂x2
+
∂2Φj(xi, yi)

∂y2
. (23.4)

کرد: بازنویسی زیر به�صورت را (21.4) معادله می�توان ساده�سازي، با
um+1 = um + δtvm

vm+1 = vm + δt(−2αvm − β2um +DLu
m + fm)

(24.4)

براساس دیفرانسیلی، عملگر با متناظر عملیاتی ماتریس که نمود اشاره می�توان مهم نکته این به اینجا در
بنابراین است. ثابت زمانی گام تکرارهاي تمام در ماتریس این رو این از است زمان از مستقل (22.4) رابطه
نمود محاسبه زمانی گام تکرار حلقه از خارج DLرا عملیاتی ماتریس بار، یک فقط کافی�ست مسأله حل در
می�شود: نتیجه ماتریسی شکل به (24.4) رابطه نویسی باز با کرد. استفاده زمانی گام�هاي تمام در آن از )و

um+1

vm+1

)
= B

(
um

vm

)
+ Fm, (25.4)

طوري�که
B =

(
IN×N δtIN×N

δt(−β2IN×N +DL) (1− 2αδt)IN×N

)
, (26.4)

و
Fm =

(
0N×1

fm

)
(27.4)

مرزي شرایط اعمال 3.2.4
طور به است. نامنظم دامنه حالت در بخصوص مرزي شرایط اعمال روش، این در دیگر مهم نکته

دارد: وجود کلاسیک روش دو تقریبی، جواب�هاي روي مرزي شرایط اعمال براي کلی حالت در عمده،
فقط روش این اما کنند. صدق مرزي شرایط در دقیق به�طور که است پایه�اي توابع از استفاده -1
متناوب یا همگن مرزي شرایط قبیل از ساده، آن مرزي شرایط و منظم دامنه�ي که است پذیر امکان زمانی

باشند.
منجر که می�شود. اضافه مسأله به مرزي شرایط اعمال براي اضافی شرایط تعدادي دیگر، حالت در -2

می�شود. محاسباتی عملیات حجم افزایش به
و بعدي دو مسایل در مرزي شرایط اعمال براي [72 ،35] در شده ارایه الگوریتم قسمت این در
توسط um+1 بردار محاسبه�ي از پس کار، این براي است. شده داده توسعه نامنظم دامنه�هاي با بخصوص
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شرایط روي از شده داده دقیق مقدار با باید می�باشند مرزي نقاط به مربوط که آن از مولفه�هایی ،(25.4)
با مرزي شرایط باشد. دقیق مرزي نقاط در آن مقادیر حاصل، جواب بردار تا شود جایگزین (8.4) مرزي
معادلات و شرایط کلاسیک، روش�هاي برخلاف و می�شود اعمال (25.4) در Fm بردار ماتریسBو اصلاح
که B ماتریس از سطرهایی کافی�ست کار این براي شد. نخواهد اضافه موجود معادلات دستگاه به اضافی
بردار از مولفه�هایی همچنین و نمود جایگزین صفر بردار با را هستند مرز روي در گر�ه�اي نقاط با متناظر
(m+1)δt زمانی سطح در مرزي شرط دقیق مقدار با را هستند مرز روي گر�ه�اي نقاط با متناظر که Fm

می�شود: اصلاح زیر به�صورت (25.4) رابطه لذا نمود. )جابه�جا
um+1

vm+1

)
= B∂

(
um

vm

)
+ Fm

∂ . (28.4)

شده�اند. محاسبه بالا توضیحات مطابق شده اصلاح بردارهاي و ماتریس Fm
∂ و B∂ به�طوري�که

پایداري بررسی 4.2.4

در جواب�ها تقریب براي (28.4) رابطه از آمده به�دست صریح فرآیند پایداري بررسی به بخش، این در
مقادیر براساس پایداري تحلیل براي زیر قضیه منظور این براي می�شود. پرداخته دلخواه زمانی سطح هر

می�شود. ارایه (28.4) شبکه بدون روش از حاصل ضرایب ماتریس ویژه

پایدار اولیه داده�هاي خطاي به نسبت (1.4) تلگراف معادله�ي براي (28.4) بازگشتی طرح .1.2.4 قضیه
باشد. یک از کمتر B∂ ماتریس طیفی شعاع اگر است

ξn = و ام n زمانی سطح در تقریبی و دقیق جواب ترتیب به Ûn و Un کنید فرض اثبات:
ξn+1 = B∂ξ

n می�شود: نتیجه (28.4) بازگشتی رابطه از باشد. ام nزمانی سطح در خطا Un−Ûnبردار

بنابراین:
ξn+1 = B∂ξ

n = B2
∂ξ

n−1 = ... = Bn+1
∂ ξ0.

B∂ ماتریس طیفی شعاع نشان�دهنده ρ(B∂) که ρ(B∂) < 1 کافی�ست روش پایداري براي رو این از
. است
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عددي نتایج 3.4
پایه توابع شبکه بدون روش توسط (1.4) -(4.4) مسأله براي آمده بدست عددي نتایج بخش، این در
پارامترهاي و مرزي شرایط مختلف مقادیر ازاي به نامنظم و منظم ناحیه�ي دو هر روي طیفی شبه شعاعی
نسبی، خطاهاي تقریبی، جواب�هاي دقت و شده ارایه روش کارآیی بررسی منظور به است. شده ارایه مدل

است: شده گزارش زیر تعاریف مطابق مطلق خطاي حداکثر و خطا مربعات میانگین جذر

Relative error =

√√√√∑N
j=1(u(xj, yj, tm)− uN(xj, yj, tm))2∑N

j=1(u(xj, yj, tm))
2

, (29.4)

RMS error =

√∑N
j=1(u(xj, yj, tm)− uN(xj, yj, tm))2

N
, (30.4)

L∞ error = max
1≤j≤N

|u(xj, yj, tm)− uN(xj, yj, tm)|. (31.4)

هستند. عددي و دقیق جواب�هاي نماد ترتیب به uN و u و 0 ≤ tm ≤ T که طوري به
تابع و بایت گیگا 12 معادل RAM حافظه میزان ، Core i7 پردازنده با رایانه�اي از مثال�ها تمام در

است: شده استفاده زیر (MQ) چند�ربعی شعاعی پایه
ϕ(r) =

√
1 + (εr)2.

منظم ناحیه با بعدي دو تلگراف معادله�ي 1.3.4
روي و داخل در یکنواخت توزیع با گر�ه�اي نقطه N = 400 با 1.3.4-3.3.4 مثال�هاي عددي نتایج
آمده به�دست چند�ربعی شعاعی تابع شکل پارامتر c = 0.632398 و δt = 0.001 شده، داده ناحیه مرز

است. شده محاسبه (20.4) از

منظم ناحیه با (1.4) بعدي دو تلگراف هذلولوي معادله .1.3.4 مثال
زیر به�صورت آن مرزي و آغازین شرایط که طوري است شده گرفته نظر در (x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1]

است: u(x, y, 0) = sinh x sinh y

ut(x, y, 0) = − sinhx sinh y,
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t مختلف زمان�هاي در 1.3.4 مثال براي CPU زمان و خطا�ها مقادیر :1.4 جدول
CPU Time(s) L∞[43] REL.error[43] RMS [42] REL.error[42] REL.error RMS L∞ t

α = 10, β = 5

5.7 2.473× 10−4 1.108× 10−4 3.303× 10−5 1.118× 10−4 1.135× 10−4 3.005× 10−5 7.130× 10−5 0.5

10 3.308× 10−4 1.326× 10−4 3.233× 10−5 1.805× 10−4 1.618× 10−4 2.511× 10−5 5.489× 10−5 1

22 1.138× 10−5 3.195× 10−4 3.116× 10−5 4.728× 10−4 1.925× 10−4 1.098× 10−5 2.514× 10−5 2

36 4.357× 10−5 1.302× 10−4 3.068× 10−5 1.265× 10−4 2.009× 10−4 4.218× 10−6 1.134× 10−5 3

62 5.414× 10−6 1.443× 10−4 3.044× 10−5 9.277× 10−4 2.061× 10−4 5.858× 10−7 1.867× 10−6 5

α = 10, β = 0

6 4.234× 10−4 3.467× 10−4 3.307× 10−5 1.119× 10−4 1.534× 10−4 3.925× 10−5 9.522× 10−5 0.5

12 2.583× 10−4 3.914× 10−4 3.338× 10−5 1.863× 10−4 2.804× 10−4 4.350× 10−5 9.737× 10−5 1

20 9.584× 10−5 4.273× 10−4 3.413× 10−5 5.179× 10−4 5.381× 10−4 3.071× 10−5 8.447× 10−5 2

33 3.534× 10−5 4.514× 10−4 3.494× 10−5 1.441× 10−4 8.712× 10−4 1.829× 10−5 8.535× 10−5 3

59 4.804× 10−6 5.075× 10−4 3.571× 10−5 1.088× 10−4 3.483× 10−3 9.898× 10−6 8.253× 10−5 5

و

u(0, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ 1, x = 0

u(1, y, t) = e−t sinh 1 sinh y, 0 ≤ y ≤ 1, x = 1

u(x, 0, t) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, y = 0

u(x, 1, t) = e−t sinhx sinh 1, 0 ≤ x ≤ 1, y = 1.

است: زیر به�صورت آن دقیق جواب که
u(x, y, t) = e−t sinhx sinh y. (32.4)

می�آید. دست به دقیق جواب روي از راحتی به f(x, y, t) همچنین
با 1.3.4 مثال براي ثانیه برحسب CPU زمان و L∞ ،RMS نسبی، خطاهاي مقادیر

روش�هاي نتایج با حاضر روش نتایج و ارایه 1.4 جدول در α = 10, β = 0 و α = 10, β = 5

نتایج و دقیق جواب با نتایج می�شود مشاهده است. شده مقایسه [43]4MBS-DQM و [42]3PDQM

مختلف مقادیر براي حاضر، روش پایداري و کارآیی 1.4 جدول دارد. خوبی مطابقت شده، گفته روش�هاي
زمان مدت در نتایج این می�شود مشاهده همچنین می�دهد. نمایش را t نهایی زمان مختلف مقادیر و α, β

3Polynomial differential quadrature method
4Modified cubic B-spline basis functions based differential quadrature method
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.t = 1, 3 در δt = 0.001 ،N = با400 1.3.4 مثال براي دقیق(چپ) و (راست) عددي جواب�هاي :1.4 شکل

حتی که، است این نمود اشاره آن به می�توان که دیگر، نکته�ي هستند. محاسبه قابل کامپیوتري، معقول
سطح شکل بین مقایسه�ي 1.4 شکل . است پایدار 10−5 محدوده در مطلق خطاي حداکثر t = 5 براي
زمان�هاي در δt = 0.001 و گر�ه�اي نقاط تعداد N = 400 با 1.3.4 مثال براي را دقیق و تقریبی جواب
قابل دقیق جواب با تقریبی جواب مناسب تطابق نیز شکل�ها، روي از بنابراین می�دهد نمایش t = 1, 3

. است مشاهده

(x, y) ∈ [0, 1]×[0, 1] منظم ناحیه در α = β = 1 با (1.4) بعدي - دو تلگراف معادله�ي .2.3.4 مثال
است: شده گرفته نظر در زیر به�صورت مرزي و اولیه شرایط با u(x, y, 0) = x2 + y2

ut(x, y, 0) = 1,
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جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

.t مختلف زمان�هاي در 2.3.4 مثال براي CPU زمان و خطاها مقادیر :2.4 جدول
CPU MLPG-MLS MLWS-MLS PDQM PDQM پیشنهادي روش پیشنهادي روش پیشنهادي روش t

Time(s) REL. error[44] REL.error[44] RMS[42] REL.error[42] REL.error RMS L∞

1.7 9.800× 10−6 3.202× 10−5 9.261× 10−5 6.770× 10−5 3.533× 10−6 4.468× 10−6 2.310× 10−5 0.5

3.4 7.014× 10−5 9.405× 10−5 8.036× 10−5 5.632× 10−5 7.799× 10−6 1.358× 10−5 6.939× 10−5 1

6.7 4.071× 10−5 7.120× 10−5 9.050× 10−5 3.218× 10−5 1.240× 10−5 3.375× 10−5 1.489× 10−4 2

9.9 9.001× 10−5 2.012× 10−4 8.892× 10−5 2.340× 10−5 1.429× 10−5 5.305× 10−5 1.903× 10−4 3

15.5 ... ... 9.006× 10−5 1.556× 10−5 1.634× 10−5 9.318× 10−5 2.783× 10−4 5

و

u(0, y, t) = y2 + t, 0 ≤ y ≤ 1, x = 0

u(1, y, t) = 1 + y2 + t, 0 ≤ y ≤ 1, x = 1

u(x, 0, t) = x2 + t, 0 ≤ x ≤ 1, y = 0

u(x, 1, t) = 1 + x2 + t, 0 ≤ x ≤ 1, y = 1.

: است زیر به�صورت دقیق جواب
u(x, y, t) = x2 + y2 + t. (33.4)

نمود. استخراج را f(x, y, t) می�توان دقیق جواب روي از راحتی به
α = β = 1 با 2.3.4 مثال براي ثانیه برحسب CPU زمان و L∞ ،RMS نسبی، خطاهاي مقادیر
و 6MLWS روش�هاي نتایج و [42]5PDQM روش نتایج با حاضر روش نتایج و ارایه 2.4 جدول در
با مناسب تطابق حاصل، عددي نتایج می�شود مشاهده است. شده مقایسه [44] در شده گزارش 7MLPG

پیشنهادي روش که است، ذکر شایان دارد. را شده بیان مراجع در شده گزارش عددي نتایج و دقیق جواب
از است. شده اجرا ثانیه 15.5 زمان مدت در فقط زمانی گام m = 5000 و گر�ه�اي نقاط N = 400 با
حتی مطلق خطاي حداکثر و است سازگار دقیق جواب با حاضر روش می�شود، مشاهده عددي نتایج روي
براي دقیق جواب با تقریبی جواب سطح شکل مقایسه�ي می�ماند. پایدار 10−4 حدود در نیز t = 5 براي
در t = 1, 3 براي δt = 0.001 و شده داده منظم ناحیه در پراکنده نقاط N = 400 با 2.3.4 مثال

5Polynomial differential quadrature method
6Meshless local weak and strong method
7Meshless local Petrov-Galerkin method
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جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

.t = 1, 3 لحظات در δt = 0.001 و N = 400 با 2.3.4 مثال براي چپ) دقیق(سمت و راست) عددي(سمت جواب�هاي :2.4 شکل

نمود. مشاهده می�توان را تقریبی جواب بودن مناسب و است شده ارایه شکل2.4

(x, y) ∈ [0, 1]×[0, 1] منظم ناحیه در α = β = 1 با (1.4) بعدي - دو تلگراف معادله�ي .3.3.4 مثال
است: شده گرفته نظر در زیر به�صورت مرزي و اولیه شرایط با u(x, y, 0) = sinx sin y

ut(x, y, 0) = 0,

و

u(0, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ 1, x = 0

u(1, y, t) = cos t sin 1 sin y, 0 ≤ y ≤ 1, x = 1

u(x, 0, t) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, y = 0

u(x, 1, t) = cos t sin x sin 1, 0 ≤ x ≤ 1, y = 1.

است: زیر به�صورت معادله این دقیق جواب
u(x, y, t) = cos t sinx sin y. (34.4)
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جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

.t مختلف زمان�هاي در 3.3.4 مثال براي CPU زمان و خطاها مقادیر :3.4 جدول
CPU MLPG-MLS MBS-DQM PDQM PDQM پیشنهادي روش پیشنهادي روش پیشنهادي روش t

Time(s) REL.error[44] REL.error [43] RMS[42] REL.error[42] REL.error RMS L∞

7.8 1.190× 10−5 ... 3.235× 10−6 1.244× 10−5 7.145× 10−5 1.736× 10−5 4.591× 10−5 0.5

16 2.249× 10−5 6.297× 10−4 4.271× 10−6 2.669× 10−5 5.446× 10−5 8.149× 10−6 2.513× 10−5 1

32 5.009× 10−5 1.002× 10−3 3.943× 10−6 3.199× 10−5 8.125× 10−5 9.364× 10−6 2.407× 10−5 2

50 8.001× 10−5 1.307× 10−4 7.651× 10−7 2.609× 10−6 3.804× 10−5 1.042× 10−5 2.064× 10−5 3

80.8 ... 1.541× 10−3 4.188× 10−6 4.985× 10−5 1.498× 10−4 1.176× 10−5 4.432× 10−5 5

3.4 جدول در قبل مثال�هاي با مشابه آورد. به�دست را f(x, y, t) می�توان دقیق جواب روي از راحتی به

.t = 1, 3 لحظات در δt = 0.001 و N = 400 با 3.3.4 مثال براي (چپ) تقریبی و (راست) عددي جواب�هاي :3.4 شکل

ارایه α = β = 1 با 3.3.4 مثال براي ثانیه برحسب CPU زمان و نسبی خطاي ،L∞ ،RMS خطاهاي
جواب�هاي است. شده مقایسه [44 ،43 ،42] در شده ارایه نتایج با حاصل نتایج مثال، این در است. شده
t = 5 براي مطلق خطاي حداکثر و سازگار دقیق جواب با کامل به�طور شده گفته روش از آمده به�دست
تقریبی جواب سطح شکل مقایسه است. باقی�مانده 10−5 حدود در نیز، δt = 0.001 زمانی گام طول با
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جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

δt = 0.001 و شده داده منظم ناحیه�ي در پراکنده نقاط N = 400 با 3.3.4 مثال براي دقیق جواب با
نمود. مشاهده می�توان را تقریبی جواب بودن مناسب و است شده ارایه 3.4 شکل در t = 1, 3 براي

نامنظم ناحیه با دوبعدي تلگراف معادله�ي 2.3.4
و گرفت خواهد قرار بررسی مورد نامنظم ناحیه یک با بعدي دو تلگراف معادله�ي حل بخش، این در
ناحیه�ي می�شود. گرفته به�کار معادله، تقریبی جواب تعیین براي فصل، این در شده ارایه عددي تکنیک

:[53] می�شوند تعریف زیر به�صورت ∂Ω آن مرز و Ω بحث مورد محاسباتی
∂Ω = {(x, y)|x = RCcosθ, y = RCsinθ, 0 ≤ θ ≤ 2π}, (35.4)

می�شود: تعریف زیر به�صورت RC که طوري

RC =

(
cos(4θ) +

√
18

5
− sin2(4θ)

)1/3

است. شده داده نمایش 4.4 شکل در انتخابی نقاط توزیع و بالا نامنظم ناحیه

.N = 410 ، نامنظم ناحیه روي پراکنده داده�هاي توزیع :4.4 شکل

ناحیه�ي روي β = 5 و α = 10 فرض با (1.4) بعدي دو تلگراف معادله�ي مثال، این در .4.3.4 مثال
به�صورت مسأله این دقیق جواب است. مشخصشده (35.4) با آن مرز که می�شود گرفته نظر در Ω نامنظم

است: زیر
u(x, y, t) = e−t sinhx sinh y. (36.4)
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جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

.t متفاوت زمان�هاي در 4.3.4 مثال براي CPU زمان و خطا�ها مقادیر :4.4 جدول
CPU Time(s) Relative error RMS L∞ t

13 1.387× 10−4 2.497× 10−5 6.681× 10−5 0.5

27.5 2.084× 10−4 2.274× 10−5 6.891× 10−5 1

55.5 2.956× 10−4 1.187× 10−5 4.130× 10−5 2

94.5 3.539× 10−4 5.229× 10−6 1.935× 10−5 3

163 4.254× 10−4 8.505× 10−7 3.303× 10−6 5

در و محاسبه تحلیلی جواب روي از f(x, y, t) تابع و (4.4)-(2.4) دیریکله مرزي شرایط اولیه، شرایط
طیفی�- شبه شبکه بدون روش از نیز مثال این عددي حل براي قبل، مثال�هاي همانند شد�ه�اند. گرفته نظر
پایه�شعاعی تابع در شکل، پارامتر بهینه مقدار است. شده استفاده قبل، بخش در شده ارایه شعاعی �پایه

است. شده محاسبه (20.4) در شده ارایه LOOCV الگوریتم با چند�ربعی

(چپ). t = 3 (راست) t = 1 لحظات در 4.3.4 مثال براي δt = 0.001 و N = 410 با Ω ناحیه روي مطلق خطاي توزیع :5.4 شکل

مورد شعاعی طیفی�-�پایه شبه روش از استفاده با 6.3.4-4.3.4 مثال�هاي عددي نتایج بخش، این در
شعاعی پایه تابع و δt = 0.001 گام طول ،4.4 شکل مطابق توزیع با نقطه�ي�گر�ه�اي N = 410 با نظر
شده�اند. محاسبه LOOCV روش از آمده دست به c = 0.443079 شکل پارامتر بهینه مقدار با MQ

ناحیه حالت با مشابه شده�اند. ارایه 4.4 جدول در 4.3.4 مثال عددي جواب خطاي مختلف اندازه�هاي
نمود. مشاهده 4.4 جدول از می�توان را مختلف زمان�هاي در شده ارایه روش پایداري و کارآیی منظم
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جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

.t مختلف زمان�هاي در 5.3.4 مثال براي CPU زمان و خطا�ها مقادیر :5.4 جدول
CPU Time(s) Relative error RMS L∞ t

15 9.728× 10−6 1.340× 10−5 6.725× 10−5 0.5

29 2.047× 10−5 3.800× 10−5 1.741× 10−4 1

62 2.735× 10−5 7.756× 10−5 3.070× 10−4 2

99 2.595× 10−5 9.926× 10−5 3.710× 10−4 3

175 1.911× 10−5 1.111× 10−4 3.944× 10−4 5

می�توان را مناسب جواب�هاي که است این دهنده نشان جدول این در نیز اجرا زمان مدت آن علاوه�بر
دامنه�هاي با مسایلی براي را پیشنهادي روش کارآیی و قابلیت این و آورد به�دست معقولی زمان مدت در
در (x, y) ∈ Ω ناحیه�ي روي مطلق، خطاي توزیع 4.3.4 مثال براي 5.4 شکل می�دهد. نشان نامنظم

می�دهد. نشان را δt = 0.001 و گره�اي نقطه N = 410 از استفاده با T = 1, 3 زمان�هاي

مرز توسط که Ω نامنظم ناحیه�ي روي (1.4) بعدي دو تلگراف معادله�ي نیز مثال این در .5.3.4 مثال
این تحلیلی جواب است. شده گرفته نظر در α = β = 1 پارامترهاي با است شده داده نمایش (35.4)

است: زیر شکل به نیز مسأله
u(x, y, t) = x2 + y2 + t. (37.4)

نظر در تحلیلی جواب روي از (4.4)-(2.4) دیریکله مرزي و اولیه شرایط ،f(x, y, t) نیز مثال این در
علاوه شد�ه�اند. گزارش 5.4 جدول در مختلف خطاهاي مقادیر براي شده محاسبه نتایج است. شده گرفته
تقریبی جواب�هاي بودن مناسب 5.4 جدول است. شده گزارش جدول این در نیز CPU زمان آن، بر

می�کند. تایید دقیق جواب با مقایسه در را نظر مورد روش
و گره�اي نقطه�ي N = 410 از استفاده با (x, y) ∈ Ω ناحیه�ي روي مطلق خطاي توزیع نحوه�ي

است. شده داده نمایش 6.4 شکل در t = 1, 3 لحظات در 5.3.4 مثال براي δt = 0.001

مرز با شده مشخص Ω نامنظم ناحیه روي (1.4) دو-بعدي تلگراف معادله�ي مثال، این در .6.3.4 مثال
است: زیر به�صورت نیز مسأله این دقیق جواب است. شده گرفته نظر در α = β = 1 با (35.4)

u(x, y, t) = cos(t)sin(x)sin(y). (38.4)
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جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

، (راست) t = 1 زمان�هاي در 5.3.4 مثال براي δt = 0.001 و N = 410 فرض با (x, y) ∈ Ω ناحیه روي مطلق خطاي توزیع :6.4 شکل
(چپ). t = 3

.t مختلف زمان�هاي در 6.3.4 مثال براي CPU زمان و خطا�ها مقادیر :6.4 جدول
CPU Time(s) Relative error RMS L∞ t

26 6.978× 10−5 1.314× 10−5 2.960× 10−5 0.5

45 1.155× 10−4 1.339× 10−5 4.271× 10−5 1

97 2.058× 10−4 1.838× 10−5 8.818× 10−5 2

153 7.864× 10−5 1.670× 10−5 5.930× 10−5 3

262 6.667× 10−4 4.058× 10−5 2.388× 10−4 5

روي از مستقیم، طور به (4.4)-(2.4) مسأله مرزي شرایط و آغازین شرایط ،(1.4) در f(x, y, t) تابع
می�شود. نوشته تحلیلی جواب

نقطه�اي مطلق خطاي مربعات،ماکزیمم میانگین جذر خطاي نسبی، خطاي براي شده محاسبه نتایج
نیز CPUزمان مدت آن بر علاوه است. شده گزارش 6.4 جدول در t = 0.5, 1, 2, 3, 4, 5 لحظات براي
حل براي شده ارایه روش پذیري تطبیق و کارآیی شده گزارش خطاهاي است. شده ارایه جدول این در
که 7.4 شکل روي از تحلیلی جواب با تقریبی جواب تطابق می�دهد. نشان را نامنظم دامنه�ي با مسایلی
و N = 410 فرض با t = 1, 3 لحظات براي (x, y) ∈ Ω ناحیه روي را نقطه�اي مطلق خطاي توزیع

. است مشاهده قابل می�دهد نمایش δt = 0.001

دامنه�هاي با مسایل حل در نظر، مورد روش اجراي قابلیت بررسی روي اصلی، تمرکز فصل، این در
بعدي دو تلگراف معادله�ي عددي حل براي حاضر روش می�شود مشاهده حاصل نتایج از است. نامنظم
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جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

، (راست) t = 1 زمان�هاي در 6.3.4 مثال براي δt = 0.001 و N = 410 فرض با (x, y) ∈ Ω ناحیه روي مطلق خطاي توزیع :7.4 شکل
(چپ). t = 3

به تعمیم قابل راحتی به است شبکه� بدون این�که دلیل به روش این و است مناسب منظم دامنه�هاي با
روي بعدي، دو تلگراف معادله�ي براي روش این تقریبی جواب�هاي و است نامنظم ناحیه�هاي با مسایل

. است منظم دامنه�هاي خوبی همان به نامنظم دامنه

نتیجه�گیري 4.4
روي دوم، مرتبه بعدي دو تلگراف معادلات حل براي شعاعی، طیفی�-�پایه شبه روش ابتدا فصل، این در
شعاعی پایه توابع بر مبتنی شبکه، بدون روش یک عددي، روش این شد. سازي پیاده منظم دامنه�هاي
براي است. شده استفاده زمانی مشتقات گسسته�سازي براي نیز پیشرو متناهی تفاضلات روش است.
شبه روش به شعاعی پایه توابع بر مبتنی عملیاتی ماتریس� از آن دیفرانسیلی عملگر� و مکانی گسسته�سازي
زمانی، گام تکرار حلقه�ي از خارج عملیاتی، ماتریس اینکه به توجه با است. شده استفاده شعاعی طیفی�-�پایه
روش نهایت در بود. خواهد مناسب روش اجرایی و پردازش سرعت نتیجه در می�شود محاسبه یکبار فقط
ناحیه�هاي با مشابه کامل، به�طور نیز نامنظم ناحیه روي بعدي، دو تلگراف معادله�ي حل براي نظر مورد
تعیین براي فصل، این در می�باشد. نظر مورد روش مزایاي از نیز نکته این که است شده سازي پیاده منظم
نمایش براي است. شده استفاده LOOCV روش از شعاعی پایه توابع در شکل پارامتر بهینه�ي مقدار
عددي نتایج است. شده استفاده متعدد، مثال چندین در خطاها مختلف اندازه�هاي از روش، دقت و کارآیی
حل براي را روش کارآیی عددي نتایج شد. مقایسه نیز روش�ها دیگر نتایج و تحقیقات با پیشنهادي روش
در می�دهد. نشان منظم دامنه�هاي خوبی همان به را نامنظم دامنه�هاي روي بعدي، دو تلگراف معادله�ي
دیفرانسیل معادله حل براي دقیق و کارا روشی شعاعی، طیفی�-�پایه شبه توابع روش گفت می�توان نهایت
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است. نامنظم و منظم دامنه�هاي با تلگراف

58



5 فصل

شبه�درون�یاب بر مبتنی طیفی شبه روش
معادله�ي عددي حل براي چندربعی

غیرخطی ساین-گردن و کلین-گردن

59



جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

مقدمه 1.5
فیزیک پلاسما، فیزیک مانند ریاضی فیزیک در کاربرد پر و مهم معادلات از یکی کلین-گردن، معادله�ي
دیفرانسیل معادله فصل این در .[75 ،74 ،73] است شیمیایی سنتیک و سیالات دینامیک جامد، حالت

است: شده گرفته نظر در زیر به�صورت زمان به وابسته غیرخطی جزیی مشتقات با
utt + α△u+N (u) = f(x, t) (x, t) ∈ Ω× R+, (1.5)

: آغازین شرایط با
u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = v0(x) (2.5)

دیریکله: مرزي شرایط و
u(x, t) = g(t), t ∈ (0, t], x ∈ ∂Ω, (3.5)

ثابت یک α < 0 است. (d = 1, d) بعدي دو یا بعدي یک دار کران ناحیه یک Ω ⊆ Rd آن در که
است. غیرخطی تابع یک N و استاندارد لاپلاس عملگر △ =

∑d
i=1 ∂

2
xi
از منظور و است معلوم عددي

مکعبی و مربعی غیرخطی کلین-گردن ترتیب به �را آن باشد N (u) = βu + γuk, k = 2, 3 اگر
طیفی شبه روش فصل، این در گویند. ساین-گردن را معادله باشد N (u) = sinu اگر همچنین گویند.
کلین-گردن و ساین-گردن معادلات دسته دو هر جواب تقریب براي چندربعی درون�یاب شبه بر مبتنی
تحلیلی روش�هاي اخیر سال�هاي در است. شده ارایه بعدي) دو و بعدي (یک مکعبی مربعی، غیرخطی
همچنین و [80 ،79 ،78 ،77 ،76] بعدي دو و بعدي یک حالت دو هر در معادلات نوع این براي متعدد
[83 ،82 ،81] طیفی شبه و طیفی روش متناهی، عناصر متناهی، تفاضلات مانند متعدد عددي روش�هاي

است. شده ارایه
دیفرانسیل معادلات حل در کارا روش�هاي از نیز شعاعی پایه توابع بر مبتنی شبکه بدون روش�هاي
حل به نیاز اغلب متعارف شعاعی پایه شبکه بدون روش�هاي هستند. دیفرانسیل�جزیی معادلات و معمولی
چند�ربعی درون�یاب شبه از استفاده دارند[22]. بزرگ وضعیت عدد با وضع بد خطی معادلات دستگاه یک
عدد حالت، این در می�دهد. کاهش را مشکل این است شده معرفی (32.1) اول فصل در که (MQQI)
بود. خواهند کوچکتر استاندارد شعاعی پایه درون�یاب�هاي با مقایسه در درون�یاب ماتریس�هاي وضعیت

شبه روش دوم، فصل در شده ارایه روش اساس بر ابتدا که است، شکل این به فصل این ساختار
مکانی، گسسنه�سازي و عملیاتی ماتریس�هاي محاسبه�ي در مکانی مشتقات تقریب براي شعاعی، طیفی-پایه
براي چهارم مرتبه رانگ-کوتاي روش سپس، است. شده سازي پیاده نیز چند�ربعی درون�یاب شبه روي
بخش در است. شده پیاده�سازي غیرخطی ساین-گردن و کلین-گردن معادلات روي بر زمانی گسسته�سازي
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ارایه گیري نتیجه نهایت در و تبیین متعدد مثال�هاي با نظر مورد روش بخشی اثر و کارآیی عددي، نتایج
است. شده

شعاعی طیفی-پایه شبه روش با مشتق تقریب 2.5
گفته شعاعی طیفی-پایه شبه روش با عملیاتی ماتریس�هاي محاسبه�ي مورد در آنچه بخش، این در
کلین-گردن معادله�ي عددي حل در آن از و است شده داده تعمیم چند�ربعی درون�یاب�هاي شبه به شد
مسایل این مکانی دیفرانسیلی عملگر تقریب براي شعاعی، پایه هم�محلی روش به بعدي دو و بعدي یک

شد. خواهد استفاده
تقریبشبه�درون�یاب uN(x, t) و (1.5) مشتقاتجزیی با دیفرانسیل معادله جواب u(x, t) فرضکنید

یعنی: باشند {xj}Nj=1 شده داده نقاط مجموعه روي u(x, t) جواب چند�ربعی

uN(x, t) =
N∑
j=1

ξj(t)ϕj(x), (4.5)

شعاعی پایه توابع از ترکیبی به�صورت (35.1) رابطه از و بعدي یک حالت براي (33.1) از ϕj آن در �که
هم�محلی نقاط در تقریب این اگر حال است. شده استفاده x ∈ R2 بعدي دو حالت در چند�ربعی

داشت: خواهیم شود گرفته نظر در t مشخص و ثابت زمان یک و i = 1, · · · , N, xi

uN(xi, t) =
N∑
j=1

ξj(t)ϕj(xi), i = 1, ..., N. (5.5)

(28.2) براساس باشد. x مکانی متغیر به نسبت لاپلاس خطی دیفرانسیلی عملگر L = △ کنید فرض
شبه�درون�یاب بر مبتنی شعاعی طیفی-پایه شبه روش با هم�محلی نقاط در دیفرانسیلی عملگر این تقریب

می�آید: به�دست زیر صورت به چندربعی
Lu = DLu, (6.5)

آن در که
Lu = [LuN(x1, t), · · · ,LuN(xN , t)]T ,

DL = ALA
−1, (7.5)

،L△ = d2

dx2
بعدي یک حالت براي

(AL)ij =
∂2ϕj(xi)

∂x2
i = j = 1, 2, · · · , N, (8.5)
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زیر صورت به عملگر این با متناظر عملیاتی △ماتریس = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
که بعدي دو فضاي در همچنین و

است:
(AL)ij =

∂2ϕj(xi, yi)

∂x2
+
∂2ϕj(xi, yi)

∂y2
, i = j = 1, 2, · · · , N. (9.5)

عددي روشحل 3.5
چند�ربعی شبه�درون�یاب عملگر از استفاده با (13.5)-(10.5) کلین-گردن معادله�ي حل بخش، این در
(10.5) معادله در (4.5) بسط ابتدا طرح، این در شد. خواهد مقایسه تحقیقات دیگر با آن نتایج و ارایه LD

جواب مشتقات ادامه در که می�شود اعمال i = 1, ..., N ،xi نقاط در هم�محلی روش سپس و جایگزین
قبل، بخش در شده ارایه شعاعی طیفی-پایه شبه روش از استفاده با که است نیاز مورد هم�محلی نقاط در
مکانی، گسسته�سازي از بعد نهایت در می�شوند. زده تقریب هم�محلی نقاط در عملیاتی ماتریس ایجاد با
روش با دستگاه جواب تقریب که می�شود حاصل اول مرتبه�ي معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک

است. آمده به�دست استاندارد چهارم مرتبه�ي رانگ-کوتاي
بعدي دو و بعدي یک حالت در مکعبی و مربعی غیرخطی کلین-گردن معادله�ي براي روش این ابتدا
با است. شده پیاده�سازي نیز بعدي دو و بعدي یک ساین-گردن معادله�ي براي نهایت در و سازي پیاده
روش کارآیی تحقیقات، دیگر تقریبی و دقیق جواب� با آمده به�دست جواب�هاي مقایسه�ي و مثال چند حل

است. شده بررسی نیز عمل در نظر مورد
بگیرید: نظر در را زیر کلین-گردن معادله�ي

utt(x, t) + α△u(x, t) + βu(x, t) + γ(u(x, t))k = f(x, t), (10.5)

آغازین: شرایط با ،α < 0 که
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω ⊆ Rd, d = 1, 2, (11.5)

ut(x, 0) = v0(x), (12.5)

دیریکله: مرزي شرایط و
u(x, t) = g(t), t ∈ (0, t], x ∈ ∂Ω, (13.5)

است. ∂Ω مرز با Rd فضاي در کران�دار ناحیه یک Ω طوري�که
متغیر تغییر با ابتدا حل براي

ut(x, t) = v(x, t), (14.5)
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(متغیر زمان به نسبت اول مرتبه��ي دیفرانسیل معادلات از دوتایی دستگاه یک به (13.5)-(10.5) مسأله
می�شود: تبدیل زیر صورت به (t

ut(x, t) = v(x, t),

vt(x, t) = −α△u(x, t)− βu− γuk + f(x, t),
(15.5)

اولیه: شرایط با
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (16.5)

v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω, (17.5)

مرزي: شرایط و
u(x, t) = g(t), t ∈ (0, t], x ∈ ∂Ω ⊆ Rd, d = 1, 2. (18.5)

مکانی گسسته�سازي براي شعاعی پایه شبه�درون�یاب بر مبتنی شعاعی پایه هم�محلی روش ادامه، در
بر مبتنی طیفی شبه روش از دیفرانسیلی عملگر گسسته�سازي براي مرحله، این در است. شده استفاده
در می�شود. تقریب نیاز مورد مکانی مشتقات عملیاتی، ماتریس یک ایجاد با و جواب شبه�درون�یاب بسط
رانگ-کوتا�ي روش حاصل، زمان به وابسته اول مرتبه دیفرانسیل معادلات دستگاه حل براي نهایی، مرحله�ي
[72] در شده ارایه روش از مرزي شرایط اعمال براي زمانی، گام هر در و است رفته به�کار چهارم مرتبه�ي
کانسا، روش�هاي خلاف بر روش این در است. شده استفاده یک، از بالاتر بعد با مسایل به� آن توسعه�ي و
روش ساختار نیست. محاسبات بعد افزایش و جدید شرایط نمودن اضافه به نیاز مرزي شرایط اعمال براي

نمود: بیان زیر گام�هاي صورت به می�توان را بحث مورد
مکانی گسسته�سازي اول: گام -
زمانی گسسته�سازي دوم: گام -
مرزي شرایط اعمال سوم: گام -

به�دست کلین-گردن معادله�ي براي مربوط روابط و می�شود پرداخته بالا گام�هاي بیان به ادامه در
است. نیز ساین-گردن دیفرانسیل معادله به تعمیم قابل راحتی به که آمد خواهد

مکانی - گسسته�سازي اول. گام 1.3.5
i = هم�محلی نقاط در چند�ربعی شبه�درون�یاب صورت به v(x, t) و u(x, t) تقریب محاسبه�ي با

می�شود: نتیجه t معلوم و ثابت زمان و 1, · · · , N, xi,

uN(xi, t) =
N∑
j=1

ξj(t)ϕj(xi), i = 1, ..., N, (19.5)
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vN(xi, t) =
N∑
j=1

λj(t)ϕj(xi), i = 1, ..., N. (20.5)

براي و شود جایگزین (15.5) معادله�ي در را (20.5)-(19.5) بسط�هاي هم�محلی، روش براساس اگر حال
(6.5) در شده ارایه شعاعی طیفی-پایه شبه روش از هم�محلی نقاط در {△u(xi, t)}Ni=1 محاسبه�ي

رسید: خواهیم زیر تقریبی معادلات به شود استفاده
dU
dt

= V (t),

dV
dt

= −αDL.U(t)− βU(t)− γU k(t) + f(t),
(21.5)

آن در که

U (t) = [uN(x1, t), · · · , uN(xN , t)]T ,

V (t) = [vN(x1, t), · · · , vN(xN , t)]T ,

f(t) = [f(x1, t), ..., f(xN , t)]
T ,

است. (7.5) در شده تعریف △ دیفرانسیلی عملگر با متناظر عملیاتی ماتریس DL و
زیر: اول مرتبه�ي دیفرانسیل معادلات دستگاه شود، نویسی باز فشرده�تر، شکل به (21.5) روابط اگر

dU
dt

= F 1(t,U ,V ),

dV
dt

= F 2(t,U ,V ),
(22.5)

آغازین: شرایط با
U(0) = [uN(x1, 0), · · · , uN(xN , 0)]T ,

V (0) = [vN(x1, 0), · · · , vN(xN , 0)]T ,
(23.5)

آن در که می�شود حاصل
F 1(t,U ,V ) = V (t),

F 2(t,U ,V ) = −αDL.U(t)− βU(t)− γU k(t) + f(t).
(24.5)

براي است. مولفه به مولفه ضرب نماد ⊗ و U k = U
⊗

U
⊗

· · ·
⊗

U بردار (24.5) رابطه در
دستگاهی و نمود اجرا را بالا گام سادگی به و مشابه طور به می�توان نیز غیرخطی ساین-گردن معادله�ي

شود. جایگزین sin(U) بردار با U k بردار کافی�ست فقط آورد. به�دست (23.5)-(22.5) با مشابه
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زمانی گسسته�سازي دوم. گام 2.3.5
صورت به استاندارد چهارم مرتبه�ي رانگ-کوتا�ي روش از (22.5) دیفرانسیل معادلات دستگاه حل براي

می�شود. استفاده زیر
کنید فرض

U (m) = U
(m)
N = (uN(xi, tm))

N
i=1 = (

N∑
j=1

ξ
(m)
j ϕj(xi))

N
i=1

و
V (m) = V

(m)
N = (vN(xi, tm))

N
i=1 = (

N∑
j=1

λ
(m)
j ϕj(xi))

N
i=1

.tm = mδt و λ(m)
j = λj(tm) ، ξ(m)

j = ξj(tm) �که
داشت: خواهیم (22.5) دستگاه روي چهارم مرتبه�ي رانگ-کوتا�ي روش اعمال با

U (m+1) = U (m) + 1
6
(K1,1 + 2K2,1 + 2K3,1 +K4,1),

V (m+1) = V (m) + 1
6
(K1,2 + 2K2,2 + 2K3,2 +K4,2),

(25.5)

به�طوري�که


K1,1 = δtF 1(t
(m),U (m),V (m)),

K2,1 = δtF 1(t
(m) + δt

2
,U (m) + 1

2
K1,1,V

(m) + 1
2
K1,2),

K3,1 = δtF 1(t
(m) + δt

2
,U (m) + 1

2
K2,1,V

(m) + 1
2
K2,2),

K4,1 = δtF 1(t
(m) + δt,U (m) +K3,1,V

(m) +K3,2)

(26.5)

می�شوند. تعریف i = 1, ..., 4 براي Ki,2 مشابه به�طور F 1 جاي به F 2 جایگزینی با و
دیفرانسیلی عملگر با متناظر ،DL،عملیاتی ماتریس که نمود اشاره می�توان مهم نکته این به اینجا در
در و نمی�باشد مجدد محاسبه به نیاز زمانی گام هر در رو این از نیست. زمان از تابعی (7.5) رابطه اساس بر
از خارج را عملیاتی ماتریس بار، یک فقط کافی�ست مسأله، حل در بنابراین است ثابت زمانی گام�هاي تمام
مدت کاهش باعث که کرد. استفاده زمانی گام�هاي تمام در آن از و نمود محاسبه زمانی، گام تکرار حلقه

می�شود. الگوریتم اجرا زمان

مرزي شرایط اعمال سوم. گام 3.3.5
توسعه از نیز فصل این در است. تقریبی جواب روي بر مرزي شرایط اعمال روش، این دیگر مهم بخش
زمانی، گام هر در روش، این در است. شده استفاده بعدي دو مسایل براي [72] در شده ارایه الگوریتم
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این براي می�شود. اعمال تقریبی جواب بر (25.5) رابطه از حاصل U (m+1) بردار اصلاح با مرزي شرایط
با مرز، در واقع هم�محلی نقاط با متناظر مولفه�هاي ،(25.5) در U (m+1) بردار محاسبه�ي از پس منظور،
محاسبات این می�توان می�شود. جایگزین (m + 1)δt لحظه در مرزي شرایط روي از جواب دقیق مقدار

داد: نمایش زیر ماتریسی شکل به را
U (m+1) = I∂.U

(m+1) +U
(m+1)
∂ , (27.5)

جایگزین صفر بردار با مرزي نقاط به مربوط سطرهاي آن در که است I ماتریسهمانی همان I∂ به�طوري�که
با متناظر مولفه�هاي آن در که است N × 1 مرتبه از صفر ستونی بردار نیز U (m+1)

∂ همچنین شده�اند.
جایگزین (m + 1)δt لحظه در مرزي شرایط روي از جواب دقیق مقدار با مرز در واقع هم�محلی نقاط

شده�اند.

عددي نتایج 4.5
آغازین و مرزي شرایط با غیرخطی کلین-گردن مسأله از مثال چند عددي حل ابتدا بخش، این در
دیگر جواب�هاي با آن�ها مقایسه و شعاعی طیفی-پایه شبه روش به (10.5)-(13.5) شکل به متفاوت
نیز ساین-گردن غیرخطی معادله حل براي مذکور روش نهایی، بخش در می�شود. انجام تحقیق�ها
تعریف ،(LD) ، بعدي دو و بعدي یک چند�ربعی شبه�درون�یاب از روش این در می�شود. پیاده�سازي
تمام در شد. خواهد استفاده زمانی گام هر در △um و u(m) تقریب براي (35.1) و (33.1) در شده
گزارش شعاعی پایه چند�ربعی توابع در شکل، پارامتر از ثابتی مقدار ازاي به جواب�ها فصل، این محاسبات

است. شده بررسی شکل پارامتر تغییرات به نسبت L∞ خطاي تغییرات نمودار و شده�اند
L2 و (31.4)-(29.4) در شده تعریف RMS و L∞ خطاهاي از روش دقت و کارآیی سنجش براي

است. شده استفاده زیر تعریف مطابق

L2 error =

√√√√h

N∑
j=1

(u(xj, tm)− uN(xj, tm))2.

کلین-گردن غیرخطی معادله�ي 1.4.5
طیفی-پایه شبه روش با غیرخطی بعدي یک کلین-گردن معادله�ي عددي حل ابتدا بخش، این در
گزارش تقریبی و تحلیلی جواب�هاي با حاصل نتایج و بررسی ربعی1 چند درون�یاب شبه بر مبتنی شعاعی

1Pseudospectral method based on the multiquadric quasi-interpolation (MQQI-Ps)
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توابع با شعاعی پایه هم�محلی روش از نویسندگان [84] در است. شده مقایسه [85] و [84] در شده
عملگر و جواب تابع تقریب براي محققین، [85] در کرده�اند. استفاده (TPS) نازك صفحات اسپلاین
و نموده استفاده چند�ربعی2 شبه�درون�یاب�هاي انتگرالی شکل خطی ترکیب از آن، دوم مرتبه دیفرانسیلی
[84]با در شده ارایه (TPS) نازك صفحات اسپلاین�هاي روش به نسبت مذکور روش که داده�اند نشان
کاهش محاسباتی عملیات حجم رو این از می�کند. استفاده کمتري پراکنده داده�هاي تعداد از مشابه، دقت

می�یابد.
از نیز جواب، مشتقات تقریب براي و چند�ربعی شبه�درون�یاب از جواب تابع تقریب براي فصل این در
شده استفاده الفاصله متساوي داده�هاي با چند�ربعی شبه�درون�یاب بر مبتنی شعاعی طیفی-پایه شبه روش

است. [85] در شده گزارش نتایج از کمتر خطاها شد خواهد مشاهده عددي نتایج روي از است.
عددي نتایج و دقیق جواب�هاي با بحث مورد روش جواب�هاي بعدي، دو کلین-گردن معادله�ي در
تطابق حاصل، عددي نتایج می�شود مشاهده نیز حالت این در است. شده مقایسه [86] در شده گزارش
داده�هاي تعداد [86] در شده ارایه 3MK −MLPG روش با مقایسه در و دارد دقیق جواب با خوبی

است. نیاز کمتري پراکنده

با k = 2 و α = −1, β = 0, γ = 1 ،x ∈ [−1, 1] بازه روي (13.5)-(10.5) مسأله .1.4.5 مثال
است: شده فرض زیر آغازین شرایط u(x, 0) = x

ut(x, 0) = 0,

مسأله این دقیق جواب و −1 ≤ x ≤ 1 بازه روي f(x, t) = −x cos t + x2 cos t مثال این در
است: شده ارایه [87] در زیر به�صورت

u(x, t) = x cos t. (28.5)

می�شود. تعیین دقیق جواب روي از راحتی به نیز مرزي شرایط
با نتایج است. شده ارایه 1.4.5 مثال براي RMS خطاي و L2 ،L∞ خطاهاي 1.5 جدول در
روش نتایج آمده�اند. به�دست ،c = 0.121، شکل پارامتر مقدار و δt = 0.001 پراکنده، داده N = 10

عددي نتایج مثال، این در که نمود مشاهده می�توان جدول روي از است. شده مقایسه [85] نتایج با مذکور
2Integrated multiquadric quasi-interpolation (IMQQI)
3Moving kriging based meshless local Petrov–Galerkin method (MK-MLPG)
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c = 0.121 و δt = 0.001 پراکنده، داده N = 10 از استفاده با t مختلف زمان�هاي در 1.4.5 مثال در خطاها مقادیر :1.5 جدول
RMS[85] L2[85] L∞[85] RMS L2 L∞ t

6.2397 × 10−6 2.0694 × 10−5 1.2590 × 10−5 1.44696 × 10−14 2.1570 × 10−14 2.19755 × 10−14 1

1.1175 × 10−6 3.7065 × 10−5 1.5428 × 10−5 8.30668 × 10−15 1.23829 × 10−14 1.30590 × 10−14 3

2.1010 × 10−5 6.9684 × 10−5 3.3625 × 10−5 1.72854 × 10−14 2.57676 × 10−14 2.72352 × 10−14 5

2.4706 × 10−5 8.1943 × 10−5 3.7412 × 10−5 1.36392 × 10−14 2.03321 × 10−14 2.08028 × 10−14 7

.t = 1, t = 3, t = 5, t = 7 لحظات در δt = 0.001 و N = 10, c = 0.121 فرض با 1.4.5 مثال دقیق و عددي جواب :1.5 شکل

شکل در مطلق خطاهاي و 1.5 شکل در دقیق و تقریبی جواب شکل دارد. دقیق جواب با خوبی تطابق
روش از استفاده با −1 ≤ x ≤ 1 بازه در dx = 0.2, δt = 0.001 با مختلف زمان�هاي براي 2.5

شده�اند. داده نمایش c = 0.121 شکل پارامتر MQQIبا − PS

،0 ≤ x ≤ 1 بازه در (10.5) بعدي یک و غیرخطی کلین-گردن مسأله�ي مثال، این در .2.4.5 مثال
است.: شده فرض زیر آغازین شرایط با α = −1, β = 0, γ = 1, k = 2 u(x, 0) = 0

ut(x, 0) = 0,

زیر به�صورت دقیق جواب است. شده فرض 0 ≤ x ≤ 1 بازه در f(x, t) = 6xt(x2 − t2) + x6t6 و
:[87] است شده ارایه

u(x, t) = x3t3. (29.5)

،L∞ خطاهاي 2.5 جدول در می�شود. محاسبه آسانی به دقیق جواب روي از نیز دیریکله مرزي شرایط
و δt = 0.001 پراکنده، داده N = 20 با نتایج است. شده ارایه 2.4.5 مثال براي RMS خطاي و L2

مقایسه [85] در شده گزارش نتایج با نظر مورد روش نتایج آمده�اند. به�دست c = 0.381 شکل پارامتر
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t = 1, t = 3, t = لحظات در δt = 0.001 و N = 10, c = 0.121 فرض با 1.4.5 مثال براي نظر مورد روش مطلق خطا�ي :2.5 شکل
.5, t = 7

.c = 0.381 و MQQI-PS روش با ،δt = 0.001 ،N = 20 ،t مختلف زمان�هاي در 2.4.5 مثال براي خطاها مقادیر� :2.5 جدول
IMQQI MQQI-PS

RMS[85] L2[85] L∞[85] RMS L2 L∞ t

4.8581 × 10−6 3.4694 × 10−5 7.7958 × 10−6 1.69559 × 10−6 1.73964 × 10−6 4.03996 × 10−6 1

7.7680 × 10−5 5.5475 × 10−4 1.2307 × 10−4 7.60237 × 10−6 7.79986 × 10−6 1.76028 × 10−5 2

2.4473 × 10−4 2.4618 × 10−3 5.3019 × 10−4 7.25472 × 10−5 7.44319 × 10−5 1.89709 × 10−4 3

9.7029 × 10−4 2.4618 × 10−3 1.8601 × 10−3 2.12514 × 10−4 2.18034 × 10−4 5.75087 × 10−4 4

1.9022 × 10−3 1.3585 × 10−2 3.5192 × 10−3 6.31239 × 10−4 6.47638 × 10−4 1.5485 × 10−3 5

دقیق جواب با خوبی تطابق عددي نتایج مثال، این در نمود مشاهده می�توان جدول روي از است. شده
مختلف زمان�هاي براي دقیق جواب و c = 0.381 MQQIبا − PS روش با تقریبی جواب شکل دارد.
مطلق خطاي و شده�اند مقایسه یکدیگر با 3.5 شکل در 0 ≤ x ≤ 1 بازه در N = 20, δt = 0.001 با

شده�اند. داده نمایش 4.5 شکل در آن�ها

با x ∈ [−1, 1] بازه در (10.5) بعدي یک غیرخطی کلین-گردن مسأله مثال، این در .3.4.5 مثال
شده داده زیر صورت به نیز آغازین شرایط است. شده گرفته نظر αدر = −1, β = 1, γ = 1, k = 3

: است u(x, 0) = x2 coshx,−1 ≤ x ≤ 1,

ut(x, 0) = x2 sinhx,−1 ≤ x ≤ 1.

.f(x, t) = (x2− 2) cosh(x+ t)− 4x sinh(x+ t)+x6 cosh3(x+ t) معادله راست سمت تابع
از: است عبارت معادله این دقیق جواب

u(x, t) = x2 cosh(x+ t). (30.5)
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.t = 1, 2, · · · , 5 زمان�هاي در δt = 0.001 و c = 0.381 ،N = 20 با 2.4.5 مثال تقریبی و دقیق جواب�هاي :3.5 شکل

.t = 1, 2, · · · , 5 زمان�هاي در δt = 0.001 و c = 0.381 ،N = 20 با 2.4.5 مثال براي نظر مورد روش خطاي :4.5 شکل

به�دست دقیق جواب روي از آن�را می�توان راحتی به که است شده فرض دیریکله نوع از نیز مرزي شرایط
آورد.

N = 50 با نتایج است. شده ارایه 3.4.5 مثال RMSبراي خطاي و L2 ،L∞ خطاهاي 3.5 جدول در
شده گزارش نتایج با نظر مورد روش نتایج آمده�اند. به�دست c = 0.181 و δt = 0.001 پراکنده، داده
عددي نتایج هم، مثال این در نمود مشاهده می�توان نیز جدول این روي از است. شده مقایسه [85] در

c = 0.181. MQQIو − PS روش با ،δt = 0.001 ،N = 50 ،t مختلف زمان�هاي در 3.4.5 مثال براي خطاها مقادیر�� :3.5 جدول
RMS[85] L2[85] L∞[85] RMS L2 L∞ t

2.0242 × 10−5 2.8456 × 10−4 4.2672 × 10−5 1.11334 × 10−4 1.59049 × 10−4 2.83572 × 10−4 1

1.8577 × 10−4 2.6266 × 10−3 4.9397 × 10−4 2.6925 × 10−4 3.84643 × 10−4 7.81595 × 10−4 2

6.7016 × 10−4 9.5859 × 10−3 2.0380 × 10−3 1.1318 × 10−4 1.61686 × 10−4 6.78361 × 10−4 3

1.8844 × 10−3 2.3457 × 10−2 6.4162 × 10−3 4.99987 × 10−5 7.14267 × 10−5 1.09944 × 10−4 4

5.2391 × 10−3 7.4214 × 10−2 1.7941 × 10−2 1.12212 × 10−4 1.60303 × 10−4 3.22279 × 10−4 5
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لحظات در δt = 0.001 و c = 0.181 ،N = 50 با (پایین) روش خطاي و (بالا) 3.4.5 مثال براي تقریبی و دقیق جواب�هاي :5.5 شکل
.t = 1, 2, · · · , 5

لحظات در δt = 0.001 و c = 0.181 ،N = 50 با (پایین) روش خطاي و (بالا) 3.4.5 مثال براي تقریبی و دقیق جواب�هاي :6.5 شکل
.t = 1, 2, · · · , 5

روش از تقریبی جواب با دقیق جواب 5.5 شکل در 3.4.5 مثال براي دارد. دقیق جواب با خوبی تطابق
زمان� چند در δt = 0.001 و N = 50 ،c = 0.181 با روش خطاهی 6.5 شکل در MQQIو − PS

شده�اند. داده نمایش مختلف

با x ∈ [0, 1] بازه در (10.5) بعدي یک غیرخطی کلین-گردن مسأله مثال، این در .4.4.5 مثال
صورت به مسأله این دقیق جواب که است شده گرفته نظر در k = 3 و α = −2.5, β = 1, γ = 1.5

است: زیر
u(x, t) = B tan(K(x+ Ct)), (31.5)
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پارامتر ،MQQI−PS روش با ،tمختلف زمان�هاي در ،γ = 1.5 ،β = 1 ،α = −2 ،C = 0.05 4.4.5با مثال براي خطاها مقادیر�� :4.5 جدول
δt = و0.001 N = 20 ،c = 2.2 شکل

RMS[85] L2[85] L∞[85] RMS L2 L∞ t

1.2787 × 10−7 1.2850 × 10−6 2.1781 × 10−7 3.96904 × 10−7 4.07215 × 10−7 8.10099 × 10−7 1

1.3980 × 10−7 1.4099 × 10−6 3.0648 × 10−7 1.18068 × 10−6 1.21136 × 10−6 2.34139 × 10−6 2

1.7004 × 10−7 1.3144 × 10−6 3.7008 × 10−7 1.51767 × 10−6 1.5571 × 10−6 2.77812 × 10−6 3

1.2002 × 10−7 2.0012 × 10−6 3.4230 × 10−7 1.18712 × 10−6 1.21796 × 10−6 2.63626 × 10−6 4

.K =
√

−β
2(α+C2)

و B =
√

β
γ
آن در که

نوشت. دقیق جواب روي از سادگی به می�توان را مرزي و آغازین شرایط

در δt = 0.001 و c = 2.2 ،N = 20 فرض با C = 0.05 با 4.4.5 مثال MQQIبراي − PS روش تقریبی و دقیق جواب�هاي :7.5 شکل
.t = 1, 2, 3, 4 مختلف زمان�هاي

پراکنده، داده N = 20 با 4.4.5 مثال براي RMS خطاي و L2 ،L∞ خطاهاي 4.5 جدول در
شده فرض C = 0.05 ثابت آن در که شده�اند محاسبه ،c = 2.2 شکل، پارامتر مقدار و δt = 0.001

مشاهده مذکور جدول از است. شده مقایسه [85] در شده گزارش نتایج با نظر مورد روش نتایج است.
جواب�هاي 7.5 شکل در است. قبولی قابل و مناسب دقت داراي دقیق جواب به نسبت عددي نتایج می�شود
،c = 2.2 شکل پارامتر روشMQQI−PSبا از حاصل مطلق خطاهاي 8.5 شکل در و تقریبی و دقیق
t = 1, t = 2, t = 3, t = 4 لحظات براي مسأله دامنه روي 4.4.5 مثال براي δt = 0.001 Nو = 20

شده�اند. داده نمایش
است. شده ارایه C = 0.5 با 4.4.5 مثال براي RMS خطاي و L2 ،L∞ خطاهاي 5.5 جدول در
نتایج با نظر مورد روش نتایج آمده�اند. به�دست c = 0.97 و δt = 0.001 پراکنده، Nداده = 50 با نتایج
نتایج هم، مثال این در نمود مشاهده می�توان جدول روي از است. شده مقایسه [85] در شده گزارش
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4.4.5 مثال براي t = 1, 2, 3, 4 مختلف زمان�هاي در δt = 0.001 و c = 2.2 ،N = 20 MQQIبا − PS روش مطلق خطاهاي :8.5 شکل
.C = 0.05 فرض با

پارامتر ،MQQI − PS روش با ،t مختلف زمان�هاي در ،γ = 1.5 ،β = 1 ،α = −2 ،C = 0.5 4.4.5با مثال براي خطاها مقادیر�� :5.5 جدول
.δt = و0.001 N = 50 ،c = 0.97 شکل

RMS [85] L2[85] L∞ [85] RMS L2 L∞ t

4.0392 × 10−6 4.0608 × 10−5 5.2134 × 10−6 7.95305 × 10−7 3.6230 × 10−7 1.34058 × 10−6 1

1.5505 × 10−5 1.5588 × 10−4 2.1805 × 10−5 1.92792 × 10−6 1.462 × 10−6 5.28169 × 10−6 2

6.5903 × 10−5 6.3231 × 10−4 9.0113 × 10−5 4.46219 × 10−6 5.6233 × 10−6 2.54257 × 10−5 3

5.3219 × 10−4 5.3386 × 10−3 8.2372 × 10−4 9.82629 × 10−5 2.53105 × 10−4 1.32595 × 10−3 4

و تقریبی جواب با دقیق جواب 4.4.5 مثال براي 9.5 شکل در دارد. دقیق جواب با خوبی تطابق عددي
چند در δt = 0.001 و N = 50 ،c = 0.97 MQQIبا − PS روش مطلق خطاهاي 10.5 شکل در

شده�اند. داده نمایش مختلف زمان�

روي (10.5) بعدي دو کلین-گردن غیرخطی دیفرانسیل معادله عددي حل مثال، این در .5.4.5 مثال
روش با k = 2 αو = −1, β = −2, γ = 1 پارامتر�هاي با (x, y) ∈ [0, π] × [0, π] دامنه

است: زیر به�صورت مسأله این دقیق جواب گرفت. خواهد قرار بررسی MQQIمورد − PS

u(x, y, t) = sin(x) sin(y) cosh(t). (32.5)

شده�اند. گرفته نظر در دقیق جواب روي از دیریکله مرزي شرایط و آغازین شرایط
شده ارایه 5.4.5 مثال روشMQQI−PSبراي RMS خطاي و L2 ،L∞ خطاهاي 6.5 جدول در
c = 4.15 شکل پارامتر و δt = 0.01 یکنواخت، توزیع با پراکنده داده N = 10 × 10 با نتایج است.
مذکور جدول روي از است. شده مقایسه [86] در شده گزارش نتایج با روش این نتایج آمده�اند. به�دست
شکل 11.5 شکل دارد. دقیق جواب با خوبی تطابق عددي نتایج مثال، این در نمود مشاهده می�توان
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و N = 50 ،c = 0.97 شکل پارامتر روش، در که C = 0.5 با 4.4.5 مثال براي مختلف زمان�هاي در تقریبی و دقیق جواب�هاي :9.5 شکل
است. شده فرض δt = 0.001

پارامتر ،MQQI − PS روش با ،t مختلف زمان�هاي در k = 2 و γ = −1 ،β = −2 ،α = −1 با 5.4.5 مثال براي خطاها مقادیر�� :6.5 جدول
.δt = 0.01 و N = 10× 10 ،c = 4.15 شکل

MK-MLPG (N = 33 × 33) MQQI-PS (N = 10 × 10)

RMS[86] L2[86] L∞ [86] RMS L2 L∞ t

3.87 × 10−4 1.28 × 10−2 1.04 × 10−3 8.40697 × 10−7 1.4976 × 10−6 2.32242 × 10−6 1

5.64 × 10−3 1.86 × 10−1 1.23 × 10−2 1.48771 × 10−6 2.65018 × 10−6 3.88411 × 10−6 2

2.28 × 10−2 7.52 × 10−1 4.35 × 10−2 1.83014 × 10−6 3.26018 × 10−6 4.19091 × 10−6 3

6.27 × 10−2 2.07 × 100 1.20 × 10−1 2.61945 × 10−6 4.66624 × 10−6 6.10456 × 10−6 4

1.75 × 10−1 5.77 × 100 3.25 × 10−1 3.88811 × 10−6 6.92622 × 10−6 9.83839 × 10−6 5

روش مطلق خطاي توزیع می�دهد. نمایش را t = 5 لحظه در 5.4.5 مثال تقریبی و دقیق جواب�هاي
پراکنده داده N = 10 × 10 با 5.4.5 مثال به مربوط [0, π] × [0, π] دامنه روي MQQI − PS

خطاي تغییرات است. شده داده نمایش 12.5 شکل با t = 5 لحظه در δt = 0.01 و الفاصله متساوي
t = 5 لحظه در 5.4.5 مثال براي چندربعی شعاعی پایه تابع شکل پارامتر تغییرات به نسبت بینهایت نرم
است. شده ارایه 13.5 شکل در δt = 0.01 و N = 10× 10 ،MQQI − PS روش به عددي حل با
MQQI −PS روش دو با 5.4.5 مثال براي RMS خطاي و L2 ،L∞ خطاهاي نیز 7.5 جدول در
با نتایج است. شده مقایسه c = 4.6 شکل پارامتر با MQ − PS و c = 0.37 شکل پارامتر با
نمودکه مشاهده می�توان جدول روي از آمده�اند. به�دست δt = 0.01 و پراکنده داده N = 25 × 25

نظر، مورد روش�هاي مطلق خطاي توزیع دارند. دقیق جواب با خوبی تطابق عددي نتایج نیز، مثال این در
کرد. مشاهده 14.5 شکل در می�توان را 5.4.5 مثال به مربوط [0, π]× [0, π] دامنه روي
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جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

.C = 0.5 فرض با 4.4.5 مثال براي مختلف زمان�هاي در δt = 0.001 و c = 0.97 ،N = 50 MQQIبا − PSروش خطاي :10.5 شکل

ساین-گردن غیرخطی معادله�ي 2.4.5
N (u) = sin u غیرخطی جمله با (1.5) هذلولوي دیفرانسیل معادله عددي حل بخش، این در
MQ − PSو MQQI − PS شبکه بدون روش�هاي با است معروف ساین-گردن معادله�ي نام به که
کاربردي، ازمسایل بسیاري سازي مدل در ساین-گردن غیرخطی معادله�ي گرفت. خواهد قرار بررسی مورد

می�شود[74]. ظاهر فیزیکی مختلف حالت�هاي در سالیتون موج�هاي بخصوص

MQQIو − PS روش دو براي ،t مختلف زمان�هاي در k = 2 و γ = 1 ،β = −2 ،α = −1 با 5.4.5 مثال براي خطاها مقادیر�� :7.5 جدول
.δt = 0.01 و N = 25× 25 −MQبا PS

MQQI-PS (c=4.6) MQ-PS (c=0.37)

RMS L2 L∞ RMS L2 L∞ t

2.93791 × 10−6 5.21147 × 10−6 1.15822 × 10−5 2.52576 × 10−6 4.48038 × 10−6 9.99276 × 10−6 1

1.80278 × 10−5 3.1979 × 10−5 7.47466 × 10−5 1.42615 × 10−5 2.52980 × 10−5 6.77584 × 10−5 2

5.78057 × 10−5 1.0254 × 10−4 2.54482 × 10−4 4.37942 × 10−5 7.76853 × 10−5 2.78783 × 10−4 3

8.28710 × 10−5 1.47003 × 10−4 5.74854 × 10−4 8.50817 × 10−5 1.50924 × 10−4 5.77975 × 10−4 4

9.29055 × 10−5 1.64803 × 10−4 7.96027 × 10−4 7.01665 × 10−5 1.24466 × 10−4 5.72217 × 10−4 5
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جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

δt = 0.01 و c = 4.15 شکل پارامتر دامنه، در پراکنده داده N = 10× 10 با 5.4.5 مثال (راست) تقریبی و دقیق(چپ) جواب�هاي :11.5 شکل
.t = 5 لحظه در

پین�لیو5 روش ،[88] باکلوند4 تبدیل جمله از مختلف روش�هاي به ساین-گردن معادله�ي تقریبی جواب
.[93 ،92] معکوس8 پراکندگی روش و [91] هایپربولیک7 تانژانت روش ،[90] لی6 گروه�هاي ،[89]
روش و آدومیان تجزیه متناهی، عناصر متناهی، تفاضلات قبیل از مختلف روش�هاي با معادله� این همچنین

.[102 ،101 ،100 ،99 ،98 ،97 ،96 ،95 است[94، شده حل طیفی شبه
استفاده با شعاعی طیفی-پایه شبه روش با ساین-گردن غیرخطی معادله�ي عددي حل بخش، این در
معادله�ي گرفت. خواهد قرار بررسی مورد است، شبکه بدون روش یک که چند�ربعی شبه�درون�یاب از

بگیرید: نظر در را زیر ساین-گردن غیرخطی دیفرانسیل
utt(x, t) + α△u = − sin(u). (33.5)

آغازین: شرایط با
u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω ⊂ Rd, (34.5)

ut(x, 0) = v0(x) x ∈ Ω, (35.5)

شکل: به دیریکله مرزي شرایط و
u(x, t) = g(t), t ∈ (0, T ], x ∈ ∂Ω. (36.5)

4Backlund transformation
5Painleve method
6Lie group method
7Tangent hyperbolic method
8Inverse scattering method
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جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

δt = 0.01 و c = 4.15 شکل پارامتر پراکنده، داده N = 10× 10 با 5.4.5 مثال MQQIدر − PS روش مطلق خطاي توزیع :12.5 شکل
.t = 5 لحظه در

لحظه در δt = 0.01 و N = 10 × 10 MQQIبا − PS روش در شکل(�) پارامتر تغییرات به نسبت L∞ خطاي رفتار شکل :13.5 شکل
5.4.5 مثال براي t = 5

متغیر تغییر با ابتدا حل براي
ut(x, t) = v(x, t) (37.5)

(متغیر زمان به نسبت اول مرتبه�ي دیفرانسیل معادلات از دوتایی دستگاه یک به (33.5)-(36.5) مسأله
می�شود: تبدیل زیر به�صورت (t{

ut(x, t) = v(x, t),
vt(x, t) = −α△u− sin(u).

(38.5)

آغازین: شرایط با
u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω ⊂ Rd, (39.5)

v(x, 0) = v0(x) x ∈ Ω, (40.5)
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.c = 1.275 شکل پارامتر و δt = 0.001 ،N = 121 ،C = 0.5 با 6.4.5 مثال براي خطاها مقادیر :8.5 جدول
L∞[102] L∞[103] RMS L2 L∞ t

4.518 × 10−1 6.296 × 10−4 6.66931 × 10−5 5.1875 × 10−4 3.50847 × 10−4 9

2.293 × 100 8.109 × 10−4 1.11771 × 10−4 8.69372 × 10−4 2.4275 × 10−4 36

5.120 × 100 2.568 × 10−3 2.00022 × 10−4 1.5558 × 10−3 3.60803 × 10−4 108

مرزي: شرایط و
u(x, t) = g(t), t ∈ (0, T ], x ∈ ∂Ω. (41.5)

شبه روش به ساین-گردن غیرخطی معادله�ي عددي حل شد، داده توضیح فصل ابتداي در که همان�طور
در کافی�ست فقط است. کلین-گردن معادله�ي حل با مشابه چند�ربعی شبه�درون�یاب بر مبتنی طیفی
از مثال دو عددي حل ادامه در شود. جایگزین sin(U ) بردار با U k بردار (22.5)-(24.5) دستگاه

می�شود. بررسی فصل این در شده ارایه شعاعی طیفی-پایه شبه روش با ساین-گردن معادله�ي

بگیرید. نظر در را α = −1 پارامتر با x ∈ [−2, 58] بازه روي (33.5) -(36.5) مسأله .6.4.5 مثال
است: زیر شکل به آن دقیق جواب

u(x, t) = 4 tan−1(exp(γ(x− Ct) + β)), (42.5)

.γ = 1√
1−C2 آن در که

آورد. به�دست دقیق جواب روي از می�توان را دیریکله مرزي و اولیه شرایط
است. شده ارایه C = 0.5 با 6.4.5 مثال براي RMS و L2 ،L∞ خطاهاي مقادیر 8.5 جدول در
شکل پارامتر مقدار و δt = 0.001 دامنه، در یکنواخت توزیع با پراکنده داده N = 121 براي نتایج
روش و [102] در شده ارایه متناهی تفاضلان روش نتایج با حاصل نتایج و آمده�اند دست به c = 1.275

عددي روش بودن مناسب می�توان حاصل، نتایج از است. شده مقایسه در[103] شده گزارش آفلاین متد
16.5 شکل در و تقریبی جواب دقیق، جواب 15.5 شکل در گرفت. نتیجه را مثال این براي بحث مورد

نمود. مشاهده می�توان را δt = 0.001 و N = 121 فرض با مختلف زمان�هاي در روش خطاي

ساین- معادله�ي براي چند�ربعی، شعاعی طیفی-پایه شبه روش عددي نتایج مثال، این در .7.4.5 مثال
و (x, y) ∈ [−7, 7] × [−7, 7] دامنه با (36.5) - (33.5) مسأله است. شده ارایه بعدي دو گردن

:[104] است زیر به�صورت معادله این دقیق جواب است. شده فرض α = −1

u(x, y, t) = 4 tan−1(exp((x+ y − t))). (43.5)
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.δt = 0.001 و N = 25× 25 ،c = 0.31 شکل پارامتر مقدار با مختلف زمان�هاي در 7.4.5 مثال −MQبراي PS روش خطاي :9.5 جدول
RMS L2 L∞ t

2.19909 × 10−4 8.23484 × 10−4 1.86749 × 10−3 1

5.14315 × 10−4 1.92593 × 10−3 5.07197 × 10−3 2

7.15615 × 10−4 2.67973 × 10−3 5.48379 × 10−3 3

7.95177 × 10−4 2.97766 × 10−3 4.88027 × 10−3 4

8.59192 × 10−4 3.21738 × 10−3 5.78486 × 10−3 5

N = 25× 25 ،c = 0.31 شکل پارامتر مقدار −MQبا PS روش در RMS و L2 ،L∞ خطاهاي
جواب که می�شود مشاهده جدول این از است. شده ارایه 9.5 جدول در 7.4.5 مثال براي δt = 0.001 و

دارد. دقیق جواب با مناسب تطابق تقریبی،
خطاي توزیع است. شده داده نشان 17.5 شکل در t = 5 لحظه براي تحلیلی و تقریبی جواب شکل

کرد. مشاهده 18.5 شکل در می�توان را 7.4.5 مثال −MQبراي PS روش مطلق
،N = 25 × 25 فرض با MQ − PS روش در (c) شکل پارامتر به نسبت L∞ خطاي تغییرات

است. شده داده نمایش 19.5 نمودار در t = 5 لحظه در 7.4.5 مثال براي dt = 0.001

نتیجه�گیري 5.5
کلین-گردن دیفرانسیل معادلات حل براي شعاعی طیفی-پایه شبه روش از کاربردي فصل، این در
بر مبتنی شبکه بدون روش یک عددي روش این است. شده ارایه ساین-گردن و مکعبی مربعی، غیرخطی
روششبه از معادله، در موجود دیفرانسیلی عملگرهاي گسسته�سازي براي است. چند�ربعی شعاعی پایه تابع
مزیت�هاي از یکی است. شده استفاده عملیاتی ماتریس ساختن در چند�ربعی شبه�درون�یاب بر مبتنی طیفی
زمانی، گام�هاي تمام در رو این از هست. زمان از مستقل حاصل، �عملیاتی ماتریس که است این روش این
چهارم مرتبه�ي رانگ-کوتاي روش از انتها، در نیست. گام هر در آن مجدد محاسبه�ي به نیاز و است ثابت
براي نیز فصل این در است. شده استفاده است پایدار روش یک که زمانی گسسته�سازي براي استاندارد
شده داده توسعه نیز بعدي دو مسایل براي [72 ،35] در شده ارایه الگوریتم مسأله، مرزي شرایط اعمال
بیان روش اساس بر (25.5) رابطه از آمده به�دست U (m) بردار زمانی، گام هر در منظور این براي است.
معادلات و شرایط کلاسیک، روش�هاي برخلاف روش، این در است. شده اصلاح (27.5) صورت به شده

شد. نخواهد اضافه موجود، معادلات دستگاه به جدیدي
است. شده بررسی بعدي، دو و بعدي یک متنوع مثال چند ارایه با نیز روش، دقت و کارآیی نهایت در

79



جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

دیفرانسیل معادلات عددي حل براي شعاعی پایه توابع بر مبتنی طیفی شبه روش گفت می�توان بنابراین
در (1.5) معادله غیرخطی جمله تغییر ضمن در می�باشد. کارا روشی زمان به وابسته غیرخطی جزیی
اساس بر است. استفاده قابل متنوع غیرخطی جملات براي مذکور روش و ندارد چندانی تاثیر حل روش

می�شود. مشاهده نیز زمان طول در جواب پایداري شده ارایه متنوع مثال�هاي
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جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

c = 4.6 شکل پارامتر با MQQI-PS روش خطاي توزیع و (بالا) c = 0.37 شکل پارامتر مقدار با MQ-PS روش مطلق خطاي توزیع :14.5 شکل
.t = 5 لحظه در δt = 0.01 و N = 25× 25 با 5.4.5 مثال در (پایین)
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جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

.δt = 0.001 و c = 1.275 شکل پارامتر ، N = 121 ،C = 0.5 با 6.4.5 مثال تقریبی و دقیق جواب :15.5 شکل

پارامتر ، N = 121 ،C = 0.5 با 6.4.5 مثال براي t = 9, t = 36, t = 108 مختلف لحظات در نظر مورد روش مطلق خطاي :16.5 شکل
.δt = 0.001 و c = 1.275 شکل
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جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

c = 0.31 چند�ربعی تابع شکل پارامتر و δt = 0.001 ،N = 25× 25 با 7.4.5 مثال (چپ) دقیق و (راست) عددي جواب�هاي شکل :17.5 شکل
.t = 5 لحظه در

.t = 5 لحظه در δt = 0.001 و c = 0.31 ،N = 25× 25 با 7.4.5 مثال −MQدر PS روش مطلق خطاي توزیع شکل :18.5 شکل
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جمعهء امام مهدي دیفرانسیل معادلات تقریبی حل براي شعاعی پایه� توابع بر مبتنی طیفی شبه روش�هاي

.7.4.5 مثال براي t = 5 لحظه در δt = 0.001 و N = 25× 25 با � شکل پارامتر به نسبت L∞ خطاي شکل :19.5 شکل
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Abstract

In this thesis, the pseudospectral radial basis functions (RBF-PS)

method has been proposed for numerical solving of the two-dimensional

Telegraph equations on regular and irregular domains, nonlinear

Kelin-Gordon and sine-Gordon equations. The proposed numerical

method, which is truly meshless, is characterized by three steps:

temporal, spatial cretization and force the numerical solutions to

satisfy the boundary conditions exactly. Runge-Kutta method is

used for temporal discretization. In order to approximate the spatial

derivatives of the problem, we use the operational matrices obtained

by radial basis function-pseudospectral (RBF-PS) method and Mul-

tiquadric quasi-interpolation-pseudospectral (MQQI-PS) method.

A cross-validation technique is used to optimize the shape parameter

for the basis functions. In addition, the technique is introduced in

to force the numerical solutions to satisfy the boundary conditions

exactly, extended to the regular and irregular domains. Finally, the

introduced scheme is tested for some problems.

Keywords: Meshless method, Radial basis functions, Shape parameter, Ra-

dial basis function-Pseudospectral (RBF-PS) method, Multiquadrics quasi-

interpolation (MQ-QI), Irregular domain, Telegraph equation, Nonlinear Klein-

Gordon equation, sine-Gordon equation
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