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پریسا نام: بختیاری دانشجو: خانوادگͬ نام

براساس جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای جدید عددی روش ͷی کاربرد عنوان:
هسته بازتولید فضای

بندی عباس سعید دکتر راهنما: استاد
گوردر ون روبرت دکتر و رستمͬ داود دکتر مشاور: استادان

عددی آنالیز گرایش: کاربردی ریاضͬ رشته: دکتری تحصیلͬ: مقطع

پایه علوم دانشͺده قزوین (ره) خمینͬ امام المللͬ بین دانشͽاه:
٩۶ صفحات: تعداد ٩۶ بهمن فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

اولیه، مقدار مساله مرزی، مقدار مساله جزئͬ، مشتقات با دیفرانسیل معادلات کلیدی: واژگان
همͽرایͬ. آنالیز ریس، نمایش قضیه اشمیت، گرام سازی متعامد هسته، بازتولید فضای

چͺیده
یا مرزی شرایط با دیفرانسیل معادلات صورت به مهندسͬ و علوم در پدیده�ها، از بسیاری
جهت این از نمͬ�باشد. امͺان�پذیر معادلات این تحلیلͬ حل عموما مͬ�شوند؛ مدلسازی اولیه
کاربردی علوم در بسزایͬ اهمیت از معادلات این حل برای کارا عددی روش�های از استفاده
برای بازتولید هسته فضای بر مبتنͬ عددی روش بررسͬ رساله این در ما هدف است. برخوردار
فضای به توجه با هسته بازتولیدی خاصیت و است جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل
مͬ�شود. ارائه سری فرم به مساله تقریبͬ جواب نتیجه در و داراست را اصلͬ نقش آن شامل
ͷروشکلاسی مشͺل عمده�ترین است. همͽرا تحلیلͬ جواب به که مͬ�شود داده نشان همچنین
است. جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای بالا بعدهای در کاربرد بازتولید هسته�های
فرآیند اجرای از که دهیم، ارائه را باتولیدی هسته روش از جدید کاربرد ͷی داریم قصد بنابراین
در و کنیم پرهیز مͬ�گیرد قرار استفاده مورد ͷکلاسی روش در که اشمیت گرام سازی متعامد

شد. خواهد محاسبات زمان کاهش موجب امر این نهایت



ଘم৤قدৎ
৮درସ୍م

باૼنا॥ت ඓଦඟ໋ࣂࡣتوฮیൕঙࣂ૙ه



ণپاس�ච໋اری

و ච໋اردنಪࣥواষند ঈوতندگان،ऑقاورا و ৯داষند ඼෻ॷدن೸৑࢟ت୓یاو ॷمار৯دگان، و ৲ماষند ণپاس೯دایرا।଒ੂࣨوران،ਬభࣥودناو شࢁඟو
БЗرනවرଌناঃیدویاورॺభࡗ૗هॺࡗ૗هز৯د౷ࣂࡣت.

باণپاسازঙࢡඥرمি଒شا੪ॸଡفاਙঀیభز৯دਛیૼنا॥توعا૑੎هໆرشاروඟ໋مایاঃیدমࡑشوओودشభاଌنໆردଌୃنروزگارانන෤঳رଌن
พ়ࢁ඼່ඟاوانازوओودग़قدسماସభ୍م،৔ฬ଒وان॰د با کلاتඵේज़رراୀا৤مੀङ়ࣱل৶ࢤود. ुज़ودهوরمل೺ূروධ්وه१ا଒ت،او॥نا௵
หૼن৔ଘواਪฬی३ୀموड़وী୓ش඄උید॰دหૼنروൈॣیدॴوموঙࢤوارهঈୀوਘหیوਠতభیૼن،ق࢙مࠟࡼوইുیدهو৷ඟ໊ماଡاز঍نارࠠف࢑ࢌ�৤୓مথذ૛তه�

ا॥ت. وభ৳مام୓�ଏଷیز৯دਛییارویاوریਟی�ࣼ࡫مدا८تୀایૼنরوده�
৩ھاশࢌ صدر،ازঊ஑مਔیభاଌنୀଏଷૼن৒భغষ࣒ࢤود৯د ୏وण࡬ورൌॣیدࣅباس঻ندی،෼భ଒لૐॣه পنابآ༚ی ඟ໋ا৑قدرم، ازاণتاد
ৎقدୌوพ়ࢁඟازاণتادانज़شاور૛൏࣌ঘ඼່ه�امপنابآ༚ی୏وण࡬ورداوودرਖ࣎ণیودන඿رروୀتونদور଒భظ࢙࢟ت ঙࢠ಻ൾ൒نبا พ়ࢁඟرادارم.

଒وادیओنامੀ७رන඿یانودষ࣪واਭیاسॻراන඿باری،دপمد೺ख़رන඿ید༚نابآপاز଒یداৣمਗودلازمऒୀعلاوهଘ ید৯د. ৗورমࡑു ا৯د૙ীه�امرا
بادमࢌوඪرفوमࢌزیادا৅جامداد৯د،พ়ࢁ৶ඟما৤م. داوریاଌنپایانଓฬرا

ଘیادऒواকمدا८تୀاభمرا଒وओودششادیমࡑشوબفاীشما�ଢیآراज़شૼنا॥ت.
৔وਮ࣪ق೯دਠঃیໆرشارازॴور،িشاطو඼෻ঙاه،ঙࢡ࡬وباع࢙م،داিشو୑و঒شࣅناশࢌভࡶජما. ೯دایا

ංൟমیاری ী୏سا
঳ࢯ૱ن۹۶
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بختیاری پریسا هسته بازتولید فضای براساس جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای جدید عددی روش کاربرد
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چ



تصاویر لیست

٢۶ . . . . . (راست) λ = 0.1 ، (چپ) λ = 0.5 و µ = 3, 4, 6 ازای به عددی نتایج ١.٢
٢۶ . λ = 0.5, µ = 3 که وقتͬ (راست) n = 50 و (چپ) n = 25 برای مانده خطای ٢.٢
٢٩ . λ = 0.5, µ = 4 که وقتͬ (راست) n = 50 و (چپ) n = 25 برای مانده خطای ٣.٢
٢٩ . λ = 0.5, µ = 6 که وقتͬ (راست) n = 50 و (چپ) n = 25 برای مانده خطای ۴.٢

٣٨ . . . . . . . . . . . . را a = b = c = 1 مقادیر nو = 20 با u عددی جواب رسم ١.٣
θ = θ̃ = K = که ،Cfρ ͬͽناپیوست ضریب مختلف مقادیر برای u عددی جواب رسم ٢.٣

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .y = 0.5 و G = 1

Cfρ = θ̃ = K = که ،θ مایعات، چسبندگͬ مختلف مقادیر برای u عددی جواب رسم ٣.٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .y = 0.5 و G = 1

Cfρ = θ = که ،G کاربردی، فشار گرادیان مختلف مقادیر برای u عددی جواب رسم ۴.٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .y = 0.5 و θ̃ = K = 1

،Cfρ = θ = θ̃ = G = 1 که ،K پذیری، نفوذ مختلف مقادیر برای u عددی جواب رسم ۵.٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .y = 0.5 و

Cfρ = θ = K = که ،θ̃ تاثیرگذار، چسبندگͬ مختلف مقادیر برای u عددی جواب رسم ۶.٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .y = 0.5 و G = 1

۶٠ u(x, 0) = f(x) = e−x و n = 20 با آمده بدست اولیه مقدار مسئله u عددی جواب رسم ١.۵
۶١ u(x, 0) = f(x) = e−2x و n = 20 با آمده بدست اولیه مقدار مسئله u عددی جواب رسم ٢.۵
۶١ u(x, 0) = f(x) = x3/3 و n = 20 با آمده بدست اولیه مقدار مسئله u عددی جواب رسم ٣.۵

u(x, 0) = f(x) = و n = 20 با آمده بدست اولیه مقدار مسئله u عددی جواب رسم ۴.۵
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1/2) sinπx

u(x, 0) = f(x) = و n = 20 با آمده بدست اولیه مقدار مسئله u عددی جواب رسم ۵.۵
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . tanhx

و f(x) = sin(πx) ،n = 20 با آمده بدست اولیه مقدار مسئله u عددی جواب رسم ١.٧
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ = 0.3

ح



بختیاری پریسا هسته بازتولید فضای براساس جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای جدید عددی روش کاربرد

٨٣ λ = 1 و f(x) = sin(πx) ،n = 20 با آمده بدست اولیه مقدار مسئله u عددی جواب رسم ٢.٧
٨٣ λ = 8 و f(x) = sin(πx) ،n = 20 با آمده بدست اولیه مقدار مسئله u عددی جواب رسم ٣.٧

و f(x) = x3(1 − x)3 ،n = 20 با آمده بدست اولیه مقدار مسئله u عددی جواب رسم ۴.٧
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ = 0.3

و f(x) = x3(1 − x)3 ،n = 20 با آمده بدست اولیه مقدار مسئله u عددی جواب رسم ۵.٧
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ = 1

و f(x) = x3(1 − x)3 ،n = 20 با آمده بدست اولیه مقدار مسئله u عددی جواب رسم ۶.٧
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ = 8

خ



جداول لیست

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . .µ = 3, λ = 0.5 مانده خطای مقدار و عددی نتایج ١.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . .µ = 4, λ = 0.5 مانده خطای مقدار و عددی نتایج ٢.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . .µ = 6, λ = 0.5 مانده خطای مقدار و عددی نتایج ٣.٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . .µ = 3, λ = 0.1 مانده خطای مقدار و عددی نتایج ۴.٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . .µ = 4, λ = 0.1 مانده خطای مقدار و عددی نتایج ۵.٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . .µ = 6, λ = 0.1 مانده خطای مقدار و عددی نتایج ۶.٢

٣٨ . . که هنͽامͬ ،Cfρ مختلف مقادیر ازای به مانده خطای مقدار و عددی نتایج ١.٣
٣٩ . . . که هنͽامͬ ،G مختلف مقادیر ازای به مانده خطای مقدار و عددی نتایج ٢.٣
٣٩ . . . . . . ،θ̃ = 0.1 مختلف مقادیر ازای به مانده خطای مقدار و عددی نتایج ٣.٣
۴٠ . . . که هنͽامͬ ،K مختلف مقادیر ازای به مانده خطای مقدار و عددی نتایج ۴.٣

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مانده خطای گزارش و عددی نتایج ١.۴

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . f(x) = e−x برای مانده خطای و عددی نتایج ١.۵
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . f(x) = e−2x برای مانده خطای و عددی نتایج ٢.۵
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . f(x) = x3/3 برای مانده خطای و عددی ننتایج ٣.۵
۶٠ . . . . . . . . . . . . f(x) = (1/2) sinπx برای مانده خطای و عددی نتایج ۴.۵
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . f(x) = tanhx برای مانده خطای و عددی نتایج ۵.۵

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . f(x) = x برای مانده خطای و عددی نتایج ١.۶
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . f(x) = ex برای مانده خطای و عددی نتایج ٢.۶

٨٠ . . . . . . . . . λ = 0.3 و f(x) = sin(πx) برای مانده خطای و عددی نتایج ١.٧
٨٠ . . . . . . . . . . λ = 1 و f(x) = sin(πx) برای مانده خطای و عددی نتایج ٢.٧
٨٠ . . . . . . . . . . λ = 8 و f(x) = sin(πx) برای مانده خطای و عددی نتایج ٣.٧
٨١ . . . . . . . . λ = −0.7 و f(x) = sin(πx) برای مانده خطای و عددی نتایج ۴.٧
٨١ . . . . . . . . λ = 0.3 و f(x) = x3(1− x)3 برای مانده خطای و عددی نتایج ۵.٧

د
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٨١ . . . . . . . . λ = 1 و f(x) = x3(1− x)3 برای مانده خطای و عددی نتایج ۶.٧
٨٢ . . . . . . . . λ = 8 و f(x) = x3(1− x)3 برای مانده خطای و عددی نتایج ٧.٧

١



پیشͽفتار

توصیف دیفرانسیل معادلات با مͬ�توان را مهندسͬ و فناوری علوم، در ریاضͬ مدل�های از بسیاری
اخیر سال�های در و مͬ�باشند مدرن و طبیعͬ علوم در اساسͬ مباحث جزء دیفرانسیل معادلات کرد؛
قرار بررسͬ مورد مختلف، پدیده�های بازتاب منظور به دیفرانسیل معادلات از زیادی بسیار تعداد
معادلات عددی حل روش�های سیستم�ها، این سرعت افزایش و رایانه�ها توسعه با امروزه گرفته�اند.
حل پیچیدگͬ به توجه با .[٧ ،۶ ،۵ ،۴ ،٣ ،٢ ،١] بوده�اند بͬ�سابقه�ای توسعه�ی شاهد دیفرانسیل
تابعͬ آنالیز در قوی نظریه�ای بر مبتنͬ حال عین در و ساده روش�های یافتن به باید معادلات این انواع
تقریبͬ جواب آوردن بدست برای بازتولید هسته فضای به مͬ�توان روش�ها این میان از ورزید. مبادرت

کرد. اشاره دیفرانسیل معادلات

مسائل بررسͬ طͬ در ٢ زارمبا توسط ١٩٠٨ سال در بار اولین برای ١ بازتولیدی هسته کلͬ ایده
کلͬ طور به ٣ برگمن زمان تا شده معرفͬ مباحث .[٨] شد معرفͬ ͷهارمونی توابع مرزی مقدار
مورد قضایای از استفاده با اساسͬ چارچوب کرد تلاش برگمن که این تا نͽرفت، قرار مطالعه مورد
برگمن توسط شده ارائه روش�های پایه بر ١٩۵٠ سال در ۴ آرونشین .[١٠ ،٩] آورد بدست نیاز
دهد توسعه یͷروشکارآمد به را بازتولیدی روشهسته�های و آوری جمع زمینه این در قبلͬ کارهای
پیشرفتروشهسته�های و توسعه برای را پژوهش�ها مطالعاتو بیشترین ۶ لین و ۵ کو اما .[١٢ ،١١]
از بهینه استفاده .[١۵ ،١۴ ،١٣] داده�اند انجام غیرخطͬ و خطͬ معادلات انواع حل برای بازتولیدی
همانند آمده، بدست تقریبͬ جواب از که این به توجه با و اطلاعات بازیابͬ برای شده ارائه داده�های
هسته�های مزایای از ͬͺی گرفت، انتͽرال یا مشتق راحتͬ به مͬ�توان چندجمله�ای، تقریب�های سایر
نقشعمده�ای آن�ها پایه�های و و داده�ها به وابسته فضاهای تولید در هسته�ها همچنین است. بازتولیدی
و یͺتاست وجود صورت در ٧ هیلبرت فضای ͷی بازتولیدی هسته�های که است توجه قابل دارند.
استفاده با مͬ�توان را بازتولیدی هسته�های وجود مͬ�شود. مشخص هسته توسط هیلبرت فضای ͷی

١Reproducing kernel
٢Zaremba
٣Bergman
۴Aronszajn
۵Cui
۶Lin
٧Hillbert space

٢
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در مͬ�توان را بازتولیدی هسته�های فراوان کاربردهای نمود. اثبات و بیان ٨ نمایشریس مهم قضیه از
یافت. پردازشسیͽنال و کامپیوتر علوم احتمال، و آمار تصادفͬ، فرآیند�های جمله از علوم از بسیاری
دیفرانسیل معادلات حل درونیابͬ، زمینه�های در بازتولیدی هسته�های کاربرد به بیشماری تحقیقات
پراکنده داده�های تقریب انتͽرال معادلات حل جزئͬ، مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل معمولͬ،

.[٢٨ ،٢٧ ،٢۶ ،٢۵ ،٢۴ ،٢٣ ،٢٢ ،٢١ ،٢٠ ،١٩ ،١٨ ،١٧ ،١۶] است شده داده اختصاص
سازی متعامد از استفاده بازتولیدی هسته�های ͷکلاسی روش کاربرد در مهم قسمت�های از ͬͺی
هدف است. زیادی زمان و محاسباتͬ هزینه�های صرف مستلزم آن کارگیری به که است، اشمیت گرام
که طوری به است بازتولیدی هسته�های روش از جدید کاربرد ͷی بررسͬ و ارائه رساله این در ما
استفاده قابل جزئͬ مشتقات با معادلات انواع حل برای و شود پرهیز اشمیت گرام سازی متعامد از
نیاز مورد مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف اول فصل در باشد. مͬ فصل هفت شامل رساله این باشد.
معادله شعاعͬ جواب ساخت به دوم فصل در است. شده آورده بازتولیدی هسته فضای مورد در
به چهارم فصل در برینͺمن-فورچ�هیمر١٠، حرکت معادله بررسͬ و حل به سوم فصل در ، یامابه٩
ششم فصل در دیم١٢، اولیه مقدار مساله حل به پنجم فصل در ساین-گوردن١١، معادله عددی حل
مقدار مساله عددی حل هفتم فصل در نهایت در و ١٣ بنجامین-بنا-ماهونͬ معادله عددی حل به

پرداخت. خواهیم بازتولیدی هسته روش از استفاده با اسویفت-هوهنبرگ١۴ مرزی

است: زیر شرح به رساله از مستخرج مقالات فهرست

1. S. Abbasbandy, R.A. Van Gorder, P. Bakhtiari, Reproducing kernel method for the
numerical solution of the Brinkman–Forchheimer momentum equation, J. Comput.
Appl. Math., 311 (2017) 262–271.

2. Bakhtiari, P; Abbasbandy, S; Van Gorder, R.A; Solving the Dym initial value prob-
lem in reproducing kernel space, Numer.Algor., (2017) DOI 10.1007/s11075-017-
0381-2.

3. Bakhtiari, P; Abbasbandy, S; Reproducing kernel method for the numerical solution
of the sine–Gordon equation with initial conditions, 13th International Seminar on
Differential Equations, Dynamical Systems and Applications, Department of Math-
ematical Sciences Isfahan University of Technology, Isfahan, Iran, (2016).

4. Bakhtiari, P; Abbasbandy, S; The numerical solution of Benjamin–Bona–Mahony
equation by using the reproducing kernel method, 48th Annual Iranian Mathematics

٨Riesz representation
٩Yamabe
١٠Brinkman-Forchheimer
١١Sine-Gordon
١٢Dym
١٣Benjamin-Bona-Mahony
١۴Swift-Hohenberg

٣
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Conference, Bu-Ali Sina University, Hamedan, Iran, (2017).

5. Abbasbandy, S; Van Gorder, R.A; Bakhtiari, P; Reproducing kernel method for
constructing radial solutions to the Yamabe equation, Submission.

6. Bakhtiari, P; Abbasbandy, S; Van Gorder, R.A; Reproducing kernel method for the
numerical solution of the 1D Swift-Hohenberg equation, Submission.

۴



١ فصل

بازتولیدی هسته�های

اولیه قضایای و تعاریف ١.١

فصل�های در که پرداخت، خواهیم اولیه�ای مفاهیم و قضایا تعاریف، بررسͬ و بیان به فصل این در
و مͬ�شود معرفͬ بازتولید هسته�های فضای ادامه در همچنین مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد بعدی

مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد آن به مربوط قضایای

و جمع عمل دو با عناصر از مجموعه�ای با برداری فضای ͷی X کنیم فرض اگر .١.١.١ تعریف
x+y ∈ X داریم α, β ∈ R اسͺالرهای و x, y, z ∈ X هر ازای به صورت این در باشد، اسͺالر ضرب

مͬ�باشد: زیر ویژگͬ�های دارای فضا این همچنین .αx ∈ X و

+x؛ y = y + x ،x, y ∈ X هر ازای به .١

+x)؛ y) + z = x+ (y + z) ،x, y, z ∈ X هر ازای به .٢

0؛ + x = x ،x ∈ V هر ازای به که طوری به دارد وجود 0 ∈ X یͺتای عضو .٣

+x؛ (−x) = 0 که طوری به است موجود −x ∈ V یͺتای x،عضو ∈ X هر ازای به .۴

1x؛ = x ،x ∈ X هر ازای به .۵

α(βx)؛ = (αβ)x ،α, β ∈ R هر و x ∈ X هر ازای به .۶

.(α+ β)x = αx+ βx و α(x+ y) = αx+ αy ،α, β ∈ R هر و x, y ∈ X هر ازای به .٧

وجود چنان ⟨·, ·⟩ : X ×X → R تابع اگر باشد. برداری فضای ͷي X کنيد فرض .٢.١.١ تعریف
x, y, z ∈ X هر برای که باشد داشته

x؛ = 0 اگر فقط و اگر ⟨x, x⟩ = 0 و ⟨x, x⟩ ≥ 0 ،x ∈ X هر ازای به .١

,x⟩؛ y⟩ = ⟨y, x⟩ ، x, y ∈ X هر ازای به .٢

. ⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ ،α, β ∈ R هر و x, y, z ∈ X هر ازای به .٣

۵
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مͬ�ناميم. ⟨·, ·⟩ داخلͬ ضرب با داخل١ͬ ضرب فضای ͷي را X آنͽاه

∥ · ∥ : X → R تابع اگر صورت اين در باشد. برداری فضای ͷي X کنيد فرض .٣.١.١ تعریف
به�طوری�که باشد، داشته وجود

،x ∈ X هر برای ∥x∥ ≥ 0 .١

،x = 0 اگر فقط و اگر ∥x∥ = 0 .٢

،α ∈ R هر و x ∈ X هر برای ∥αx∥ = |α|∥x∥ .٣

،x, y ∈ X هر برای مثلثͬ) (نابرابری ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .۴

مͬ�ناميم. ∥ · ∥ نرم با نرم�دار برداری فضای ͷي را X آن�گاه
مͬ�شود آورده دست به مثلثͬ نابرابری از

|∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x− y∥, ∀x, y ∈ X,

است. معروف مثلثͬ نابرابری به که

هرگاه ناميم، کوش٢ͬ دنباله ͷي را X دار نرم فضای از Y فضای زير در {fn} دنباله .۴.١.١ تعریف
lim

m,n→∞
∥fm − fn∥ = 0,

که قسمͬ به باشد داشته وجود N مانند مثبت صحيحͬ عدد ε > 0 هر برای يا
∥fm − fn∥ < ε, m, n > N,

است. کوشͬ همͽرا دنباله هر که است مشخص همچنین

X داخلͬ ضرب فضای در بردارها از مجموعه ͷي B = {v1, · · · , vn} کنيد فرض .۵.١.١ تعریف
i, j = مقدار هر برای هرگاه مͬ�ناميم، يͺه متعامد مجموعه ͷي را B باشد. ⟨·, ·⟩ داخلͬ ضرب با

باشيم داشته 1, · · · , n

⟨vi, vj⟩ =

0, i ̸= j,

1, i = j.

مجموعه باشد. X داخلͬ ضرب فضای در يͺه متعامد مجموعه ͷي B کنيد فرض .۶.١.١ تعریف
باشد. صفر عنصر ،B اعضای همه�ی بر عمود عنصر تنها هرگاه مͬ�ناميم کامل را B

به فضا آن در کوشͬ دنباله هر هرگاه گويند، کامل را نرم�دار برداری فضای ͷي .٧.١.١ تعریف
باشد. همͽرا فضا از عنصری

مͬ�نامند. باناخ٣ فضای را کامل نرم�دار فضای ͷی .٨.١.١ تعریف
١Inner product space
٢Cauchy sequence
٣Banach space

۶
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فضای ͷي در مͬ�نامند. هيلبرت۴ فضای را کامل داخلͬ ضرب حاصل فضای ͷي .٩.١.١ تعریف
صورت به نرمͬ توان مͬ داخلͬ ضرب حاصل

∥x∥2 =
√

⟨x, x⟩,

آن در که
⟨x, x⟩ =

∫ b

a
x(t)x∗(t)dt =

∫ b

a
|x(t)|2dt.

فضای (هر است نرم�دار فضای ͷي داخلͬ،� ضرب حاصل فضای هر لذا نمود. تعريف مͬ�باشد
نمͬ�باشد. برقرار آن عͺس اما است) باناخ فضای ͷي هيلبرت

است برقرار کشͬ-شوارتز۵ نام به زیر نامساوی X هیلبرت فضای در
|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥, ∀x, y ∈ X. (١.١)

هر و نباشد S از عضوی صفر گاه هر گوییم، متعامد را X داخلͬ ضرب فضای در S مجموعه
هر ازای به هرگاه گوییم، یͺه متعامد را S مجموعه همچنین باشند. عمود هم بر آن متمایز عضو دو
اگر مͬ�گوییم، کامل را X داخلͬ ضرب فضای در S متعامد مجموعه . ∥s∥ = 1 باشیم داشته s ∈ S

،x برای
∀s ∈ S : ⟨x, s⟩ = 0 ⇒ x = 0.

مͬ�نامیم. یͺه متعامد پایه ͷی را کامل یͺه متعامد مجموعه ͷی

است. متعامد کامل مجموعه ͷی دارای داخلͬ ضرب فضای هر [٣٣] .١٠.١.١ قضیه

خطͬ مستقل دنباله ͷی x1, x2, . . . )فرضکنید اشمیت۶ گرام سازی (متعامد [٣٣] .١١.١.١ قضیه
کنیم تعریف زیر صورت به را y1, y2, . . . دنباله اگر باشد. X داخلͬ ضرب فضای در

y1 = x1, yn+1 = xn+1 −
n∑

i=1

⟨xn+1, yi⟩
∥yi∥2

yi , n = 1, 2, . . . , (٢.١)

گاه آن

است. متعامد {y1, y2, . . . } مجموعه .١

.Span {x1, x2, . . . } = Span {y1, y2, . . . } ،n = 1, 2, . . . برای .٢

،n هر برای که باشد دیͽر متعامد دنباله ͷی z1, z2, . . . اگر آن بر علاوه
Span {x1, x2, . . . } = Span {z1, z2, . . . },

. zn = λnyn که طوری به دارد وجود λn ̸= 0 مانند عدد ͷی n هر برای گاه آن

باشد X در يͺه متعامد مجموعه ͷي B و هيلبرت فضای ͷي X کنيد فرض [٣٣] .١٢.١.١ قضیه
هستند معادل زير گزاره�های آنͽاه

۴Hilbert space
۵Cauchy–Schwarz inequality
۶Gram-Schmidt Orthogonalization
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است؛ کامل B مجموعه الف)

؛ x =
∑

z∈B ⟨x, z⟩ z داريم، x ∈ X هر برای ب)

. ∥x∥ =
∑

z∈B |⟨x, z⟩|2 داريم x ∈ X هر برای ج)

يͺه متعامد مجموعه ͷي {gk}∞k=1 و داخلͬ ضرب فضای ͷي X کنيد فرض [٣٣] .١٣.١.١ قضیه
شود تعريف زير صورت به sn جزئͬ مجموع و X فضای از عنصر ͷي v اگر باشد. X در

sn =

n∑
k=1

vkgk,

.همͽراست ∑∞
k=1 |vk|

2 آنͽاه باشد، v از فوريه ضريب امين -k، vk = ⟨v, gk⟩ که قسمͬ به

از است عبارت δε(t− a) ضربه تابع a ≥ 0 برای .١۴.١.١ تعریف

δε(t− a) =


1

2ε
, |t− a| < ε,

0, |t− a| > ε.

آورد بدست مͬ�توان ضربه تابع تعريف به توجه ∫با ∞

−∞
δε(t− a)dt = 1.

a نقطه حول δ(t − a) ديراک دلتای تابع مͯ�کند، ميل صفر سمت به ε مقدار وقتͬ ضربه تابع حد
ديͽر عبارت به مͯ�شود، ناميده

δ(t− a) = lim
ε→0

δε(t− a).

کرد. تعريف مͬ�توان زير به�صورت را ضربه تابع همچنين

از است عبارت [0,∞) فاصله در ،δε(t− a) ضربه تابع ، a ≥ 0 برای .١۵.١.١ تعریف

δε(t− a) =


1

ε
, a < t < a+ ε,

0, o.w,

مͬ�باشد زير صورت به پله�ای توابع حسب بر آن بازنويسͬ که
δε(t− a) =

1

ε
(ua(t)− ua+ε(t)).

زير خاصیت دارای ديراک دلتای تابع باشد، پيوسته R در g(t) تابع اگر فوق، تعاريف به توجه با
بود: خواهد

∫ +∞

−∞
δ(t− a)g(t)dt = g(a),

داريم a = 0 انتخاب با علͬ�الخصوص،

∫ +∞

−∞
δ(t)dt = 1,

∫ +∞

−∞
δ(t)g(t)dt = g(0).
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تابعͬ Y در X از خطͬ تبدیل ͷی باشند. برداری فضای دو Y و X کنیم فرض .١۶.١.١ تعریف
باشیم داشته c اسͺالر هر و X در y و x هر برای که است

L(cx+ y) = c(Lx) + Ly. (٣.١)

رابطه�ای L آنͽاه y ∈ S2 ⊆ Y و x ∈ S1 ⊆ X و باشند برداری فضای دو Y Xو اگر تعریف١٧.١.١.
نͽاشت یا تابع رابطه، این به مͬ�دهد. تخصیص را S2 از عنصر ͷی فقط S1 عنصر هر به که است

.Lx = y داریم دیͽر عبارت به مͬ�گوییم، عملͽر آنالیز، در

بتوان β و α دلخواه اسͺالرهای برای هرگاه گوییم، خطͬ را L : X → Y عملͽر .١٨.١.١ تعریف
نوشت

L(αx+ βy) = αL(x) + βL(y). (۴.١)

مͬ�گوییم، کراندار را L : X → Y خطͬ عملͽر باشند، نرم�دار فضاهای Y و X اگر تعریف١٩.١.١.
باشیم داشته x ∈ X هر برای که قسمͬ به باشد داشته وجود k ثابت اگر

∥ L(x) ∥≤ k ∥ x ∥, ∀x ∈ X. (۵.١)

فضای Y Xو که طوری به باشد کراندار خطͬ یͷعملͽر L : X → Y فرضکنید تعریف٢٠.١.١.
مͬ�شود تعریف زیر بصورت L از L∗ هیلبرت الحاقͬ عملͽر هستند، هیلبرت

L∗ : Y → X,

باشیم داشته y ∈ Y و x ∈ X هر برای که طوری به
⟨Lx, y⟩ = ⟨x, L∗y⟩. (۶.١)

ͬͽهمسای هر ،X از x نقطه هر برای اگر گوییم Xچͽال متری فضای Aدر مجموعه تعریف٢١.١.١.
باشد. A از نقطه ͷی حداقل شامل x از

باشد. X فقط ،A شامل X بسته مجموعه زیر اگر تنها و اگر است چͽال X در A معادل طور به
تهͬ A مͺمل دامنه اینͺه یا است A بستار X که کرد بیان اینͽونه را مطلب این مͬ�توان همچنین

است.

از دنباله�ای حد X در x هر اگر است چͽال X متری فضای در A مجموعه [٣٣] .٢٢.١.١ قضیه
باشد. A اعضای

F = ميدان روی هيلبرت فضای ͷي H کنيم فرض ريس٧) نمايش (قضيه [٣٣] .٢٣.١.١ قضیه
بردار آنͽاه باشد، کراندار خطͬ ͷتابع ͷي L : H → F اگر اين�صورت، در باشد. R یا C

علاوه به و L(h) = ⟨h, h0⟩ ،h ∈ H هر برای به�طوری�که است موجود h0 ∈ H منحصربه�فرد
.∥L∥ = ∥h0∥

بازتوليد هسته فضای ٢.١

معرفͬ به ادامه در و نمود خواهیم بیان را هیلبرت٨ فضای بازتولید هسته�های مفهوم ابتدا بخش این در
مͬ�پردازیم. آن�ها به مربوط مثال�های و ویژگͬ�ها فضا، این خواص از سری ͷی

٧Riesz Reperesentation Theorem
٨Reproducing Kernel Hilbert Spaces
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و مجرد مجموعه�ای ͷي X کنيد فرض .١.٢.١ تعریف
H = {f | f : X −→ R یا C}

است. ⟨·, ·⟩H داخلͬ ضرب با هيلبرت فضای ͷي
و Ry(x) ∈ H باشيم داشته ،y ∈ X ثابت هر برای که طوری به باشد، داشته وجود Ry تابع اگر

کند صدق زير رابطه در f(x) ∈ H همچنين
⟨f,Ry⟩H = f(y),

مͬ�شود. ناميده بازتوليد هسته فضای H هيلبرت فضای و مͬ�شود، ناميده H بازتوليد هسته Ry آنͽاه

است. بازتوليد هسته فضای Rn اقليدسͬ فضای .٢.٢.١ مثال
Rn = {a|a = (a1, a2, · · · , an), ai ∈ R},

em(i) =

0, i ̸= m,

1, i = m,
(0 ≤ i,m ≤ n),

است. Rn بازتوليد هسته فضای em(i) عبارت

. ⟨a, em⟩ = am و em = (0, · · · ,
مولفه m ام

1 , · · · , 0) حقيقت در
ℓ2 = {a|a = (a1, a2, · · · ), ai ∈ R,

∑∞
i=1 a

2
i < ∞} مشابه طور به

است. بازتوليد هسته فضای داخلͬ ضرب با

نرمال متعامد پايه�های {ei}∞i=1 و است هيلبرت بعدی −n فضای ͷي H که فرضکنيد .٣.٢.١ مثال
هستند آن

⟨ei(t), ej(t)⟩H =

0, i ̸= j,

1, i = j.

هايͬ ai و f(t) ∈ H هر برای حقيقت در است. H بازتوليد هسته Rs(t) =
∑n

i=1 ei(t)ei(s) آنͽاه
داريم هستند مختلط اعداد که

f(t) =

n∑
i=1

aiei(t),

⟨f(t), Rs(t)⟩ =
⟨ n∑

i=1

aiei(t),
n∑

j=1

ej(t)ej(s)

⟩
H

=
n∑

i=1

ai

⟨
ei(t),

n∑
j=1

ej(t)ej(s)

⟩
H

=

n∑
i=1

ai

⟨ n∑
j=1

ej(t)ej(s), ei(t)

⟩
H

=

n∑
i=1

ai

⟨ n∑
j=1

ej(t)ej(s), ei(t)

⟩
H

=

n∑
i=1

ai

n∑
j=1

ej(s)

⟨
ej(t), ei(t)

⟩
H

=

n∑
i=1

ai

n∑
j=1

ej(s)

⟨
ei(t), ej(t)

⟩
H

=
n∑

i=1

ai

n∑
j=1

ej(s)

⟨
ei(t), ej(t)

⟩
H

,
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داريم لذا است ⟨ei(t), ej(t)⟩ = δij مͬ�دانيم اينͺه به توجه با

=
n∑

i=1

ai

n∑
j=1

ej(s)δij ,

=
n∑

i=1

aiei(s) = f(s).

بازتوليد هسته اساسͬ ويژگͬ�های از برخͬ ١.٢.١

بازتوليد هسته Ry(x) آنͽاه ،x, y ∈ X و باشد بازتوليد هسته فضای ͷي H اگر [١٣] .۴.٢.١ گزاره
.Ry(x) = Rx(y) یعنͬ است مزدوج متقارن H در

يͺتا H در بازتوليد هسته Ry(x) آنͽاه باشد، بازتوليد هسته فضای ͷي H اگر [١٣] .۵.٢.١ گزاره
است.

Ry(x) ≥ داريم، x ∈ X هر برای آنͽاه Hباشد، فضای بازتوليد Ry(x)هسته اگر [١٣] .۶.٢.١ گزاره
.H = {0} اگر فقط و اگر Ry(x) = 0 و 0

و x1, · · · , xn ∈ X هر برای هرگاه است، مثبت معين Ry(x) بازتوليد هسته [١٣] .٧.٢.١ گزاره
باشیم: داشته ξ1, · · · , ξn ∈ C

n∑
i,j=1

Rxi(xj)ξiξj ≥ 0.

هر برای اگر تنها و اگر است بازتوليد هسته فضای ، H هيلبرت تابعͬ فضای [١٣] .٨.٢.١ گزاره
باشد. کراندار I(f) = f(x) خطͬ عملͽر ، x ∈ X ثابت

با X مجموعه روی بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای دو H2 و H1 فرضکنید [١٢] .٩.٢.١ قضیه
آن�ها بازتولیدی هسته�های ترتیب به k2(x, y) و k1(x, y) همچنین ،∥ · ∥2 و ∥ · ∥1 ترتیب به نرم�های

فضای بازتولیدی هسته k(x, y) = k1(x, y) + k2(x, y) آن�گاه ،H1 ∩H2 = 0 اگر باشند.
H = { f = f1 + f2 : f1 ∈ H1, f2 ∈ H2 },

مͬ�شود تعریف زیر صورت به H روی نرم است.
∥f∥2 = ∥f1 + f2∥2 = ∥f1∥21 + ∥f2∥22,

هستند. H متعامد فضاهای زیر H2 و H1 و

مجموعه�های روی بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای دو H2 و H1 فرضکنید [١٢] .١٠.٢.١ قضیه
ترتیب به k2(x, y) و k1(x, y) همچنین باشند. ∥ · ∥2 و ∥ · ∥1 ترتیب به نرم�های با ،X2 و X1 ترتیب به
به آن بازتولیدی هسته و هیلبرت فضای ͷی H = H1 ⊗H2 آن�گاه باشند. آن�ها بازتولیدی هسته�های

است. k(x, s, y, t) = k1(x, y) k2(s, t) شͺل

١١
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ωm
2 [a, b] بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای ٣.١

زیرفضاها، ادامه در که طوری به مͬ�پرداریم، هسته بازتولیدی فضای چندین معرفͬ به بخش این در
نمود. خواهیم بیان را آن�ها ویژگͬ�های برخͬ و آن�ها هسته�های

از مجموعه�ای {(ak, bk)}nk=1 کنيم فرض است. شده داده [a, b] بازه روی f(x) تابع .١.٣.١ تعریف
داشته وجود n از مستقلͯ δ ، ε هر برای اگر . (ak, bk) ⊂ [a, b] که باشد مجزا دو به دو باز بازه�های

باشيم داشته ∑n
i=1(bi − ai) < δ برای طوری�که به باشد

n∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| < ε ,

مͬ�شود. گفته مطلق پيوسته [a, b] بازه روی f(x) تابع آنͽاه

است. پيوسته تابعͬ ، [a, b] بازه روی مطلق پيوسته تابع ͷي [١٢] .٢.٣.١ گزاره

باشيم داشته x ∈ [a, b] هر ازای به اگر است. شده داده [a, b] بازه روی f(x) تابع [١٣] .٣.٣.١ گزاره
است. مطلق پيوسته f(x) آنͽاه |f ′(x)| ≤ M

پيوسته [a, b] بازه روی f(x) آنͽاه باشد. پيوسته [a, b] بازه روی f ′(x) تابع فرضکنيم .۴.٣.١ نتیجه
است. مطلق

بازه روی ∫ x
a f(t)dt تابع آنͽاه باشد، انتͽرال�پذير [a, b] بازه روی f(x) تابع اگر [١٣] .۵.٣.١ گزاره

است. مطلق پيوسته [a, b]

نشان سپس مͬ�نماييم، ارائه را آن نرم و داخلͬ ضرب و ωm
2 [a, b] تعريففضای ابتدا بخش اين در

است. هیلبرت فضای ωm
2 [a, b] مͬ�دهیم

مͬ�گردد: تعريف زير صورت به ωm
2 [a, b] بازتوليد هسته فضای .۶.٣.١ تعریف

ωm
2 [a, b] = {f(x)|f (m−1) پیوسته مطلقا مقدار حقيقͬ تابع f (m) ∈ L2[a, b], x ∈ [a, b]} (٧.١)

تعريف زير صورت به ωm
2 [a, b] فضای در نرم و داخلͬ ضرب f(x), g(x) ∈ ωm

2 [a, b] توابع برای
مͬ�گردد:

⟨f, g⟩ωm
2
=

m−1∑
i=0

f (i)(a)g(i)(a) +

∫ b

a
f (m)(x)g(m)(x)dx,

∥f∥ωm
2
=

√
⟨f, f⟩ωm

2
. (٨.١)

است. هيلبرت فضای ωm
2 [a, b] تابع فضای [١٣] .٧.٣.١ قضیه

در کوشͬ دنباله هر بنابراين است. بازتوليد هسته فضای ،ωm
2 [a, b] تابع فضای [١٢] .٨.٣.١ قضیه

است. همͽرا آن

١٢
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تابع Ry(x) مͬ�کنيم فرض بيابيم. را ωm
2 [a, b] در Ry(x) بازتوليد هسته تابع مͬ�خواهيم اکنون

، f(x) ∈ ωm
2 [a, b] تابع هر و y ∈ [a, b] ثابت مقدار هر برای آنͽاه است، ωm

2 [a, b] بازتوليد هسته
مͯ�آوريم بدست زير صورت به را Ry(x)

⟨f(x), Ry(x)⟩ωm
2
= f(y).

زير رابطه از استفاده با

⟨f, g⟩ωm
2
=

m−1∑
i=0

f (i)(a)g(i)(a) +

∫ b

a
f (m)(x)g(m)(x)dx,

داريم

⟨f(x), Ry(x)⟩ωm
2
=

m−1∑
i=0

f (i)(a)
∂iRy(a)

∂xi
+

∫ b

a
f (m)(x)

∂mRy(x)

∂xm
dx,

به که کنيم حل جزء به جزء روش از را ∫ b
a f (m)(x)

∂mRy(x)

∂xm
dx انتͽرال بايد فوق رابطه حل برای و

مͬ�باشد زير صورت
∫ b

a
f (m)(x)

∂mRy(x)

∂xm
dx =

m−1∑
i=0

(−1)if (m−i−1)(x)
∂m+iRy(x)

∂xm+i

∣∣∣∣b
x=a

+(−1)m
∫ b

a
f(x)

∂2mRy(x)

∂x2m
dx.

مͬ�آيد بدست زير رابطه که کنيم جايͽذاری را m− i− 1 مͬ�توانيم i جای به سپس
m−1∑
i=0

(−1)if (m−i−1)(x)
∂m+iRy(x)

∂xm+i
=

m−1∑
i=0

(−1)(m−i−1)f (i)(x)
∂2m−i−1Ry(x)

∂x2m−i−1
.

مͬ�آید بدست زیر رابطه فاکتورگيری با حال

⟨f(x), Ry(x)⟩ =
m−1∑
i=0

f (i)(a)[
∂iRy(a)

∂xi
− (−1)m−i−1∂

2m−i−1Ry(a)

∂x2m−i−1
]

+

m−1∑
i=0

(−1)m−i−1f (i)(b)
∂2m−i−1Ry(b)

∂x2m−i−1

+ (−1)m
∫ b

a
f(x)

∂2mRy(x)

∂x2m
dx.

شود حاصل زير رابطه اينͺه برای بالا رابطه در
⟨f(x), Ry(x)⟩ = f(y),

برابر پس هستند ثابت عدد (−1)m−i−1∂
2m−i−1Ry(b)

∂x2m−i−1
و ∂iRy(a)

∂xi
− (−1)m−i−1∂

2m−i−1Ry(a)

∂x2m−i−1

بايد مͬ�دهیم. قرار صفر

⟨f(x), Ry(x)⟩ =(−1)m
∫ b

a
f(x)

∂2mRy(x)

∂x2m
dx,

=f(y),

١٣
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يعنͬ

(−1)m
∫ b

a
f(x)

∂2mRy(x)

∂x2m
dx = f(y),

باشد برقرار بايد زير رابطه همچنين
∂2mRy(x)

∂x2m
= δ(x− y),

∫به�طوری�که b

a
(−1)mf(x)δ(x− y)dx = f(y),

باشد. x = y بايد پس است δ(x− y) = 0 تابع باشد x ̸= y ∫اگر b

a
(−1)mf(x)δ(·)dx = f(y),

بنابراين ديراک) تابع تعريف به توجه (با است δ(·) = 1 که

(−1)m
∂2mRy(x)

∂x2m
= 0,

است زير کلͬ ديفرانسيل معادله جواب ، Ry(x) بنابراين
(−1)m

∂2mRy(x)

∂x2m
= δ(x− y),

∂iRy(a)

∂xi
− (−1)m−i−1∂

2m−i−1Ry(a)

∂x2m−i−1
= 0,

∂2m−i−1Ry(b)

∂x2m−i−1
= 0, i = 0, 1, · · · ,m− 1.

(٩.١)

همͽن ديفرانسيل معادله جواب Ry(x) که دريافت مͬ�توان ، x ̸= y اگر ديراک تابع تعريف به توجه با
يعنͬ است، شرط 2m با زير ثابت خطͬ

(−1)m
∂2mRy(x)

∂x2m
= 0, (١٠.١)

مرزی شرايط با
∂iRy(a)

∂xi
− (−1)m−i−1∂

2m−i−1Ry(a)

∂x2m−i−1
= 0,

∂2m−i−1Ry(b)

∂x2m−i−1
= 0, i = 0, 1, · · · ,m− 1.

(١١.١)

مͬ�باشد λ = 0 ويژه مقدار دارای و است λ2m = 0 مشخصه معادله دارای (١٠.١) معادله مͬ�دانيم
است. 2m تͺرار مرتبه از جمله�ای چند ريشه که

بود. خواهد زير صورت به (٩.١) معادله عمومͬ جواب بنابراين

Ry(x) =

{
lRy(x) =

∑2m
i=0 ci(y)x

i−1, x < y,

rRy(x) =
∑2m

i=0 di(y)x
i−1, x > y.

(١٢.١)

مͬ�نماييم محاسبه� را i = 1, 2, · · · , 2m ، di(y) و ci(y) ضرايب حال
که آنجایͬ از

(−1)m
∂2mRy(x)

∂x2m
= δ(x− y),

١۴
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داريم
∂ilRy(y)

∂xi
=

∂irRy(y)

∂xi
, i = 0, 1, · · · , 2m− 2, (١٣.١)

و
(−1)m

(
∂2m−1lRy(y

+)

∂x2m−1
− ∂2m−1rRy(y

−)

∂x2m−1

)
= 1. (١۴.١)

هم روی که است معادله ͷي بيانͽر نيز (١۴.١) رابطه و است معادله 2m− 1 بيانͽر (١٣.١) رابطه
4m به نياز (i = 1, 2, · · · , 2m) که di(y) و ci(y) ضرايب آوردن بدست برای مͬ�شود. معادله 2m

اين حل با مͬ�شود معادله 4m هم روی که است معادله دارای نيز (١١.١) معادلات که داريم معادله
(١٢.١) فرمول در جايͽذاری و ضرايب این آوردن بدست با که مͬ�آيند بدست ضرايب معادلات

مͬ�آيد. بدست Ry(x) بازتوليد هسته

آنͽاه باشد، ωm
2 [a, b] فضای بازتوليد هسته Ry(x) که مͬ�کنيم فرض [١٣] .٩.٣.١ گزاره

∂i+jRy(x)

∂xi∂yj
∈ L2[a, b], i+ j = 2m− 1,

. y يا x به نسبت

.١٠.٣.١ نتیجه
∂i+jRy(x)

∂xi∂yj
, 0 ≤ i+ j ≤ 2m− 1,

است. y يا x به نسبت [a, b] بسته بازه روی پيوسته مطلق طور به تابع

آنͽاه باشد، ωm
2 [a, b] فضای بازتوليد هسته Ry(x) کنيم فرض [١٢] .١١.٣.١ قضیه
∂i+jRy(x)

∂xi∂yj
∈ ωm

2 [a, b], i+ j = m− 1,

است. y يا x به نسبت

،f1(x), fn(x) ∈ ωm
2 [a, b] و است بازتوليد هسته فضای ωm

2 [a, b] �کنيم فرض [١٢] .١٢.٣.١ قضیه
به همͽرا يͺنواخت بطور f (k)

n (x) آنͽاه باشد، || · ||ωm
2
به نسبت f(x) به همͽرا fn(x) اگر (n ≥ 1)

. 0 ≤ k ≤ m− 1 بود خواهد f (k)(x)

ωm
2 [a, b] بازتوليد هسته فضای از بسته فضای زير

هر کنیم. معرفͬ ωm
2 [a, b] بازتوليد هسته فضای از 0ωm

2 [a, b] بسته فضای زير مͬ�توانيم بخش اين در
داد. خواهیم نشان 0ωm

2 [a, b] نماد با را آن باشد، اولیه یا و مرزی شرایط دارای ωm
2 [a, b] فضای گاه

بͽيريم نظر در را زير تابعͬ فضای مثال عنوان به

0ωm
2 [a, b] = {f(x)|f(x) ∈ ωm

2 [a, b], f ′(a) = 0, f(b) = 0}.

هسته تابع مͬ�توان مشابه طور به همچنین است. هيلبرت بازتوليد هسته فضای داد نشان مͬ�توان
آورد. بدست را 0ωm

2 [a, b] از Qy(x) بازتوليد

١۵
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است. ωm
2 [a, b] از بسته�ای فضای زير 0ωm

2 [a, b] بازتوليد هسته فضای [١٣] .١٣.٣.١ قضیه

البته باشد. مختلفͬ اولیه و مرزی شرايط شامل است ممͺن 0ωm
2 [a, b] بازتوليد هسته فضای

بدست متفاوتͬ شͺل به را آن به مربوط بازتوليد هسته توابع و بازتوليد هسته فضای است ممͺن
ايجاد بازتولید هسته فضا برای مͬ�تواند ناهمͽن یا همͽن متعدد، شرط چندين اوقات گاهͬ آوريم.

گردد.

بیͺران دامنه در بازتولید هسته فضای ١.٣.١

ω1
2(R) بازتوليد هسته فضای

هسته فضای چنين که است لازم بنابراين است، x ∈ (−∞,+∞) متغير نيازمند مسائل اوقات برخͬ
مͬ�نماييم تعريف را زير تابع فضای مثال عنوان به نماييم، ايجاد را بازتوليد

ω1
2(R) = {u(x)|u(x) پيوسته مطلقا طور به , u′(x) ∈ L2(R)}. (١۵.١)

مͬ�گردد تعريف زير صورت به ω1
2(R) در نرم و داخلͬ ضرب

⟨u, v⟩ω1
2(R)

=

∫ +∞

−∞
(u(x)v(x) + u′(x)v′(x))dx, (١۶.١)

∥u(x)∥ω∞ =
√

⟨u(x), v(x)⟩ω1
2(R)

,

هسته تابع Ry(x) فرضکنيد است. داخلͬ ضرب فضای ω1
2(R) فضای که نماييم اثبات مͬ�توانيم که

هر و y ∈ (−∞,+∞) چون ثابتͬ مقدار هر برای آنͽاه است، ω1
2(R) در بازتوليد

نمايد صدق زير رابطه در بايد Ry(x) بازتوليد هسته تابع ،u(x) ∈ ω1
2(R)

⟨u,Ry⟩ω1
2(R)

= u(y).

به مربوط بازتولیدی هسته تابع مͬ�توان هسته اساسͬ ویژگͬ و داخلͬ تعریفضرب اعمال با بنابراين
داريم که نمود، محاسبه راحتͬ به را فضا این

Ry(x) =
e−|x−y|

2
.

ω2
2[0,∞) بازتوليد هسته فضای

صورت به تعریفͬ دامنه دارای است ممͺن مͬ�گیرد قرار بررسͬ و بحث مورد که مسائلͬ از بسیاری
ویژه�ای اهمیت از کاربرد این باشد زمان پارامتر دارای مساله گاه هر مثال عنوان به باشد، [0,∞)

همچنین و دامنه این به مربوط بازتولیدی هسته فضای داریم نیاز بنابراین بود. خواهد برخوردار
به ω2

2[0,∞) بازتولیدی هسته فضای کنیم. تعریف را فضا این روی بر شده تعریف داخلͬ ضرب

١۶
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مͬ�شود بیان زیر صورت

0ω2
2([0,∞)) = {u(x) |u(x), u′(x) پيوسته مطلقا طور ,به

u, u′(x), u′′(x) ∈ L2([0,∞))}. (١٧.١)

کنیم تعريف زير صورت به ω2
2[0,∞) بازتولیدی هسته فضای نرم و داخلͬ ضرب مͬ�توان لذا

⟨u(x), v(x)⟩0ω2
2 [0,∞) =

∫ ∞

0

{
4u(x)v(x) + 5u′(x)v′(x) + u′′(x)v′′(x)

}
dx, (١٨.١)

∥u(x)∥0ω2
2 [0,∞) =

√
⟨u, u⟩0ω2

2 [0,∞).

تابع Ry(x) فرضکنيد است. داخلͬ ضرب فضای ω2
2[0,∞) فضای که کرد اثبات مͬ�توانيم بنابراین

u(x) ∈ هر و y ∈ [0,∞) چون ثابتͬ مقدار هر برای آن�گاه باشد، ω2
2[0,∞) فضای بازتوليد هسته

نمايد صدق زير رابطه در بايد Ry(x) بازتوليد هسته تابع ،ω2
2[0,∞)

⟨u,Ry⟩ω2
2 [0,∞) = u(y).

ω
(m,n)
2 (Φ) بازتوليد هسته فضای ۴.١

از مͬ�پردازیم. Φ = [a, b] × [c, d] فرض با هسته بازتولیدی فضای بررسͬ و بیان به بخش این در
برد. بهره جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات در نظر مورد جواب�های یافتن برای مͬ�توان فضا این
حالت هر در که گرفت، نظر در نامتناهͬ یا متناهͬ را بازه�ها مͬ�توان نظر مورد مساله به توجه با البته

بود. خواهد متفاوت مͬ�آید بدست که بازتولیدی هسته و شده تعریف داخلͬ ضرب

دلخواه y هر ازای به آنͽاه باشد، پیوسته کامل طور به Φ روی f(x, y) تابع اگر [١٣] .١.۴.١ گزاره
ازای به مشابه طور به است. مطلق پیوسته [a, b] روی x به نسبت f(x, y) تابع بعد) به این از (ثابت

است. مطلق پیوسته [c, d] روی y به نسبت f(x, y) تابع دلخواه، x هر

پیوسته Φروی f(x, y) آنͽاه باشد، پیوسته کامل طور به Φروی f(x, y) تابع اگر [١٣] .٢.۴.١ گزاره
است.

تابع آنͽاه باشد، انتͽرال�پذیر Φ روی f(x, y) تابع اگر [١٣] .٣.۴.١ ∫گزاره x

a

∫ y

c
f(t, s)dtds,

است. کامل پیوسته Φ روی y و x به نسبت

کامل پیوسته Φ روی f(x) آنͽاه باشد، مطلق پیوسته [a, b] روی f(x) تابع اگر [١٣] .۴.۴.١ گزاره
است.

مطلق پیوسته y و x به نسبت ترتیب به [c, d] و [a, b] روی g(y) و f(x) تابع اگر [١٢] .۵.۴.١ گزاره
است. کامل پیوسته Φ روی f(x)g(y) آنͽاه باشند،

١٧
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مͬ�شود تعریف زیر صورت به دوتایͬ توابع فضای .۶.۴.١ تعریف

ω
(m,n)
2 (Φ) =

{
f(x, y) | ∂

m+n−2f(x, y)

∂xm−1∂yn−1
Φ در است کامل پیوسته , ∂

m+nf(x, y)

∂xm∂yn
∈ L2(Φ)

}
,

(١٩.١)

است زیر صورت به فضا این روی بر داخلͬ ضرب همچنین و

⟨f(x, y), g(x, y)⟩
ω
(m,n)
2 (Φ)

=

m−1∑
i=0

∫ d

c

[
∂n

∂yn
∂i

∂xi
f(a, y)

∂n

∂yn
∂i

∂xi
g(a, y)

]
dy

+

m−1∑
j=0

⟨
∂j

∂yj
f(x, c),

∂j

∂yj
g(x, c)

⟩
0ωm

2

+

∫ d

c

∫ b

a

∂m

∂xm
∂n

∂yn
f(x, y)

∂m

∂xm
∂n

∂yn
g(x, y)dxdy. (٢٠.١)

است. هیلبرت فضای ͷی ω(m,n)
2 (Φ) توابع فضای [١٣] .٧.۴.١ قضیه

،f(x, y), g1(x)g2(y) ∈ ω
(m,n)
2 (Φ) کنید فرض [١٣] .٨.۴.١ قضیه

⟨f(x, y), g1(x)g2(y)⟩ω(m,n)
2

= ⟨⟨f(x, y), g1(x)⟩ωm
2
, g2(y)⟩ωn

2
.

هسته تابع دارای گاه آن باشد، هسته بازتولید فضای ͷی ω(m,n)
2 (Φ) فرضکنید [١٢] .٩.۴.١ قضیه

باتولیدی
Ψ(ζ,η)(x, y) = Rζ(x)Kη(y), (٢١.١)

هستند. ωn
2 [c, d] و ωm

2 [a, b] فضاهای بازتولیدی هسته بترتیب Kη(y) و Rζ(x) که طوری به

١٨



٢ فصل

جواب ساخت برای بازتولیدی روشهسته
یامابه معادله شعاعͬ

مقدمه ١.٢

بحث�های با مرتبط مطالب همچنین و هندسͬ مسائل از بسیاری در یامابه غیرخطͬ دیفرانسیل معادله
نظر در زیر صورت به را یامابه مرزی مقدار مسئله .[٣٨ ،٣٧ ،٣۶ ،٣۵] مͬ�شود مشاهده ͬͺفیزی

[٣٨] بͽیرید

u′′(r) +
µ− 1

r
u′(r)− u(r) + λu(r)α = 0, (١.٢)

u′(0) = 0 و u(1) = 1, (٢.٢)

مͬ�کنیم اختیار زیر فرم به را α ،µ ⩾ 3 هر ازای به و ثابت مقدار ͷی λ که
α = 1 +

4

µ− 2
.

این به توجه با دارد. شباهت اول نوع لن-امدن١ معادله فرم به (١.٢) معادله که است توجه قابل
معادله همچنین و مͬ�باشد معادله دو این تفاوت عامل که دارد اضافه جمله ͷی (١.٢) معادله که
است. مرزی مقدار مسئله بحث مورد معادله که حالͬ در مͬ�باشد، اولیه مقدار مسئله ͷی لن-امدن
است. وابسته µ به α که حالͬ در گرفت نظر در حقیقͬ عدد ͷی را λ مͬ�توان هستند، پارامتر α و λ

خواهد α؛ = 7/3 گاه آن ،µ = 5 اگر α؛ = 3 گاه آن ،µ = 4 اگر α؛ = 5 گاه آن ،µ = 3 اگر نتیجه در
کرد. خواهد میل ͷی به α کند، میل بینهایت به µ اگر همچنین دارد. ادامه صورت همین به و بود
گزارش آن عددی نتایج و شده گرفته قرار مطالعه مورد هم�محلͬ روش توسط قبلا مسئله از نوع این

.[٣٩] است شده
حل حال، هر به و مͬ�گیرد قرار استفاده مورد مهندسͬ و علوم از بسیاری در بازتولیدی هسته روش
مسئله جواب زدن تقریب برای عددی روش دنبال به بنابراین مͬ�باشد. سخت معادله این تحلیلͬ

.[۴٢ ،۴١ ،۴٠] هستیم نظر مورد مرزی مقدار
١Lane-Emden

١٩
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یامابه معادله برای بازتولیدی روشهسته ٢.٢

منظور به پرداخت. خواهیم (٢.٢) مرزی شرایط تحت (١.٢) معادله عددی حل به بخش این در
مرزی شرایط کردن همͽن به نیاز (٢.٢)-(١.٢) معادله حل برای بازتولیدی هسته روش از استفاده
به (٢.٢)-(١.٢) مسئله نتیجه در و مͬ�کنیم تعریف را v(r) = u(r)− 1 متغیر تغییر بنابراین داریم.

مͬ�شود بازنویسͬ زیر }فرم
rv′′(r) + (µ− 1)v′(r)− rv(r)− r + rλ(v(r) + 1)α = 0 ,

v′(0) = 0, و v(1) = 0 .
(٣.٢)

مشخصمͬ�شود. آن بازتولید هسته تابع و تعریفضربداخلͬ توسط بازتولیدی هیلبرتهسته فضای
کرد تعریف زیر صورت به ٧.١ در تعریفشده به توجه با را 0ω3

2[0, 1] بازتولید هسته فضای باید پس

0ω3
2[0, 1] = {v(r) | v(2)(r) پیوسته ,مطلقا v(3)(r) ∈ L2[0, 1],

v(0) = 0, v(1) = 0}.

داریم ٨.١ تعریف طبق را فضا این نرم و داخلͬ ضرب همچنین

⟨g1, g2⟩0ω3
2 [0,1]

=
2∑

i=0

g
(i)
1 (0)g

(i)
2 (0) +

∫ 1

0
g
(3)
1 (x)g

(3)
2 (x)dx, (۴.٢)

∥g∥0ω3
2
=

√
⟨g, g⟩0ω3

2
.

مͬ�شود تعریف زیر فرم به و [١٣] است کراندار L : 0ω3
2[0, 1] −→ 0ω1

2[0, 1] خطͬ عملͽر بعلاوه،

(Lv) (r) ≡ rv′′(r) + (µ− 1)v′(r)− rv(r) , (۵.٢)

F(r, v(r)) ≡ −rλ(v(r) + 1)α + r . (۶.٢)

مͬ�شود بازنویسͬ زیر صورت به (٣.٢) معادله }لذا
Lv = F(r, v(r)),

v′(0) = 0, و v(1) = 0.
(٧.٢)

است زیر اساسͬ ویژگͬ دارای بازتولید هسته که داشت توجه باید

⟨g,Ry⟩0ω3
2 [0,1]

= g(y). (٨.٢)
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هسته مͬ�توان اول فصل در شده ارائه روش به مشابه روشͬ از استفاده با و (۴.٢) اعمال با حال
آورد بدست زیر فرم به را Rζ(r) بازتولیدی

Ry(r) =



1
18720

(
− r5y5 + 5r5y4 − 10r5y3 − 30r5y2 + 36r5 + 5r4y5

−25r4y4 + 50r4y3 + 150r4y2 − 780r4y + 600r4 − 10r3y5 + 50r3y4 r ≤ y,

−100r3y3 + 1260r3y2 − 1200r3 − 30r2y5 + 150r2y4 − 300r2y3

+3780r2y2 − 3600r2 − 120y5 + 600y4 − 1200y3 − 3600y2 + 4320
)
,

1
18720

(
− r5y5 + 5r5y4 − 10r5y3 − 30r5y2 − 120r5 + 5r4y5 − 25r4y4

+50r4y3 + 150r4y2 + 600r4 − 10r3y5 + 50r3y4 − 100r3y3 r > y,

−300r3y2 − 1200r3 − 30r2y5 + 150r2y4 + 1260r2y3 + 3780r2y2

−3600r2 − 780ry4 + 36y5 + 600y4 − 1200y3 − 3600y2 + 4320
)
,

.

که کنیم فرض و است چͽال [0, 1] در {ri}∞i=1 که مͬ�دهیم قرار φi(r) = Rri(r) حال،

Ψi(r) = L∗φi(r), (٩.٢)

نوشت را زیر قضیه مͬ�توان نتیجه در است. L الحاقͬ عملͽر L∗ که

سیستم ͷی {Ψi(r)}∞i=1 گاه آن باشد، چͽال مجموعه ͷی [0, 1] در {ri}∞i=1 اگر [١٣] .١.٢.٢ قضیه
است. 0ω3

2[0, 1] در کامل

داشت، محاسباتکمتریخواهد پیچیدگͬ و پایداری مزایایهمچون متعامد پایه�های با کردن کار
{Ψi(r)}∞i=1 روی بر اشمیت گرام فرآیند اعمال با را 0ω3

2[0, 1] از
{
Ψ̄i(r)

}∞
i=1

متعامد پایه سیستم پس
داشت خواهیم زیر فرم به

Ψ̄i(r) =
i∑

k=1

δikΨk(r), (١٠.٢)

داریم را زیر قضیه (٣.٢) مسئله جواب یافتن منظور به هستند. سازی متعامد ضرایب δik که

یͺتا جواب دارای (٣.٢) معادله اگر باشد. چͽال [0, 1] بازه در {ri}∞i=1 کنید فرض .٢.٢.٢ قضیه
است زیر صورت به مسئله جواب گاه آن باشد،

v(r) =

∞∑
i=1

i∑
k=1

δikF(rk, v(rk))Ψ̄i(r). (١١.٢)

توسط مͬ�تواند v(r) ،١.٢.٢ قضیه از استفاده با باشد. (٣.٢) معادله جواب v(r) فرضکنید برهان.

٢١
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شود داده بسط زیر فرم به فوریه سری

v(r) =

∞∑
i=1

⟨
v(r), Ψ̄i(r)

⟩
0ω3

2
Ψ̄i(r)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

δik ⟨v(r),Ψk(r)⟩0ω3
2
Ψ̄i(r)

=
∞∑
i=1

i∑
k=1

δik ⟨v(r),L∗φk(r)⟩0ω3
2
Ψ̄i(r)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

δik ⟨Lv(r), φk(r)⟩0ω3
2
Ψ̄i(r)

=
∞∑
i=1

i∑
k=1

δikF(rk, v(rk))Ψ̄i(r) ,

است. کامل اثبات

داد نمایش مͬ�توان زیر فرم به جمله m برای را v(r) جواب از تقریبͬ ،(١١.٢) سری برش با

vm+1(r) =

m∑
i=1

BiΨ̄i(r), (١٢.٢)

که
Bi =

i∑
k=1

δikF(rk, vi(rk)). (١٣.٢)

روش همͽرایͬ آنالیز ٣.٢

قضایای در vm(r) دنباله همͽرایͬ کرد. خواهیم بررسͬ را شده ارائه الͽوریتم همͽرایͬ بخش این در
است شده ارائه زیر

داریم که طوری به دارد وجود C > 0 ثابت آن�گاه ، v(r) ∈ 0ω3
2 اگر .١.٣.٢ قضیه

|v(r)| ⩽ C ∥v∥0ω3
2
,

∣∣v′(r)∣∣ ⩽ C ∥v∥0ω3
2
.

نوشت مͬ�توان ،r ∈ [0, 1] هر ازای به برهان.
|v(r)| = |⟨v(ξ), Rr(ξ)⟩|0ω3

2
⩽ ∥v(ξ)∥0ω3

2
∥Rr(ξ)∥0ω3

2
,

که طوری به دارد وجود C1 > 0 ثابت بنابراین
|v(r)| ⩽ C1 ∥v(ξ)∥0ω3

2
.

داریم ∣∣v′(r)∣∣همچنین = ∣∣∣∣⟨v(ξ),
∂

∂r
Rr(ξ)

⟩∣∣∣∣
0ω3

2

⩽ ∥v(ξ)∥0ω3
2

∥∥∥∥ ∂

∂r
Rr(ξ)

∥∥∥∥
0ω3

2

,

که دارد وجود C2 > 0 ثابت صورت این ∣∣v′(r)∣∣در ⩽ C2 ∥v(ξ)∥0ω3
2
, ∀r ∈ [0, 1].

است. کامل قضیه اثبات آن�گاه باشد، C = max{C1, C2} بͽیرید حال

٢٢
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نوشت را زیر قضیه مͬ�توان بالا، قضیه از نتیجه�ای عنوان به

m, k → که وقتͬ rk −→ r و vm(r)
∥·∥0ω3

2−−−−→ v̄(r) و باشیم داشته (vm(r)) ∈0 ω3
2 اگر .٢.٣.٢ قضیه

صورت این در باشد، پیوسته F(r, v(r)) و کراندار ∥vm(r)∥0ω3
2
همچنین ،∞

F(rk, vm(rk)) −→ F(r, v̄(r)), (k,m → ∞).

که آن�جایͬ از برهان.

|vm(rk)− v̄(r)| = |vm(rk)− vm(r) + vm(r)− v̄(r)|

⩽
∣∣v′m∣∣ |rk − r|+ |vm(r)− v̄(r)| ,

داریم قضیه فرض�های و ١.٣.٣ قضیه به توجه با
|vm(rk)− v̄(r)| −→ 0, که k,m −→ ∞.

است. کامل اثبات که

باشد، چͽال [0, 1] در {ri}∞i=1 اگر باشد. کراندار (١٢.٢) در ∥vm(r)∥ کنید فرض .٣.٣.٢ قضیه
معادله v(r) دقیق جواب به مͬ�آید بدست شده ارائه روش از که vm(r) تقریبͬ جواب دنباله گاه آن

و است همͽرا (٧.٢)

v(r) =

∞∑
i=1

BiΨ̄i(r), (١۴.٢)

است. شده داده (١٣.٢) رابطه توسط Bi که

از همͽراست. vm دنباله کرد خواهیم ثابت ابتدا در مͬ�کنیم. تقسیم قسمت دو به را اثبات برهان.
داریم ،(١٢.٢) معادله

vm+1(r) = vm(r) + BmΨ̄m(r). (١۵.٢)

مͬ�گیریم نتیجه ،{Ψ̄i(r)
}∞
i=1

تعامد از
∥vm+1∥20ω3

2
= ∥vm∥20ω3

2
+ B2

m. (١۶.٢)

∥vm∥0ω3
2
مͬ�شود نتیجه ∥vm∥0ω3

2
کرانداری از .∥vm+1∥0ω3

2
⩾ ∥vm∥0ω3

2
نوشت مͬ�توان بنابراین

که طوری به است موجود c ثابت همچنین همͽراست.
∞∑
i=1

B2
i = c.

مͬ�دهد نتیجه که
Bi ∈ l2, i = 1, 2, . . . .

داریم گاه آن کنیم، استفاده vm+1(r)− vm(r) تعامد از و n > m اگر

∥vn(r)− vm(r)∥20ω3
2
= ∥vn(r)− vn−1(r) + vn−2(r) + · · ·+ vm+1(r)− vm(r)∥20ω3

2

= ∥vn(r)− vn−1(r)∥20ω3
2
+ · · ·+ ∥vm+1(r)− vm(r)∥20ω3

2

=
m∑
i=n

B2
i −→ 0 (m −→ ∞).
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که نوشت مͬ�توان 0ω3
2 هیلبرت فضای بودن کامل از

vm
∥·∥0ω3

2−−−−→ v̄, وقتͬ m −→ ∞.

(١٢.٢) معادله از منظور، بدین است. (٧.٢) معادله جواب v̄ که کرد خواهیم اثبات دوم، مرحله در
مͬ�گیریم نتیجه

v̄(r) =

∞∑
i=1

BiΨ̄i(r).

که این به توجه با

(Lv̄)(rk) =
∞∑
i=1

Bi

⟨
LΨ̄i, φk

⟩
0ω3

2

=

∞∑
i=1

Bi

⟨
Ψ̄i,Ψk

⟩
0ω3

2
, (١٧.٢)

که مͬ�شود نتیجه ،m تا 1 از k روی بستن جمع و δmk در (١٧.٢) ضرب با

m∑
k=1

δmk(Lv̄)(rk) =
∞∑
i=1

Bi

⟨
Ψ̄i,

m∑
k=1

δmkΨk

⟩
0ω3

2

=

∞∑
i=1

Bi

⟨
Ψ̄i, Ψ̄m

⟩
0ω3

2
= Bm (١٨.٢)

داریم ،m = 1 ازای به ،(١٣.٢) و (١٨.٢) از
(Lv̄)(r1) = F(r1, v1(r1)).

نوشت مͬ�توان ،m = 2 برای همچنین
δ21(Lv̄)(r1) + δ22(Lv̄)(r2) = δ21F(r1, v1(r1)) + δ22F(r2, v2(r2)).

لذا
(Lv̄)(r2) = F(r2, v2(r2)).

داریم استقرا از استفاده با کلͬ طور به .
(Lv̄)(rk) = F(rk, vk(rk)). (١٩.٢)

{ri}∞i=1 که جایͬ آن از همͽراست، z به که دارد وجود {rmk
}∞k=1 دنباله زیر ͷی ،z ∈ [0, 1] هر برای

که مͬ�گیریم نتیجه ١.٢.٢ قضیه و vm دنباله گرفتن نظر در با بنابراین است. چͽال [0, 1] در
(Lv̄)(z) = F(z, v̄(z)). (٢٠.٢)

و (٧.٢) معادله جواب v̄(r) که

v(r) =

∞∑
i=1

BiΨ̄i(r).

٢۴
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مثال�ها و عددی نتایج ۴.٢

بدین مͬ�بریم. کار به پیشنهادی روش آزمایش برای را مثال�هایͬ شد، ارائه روش بررسͬ منظور به
خاص پارامترهای ازای به n = 25, 50 مسئله تقریبͬ جواب محاسبه برای انتخابͬ نقاط تعداد منظور
جدول�های در مͬ�باشد. r ∈ [0, 1] نقطه در مانده خطای بیانͽر E(r) همچنین بود. خواهد µ و λ

گزارش µ = 3, 4, 6 و λ = 0.5 ازای به un(r) تقریبͬ جواب همچنین و E(r) مقدار ،٣.٢ و ٢.٢ ،١.٢
انجام ۶.٢ و ۵.٢ ،۴.٢ جدول�های در λ = 0.1 ازای به را محاسبات همین ضمن در است. شده
وقتͬ یامابه مسئله تقریبͬ جواب رسم برای ١.٢ شͺل در λ = 0.1 و λ = 0.5 مقدار بعلاوه، داده�ایم.
ازای به مانده خطای میزان همچنین است. شده گرفته نظر در n = 25 گرفتن اختیار در با µ = 3, 4, 6

است. شده رسم ۴.٢ و ٣.٢ ،٢.٢ شͺل�های در n = 25, 50 برای µ و λ خاص مقادیر

نتیجه�گیری ۵.٢

روی شعاعͬ تقارن با یامابه معادله تقریبͬ جواب محاسبه منظور به الͽوریتم رساله از فصل این در
آوردن بدست برای تئوری چارچوب بازتولیدی روشهسته پرداختیم. دو از بزرگتر بعدی با گوی ͷی
شده ارائه روش که مͬ�دهد نشان عددی نتایج مͬ�آورد. فراهم دقت بالاترین با تقریبͬ عددی جواب
مسئله از آمده بدست نتایج است. مرزی مقدار مسئله جواب محاسبه برای قبولͬ قابل دقت دارای
نیز اولیه یا و مرزی مقدار مسائل سایر برای مͬ�توان را روش این که مͬ�دهد نتیجه یامابه مرزی مقدار

کرد اشاره است زیر فرم به که لن-امدن مسئله به مͬ�توان خاص حال در برد. کار به
u′′(r) +

k

r
u′(r) + f(u(r)) = g(r) , (٢١.٢)

u(a) = A, و u(b) = B . (٢٢.٢)

سازی متعامد فرآیند از استفاده با ͷکلاسی بازتولیدی روشهسته بیانͽر فصل این در شده ارائه مسئله
بحث مورد بعدی ͷی فضای در که این با روش این مͬ�شود مشاهده که طور همان بود. اشمیت گرام
به یافتن دست برای همچنین و است طولانͬ روش اجرای زمان و محاسبه فرآیند ولͬ گرفت قرار
صرفه به مقرون البته که ببریم، بالا خیلͬ را استفاده مورد نقاط تعداد هستیم مجبور بالاتر دقت ͷی
به جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای را ͷکلاسی روش این بخواهیم اگر همچنین نیست.
میزان خود به خود بعد افزایش به توجه با که چرا شد، خواهد برابر چندین آن مشͺلات ببریم کار
بنابراین داشت. خواهد چشم�گیری افزایش الͽوریتم اجرای زمان نتیجه در و بیشتر خیلͬ محاسبات
مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای جواب یافتن یعنͬ رساله اصلͬ موضوع که بعدی فصل��های در
هسته روش مزیت�های از بردن بهره بر علاوه که کنیم پیشنهاد را روشͬ داریم قصد هستیم، جزئͬ
الͽوریتم اجرای روند در توجهͬ قابل بهبود نتیجه در و حذف را اشمیت گرام فرآیند بتوان بازتولیدی

باشیم. داشته جدید

٢۵
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.µ = 3, λ = 0.5 مانده خطای مقدار و عددی نتایج :١.٢ جدول
Nodes n=25 n=50

u(r) E(r) u(r) E(r)

0 0.903822 0 0.903818 0

0.1 0.904824 5.70980× 10−7 0.904822 2.31633× 10−16

0.2 0.90783 1.24375× 10−16 0.907828 5.28004× 10−16

0.3 0.912827 2.07637× 10−7 0.912824 8.57993× 10−16

0.4 0.919792 1.05560× 10−16 0.919789 9.50598× 10−16

0.5 0.928692 7.80597× 10−6 0.92869 1.39690× 10−15

0.6 0.939482 6.24601× 10−16 0.93948 1.79718× 10−15

0.7 0.952101 0.00003 0.952099 2.19524× 10−15

0.8 0.966467 1.30869× 10−15 0.966465 1.47637× 10−15

0.9 0.982477 0.00009 0.982476 4.13602× 10−15

1 1 3.04796× 10−16 1 2.33833× 10−16

m = 3, - - - m = 4, .... m = 6

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r

0.86

0.88

0.90

0.92

0.94

0.96

0.98

1.00
uHrL

m=3, - - - m=4, ...... m=6

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r

0.86

0.88

0.90

0.92

0.94

0.96

0.98

1.00
uHrL

(راست) λ = 0.1 ، (چپ) λ = 0.5 و µ = 3, 4, 6 ازای به عددی نتایج :١.٢ شͺل

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r

5.´ 10-6

0.00001

0.000015

0.00002

0.000025

0.00003

0.000035

Residual error

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r

0.00002

0.00004

0.00006

0.00008

0.00010

0.00012

Residual error

λ = 0.5, µ = 3 که وقتͬ (راست) n = 50 و (چپ) n = 25 برای مانده خطای :٢.٢ شͺل

٢۶



بختیاری پریسا هسته بازتولید فضای براساس جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای جدید عددی روش کاربرد

.µ = 4, λ = 0.5 مانده خطای مقدار و عددی نتایج :٢.٢ جدول
Nodes n=25 n=50

u(r) E(r) u(r) E(r)

0 0.935196 0 0.935195 0

0.1 0.935853 8.90590× 10−7 0.935853 1.14608× 10−16

0.2 0.937825 8.96130× 10−17 0.937825 2.35174× 10−17

0.3 0.941109 1.89829× 10−7 0.941108 2.51984× 10−16

0.4 0.945698 1.99546× 10−16 0.945697 2.11041× 10−16

0.5 0.951585 1.48812× 10−6 0.951585 2.29974× 10−16

0.6 0.95876 6.31758× 10−17 0.958759 3.17541× 10−17

0.7 0.967208 6.70257× 10−6 0.967208 2.99646× 10−17

0.8 0.976913 1.02823× 10−15 0.976912 8.21113× 10−16

0.9 0.987852 0.00002 0.987852 1.00115× 10−16

1 1 2.25428× 10−16 1 5.33735× 10−16

.µ = 6, λ = 0.5 مانده خطای مقدار و عددی نتایج :٣.٢ جدول
Nodes n=25 n=50

u(r) E(r) u(r) E(r)

0 0.958366 0 0.958366 0

0.1 0.958782 2.00422× 10−6 0.958782 1.30760× 10−17

0.2 0.96003 1.08947× 10−17 0.96003 1.20920× 10−17

0.3 0.96211 1.06892× 10−7 0.96211 3.87817× 10−16

0.4 0.965022 1.13138× 10−16 0.965022 3.33876× 10−16

0.5 0.968768 2.59403× 10−7 0.968768 4.76714× 10−16

0.6 0.973346 7.34828× 10−16 0.973346 1.11563× 10−16

0.7 0.978758 4.76425× 10−7 0.978758 3.37246× 10−16

0.8 0.985005 9.96888× 10−16 0.985005 4.35979× 10−16

0.9 0.992085 8.69308× 10−7 0.992085 7.33720× 10−16

1 1 9.28041× 10−16 1 1.47735× 10−16

٢٧



بختیاری پریسا هسته بازتولید فضای براساس جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای جدید عددی روش کاربرد

.µ = 3, λ = 0.1 مانده خطای مقدار و عددی نتایج :۴.٢ جدول
Nodes n=25 n=50

u(r) E(r) u(r) E(r)

0 0.85984 0 0.859839 0

0.1 0.861193 6.70366× 10−7 0.861194 1.22194× 10−16

0.2 0.865265 2.94261× 10−16 0.865266 2.23470× 10−16

0.3 0.87207 1.52526× 10−6 0.872071 3.08454× 10−16

0.4 0.881639 1.22362× 10−16 0.88164 6.35585× 10−16

0.5 0.894011 6.58259× 10−6 0.894012 5.10816× 10−16

0.6 0.909237 7.50399× 10−16 0.909238 1.02800× 10−16

0.7 0.927377 0.00001 0.927378 1.30034× 10−16

0.8 0.9485 8.09655× 10−16 0.948501 1.14839× 10−16

0.9 0.972682 0.00002 0.972682 6.92655× 10−16

1 1 1.095123× 10−15 1 3.36255× 10−16

.µ = 4, λ = 0.1 مانده خطای مقدار و عددی نتایج :۵.٢ جدول
Nodes n=25 n=50

u(r) E(r) u(r) E(r)

0 0.893941 0 0.893941 0

0.1 0.894969 1.41238× 10−6 0.89497 2.34740× 10−16

0.2 0.898058 2.15495× 10−16 0.898059 5.07649× 10−16

0.3 0.90322 3.80681× 10−8 0.903221 9.16549× 10−16

0.4 0.910474 4.08370× 10−15 0.910475 1.36058× 10−15

0.5 0.919847 2.64816× 10−6 0.919848 2.00519× 10−15

0.6 0.931375 1.11619× 10−15 0.931376 2.27545× 10−15

0.7 0.9451 0.00001 0.9451 2.88365× 10−15

0.8 0.961072 9.34441× 10−16 0.961073 2.81715× 10−15

0.9 0.979351 0.00003 0.979351 3.67377× 10−15

1 1 1.66889× 10−15 1 5.21371× 10−15

٢٨
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.µ = 6, λ = 0.1 مانده خطای مقدار و عددی نتایج :۶.٢ جدول
Nodes n=25 n=50

u(r) E(r) u(r) E(r)

0 0.928039 0 0.928039 0

0.1 0.928741 3.38437× 10−6 0.928741 4.20842× 10−16

0.2 0.930848 2.35363× 10−16 0.930848 6.50971× 10−16

0.3 0.934368 2.01080× 10−7 0.934368 8.08515× 10−16

0.4 0.93931 4.72900× 10−16 0.93931 1.73022× 10−15

0.5 0.94569 1.67382× 10−7 0.945691 1.69860× 10−15

0.6 0.953528 1.57223× 10−15 0.953529 3.11362× 10−15

0.7 0.962847 5.15065× 10−6 0.962848 3.71870× 10−15

0.8 0.973676 2.28393× 10−15 0.973677 4.59929× 10−15

0.9 0.986048 0.00002 0.986048 5.37835× 10−15

1 1 5.59242× 10−15 1 7.38852× 10−15

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r

5.´ 10-6

0.00001

0.000015

Residual error

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r

0.00001

0.00002

0.00003

0.00004

0.00005

0.00006

Residual error

λ = 0.5, µ = 4 که وقتͬ (راست) n = 50 و (چپ) n = 25 برای مانده خطای :٣.٢ شͺل

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r

2.´ 10-6

4.´ 10-6

6.´ 10-6

8.´ 10-6

0.00001

0.000012

Residual error

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r

0.00001

0.00002

0.00003

0.00004

0.00005

Residual error

λ = 0.5, µ = 6 که وقتͬ (راست) n = 50 و (چپ) n = 25 برای مانده خطای :۴.٢ شͺل

٢٩



٣ فصل

عددی حل برای بازتولیدی روشهسته
برینͺمن-فورچ�هیمر حرکت معادله

مقدمه ١.٣

اولیه شرایط شامل موازی، شده�ی اشباع متخلخل صفحه� ͷی در گرما انتقال اجباری توسیع مسئله
خاص، طور به .[۴٣] گرفت قرار توجه مورد عددی و تحلیلͬ صورت به هومان١ توسط مرزی، و
چنین نمود. محاسبه و گرفته نظر در متغیر ͷی روی بر را برینͺمن-فورچ�هیمر حرکت معادله هومان
که متخلخل محیط ͷی طریق از گرما انتقال اجباری کامل توسیع مورد در کیفͬ اطلاعات نتیجه�ای
ویدمن٢ مͬ�کند. ارائه برینͺمن-فورچ�هیمر مدل ͷکم به را مͬ�شود ایجاد موازی صفحه دو توسط
با همچنین .[۴۴] دادند قرار بررسͬ مورد بعد ͷی در را خطͬ برینͺمن-فورچ�هیمر معادله مدینا٣ و
مشتقات با دیفرنسیل معادلات از خطͬ فرم ͷی مریخ۴ و هومان متغیره، چند فرمول�بندی به توجه
ͷی برای برینͺمن-فورچ�هیمر معادله اخیرا، .[۴۵] کردند مطالعه دومتغیره فضای ͷی در را جزئͬ
جواب زدن تقریب مختلف روش�های توسط مستطیلͬ، مقطع با یͷمجرا در ویژه به بعدی دو فضای
ارائه هومان که غیرخطͬ معادله رساله این در اما .[۴۶] است شده گرفته قرار مطالعه و بررسͬ مورد
شد خواهد داده آن به مربوط بعدی دو جریان برای کمͬ نتایج برخͬ و مͬ�گیرد قرار مطالعه مورد نمود
است[۴۶]. هومان مدل از تعمیمͬ عنوان به بررسͬ مورد مدل که مͬ�شود مشاهده بنابراین ،[۴٣]

زیر صورت به شده داده مربع z جهت در طرفه ͷی جریان برای برینͺمن-فورچ�هیمر حرکت معادله
گرفت خواهیم نظر در Φ = [0, 1]× [0, 1] را بحث مورد دامنه که است،

θ̃

(
∂2

∂x2
u(x, y) +

∂2

∂y2
u(x, y)

)
−

Cfρ√
K

u2(x, y)− θ

K
u(x, y) +G = 0, (١.٣)

١Hooman
٢Weidman
٣Medina
۴Merrikh

٣٠



بختیاری پریسا هسته بازتولید فضای براساس جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای جدید عددی روش کاربرد

چسبندگͬ ضریب θ تراکم، ρ ،ͬͽناپیوست ضریب Cf ،z جهت در سرعت بیانͽر u(x, y) که طوری به
.[۴۶ نامطلوباست[٣٨، کاربردی فشار Gگرادیان و پذیری Kنفوذ تاثیرگذار، چسبندگͬ θ̃ مایعات،

است زیر صورت به مناسب مرزی شرایط
u(0, y) = u(1, y) = u(x, 0) = u(x, 1) = 0, (٢.٣)

سرعت رو، این از ندارد. وجود لغزشͬ هیچ مستطیلͬ مجرای سطح که است معنا بدان سادگͬ به که
را c و b ،a ثابت�های شود. کامل آن ͬͺفیزی مفاهیم و مبانͬ که شود، گرفته نظر در صفر باید مرز در

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به

a ≡
Cfρ

θ̃
√
K

, b ≡ θ

θ̃K
, c ≡ G

θ̃
, (٣.٣)

داریم را زیر بعدی دو لاپلاسین عملͽر و

△ ≡ ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, (۴.٣)

نمود بازنویسͬ زیر فشرده صورت به (٢.٣) مرزی شرایط با را (١.٣) دیفرانسیل معادله مͬ�توان

∆u = au2(x, y) + bu(x, y)− c, (۵.٣)

u(0, y) = u(1, y) = u(x, 0) = u(x, 1) = 0. (۶.٣)

روش از استفاده با را (۶.٣)-(۵.٣) بیضوی مرزی مقدار مسئله عددی حل رساله از فصل این در
داد. خواهیم قرار مطالعه و بررسͬ مورد بازتولیدی هسته�های

بازتولیدی روشهسته ٢.٣

آن حل برای نتیجه در مͬ�دهیم، قرار (۶.٣) مرزی شرایط با (۵.٣) معادله بررسͬ به بخش این در
معرفͬ ͷی فصل در شده ارائه ٧.١ تعریف از بهره�گیری با را استفاده مورد بازتولیدی هسته فضای

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را 0ω3
2[0, 1] فضای بنابراین مͬ�کنیم.

0ω3
2[0, 1] = {g(x) | g(2)(x)است مطلق پیوسته تابع ͷی, g(3)(x) ∈ L2[0, 1], g(0) = 0, g(1) = 0}.

است زیر فرم به ٨.١ تعریف به توجه با 0ω3
2[0, 1] فضای به مخصوص نرم و داخلͬ ضرب

⟨g1, g2⟩0ω3
2 [0,1]

=
2∑

i=0

g
(i)
1 (0)g

(i)
2 (0) +

∫ 1

0
g
(3)
1 (x)g

(3)
2 (x)dx, (٧.٣)

∥g∥0ω3
2
=

√
⟨g, g⟩0ω3

2
.

نمایش قضیه از استفاده با شد، اشاره ͷی فصل در که طور همان هیلبرت فضای بازتولید هسته وجود
نیاز بحث ابتدای در یͺتاست. بازتولید هسته تابع این که مشخصاست بنابراین مͬ�شود. اثبات ریس
بازتولیدی هسته تابع Rζ(x) فرضکنید آوریم. بدست را 0ω3

2[0, 1] فضای بازتولیدی هسته تابع داریم

٣١



بختیاری پریسا هسته بازتولید فضای براساس جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای جدید عددی روش کاربرد

هر و ثابت بعد به این از ولͬ دلخواه ζ ∈ [0, 1] هر ازای به صورت این در باشد، بحث مورد فضای
کند صدق زیر شرط در باید Rζ(x) بازتولیدی هسته تعریف طبق ،g(x) ∈ 0ω3

2[0, 1]

⟨g(x), Rζ(x)⟩0ω3
2 [0,1]

= g(ζ). (٨.٣)

هسته مͬ�توان اول فصل در شده ارائه روش به مشابه روشͬ از استفاده با و (٧.٣) اعمال با حال
آورد بدست زیر فرم به را Rζ(x) بازتولیدی

Rζ(x) =



1
18720

(
(−1 + x)ζ(−30ζx(x((x− 4)x+ 6)− 120)− 120x(x+ 2)

×((x− 6)x+ 18) + 5x(x+ 2)− 10ζ2x(x((x− 4)x+ 6)− 120) x > ζ,

× ζ3((x− 6)x+ 18)− ζ4(x(x+ 2)((x− 6)x+ 18) + 156)
) )

,

1
18720

(
(ζ − 1)x (−120ζ(ζ + 2)((ζ − 6)ζ + 18)− (ζ(ζ + 2)

×((ζ − 6)ζ + 18) + 156)x4 + 5ζ(ζ + 2)((ζ − 6)ζ + 18)x3 − 10ζ x ≤ ζ.

×(ζ((ζ − 4)ζ + 6)− 120)x2 − 30ζ(ζ((ζ − 4)ζ + 6)− 120)x
)
,

متغیره دو فضای ͷی در جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ͷی که شده مطرح مسئله به توجه با
بهره��گیری با نتیجه در داریم. معادله این حل برای مناسب دوتایͬ توابع فضای تعریف به نیاز است،

داریم ١٩.١ تعریف از

0ω
(3,3)
2 (Φ) = 0ω3

2[0, 1]× 0ω3
2[0, 1]

=

{
u(x, y) | ∂

4u(x, y)

∂x2∂y2
Φ در است پیوسته کاملا ,

∂6u(x, y)

∂x3∂y3
∈ L2(Φ),

u(0, y) = u(1, y) = u(x, 0) = u(x, 1) = 0
}
,

است زیر فرم به ٢٠.١ از استفاده با را 0ω
(3,3)
2 (Φ) فضای در شده تعریف داخلͬ ضرب و

⟨u(x, y), v(x, y)⟩0ω(3,3)
2 (Φ)

=
2∑

i=0

∫ 1

0

[
∂3

∂y3
∂i

∂xi
u(0, y)

∂3

∂y3
∂i

∂xi
v(0, y)

]
dy

+
2∑

j=0

⟨
∂j

∂yj
u(x, 0),

∂j

∂yj
v(x, 0)

⟩
0ω3

2

+

∫ 1

0

∫ 1

0

∂3

∂x3
∂3

∂y3
u(x, y)

∂3

∂x3
∂3

∂y3
v(x, y)dxdy.

به را 0ω
(3,3)
2 (Φ) = 0ω3

2[0, 1]× 0ω3
2[0, 1] فضای بازتولیدی هسته مͬ�توان ٩.۴.١ قضیه از استفاده با

کرد تعریف زیر فرم
Ψ(ζ,η)(x, y) = Rζ(x)κη(y), (٩.٣)

ω
(1,1)
2 (Φ) فضای مͬ�توان همچنین هستند. 0ω3

2[0, 1] فضای بازتولیدی هسته� κη(y) و Rζ(x) که
باشد، ω(1,1)

2 (Φ) فضای بازتولیدی هسته تابع Υ(ζ,η)(x, y) فرضکنیم تعریفکرد. ω(3,3)
2 (Φ) همانند

خطͬ عملͽر (۵.٣) طبق بنابراین
L : 0ω

(3,3)
2 (Φ) −→ 0ω

(1,1)
2 (Φ),

٣٢



بختیاری پریسا هسته بازتولید فضای براساس جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای جدید عددی روش کاربرد

مͬ�شود تعریف زیر صورت به

(Lu) (x, y) ≡ ∂2

∂x2
u(x, y) +

∂2

∂y2
u(x, y)− bu(x, y), (١٠.٣)

F(x, y, u(x, y)) ≡ au2(x, y)− c. (١١.٣)

را (۵.٣) رو، این از .[١٣] است خطͬ عملͽر ͷی L که است مشخص بالا، تعریف به توجه با
کرد بانویسͬ زیر فرم به }مͬ�توان

Lu(x, y) = F(x, y, u(x, y)),

u(0, y) = u(1, y) = u(x, 0) = u(x, 1) = 0.
(١٢.٣)

عملͽر L∗ کنید فرض است. چͽال Φ در {(xi, yi)}∞i=1 که ،φi(x, y) = Υ(xi,yi)(x, y) دهیم قرار
کنیم تعریف و باشد L الحاقͬ

Ωi(x, y) = L∗φi(x, y). (١٣.٣)

مسائل از خیلͬ برای را آن مͬ�توان که است این بازتولیدی هسته�های روش از استفاده فواید از ͬͺی
مͬ�توان شده مطرح مفروضات و تعاریف از استفاده با که است توجه قابل داد. قرار استفاده مورد

نمود. اثبات و بیان را زیر قضیه

فضای در کامل یͷسیستم {Ωi(x, y)}∞i=1 گاه آن باشد، چͽال Φ در {(xi, yi)}∞i=1 اگر .١.٢.٣ قضیه
است. 0ω(3,3)

2 Φ

(i = 1, 2, . . . ) و (u(x, t),Ψi(x, y)) = 0 کنید فرض ثابت، u(x, y) ∈ 0ω
(3,3)
2 (Φ) هر برای برهان.

که معنͬ بدین باشد،
(u(x, y),L∗φi(x, t)) = (Lu(x, y), φi(x, t)) = (Lu)(xi, yi) = 0.

u ≡ 0 L−1داریم وجود از . (Lu)(x, t) = 0 بنابراین است، چͽال Φ در {(xi, yi)}∞i=1 که شود توجه
مͬ�شود. کامل اثبات نتیجه در .

برینͺمن-فورچ�هیمر معادله جواب یافتن برای عددی حل راه ٣.٣

ارائه (۵.٣) بحث مورد برینͺمن-فورچ�هیمر حرکت معادله حل برای عددی روش دو بخش این در
از دوم روش در که حالͬ در کرد، نخواهیم استفاده سازی متعامد از اول روش در نمود. خواهیم
که بود خواهیم استفاده مورد محاسبات کاهش شاهد اول روش در بنابراین برد. خواهیم بهره آن
آنالیز زمینه در کارآمدتر بسیار دوم روش مقابل در بود، خواهد محاسبه زمان شدن سریع�تر آن نتیجه
روش دو که است درست گرفت، خواهد قرار بررسͬ مورد بخش این در روش دو هر است. همͽرایͬ
مطالعه مورد معادله حل قابلیت دو هر اما هستند متفاوت یͺدیͽر با پایه�ای توابع و سازی متعامد در

شد. خواهد محاسبه قبولͬ قابل دقت با مسئله تقریبͬ جواب و دارند را
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سازی متعامد بدون (۵.٣) معادله روشحل ١.٣.٣

مͬ�کنیم، ارائه بازتولید هسته فضای پایه بر (۵.٣) معادله برایحل تͺراری الͽوریتم ͷقسمتی این در
بحث مورد معادله حل کرد. خواهیم پرهیز اشمیت گرام سازی متعامد فرآیند کاربرد از منظور بدین

شد. خواهد بیان زیر قضیه در

دارای (۵.٣) معادله اگر باشد. چͽال مجموعه ͷی Φ در {(xi, yi)}∞i=1 کنید فرض .١.٣.٣ قضیه
مͬ�شود بیان زیر صورت به مسئله تقریبͬ جواب گاه آن باشد، یͺتا جواب

u(x, y) =
∞∑
i=1

αiΩi(x, y), (١۴.٣)

مͬ�شود تعیین زیر معادلاتخطͬ نیم-نامتناهͬ دستͽاه حل از استفاده با که هستند، ضرایبͬ αiها که

Bα = F . (١۵.٣)

که
α = [α1, α2, . . . ]

T , B = [LΩi(xj , yj)] i, j = 1, 2, . . .

و
F = [F(x1, y1, u(x1, y1)),F(x2, y2, u(x2, y2)), . . . ]

T .

طوری به شود، داده نمایش (١۴.٣) صورت به مͬ�تواند مسئله جواب ١.٢.٣ قضیه به توجه با برهان.
که

⟨Ωj(x, y),Ωi(x, y)⟩0ω(3,3)
2

= ⟨L∗φj(x, y),Ωi(x, y)⟩0ω(3,3)
2

= ⟨φj(x, y),LΩi(x, y)⟩0ω(1,1)
2

= LΩi(xj , yj),

و

⟨u(x, y),Ωj(x, y)⟩0ω(3,3)
2

= ⟨u(x, y),L∗φj(x, y)⟩0ω(3,3)
2

= ⟨Lu(x, y), φj(x, y)⟩0ω(1,1)
2

= F(xj , yj , u(xj , yj)).

معادلات نیم-نامتناهͬ دستͽاه حل با αi ضرایب ،[۴٧] هیلبرت فضای در تقریب بهترین طبق لذا
است. کامل اثبات و مͬ�شود تعیین (١۵.٣) خطͬ

نظر مورد جواب تقریب برای (١۴.٣) معادلات از متناهͬ مجموع ͷی است لازم فقط بنابراین
معادلات از n×n سیستم ͷی حل با معادله تقریبͬ جواب نتیجه در گیرد. قرار استفاده مورد u(x, y)
به تͺراری یا مستقیم روش ͷی از مͬ�توان (١۵.٣) جواب یافتن برای شد. خواهد محاسبه خطͬ

برد. بهره دلخواه انتخاب
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مسئله جوای از تقریبͬ یافتن برای زیر محاسباتͬ الͽوریتم شده، روشپیشنهاد سازی برایخلاصه
است شده ارائه (۵.٣)

الͽوریتم

n؛ دامنه در نظر مورد نقاط تعداد ورودی

m؛ نظر مورد تͺرار تعداد

c؛ و b ،a پارامترهای

.0ω(3,3)
2 فضای در بازتولیدی هسته

.Ωi(x, y) = L∗φi(x, y) دهید قرار

.B = [LΩi(xj , yj)] i, j = 1, 2, . . . n دهید قرار

.u0,n(x, y) = [0, 0, . . . , 0]T اولیه برداری تابع دهید قرار

بده انجام i = 1 : m برای

.F = [F(xj , yj , ui−1,n(xj , yj))]
T i, j = 1, 2, . . . n دهید قرار

. Bα = F از α = [α1, α2, . . . ]
T مͬ�کند محاسبه

.ui,n(x, y) =
∑n

j=1 αj Ωj(x, y) دهید قرار

پایان

.(um,n(x, y)) خروجͬ

سازی متعامد با (۵.٣) معادله روشحل ٢.٣.٣

و بیشتر پایداری مثال، عنوان به مͬ�کند، فراهم را عددی مزیت�های متعامد پایه�های با کردن کار
0ω

(3,3)
2 از {Ω̄i(x, y)

}∞
i=1

سیستم متعامد پایه�های بنابراین داشت. خواهد را کمتر محاسباتͬ پیچیدگͬ
داریم زیر فرم به مͬ�شود نتیجه {Ωi(x, y)}∞i=1 روی بر اشمیت گرام سازی متعامد فرآیند از که

Ω̄i(x, y) =

i∑
k=1

ρikΩk(x, y), (١۶.٣)

داریم را زیر قضیه (۵.٣) معادله جواب یافتن منظور به هستند. متعامدسازی ضرایب ρik که

یͺتا جواب دارای (۵.٣) معادله اگر باشد. چͽال Φ در {(xi, yi)}∞i=1 کنید فرض .٢.٣.٣ قضیه
بود خواهد زیر صورت به معادله جواب گاه آن باشد،

u(x, y) =

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρikF(xk, yk, u(xk, yk))Ω̄i(x, y). (١٧.٣)
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مͬ�تواند u(x, y) ،١.٢.٣ قضیه از استفاده با باشد. (۵.٣) معادله جواب u(x, y) کنید فرض برهان.
شود داده بسط زیر فرم به فوریه سری توسط

u(x, y) =

∞∑
i=1

⟨
u(x, y), Ω̄i(x, y)

⟩
0ω

(3,3)
2

Ω̄i(x, y)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik ⟨u(x, y),Ωk(x, y)⟩0ω(3,3)
2

Ω̄i(x, y)

=
∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik ⟨u(x, y),L∗φk(x, y)⟩0ω(3,3)
2

Ω̄i(x, y)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik ⟨Lu(x, y), φk(x, y)⟩0ω(1,1)
2

Ω̄i(x, y)

=
∞∑
i=1

i∑
k=1

ρikF(xk, yk, u(xk, yk))Ω̄i(x, y) .

مͬ�توان زیر فرم به جمله m برای را u(x, y) جواب از تقریبͬ ،(١٧.٣) سری برش از استفاده با
داد نمایش

um(x, y) =
m∑
i=1

σiΩ̄i(x, y), (١٨.٣)

که
σi =

i∑
k=1

ρikF(xk, yk, u(xk, yk)). (١٩.٣)

ͬͺفیزی پارامترهای با جواب رفتار و عددی مثال�های ۴.٣

از مجموعه�ای برای را روش شده، پیشنهاد عددی روش کارایͬ و دقت کردن مشخص جهت به
از n = 20 ازای به را تقریبͬ جواب داد. خواهیم قرار اجرا و بررسͬ مورد خاص پارامتر چندین
نظر در را G و Kθ̃ ،θ ،Cfρ ͬͺفیزی پارامترهای از مختلفͬ مقادیر و مͬ�آوریم بدست ثابت بعد این
نتیجه در بود، خواهد هموار کلͬ صورت به بحث مورد مسئله جواب که مͬ�شویم یادآور مͬ�گیریم.
دارد امͺان که آنجایͬ تا n کمتری تعداد استفاده و انتخاب محاسباتͬ هزینه داشتن نͽه پایین برای
مقادیر ابتدا در داشت. نخواهد مزیتͬ هیچ nبالاتری تعداد از استفاده واقع در است. صرفه به مقرون
برینͺمن-فورچ�هیمر حرکت معادله جواب و مͬ�داریم نͽه ثابت ١.٣ شͺل برای را a = b = c = 1

جواب�ها مͬ�شود، مشاهده ١.٣ شͺل در که طور همان مͬ�گذاریم. نمایش به جواب دادن نشان برای
قضایای در که است چیزی آن با منطبق که هستند، متقارن (x, y) = (12 ,

1
2) نقطه گرفتن نظر در با

تقارن این عددی جواب�های که آنجایͬ از است. گرفته قرار بررسͬ مورد [۴٩ ،۴٨] مرجع در اصلͬ
٢.٣ شͺل در هستند. قبول قابل آمده بدست جواب�های که است توجه قابل مͬ�گذارند، نمایش به را
نتیجه حرکت میزان در کاهشͬ ،ρ تراکم و Cf ͬͽناپیوست ضریب مقدار افزایش با که مͬ�شویم متوجه
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شͺل مͬ�کند. حاصل را کاهشحرکت ،θمایعات افزایشچسبندگͬ ٣.٣ شͺل در همچنین مͬ�شود.
از داد. خواهد رخ حرکت در افزایشͬ ،G کاربردی فشار گرادیان افزایش با که مͬ�دهد نشان ۴.٣
مͬ�توان نهایت در داشت. خواهیم را افزایشحرکت ،K پذیری نفوذ افزایش مͬ�شود نتیجه ۵.٣ شͺل

مͬ�شود. دیده ۶.٣ شͺل در را حرکت کاهش ،θ̃ تاثیرگذار چسبندگͬ افزایش با که گرفت نتیجه
بدست جواب از استفاده با که طوری به باشد، نقطه�ی در مانده خطای بیانͽر E(x, y) کنید فرض
مانده خطای چهار تا ͷی جداول در مͬ�آید. بدست جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله برای آمده
در شده گزارش خطای پایین خیلͬ مقادیر مͬ�کند، ارائه ͬͺفیزی پارامترهای مختلف مقادیر برای را
مͬ�توان نقطه n = 20 بͺارگیری با فقط که است توجه قابل و مͬ�کند بیان را روش دقت عددی، نتایج

یافت. دست قبول قابل خطای این به

نتیجه�گیری ۵.٣

حرکت معادله جواب یافتن برای بازتولیدی هسته� روش پایه�ی بر عددی روش ͷی فصل این در
متقارنͬ عددی جواب گرفته، صورت اثبات به توجه با است. شده پیشنهاد برینͺمن-فورچ�هیمر
میزان بودن پایین بود. محاسبات میزان حداقل از استفاده با قبولͬ قابل دقت دارای که شد محاسبه

است. شده ارائه روش کارایͬ و دقت نشانͽر مانده خطای
مͬ�توان برینͺمن-فورچ�هیمر حرکت معادله عددی حل از آمده بدست ͬͺفیزی نتایج گرفتن نظر در با
طور به مͬ�شود. جریان کاهش به منجر ،ρ تراکم و ،Cf ͬͽناپیوست ضریب افزایش که کرد مشاهده
شد. خواهد جریان کاهش باعث ،θ̃ تاثیرگذار چسبندگͬ یا و ،θ مایعات چسبندگͬ افزایش مشابه،

مͬ�دهد. افزایش نیز را جریان ،K پذیری نفوذ یا و ،G کاربردی فشار گرادیان افزایش همچنین،
حتͬ اجرا و کارایͬ دقت، کاربرد، جهت به کارا روشͬ بازتولیدی، اساسروشهسته� بر روشعددی
روش این از داشت انتظار مͬ�توان بنابراین است. بیضوی جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله برای

برد. بهره نیز مهندسͬ علوم و ͬͺفیزی مسائل سایر برای پیشنهادی
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که هنͽامͬ ،Cfρ مختلف مقادیر ازای به مانده خطای مقدار و عددی نتایج :١.٣ جدول
.θ = θ̃ = K = G = 1

���� Cfρ = 0 Cfρ = 20

u20(x, y) E(x, y) u20(x, y) E(x, y)

(0.1, 0.1) 0.01447 9.75321× 10−13 0.014285 4.72259× 10−12

(0.2, 0.2) 0.0366901 1.20511× 10−12 0.0359942 8.92969× 10−12

(0.3, 0.3) 0.0556543 1.95564× 10−12 0.0542968 1.34999× 10−11

(0.4, 0.4) 0.0677733 5.27087× 10−14 0.0658669 1.46839× 10−11

(0.5, 0.5) 0.0705882 1.22457× 10−12 0.0696372 1.50619× 10−11

(0.6, 0.6) 0.0673469 2.66004× 10−12 0.0654405 1.45846× 10−11

(0.7, 0.7) 0.0550001 2.69445× 10−12 0.0536418 1.28785× 10−11

(0.8, 0.8) 0.0361245 2.07409× 10−13 0.035427 9.98051× 10−12

(0.9, 0.9) 0.0142445 4.65672× 10−13 0.0140587 6.30578× 10−12

را a = b = c = 1 مقادیر nو = 20 با u عددی جواب رسم :١.٣ شͺل

و θ = θ̃ = K = G = 1 که ،Cfρ ͬͽناپیوست ضریب مختلف مقادیر برای u عددی جواب رسم :٢.٣ شͺل
.y = 0.5
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که هنͽامͬ ،G مختلف مقادیر ازای به مانده خطای مقدار و عددی نتایج :٢.٣ جدول
.Cfρ = θ = θ̃ = K = 1

���� G = 1 G = 3

u20(x, y) E(x, y) u20(x, y) E(x, y)

(0.1, 0.1) 0.0146535 8.68177× 10−12 0.0583614 3.26487× 10−11

(0.2, 0.2) 0.0373818 1.69949× 10−11 0.148574 6.3851× 10−11

(0.3, 0.3) 0.057008 2.54815× 10−11 0.226165 9.59807× 10−11

(0.4, 0.4) 0.0696802 2.98771× 10−11 0.276089 1.11975× 10−11

(0.5, 0.5) 0.0738767 3.17812× 10−11 0.292577 1.18316× 10−10

(0.6, 0.6) 0.0692547 3.11562× 10−11 0.274385 1.1518× 10−10

(0.7, 0.7) 0.0563558 2.74081× 10−11 0.223553 1.00745× 10−11

(0.8, 0.8) 0.0368184 2.0859× 10−11 0.146317 7.63482× 10−11

(0.9, 0.9) 0.014429 1.22543× 10−11 0.057462 4.49387× 10−12

،θ̃ = 0.1 مختلف مقادیر ازای به مانده خطای مقدار و عددی نتایج :٣.٣ جدول
.Cfρ = θ = K = G = 1

���� u20(x, y) E(x, y)

(0.1, 0.1) 0.111769 1.11769× 10−13

(0.2, 0.2) 0.255228 2.55228× 10−12

(0.3, 0.3) 0.356909 1.05846× 10−11

(0.4, 0.4) 0.412521 3.36746× 10−11

(0.5, 0.5) 0.428655 2.39377× 10−11

(0.6, 0.6) 0.409029 1.30158× 10−11

(0.7, 0.7) 0.351419 1.93544× 10−12

(0.8, 0.8) 0.250309 1.687× 10−11

(0.9, 0.9) 0.109735 5.80316× 10−12
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که هنͽامͬ ،K مختلف مقادیر ازای به مانده خطای مقدار و عددی نتایج :۴.٣ جدول
.Cfρ = θ = θ̃ = G = 1

���� K = 0.1 K = 0.01

u20(x, y) E(x, y) u20(x, y) E(x, y)

(0.1, 0.1) 0.0117385 1.20708× 10−12 0.00522177 3.13433× 10−11

(0.2, 0.2) 0.0276174 3.152× 10−12 0.00861144 9.78217× 10−11

(0.3, 0.3) 0.0396899 2.70801× 10−12 0.0096053 1.63962× 10−11

(0.4, 0.4) 0.0467575 3.7003× 10−12 0.0097472 2.1366× 10−10

(0.5, 0.5) 0.0489266 3.84935× 10−12 0.00971388 2.45407× 10−10

(0.6, 0.6) 0.046384 2.7731× 10−12 0.00967073 2.31175× 10−10

(0.7, 0.7) 0.0391102 2.33819× 10−12 0.0094649 1.84931× 10−10

(0.8, 0.8) 0.027107 2.89662× 10−12 0.00845328 1.16587× 10−10

(0.9, 0.9) 0.0115308 5.10973× 10−13 0.00513787 4.10582× 10−11

و Cfρ = θ̃ = K = G = 1 که ،θ مایعات، چسبندگͬ مختلف مقادیر برای u عددی جواب رسم :٣.٣ شͺل
.y = 0.5

Cfρ = θ = θ̃ = K = 1 که ،G کاربردی، فشار مختلفگرادیان مقادیر برای uجوابعددی رسم :۴.٣ شͺل
.y = 0.5 و
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و ،Cfρ = θ = θ̃ = G = 1 که ،K پذیری، نفوذ مختلف مقادیر برای u عددی جواب رسم :۵.٣ شͺل
.y = 0.5

Cfρ = θ = K = G = 1 که ،θ̃ تاثیرگذار، چسبندگͬ مختلف مقادیر برای u عددی جواب رسم :۶.٣ شͺل
.y = 0.5 و
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۴ فصل

عددی حل برای بازتولیدی روشهسته
اولیه شرایط با ساین-گوردن معادله

مقدمه ١.۴

منفͬ منحنͬ سطوح بررسͬ برای ١٨۶٢ سال در بور١ ادموند توسط بار اولین ساین-گوردن معادله
بعد اما نشد، معادله این از استفاده�ای مدتͬ برای آن از بعد شد. معرفͬ هیپربولوئید٢ همانند ثابت
سال در واقع در کردند. استفاده معادله این از کریستال�ها جابه�جایͬ مطالعه منظور به دانشمند دو آن
به بحث مورد معادله در که شد، گرفته نظر در کلین-گوردن٣ معادله از نوع ͷی عنوان به ١٩٣٩
بسیاری در ساین-گوردن معادله است. شده برده بهره sin از کلین-گوردن در خطͬ عبارت جای
پاندول حرکت رسانا، ابر دو بین جوزفسون اتصالات در فلͺسون انتشار چون هم علمͬ زمینه�های از
فلزات در نشتͬ و غیرخطͬ ͬͺاپتی ،ͬͺفیزی جامد حالت کشͬ، سیم ͷی به متصل سخت و سفت
مختلفͬ تقریبͬ روش�های از استفاده با ساین-گوردن معادله اخیرا .[۵٠] مͬ�گیرد قرار استفاده مورد

.[۵٠] است گرفته قرار بررسͬ و بحث مورد
هیلبرت بازتولیدی هسته فضای اساس بر اعتماد قابل الͽوریتم ͷی داریم قصد رساله از فصل این در
مͬ�شود بیان زیر فرم به معادله این کنیم. ارائه ساین-گوردن معادله تقریبͬ تحلیلͬ حل راه یافتن برای

utt − c2uxx + k sin(u) = 0, (١.۴)

u(x, 0) = f(x) اولیه شرایط داریم قصد معادله این حل منظور به هستند. ثابت مقادیر k و c که
بر معادله این حل به اقدام و بͽیریم نظر در دلخواه g(x) و f(x) ازای به را ut(x, 0) = g(x) و
شد، خواهد فوایدی و قابلیت�ها روش این عددی آنالیز دیدگاه از مͬ�کنیم. بازتولیدی هسته پایه�ی
محاسبه شده داده معادله برای تقریبͬ جواب ͷی مͬ�توان بزرگ کافͬ اندازه به فضاهای ازای به اولا،

١Edmond Bour
٢hyperboloid
٣Klein-Gordon
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آن ارائه نوع جهت به و مͬ�باشد کارا بسیار مسئله جواب از آمده بدست تقریب همچنین، نمود.
کاملا آن محاسباتͬ فرآیند نهایت، در داشت. خواهد وجود آن از انتͽرال�گیری و مشتق�گیری قابلیت

مͬ�دهد. نشان خود از قبولͬ قابل دقت و کارایͬ که طوری به است، مشخص

بازتولیدی روشهسته ٢.۴

خواهیم شده ذکر اولیه�ای شرایط گرفتن نظر در با ،(١.۴) معادله بررسͬ و حل به بخش این در
سازی همͽن به نیاز ابتدا در بازتولیدی هسته روش گیری کار به جهت به منظور بدین پرداخت.

مͬ�کنیم معرفͬ مناسب متغیر تغییر ͷی عنوان به را زیر تابع بنابراین داریم. اولیه شرایط

u(x, t) = u(x, t) + f(x) + g(x)t,

کرد بازنویسͬ زیر فرم به همͽن اولیه شرایط با را (١.۴) معادله آن از استفاده با مͬ�توان ادامه در

ϑtt − c2(ϑxx + fxx + gxxt) + k sin(ϑ(x, t) + f(x) + g(x)) = 0,

ϑ(x, 0) = 0, ϑt(x, 0) = 0. (٢.۴)

است، Φ = [0, X]× [0, T صورت[ به معادله حل برای بحث مورد دامنه که است توجه قابل همچنین
را بحث مورد دامنه مناسب متغیر تغییر با مͬ�توان شود وارد خللͬ مسئله کلیت به که آن بدون اما

کرد. مسئله حل به اقدام و گرفت نظر در Φ = [0, 1]× [0, 1]

تعاریف از استفاده با داریم نیاز شده، استفاده مورد مشتق مرتبه همچنین و t و x دامنه گرفتن نظر در با
کنیم معرفͬ را 0ω3

2[0, 1] و ω3
2[0, 1] فضای ،٧.١ ͷی فصل در شده بیان

ω3
2[0, 1] = {ν(x) | ν(2)(x)است مطلق پیوسته تابع ͷی , ν(3)(x) ∈ L2[0, 1]},

و
0ω3

2[0, 1] = {ν(t) | ν(2)(t)است مطلق پیوسته تابع ͷی , ν(3)(t) ∈ L2[0, 1], ν(0) = νt(0) = 0}.

به را بحث مورد فضاهای به مخصوص نرم و داخلͬ ضرب ،٨.١ تعریف از استفاده با مͬ�توان حال
کرد تعریف زیر فرم

⟨ν1, ν2⟩ω3
2 [0,1]

=
2∑

i=0

ν
(i)
1 (0)ν

(i)
2 (0) +

∫ 1

0
ν
(3)
1 (x)ν

(3)
2 (x)dx, ∥ν∥ω3

2
=

√
⟨ν, ν⟩ω3

2
. (٣.۴)

ζ ∈ [0, 1] هر ازای به اینصورت در باشد، ω3
2[0, فضای[1 بازتولیدی هسته Rζ(x)تابع که فرضاین با

در باید Rζ(x) بازتولیدی هسته تعریف طبق ،g(x) ∈ ω3
2[0, 1] هر و ثابت بعد به این از ولͬ دلخواه

کند صدق زیر شرط
⟨g(x), Rζ(x)⟩ω3

2 [0,1]
= g(ζ). (۴.۴)

است(٨.٣)، برقرار نیز 0ω3
2[0, فضای[1 در بازتولیدی هسته فضای تعریفدر و ویژگͬ این همچنین و

(٨.٣) و (٣.۴) اعمال با حال بͽیریم. نظر در فضا این بازتولید هسته تابع را κη(t) که این فرض با
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و Rζ(x) بازتولیدی هسته مͬ�توان اول فصل در شده ارائه روش به مشابه روشͬ از استفاده با نیز و
آورد بدست زیر فرم به را κη(t)

Rζ(x) =


1

120

(
120 + ζ5 + 10x2ζ2(3 + ζ)− 5xζ(−24 + ζ3)

)
, x > ζ,

1
120

(
120 + x5 − 5x(−24 + x3)ζ + 10x2(3 + x)ζ2

)
, x ≤ ζ,

و

κη(t) =


1

120η
2
(
− 5tη2 + η3 + 10t2(3 + η)

)
, t > η,

1
120 t

2
(
t3 − 5t2η + 10(3 + t)η2

)
, t ≤ η.

١٩.١ تعریف از استفاده با 0ω(3,3)
2 (Φ) فضای تعریف به احتیاج (٢.۴) معادله گرفتن نظر در با حال

مͬ�شود معرفͬ زیر صورت به که داریم،
0ω

(3,3)
2 (Φ) = ω3

2[0, 1]× 0ω3
2[0, 1]

=

{
ϑ(x, t) | ∂

4ϑ(x, t)

∂x2∂t2
Φ در است کامل پیوسته , ∂

6ϑ(x, t)

∂x3∂t3
∈ L2(Φ),

ϑ(x, 0) = ϑt(x, 0) = 0
}
.

ضرب و کرده استفاده ٢٠.١ تعریف از 0ω(3,3)
2 (Φ) فضای برای نیاز مورد داخلͬ ضرب به توجه با

مͬ�کنیم بیان زیر فرم به را فضا این روی شده تعریف داخلͬ

⟨ϑ(x, t), v(x, y)⟩0ω(3,3)
2 (Φ)

=

2∑
i=0

∫ 1

0

[
∂3

∂t3
∂i

∂xi
ϑ(0, t)

∂3

∂t3
∂i

∂xi
v(0, t)

]
dt

+

2∑
j=0

⟨
∂j

∂tj
ϑ(x, 0),

∂j

∂tj
v(x, 0)

⟩
0ω3

2

+

∫ 1

0

∫ 1

0

∂3

∂x3
∂3

∂t3
ϑ(x, t)

∂3

∂x3
∂3

∂t3
v(x, t)dxdt.

به را 0ω
(3,3)
2 (Φ) = ω3

2[0, 1] × 0ω3
2[0, 1] فضای بازتولیدی هسته مͬ�توان ٩.۴.١ قضیه از استفاده با

کرد تعریف زیر فرم
Ψ(ζ,η)(x, t) = Rζ(x)κη(t), (۵.۴)

مͬ�توان همچنین هستند. 0ω3
2[0, 1] و ω3

2[0, 1] فضاهای بازتولیدی هسته� بترتیب κη(t) و Rζ(x) که
فضای بازتولیدی هسته تابع Υ(ζ,η)(x, t) فرضکنیم تعریفکرد. ω(3,3)

2 (Φ) همانند ω
(1,1)
2 (Φ) فضای

خطͬ عملͽر (١.۴) طبق بنابراین باشد، ω(1,1)
2 (Φ)

L : 0ω
(3,3)
2 (Φ) −→ 0ω

(1,1)
2 (Φ),

مͬ�شود تعریف زیر صورت به

(Lϑ) (x, t) ≡ ∂2

∂t2
ϑ(x, t)− c2

∂2

∂x2
ϑ(x, t), (۶.۴)

F(x, t, ϑ(x, t)) ≡ c2fxx + c2gxxt+ k sin(ϑ(x, t) + f(x) + g(x)). (٧.۴)
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کرد بازنویسͬ زیر فرم به مͬ�توان را (١.۴) مͬ�توان حال

Lϑ(x, t) = F(x, t, ϑ(x, t)), ϑ(x, 0) = ϑt(x, 0) = 0. (٨.۴)

L∗ کنید فرض است. چͽال Φ در {(xi, ti)}∞i=1 که ،φi(x, t) = Υ(xi,ti)(x, t) دهیم قرار ادامه در
کنیم تعریف و باشد L الحاقͬ عملͽر

Ωi(x, t) = L∗φi(x, t). (٩.۴)

١.٢.٣ قضیه همانند اثباتͬ که کرد، بیان را زیر قضیه مͬ�توان شده گرفته نظر در مفروضات به توجه با
داشت. خواهد

فضای در کامل یͷسیستم {Ωi(x, t)}∞i=1 گاه آن باشد، چͽال Φ در {(xi, ti)}∞i=1 اگر .١.٢.۴ قضیه
است. 0ω(3,3)

2 Φ

ساین-گوردن معادله حل ٣.۴

برای روش�هایͬ بتوان که طوری به پرداخت، خواهیم ساین-گوردن معادله بررسͬ به بخش این در
روش اساس بر روش دو هر کنیم، بیان را روش دو داریم قصد نمود. پیشنهاد (٢.۴) معادله حل
بدین است. اشمیت گرام فرآیند کاربرد در آن�ها تفاوت و بود خواهد هیلبرت فضای بازتولیدی هسته
معادله نهایت در و کرد خواهیم بررسͬ سازی متعامد فرآیند از استفاده بدون را روشحل ابتدا منظور

مͬ�کنیم. حل بازتولیدی هسته� ͷکلاسی روش به (٢.۴)را

اشمیت گرام فرآیند بدون (٢.۴) معادله روشحل ١.٣.۴

مͬ�کنیم، ارائه بازتولید هسته فضای پایه بر (١.۴) معادله حل برای کارآمد الͽوریتم ͷقسمتی این در
(١.۴) معادله جواب یافتن منظور به کرد. نخواهیم استفاده اشمیت گرام فرآیند کاربرد از منظور بدین

مͬ�بریم. بهره زیر قضیه از

دارای (١.۴) معادله اگر باشد. چͽال مجموعه ͷی Φ در {(xi, ti)}∞i=1 کنید فرض .١.٣.۴ قضیه
مͬ�شود بیان زیر فرم به مسئله تقریبͬ جواب گاه آن باشد، یͺتا جواب

ϑ(x, t) =
∞∑
i=1

αiΩi(x, t), (١٠.۴)

تعیین Bα = F خطͬ معادلات نیم-نامتناهͬ دستͽاه حل از استفاده با که هستند، ضرایبͬ αiها که
که مͬ�شوند،

α = [α1, α2, . . . ]
T , B = [LΩi(xj , tj)] i, j = 1, 2, . . .

و
F = [F(x1, t1, ϑ(x1, t1)),F(x2, t2, ϑ(x2, t2)), . . . ]

T .
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طوری به شود، داده نمایش (١٠.۴) صورت به مͬ�تواند مسئله جواب ١.٢.۴ قضیه به توجه با برهان.
که

⟨Ωj(x, t),Ωi(x, t)⟩0ω(3,3)
2

= ⟨L∗φj(x, t),Ωi(x, t)⟩0ω(3,3)
2

= ⟨φj(x, t),LΩi(x, t)⟩0ω(3,3)
2

= LΩi(xj , tj),

و

⟨ϑ(x, t),Ωj(x, t)⟩0ω(3,3)
2

= ⟨ϑ(x, t),L∗φj(x, t)⟩0ω(3,3)
2

= ⟨Lϑ(x, t), φj(x, t)⟩0ω(3,3)
2

= F(xj , tj , ϑ(xj , tj)).

نیم-نامتناهͬ دستͽاه حل با αi ضرایب ،[۴٧] هیلبرت فضای در تقریب بهترین طبق نتیجه در
است. کامل اثبات و مͬ�شود تعیین Bα = F خطͬ معادلات

اشمیت گرام فرآیند از استفاده با (٢.۴) معادله روشحل ٢.٣.۴

هیلبرت فضای بازتولیدی هسته ͷکلاسی روش به ساین-گوردن معادله حل بررسͬ به بخش این در
پایه�های این که چند هر است، استوار اشمیت گرام سازی متعامد فرآیند پایه بر روش این مͬ�پردازیم.
روش مطالعه جهت به است. زمان�بر بسیار سازی متعامد فرآیند اما داشت خواهند مزیت�هایͬ متعامد
0ω

(3,3)
2 ,Ω̄i(x}از t)

}∞
i=1

سیستم متعامد پایه�های باید ابتدا روش این از استفاده با (٢.۴) معادله حل
زیر صورت به را است آمده بدست {Ωi(x, t)}∞i=1 روی بر اشمیت گرام سازی متعامد فرآیند از که

داشت خواهیم

Ω̄i(x, t) =

i∑
k=1

ρikΩk(x, t), (١١.۴)

(١.۴) معادله جواب یافتن منظور به زیر قضیه از هستند. متعامدسازی ضرایب ρik که طوری به
مͬ�کنیم استفاده

یͺتا جواب دارای (١.۴) معادله اگر باشد. چͽال Φ در {(xi, ti)}∞i=1 کنید فرض .٢.٣.۴ قضیه
بود خواهد زیر صورت به معادله جواب گاه آن باشد،

ϑ(x, t) =
∞∑
i=1

i∑
k=1

ρikF(xk, tk, ϑ(xk, tk))Ω̄i(x, t). (١٢.۴)

مͬ�تواند ϑ(x, t) ،١.٢.۴ قضیه از استفاده با باشد. (١.۴) جوابمعادله ϑ(x, t) که فرضآن با برهان.
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شود داده بسط زیر فرم به فوریه سری توسط

ϑ(x, t) =

∞∑
i=1

⟨
ϑ(x, t), Ω̄i(x, t)

⟩
0ω

(3,3)
2

Ω̄i(x, t) =

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik ⟨ϑ(x, t),Ωk(x, t)⟩0ω(3,3)
2

Ω̄i(x, t)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik ⟨ϑ(x, t),L∗φk(x, t)⟩0ω(3,3)
2

Ω̄i(x, t)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik ⟨Lϑ(x, t), φk(x, t)⟩0ω(3,3)
2

Ω̄i(x, t)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρikF(xk, tk, ϑ(xk, tk))Ω̄i(x, t) ,

است. کامل اثبات

نمود. محاسبه مͬ�توان برایmجمله را ϑ(x, t)جواب از تقریبͬ ،(١٢.۴) برشسری از استفاده با

عددی نتایج ۴.۴

استفاده با را شده ارائه روش پیشنهادی، دقتروشعددی و کارایͬ مشخصکردن و بررسͬ منظور به
قابل البته کرد. خواهیم اجرا را شده�اند انتخاب دلخواه طور به که خاصͬ اولیه توابع و پارامتر�ها از
بدون هیلبرت فضای بازتولیدی هسته روش کارگیری به زمینه در نوآوری به توجه با که است توجه
مسئله جواب زدن تقریب برای اول پیشنهادی روش اشمیت، گرام سازی متعامد روش از استفاده
نقطه در مانده خطای میزان بیانͽر E(x, t) شده داده جدول در گرفت. خواهیم کار به ساین-گوردن
و f(x) اولیه توابع همچنین و c, k ثابت مقادیر (٢.۴) معادله حل برای بنابراین است. (x, t) ∈ Φ

است، شده گزارش جدول در که آمده بدست نتایج گرفتن نظر در با گرفت. خواهیم نظر را g(x)

نتایج به n = 20 گیری بͺار با تنها که چرا مͬ�شود داده نشان پیشنهادی روش دقت و کارایͬ قابلیت،
استفاده به احتیاج کنیم روشکلاسیͷحل با را معادله همین اگر و یافته�ایم دست قبولͬ قابل دقت و
داریم. دقت میزان همین به یافتن دست برای طولانͬ�تری محاسبات و بیشتری خیلͬ نقاط تعداد از

نتیجه�گیری ۵.۴

معادله حل برای هیلبرت فضای بازتولیدی هسته روش اساس بر روش دو رساله از فصل این در
تقریبͬ جواب محاسبه قابلیت شده ارائه روش دو هر شد. پیشنهاد اولیه شرایط با ساین-گوردن
و محاسبات حجم اشمیت گرام سازی متعامد فرآیند از پرهیز دلیل به اول روش اما دارند، را مسئله
جزئͬ مشتقات با معادلات حل برای نتیجه در مͬ�کند. پیدا کاهش شدت به آن اجرای زمان نتیجه در

مͬ�باشد. صرفه�تر به مقرون بسیار اول روش کاربرد
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مانده خطای گزارش و عددی نتایج :١.۴ جدول
Nodes u20(x, t) E(x, t)

(0.1, 0.1) 0.392335 1.44671× 10−10

(0.2, 0.2) 0.772983 2.05276× 10−9

(0.3, 0.3) 1.12962 1.83768× 10−9

(0.4, 0.4) 1.44976 2.60293× 10−9

(0.5, 0.5) 1.72225 2.28228× 10−9

(0.6, 0.6) 1.93768 3.07368× 10−9

(0.7, 0.7) 2.08814 2.50576× 10−9

(0.8, 0.8) 2.1665 2.63768× 10−9

(0.9, 0.9) 2.16542 2.32481× 10−9

۴٨



۵ فصل

از استفاده با دیم اولیه مقدار مسئله حل
بازتولیدی روشهسته

مقدمه ١.۵

سیستم�های در فراوانͬ کاربردهای که است مهم جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ͷی دیم معادله
اولین و شد کشف هری�دیم١ توسط ١٩٧-١٩٧٣۴ سال در بار اولین معادله این دارد. ͬͺفیزی
از نمونه ͷی معادله این .[۵١] رسید چاپ به ١٩٧۵ سال در کروسͺال٢ مقاله در آن کاربردهای
استرم-لیوویل٣ تبدیل عملͽر توسط و مͬ�شود داده KdVنسبت معادله به که است سیستم ͬͽپارچͺی
ͷدینامی مطالعه برای مدل این کاربرد مͬ�شود داده نشان .[۵٣ ،۵٢] مͬ�گیرد قرار استفاده مورد
که سافمن-تیلور۴ مسئله مطالعه در معادله این بعلاوه، دارد. فراوانͬ استفاده آب امواج در سیالات
دو فضای در دیم معادله همچنین .[۵۴] مͬ�شود ایجاد است تنشسطحͬ به مربوط مشͺل بررسͬ به
سایر نیز و دیم معادله کاربرد از موارد این .[۵۵] است مرتبط KP انتͽرالͬ معادله مطالعه به بعدی
است. شده گرفته قرار کامل بحث مورد [۶١ ،۶٠ ،۵٩ ،۵٨ ،۵٧ ،۵۶] مقالات در آن استفاده�های

شود مͬ بیان زیر فرم به ، R× [0,∞) دامنه روی دیم معادله
ut = u3uxxx . (١.۵)

شرط در که طوری به هستیم، دیم اولیه مقدار مسئله حل یͷروشبرای دنبال به رساله از فصل این در
کرد استفاده زیر صورت به مشتق�پذیری لازم شرط گرفتن نظر در با f(x) دلخواه تابع از مͬ�توان اولیه

u(x, 0) = f(x) . (٢.۵)

u(x, t) صورت= به دیم معادله دقیق جواب مͬ�توان اولیه شرط عنوان به f(x) از خاصͬ تابع ازای به
.[۶٢] آورد بدست (−3c[x+ c2t]

)2/3
١Harry Dym
٢Kruskal
٣Sturm-Liouville
۴Saffman-Taylor
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تقریبͬ حل منظور به هیلبرت فضای بازتولیدی هسته روش پایه بر عددی ͷنیͺت ͷی فصل این در
شرایط با غیرخطͬ سیستم�های از بسیاری برای عددی روش این نمود. خواهیم معرفͬ دیم معادله

.[٢٩ ،٢٨ ،٢٧] دارد فراوانͬ کاربرد اولیه و مرزی

بازتولیدی روشهسته ٢.۵

اولیه شرط گرفتن نظر در با (١.۵) معادله حل برای مناسب بازتولیدی هسته یͷفضای از داریم قصد
اولیه شرط باید ابتدا عددی روش این از بردن بهره برای منظور بدین کنیم. استفاده u(x, 0) = f(x)

روی بر را آن و مͬ�کنیم تعریف را u(x, t) = ϑ(x, t) + f(x) متغیر تغییر نتیجه در نماییم. همͽن را
بازنویسͬ زیر فرم به معادله نهایت در و مͬ�کنیم اعمال u(x, 0) = f(x) اولیه شرط و (١.۵) معادله

مͬ�شود
ϑt = [ϑ(x, t) + f(x)]3

[
∂3

∂x3
ϑ(x, t) + f ′′′(x)

]
,

ϑ(x, 0) = 0 .

(٣.۵)

شده تعریف Φ = [0, X] × [0,∞) صورت به مسئله برای بحث مورد دامنه شد بیان که طور همان
را مسئله مناسب متغیر تغییر ͷی با مͬ�توان شود ایجاد خللͬ مبحث کلیت به که آن بدون که است،

داد. قرار بررسͬ و بحث مورد Φ = [0, 1]× [0,∞) دامنه در
اول فصل در شده ارائه تعریف طبق که داریم، بازتولیدی هسته فضای تعریف به احتیاج ابتدا در

مͬ�شود تعریف زیر صورت به نیاز مورد فضای اولیه شرط داشتن به توجه با ١٧.١

0ω2
2([0,∞)) = {υ(t) | υ(t), υ′(t)است مطلق پیوسته تابع ͷی,

υ, υ′(t), υ′′(t) ∈ L2([0,∞)), υ(0) = 0}.

صورت به ١٨.١ اول فصل در شده ارائه تعریف به توجه با فضا این به مربوط داخلͬ ضرب همچنین
مͬ�کنیم بیان زیر

⟨υ1, υ2⟩0ω2
2 [0,∞) =

∫ ∞

0

{
4υ1(t)υ2(t) + 5υ′1(t)υ

′
2(t) + υ′′1(t)υ

′′
2(t)

}
dt,

هستیم. ∥υ∥ω2
2
=

√
⟨υ, υ⟩ω2

2
نرم دارای لذا

تابع مشتق�پذیری مرتبه و ٧.١ کراندار دامنه با بازتولید هسته فضای تعریف ͬͽونͽچ از استفاده با
کرد تعریف زیر فرم به را ω4

2([0, 1]) فضای مͬ�توان
ω4
2([0, 1]) = {υ(x) | υ(3)(x)است مطلق پیوسته تابع ͷی , υ(4)(x) ∈ L2([0, 1])}.

است زیر فرم به ٨.١ تعریف به توجه با 0ω4
2[0, 1] فضای به مخصوص نرم و داخلͬ ضرب

⟨υ1, υ2⟩ω4
2
=

3∑
i=0

υ
(i)
1 (0)υ

(i)
2 (0) +

∫ 1

0
υ
(4)
1 (x)υ

(4)
2 (x)dx, ∥υ∥ω4

2
=

√
⟨υ, υ⟩ω4

2
.

بازتولیدی هسته اساسͬ ویژگͬ این از بردن بهره با
u(·) =< u(x), R(x, ·) >ω . (۴.۵)
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فضاهای برای را بازتولید هسته تابع مͬ�توان فضا مخصوصهر داخلͬ تعریفضرب به توجه با نیز و
به ω4

2([0, 1]) فضای بازتولید هسته تابع Rζ(x) نتیجه در آورد، بدست 0ω2
2([0,∞)) و ω4

2([0, 1])

صورت

Rζ(x) =



1
5040

(
−ζ7 + 35(ζ + 4)ζ3x3 − 21

(
ζ3 − 60

)
ζ2x2

+7
(
ζ5 + 720

)
ζx+ 5040

)
, x ≤ ζ,

1
5040

(
−x7 + 7ζ

(
x5 + 720

)
x+ 35ζ3(x+ 4)x3

−21ζ2
(
x3 − 60

)
x2 + 5040

)
, x > ζ,

داریم زیر فرم به را 0ω2
2([0,∞)) فضای بازتولید هسته تابع Kη(t) و است

Kη(t) =


1
12

(
e−2η−2t − 1

12e
2t−2η − e−η−t

6 + et−η

6

)
, t ≤ η,

1
6

(
(eη − e−η) e−t − 1

12

(
e4η − 1

)
e−2η−2t

)
, t > η.

باید است، شده مطرح متغیره دو فضای ͷی در بحث مورد اولیه مقدار مسئله که نͺته این به توجه با
کرد تعریف زیر فرم به ١٩.١ تعریف از استفاده با را 0ω

(4,2)
2 (Φ) فضای به مربوط دوتایͬ توابع فضای

0ω
(4,2)
2 (Φ) = ω4

2([0, 1])× 0ω2
2([0,∞))

=
{
u(x, t) | ∂

4u(x, t)

∂x3∂t
در است پیوسته ,Φکاملا

∂6u(x, t)

∂x4∂t2
∈ L2(Φ),

u(x, 0) = 0
}
.

قضیه همچنین و 0ω
(4,2)
2 (Φ) = ω4

2([0, 1]) × 0ω2
2([0,∞)) استفاده مورد فضای تعریف به توجه با

شد خواهد بیان زیر صورت به 0ω
(4,2)
2 (Φ) فضای بازتولیدی هسته ٩.۴.١

Ω(ζ,η)(x, t) = Rζ(x)κη(t) , (۵.۵)

هسته تابع Υ(ζ,η)(x, t) کنیم فرض لذا و کرد تعریف 0ω
(4,2)
2 (Φ) همانند ω

(1,1)
2 (Φ) فضای مͬ�توان

خطͬ عملͽر بنابراین باشد، ω(1,1)
2 (Φ) فضای بازتولیدی

L : 0ω
(4,2)
2 (Φ) −→ 0ω

(1,1)
2 (Φ),

مͬ�شود بیان زیر فرم به
(Lϑ) (x, t) ≡ ∂

∂t
ϑ(x, t) , (۶.۵)

که
F(x, t, ϑ(x, t), ∂xxxϑ(x, t)) ≡ [ϑ(x, t) + f(x)]3

[
∂3

∂x3
ϑ(x, t) + f ′′′(x)

]
. (٧.۵)

داریم که کرد، بازنویسͬ را (٣.۵) معادله مͬ�توان حال
Lϑ(x, t) = F(x, t, ϑ(x, t), ∂xxxϑ(x, t)),

ϑ(x, 0) = 0.
(٨.۵)
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فرض بعلاوه است. چͽال Φ در {(xi, ti)}∞i=1 که ،φi(x, t) = Υ(xi,ti)(x, t) دهیم قرار صورت این در
مͬ�کنیم

Ψi(x, t) = L∗φi(x, t), (٩.۵)

کرد بیان را زیر قضیه مͬ�توان شده ارائه مفروضات به توجه با حال مͬ�باشد. L الحاقͬ عملͽر L∗ که

کامل سیستم ͷی {Ψi(x, t)}∞i=1 گاه آن باشد، چͽال Φ در {(xi, ti)}∞i=1 اگر ١.٢.٣ .١.٢.۵ قضیه
است. 0ω(4,2)

2 (Φ) فضای در

دیم معادله عددی حل ٣.۵

روش داشت. خواهیم رو پیش راه دو هیلبرت فضای بازتولیدی هسته اساس بر دیم معادله حل برای
پرداخت به مجبور آن نتیجه در که است، اشمیت گرام سازی متعامد فرآیند از استفاده آن ͷکلاسی
(٨.۵) معادله تقریبͬ جواب یافتن منظور به زیادی زمان صرف ادامه در و زیادی محاسباتͬ هزینه
که آورد، بدست مͬ�توان آن با ارتباط در مناسبͬ بسیار همͽرایͬ اثبات دیͽر جهت از اما هستیم.
هزینه کاهش نتیجه در و سازی متعامد فرآیند این حذف دوم راه بود. خواهد قوی تئوری لحاظ از
به استفاده مورد نقاط تعداد حداقل از استفاده با مͬ�کند ایجاد را امͺان این که مͬ�باشد، محاسباتͬ

بیابیم. دست ممͺن پاسخ بهترین

سازی متعامد بدون (٨.۵) معادله عددی حل ١.٣.۵

گرام فرآیند از آن در که مͬ�کنیم، ارائه هسته بازتولیدی فضای پایه بر تͺراری روش بخش این در
بدین شود. داده بهبود آن وسیله به ͷروشکلاسی محاسباتͬ هزینه نتیجه در و نشود استفاده اشمیت
جواب مͬ�توان آن وسیله به که مͬ�کنیم، بیان را زیر قضیه (٨.۵) معادله جواب یافتن برای منظور

زد. تقریب قبولͬ قابل دقت با و خوبͬ به را مطالعه مورد مسئله

دارای (٨.۵) معادله اگر باشد. چͽال یͷمجموعه Φ در {(xi, ti)}∞i=1 که فرضاین با .١.٣.۵ قضیه
مͬ�شود بیان زیر فرم به دیم اولیه مقدار مسئله تقریبͬ جواب گاه آن باشد، یͺتا جواب

ϑ(x, t) =

∞∑
i=1

αiΨi(x, t), (١٠.۵)

Bα = F معادلاتخطͬ نیم-نامتناهͬ دستͽاه حل از استفاده با که هستند، ضرایبͬ αiها که طوری به
که مͬ�شود، تعیین

B = [LΨi(xj , tj)] , i, j = 1, 2, . . . , α = [α1, α2, . . . ]
T ,

و
F = [F(x1, t1, ϑ(x1, t1), ∂xxxϑ(x1, t1)),F(x2, t2, ϑ(x2, t2), ∂xxxϑ(x2, t2)), . . . ]

T .
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معادله تقریبͬ جواب مͬ�توان مͬ�شود بیان ادامه در که اثباتͬ روند و ١.٢.۵ قضیه از استفاده با برهان.
داریم نتیجه در داد، نمایش (١٠.۵) فرم به را

⟨Ψj(x, t),Ψi(x, t)⟩0ω(4,2)
2

= ⟨L∗φj(x, t),Ψi(x, t)⟩0ω(4,2)
2

= ⟨φj(x, t),LΨi(x, t)⟩0ω(1,1)
2

= LΨi(xj , tj)

و

⟨ϑ(x, t),Ψj(x, t)⟩0ω(4,2)
2

= ⟨ϑ(x, t),L∗φj(x, t)⟩0ω(4,2)
2

= ⟨Lϑ(x, t), φj(x, t)⟩0ω(1,1)
2

= F(xj , tj , ϑ(xj , tj), ∂xxxϑ(xj , tj)).

معادلات نیم-نامتناهͬ دستͽاه حل با αi ضرایب ،[۴٧] هیلبرت فضای در تقریب بهترین طبق لذا
است. کامل اثبات و مͬ�شود تعیین Bα = F خطͬ

سازی متعامد با (٨.۵) معادله عددی حل ٢.٣.۵

مقدار مسئله این حل برای را ͷکلاسی روش داریم قصد قبل قسمت در شده ارائه روش مقابل در
کار به را اشمیت گرام فرآیند باید داریم متعامد پایه�های به نیاز چون بنابراین ببریم. کار به اولیه
روی اشمیت گرام سازی متعامد فرآیند اعمال با ،0ω(4,2)

2 فضای از {Ψ̄i(x, t)
}∞
i=1

نتیجه در ببریم.
نوشت مͬ�توان بنابراین است. آمده بدست {Ψi(x, t)}∞i=1

Ψ̄i(x, t) =

i∑
k=1

ρikΨk(x, t), (١١.۵)

داریم را زیر قضیه (٨.۵) معادله جواب یافتن منظور به هستند. متعامدسازی ضرایب ρik که

یͺتا جواب دارای (٨.۵) معادله اگر باشد. چͽال Φ در {(xi, ti)}∞i=1 کنید فرض .٢.٣.۵ قضیه
بود خواهد زیر صورت به معادله جواب گاه آن باشد،

ϑ(x, t) =
∞∑
i=1

i∑
k=1

ρikF(xk, tk, ϑ(xk, tk), ∂xxxϑ(xk, tk))Ψ̄i(x, t). (١٢.۵)

مͬ�تواند ϑ(x, t) ،١.٢.۵ قضیه از استفاده با باشد. (٨.۵) معادله جواب ϑ(x, t) کنید فرض برهان.
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شود داده بسط زیر فرم به فوریه سری توسط

ϑ(x, t) =
∞∑
i=1

⟨
ϑ(x, t), Ψ̄i(x, t)

⟩
0ω

(4,2)
2

Ψ̄i(x, t)

=
∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik ⟨ϑ(x, t),Ψk(x, t)⟩0ω(4,2)
2

Ψ̄i(x, t)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik ⟨ϑ(x, t),L∗φk(x, t)⟩0ω(4,2)
2

Ψ̄i(x, t)

=
∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik ⟨Lϑ(x, t), φk(x, t)⟩0ω(1,1)
2

Ψ̄i(x, t)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρikF(xk, tk, ϑ(xk, tk), ∂xxxϑ(xk, tk))Ψ̄i(x, t) ,

است. کامل اثبات

مͬ�توان زیر فرم به جمله m برای را ϑ(x, t) جواب از تقریبͬ ،(١٢.۵) سری برش از استفاده با
داد نمایش

ϑm(x, t) =
m∑
i=1

κiΨ̄i(x, t), (١٣.۵)

که
κi =

i∑
k=1

ρikF(xk, tk, ϑ(xk, tk), ∂xxxϑ(xk, tk)). (١۴.۵)

روش همͽرایͬ آنالیز ۴.۵

توجه قابل حال هر به گرفت. خواهد قرار بحث مورد دوم الͽوریتم همͽرایͬ بخشویژگͬ�های این در
متعامد مͬ�تواند نیز اول روش کارگیری به با جواب تقریب در شده استفاده پایه�ای تابع� هر که است
گیرد. قرار استفاده مورد نیز اول روش برای مͬ�تواند مͬ�آید بدست که همͽرایͬ نتایج نتیجه در و شود
و بحث مورد زیر قضایای در است دیم مسئله جواب از تقریبͬ که ϑm(x, t) دنباله همͽرایͬ بنابراین

مͬ�گیرد. قرار بررسͬ

که طوری به دارد وجود C > 0 ثابت آن�گاه باشد، ϑ(x, t) ∈ Φ اگر .١.۴.۵ قضیه

|ϑ(x, t)| ⩽ C ∥ϑ(x, t)∥0ω
(4,2)
2

, |ϑt(x, t)| ⩽ C ∥ϑ(x, t)∥0ω
(4,2)
2

,

|ϑx(x, t)| ⩽ C ∥ϑ(x, t)∥0ω
(4,2)
2

, |ϑxxxx(x, t)| ⩽ C ∥ϑ(x, t)∥0ω
(4,2)
2

,

|ϑxxxt(x, t)| ⩽C ∥ϑ(x, t)∥0ω
(4,2)
2

.

نوشت مͬ�توان ،(x, t) ∈ Φ هر ازای به برهان.
|ϑ(x, t)| =

∣∣⟨ϑ(ζ, η),Υ(x,t)(ζ, η)
⟩∣∣

0ω
(4,2)
2

⩽ ∥ϑ(ζ, η)∥0ω
(4,2)
2

∥∥Υ(x,t)(ζ, η)
∥∥

0ω
(4,2)
2

,
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که طوری به دارد وجود C1 > 0 ثابت بنابراین
|ϑ(x, t)| ⩽ C1 ∥ϑ(ζ, η)∥0ω

(4,2)
2

.

داریم همچنین

|ϑx(x, t)| =
∣∣∣∣⟨ϑ(ζ, η),

∂

∂x
Υ(x,t)(ζ, η)

⟩∣∣∣∣
0ω

(4,2)
2

⩽ ∥ϑ(x, t))∥0ω
(4,2)
2

∥∥∥∥ ∂

∂x
Υ(x,t)(ζ, η)

∥∥∥∥
0ω

(4,2)
2

,

که دارد وجود C2 > 0 ثابت صورت این در
|ϑx(x, t)| ⩽ C2 ∥ϑ(ζ, η)∥0ω

(4,2)
2

.

کنند صدق زیر روابط در که کرد تعریف نحوی به را C3, C4, C5 > 0 ثابت�های مͬ�توان مشابه طور به

|ϑt(x, t)| ⩽ C3 ∥ϑ(x, t)∥0ω
(4,2)
2

, |ϑxxxt(x, t)| ⩽ C4 ∥ϑ(x, t)∥0ω
(4,2)
2

,

و
|ϑxxxx(x, t)| ⩽ C5 ∥ϑ(x, t)∥0ω

(4,2)
2

.

است. کامل قضیه اثبات آن�گاه باشد، C = max{C1, C2, C3, C4, C5} کنید فرض حال

نوشت را زیر قضیه مͬ�توان بالا، قضیه از نتیجه�ای عنوان به

که طوری به (xm, tm) −→ (x, t) و ϑm(x, t)
∥·∥

0ω
(4,2)
2−−−−−−→ ϑ̄(x, t) باشیم داشته اگر .٢.۴.۵ قضیه

این در باشد، پیوسته F(x, t, ϑ(x, t), ∂xxxϑ(x, t)) و کراندار ∥ϑm(x, t)∥0ω
(4,2)
2

همچنین و m → ∞
صورت

F(xm, tm, ϑm−1(xm, tm), ∂xxxϑm−1(xm, tm)) −→ F(x, t, ϑ̄(x, t), ∂xxxϑ̄(x, t)),

.m → ∞ که وقتͬ

که آن�جایͬ از ,ϑm−1(xm∣∣برهان. tm)− ϑ̄(x, t)
∣∣ = ∣∣ϑm−1(xm, tm)− ϑm−1(x, t) + ϑm−1(x, t)− ϑ̄(x, t))

∣∣
⩽ |∂xϑm−1| |xm − x|+ |∂tϑm−1| |tm − t|+

∣∣ϑm−1(x, t)− ϑ̄(x, t)
∣∣ ,
,xxxϑm−1(xm∂∣∣و tm)− ∂xxxϑ̄(x, t)

∣∣
=

∣∣∂xxxϑm−1(xm, tm)− ∂xxxϑm−1(x, t) + ∂xxxϑm−1(x, t)− ∂xxxϑ̄(x, t))
∣∣

⩽ |∂x4ϑm−1| |xm − x|+ |∂x3tϑm−1| |tm − t|+
∣∣∂xxxϑm−1(x, t)− ∂xxxϑ̄(x, t)

∣∣ ,
قضیه و ∥ϑm∥0ω

(4,2)
2

کرانداری داشتن نظر در با و m → ∞ که ϑm

∥·∥
0ω

(4,2)
2−−−−−−→ ϑ̄ شده داده شرط از

داریم ،(x, t) ∈ Φ هر ازای به ١.۴.۵∣∣ϑm−1(xm, tm)− ϑ̄(x, t)
∣∣ → 0, و

∣∣∂xxxϑm−1(xm, tm)− ∂xxxϑ̄(x, t)
∣∣ → 0,

مͬ�دهد نتیجه F(x, t, ϑ(x, t), ∂xxxϑ(x, t)) ͬͽپیوست .m → ∞ که
F(xm, tm, ϑm−1(xm, tm), ∂xxxϑm−1(xm, tm)) −→ F(x, t, ϑ(x, t), ∂xxxϑ(x, t)),

مͬ�شود. کامل قضیه اثبات بنابراین ،m → ∞ که
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باشد، چͽال Φ در {(xi, ti)}∞i=1 اگر باشد. کراندار (١٣.۵) در ∥ϑm(x, t)∥ فرضکنید .٣.۴.۵ قضیه
ϑ(x, t) دقیق جواب به مͬ�آید بدست شده ارائه روش از که ϑm(x, t) تقریبͬ جواب mامین گاه آن

و است همͽرا (٨.۵) معادله
ϑ(x, t) =

∞∑
i=1

κi Ψ̄i(x, t), (١۵.۵)

است. شده داده (١۴.۵) رابطه توسط κi که

مͬ�توان ،(١٣.۵) معادله گرفتن نظر در با همͽراست. ϑm دنباله کرد خواهیم ثابت ابتدا در برهان.
که کرد استنتاج

ϑm+1(x, t) = ϑm(x, t) + κm+1Ψ̄m+1(x, t). (١۶.۵)

مͬ�گیریم نتیجه ،{Ψ̄i(x, t)
}∞
i=1

تعامد از
∥ϑm+1∥0ω

(4,2)
2

= ∥ϑm∥0ω
(4,2)
2

+ κ2m+1. (١٧.۵)

که است برقرار بنابراین
∥ϑm+1∥0ω

(4,2)
2

⩾ ∥ϑm∥0ω
(4,2)
2

.

که طوری به دارد وجود c ثابت و همͽراست ∥ϑm∥0ω
(4,2)
2

، ∥ϑm∥0ω
(4,2)
2

کرانداری به توجه با
∞∑
i=1

κ2i = c.

ϑm+1(x, t) − ϑm(x, t) تعامد از و n > m اگر . κi ∈ l2, i = 1, 2, . . . که مͬ�دهد نتیجه لذا
داریم گاه آن کنیم، استفاده

∥ϑn(x, t)−ϑm(x, t)∥2
0ω

(4,2)
2

= ∥ϑn(x, t)− ϑn−1(x, t) + ϑn−2(x, t) + · · ·+ ϑm+1(x, t)− ϑm(x, t)∥2
0ω

(4,2)
2

= ∥ϑn(x, t)− ϑn−1(x, t)∥20ω(4,2)
2

+ · · ·+ ∥ϑm+1(x, t)− ϑm(x, t)∥2
0ω

(4,2)
2

=
n∑

i=m+1

κ2i −→ 0 (m −→ ∞).

.m −→ ∞ وقتͬ ϑm

∥·∥
0ω

(4,2)
2−−−−−−→ ϑ̄ که مͬ�دهد نشان 0ω

(4,2)
2 هیلبرت فضای بودن کامل به توجه با

نتیجه (١٣.۵) معادله از منظور، بدین است. (٨.۵) معادله جواب ϑ̄ که کرد خواهیم اثبات ثانیا،
مͬ�گیریم

ϑ̄(x, t) =
∞∑
i=1

κiΨ̄i(x, t).

که این به نظر

(Lϑ̄)(xm, tm) =

∞∑
i=1

κi
⟨
LΨ̄i, φm

⟩
0ω

(4,2)
2

=
∞∑
i=1

κi
⟨
Ψ̄i,Ψm

⟩
0ω

(4,2)
2

, (١٨.۵)
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داریم

m∑
j=1

ρmj(Lϑ̄)(xm, tm) =
∞∑
i=1

κi

⟨
Ψ̄i,

m∑
j=1

ρmjΨj

⟩
0ω

(4,2)
2

=

∞∑
i=1

κi
⟨
Ψ̄i, Ψ̄m

⟩
0ω

(4,2)
2

= κm. (١٩.۵)

صورت این در باشد، m = 1 اگر
(Lϑ̄)(x1, t1) = F(x1, t1, ϑ0(x1, t1), ∂xxxϑ0(x1, t1)).

داریم ،m = 2 برای همچنین

ρ21(Lϑ̄)(x1, t1) + ρ22(Lϑ̄)(x2, t2) =ρ21F(x1, t1, ϑ0(x1, t1), ∂xxxϑ0(x1, t1))

+ ρ22F(x2, t2, ϑ0(x2, t2), ∂xxxϑ0(x2, t2)).

از استفاده با کلͬ طور به . (Lϑ̄)(x2, t2) = F(x2, t2, ϑ0(x2, t2), ∂xxxϑ0(x2, t2)) که است واضح
نوشت مͬ�توان استقرا

(Lϑ̄)(xj , tj) = F(xj , tj , ϑj−1(xj , tj), ∂xxxϑj−1(xj , tj)). (٢٠.۵)

آن از همͽراست، (µ, ϱ) به که دارد وجود {
(xmj , tmj )

}∞
j=1

دنباله زیر ͷی ،(µ, ϱ) ∈ Φ هر برای
نتیجه ٢.۴.۵ قضیه و ϑm دنباله گرفتن نظر در با بنابراین است. چͽال Φ در {(xi, ti)}∞i=1 که جایͬ

که مͬ�گیریم
(Lϑ̄)(µ, ϱ) = F(µ, ϱ, ϑ̄(µ, ϱ), ∂xxxϑ̄(µ, ϱ)). (٢١.۵)

و است (٨.۵) معادله جواب ϑ̄(x, t) که

ϑ(x, t) =

∞∑
i=1

κiΨ̄i(x, t).

است. کامل اثبات لذا

و ϑm(x, t) بین تقریبͬ خطای τm(x, t) و (٨.۵) معادله جواب ϑ(x, t) کنید فرض .۴.۴.۵ قضیه
است. ∥ · ∥0ω

(4,2)
2

نرم با نزولͬ یͺنوا τm(x, t) خطای گاه آن است. ϑ(x, t)

داریم ،٣.۴.۵ قضیه اثبات طبق و (١۵.۵) از برهان.

∥τm∥2
0ω

(4,2)
2

= ∥
∞∑

i=m+1

κi Ψ̄i(x, t)∥20ω(4,2)
2

=

∞∑
i=m+1

κ2i . (٢٢.۵)

است. ∥ · ∥0ω
(4,2)
2

نرم تعریف با نزولͬ یͺنوا τm خطای که مͬ�دهد نشان (٢٢.۵) معادله

عددی نتایج ۵.۵

عددی لحاظ از باید شد ارائه دیم اولیه مقدار مسئله حل برای فصل این در که پیشنهادی روشعددی
حاصل عددی نتایج و مͬ�کنیم انتخاب را خاصͬ اولیه شرط منظور بدین گیرد. قرار بررسͬ مورد نیز
تقریبͬ جواب یافتن قابلیت شده ارائه روشعددی دو هر که است توجه قابل کرد. گزارشخواهیم را
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محاسبات اجرای و زمان در جویͬ صرفه دلیل به اما است، همͽرا نهایͬ جواب به و دارند را مسئله
اختیار به با گرفت. خواهیم کار به را نمͬ�کند استفاده اشمیت گرام سازی متعامد از که اول روش
معادله برای دقیقͬ جواب کلͬ حالت در یافت. دست مناسبͬ دقت به مͬ�توان n = 20 فقط گرفتن
محقق منظور به اما ندارد. وجود کند صدق اولیه شرط در که دلخواهͬ تابع هر ازای به که دیم
مͬ�آید بدست روش این از که تقریبͬ جواب مانده خطای پیشنهادی عددی جواب دقت میزان ساختن
روش کارایͬ میزان مشخصکردن برای متفاوتͬ u(x, 0) = f(x) اولیه شرط از و مͬ�کنیم محاسبه را

مͬ�بریم. بهره
،٣.۵ ،٢.۵ ،١.۵ جدول�های در که است، (x, t) ∈ Φ نقطه در مانده خطای بیانͽر E(x, t) بنابراین
گزارش u(x, 0) = f(x) دلخواه اولیه شرط برای مسئله un(x, t) تقریبͬ جواب همراه به ۵.۵ و ۴.۵
در نیز جواب�ها به مربوط شͺل ،۵.۵-١.۵ جدول�های در رفته کار به اولیه اطلاعات برای است. شده
حداقل مسئله تقریبͬ جواب محاسبه زمان در که است توجه قابل است. شده رسم ۵.۵-١.۵ اشͺال

است. رفته کار به زمان

نتیجه�گیری ۶.۵

بازتولیدی هسته روش کارگیری به با دیم اولیه مقدار مسئله حل برای عددی روش دو فصل این در
مͬ�شود روشحاصل دو هر از که تقریبͬ جواب شد. گرفته قرار بررسͬ و بحث مورد هیلبرت فضای
زد. تقریب را مسئله جواب مͬ�توان آن سازی منقطع با و مͬ�شود گذاشته نمایش به سری ͷی توسط
طوری به هستند، متفاوت یͺدیͽر با اشمیت گرام سازی متعامد فرآیند کاربرد در شده ارائه روش دو
سازی متعامد فرآیند از روش اجرای زمان و محاسبات حجم شدید کاهش دلیل به اول روش در که
آنالیز دارای مثال عنوان به است، توجه قابل تئوری لحاظ از دوم روش که حالͬ در نشد. استفاده
به مخصوص مزیت�های دارای شده پیشنهاد روش دو هر نتیجه در دارد. مستقیمͬ بسیار همͽرایͬ
f(x) تابع هر ازای به که طوری به داراست، را خود مزیت�های مانده خطای از استفاده هستند. خود
جواب بازتولیدی هسته روش کارگیری به با مͬ�توان مͬ�شود گرفته کار به اولیه شرط در که دلخواه
که شد داده نشان روش همͽرایͬ نیز نظری طور به بعلاوه، آورد. بدست مناسب دقت با تقریبͬ

مͬ�کند. تایید را عددی روش کارایͬ
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بختیاری پریسا هسته بازتولید فضای براساس جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای جدید عددی روش کاربرد

f(x) = e−x برای مانده خطای و عددی نتایج :١.۵ جدول
Nodes u20(x, t) E(x, t)

(0.1, 0.1) 0.834516 9.27603× 10−15

(0.2, 0.2) 0.71014 7.76033× 10−15

(0.3, 0.3) 0.611929 5.999× 10−14

(0.4, 0.4) 0.531073 3.31688× 10−15

(0.5, 0.5) 0.462576 3.04898× 10−15

(0.6, 0.6) 0.403326 1.75607× 10−15

(0.7, 0.7) 0.351246 1.36487× 10−16

(0.8, 0.8) 0.304875 3.13726× 10−16

(0.9, 0.9) 0.243682 1.77508× 10−15

f(x) = e−2x برای مانده خطای و عددی نتایج :٢.۵ جدول
Nodes u20(x, t) E(x, t)

(0.1, 0.1) 0.554901 3.16854× 10−5

(0.2, 0.2) 0.368654 2.45444× 10−5

(0.3, 0.3) 0.262911 1.39747× 10−5

(0.4, 0.4) 0.174328 5.57413× 10−6

(0.5, 0.5) 0.156784 4.24041× 10−6

(0.6, 0.6) 0.134567 2.72376× 10−6

(0.7, 0.7) 0.125504 2.04479× 10−6

(0.8, 0.8) 0.126081 1.7752× 10−6

(0.9, 0.9) 0.133688 1.71678× 10−6

f(x) = x3/3 برای مانده خطای و عددی ننتایج :٣.۵ جدول
Nodes u20(x, t) E(x, t)

(0.1, 0.1) 0.000400629 4.74069× 10−16

(0.2, 0.2) 0.00280876 1.69381× 10−16

(0.3, 0.3) 0.00913327 1.57419× 10−17

(0.4, 0.4) 0.0215015 3.3875× 10−15

(0.5, 0.5) 0.0419451 2.3992× 10−15

(0.6, 0.6) 0.072518 1.19903× 10−15

(0.7, 0.7) 0.115352 7.87004× 10−16

(0.8, 0.8) 0.172798 5.28943× 10−16

(0.9, 0.9) 0.247768 3.42105× 10−15
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f(x) = (1/2) sinπx برای مانده خطای و عددی نتایج :۴.۵ جدول
Nodes u20(x, t) E(x, t)

(0.1, 0.1) 0.152488 8.61517× 10−13

(0.2, 0.2) 0.274706 1.08093× 10−12

(0.3, 0.3) 0.347502 2.86921× 10−11

(0.4, 0.4) 0.379517 3.13859× 10−11

(0.5, 0.5) 0.385233 3.96971× 10−12

(0.6, 0.6) 0.36965 1.42502× 10−10

(0.7, 0.7) 0.326568 5.47162× 10−10

(0.8, 0.8) 0.242359 1.00653× 10−11

(0.9, 0.9) 0.113282 4.20568× 10−11

f(x) = tanhx برای مانده خطای و عددی نتایج :۵.۵ جدول
Nodes u20(x, t) E(x, t)

(0.1, 0.1) 0.100069 6.19097× 10−15

(0.2, 0.2) 0.196824 7.42826× 10−15

(0.3, 0.3) 0.288134 9.48858× 10−15

(0.4, 0.4) 0.372189 2.52549× 10−14

(0.5, 0.5) 0.44892 2.64826× 10−14

(0.6, 0.6) 0.519948 1.94272× 10−14

(0.7, 0.7) 0.587967 1.34886× 10−14

(0.8, 0.8) 0.656152 3.81416× 10−15

(0.9, 0.9) 0.727865 9.28292× 10−15
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u(x, 0) = f(x) = e−x و n = 20 با آمده بدست اولیه مقدار مسئله u عددی جواب رسم :١.۵ شͺل
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۶ فصل

با بنجامین-بنا-ماهونͬ معادله عددی حل
بازتولیدی روشهسته از استفاده

مقدمه ١.۶

مͬ�شود بیان زیر صورت به که بنجامین-بنا-ماهونͬ معادله یا منظم بلند موج معادله

ut − uxxt + ux + uux = 0, (١.۶)

استفاده مورد بعد ͷی در بلند موج انتشار و ͷکوچ مدلسازی منظور به پرگریم١ توسط بار اولین برای
بنجامین-بنا- اولیه مقدار مسئله حل منظور به روشͬ دنبال به رساله از فصل این در گرفت. قرار

اولیه شرط با ماهونͬ

u(x, 0) = f(x) . (٢.۶)

فراوانͬ کاربرد معادله این مͬ�شود. گرفته نظر در دلخواه f(x) تابع انتخاب که طوری به هستیم،
حل به مͬ�توان جمله از است، شده آن حل به اقدام بسیاری مقالات در و دارد ͬͺفیزی مسائل در
تانژانت- معروف روش از یافته تعمیم روش ͷی توسط ،[۶٣] اولیه انتͽرال روش از استفاده با
گالرکین روش پایه بر روش ͷی ،[۶۵] نمایͬ تابع روش از استفاده با ،[۶۴] ͷهایپربولی کوتانژانت
برای را ها جواب از بهینه واپاشͬ های نرخ همچنین و [۶۶] کرانͷ-نیͺلسون فرمول و استاندارد
منظور به معادله این برد. نام [۶٧] بعدی چند فضای در بنجامین-بنا-ماهونͬ یافته تعمیم معادله
موج�های سرد، پلاسمای در مغناطیسͬ موج�های مایعات، در بلند موج طول با موج�هایͬ سطح آنالیز
.[۶۴ ،۶٨] برد نام ͷهارمونی کریستال در صوتͬ موج�های و مایعات سازی فشرده در صوتͬ ثقل

١Peregrine
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بختیاری پریسا هسته بازتولید فضای براساس جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای جدید عددی روش کاربرد

بازتولیدی روشهسته ٢.۶

و مͬ�پردازیم بحث مورد فضای و بازتولیدی هسته روش مورد در اطلاعاتͬ بیان به بخش این در
احتیاج نتیجه در مͬ�کنیم. بررسͬ اولیه مقدار مسئله تقریبͬ جواب یافتن برای (١.۶) معادله همچنین
بازتولید هسته تابع ویژگͬ�های از راحتͬ به بتوان تا کنیم همͽن را شده داده اولیه شرط ابتدا در داریم
معادله نهایت در و مͬ�کنیم تعریف را u(x, t) = ϑ(x, t)+f(x) متغیر تغییر منظور بدین کرد. استفاده

مͬ�کنیم بازنویسͬ زیر فرم به را (١.۶)

ϑt + ϑx − ϑxxt + (ϑ+ f)(ϑx + fx) + fx = 0, ϑ(x, 0) = 0. (٣.۶)

میشود، تعریف Φ = [0, X] × [0,∞) صورت به بنجامین-بنا-ماهونͬ مسئله برای بحث مورد دامنه
دامنه در را مسئله مناسب متغیر تغییر ͷی با مͬ�توان شود ایجاد خللͬ مبحث کلیت به که آن بدون که

کرد. حل Φ = [0, 1]× [0,∞)

ω3
2([0, 1]) فضای برای را کراندار دامنه ازای به بازتولید هسته فضای مͬ�توان ٧.١ شده ارائه تعریف از

کرد بیان زیر صورت به را مͬ�باشد مشتق� مرتبه به توجه با که

ω3
2[0, 1] = {ν(x) | ν(2)(x)است پیوسته مطلقا , ν(3)(x) ∈ L2[0, 1]}.

زیر صورت به 0ω3
2[0, 1] فضای به مخصوص نرم و داخلͬ ضرب ٨.١ از استفاده با مͬ�توان همچنین

کرد تعریف

⟨ν1, ν2⟩ω3
2 [0,1]

=

2∑
i=0

ν
(i)
1 (0)ν

(i)
2 (0) +

∫ 1

0
ν
(3)
1 (x)ν

(3)
2 (x)dx, ∥ν∥ω3

2
=

√
⟨ν, ν⟩ω3

2
.

به نتیجه در نمود، ارائه ١٧.١ تعریف از استفاده با را t متغیر برای نیاز مورد فضای منظور به حال
مͬ�کنیم تعریف را 0ω2

2([0,∞)) بازتولید هسته فضای اولیه شرط داشتن دلیل

0ω2
2([0,∞)) = {υ(t) | υ(t), υ′(t)است مطلق پیوسته تابع ͷی,

υ, υ′(t), υ′′(t) ∈ L2([0,∞)), υ(0) = 0}.

به ١٨.١ اول فصل در شده ارائه تعریف به توجه با فضا این به مربوط نرم و داخلͬ ضرب همچنین
مͬ�کنیم بیان زیر صورت

⟨υ1, υ2⟩0ω2
2 [0,∞) =

∫ ∞

0

{
4υ1(t)υ2(t) + 5υ′1(t)υ

′
2(t) + υ′′1(t)υ

′′
2(t)

}
dt,

∥υ∥0ω2
2 [0,∞) =

√
⟨υ, υ⟩0ω2

2 [0,∞).

بازتولیدی هسته اساسͬ ویژگͬ�های از ͬͺی

u(·) =< u(x), R(x, ·) >ω, ∀u ∈ ω. (۴.۶)
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فضاهای به مربوط بازتولیدی هسته تابع مͬ�توان هسته ویژگͬ و داخلͬ تعریفضرب از بهره�گیری با
است زیر فرم به ω3

2([0, 1]) فضای برای بازتولیدی هسته تابع نتیجه در کرد. پیدا را بحث مورد

Rζ(x) =


1

120

(
120 + ζ5 + 10x2ζ2(3 + ζ)− 5xζ(−24 + ζ3)

)
, x > ζ,

1
120

(
120 + x5 − 5x(−24 + x3)ζ + 10x2(3 + x)ζ2

)
, x ≤ ζ,

داریم زیر فرم به را 0ω2
2([0,∞)) فضای بازتولید هسته تابع Kη(t) و

Kη(t) =


1
12

(
e−2η−2t − 1

12e
2t−2η − e−η−t

6 + et−η

6

)
, t ≤ η,

1
6

(
(eη − e−η) e−t − 1

12

(
e4η − 1

)
e−2η−2t

)
, t > η.

فضای ͷی در بحث مورد Benjamin−Bona−Mahony اولیه مقدار مسئله که نͺته این به توجه با
مͬ�توان نتیجه در کرد. تعریف را نیاز مورد فضای بتوان باید بنابراین است، شده مطرح متغیره دو
صورت به را فضا این ١٩.١ تعریف از استفاده با که 0ω

(4,2)
2 (Φ) = ω4

2([0, 1])× 0ω2
نوشت((∞,0])2

مͬ�کنیم تعریف زیر
0ω

(3,2)
2 (Φ) =

{
u(x, t) | ∂

3u(x, t)

∂x2∂t
در است پیوسته ,Φکاملا

∂5u(x, t)

∂x3∂t2
∈ L2(Φ),

u(x, 0) = 0
}
.

خواهد بیان زیر صورت به 0ω
(3,2)
2 (Φ) فضای بازتولیدی هسته ٩.۴.١ قضیه گرفتن نظر در با لذا و

شد
Ω(ζ,η)(x, t) = Rζ(x)κη(t) , (۵.۶)

بنابراین کرد، تعریف 0ω
(3,2)
2 (Φ) همانند ω

(1,1)
2 (Φ) فضای مͬ�توان شده داده فرضیات به توجه با

مͬ�شود بیان زیر فرم به L : 0ω
(3,2)
2 (Φ) −→ 0ω

(1,1)
2 (Φ) خطͬ عملͽر

(Lϑ) (x, t) ≡ ∂

∂t
ϑ(x, t) +

∂

∂x
ϑ(x, t), (۶.۶)

F(x, t, ϑ(x, t), ϑx(x, t), ϑxxt(x, t)) ≡ ϑxxt(x, t)− (ϑ(x, t) + f(x))(ϑx(x, t) + fx(x))− fx(x).
(٧.۶)

داریم که کرد، بازنویسͬ را (۶.۶) معادله مͬ�توان حال
Lϑ(x, t) = F(x, t, ϑ(x, t), ϑx(x, t), ϑxxt(x, t)), ϑ(x, 0) = 0. (٨.۶)

دهیم قرار صورت این در باشد، ω(1,1)
2 (Φ) فضای بازتولیدی هسته تابع Υ(ζ,η)(x, t) کنیم فرض لذا

مͬ�کنیم فرض بعلاوه است. چͽال Φ در {(xi, ti)}∞i=1 که ،φi(x, t) = Υ(xi,ti)(x, t)

Ωi(x, t) = L∗φi(x, t). (٩.۶)

کرد بیان را زیر قضیه مͬ�توان شده ارائه مفروضات به توجه با حال مͬ�باشد. L الحاقͬ عملͽر L∗ که

فضای در کامل یͷسیستم {Ψi(x, t)}∞i=1 گاه آن باشد، چͽال Φ در {(xi, ti)}∞i=1 اگر .١.٢.۶ قضیه
است. 0ω(3,2)

2 (Φ)

.١.٢.٣ به شود مراجعه برهان.
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بنجامین-بنا-ماهونͬ معادله حل ٣.۶

بازتولیدی روشهسته�های پایه بر بحث مورد اولیه مقدار مسئله برایحل روشعددی بخشدو این در
خواهد مشاهده قابل مͬ�باشد. سازی متعامد از استفاده پیشنهادی روش دو این فرق مͬ�کنیم. ارائه
مقرون دلیل به اما داشت، خواهند را (٣.۶) معادله تقریبͬ جواب محاسبه قابلیت روش دو هر بود
متعامد از آن در که روشͬ جواب یافتن برای مصرفͬ زمان همچنین و محاسبات انجام بودن صرفه به

دارد. برتری بازتولیدی هسته روش ͷکلاسی روش به نسبت نمͬ�شود استفاده سازی

سازی متعامد بدون بنجامین-بنا-ماهونͬ معادله عددی حل ١.٣.۶

سازی متعامد فرآیند کاربرد بدون بازتولیدی هسته روش اساس بر تͺراری الͽوریتم ͷی داریم قصد
تقریبͬ جواب محاسبه در لازم کارایͬ و دقت دارای پیشنهادی روش البته که دهیم. ارائه اشمیت گرام

مͬ�پردازیم. نظر مورد جواب یافتن ͬͽونͽچ بیان به زیر قضیه در دارد. را مسئله

دارای (٣.۶) معادله اگر باشد. چͽال یͷمجموعه Φ در {(xi, ti)}∞i=1 که فرضاین با .١.٣.۶ قضیه
مͬ�شود بیان زیر فرم به مسئله تقریبͬ جواب گاه آن باشد، یͺتا جواب

ϑ(x, t) =

∞∑
i=1

αiΩi(x, t), (١٠.۶)

Bα = F معادلاتخطͬ نیم-نامتناهͬ دستͽاه حل از استفاده با که هستند، ضرایبͬ αiها که طوری به
که مͬ�شود، تعیین

α = [α1, α2, . . . ]
T , B = [LΩi(xj , tj)] i, j = 1, 2, . . .

و
F = [F(x1, t1, ϑ(x1, t1), ϑx(x1, t1), ϑxxt(x1, t1)),F(x2, t2, ϑ(x2, t2), ϑx(x2, t2), ϑxxt(x2, t2)), . . . ]

T .

تقریبͬ جواب مͬ�توان مͬ�شود بیان ادامه در که اثباتͬ روند و ١.٢.۶ قضیه گرفتن نظر در با برهان.
داریم نتیجه در داد، نمایش (١٠.۶) فرم به را معادله

⟨Ωj(x, t),Ωi(x, t)⟩0ω(3,2)
2

= ⟨L∗φj(x, t),Ωi(x, t)⟩0ω(3,2)
2

= ⟨φj(x, t),LΩi(x, t)⟩0ω(1,1)
2

= LΩi(xj , tj),

و

⟨ϑ(x, t),Ωj(x, t)⟩0ω(3,2)
2

= ⟨ϑ(x, t),L∗φj(x, t)⟩0ω(3,2)
2

= ⟨Lϑ(x, t), φj(x, t)⟩0ω(1,1)
2

سازی متعامد با بنجامین-بنا-ماهونͬ معادله عددی حل ٢.٣.۶

مͬ�پردازیم. بازتولیدی هسته ͷکلاسی روش اساس بر نظر مورد مسئله عددی حل به بخش این در
نتیجه در ببریم. کار به را اشمیت گرام فرآیند باید متعامد پایه�های محاسبه منظور به نتیجه در

۶۶
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{Ψi(x, t)}∞i=1 روی اشمیت گرام سازی متعامد فرآیند اعمال با ،0ω(3,2)
2 فضای از {Ψ̄i(x, t)

}∞
i=1

نوشت مͬ�توان بنابراین است. آمده بدست

Ω̄i(x, t) =

i∑
k=1

ρikΩk(x, t), (١١.۶)

داریم را زیر قضیه (٨.۶) معادله جواب آوردن بدست برای حال هستند. متعامدسازی ضرایب ρik که

یͺتا جواب دارای (٨.۶) معادله اگر باشد. چͽال Φ در {(xi, ti)}∞i=1 کنید فرض .٢.٣.۶ قضیه
بود خواهد زیر صورت به معادله جواب گاه آن باشد،

ϑ(x, t) =

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρikF(xk, tk, ϑ(xk, tk), ϑx(xk, tk), ϑxxt(xk, tk))Ω̄i(x, t). (١٢.۶)

مͬ�تواند ϑ(x, t) ،١.٢.۵ قضیه از استفاده با باشد. (٨.۶) معادله جواب ϑ(x, t) کنید فرض برهان.
شود داده بسط زیر فرم به فوریه سری توسط

ϑ(x, t) =

∞∑
i=1

⟨
ϑ(x, t), Ω̄i(x, t)

⟩
0ω

(3,2)
2

Ω̄i(x, t)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik ⟨ϑ(x, t),Ωk(x, t)⟩0ω(3,2)
2

Ω̄i(x, t)

=
∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik ⟨ϑ(x, t),L∗φk(x, t)⟩0ω(3,2)
2

Ω̄i(x, t)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik ⟨Lϑ(x, t), φk(x, t)⟩0ω(1,1)
2

Ω̄i(x, t)

=
∞∑
i=1

i∑
k=1

ρikF(xk, tk, ϑ(xk, tk), ϑx(xk, tk), ϑxxt(xk, tk))Ω̄i(x, t) ,

است. کامل اثبات

عددی نتایج ۴.۶

دقت بتوان تا داد، خواهیم ارائه بخش این در را عددی مثال چند پیشنهادی الͽوریتم بررسͬ منظور به
را آن مقدار و مͬ�بریم بهره E(x, t) مانده خطای از بنابراین کرد. تست را شده بیان روش کارایͬ و
جهت این از مͬ�کنیم. محاسبه آمده، بدست تقریبͬ جواب برای (x, t) ∈ Φ دلخواه نقاط ازای به
مͬ�کنند صدق u(x, 0) = f(x) اولیه شرط در که f(x) دلخواه تابع دو ازای به مثال دو بررسͬ به
بنجامین-بنا- اولیه مقدار مسئله حل از آمده بدست نتایج ٢.۶ و ١.۶ جدول�های در مͬ�پردازیم.
توسط شده انجام محاسبات همه است. شده گزارش f(x) = ex و f(x) = x توابع ازای به ماهونͬ
با است توجه قابل و است گرفته صورت سازی متعامد فرآیند از استفاده بدون اول پیشنهادی روش
بیشتری خیلͬ زمان و محاسبات صرف با مسئله تقریبͬ جواب نیز شده ارائه دوم روش از استفاده

مͬ�یابیم. دست قبولͬ قابل نتایج به n = 20 کارگیری به با نتیجه در مͬ�آید. بدست

۶٧
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نتیجه�گیری ۵.۶

پرداختیم. بنجامین-بنا-ماهونͬ اولیه مقدار مسئله برای روشعددی دو ارائه به رساله از فصل این در
برای قبولͬ قابل کارایͬ و دقت از پیشنهادی روش که بود مطلب این از حاکͬ عددی و نظری نتایج
ͷی عنوان به بازتولیدی هسته روش از مͬ�توان بنابراین است. برخوردار مسئله تقریبͬ جواب یافتن

برد. نام جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات انواع جواب یافتن منظور به کارآمد عددی روش

۶٨
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f(x) = x برای مانده خطای و عددی نتایج :١.۶ جدول
Nodes u20(x, t) E(x, t)

(0.1, 0.1) −0.0268077 1.10936× 10−12

(0.2, 0.2) −0.0533167 1.4727× 10−11

(0.3, 0.3) −0.0788656 1.68277× 10−11

(0.4, 0.4) −0.103086 1.74012× 10−12

(0.5, 0.5) −0.125648 1.66666× 10−11

(0.6, 0.6) −0.146241 1.49236× 10−11

(0.7, 0.7) −0.164556 1.25459× 10−11

(0.8, 0.8) −0.180283 9.84961× 10−12

(0.9, 0.9) −0.19311 7.23732× 10−12

f(x) = ex برای مانده خطای و عددی نتایج :٢.۶ جدول
Nodes u20(x, t) E(x, t)

(0.1, 0.1) 0.840966 1.83582× 10−9

(0.2, 0.2) 0.694545 9.8091× 10−9

(0.3, 0.3) 0.560672 1.69877× 10−8

(0.4, 0.4) 0.438897 2.32216× 10−8

(0.5, 0.5) 0.328865 2.8559× 10−8

(0.6, 0.6) 0.230409 3.32242× 10−8

(0.7, 0.7) 0.143611 3.75673× 10−8

(0.8, 0.8) 0.068831 4.19979× 10−8

(0.9, 0.9) 0.00667659 4.689× 10−8
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٧ فصل

حل منظور به بازتولیدی روشهسته
اسویفت-هوهنبرگ معادله عددی

مقدمه ١.٧

کاربرد که است، چهارم مرتبه جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ͷی اسویفت-هوهنبرگ معادله
توسط بار اولین معادله این دارد. ͬͺفیزی الͽوهای شͺل�گیری مطالعه در یͷمدل عنوان به گسترده�ای
استفاده مورد رایلج-برنارد٣ رول موج ناپایداری برای ساده یͷمدل منظور به هوهنبرگ٢ و اسویفت١
انواع برای تاثیرگذار یͷمدل معادله این استکه اثباتشده بعد به زمان آن از هرحال به گرفت[۶٩].
اسویفت- معادله ͬͺفیزی کاربردهای جزئیات همچنین و است ماشینͬ و ͬͺفیزی مختلفسیستم�های
به اسویفت-هوهنبرگ معادله .[٧٣ ،٧٢ ،٧١ ،٧٠] یافت بسیاری مقالات در مͬ�توان را هوهنبرگ

مͬ�شود تعریف زیر فرم

ut = λu−
(
1 +

∂2

∂x2

)2

u− u3, (١.٧)

مدل معادلات از بزرگͬ کلاس برای اسویفت-هوهنبرگ معادله .[٧۴] است پارامتر ͷی λ ∈ R که
فیشر-کلموگرو۴ معادله در فراوانͬ کاربرد معادله این است. معادله مدل ͷی بالاتر، مراتب سهموی
به فیف۶ و کاگینالپ۵ توسط شده معرفͬ ششم مرتبه معادله و [٧۶ ،٧۵ ،٧۴] آماری ͷانیͺم در
مͬ�شود نوشته زیر صورت به متعارف�تر صورت به را (١.٧) معادله .[٧٨ ،٧٧] دارد مدل�سازی جهت

∂u

∂t
+

∂4u

∂x4
+ 2

∂2u

∂x2
+ (1− λ)u+ u3 = 0, (٢.٧)

مرزی شرایط با
u(0, t) = u(1, t) = 0, uxx(0, t) = uxx(1, t) = 0, u(x, 0) = f(x). (٣.٧)

١Swift
٢Hohenberg
٣Rayleigh-Bernard
۴Fisher-Kolmogorov
۵Caginalp
۶Fife
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مͬ�باشد. t > 0 و x ∈ [0, 1] مسئله دامنه و است حقیقͬ مقدار ثابت ͷی λ که
اسویفت- معادله حل برای بازتولیدی هسته روش اساس بر عددی ͷنیͺت معرفͬ فصل این از هدف
مختلف زمینه�های در مهم ابزار ͷی به بازتولیدی هسته روش اخیر سال�های در است. هوهنبرگ
احتمال، و آمار اولیه، و مرزی مقدار مسائل و غیرخطͬ سیستم�های پیچیده، آنالیزهای بخصوص
،١٨ ،١٧ ،١۵ ،١۴ ،١٣] است شده تبدیل انتͽرال�گیری عملͽرهای تئوری و گروه�ها نمایش تئوری

دارد. را اجرا ساده�گͬ و مختلف مسائل حل قابلیت روش این .[١٩

بازتولیدی روشهسته ٢.٧

بیان به نیاز بازتولیدی، هسته نظری پایه بر (٣.٧) مرزی شرایط تحت (٢.٧) معادله حل منظور به
تقریبͬ جواب آوردن بدست برای بنابراین داریم. بحث مورد فضای مورد در اولیه�ای اطلاعات
نتیجه در شوند، همͽن شرایط که دهیم متغیر تغییر طوری داریم نیاز ابتدا (٣.٧)-(٢.٧) معادله
بازنویسͬ زیر صورت به را (٣.٧)-(٢.٧) مͬ�توان لذا و مͬ�کنیم تعریف را u(x, t) = ϑ(x, t)+ f(x)

کرد
∂ϑ

∂t
+

∂4ϑ

∂x4
+ f (4)(x) + 2

∂2ϑ

∂x2
+ 2f ′′(x) + (1− λ)(ϑ(x, t) + f(x)) + [ϑ(x, t) + f(x)]3 = 0 ,

ϑ(0, t) = ϑ(1, t) = 0, ϑxx(0, t) = ϑxx(1, t) = 0, ϑ(x, 0) = 0 .

(۴.٧)
ویژگͬ�های به توجه با است. تعریفشده Φ = [0, X]× صورت(∞,0] به مسئله برای نیاز مورد دامنه
زیر رابطه باید باشد R بازتولید هسته تابع با بازتولید هسته فضای ͷی ω اگر بازتولید، هسته فضای

باشد برقرار
u(·) =< u(x), R(x, ·) >ω . (۵.٧)

فضای پس کنیم. معرفͬ را مͬ�شود تعریف آن در t و x متغیرهای که فضاهایͬ داریم نیاز حال
مͬ�شود تعریف زیر صورت به ١٧.١ اول فصل در شده ارائه تعریف طبق 0ω2

2([0,∞))

0ω2
2([0,∞)) = {υ(t) | υ(t), υ′(t)است مطلق پیوسته تابع ͷی,

υ, υ′(t), υ′′(t) ∈ L2([0,∞)), υ(0) = 0}.

صورت به ١٨.١ اول فصل در شده ارائه تعریف به توجه با فضا این به مربوط داخلͬ ضرب همچنین
مͬ�کنیم بیان زیر

⟨υ1, υ2⟩0ω2
2 [0,∞) =

∫ ∞

0

{
4υ1(t)υ2(t) + 5υ′1(t)υ

′
2(t) + υ′′1(t)υ

′′
2(t)

}
dt,

ویژگͬ همچنین و داخلͬ تعریفضرب از استفاده با هستیم. ∥υ∥ω2
2
=

√
⟨υ, υ⟩ω2

2
نرم دارای لذا

تعریف زیر صورت به است 0ω2
فضای((∞,0])2 هسته که Kη(t)را مͬ�توان بازتولید هسته تابع اساسͬ

کرد

Kη(t) =


1
12

(
e−2η−2t − 1

12e
2t−2η − e−η−t

6 + et−η

6

)
, t ≤ η,

1
6

(
(eη − e−η) e−t − 1

12

(
e4η − 1

)
e−2η−2t

)
, t > η.
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کرد تعریف زیر فرم به ٧.١ تعریف براساس را ω5
2([0, 1]) بازتولید هسته فضای مͬ�توان مشابه طور به

ω5
2([0, 1]) = {υ(x) | υ(4)(x)است پیوسته مطلقا تابع ͷی, υ(5)(x) ∈ L2([0, 1])}.

است زیر فرم به ٨.١ تعریف به توجه با ω5
2([0, 1]) فضای به مخصوص نرم و داخلͬ ضرب

⟨υ1, υ2⟩ω5
2
=

4∑
i=0

υ
(i)
1 (0)υ

(i)
2 (0) +

∫ 1

0
υ
(5)
1 (x)υ

(5)
2 (x)dx, ∥υ∥ω5

2
=

√
⟨υ, υ⟩ω5

2
.

مخصوص داخلͬ ضرب تعریف به توجه با نیز و بازتولیدی هسته اساسͬ ویژگͬ این از بردن بهره با
تابع Rζ(x) نتیجه در آورد، بدست و ω54

2 ([0, 1]) فضای برای را بازتولید هسته تابع مͬ�توان فضا این
صورت به ω5

2([0, 1]) فضای بازتولید هسته

Rζ(x) =

{
1

12004600204800 (A), x > ζ,

1
12004600204800 (B), x ≤ ζ,

که طوری به است

A =− 362880ζ(x− 1)x(x(x(x(x(x(91(x− 8)x+ 1588) + 664)− 8030)− 51500) + 59380)

+ 59380)3360ζ3x((x(x(x(x(33(x− 9)x+ 91723)− 636517) + 1905393) + 9526965)

− 22862340)x2 + 11975040) + 210ζ4x((x(x(x(x(207(x− 9)x− 176498)

+ 1270262)− 3836868) + 80060040)− 152431440)x2 + 75116160 + 42ζ5x((x(x(x(x

× (207(x− 9)x− 176498) + 1270262)− 3836868) + 80060040)− 152431440)x2

+ 75116160) + 28x(11975040 + x2(−22862340 + x(9526965 + x(1905393 + x

× (−636517 + x(91723 + 33(−9 + x)x))))))ζ6 − 4ζ7(x− 1)x(x(x(x(x(x

× (579(x− 8)x+ 100987)− 541074) + 1312155) + 10578300) + 87625620)

− 210107520 + 9ζ8(x− 1)x(x(x(x(x(x(91(x− 8)x+ 1588) + 664)− 8030)

− 51500) + 59380) + 59380) + ζ9(−91x9 + 819x8 − 2316x7 + 924x6

+ 8694x5 + 43470x4 − 110880x3 − 33022080x+ 33081460 ,
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و

B =x((−91ζ9 + 819ζ8 − 2316ζ7 + 924ζ6 + 8694ζ5 + 43470ζ4

− 110880ζ3 − 33022080ζ + 33081460)x8 − 3360ζ((ζ(ζ(ζ(ζ(33(ζ − 9)ζ

+ 91723)− 636517) + 1905393) + 9526965)− 22862340)ζ2 + 11975040)x2

+ 28ζ((ζ(ζ(ζ(ζ(33(ζ − 9)ζ + 91723)− 636517) + 1905393) + 9526965)

− 22862340)ζ2 + 11975040)x5 + 210ζ((ζ(ζ(ζ(ζ(207(ζ − 9)ζ − 176498)

+ 1270262)− 3836868) + 80060040)− 152431440)ζ2 + 75116160)x3

+ 42ζ((ζ(ζ(ζ(ζ(207(ζ − 9)ζ − 176498) + 1270262)− 3836868)

+ 80060040)− 152431440)ζ2 + 75116160)x4 − 362880(ζ − 1)ζ

× (ζ(ζ(ζ(ζ(ζ(91(ζ − 8)ζ + 1588) + 664)− 8030)− 51500)

+ 59380) + 59380) + 9(ζ − 1)ζ(ζ(ζ(ζ(ζ(ζ(91(ζ − 8)ζ + 1588) + 664)

− 8030)− 51500) + 59380) + 59380)x7 − 4(ζ − 1)ζ(ζ(ζ(ζ(ζ(ζ(579(ζ − 8)ζ

+ 100987)− 541074) + 1312155) + 10578300) + 87625620)− 210107520)x6 .

باید است، شده مطرح متغیره دو فضای ͷی در بحث مورد اولیه مقدار مسئله که نͺته این به توجه با
کرد تعریف زیر فرم به ١٩.١ تعریف از استفاده با را 0ω

(5,2)
2 (Φ) فضای به مربوط دوتایͬ توابع فضای

0ω
(5,2)
2 (Φ) = ω5

2([0, 1])×0 ω2
2([0,∞))

=

{
u(x, t) | ∂

5u(x, t)

∂x4∂t
در است پیوسته ,Φکاملا

∂7u(x, t)

∂x5∂t2
∈ L2(Φ),

u(0, t) = u(1, t) = 0, uxx(0, t) = uxx(1, t) = 0, u(x, 0) = 0
}
.

شد خواهد بیان زیر صورت به 0ω
(5,2)
2 (Φ) فضای بازتولیدی هسته ٩.۴.١ قضیه به توجه با

Ω(ζ,η)(x, t) = Rζ(x)κη(t) , (۶.٧)

Υ(ζ,η)(x, t) فرضکنیم لذا و تعریفکرد 0ω(5,2)
2 (Φ) همانند ω

(1,1)
2 (Φ)فضای راحتͬ به مͬ�توان همچنین

خطͬ عملͽر بنابراین باشد، ω(1,1)
2 (Φ) فضای بازتولیدی هسته تابع

L : 0ω
(4,2)
2 (Φ) −→ 0ω

(1,1)
2 (Φ),

مͬ�شود بیان زیر فرم به

(Lϑ) (x, t) ≡ ∂

∂t
ϑ(x, t) +

∂4

∂x4
ϑ(x, t) + 2

∂2

∂x2
ϑ(x, t) , (٧.٧)

که
F(x, t, ϑ(x, t)) ≡ (λ− 1)(ϑ(x, t) + f(x))− [ϑ(x, t) + f(x)]3 − f (4)(x)− 2f ′′(x). (٨.٧)

کرد بازنویسͬ زیر صورت را (۴.٧) معادله مͬ�توان نتیجه در
Lϑ(x, t) = F(x, t, ϑ(x, t)),

ϑ(0, t) = ϑ(1, t) = 0, ϑxx(0, t) = ϑxx(1, t) = 0, ϑ(x, 0) = 0.
(٩.٧)
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فرض بعلاوه است. چͽال Φ در {(xi, ti)}∞i=1 که ،φi(x, t) = Υ(xi,ti)(x, t) دهیم قرار صورت این در
مͬ�کنیم

Ψi(x, t) = L∗φi(x, t), (١٠.٧)

کرد بیان را زیر قضیه مͬ�توان شده ارائه مفروضات به توجه با حال مͬ�باشد. L الحاقͬ عملͽر L∗ که

فضای در کامل یͷسیستم {Ψi(x, t)}∞i=1 گاه آن باشد، چͽال Φ در {(xi, ti)}∞i=1 اگر .١.٢.٧ قضیه
است. 0ω(5,2)

2 (Φ)

.١.٢.٣ به شود مراجعه برهان.

اسویفت-هوهنبرگ معادله برای عددی روشحل ٣.٧

اول روش در نمود. خواهیم ارائه اسویفت-هوهنبرگ معادله حل برای عددی روش دو بخش این در
بنابراین مͬ�بریم. بهره آن از دوم روش در که حالͬ در کرد، نخواهیم استفاده اشمیت گرام فرآیند از
همͽرایͬ آنالیز دارای دوم روش در اما هستیم، رو به رو محاسبات زمان کاهششدید با اول روش در
در تنها و است مسئله تقریبͬ جواب آوردن بدست قابلیت و کارآمد روش دو هر هستیم. بهتری

دارند. فرق اشمیت گرام سازی متعامد فرآیند از استفاده

سازی متعامد بدون (٩.٧) معادله حل ١.٣.٧

در کنیم. پیشنهاد (٩.٧) معادله تقریبͬ جواب محاسبه منظور به تͺراری الͽوریتم ͷی داریم قصد
پرهیز اشمیت گرام سازی متعامد فرآیند بردن کار به از است بازتولیدی هسته اساس بر که روش این
مرزی مقدار مسئله تقریبͬ جواب یافتن برای مصرفͬ زمان کاهش آن مزیت�های از ͬͺی مͬ�کنیم.

مͬ�باشد. بحث مورد

(٩.٧) معادله اگر باشد. چͽال مجموعه ͷی Φ در {(xi, ti)}∞i=1 که این کنید فرض .١.٣.٧ قضیه
مͬ�شود بیان زیر فرم به اسویفت-هوهنبرگ مسئله تقریبͬ جواب گاه آن باشد، یͺتا جواب دارای

ϑ(x, t) =

∞∑
i=1

αiΨi(x, t), (١١.٧)

Bα = F معادلاتخطͬ نیم-نامتناهͬ دستͽاه حل از استفاده با که هستند، ضرایبͬ αiها که طوری به
که مͬ�شود، تعیین

B = [LΨi(xj , tj)] , i, j = 1, 2, . . . , α = [α1, α2, . . . ]
T ,

و
F = [F(x1, t1, ϑ(x1, t1)),F(x2, t2, ϑ(x2, t2)), . . . ]

T .

0ω
(5,2)
2 در کامل سیستم ͷی Ψi(x, t) گاه آن است، چͽال Φ در {(xi, ti)}∞i=1 که جایͬ آن از برهان.

پس شود، داده نمایش (١١.٧) فرم به معادله تقریبͬ جواب است.

⟨Ψj(x, t),Ψi(x, t)⟩0ω(5,2)
2

= ⟨L∗φj(x, t),Ψi(x, t)⟩0ω(5,2)
2

= ⟨φj(x, t),LΨi(x, t)⟩0ω(1,1)
2

= LΨi(xj , tj),
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و

⟨ϑ(x, t),Ψj(x, t)⟩0ω(5,2)
2

= ⟨ϑ(x, t),L∗φj(x, t)⟩0ω(5,2)
2

= ⟨Lϑ(x, t), φj(x, t)⟩0ω(1,1)
2

= F(xj , tj , ϑ(xj , tj)).

معادلات نیم-نامتناهͬ دستͽاه حل با αi ضرایب ،[۴٧] هیلبرت فضای در تقریب بهترین طبق لذا
است. کامل اثبات و مͬ�شود تعیین Bα = F خطͬ

سازی متعامد با (٩.٧) معادله عددی حل ٢.٣.٧

کار به اسویفت-هوهنبرگ مسئله این حل برای را بازتولیدی هسته ͷکلاسی روش بخش این در
نتیجه در ببریم. کار به را اشمیت گرام فرآیند باید داریم متعامد پایه�های به نیاز چون بنابراین مͬ�بریم.
{Ψi(x, t)}∞i=1 روی اشمیت گرام سازی متعامد فرآیند اعمال با ،0ω(5,2)

2 فضای از {Ψ̄i(x, t)
}∞
i=1

داریم پایه عناصر گرفتن نظر در با حال است. آمده بدست

Ψ̄i(x, t) =

i∑
k=1

ρikΨk(x, t), (١٢.٧)

داریم را زیر قضیه (٩.٧) معادله جواب یافتن منظور به هستند. متعامدسازی ضرایب ρik که

یͺتا جواب دارای (٩.٧) معادله اگر باشد. چͽال Φ در {(xi, ti)}∞i=1 کنید فرض .٢.٣.٧ قضیه
بود خواهد زیر صورت به معادله جواب گاه آن باشد،

ϑ(x, t) =
∞∑
i=1

i∑
k=1

ρikF(xk, tk, ϑ(xk, tk))Ψ̄i(x, t). (١٣.٧)

مͬ�تواند ϑ(x, t) ،١.٢.٧ قضیه از استفاده با باشد. (٩.٧) جوابمعادله ϑ(x, t) که فرضآن با برهان.
شود داده بسط زیر فرم به فوریه سری توسط

ϑ(x, t) =

∞∑
i=1

⟨
ϑ(x, t), Ψ̄i(x, t)

⟩
0ω

(5,2)
2

Ψ̄i(x, t)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik ⟨ϑ(x, t),Ψk(x, t)⟩0ω(5,2)
2

Ψ̄i(x, t)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik ⟨ϑ(x, t),L∗φk(x, t)⟩0ω(5,2)
2

Ψ̄i(x, t)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρik ⟨Lϑ(x, t), φk(x, t)⟩0ω(1,1)
2

Ψ̄i(x, t)

=

∞∑
i=1

i∑
k=1

ρikF(xk, tk, ϑ(xk, tk))Ψ̄i(x, t) ,

مͬ�شود. کامل اثبات نتیجه در
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زیر فرم به جمله m برای را ϑ(x, t) جواب از تقریبͬ ،(١٣.٧) سری سازی منقطع از استفاده با
داد نمایش مͬ�توان

ϑm(x, t) =
m∑
i=1

κiΨ̄i(x, t), (١۴.٧)

که
κi =

i∑
k=1

ρikF(xk, tk, ϑ(xk, tk)). (١۵.٧)

روش همͽرایͬ آنالیز ۴.٧

پایه�ای تابع هر است توجه قابل اما پرداخت، خواهیم دوم الͽوریتم همͽرایͬ بررسͬ به بخش این در
ارائه همͽرایͬ آنالیز و نمود متعامد را بحث مورد مرزی مقدار مسئله جواب یافتن برای شده استفاده
قضایای توسط مͬ�باشد مسئله تقریبͬ جواب که ϑm(x, t) دنباله همͽرایͬ کرد. بیان آن برای را شده

مͬ�شود. بررسͬ زیر

نوشت مͬ�توان که طوری به دارد وجود C > 0 ثابت آن�گاه باشد، ϑ(x, t) ∈ Φ اگر .١.۴.٧ قضیه

|ϑ(x, t)| ⩽ C ∥ϑ(x, t)∥0ω
(5,2)
2

,

|ϑt(x, t)| ⩽ C ∥ϑ(x, t)∥0ω
(5,2)
2

,

|ϑx(x, t)| ⩽ C ∥ϑ(x, t)∥0ω
(5,2)
2

.

داریم ،(x, t) ∈ Φ هر ازای به برهان.
|ϑ(x, t)| =

∣∣⟨ϑ(ζ, η),Υ(x,t)(ζ, η)
⟩∣∣

0ω
(5,2)
2

⩽ ∥ϑ(ζ, η)∥0ω
(5,2)
2

∥∥Υ(x,t)(ζ, η)
∥∥

0ω
(5,2)
2

,

که طوری به دارد وجود C1 > 0 ثابت بنابراین
|ϑ(x, t)| ⩽ C1 ∥ϑ(ζ, η)∥0ω

(5,2)
2

.

داریم همچنین

|ϑx(x, t)| =
∣∣∣∣⟨ϑ(ζ, η),

∂

∂x
Υ(x,t)(ζ, η)

⟩∣∣∣∣
0ω

(5,2)
2

⩽ ∥ϑ(x, t))∥0ω
(5,2)
2

∥∥∥∥ ∂

∂x
Υ(x,t)(ζ, η)

∥∥∥∥
0ω

(5,2)
2

,

که دارد وجود C2 > 0 ثابت صورت این در
|ϑx(x, t)| ⩽ C2 ∥ϑ(ζ, η)∥0ω

(5,2)
2

.

.|ϑt(x, t)| ⩽ C3 ∥ϑ(x, t)∥0ω
(5,2)
2

که طوری به دارد وجود C3 > 0 ثابت�های مͬ�توان مشابه طور به
است. کامل قضیه اثبات آن�گاه ،C = max{C1, C2, C3} کنید فرض حال

نوشت را زیر قضیه مͬ�توان بالا، قضیه از نتیجه�ای عنوان به

که طوری به (xm, tm) −→ (x, t) و ϑm(x, t)
∥·∥

0ω
(5,2)
2−−−−−−→ ϑ̄(x, t) باشیم داشته اگر .٢.۴.٧ قضیه

صورت این در باشد، پیوسته F(x, t, ϑ(x, t)) و کراندار ∥ϑm(x, t)∥0ω
(5,2)
2

همچنین و m → ∞
F(xm, tm, ϑm−1(xm, tm)) −→ F(x, t, ϑ̄(x, t)), m → ∞.
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که آن�جایͬ از ,ϑm−1(xm∣∣برهان. tm)− ϑ̄(x, t)
∣∣ = ∣∣ϑm−1(xm, tm)− ϑm−1(x, t) + ϑm−1(x, t)− ϑ̄(x, t))

∣∣
⩽ |∂xϑm−1| |xm − x|+ |∂tϑm−1| |tm − t|+

∣∣ϑm−1(x, t)− ϑ̄(x, t)
∣∣ ,

نظر در با همچنین و ∥ϑm∥0ω
(5,2)
2

کرانداری و m → ∞ که ϑm

∥·∥
0ω

(5,2)
2−−−−−−→ ϑ̄ شده داده شرط از و

داریم ،(x, t) ∈ Φ هر ازای به ١.۴.٧ قضیه ,ϑm−1(xm∣∣گرفتن tm)− ϑ̄(x, t)
∣∣ → 0, m → ∞.

مͬ�دهد نتیجه F(x, t, ϑ(x, t)) ͬͽپیوست
F(xm, tm, ϑm−1(xm, tm)) −→ F(x, t, ϑ(x, t)),

مͬ�شود. کامل قضیه اثبات بنابراین ،m → ∞ که وقتͬ

باشد، چͽال Φ در {(xi, ti)}∞i=1 اگر باشد. کراندار (١۴.٧) در ∥ϑm(x, t)∥ فرضکنید .٣.۴.٧ قضیه
معادله ϑ(x, t) جوابدقیق به مͬ�آید بدست شده ارائه روش از که ϑm(x, t) تقریبͬ جواب دنباله گاه آن

و است همͽرا (٩.٧)

ϑ(x, t) =

∞∑
i=1

κi Ψ̄i(x, t), (١۶.٧)

است. شده داده (١۵.٧) رابطه توسط κi که

خواهیم ثابت ابتدا منظور بدین مͬ�کنیم. ثابت را همͽرایͬ و تقسیم قسمت دو به را اثبات برهان.
که کرد استنتاج مͬ�توان ،(١۴.٧) معادله گرفتن نظر در با همͽراست. ϑm دنباله کرد

ϑm+1(x, t) = ϑm(x, t) + κm+1Ψ̄m+1(x, t). (١٧.٧)

مͬ�گیریم نتیجه ،{Ψ̄i(x, t)
}∞
i=1

تعامد از
∥ϑm+1∥0ω

(5,2)
2

= ∥ϑm∥0ω
(5,2)
2

+ κ2m+1. (١٨.٧)

∥ϑm∥0ω
(5,2)
2

، ∥ϑm∥0ω
(5,2)
2

کرانداری به توجه با ∥ϑm+1∥0ω
(5,2)
2

⩾ ∥ϑm∥0ω
(5,2)
2

استکه برقرار بنابراین
که طوری به دارد وجود c ثابت و همͽراست

∞∑
i=1

κ2i = c.

ϑm+1(x, t) − ϑm(x, t) تعامد از و n > m اگر . κi ∈ l2, i = 1, 2, . . . که مͬ�دهد نتیجه لذا
داریم گاه آن کنیم، استفاده

∥ϑn(x, t)−ϑm(x, t)∥2
0ω

(5,2)
2

= ∥ϑn(x, t)− ϑn−1(x, t) + ϑn−2(x, t) + · · ·+ ϑm+1(x, t)− ϑm(x, t)∥2
0ω

(5,2)
2

= ∥ϑn(x, t)− ϑn−1(x, t)∥20ω(5,2)
2

+ · · ·+ ∥ϑm+1(x, t)− ϑm(x, t)∥2
0ω

(5,2)
2

=
n∑

i=m+1

κ2i −→ 0, m −→ ∞.
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.m −→ ∞ وقتͬ ϑm

∥·∥
0ω

(5,2)
2−−−−−−→ ϑ̄ که مͬ�دهد نشان 0ω

(5,2)
2 فشردگͬ

نتیجه (١۴.٧) معادله از منظور، بدین است. (٩.٧) معادله جواب ϑ̄ که کرد خواهیم اثبات ثانیا،
مͬ�گیریم

ϑ̄(x, t) =

∞∑
i=1

κiΨ̄i(x, t).

که این به نظر

(Lϑ̄)(xm, tm) =

∞∑
i=1

κi
⟨
LΨ̄i, φm

⟩
0ω

(5,2)
2

=

∞∑
i=1

κi
⟨
Ψ̄i,Ψm

⟩
0ω

(5,2)
2

, (١٩.٧)

داریم
m∑
j=1

ρmj(Lϑ̄)(xm, tm) =

∞∑
i=1

κi

⟨
Ψ̄i,

m∑
j=1

ρmjΨj

⟩
0ω

(5,2)
2

=

∞∑
i=1

κi
⟨
Ψ̄i, Ψ̄m

⟩
0ω

(5,2)
2

= κm.

(٢٠.٧)

صورت این در باشد، m = 1 اگر
(Lϑ̄)(x1, t1) = F(x1, t1, ϑ0(x1, t1)).

داریم ،m = 2 برای همچنین

ρ21(Lϑ̄)(x1, t1) + ρ22(Lϑ̄)(x2, t2) =ρ21F(x1, t1, ϑ0(x1, t1)) + ρ22F(x2, t2, ϑ0(x2, t2)).

که است واضح
(Lϑ̄)(x2, t2) = F(x2, t2, ϑ0(x2, t2)).

نوشت مͬ�توان استقرا از استفاده با
(Lϑ̄)(xj , tj) = F(xj , tj , ϑj−1(xj , tj)). (٢١.٧)

آن از همͽراست، (µ, ϱ) به که دارد وجود {
(xmj , tmj )

}∞
j=1

دنباله زیر ͷی ،(µ, ϱ) ∈ Φ هر برای
نتیجه ٢.۴.٧ قضیه و ϑm دنباله گرفتن نظر در با بنابراین است. چͽال Φ در {(xi, ti)}∞i=1 که جایͬ

که مͬ�گیریم
(Lϑ̄)(µ, ϱ) = F(µ, ϱ, ϑ̄(µ, ϱ)). (٢٢.٧)

و است (٩.٧) معادله جواب ϑ̄(x, t) که

ϑ(x, t) =
∞∑
i=1

κiΨ̄i(x, t).

است. کامل اثبات لذا

و ϑm(x, t) بین تقریبͬ خطای τm(x, t) و (٩.٧) معادله جواب ϑ(x, t) کنید فرض .۴.۴.٧ قضیه
است. ∥ · ∥0ω

(5,2)
2

نرم با نزولͬ یͺنوا τm(x, t) خطای گاه آن است. ϑ(x, t)

داریم ،٣.۴.٧ قضیه اثبات طبق و (١۶.٧) از برهان.

∥τm∥2
0ω

(5,2)
2

= ∥
∞∑

i=m+1

κi Ψ̄i(x, t)∥20ω(5,2)
2

=

∞∑
i=m+1

κ2i . (٢٣.٧)

است. ∥ · ∥0ω
(5,2)
2

نرم تعریف با نزولͬ یͺنوا τm خطای که مͬ�دهد نشان (٢٣.٧) معادله
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عددی نتایج ۵.٧

مͬ�گیریم. نظر در را خاصͬ λ پارامتر مقدار و شرایط روشپیشنهادی بودن کارآمد دقتو بررسͬ برای
در ازای به اول تͺراری الͽوریتم از مصرفͬ زمان و محاسبات انجام بودن صرفه به مقرون جهت به
E(x, t) مانده خطای مقدار ١.٧-٧.٧ جدول�های در مͬ�کنیم. استفاده نقطه n = 20 گرفتن اختیار
متغیر تغییر علت به u(x, 0) = f(x) اولیه شرط باید داشت توجه باید . (x, t) ∈ Φ نقطه ازای به را
تقریبͬ جواب همچنین کند. صدق هم f ′′(0) = f ′′(1) = 0 و f(0) = f(1) = 0 شرایط در شده داده

است. شده رسم ۶.١.٧-٧ شͺل�های در آمده بدست
که است، شده ارائه ۴.٧ جدول در که داده�هایͬ و [٧٣] مقاله در شده گزارش اطلاعات مقایسه با
بهینه مقادیر ͷکم به 1.16711× 10−7 مانده خطای کمترین هستیم، یͺسان شرایط شاهد دو هر در
روش به نسبت پیشنهادی روش است توجه قابل نتیجه در است. شده بیان [٧٣] مقاله در پارامترها

هستیم. برتری دارای است شده گرفته کار به مرزی مقدار مسئله این روی بر که دیͽری عددی

نتیجه�گیری ۶.٧

اسویفت-هوهنبرگ معادله حل برای بازتولیدی هسته روش اساس بر عددی روش دو فصل این در
تفاوت مͬ�کنند. ارائه صورتیͷسری به را مسئله تقریبͬ جواب روشپیشنهادی دو هر کردیم. ارائه
علت به اول روش در که طوری به بود، اشمیت گرام سازی متعامد فرآیند کاربرد در روش دو این
ͷروشکلاسی از دوم الͽوریتم در اما نͺردیم. استفاده سازی متعامد فرآیند از محاسبات کاهشزمان
همͽرایͬ آنالیز نیز و عددی جواب�های کردیم مشاهده که طور همان کردیم. استفاده بازتولیدی هسته

است. پیشنهادی روش�های دقت و کارایͬ بیانͽر دو هر شده، ارائه
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λ = 0.3 و f(x) = sin(πx) برای مانده خطای و عددی نتایج :١.٧ جدول
Nodes u20(x, t) E(x, t)

(0.1, 0.1) 0.179332 4.42522× 10−13

(0.2, 0.2) 0.119827 1.10906× 10−13

(0.3, 0.3) −0.0681305 8.19524× 10−13

(0.4, 0.4) −0.24348 6.55282× 10−13

(0.5, 0.5) −0.299323 1.27512× 10−12

(0.6, 0.6) −0.205003 7.56301× 10−13

(0.7, 0.7) −0.0138996 1.32987× 10−12

(0.8, 0.8) 0.158666 1.24659× 10−12

(0.9, 0.9) 0.187279 1.48586× 10−12

λ = 1 و f(x) = sin(πx) برای مانده خطای و عددی نتایج :٢.٧ جدول
Nodes u20(x, t) E(x, t)

(0.1, 0.1) 0.180014 3.93843× 10−13

(0.2, 0.2) 0.120782 1.54844× 10−13

(0.3, 0.3) −0.0685617 7.92034× 10−13

(0.4, 0.4) −0.245981 6.19716× 10−13

(0.5, 0.5) −0.302736 1.23951× 10−12

(0.6, 0.6) −0.207414 6.9298× 10−13

(0.7, 0.7) −0.0143605 1.22743× 10−12

(0.8, 0.8) 0.159375 1.1751× 10−12

(0.9, 0.9) 0.187739 1.40536× 10−12

λ = 8 و f(x) = sin(πx) برای مانده خطای و عددی نتایج :٣.٧ جدول
Nodes u20(x, t) E(x, t)

(0.1, 0.1) 0.187114 2.51455× 10−14

(0.2, 0.2) 0.131178 3.59431× 10−14

(0.3, 0.3) −0.0730962 3.47283× 10−13

(0.4, 0.4) −0.274048 2.84722× 10−13

(0.5, 0.5) −0.341661 7.10487× 10−13

(0.6, 0.6) −0.235036 3.39517× 10−13

(0.7, 0.7) −0.0198524 6.05743× 10−13

(0.8, 0.8) 0.166777 5.70221× 10−13

(0.9, 0.9) 0.192435 7.08918× 10−13
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λ = −0.7 و f(x) = sin(πx) برای مانده خطای و عددی نتایج :۴.٧ جدول
Nodes u20(x, t) E(x, t)

(0.1, 0.1) 0.122988 3.06577× 10−13

(0.2, 0.2) 0.118486 6.70665× 10−14

(0.3, 0.3) −0.0675217 8.16245× 10−13

(0.4, 0.4) −0.239993 5.3667× 10−13

(0.5, 0.5) −0.294577 1.21825× 10−12

(0.6, 0.6) −0.201653 6.22051× 10−13

(0.7, 0.7) −0.0132647 1.20544× 10−14

(0.8, 0.8) 0.157662 1.13173× 10−13

(0.9, 0.9) 0.186624 1.34524× 10−12

λ = 0.3 و f(x) = x3(1− x)3 برای مانده خطای و عددی نتایج :۵.٧ جدول
Nodes u20(x, t) E(x, t)

(0.1, 0.1) 0.227373 1.21098× 10−11

(0.2, 0.2) 0.158925 1.7906× 10−11

(0.3, 0.3) −0.0286819 4.60745× 10−11

(0.4, 0.4) −0.196038 6.31725× 10−11

(0.5, 0.5) −0.258467 7.38272× 10−11

(0.6, 0.6) −0.196576 7.6835× 10−11

(0.7, 0.7) −0.0486184 8.60242× 10−11

(0.8, 0.8) 0.102154 1.09004× 10−12

(0.9, 0.9) 0.149519 1.14691× 10−11

λ = 1 و f(x) = x3(1− x)3 برای مانده خطای و عددی نتایج :۶.٧ جدول
Nodes u20(x, t) E(x, t)

(0.1, 0.1) 0.228238 1.39757× 10−11

(0.2, 0.2) 0.16016 2.15371× 10−11

(0.3, 0.3) −0.0287455 5.14205× 10−11

(0.4, 0.4) −0.198026 6.99688× 10−11

(0.5, 0.5) −0.261383 8.18388× 10−11

(0.6, 0.6) −0.19881 8.56434× 10−11

(0.7, 0.7) −0.0492896 9.58326× 10−11

(0.8, 0.8) 0.102574 1.20004× 10−10

(0.9, 0.9) 0.149885 1.26796× 10−11

٨١



بختیاری پریسا هسته بازتولید فضای براساس جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای جدید عددی روش کاربرد

λ = 8 و f(x) = x3(1− x)3 برای مانده خطای و عددی نتایج :٧.٧ جدول
Nodes u20(x, t) E(x, t)

(0.1, 0.1) 0.237237 9.31578× 10−12

(0.2, 0.2) 0.173574 2.30782× 10−11

(0.3, 0.3) −0.0291853 1.14156× 10−12

(0.4, 0.4) −0.220289 1.14303× 10−11

(0.5, 0.5) −0.294597 1.62139× 10−11

(0.6, 0.6) −0.224314 2.74148× 10−11

(0.7, 0.7) −0.0570162 3.12081× 10−11

(0.8, 0.8) 0.106913 2.17772× 10−11

(0.9, 0.9) 0.153612 2.93794× 10−11

t=0

t=0.3

t=0.5

t=0.7

t=1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

x

u
(x
,t
)

λ = 0.3 و f(x) = sin(πx) ،n = 20 با آمده بدست اولیه مقدار مسئله u عددی جواب رسم :١.٧ شͺل
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λ = 1 و f(x) = sin(πx) ،n = 20 با آمده بدست اولیه مقدار مسئله u عددی جواب رسم :٢.٧ شͺل
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λ = 8 و f(x) = sin(πx) ،n = 20 با آمده بدست اولیه مقدار مسئله u عددی جواب رسم :٣.٧ شͺل
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λ = 0.3 و f(x) = x3(1− x)3 ،n = 20 با آمده بدست اولیه مقدار مسئله u عددی جواب رسم :۴.٧ شͺل
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λ = 1 و f(x) = x3(1− x)3 ،n = 20 با آمده بدست اولیه مقدار مسئله u عددی جواب رسم :۵.٧ شͺل
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λ = 8 و f(x) = x3(1− x)3 ،n = 20 با آمده بدست اولیه مقدار مسئله u عددی جواب رسم :۶.٧ شͺل
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٨ فصل

آتͬ های کار و گیری نتیجه

کرد: اشاره زیر موارد به توان مͬ رساله این بارز نتایج از

مقدار جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای بازتولیدی هسته�های روش کارآمدی .١
مرزی. مقدار اولیه،

جایͽزین اشمیتو سازیگرام حذفروشمتعامد با بازتولیدی روشکلاسیͷهسته�های بهبود .٢
نتیجه در و بالاتر اجرای سرعت دارای شده ارائه الͽوریتم که طوری به دستͽاه حل با آن کردن

مͬ�شود. روش تقویت

شده. ارائه روش همͽرایͬ بررسͬ .٣

نامتناهͬ. دامنه�های همچنین و کراندار دامنه�های با جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل .۴

منطبق آمده بدست نظری یافته�های با مͬ�شود مشاهده که آن�ها بررسͬ و عددی محاسبات .۵
است.

متفاوت. مرزی و اولیه شرایط همچنین هایمختلفو مرتبه از بازتولیدیجدید هسته�های تولید .۶

ارائه زیر صورت به پیشنهادات از برخͬ دارند زمینه این در کار به علاقه که دانشجویانͬ برای
شود: مͬ

هسته�های روش از استفاده با جزئͬ مشتقات با مسئله در را جواب ͬͽچندگان مͬ�توان آیا .١
داد؟ قرار بررسͬ مورد هیلبرت فضای بازتولیدی

روی بر هیلبرت فضای بازتولیدی هسته�های روش اعمال برای خطایͬ تحلیل یا خطا برآورد .٢
غیرخطͬ. مسائل

چندجمله�ای�های از استفاده با طیف١ͬ روش�هایشبه در شده مطالعاتانجام گستردگͬ به توجه با .٣
با آن�ها کارگیری به امͺان بررسͬ روش�ها این در خطا برآورد تͺنی�ͷهای همچنین و متعامد

مͬ�شود. پیشنهاد بازتولیدی ای هسته�ّ توسط شده تولید پایه�های از استفاده
١Pseudo-spectral method
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که طوری به مختلف روش�های از استفاده با ͷکلاسی روش در گرام-اشمیت روش حذف .۴
شود. محاسباتͬ دقت افزایش به منجر

ضرب فضای ͷی ای پایه�ّ بازتولیدی، هسته�های توسط شده تولید پایه�های که این به توجه با .۵
مشتقات با مسائل و معمولͬ دیفرانسیل معادلات گسسته�سازی مͬ�شود پیشنهاد هستند، داخلͬ
ضعیف(روش فرم و قوی(روشهم�محل٢ͬ) اساسفرم بر شده ارائه روش�های استفاده با جزئͬ

گیرد. قرار بررسͬ مورد معادلات گالرکین٣)

٢Collocation method
٣Galerkin method
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