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آوری ૹن و ୑و঒ش ग़عاوষࢌ
೯دا ฬم ଘ

୑و঒ش و اخلاق ඖࣁ࡭ور
ما ඩযری، ৳مدن و ၁ঘ඼່گ اࣅتلای భ دا஺ه گاه جا৾ اঙࢡࢹت ଘ ෘ੣ো و ୑و঒ش و داিش بൎند ग़قام دا८ت پاس ੬ࣚਵور ଘ و اিسان اࠫمال ୀ ජ໎ฬ ঙࢤواره و ॥ت ೯دا ख़ࡗතر عاॿم ଒ اଌن ଘ ا௿د و ণࣄحان و৯د ೯دا از یاری با

: نඅൢ࣓م ੾࡙ূی آن از و داده ඼້ار ෘ੣ো ॠد ୑و਌঒ی ୓ی नعاॼࢹت ا৅جام భرا ୌز اફول ඟ໋د৤م ਗی ਵࣞ࠻ھد اسلاਗی آزاد دا஺ه وا೮د୓ی عਖ࢙ی ঘیات اࠝضاء و داি࡮࡝ویان
. ਼ࣹࣣࡲت سازی ඛসھان ଡوদଽ از دوری و آن ଘ و༙داری و ਼ࣹࣣࡲت ओوਪی ਨی راণتای భ تلاش : ओوਪی ਼ࣹࣣࡲت اલل .۱
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. ୑و঒ش ජ໑اउل ک૟ൎه భ ই࡭ور ৔وૐॣه و ஧د داಶඍن ෘ੣ো భ و مਚی ॡصاॺح رعاশࢌ ଘ ৎ࠻ھد : مਚی ঃناनع اલل .۴
. ا౻ංیار భ ঃناভع و ඵ෤झূزات ، اड़وال از ࣹفا੉ت و عਖ࢙ی ඵදر داری جاষࢋ ଡوদଽ از ا౼ංناب ଘ ৎ࠻ھد : اماষࢌ و اোصاف رعاশࢌ اલل .۵
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. دارد ৗ༚و਩ی ਵ࣡ع ଒ ड़واردی از ඵදر ଘ داি࡮࡝ویان و عਖ࢙ی کاران िঙ ଘ آن اலل و ূ਼࡛ࣣقات ষتا৆ج ଐاشا و داিش رواج ଘ ৎ࠻ھد : ୃو৆ج اલل .۸
. آلاশند ਗی عਖ࢙ی ඵදر ୓ی شا૚঵ه ଘ را ୑و঒ش و ع࢙م ऑوزه ଒ ইسا਩ی ଘ ඌিඁࢌ ड़و઱ع اعلام و ای ଑ඟ໓ ඵදر رभتار ଡوদଽ از ओوਪی ୀا঵ࢌ ଘ اනශزام : ୀا঵ࢌ اલل .۹
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اسلامی آزاد دانشگاه
تحقیقات علوم واحد

نامه پایان یا رساله اصالت تعهدنامه
رساله از 96/6/29 تاریخ در که ریاضی رشته در تخصصی دکتري مقطع دانش آموخته نوجوان حنانه اینجانب
جزیی دیفرانسیل معادلات حل در متغیر شکلی پارامتر با شعاعی اي پایه توابع از استفاده ” عنوان تحت خود

می شوم: متعهد بدینوسیله نموده ام دفاع عالی درجه و 19.5 نمره کسب با ”
دستاوردهاي از مواردي در و بوده اینجانب توسط شده انجام پژوهش و تحقیق حاصل رساله این (1
موجود، رویه و ضوابط مطابق نموده ام، استفاده (... و مقاله کتاب، نامه، پایان از (اعم دیگران پژوهشی و علمی

کرده ام. درج و ذکر مربوطه فهرست در را آن مشخصات سایر و استفاده مورد منبع نام
و دانشگاه ها سایر در بالاتر) یا پائین تر سطح، (هم تحصیلی مدرك هیچ دریافت براي قبلاً رساله این (2

است. نشده ارائه عالی آموزش مؤسسات
و اختراع ثبت کتاب، چاپ از اعم برداري بهره هرگونه و استفاده قصد تحصیل، از فراغت از بعد چنانچه (3

نمایم. اخذ را مربوطه مجوزهاي واحد پ ژوهشی معاونت حوزه از باشم، داشته رساله این از ...
دانشگاهی واحد و می پذیرم را آن از ناشی عواقب شود، ثابت فوق موارد خلاف زمانی مقطع هر در چنانچه (4
هیچ گونه تحصیلی ام مدرك ابطال صورت در و نموده رفتار مقررات و ضوابط مطابق اینجانب با است مجاز

داشت. نخواهم ادعایی

خانوادگی: نام و نام
نوجوان حنانه

امضاء: و تاریخ

ت



(ع૟ൎه اॼسلام) ।جاد امام الاخلاق کارم ଯ دعای از ای ච໋یده
یقین بهترین را یقینم و برسان ایمان درجه کاملترین به را ایمانم و فرست درود او آل و محمد بر پروردگارا،

برسان. اعمال بهترین به را عملم و بگردان نیتها بهترین را نیتم فرجام و ده قرار
و مصون دار انحراف، گزند از بی پایانت رحمت با را یقینم و گردان نیکو را نیتم خودت لطف با پروردگارا،

فرما. اصلاح است زده سر من از که فاسدى عمل هر انتهایت، بى قدرت با
به مرا و فرما کفایت می کند مشغولم آنها به اهتمام که را امورى و فرست درود او آل و محمد بر پروردگارا،
براى که کارى به تا بخش فراغتى عمرم ایام در و کن وادار می کنى درخواست من از قیامت فرداى که کارى
خودپسندى و کبر گرفتار و ببخش عزت و فرما عطا وسیع روزى من به و کن بى نیازم و بپردازم آفریده اى آنم

نکن. باطل غرور و عجب با را عبادتم و دار مشغولم خالص عبادت به و نکن
به خودم پیش می بخشى مرتبه مرا مردم میان که اندازه اى هر به و فرست درود او آل و محمد بر پروردگارا
من براى نفسم پیش اندازه همان به می سازى پدیدار برایم که ظاهرى عزت هر و کن خوارم مقدار همان

آور. پدید باطنى خوارى
چیز هیچ با را آن و شوم بهره مند شایسته هدایت از که کن چنان و فرست درود او آل و محمد بر پروردگارا
نکنم شک آن در و یابم دست درست نیت به و نروم بیرون آن از و گردم بهره مند حق راه از و نکنم عوض
پیش شود، شیطان چراگاه عمرم که آنگاه و بده عمر من به می گذرد تو طاعت راه در عمرم که هنگامى تا و

بگیر. را جانم گردد پایدار و محکم تو خشم یا آورد روي من به تو سخت دشمنى آنکه از
ناپسندى عادت هیچ و کنى اصلاحش آنکه مگر نگذار من در بدانند زشت مردم که را خصلتى هیچ پروردگارا،
نگذار ناقص من در را پسندیده اى خوى هیچ و سازى نیکش آنکه مگر نگذار باقى کنند سرزنشم مردم که را

کنى. کاملش آنکه مگر
حسد و کن تبدیل دوستى به من درباره را دشمنان سخت دشمنى و فرست درود او آل و محمد بر پروردگارا
و دوستى به را نزدیکان دشمنى و اطمینان به را صالحان بدگمانى و ده تغییر محبت به را سرکشان بدخواهى و
دوستى به را کنندگان مدارا دوستى و یارى به را نزدیکان کردن خوار و خوشرفتارى به را خویشان بدرفتارى

فرما. مبدل واقعى

঒ࡣت ೯دا باز ॴوم، ඛ঺ھا ඛ঺ھا ଌୃن ඟ໋ا

ಶඍن ॥୓ت... ৯دا ૡঙه جا಻ඎিن او

ث



... ণپاس ච໋اری

آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس
بندي عباس سعید دکتر آقاي جناب خود، راهنماي اساتید بی دریغ زحمات از می دانم خود وظیفه  آغاز در
ایشان، ارزنده  راهنمایی هاي بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه اللهویرنلو توفیق دکتر آقاي جناب و
از مشاور استاد عنوان به که بابلیان اسماعیل دکتر آقاي جناب از همچنین نمی رسید. انجام به مجموعه این
عزتی دکتر لطفی، زاده حسین دکتر آقایان گرامی، داوران از کنم. می تشکر نیز برده بهره ایشان هاي راهنمایی
خانم سرکار از همچنین دارم. را تشکر کمال داشتند عهده به را را داوري زحمت که عراقی فریبرزي دکتر و

دارم. سپاس و تشکر کمال کردند، راهنمایی را بنده دلسوزانه که محمدي دکتر
می کنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می زنم بوسه پایان، در
وجودشان، امیدبخش گرماي و سرشار عاطفه پاس به عزیزم ازخانواده می کنم تشکر و را مقدس شان وجود

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که

نوجوان حنانه
1396 شهریور

ଘ ৎقد৤م

඼ෙय़باৣم భما و ৮در

ج



مطالب فهرست

صفحه عنوان

خ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصاویر فهرست

ر . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جداول فهرست

2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش گفتار

5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شعاعی اي پایه توابع 1
6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیاز مورد قضایاي و تعاریف 1 - 1
7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شعاعی اي پایه درونیاب توابع 2 - 1
8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت معین توابع 1 - 2 - 1
18 . . . . . . . . . . . . . . محلی فضاهاي و هیلبرت فضاهاي کننده بازتولید هاي هسته 3 - 1
19 . . . . . . . . . . . . . . . . . . هیلبرت فضاهاي کننده بازتولید هاي هسته 1 - 3 - 1
21 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اکید مثبت معین توابع محلی فضاهاي 2 - 3 - 1
23 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شعاعی اي پایه درونیاب مسائل پایداري 4 - 1

28 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبکه بدون هاي روش بر مروري 2
29 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه 1 - 2
31 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقاط تولید 2 - 2
32 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جواب تقریب 3 - 2
32 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محلی) هم (روش سراسري فرم به آزمودن 4 - 2
32 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متقارن) (نا کانسا محلی هم روش 1 - 4 - 2
34 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعی فرم به آزمودن 2 - 4 - 2

35 . . . . . . زمان به وابسته جزیی دیفرانسیل معادلات حل براي موضعی شبکه بدون روش 3
36 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه 1 - 3
36 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت شکلی پارامتر با هاي هسته 2 - 3
37 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده مقیاس متغیر طور به شعاعی هاي هسته 3 - 3
38 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یابی درون 1 - 3 - 3

چ



38 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیوتن اي پایه توابع 4 - 3
40 . . . . . . . . . . . . . شده مقیاس متغیر طور به نیوتن اي پایه توابع محلی هم روش 5 - 3

معادله حل براي شده مقیاس متغیر طور به نیوتن اي پایه توابع بر مبتنی محلی هم روش 6 - 3
45 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برگرز
48 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددي نتایج 7 - 3
59 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیري نتیجه 8 - 3

60 . . . . . . . . . . . . متغیر شکلی پارامتر با شعاعی اي پایه توابع بر مبتنی محلی هم روش 4
61 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه 1 - 4
61 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیر شکلی پارامتر 2 - 4
62 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برگرز غیرخطی بعدي دو معادلات زوج حل 3 - 4
66 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددي نتایج 4 - 4

77 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادات و نتایج 5
78 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه 1 - 5
78 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیري نتیجه 2 - 5
78 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادات 3 - 5

79 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوست

82 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منابع

91 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انگلیسی به فارسی واژه نامه

93 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فارسی به انگلیسی واژه نامه

ح



تصاویر فهرست
صفحه عنوان

داخلی نقاط در ns = ۵ فرض با موضعی هاي دامنه و الفاصله متساوي نقاط مجموعه 1 - 3
48 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باشد. می مرکزي نقطه بیانگر × مرزي. و
49 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقطه n = ۵۰ براي D۲ و D۱ تنک هاي ماتریس 2 - 3

براي n = ۵۵ چبیشف نقاط و ν = ۳/۲ ،c(x) =
√
۱− x۲ فرض با u عددي نتایج 3 - 3

50 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 (مثال . (چپ) Re = ۱۰۰ و (راست) Re = ۱۰

براي n = ۵۵ چبیشف نقاط و ν = ۳/۲ ،c(x) =
√
۱− x۲ فرض با u عددي نتایج 4 - 3

50 . . . . . . . . . . . (1 (مثال . (چپ) Re = ۱۰۰۰۰ براي n = ۱۵۰ و (راست) Re = ۱۰۰۰

براي n = ۳۰۰ چبیشف نقاط و ν = ۳/۲ و c(x) =
√
۱− x۲ فرض با u عددي نتایج 5 - 3

51 . . . . . . . . . (1 (مثال . (چپ) Re = ۱۰۰۰۰۰۰ براي n = ۸۶۵ و (راست) Re = ۱۰۰۰۰۰

Re = ۱۰۰۰ براي n = ۵۵ چبیشف نقاط و ν = ۳/۲ ،c = ۱۰ فرض با u عددي نتایج 6 - 3
51 . . . . . . . . . . . . . . . . (1 (مثال . (چپ) Re = ۱۰۰۰۰ براي n = ۱۵۰ و (راست)

n = ۲۰۰ الفاصله متساوي نقاط و ν = ۳/۲ ،c(x) = √
۱− x۲ فرض با u عددي نتایج 7 - 3

51 . . . . . . . . (1 (مثال . (چپ) Re = ۱۰۰۰۰ براي n = ۴۰۰ و (راست) Re = ۱۰۰۰ براي
براي n = ۲۰۰ الفاصله متساوي نقاط و ν = ۳/۲ ،c = ۱۰ فرض با u عددي نتایج 8 - 3

51 . . . . . . . . . . . (1 (مثال . (چپ) Re = ۱۰۰۰۰ براي n = ۴۰۰ و (راست) Re = ۱۰۰۰

براي n = ۵۵ چبیشف نقاط و ν = ۳/۲ ،c(x) =
√
۱− x۲ فرض با u عددي نتایج 9 - 3

54 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (مثال2) . (چپ) Re = ۱۰۰ و (راست) Re = ۱۰

براي n = ۵۵ چبیشف نقاط و ν = ۳/۲ ،c(x) =
√
۱− x۲ فرض با u عددي نتایج 10 - 3

54 . . . . . . . . . . . (2 (مثال (چپ). Re = ۱۰۰۰۰ براي n = ۱۵۰ و (راست) Re = ۱۰۰۰

و Re = ۱۰۰۰ براي n = ۵۵ چبیشف نقاط و ν = ۳/۲ ،c = ۱۰ فرض با u عددي نتایج 11 - 3
55 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 (مثال (چپ). Re = ۱۰۰۰۰ براي n = ۱۵۰

خ



n = ۲۰۰ الفاصله متساوي نقاط و ν = ۳/۲ ،c(x) = √
۱− x۲ فرض با u عددي نتایج 12 - 3

55 . . . . . . . . (2 (مثال (چپ). Re = ۱۰۰۰۰ براي n = ۴۰۰ و (راست) Re = ۱۰۰۰ براي
براي n = ۲۰۰ الفاصله متساوي نقاط و ν = ۳/۲ ،c = ۱۰ فرض با u عددي نتایج 13 - 3

55 . . . . . . . . . . . (2 (مثال (چپ). Re = ۱۰۰۰۰ براي n = ۴۰۰ و (راست) Re = ۱۰۰۰

n = ۶۰ الفاصله متساوي نقاط و ν = ۳/۲ ،c(x) =
√
۱− x۲ فرض با u عددي نتایج 14 - 3

57 . . . . . . . . . . (3 (مثال (چپ). Re = ۱۰۰۰ براي n = ۲۱۰ و (راست) Re = ۱۰۰ براي
ν = ۵

۲ ،n = ۴۰ الفاصله متساوي نقاط با T = ۱ و Re = ۱۰۰۰۰ براي مطلق خطاي نمودار 15 - 3
57 . . . . . . . . . . . . . . . . (4 (مثال (چپ). c(x) =

√
۱− x۲ و (راست) c = ۱۰ و

و ν = ۷
۲ ،n = ۳۵ الفاصله متساوي نقاط با T = ۰٫۲ و Re = ۱۰۰۰ مطلق خطاي نمودار 16 - 3

58 . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 (مثال (چپ). c(x) =
√
۱− x۲ و (راست) c = ۱۰

داخلی نقاط در ns = ۵ فرض با موضعی هاي دامنه و الفاصله متساوي نقاط مجموعه 1 - 4
67 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرزي. و

n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰ فرض با V و U عددي نتایج 2 - 4
68 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 (مثال .۱ استراتژي

و n = ۴۴۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰ براي مطلق خطاي نمودار 3 - 4
69 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 (مثال . ۳ استراتژي

و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰ براي مطلق خطاي نمودار 4 - 4
69 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 (مثال . ۳ استراتژي

و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰ براي مطلق خطاي نمودار 5 - 4
69 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 (مثال . c = ۱۰

و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰ براي مطلق خطاي نمودار 6 - 4
70 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 (مثال . ۱ استراتژي

nو = ۳۷۲۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰ براي مطلق خطاي نمودار 7 - 4
70 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 (مثال . ۱ استراتژي

و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰ براي مطلق خطاي نمودار 8 - 4
70 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 (مثال . ۲ استراتژي

و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰ براي مطلق خطاي نمودار 9 - 4
71 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 (مثال . ۳ استراتژي

و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰ براي مطلق خطاي نمودار 10 - 4
71 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 (مثال . ۴ استراتژي

د



و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰ براي مطلق خطاي نمودار 11 - 4
72 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 (مثال . ۵ استراتژي

و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰۰ براي مطلق خطاي نمودار 12 - 4
72 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 (مثال .c = ۱۰

و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰۰ براي مطلق خطاي نمودار 13 - 4
73 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 (مثال . ۲ استراتژي

و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰۰ براي مطلق خطاي نمودار 14 - 4
73 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 (مثال . ۳ استراتژي

و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰۰ براي مطلق خطاي نمودار 15 - 4
73 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 (مثال . ۴ استراتژي

nو = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰۰ براي مطلق خطاي نمودار 16 - 4
74 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 (مثال . ۵ استراتژي
76 (2 (مثال n = ۴۴۱ cو = ۱۰،Re = ۱۰۰۰ ،x = ۰٫۵ T = ۰٫۴, فرض با V و U براي عددي نتایج 17 - 4
76 . . (مثال2) n = ۴۴۱ و Re = ۱۰۰۰۰ ،x = ۰٫۵ T = ۰٫۴, فرض با V و U براي عددي نتایج 18 - 4

ذ



جداول فهرست
صفحه عنوان

52 . . . . . . ( (مثال1 c(x) =
√
۱− x۲. ،ν = ۵/۲ ،n = ۹۰ ،Re = ۱۰۰ فرض با u خطاي و عددي نتایج 1 - 3

52 . . . . . مثال(1) c(x) = √
۱− x۲. ،ν = ۵/۲ ،n = ۹۰ ،Re = ۱۰۰۰/۳ فرض با u خطاي و عددي نتایج 2 - 3

53 . . . . . (مثال1) .c(x) = √
۱− x۲ ،ν = ۵/۲ ،n = ۱۷۵ ،Re = ۱۰۰۰۰ ،T = ۰٫۵ فرض با u عددي نتایج 3 - 3

56 . . . . . . . . . . (2 (مثال .c(x) = √
۱− x۲ ،ν = ۵/۲ ،n = ۱۸۰ ،Re = ۱۰۰ فرض با u عددي نتایج 4 - 3

57 . (4 (مثال .c(x) = √
۱− x۲ ،ν = ۵/۲ ،n = ۴۰ الفاصله متساوي نقاط با Re = ۱۰۰۰۰ براي مطلق خطاي 5 - 3

58 . . (5 (مثال .c(x) = √
۱− x۲ νو = ۷/۲ ،n = ۳۵ الفاصله متساوي نقاط با Re مختلف مقادیر براي مطلق خطاي 6 - 3

59 . (6 (مثال . c(x) = ۱− x۲ νو = ۷/۲ ،n = ۲۵ یکنواخت نقاط با Re مختلف مقادیر براي مطلق خطاي 7 - 3

74 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n = ۴۴۱ و Re = ۱۰۰ فرض با T = ۲ زمان در u عددي نتایج 1 - 4
74 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n = ۴۴۱ و Re = ۱۰۰ فرض با T = ۲ زمان در V عددي نتایج 2 - 4

ر



چکیده
معادلات حل براي موضعی شعاعی اي پایه توابع و نیوتن اي پایه توابع بر مبتنی شبکه بدون هاي روش از رساله این در
طور به شعاعی هاي هسته از بیشتر پایداري منظور به است. شده استفاده زمان به وابسته جزیی مشتقات با دیفرانسیل
پایه توابع بیشتر، دقت و پایداري براي همچنین کردیم. استفاده نیوتن اي پایه توابع ساخت براي شده مقیاس متغیر
توابع عنوان به شده معرفی اي پایه توابع گرفتن نظر در با ادامه در کردیم. متغیر شکلی پارامتر به مجهز را شعاعی اي
استفاده با سپس زدیم. تقریب مکانی هم روش به آزمون توابع از استفاده با مکان متغیر راستاي در را جواب تابع آزمون،
یافتیم. دست زمان متغیر راستاي در جواب تابع حسب بر معمولی مشتقات با معادلات از دستگاهی به خطوط، روش از
مشاهده با و گرفته کار به برگرز غیرخطی معادلات زوج و برگرز غیرخطی معادله حل براي را شده معرفی هاي روش

بردیم. پی روش کارآیی و دقت به عددي نتایج
کلیدي: کلمات

شکلی پارامتر شده، مقیاس متغیر طور به شعاعی هسته نیوتن، اي پایه توابع خطوط، روش موضعی، شبکه بدون روش
برگرز غیرخطی معادله متغیر،
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پیشگفتار
پایه علوم در طبیعی متنوع هاي پدیده بندي مدل در وسیعی طور به زمان به وابسته جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات
هاي پدیده رفتار بینی پیش براي ریاضی هاي مدل از رده این هاي جواب اند. گرفته قرار استفاده مورد مهندسی علوم و
متاسفانه باشند. می منطبق آزمایشگاهی و تجربی شرایط از حاصل نتایج بر کاملا که نحوي به روند، می کار به مختلف
مسائل این عددي بررسی لذا ندارد، وجود مسائل این دقیق هاي جواب محاسبه براي تحلیلی روش یک موارد اغلب در
به وابسته جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل براي متنوعی عددي هاي روش باشند. می اي ویژه اهمیت داراي
متناهی، حجم 2 متناهی، عناصر 1 متناهی، تفاضلات استاندارد هاي روش به توان می جمله آن از که اند شده ارائه زمان

کرد. اشاره مرزي4 عناصر هاي روش و 3

هاي نظریه اخیر هاي دهه در که باشد می عددي هاي روش ترین قوي و ترین متداول از یکی متناهی عناصر روش
شده ارائه آن برمبناي وسیعی کاربردي و افزاري نرم هاي بسته همچنین و مهندسی علوم در فراگیر کاربردهاي تحلیلی،
می اساسی اشکال دو داراي متاسفانه ولی باشد می مهندسی علوم در پرکاربرد روشی متناهی عناصر روش چند هر اند.
پیچیدگی همچنین و پیچیده هندسی هاي شکل با هایی دامنه با مسائل بندي شبکه در محدودیت از: عبارتند که باشد

بالا. ابعاد با مسائل حل براي محاسباتی
اصلاح به موارد اغلب در بندي شبکه بر مبتنی هاي روش از استفاده با مسائل از بسیاري عددي حل در کلی طور به
شد. خواهد محاسباتی پیچیدگی سبب که باشد می مرزها نزدیک خصوص به ، دامنه از خاصی نواحی در ها شبکه کردن

باشند. نمی مناسب بزرگ ابعاد با مسائل حل براي بندي شبکه بر مبتنی هاي روش علاوه به
معادلات حل براي دامنه، بندي شبکه به نیاز بدون اندکه یافته توسعه و ارائه عددي هاي روش برخی اخیر هاي دهه در
بندي شبکه و بندي شبکه مشکل بر آمدن فائق شبکه، بدون روشهاي توسعه و ارائه هدف مهمترین شوند. می استفاده
روش باشد: می زیر صورت به شبکه بدون هاي روش براي جامع تعریف یک کلی طور به باشد. می دامنه کل مجدد
با تنها و دامنه سازي گسسته براي شده تعیین قبل از بندي شبکه یک از استفاده بدون که است روشی شبکه، بدون
خطی معادلات سیستم یک به را مساله شده، پخش آن مرزهاي و مساله دامنه در پراکنده نقاط مجموعه یک از استفاده
نمایش براي شده پخش آن مرزهاي و مساله دامنه در که نقاطی مجموعه یک از شبکه، بدون روشهاي نماید. تبدیل
نامیده میدانی نقاط شده، پخش نقاط مجموعه این کند. می استفاده ( دامنه سازي گسسته براي نه (و آن مرزهاي و دامنه
براي گرهها این بین رابطه درباره قبلی اطلاعات هیچگونه که معنی این به سازند. نمی شبکه یک نقاط این و شوند می
معرفی شبکه بدون هاي روش بر مبتنی متنوعی هاي تکنیک تازگی به نیست. نیاز و... مجهول تابع تقریب یا درونیابی
بالایی پتانسیل که است شده داده نشان و اند داشته مختلفی پیچیده مسائل عددي حل در خوبی کاربردهاي و اند شده

. دارند قرار توسعه مرحله در هنوز روشها این وجود، این با دارند. قوي عددي وسیله یک به شدن تبدیل براي
کرد: اشاره زیر موارد به توان می آنها رده مهمترین از که اند شده معرفی شبکه بدون روش چندین اخیر هاي سال در
(PUM) یکه افراز روش ،[75] 6 (DEM) شده پخش عناصر روش [55] (SPH) 5 هموار هیدرودینامیکی ذرات روش

1finite differences
2finite elements
3finite volume
4boundary element methods

5Smoothed Particle Hydrodynamic
6 ِِِِِDiffuse element method
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(RKPM) هسته عناصر بازتولید روش ،[8] 3 (EFG) آزاد عناصر با گالرکین روش ،[25]2 کلود اچ-پی روش ،[63] 1

(BNM) مرزي نودهاي روش .[43] (RBF ) شعاعی اي پایه توابع اساس بر محلی هم شبکه بدون روش ،[54] 4

محلی شبکه بدون روش ،[105 ،96 ،19 ،70] 6 (LBIE) محلی مرزي انتگرال معادلات شبکه بدون روش ،[72] 5

بیان روشها، این کثرت علت به . [53] 8 نقاط شعاعی درونیابی روش ،[6 ،20 ،18 ،62] 7(MLPG) پتروف-گالرکین
است. داده ارائه روشها این از کلی) حدي (تا بازنگري یک [77] مرجع اما، نیست پذیر امکان آنها همه

معادلات عددي حل براي را شعاعی اي پایه توابع بر مبتنی شبکه بدون روش یک کانسا بار اولین براي 1990 سال در
به را شعاعی اي پایه توابع از خطی ترکیب یک کانسا مقاله این در حقیقت در نمود. ارائه جزیی مشتقات با دیفرانسیل
و هاردي توسط بار اولین براي شعاعی اي پایه توابع کرد. ارایه جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادله جواب تقریب عنوان
بار اولین براي مستقیم طور به وجود این با ولی بود شده 1970معرفی سال در پراکنده هاي داده با توابع درونیابی براي
به شبکه بدون هاي روش از رده این ادامه در گرفتند. قرار استفاده مورد جزیی مشتقات معادلات حل براي کانسا توسط
مهندسان و محققان توجه مورد شدت به اجرا سادگی و بالا ابعاد با معادلات جواب تقریب براي ها آن زیاد توانایی علت
بر مبتنی هاي روش بر شعاعی اي پایه توابع بر مبتنی شبکه بدون هاي روش اصلی مزیت کلی طور به گرفت. قرار

کرد: خلاصه زیر صورت به توان می را بندي شبکه
حالی در شود می ها دامنه بندي شبکه صرف محاسباتی هزینه عمده شبکه بر مبتنی هاي روش در معمول طور به (1

باشد. می آزاد کاملاً نقاط انتخاب شعاعی اي پایه توابع بر مبتنی شبکه بدون هاي روش در که
آن آسان گیري کار به امکان و شعاعی اي پایه توابع بر مبتنی شبکه بدون هاي روش در فضا بعد به وابستگی عدم (2

باشد. می ها روش این هاي مزیت عمده از بالا ابعاد با مسایل براي

حل براي گسترده طور به شعاعی اي پایه توابع محلی هم روش هسته، بر مبتنی شبکه بدون هاي روش بین در
شعاعی پایه توابع محلی هم روش اصلی معایب از یکی . [44 ،43 ،32 ،28] است رفته کار به فیزیکی مختلف مسائل
می جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل سازي گسسته از حاصل پر هاي ماتریس شامل که است این سراسري
موضعی شعاعی پایه توابع محلی هم روش آنها بدحالتی بر غلبه براي هستند. حالت بد اغلب ها ماتریس این که باشد
توجه با بود. آیی کار و دقت نظر از بهتري نتایج داراي که شد معرفی انتشار مسائل براي [84] 9 سارلر توسط بار اولین
گرما -انتشار انتقال مانند پیچیده مسائل حل در آن از توان می موضعی شعاعی اي پایه توابع محلی هم روش اهمیت به

کرد. استفاده قبیل این از مسائلی و آشفته جریان استوکس، ناویر معادلات سیال، جریان و حرارت انتقال فاز، تغییر با
،59 ،58 ،57 ،56 ،11] است شده مطرح دهه دو از بیش که است موضوعی شعاعی پایه توابع در 10 شکل پارامتر انتخاب
این مطلوب مقدار خطا و آزمون با محققان بیشتر ندارد. وجود پارامتر این آوردن بدست براي دقیق روش . [93 ،82 ،60

1Partition of unity method
2 Hp-cloud method
3 Element free Galerkin method
4 Reproducing kernel particle method
5Boundary node method
6 Meshless local boundary integral equation

method
7 Meshless local Petrov-Galerkin method
8Radial point interpolation method
9Sarler

10Shape parameter
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آورند. می بدست را پارامتر
حالت عدد پارامتر این افزایش با که شدند متوجه توابع این براي شکلی پارامتر گرفتن نظر در با همکاران و 1 شاباك
حالت عدد پارامتر این کاهش با شود. می تر نزدیک واقعی مقدار به جواب اما شود، می ناپایدارتر مسئله و یافته افزایش
مواجه قطعیت عدم اصل با رو این از شود. می دورتر واقعی جواب از جواب اما شود، می پایدارتر مسئله و یافته کاهش

هستیم.

،22 ،21] باشد می 2 خطوط روش از استفاده جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات براي حل هاي روش از یکی
روش این در است. جبري عبارت با PDEدر موجود جزیی مشتقات جایگزینی خطوط، روش اساسی ایده . [95 ،24
مشتق اما شود، می زده تقریب عددي هاي روش از یکی وسیله به مکانی مشتقات تمامی دامنه، سازي گسسته از پس
صریح طور به دیگر دیفرانسیل، معادله جملات در موجود جزیی مشتقات صورت این در ماند. می باقی تغییر بدون زمانی
دیفرانسیل معادله یک به حقیقت در ماند. می باقی مسئله در متغیر یک تنها و شوند نمی بیان مستقل متغیرهاي برحسب
هاي روش از هریک از مرحله این در است. اصلی جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادله از تقریبی که رسیم می اول مرتبه

کنیم. استفاده توانیم می معمولی دیفرانسیل معادله حل براي عددي
شد. خواهند بررسی ها آن خواص و معرفی شعاعی اي پایه توابع اول فصل در باشد. می فصل پنج شامل رساله این
پیشنهادي روش بندي فرمول و توضیح به سوم فصل در شوند. می معرفی شبکه بدون هاي روش برخی دوم فصل در
شده ارایه روش سازي پیاده به همچنین و پردازیم می زمان به وابسته جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات براي رساله
شکلی پارامتر با موضعی شعاعی اي پایه توابع روش چهارم فصل در پرداخته. برگرز بعدي یک غیرخطی معادله روي
ارایه و مطالب بندي جمع به پنجم فصل در بریم. می کار به دوبعدي برگرز غیرخطی معادلات زوج حل براي را متغیر

پردازیم. می پیشنهادات

1Schaback
2Method of lines
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1 فصل

شعاعی اي پایه توابع



نیاز مورد قضایاي و تعاریف 1 - 1
تابع یک که این بر مشروط میشود، نامیده 1 شعاعی تابع یک Φ : Rs → R تابع .1 - 1 - 1 تعریف

که: باشد موجود چنان φ : [۰,∞) → R

Φ(x) = φ(r), r =∥ x ∥,

Rsاست. روي نرم یک دهنده نشان ∥.∥ که طوري به

هرگاه میشود، نامیده 2 شعاعی اي پایه تابع یک Φ : Rs → R تابع .2 - 1 - 1 تعریف

∥x۱∥ = ∥x۲∥ =⇒ Φ(x۱) = Φ(x۲), x۱, x۲ ∈ Rs.

Rsاست. روي 3 اقلیدسی نرم یک دهنده نشان ∥.∥ که طوري به

باشد. می شعاعی اي پایه توابع از اي ساده حالت Φ(x) = ∥x∥۲ اقلیدسی فاصله تابع مثال:
را توابع این زیر در دارند. برعهده شعاعی اي پایه توابع آنالیز وتحلیل تجزیه در اساسی نقش 4 ها هسته که جا آن از

شود. می بررسی ها آن خواص از برخی و کرده معرفی

متغیره دو تابع گاه آن باشد. (Rs) Cs از ناتهی مجموعه زیر یک Ω کنید فرض .3 - 1 - 1 تعریف

K : Ω× Ω → C(R), K : (x,y) → K(x,y)

هرگاه گویند، Ω روي شعاعی هسته یک را K(., .) هسته نامند. می Ω روي حقیقی) (یا مختلط هسته یک را
که: باشد موجود چنان φ : [۰,∞) → C(R)

K(x,y) = φ(∥x− y∥), ∀x,y ∈ Ω,

باشیم: داشته هرگاه گویند، Ω ⊆ Cs روي 5 هرمیتی هسته یک را K(., .) مختلط هسته همچنین

∀x,y ∈ Ω, K(x,y) = K(y,x)

گویند. می متقارن هسته یک را آن باشد، فوق خاصیت با حقیقی هسته یک K(., .) که صورتی در
1Radial function
2Radial basis function
3Euclidean norm

4Kernels
5Hermitian Kernel

6



گاوسی هسته مثال عنوان به

K(x,y) = κ(∥x− y∥) = e−ε۲∥x−y∥۲ , κ(r) = e−ε۲r۲ ,

باشد. می شکل پارامتر ε = ۱
c آن در که باشد می متقارن و شعاعی حقیقی هسته یک

شعاعی اي پایه درونیاب توابع 2 - 1
هاي داده درونیابی در ها آن زیاد پذیري انعطاف علت به شعاعی اي پایه درونیاب توابع از استفاده اخیر هاي دهه در

است. گرفته قرار محققین از بسیاري توجه مورد بالا بعد با فضاهاي در ها داده همچنین و پراکنده
می Rs فضاي در پراکنده هاي داده از مجموعه یک {(xi, yi), i = ۱, ۲, . . . , N, : xi ∈ Rs, yi ∈ R} کنید فرض

: که طوري به دهیم می نشان Pf صورت به را نقاط از مجموعه این درونیاب تابع باشند.

Pf (xi) = yi, i = ۱, ۲, . . . , N, (1 - 1)

شود: می گرفته نظر در زیر صورت به درونیاب تابع یک شعاعی، اي پایه توابع درونیابی به توجه با منظور این براي

Pf (x) =
N∑
j=۱

λjϕ(∥x− xj∥) +
M∑
k=۱

ζkpk(x), (2 - 1)

براي پایه یک {p۱(x), p۲(x), . . . , pM (x)} مجموعه و شعاعی اي پایه تابع یک ϕ(∥x − xi∥) آن در که طوري به
جمله چند فضاي این بعد باشد. می Rs فضاي در q شده) تعیین پیش (از درجه از πs

q کامل هاي اي چندجمله فضاي

π۲
۱ ، R۲ در خطی هاي اي چندجمله فضاي براي ها پایه این مثال عنوان به .M =

 q + s

s

 با است برابر اي

با اکنون . {۱, x, y, x۲, xy, y۲} از عبارتند π۲
۲ مربعی هاي اي جمله چند فضاي براي همچنین و {۱, x, y} از عبارتند

اي لحظه شرایط به که زیر شرایط تحمیل همچنین و (2 - 1) پیشنهادي درونیاب تابع بر (1 - 1) درونیاب شرایط تحمیل
، باشند می معروف 1

N∑
j=۱

λjpk(xj) = ۰, k = ۱, ۲, . . . ,M. (3 - 1)

1Moment conditions
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دستگاه این شد. خواهد نتیجه ({λj}Nj=۱∪{ζk}Mk=۱) مجهول N ×M و معادله N ×M با خطی معادلات دستگاه یک
داد: نمایش زیر ماتریسی فرم به توان می را خطی معادلات

Φ P

P ۰


λ

ζ

 =

y

۰

 (4 - 1)

یک P ماتریس ،y = [y۱, y۲, . . . , yN ]T ،ζ = [ζ۱, ζ۲, . . . , ζM ]T ،λ = [λ۱, λ۲, . . . , λN ]T آن در که طوري به
: صورت به N ×M ماتریس

P = [pk(xj)]N×M , j = ۱, ۲, . . . , N, k = ۱, ۲, . . . ,M.

صورت به N ×N ماتریس یک Φ نهایت در و

Φ = [ϕ(∥ xi − xj ∥)]N×N , i, j = ۱, ۲, . . . , N.

نامند. می درونیاب ماتریس را (4 - 1) دستگاه در ضرایب ماتریس باشند. می
و اگر است موجود Pf فرد به منحصر درونیاب تابع یک یعنی است، وضع خوش فوق درونیاب مسیله که است بدیهی
درونیاب هاي ماتریس بودن نامنفرد براي کافی و لازم شرایط تاکنون متاسفانه باشد. نامنفرد درونیاب ماتریس اگر تنها
اي پایه توابع ي ها درونیاب بودن تعریف خوش بررسی منظور به است. نشده ارایه کلی حالت در شعاعی اي پایه توابع

دهیم. می ارایه را زیر تعریف ابتدا شعاعی
گاه: آن باشد، n مرتبه حقیقی ماتریس یک ،A ∈ Rn×n کنید فرض .1 - 2 - 1 تعریف

.x ∈ Rn هر براي xTAx > ۰ هرگاه گویند، 1 مثبت معین را A •

.x ∈ Rn هر براي xTAx ≥ ۰ هرگاه گویند، 2 مثبت معین نیمه را A •

منظور بدین باشند. می نامنفرد لذا باشند، می 3 مثبت ویژه مقادیر داراي مثبت معین هاي ماتریس که جایی آن از
باشند. مثبت معین ها آن به متناظر درونیاب هاي ماتریس که پردازیم می شعاعی اي پایه توابع بررسی به بعد بخش در

مثبت معین توابع 1 - 2 - 1
پایه توابع عنوان به مثبت معین توابع کارگیري به پردازیم. می ها آن خواص و مثبت معین توابع معرفی به بخش این در
اهمیت حایز ها آن بررسی و معرفی لذا شد. خواهند مثبت معین درونیاب هاي ماتریس شدن ظاهر به منجر درونیابی در

باشد. می
1Positive definite
2Semi-positive definite

3Eigen value
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متمایز نقاط از مجموعه هر ازاي به هرگاه گویند، مثبت معین تابع یک را φ : Rn → C تابع .2 - 2 - 1 تعریف
باشیم: داشته c = [c۱, c۲, . . . , cn]

T ∈ Cn بردار هر و x۱,x۲, . . . ,xn ∈ Rn

n∑
i=۱

n∑
j=۱

cicjφ(xi − xj) ≥ ۰

باشد. اکید صورت به بالا رابطه در نابرابري هرگاه شود می نامیده 1 اکید مثبت معین تابع یک φ تابع همچنین

باشد. می Rn روي مثبت معین تابع یک φ(x) = eIεx, ∀x ∈ Rn تابع مثال:
۱− ۲− ۲ تعریف به توجه با اثبات

n∑
i=۱

n∑
j=۱

cicjφ(xi − xj) =
n∑
i=۱

n∑
j=۱

cicje
Iε(xi−xj)

=

n∑
i=۱

cie
Iεxi

n∑
j=۱

cje
−Iεxj

= |
n∑

k=۱

cke
Iεxk |۲≥ ۰.

بررسی شعاعی اي پایه توابع با را ها آن ارتباط همچنین و مثبت معین توابع هاي ویژگی از برخی شود می تلاش ادامه در
تبدیلات از برخی معرفی به خلاصه طور به آغاز در دارند. انتگرالی توصیف خواص این از بسیاري که جایی آن از کنیم.

پردازیم. می نیاز مورد انتگرالی

: [81] شود می تعریف زیر صورت به را f ∈ L۱(Rn) تابع فوریه تبدیل .3 - 2 - 1 تعریف

f̂(ω) =
۱√

(۲π)n

∫
Rn

f(x)e−iωxdx, x ∈ Rn, (5 - 1)

شود: می تعریف زیر صورت به معکوس فوریه تبدیل و

f̌(x) =
۱√

(۲π)n

∫
Rn

f(ω)eiωxdω, x ∈ Rn, (6 - 1)

شود: می تعریف زیر صورت به Rn روي µ دار) (علامت متناهی اندازه یک فوریه تبدیل همچنین،

µ̂(ω) =
۱√

(۲π)n

∫
Rn

e−iωxdµ(x), ω ∈ Rn, (7 - 1)

1strictly positive definite
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می نشان که شود می ارایه اساسی قضیه یک زیر در است، شعاعی اي پایه توابع خواص بررسی ما هدف که جایی آن از
باشد. می شعاعی تابع یک خود شعاعی تابع هر فوریه تبدیل دهد،

فوریه تبدیل گاه آن Φ(x) = φ(∥x∥) یعنی باشد، شعاعی و پیوسته Φ ∈ L۱(Rn) کنید فرض .4 - 2 - 1 قضیه
: آن در که .Φ̂(ω) = Fnφ(∥ω∥) یعنی است، شعاعی نیز Φ̂ آن

Fnφ(∥ω∥) =
۱√
rn−۲

∫ ∞

۰
φ(t)t

n
۲ Jn−۲

۲
(rt)dt. (8 - 1)

باشد. می n−۲
۲ مرتبه از و اول نوع کلاسیک بسل تابع Jn−۲

۲
که طوري به

شود. مراجعه [98] مرجع به اثبات:
شود: می تعریف زیر صورت به d مرتبه از اول نوع کلاسیک بسل تابع

Jd(x) =
∞∑
i=۰

(−۱)i(x/۲)d+۲i

i!Γ(d+ i+ ۱)
,

شود: می تعریف زیر صورت به Γ(.) گاما تابع آن در که

Γ(ν) =

∫ ∞

۰
tν−۱e−tdt.

نامند. می نیز 2 هنکل تبدیل یا 1 فوریه-بسل تبدیل را (8 - 1) انتگرالی تبدیل
شود. می ارایه فوریه تبدیلات حسب بر مثبت معین توابع توصیف از معروف بسیار و مهم نتیجه یک زیر قضیه در

فوریه تبدیل اگر وتنها اگر است مثبت معین Rn بر Φ ∈ C(Rn) (مختلط) تابع بوچنر) (قضیه .5 - 2 - 1 قضیه
یعنی باشد، Rn روي µ متناهی نامنفی برل اندازه یک از اي

Φ(x) = µ̂(x) =
۱√

(۲π)n

∫
Rn

e−iy.xdµ(y), x ∈ Rn, (9 - 1)

شود. مراجعه [10, 98] مرجع به اثبات
را بوچنر قضیه از توسیع یک امکان صورت در شود می تلاش درونیاب، مساله بودن تعریف خوش تضمین منظور به
می ارایه باشد اکید مثبت معین تابعی که این براي لازم شرط یک زیر قضیه در شود. ارایه اکید مثبت معین توابع براي

شود.
اي مجموعه آن محمل اینکه بر مشروط باشد Rn بر نامنفی متناهی برل اندازه µ کنید فرض .6 - 2 - 1 قضیه

است. اکید مثبت معین Rn بر µ فوریه تبدیل گاه آن نباشد. صفر لبگ اندازه از
1Fourier-Bessel transform
2Hankel transform
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شود. مراجعه [27] مرجع به اثبات:
مشخص را اکید مثبت معین توابع تولید براي صریح روش یک حقیقت در که شود می ارایه مهم قضیه یک زیر در

کند. می
روي f فوریه تبدیل گاه آن باشد. L۱(Rn)بر نامنفی و پیوسته غیرصفر تابع یک f کنید فرض .7 - 2 - 1 قضیه

بود. خواهد اکید مثبت معین Rn

شود. مراجعه [27] مرجع به اثبات:
شود. می ارایه توابع بودن اکید مثبت معین بررسی براي محک یک زیر قضیه در

کراندار Φ اگر وتنها اگر است اکید مثبت معین Φ باشد. L۱(Rn) بر پیوسته تابعی Φ کنید فرض .8 - 2 - 1 قضیه
نباشد. صفر ارز هم و نامنفی آن فوریه تبدیل و بوده

شود. مراجعه [98] مرجع به اثبات:
شعاعی توابع به را خود توجه است، شعاعی اي پایه توابع بررسی همانا که رساله این اصلی هدف به توجه با اکنون
چند توابع براي بودن (اکید) مثبت معین خاصیت شد، مشاهده قبلا که گونه همان کرد. خواهیم معطوف مثبت معین
معین ،Φ(x) = φ(∥x∥) شعاعی توابع (اکید) مثبت معین بررسی هنگام است تر مناسب حال این با شد. بررسی گانه

شود. بررسی φ متغیره تک تابع بودن (اکید) مثبت
Rs, s ≤ n بر Φ گاه آن باشد Rn بر شعاعی و (اکید) مثبت معین تابع یک Φ(.) = φ(∥.∥) تابع اگر .9 - 2 - 1 لم

بود. خواهد شعاعی و (اکید) مثبت معین نیز

تبدیل یک اگر وتنها اگر است شعاعی و مثبت معین Rn بر φ : R≥۰ → R پیوسته تابع .10 - 2 - 1 قضیه
یعنی باشد. R≥۰ بر µ متناهی نامنفی برل اندازه تحت فوریه-بسل

φ(r) =

∫ ∞

۰
Ωn(rt)dµ(t),

آن در که طوري به

Ωn =

 cos(r), n = ۱,

Γ(n۲ )(
۲
r )

(n−۲)/۲J(n−۲)/۲(r), n ≥ ۲.

شود. مراجعه [94] مرجع به اثبات:
شود. ارایه فوریه تبدیلات مبناي بر شعاعی اکید مثبت معین توابع براي توصیف یک شود می تلاش اکنون

است Rn بر شعاعی اکید مثبت معین تابع یک φ : R≥۰ → R پیوسته تابع شوئنبرگ) (قضیه .11 - 2 - 1 قضیه
باشد: زیر فرم به نمایش قابل اگر تنها و اگر
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φ(r) =

∫ ∞

۰
e−r۲t۲dµ(t),

باشد. می [۰,∞] بر متناهی نامنفی برل اندازه یک µ که طوري به

شود. مراجعه [94] مرجع به اثبات:
تابع که شود می کارگرفته به نحوي به [۰,∞] بر متناهی نامنفی برل اندازه یک که شد مشاهده شوئنبرگ، قضیه در

باشد: نمایش قابل زیر فرم به φ شعاعی اکید مثبت معین

φ(r) =

∫ ∞

۰
e−r۲t۲dµ(t),

باشیم: داشته هرگاه است φ(r) صفرتابع r۰ بنابراین

φ(r۰) =

∫ ∞

۰
e−r۲۰ t

۲
dµ(t) = ۰,

اندازه یک µ که است برقرار زمانی بالا تساوي لذا است نامنفی µ برل اندازه و مثبت e−r۲۰ t
۲ نمایی تابع که این به توجه با

بنابراین است. صفر تابع یک φ تابع که شود می نتیجه شوئنبرگ قضیه به توجه با صورت این در باشد. [۰,∞) بر صفر
از علاوه به باشد. ریشه داراي تواند نمی Rn بر بدیهی غیر شعاعی اکید مثبت معین تابع یک که گرفت نتیجه توان می

کرد: برداشت را زیر جالب نتایج توان می بالا توضیحات
باشد. شعاعی اکید مثبت معین که نیست موجود Rn بر n هر ازاي به نوسانی پیوسته متغیري تک -تابع

باشد. شعاعی اکید مثبت معین که نیست موجود Rn بر n هر ازاي به فشرده محمل با و پیوسته متغیري تک تابع -
اکید مثبت معین شعاعی اي پایه توابع از هاي مثال

شوند: می تعریف زیر صورت به گاوسی شعاعی پایه توابع گاوسی: .توابع

φ(r) = e−εr۲ , ε > ۰,

با همچنین .φ ∈ C∞(Rn) همچنین و بوده، نزولی r فاصله به نسبت یکنواخت طور به گاوسی شعاعی اي پایه توابع
است: زیر صورت به آن فوریه تبدیل ،φ(r) = Φ(x) = e−ε∥x∥۲ فرض

Φ̂(ω) =
۱

(
√
۲ε)n

e−
∥ω∥۲

۴ε۲ > ۰,

زمانی ویژه طور به باشد می گاوسی تابع یک خود گاوسی تابع یک فوریه تبدیلات شود می مشاهده که گونه همان
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گاوسی توابع که شود می نتیجه 8 - 2 - 1 قضیه در شده ارایه محک به توجه با بنابراین .Φ = Φ̂ گاه آن ε = ۱√
۲

که
قضیه در گاوسی توابع که شود می ملاحظه ، مناسب µ برل هاي اندازه فرض با علاوه به باشند. می اکید مثبت معین
نتیجه نیز شوئنبرگ قضیه به توجه با را گاوسی توابع بودن اکید مثبت معین توان می بنابراین و کنند می صدق شوئنبرگ
پایه توابع بودن اکید مثبت معین بخش این در شده ارایه مطالب به استناد با متفاوت طرق به و راحتی به لذا گرفت.
هاي روش و ها درونیاب در کاربرد پر شعاعی اي پایه توابع از گاوسی توابع گرفت. نتیجه توان می را گاوسی شعاعی

باشند. می شعاعی اي پایه توابع بر مبتنی عددي
(اکید) مثبت معین خاصیت بررسی براي فوریه تبدیلات مبناي بر انتگرالی توصیفات برخی که شد مشاهده قبل بخش در
این در بنابراین نیست. پذیر امکان سادگی به توابع از بسیاري فوریه تبدیلات محاسبه متاسفانه شد. ارایه توابع بودن
(اکید) مثبت معین توابع تشخیص براي یکنوایی کاملاً خاصیت مبناي بر جایگزین توصیف یک شود می تلاش قسمت

شود. ارایه
کند: صدق زیر رابطه در که C[۰,∞) ∩ C∞(۰,∞) به متعلق و φ : [۰,∞) → R تابع .12 - 2 - 1 تعریف

(−۱)lφ(l)(r) ≥ ۰, r > ۰, l = ۰, ۱, ۲, . . . ,

گویند. [۰,∞) بر یکنوا کاملاً را
باشند. می یکنوا کاملاً بر(∞,۰] زیر توابع مثال عنوان به

φ(r) = ε, ε ≥ ۰ تابع .
زیرا φ(r) = e−εr, ε ≥ ۰ تابع .

(−۱)lφ(l)(r) = εle−εr ≥ ۰

زیرا ،φ(r) = ۱
(۱+r)β

, β ≥ ۰ تابع .

(−۱)lφ(l)(r) = (−۱)۲lβ(β + ۱) . . . (β + l − ۱)
۱

(۱+ r)β+l
≥ ۰,

پرداخته مثبت معین توابع با ها آن ارتباط و یکنوا کاملاً توابع خواص بررسی به شود می تلاش قسمت این در
مبناي بر انتگرالی توصیفات این شود. می ارایه یکنوا کاملاً توابع براي انتگرالی توصیف یک ابتدا منظور این براي شود.

باشند. می 1 لاپلاس تبدیلات
برخی ازاي به که نحوي به باشد [۰,∞) بر وکراندار پیوسته اي تکه تابع یک f کنید فرض .13 - 2 - 1 تعریف

شود: می تعریف زیر صورت به f تابع لاپلاس تبدیل گاه آن ،|f(t)| ≥ Meat داریم M, a ثابت مقادیر

Lf(s) =
∫ ∞

۰
f(t)e−stdt, s > a,

1Laplace transform
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: صورت به [۰,∞) بر برل اندازه یک لاپلاس تبدیل مشابه، طور به

Lµ(s) =
∫ ∞

۰
e−stdµ(t),

باشد. متناهی برل اندازه یک µ اگر وتنها اگر است پیوسته مبدا در اخیر لاپلاس تبدیل شود. می تعریف

است یکنوا کاملاً [۰,∞) بر φ : [۰,∞) → R تابع (1 برنشتاین-وایدر هاسدورف- قضیه ) .14 - 2 - 1 قضیه
: فرم به نمایش قابل φ یعنی، باشد. [۰,∞) بر متناهی نامنفی برل اندازه یک لاپلاس تبدیل φ اگر وتنها اگر

φ(r) = Lµ(r) =
∫ ∞

۰
e−rtdµ(t),

شود. مراجعه [15] مرجع به اثبات:
باشد. می یکنوا کاملاً توابع و شعاعی اي پایه توابع بین ارتباط بیانگر که شود می ارایه قضیه یک ادامه در

معین R بر n هر ازاي به Φ = φ(∥ . ∥۲) تابع اگر تنها اگرو یکنواست کاملاً [۰,∞) بر φ تابع .15 - 2 - 1 قضیه
باشد. شعاعی مثبت

شود. مراجعه [98] مرجع به : اثبات
شعاعی اکید مثبت معین توابع لزوماً نه و شعاعی مثبت معین توابع و یکنوا کاملاً توابع بین ارتباط یک قبل قضیه در
توصیف را شعاعی اکید مثبت معین توابع و یکنوا کاملاً توابع بین ارتباط که شود می ارایه قضیه یک ادامه در شد. ارایه

کند. می

بر n هر ازاي به φ(∥.∥۲) اگر وتنها اگر است ثابت غیر یکنواي کاملاً φ : [۰,∞) → R تابع .16 - 2 - 1 قضیه
باشد. شعاعی اکید مثبت معین Rn

شود. مراجعه [98] مرجع به اثبات:
شوند: می تعریف زیر صورت به یافته تعمیم هاي ربعی چند توابع مثال:

Φ(x) = φ(∥ x ∥۲) = (∥x∥۲ + ε۲)−β, β, ε > ۰,

معین که داد نشان توان می سادگی به همچنین و بوده C∞(Rn) به متعلق یافته تعمیم معکوس هاي ربعی چند توابع
داریم: φ(r) = (r + ε۲)−β تابع براي منظور این براي باشند. می شعاعی اکید مثبت

(−۱)lφ(l)(r) = (−۱)۲lβ(β + ۱)(β + ۲) . . . (β + l − ۱)(r + ε۲)−β−l ≥ ۰, l = ۰, ۱, ۲, . . . .

1Hausdorff-Bernstein-Widder
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Rn بر n هر ازاي به Φ(x) تابع شود می نتیجه 2 - 4 قضیه به توجه با باشد. می ثابت غیر و یکنوا کاملاً φ تابع بنابراین
تعمیم معکوس هاي چندربعی توابع بودن مثبت معین بررسی شد مشاهده که گونه همان است. شعاعی اکید مثبت معین

باشد. می آن فوریه تبدیل خواص بررسی از تر ساده بسیار آن بودن یکنوا کاملاً خاصیت از استفاده با یافته
2 - 1 پراکنده هاي داده درونیاب مسایل شد. پرداخته اکید مثبت معین شعاعی اي پایه توابع بررسی به گذشته مطالب در
خود خودي به و کامل هاي اي جمله چند هاي پایه به نیاز بدون اکید مثبت معین شعاعی اي پایه توابع از استفاده با
ماتریس تولید به منجر پایه عنوان به اکید مثبت معین توابع کارگیري به حالت این در باشند. می تعریف خوش مسایل
درونیاب مسایل در اکید مثبت معین شعاعی اي پایه توابع کارگیري به لذا شوند. می نامنفرد و مثبت معین درونیاب هاي
اي پایه توابع از اي ویژه کلاس خواص بررسی و معرفی به ادامه در دارد. قرار بسیار توجه مورد عددي هاي روش و

پردازیم. می مشروط مثبت معین شعاعی اي پایه توابع عنوان تحت شعاعی

هرگاه گویند، Rn روي m مرتبه مشروط مثبت معین تابع یک را φ : Rn → C پیوسته تابع .17 - 2 - 1 تعریف
ازاي به که c = [c۱, c۲, . . . , cN ]T ∈ Cn بردار هر و x۱,x۲, . . . ,xN ∈ Rn متمایز پراکنده داده N هر ازاي به

رابطه در m− ۱ درجه از حداکثر p اي چندجمله هر

N∑
j=۱

cjp(xj) = ۰,

باشیم: داشته کنند، می صدق
N∑
j=۱

N∑
k=۱

cj c̄kφ(xj − xk) ≥ ۰,

شود. صفر برابر c = ۰ ازاي به تنها بالا رابطه هرگاه گویند اکید مشروط مثبت معین را φ تابع

مشروط مثبت معین تابع یک Rn فضاي بر m مرتبه (اکید) مشروط مثبت معین تابع هر .18 - 2 - 1 قضیه
هر از مشروط مثبت معین تابع یک (اکید) مثبت معین تابع هر علاوه به باشد. می نیز بالاتر مراتب از (اکید)

باشد. می مرتبه

ارایه زیر قضیه قالب در شعاعی و مشروط مثبت معین توابع تشخیص براي کاربردي محک یک ادامه در
شود. می

مثبت معین تابع یک ϕ = φ(∥.∥۲۲) تابع گاه آن .φ ∈ C[۰,∞) ∪ C∞(۰,∞) کنید فرض .19 - 2 - 1 قضیه
یکنوا کاملاً (۰,∞) بر (−۱)mφ(m) اگر وتنها اگر باشد، می شعاعی Rs بر s هر ازاي به و m مرتبه از مشروط

باشد.

شود. مراجعه [98] مرجع به برهان.
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و یکنوا کاملاً توابع بین ارتباط که شود می ارایه اخیر قضیه از تر کلی فرم یک زیر در کند. می بیان را
اکید مشروط مثبت معین شعاعی توابع

از حداکثر اي جمله چند یک ϕ علاوه به و کند صدق 19 - 2 - 1 قضیه شراط در ϕ تابع اگر .20 - 2 - 1 قضیه
باشد. می شعاعی و m مرتبه از اکید مشروط مثبت معین Rs بر s هر ازاي به ϕ تابع گاه آن نباشد، m درجه

شود. مراجعه [98] مرجع به برهان.

معین شعاعی توابع تشخیص براي اي ساده کاربردي و عملی هاي محک 20 - 2 - 1 و 19 - 2 - 1 قضایاي
دهند. می ارایه اکید مشروط مثبت معین شعاعی توابع و مشروط مثبت

شد. خواهد ارایه مشروط مثبت معین شعاعی توابع از هایی مثال زیر در
مشروط مثبت معین شعاعی توابع از هاي مثال

شوند: می تعریف زیر صورت به یافته توسعه ربعی چند توابع :1 یافته توسعه ربعی چند .توابع

ϕ(x) = (−۱)⌈β⌉(ε+ ∥x∥۲)β, ε > ۰, β > ۰, β /∈ N.

تابع براي طرفی از
φ(r) = (−۱)⌈β⌉(ε+ r)β, ε > ۰, β > ۰, β /∈ N.

داریم:
φ(l)(r) = (−۱)⌈β⌉β(β − ۱) . . . (β − l + ۱)(ε+ r)β−l,

: داریم l = ⌈β⌉ ازاي به که است بدیهی بنابراین

(−۱)⌈β⌉φ(⌈β⌉)(r) = β(β − ۱) . . . (β − ⌈β⌉+ ۱)(ε+ r)β−⌈β⌉ ≥ ۰,

که نحوي به باشد، می m براي مقدار کوچکترین m = ⌈β⌉ علاوه به باشد. می یکنوا کاملاً φ تابع نتیجه در و
بنابراین باشد. نمی اي چندجمله تابع یک φ لذا β /∈ N چون طرفی از است. یکنوا کاملاً (−۱)mφ(m) تابع

یافته توسعه ربعی چند توابع

ϕ(x) = (−۱)⌈β⌉(ε+ ∥x∥۲)β, ε > ۰, β > ۰, β /∈ N.

باشند. می شعاعی Rs بر s هر ازاي به علاوه به و بوده m ≥ ⌈β⌉ مرتبه از و اکید مشروط مثبت معین توابع
1Generalized multiquadrics
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شوند: می تعریف زیر صورت به توانی توابع :1 شعاعی توانی .توابع

ϕ(x) = (−۱)⌈β/۲⌉∥x∥β, β > ۰, β /∈ ۲N.

تابع ازاي به ازطرفی
φ(r) = (−۱)⌈β/۲⌉rβ/۲, β > ۰, β /∈ ۲N.

داریم
φ(l)(r) = (−۱)⌈β/۲⌉

β

۲
(
β

۲
− ۱) . . . (

β

۲
− l + ۱)rβ/۲−l,

داریم: بالا رابطه به بنا وضوح به

(−۱)⌈β/۲⌉φ(l)(r) =
β

۲
(
β

۲
− ۱) . . . (

β

۲
− ⌈β/۲⌉+ ۱)rβ/۲−⌈β/۲⌉ ≥ ۰,

آن ازاي به که است ممکن مقدار کمترین l = ⌈β/۲⌉ و بوده یکنوا کاملاً فوق تابع l = ⌈β/۲⌉ ازاي به بنابراین
نتیجه در و باشد نمی اي چندجمله تابع یک φ لذا β /∈ ۲N چون طرفی از باشد. می یکنوا کاملاً فوق تابع

توانی توابع
ϕ(x) = (−۱)⌈β/۲⌉∥x∥β, β > ۰, β /∈ ۲N.

باشند. می شعاعی Rs بر s هر ازاي به علاوه به و بوده m ≥ ⌈β/۲⌉ مرتبه از اکید مشروط مثبت معین توابع
شوند: می تعریف زیر صورت به ها همسازه چند توابع :2 ها همسازه چند توابع .

ϕ(x) = (−۱)β+۱∥x∥۲β log(∥x∥), β ∈ N.

s هر ازاي به علاوه به و بوده m ≥ β + ۱ مرتبه از و اکید مشروط مثبت معین توابعی ، ها همسازه چند توابع
داریم: موضوع این بررسی براي باشند. می شعاعی Rs بر

۲ϕ(x) = (−۱)β+۱∥x∥۲β log(∥x∥۲), β ∈ N.

فرض با بنابراین
φ(r) = (−۱)β+۱rβ log(r), β ∈ N.

1Radial Powers
2thin plate splines
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طرفی از و باشد نمی اي چندجمله یک φ(r) که شود می مشاهده وضوح به

φ(l)(r) = (−۱)β+۱β(β − ۱) . . . (β − l + ۱)rβ−l log(r) + pl(r), ۱ ≤ l ≤ β,

خواهیم فوق رابطه در l = β فرض با بنابراین باشد. می β − l درجه از اي جمله چند یک pl که طوري به
داشت:

φ(β)(r) = (−۱)β+۱β! log(r) + C,

بنابراین
φ(β+۱)(r) = (−۱)β+۱β!

r
,

نتیجه در
(−۱)β+۱φ(β+۱)(r) =

β!

r
≥ ۰,

اکید مشروط مثبت معین ها همسازه چند توابع بنابراین بوده، یکنوا کاملاً φ تابع شود می نتیجه بالا رابطه از
باشند. می

توابع کارگیري به با ، 2 - 1 پراکنده هاي داده درونیابی مسأله بودن تعریف خوش و پذیري حل ادامه در
شود. می بررسی اي پایه توابع عنوان به مشروط مثبت معین شعاعی

مثبت معین توابع Φ اي پایه توابع ،2 - 1 پراکنده هاي داده درونیاب مسأله در کنید فرض .21 - 2 - 1 قضیه
یکتا طور به x۱,x۲, . . . ,xN نقاط مجموعه کنید فرض همچنین و باشند Rs فضاي بر m مرتبه اکید مشروط
ضرائب ماتریس گاه آن کند. مشخص را m − ۱ درجه از حداکثر هاي اي جمله چند فضاي براي پایه یک
در دارد، فرد به منحصر جواب 4 - 1 خطی معادلات دستگاه لذا و است نامنفرد 4 - 1 خطی معادلات دستگاه

باشد. می تعریف خوش 2 - 1 درونیابی مسأله نتیجه

شود. مراجعه [98] مرجع به برهان.

محلی فضاهاي و هیلبرت فضاهاي کننده بازتولید هاي هسته 3 - 1
پایه توابع بر مبتنی درونیابی مسایل در خطا هاي کران آنالیز و بررسی براي مقدماتی بیان به بخش این در
و 1 هیلبرت فضاهاي کننده بازتولید هاي هسته مفهوم ابتدا منظور این براي شد. خواهد پرداخته شعاعی اي
ها آن به مربوط نتایج برخی و معرفی (مشروط) اکید مثبت معین توابع به متناظر 2 محلی فضاهاي همچنین

شوند. می بررسی
1Reproducing Kernel Hilbert Spaces
2Native Spaces
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هیلبرت فضاهاي کننده بازتولید هاي هسته 1 - 3 - 1
ضرب به مجهز و f : Ω ⊆ Rs → R توابع از حقیقی هیلبرت فضاي یک H کنید فرض .1 - 3 - 1 تعریف
در گاه هر نامند می H هیلبرت فضاي بازتولیدي هسته را k : Ω× Ω → R تابع گاه آن باشد. ⟨., .⟩H داخلی

کند: صدق زیر شرایط

۱ ) k(.,x) ∈ H, ∀x ∈ Ω,

۲ ) f(x) = ⟨f, k(.,x)⟩H, ∀x ∈ Ω, ∀f ∈ H,

از برخی است. شده مشتق (۲) کنندگی بازتولید خاصیت از بازتولیدي هاي هسته عنوان که شود توجه
از: عبارتند تولیدي باز هاي هسته اساسی خواص

یکتاست. هیلبرت فضاي یک بازتولیدي هسته •

نقطه سنجش هاي تابعک که است این معادل H هیلبرت فضاي یک براي بازتولیدي هسته یک وجود •

باشد موجود چنان M = Mx مثبت ثابت مقدار یعنی باشند Ω روي دار کران خطی هاي تابعک δx اي
که

|δxf | = |f(x)| ≤ M∥f∥H, ∀f ∈ H, ∀x ∈ Ω.

گاه آن باشد، H فضاي براي بازتولیدي هسته یک k(., .) تابع اگر •

δx = f(x) = ⟨f, k(.,x)⟩H

باشد. می نیز دار کران شوارتز - کوشی رابطه بنابر و است خطی δx تابعک دهد می نشان فوق رابطه
زیرا:

|δxf | = |f(x)| = |⟨f, k(.,x)⟩H|

≤ ∥f∥H∥k(.,x)∥H.

آن باشد، k بازتولیدي هسته با f : Ω ⊆ Rs → R توابع از هیلبرت فضاي یک H کنید فرض .2 - 3 - 1 قضیه
گاه:

x,y ∈ Ω هر براي k(x,y) = ⟨k(.,y), k(.,x)⟩H (1

x,y ∈ Ω هر براي k(x,y) = k(y,x) (2
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یعنی دهد. می نتیجه را اي نقطه همگرایی هیلبرت، فضاي نرم در همگرایی (3

lim
n→∞

∥f − fn∥H → ۰ =⇒ lim
n→∞

|f(x)− fn(x)| → ۰, ∀x ∈ Ω.

شود. مراجعه [27] مرجع به برهان.

زیر صورت به δxf اي نقطه سنجش تابعک براي را Mx مقدار توان می قبل قضیه در (۱) خاصیت از نکته:
کرد: محاسبه

|δxf | = |⟨f, k(.,x)⟩H|

≤ ∥f∥H∥k(.,x)∥H = ∥f∥H
√

⟨k(.,x), k(.,x)⟩H

= ∥f∥H
√

k(x,x),

شود می نتیجه لذا
Mx =

√
k(x,x)

شود: می نتیجه شعاعی هاي هسته در ویژه طور به

k(x,x) = κ(∥x− x∥) = κ(۰),

باشد. می x از مستقل و مثبت ثابت مقدار یک بالا کران این که Mx =
√

κ(۰) بنابراین

بوده k : Ω×Ω → R هسته با بازتولیدي هاي هسته هیلبرت توابع فضاي یک H کنید فرض .3 - 3 - 1 قضیه
H روي دار کران و خطی هاي تابعک فضاي منظور جا این در ) آن دوگان فضاي H∗ کنید فرض همچنین و
تابعک اگر تنها و اگر باشد می اکید مثبت معین k علاوه به باشد. می مثبت معین k گاه آن باشد. باشد) می

باشند. خطی مستقل H∗ بر δx اي نقطه سنجش هاي

شود. مراجعه [27] مرجع به برهان.

از دهد. می نشان را بازتولیدي هاي هسته و اکید مثبت معین توابع بین مستقیم ارتباط یک فوق قضیه
یک تولید چگونگی تا شد خواهد تلاش ادامه در باشند، می رساله این مبناي شعاعی اي پایه توابع که جا آن
فضاي این شود. بررسی اکید مثبت معین شعاعی اي پایه توابع به متناظر بازتولیدي هاي هسته هیلبرت فضاي
می توابع آن محلی فضاي را اکید مثبت معین شعاعی اي پایه توابع به متناظر بازتولیدي هاي هسته هیلبرت

نامند.
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اکید مثبت معین توابع محلی فضاهاي 2 - 3 - 1
باشد: می زیر فرم به توابعی همه شامل H هیلبرت فضاي 1 - 3 - 1 تعریف طبق که شود اشاره باید اول گام در

f =

N∑
j=۱

cjk(.,xj), xj ∈ Ω.

شود: می نتیجه 2 - 3 - 1 قضیه همچنین و فوق رابطه به توجه با طرفی از

∥f∥H = ⟨f, f⟩H = ⟨
N∑
j=۱

cjk(.,xj),

N∑
j=۱

cjk(.,xj)⟩H

=

N∑
j=۱

N∑
i=۱

cjci⟨k(.,xj), k(.,xi)⟩H

=
N∑
j=۱

N∑
i=۱

cjcik(xj ,xi).

کرد. محاسبه فوق صورت به را f تابع هیلبرت فضاي نرم توان می راحتی به بنابراین
متناهی خطی ترکیبات از فضاي یک توان می ادامه در

Hk(Ω) = span{k(.,y) : y ∈ Ω}

⟨., .⟩k وابسته دوخطی فرم یک همراه به

⟨
N∑
j=۱

cjk(.,xj),

N∑
i=۱

dik(.,yi)⟩k =

N∑
j=۱

N∑
i=۱

cjdik(xj ,yi).

داد نمایش زیر فرم به توان می را Hk(Ω) فضاي از عضو هر بنابراین کنیم. می تعریف

f =
N∑
j=۱

cjk(.,xj).

تغییر به توجه با نیز ها xj انتخابی نقاط و N مقادیر بلکه ها، cj ضرائب تنها نه فوق نمایش در که شود توجه
کنند. می تغییر ،f

⟨., .⟩k خطی دو فرم گاه آن باشد متقارن و اکید مثبت معین هسته یک k : Ω × Ω → R اگر .4 - 3 - 1 قضیه
با 1 هیلبرت پیش- فضاي یک Hk(Ω) فضاي علاوه، به کند. می تعریف Hk(Ω) روي داخلی ضرب یک

1Pre-Hilbert space
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باشد. می k تولیدي باز هسته

شود. مراجعه [27] مرجع به برهان.

باشد. هیلبرت فضاي یک آن ساز کامل که باشد می داخلی ضرب فضاي یک هیلبرت - پیش فضاي نکته:

باشد نمی کامل لزوماً یعنی باشد می هیلبرت - پیش فضاي یک Hk(Ω) فضاي شد اشاره که گونه همان
هیلبرت فضاي ترین بدیهی ،∥.∥k نرم به متناظر Hk(Ω) فضاي ساز کامل که رسد می نظر به منطقی بنابراین

باشد. می k بازتولیدي هسته به متناظر

فضاي ساز کامل هیلبرت فضاي یک k تولیدي باز هسته به متناظر Nk(Ω) محلی فضاي .5 - 3 - 1 تعریف
طرفی از و بوده Ω روي پیوسته توابع همه شامل که است Hk(Ω) هیلبرت - پیش

∥f∥k = ∥f∥Nk(Ω), ∀f ∈ Hk(Ω).

بازتولیدي هاي هسته عنوان به Φ(x − y) = k(x,y) اکید مثبت معین توابع با که زمانی ویژه طور به
فوریه تبدیلات حسب بر و محلی فضاهاي از را متداولی نمایش گاه آن ،Ω = Rs علاوه به و داریم سروکار

داد. نشان توان می زیر صورت به

و باشد حقیقی و اکید مثبت معین تابع یک Φ ∈ C(Rs) ∩ L۱(Rs) کنید فرض .6 - 3 - 1 قضیه

ℑ = {f ∈ L۲(Rs) ∩ C(Rs) :
f̂√
Φ̂

∈ L۲(Rs)}

مجهز ℑ فضاي کنید فرض همچنین باشند. می Φ و f توابع فوریه تبدیلات ترتیب به Φ̂ و f̂ که طوري به
دوخطی فرم به

⟨f, g⟩ℑ =
۱√
(۲π)s

⟨ f̂√
Φ̂
,

ĝ√
Φ̂
⟩L۲(Rs) =

۱√
(۲π)s

∫
Rs

f̂(ω)¯̂g(ω)

Φ̂(ω)
dω.

Φ(. − .) تولیدي باز هسته و ⟨., .⟩ℑ داخلی ضرب با حقیقی هیلبرت فضاي یک ℑ صورت این در باشد.
تابع هر ویژه طور به .ℑ = NΦ(Rs) یعنی باشد می Rs روي Φ از محلی فضاي یک ℑ بنابراین باشد. می

کرد. بازیابی f̂ ∈ L۱(Rs) ∩ L۲(Rs) آن به متناظر فوریه تبدیل توسط توان می را f ∈ NΦ(Rs)

شود. مراجعه [27] مرجع به برهان.

صورت به توان می را Rs روي بازتولیدي هاي هسته براي محلی فضاهاي که دهد می نشان فوق قضیه
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گرفت. نظر در 1 استاندارد سوبولف فضاهاي تعمیم
شوند: می تعریف زیر صورت به استاندارد سوبولف فضاهاي

Wm
۲ (Ω) = {f ∈ L۲(Ω) ∩ C(Ω) : Dαf ∈ L۲(Ω), ∀|α| ≤ m, α ∈ Ns}

داد: نشان توان می نیز زیر صورت به را Wm
۲ سوبولف فضاي m > s/۲ هر ازاي به متناظر طور به

Wm
۲ (Rs) = {f ∈ L۲(Rs) ∩ C(Rs) : f̂(.)(۱+ ∥.∥۲۲)m/۲ ∈ L۲(Rs)}

صورت به Wm
۲ (Rs) سوبولف فضاي نرم علاوه به

∥f∥Wm
۲ (Rs) = {

∑
|α|≤m

∥Dαf∥۲L۲(Rs)}
۱
۲

فرم به متناظر طور به یا

∥f∥Wm
۲ (Rs) = {

∫
Rs

|f̂(ω)|۲(۱+ ∥ω∥۲۲)m dω}
۱
۲

شود. می تعریف

صدق زیر شرایط در و بوده اکید مثبت معین هسته یک Φ ∈ L۲(Rs) ∩ C(Rs) کنید فرض .7 - 3 - 1 نتیجه
کند:

c۱(۱+ ∥ω∥۲۲)−m ≤ Φ̂(ω) ≤ c۲(۱+ ∥ω∥۲۲)−m, ω ∈ Rs

جبري صورت به Φ هسته فوریه تبدیل یعنی ،c۱ ≤ c۲ همچنین و مثبت مقادیر c۱, c۲ و m > s/۲ که طوري به
Wm

۲ (Rs) سوبولف فضاي با دقیقاً Φ بازتولیدي هسته به متناظر NΦ(Rs) محلی فضاي گاه آن یابد. کاهش
باشند. می یکسان سوبولف فضاي نرم با محلی فضاي نرم علاوه به و بوده یکسان

شعاعی اي پایه درونیاب مسائل پایداري 4 - 1
عددي روش 2 شرطی عدد مقدار به وابسته روش پایداري و نتایج دقت عددي هاي روش از بسیاري در
عدد شعاعی، اي پایه توابع از استفاده با پراکنده هاي داده درونیاب مسأله یک در ویژه طور به باشد. می
A ماتریس شرطی عدد -L۲ ،A ماتریس براي کند. می مشخص را مسأله پایداري درونیاب ماتریس شرطی

1Standard Sobolev Spaces.
2Condition Number
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شود: می تعریف زیر صورت به

cond(A) = ∥A∥۲∥A−۱∥۲ =
σmax

σmin
,

اگر باشند. می A ماتریس تکین مقادیر کوچکترین و بزرگترین ترتیب به σmin و σmax آن در که طوري به
گاه آن باشد، مثبت معین A ماتریس

cond(A) =
λmax

λmin
,

اغلب در باشند. می A ماتریس ویژه مقدار کوچکترین و بزرگترین ترتیب به λmin و λmax که طوري به
باشند. می بزرگ شرطی عدد با هاي ماتریس 2 - 1 پراکنده هاي داده درونیابی مسائل ضرائب ماتریس موارد
مانند ورودي هاي داده در کوچک خطاي یک بروز خطی معادلات دستگاه از گونه این حل در متأسفانه
معادلات دستگاه در شد. خواهد مدل در زیادي خطاي انتشار و بروز سبب اعداد سازي ذخیره خطاهاي

داریم: Ax = b خطی
۱

cond(A)

∥δb∥
∥b∥

≤ ∥δx∥
∥x∥

≤ cond(A)
∥δb∥
∥b∥

در سازي ذخیره خطاي از ناشی تواند می که باشد می سمت بردار نسبی خطاي بیانگر ∥δb∥
∥b∥ که طوري به

به که شود می مشاهده بالا رابطه از صورت این در است. ناپذیر اجتناب موارد اغلب در و باشد ماشین
نسبی خطاي با رابطه در دقیقی اطلاعات ∥δb∥

∥b∥ نسبی خطاي ضرائب، ماتریس شرطی عدد بزرگ مقادیر ازاي
و دقت میزان در ضرائب ماتریس شرطی عدد تأثیر و اهمیت به توجه با لذا دهد. نمی تقریبی هاي جواب
درونیابی مسائل از حاصل هاي ماتریس شرطی عدد شود می تلاش بخش این در عددي هاي روش پایداري
(مرجع 1 گرشگورین قضیه به توجه با منظور این براي شود. بررسی شعاعی اي پایه توابع انواع از استفاده با

داریم: شود) مشاهده [64]
|λmax − aii| ≤

N∑
j = ۱

j ̸= i

|aij |

داریم: بنابراین
λmax ≤ N max |aij |, i, j = ۱, . . . , N

بنابراین: aij = ϕ(xi − xj) درونیابی، مسائل ضرائب ماتریس در طرفی از

λmax ≤ N max{|aij |, i, j = ۱, . . . , N} = N max{|ϕ(xi − xj)|, i, j = ۱, ۲, . . . , N},

1Gershgorin’s theorem
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به متناظر N مقدار گاه آن باشند، نشده پراکنده بد خیلی نقاط مجموعه اگر که شود می نتیجه بالا رابطه از
ماتریس ویژه مقادیر براي قبول قابل بالاي کران یک لذا و کند می رشد (h−s

χ,Ω) نقاط مجموعه تراکم فاصله
عدد براي بالا کران یک محاسبه براي بنابراین نباشد. زیاد (s) فضا بعد اگر مخصوصاً شود می ایجاد ضرائب
محاسبه λmin براي پایین کران یک متناظراً یا ∥A−۱∥ براي بالا کران یک است کافی ضرائب، ماتریس شرطی
به توجه با کرد. خواهیم متمرکز مثبت معین هاي ماتریس بر را خود توجه ، فوق موارد بررسی براي شود.
رابطه مثبت معین هاي ماتریس ویژه مقدار کوچکترین براي همواره که شود می نتیجه 1 ریلی قسمت خارج

است: برقرار زیر

λmin = inf

c ∈ RN\{۰}

cTAc

cT c
,

همچنین و باشد Rs فضاي بر متمایز نقاط از اي مجموعه x = {x۱,x۲, . . . ,xN} کنید فرض .1 - 4 - 1 لم
ϕ(۰) ≤ ۰ خاصیت و یک مرتبه از مشروط اکید منفی معین تابع یا اکید مثبت معین تابع یک ϕ : Rs → R

این در باشد. aij = ϕ(xi − xj) هاي درایه با درونیاب ماتریس یک A ماتریس کنید فرض همچنین باشد.
: باشیم داشته ∑n

j=۱ cj = ۰ فرض با c بردار هر ازاي به اگر صورت

N∑
i=۱

N∑
j=۱

cicjaij ≥ θ∥c∥۲,

گاه آن
∥A−۱∥۲ ≤ θ−۱.

که شود می نتیجه ریلی قسمت خارج به توجه با مثبت، معین هاي ماتریس ازاي به که شود توجه
بالا کران یک A ماتریس ویژه مقدار کوچکترین عکس چگونه که دهد می نشان فوق لم بنابراین .θ = λmin

دهد. می ارائه A−۱ ماتریس نرم براي
در بیشتر مطالعه براي شود. می اجتناب A−۱ ماتریس نرم براي کران محاسبه چگونگی بیان از قسمت این در
[89 ،74 ،98] مراجع به توانند می علاقمندان ، A−۱ ماتریس نرم براي ها کران این محاسبه هاي تکنیک با رابطه
از زیر هاي مثال در شوند. می گزارش [98] مرجع از شده محاسبه ها کران برخی ادامه در کنند. مراجعه

است: شده استفاده زیر مشخص هاي ثابت

Ms = ۱۲
(πΓ۲( s+۲

۲ )

۹
) ۱

s+۱ ≤ ۶٫۳۸s, Cs =
۱

۲Γ( s+۲
۲ )

(
Ms√
۸
)s.

1Rayleigh quotient

25



مثال است[98]. شده محاسبه 1 استرلینگ فرمول کارگیري به با Ms براي شده ارائه بالاي کران بالا روابط در
ها

: داریم ϕ(x) = e−ε∥x∥۲ گاوسی توابع براي گاوسی 1-توابع

λmin ≥ Cs(۲ε)
−s
۲ e−۴۰٫۷۱s۲/(q۲χε)q−s

χ ,

یافته تعمیم معکوس هاي ربعی چند توابع براي یافته تعمیم معکوس هاي ربعی چند 2-توابع

ϕ(x) = (∥x∥۲ + ε۲)β, β ∈ R\Z

داریم:
λmin ≥ C(ε, β, s)q

β− s
۲ +

۱
۲

χ e−۲εMs/qχ

باشد. می مشخص ثابت یک C(ε, β, s) آن در که
یافته تعمیم معکوس هاي ربعی چند و گاوسی توابع براي شده محاسبه هاي کران از که گونه همان
تفکیک فاصله میزان کاهش اثر در ،ε مقدار بودن ثابت فرض با درونیابی مسأله یک در شود، می مشاهده
انتظار نتیجه در کند، می میل صفر به نمایی طور به λmin پایین کران درونیابی) نقاط تعداد (افزایش qχ نقاط
درونیابی نقاط افزودن موارد اغلب در لذا یابد. افزایش نمایی طور به درونیاب ماتریس شرطی عدد رود می
موارد برخی در شد. خواهد مسأله بیشتر شرطی بد سبب درونیابی، دقت بهبود منظور به نظر مورد دامنه در
کاهش اثر در شرطی بد شود می مشاهده که همانگونه زیرا کرد جلوگیري شرطی بد افزایش این از توان می
کران از که همانگونه علاوه، به درونیابی. نقاط افزایش اثر در لزومأ نه و دهد می رخ تفکیک فاصله میزان
بودن ثابت ویژه طور به (یا درونیابی نقاط تعداد بودن ثابت فرض با شود، می مشاهده شده محاسبه هاي
بنابراین شود. می شرط بد صعودي طور به درونیاب ماتریس ،ε مقدار کاهش اثر در نقاط)، تفکیک فاصله

یابد. کاهش مسأله شرطی بد ،ε مقدار کاهش با رود می انتظار
داریم: باریک اي صفحه هاي اسپلاین توابع براي باریک اي صفحه هاي اسپلاین 3-توابع

ϕ(x) = (−۱)β+۱∥x∥۲β log(∥x∥), β ∈ N.

داشت: خواهیم
λmin ≥ C(ε, β, s)cβ(۲Ms)

−s−۲β(qχ)
۲β,

باشد. می مشخص ثابت یک cβ که طوري به
1Stirling’s formula
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میزان کاهش اثر در باریک، اي صفحه هاي اسپلاین توابع براي شود می مشاهده بالا رابطه از که گونه همان
عدد مقدار نتیجه در و یابد می کاهش λmin پایین کران مقدار درونیابی مسأله در qχ نقاط تفکیک فاصله
می اي چندجمله مرتبه از مسأله شرطی بد افزایش این هرچند یابد. می افزایش درونیاب ماتریس شرطی

باشد.
: شعاعی توانی توابع براي شعاعی توانی 4-توابع

ϕ(x) = (−۱)⌈β/۲⌉∥x∥β, ۰ < β /∈ ۲N.

داشت: خواهیم
λmin ≥ C(ε, β, s)cβ(۲Ms)

−s−β(qχ)
β,

باشد. می مشخص ثابت )یک بارك اي صفحه اسپلاین توابع در cβ ثابت با متفاوت ) cβ که طوري به
در باریک، اي صفحه هاي اسپلاین توابع مشابه حالت این در شود می مشاهده بالا رابطه از که گونه همان
نتیجه در و یابد می کاهش λmin پایین کران مقدار درونیابی مسأله در qχ نقاط تفکیک فاصله میزان کاهش اثر
چندجمله مرتبه از مسأله شرطی بد افزایش این هرچند یابد. می افزایش درونیاب ماتریس شرطی عدد مقدار

باشد. می اي
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2 فصل

شبکه بدون هاي روش بر مروري



مقدمه 1 - 2
علوم در طبیعی متنوع هاي پدیده بندي مدل در وسیعی طور به زمان به وابسته جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات
پدیده رفتار بینی پیش براي ریاضی هاي مدل از رده این هاي جواب اند. گرفته قرار استفاده مورد مهندسی علوم و پایه
متأ باشند. می منطبق آزمایشگاهی و تجربی شرایط از حاصل نتایج بر کاملاً که نحوي به روند، می کار به مختلف هاي
این عددي بررسی لذا ندارد، وجود مسائل ایم دقیق هاي جواب محاسبه براي تحلیلی روش یک موارد اغلب در سفانه
جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل براي متنوعی عددي هاي روش باشند. می اي ویژه اهمیت داراي مسائل
،2 متناهی عناصر ،1 متناهی تفاضلات استاندارد هاي روش به توان می جمله آن از که اند شده ارائه زمان به وابسته

کرد. اشاره 4 مرزي عناصر هاي روش و 3 متناهی حجم
هاي نظریه اخیر هاي دهه در که باشد می عددي هاي روش ترین قوي و ترین متدوال از یکی متناهی عناصر روش
شده ارائه آن مبناي بر وسیعی کاربردي و افزاري نرم هاي بسته همچنین و مهندسی علوم در فرگیر کاربردهاي تحلیلی،
می اساسی اشکال دو داراي متأسفانه ولی باشد می مهندسی علوم در پرکاربرد روشی متناهی عناصر روش چند هر اند.
با مسائل بندي شبکه در محدودیت باشند): می بندي شبکه بر مبتنی هاي روش اصلی معایب از اشکال، دو (این باشد

بالا. ابعاد با مسائل حل براي محاسباتی پیچیدگی همچنین و پیچیده هندسی هاي شکل با هایی دامنه
اصلاح به موارد اغلب در بندي شبکه بر مبتنی هاي روش از استفاده با مسائل از بسیاري عددي حل در کلی طوري به
شد. خواهد محاسباتی پیچیدگی سبب که باشد می مرزها نزدیک خصوص به دامنه، از خاصی نواحی در ها شبکه کردن
روش از استفاده با حتی باشند، نمی مناسب بزرگ ابعاد با مسائل حل براي بندي شبکه بر مبتنی هاي روش علاوه به
سه، از بالاتر ابعاد با مسائل در باشند. می دشوار و پیچیده بسیار بعدي سه مسائل حل همچنین بندي، شبکه مدرن هاي
باشند. نمی پذیر امکان متناهی عناصر و متناهی تفاضلات مانند شبکه، بر مبتنی معمول هاي روش کارگیري به عملاً

معادلات حل براي دامنه، بندي شبکه به نیاز بدون که اند یافته توسعه و ارائه عددي هاي روش برخی اخیر هاي دهه در
بندي شبکه و بندي شبکه مشکل بر آمدن فائق شبکه، بدون روشهاي توسعه و ارائه هدف مهمترین شوند. می استفاده
بدون روش باشد: می زیر صورت به شبکه بدون هاي روش براي جامع تعریف یک کلی طور به باشد. دامنه کل مجدد
استفاده با تنها و دامنه سازي گسسته براي شده تعیین قبل از بندي شبکه یک از استفاده بدون که است روشی شبکه،
تبدیل خطی معادلات سیستم یک به را مساله شده، پخش آن مرزهاي و مساله دامنه در پراکنده نقاط مجموعه یک از
و دامنه نمایش براي شده پخش آن مرزهاي و مساله دامنه در که نقاطی مجموعه یک از شبکه، بدون روشهاي نماید.
می نامیده 5 میدانی نقاط شده، پخش نقاط مجموعه این کند. می استفاده دامنه) سازي گسسته براي نه (و آن مرزهاي
براي گرهها این بین رابطه درباره قبلی اطلاعات هیچگونه که معنی این به سازند، نمی شبکه یک نقاط این و شوند،
معرفی شبکه بدون هاي ش رو بر مبتنی متنوعی هاي تکنیک اخیراً نیست. نیاز ... و مجهول تابع تقریب یا درونیابی
بالایی پتانسیل که است شده داده نشان و اند داشته مختلفی پیچیده مسائل عددي حل در خوبی کاربردهاي و اند شده

1finite difference
2finite element
3finite volume

4boundary element methods
5Field nodes
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هنوز و دارند قرار توسعه مرحله در هنوز روشها این وجود، این با دارند. قوي عددي وسیله یک به شدن تبدیل براي
شوند. داده پاسخ باید که دارند وجود تکنیکی مسائل و سوالات

کرد: اشاره زیر موارد به توان می آنها رده مهمترین از که اند شده معرفی شبکه بدون روش چندین اخیر هاي سال در
(PUM) یکه افراز روش ،[75] 2 (DEM) شده پخش عناصر روش [55] (SPH) 1 هموار هیدرودینامیکی ذرات روش
(RKPM) هسته عناصر بازتولید روش ،[8] 5 (EFG) آزاد عناصر با گالرکین روش ،[25]4 کلود اچ-پی روش ،[63] 3

(BNM) مرزي نودهاي روش .[43] (RBF ) شعاعی اي پایه توابع اساس بر محلی هم شبکه بدون روش ،[54] 6

محلی شبکه بدون روش ،[105 ،96 ،19 ،70] 8 (LBIE) محلی مرزي انتگرال معادلات شبکه بدون روش ،[72] 7

بیان روشها، این کثرت علت به . [53] 10 نقاط شعاعی درونیابی روش ،[6 ،20 ،18 ،62] 9(MLPG) پتروف-گالرکین
است. داده ارائه روشها این از کلی) حدي (تا بازنگري یک [77] مرجع اما، نیست پذیر امکان آنها همه

معمول و اساسی گام سه بر روش اجراي ها، روش این همه در ولی اند شده ارائه متعددي شبکه بدون هاي روش چند هر
باشد: می استوار

:11 نقاط تولید -1
مرز و دامنه که صورت این به باشد، می نقاط تولید شبکه بدون هاي روش اجراي در اساسی و مشترك گام اولین
هاي داده صورت به توانند می پوششی نقاط این شوند. می داده پوشش نقاط از پراکنده مجموعه یک توسط مسأله

باشند. (تصادفی) نامنظم یا منظم پراکنده
12 جواب: تقریب -2

از مشخص اي پایه توابع از خطی ترکیب یک صورت به مجهول تابع شبکه، بدون هاي روش اجراي دوم گام در
نامیم. می جواب تقریب را عمل این شوند. می زده تقریب جواب اعضاي

13 آزمودن: -3
دوم، گام در پیشنهادي جواب تقریب در مجهول ضرائب محاسبه براي شبکه، بدون هاي روش اجراي آخر گام در
باشد. کلی یا محلی تواند می آزمون این نامند. می جواب آزمودن را گام این کند. صدق حاکم معادلات در جواب آن باید
و بررسی هدف رساله این در اند. شده متفاوتی شبکه بدون روشهاي به منجر آزمودن و جواب تقریب متفاوت روشهاي
بدون هاي روش اجراي گانه سه اجزاء ادامه در باشد. می شعاعی اي پایه توابع مبناي بر شبکه بدون روش یک توسعه

شد. خواهند بررسی ویژه طور به شبکه
1Smoothed Particle Hydrodynamic
2 ِِِِِDiffuse element method
3Partition of unity method
4 Hp-cloud method
5 Element free Galerkin method
6 Reproducing kernel particle method
7Boundary node method

8 Meshless local boundary integral equation
method

9 Meshless local Petrov-Galerkin method
10Radial point interpolation method
11Node generation
12Trial approximation
13Testing
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نقاط تولید 2 - 2
نظر مورد مسأله ناحیه در میدانی نقاط تولید به نیاز شبکه بدون هاي روش اجراي اول گام در شد، اشاره که گونه همان
و دامنه داخل در پراکنده هاي داده انتخاب در عمل آزادي شبکه بدون هاي روش اصلی هاي مزیت از یکی باشد. می
و Ω ∈ R۱ تست هاي دامنه در پراکنده هاي داده انتخاب در متداول هاي فرم از برخی ادامه در باشد. می ها مرز روي

شوند: می ارائه Ω ∈ R۲ همچنین
پراکندگی با نقاط انتخاب شبکه، بدون هاي روش در نقاط انتخاب نوع ترین متداول از یکی : یکنواخت هاي داده -

که: صورت این به باشد. می دامنه در یکنواخت

xi = x۰ + ih, i = ۰, ۱, . . . , n,

باشد. می شبکه بدون هاي روش در انتخابی نقاط از دیگري معمول رده چبیشف، نقاط مجموعه : چبیشف1 نقاط -

شوند. می استفاده است، بیشتر مرز به نزدیک نقاط در جواب حساسیت که مسائلی حل براي اغلب نقاط از مجموعه این
دیگري متفاوت هاي رده همچنین باشند. می دامنه در واقع چبیشف هاي اي جمله چند هاي ریشه نقاط این حقیقت در
در شد. خواهند استفاده شبکه بدون هاي روش در میدانی نقاط عنوان به که باشند می موجود دامنه در پراکنده نقاط از

شود. می مطرح انباشتگی فاصله نام به معیاري نقاط، پراکندگی تاثیر با ارتباط

hX,Ω = sup
x∈Ω

min
xj∈X

∥x− xj∥۲,

شود.(مشروط می بیشتر دقت موجب کمتر، انباشتگی فاصله شود. می بیان hX,Ω از استفاده با خطا کران RBF روش در
شود) حفظ پایداري اینکه بر

1Chebyshev data
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جواب تقریب 3 - 2
این در باشد. می جواب تقریب شبکه، بدون هاي روش در مشترك و اساسی گام دومین شد، اشاره قبلاً که گونه همان

شود. می گرفته نظر در زیر صورت به و اي پایه توابع از خطی ترکیب یک صورت به مسأله جواب گام

uh(x) =
N∑
j=۱

λjΦj(x),

روش سوم گام در که باشند می مجهول ضرائب λ و مشخص اي پایه توابع Φj(.) فوق، رابطه در که طوري به
در ها آن به مربوط قضایاي و شدند معرفی شعاعی اي پایه توابع قبل فصل در شوند. می محاسبه شبکه بدون هاي
پایه با شعاعی اي پایه توابع از رساله این در کلی طور به شدند. بررسی جامع طور به پراکنده هاي داده درونیابی مسائل
با دیفرانسیل معادلات با مواجه در که داشت توجه باید شود. می استفاده ها جواب تقریب گام در استاندارد و نیوتن هاي
استفاده قابل تغییرات برخی اعمال با یا و باشند می اعتبار فاقد درونیابی مسائل در قضایا و نتایج از بعضی جزیی مشتقات

شد. خواهند بررسی قضایا و نتایج این شبکه، بدون هاي روش بررسی هنگام و ادامه در باشند. می
سپس و شود می داده صدق حاکم معادلات فرم در پیشنهادي هاي جواب شبکه، بدون هاي روش سوم گام در
هاي گروه در را آنها توان می که اند گردیده ارائه حال به تا آزمودن روش چندین شوند. می محاسبه مجهول ضرائب

کرد: بندي دسته زیر

محلی) هم (روش سراسري فرم به آزمودن 4 - 2
رود. می کار به هموار هیدرودینامیکی ذرات روش همچنین و شعاعی اي پایه توابع تقریب در گسترده طور به روش این
تعداد کند. صدق حاکم معادلات اصلی درفرم محلی) هم نقاط(نقاط از مجموعه یک در باید تقریب تابع روش، این در
دستگاه یک به تبدیل مساله نتیجه در باشند. مجزا باید نقاط این و باشد کمتر مجهول ضرایب تعداد از نباید نقاط این
مشکل اما باشد، می سریع و ساده روش یک روش این وضوح به هستند. مجهول تقریب ضرایب که شود می معادلات

است. ناپایداري آن اصلی

متقارن) (نا کانسا محلی هم روش 1 - 4 - 2
براي شعاعی اي پایه توابع از روش دراین باشد. می شبکه بدون هاي روش معروفترین از یکی [43 ،42] 1 کانسا روش
این نامند. می نیز شعاعی اي پایه توابع محلی هم روش را روش این موارد اغلب در لذا شود، می استفاده جواب تقریب
معادلات حل براي و معرفی کانسا توسط ۱۹۹۰ سال در بار اولین براي و مسأله بر حاکم معادلات فرم بر مبتنی روش
کانسا، روش بالاي کارایی و اجرا در سادگی علت به . [42] گرفت قرار استفاده مورد بیضوي جزیی مشتقات با دیفرانسیل

1Kansa’s method
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پایه علوم و مهندسی مسائل حل در وسیعی طور به و گرفت قرار دانشمندان و مهندسان توجه مورد سرعت به روش این
علاوه به و است شده داده روش این دقت و کارایی افزایش براي زیادي هاي توسعه اخیر هاي سال در شد. استفاده
و بالا دقت در کانسا روش اصلی مزیت اند. شده اثبات روش این همگرایی و خطا کران با رابطه در جالبی تحلیلی نتایج
هندسی اطلاعات تنها که شد متذکر باید باشد. می نامنظم هندسی هاي دامنه با مسائل با مواجه در آن پذیري انعطاف
براي را آن توان می راحتی به لذا و باشد می دامنه در شده انتخاب میدانی نقاط بین فاصله کانسا روش در نیاز مورد

داد. تعمیم بالا ابعاد با مسائل
بگیرید: نظر در را زیر کلی مرزي مقدار مسأله کانسا، روش توضیح براي

Lu(x) = f(x), x ∈ Ω, (1 - 2)
Bu(x) = g(x), x ∈ Γ, (2 - 2)

کافی اندازه به و معلوم توابع f, g مرزي، دیفرانسیلی عملگر B دیفرانسیلی، عملگر L فوق رابطه در که طوري به
نقطه Ni ،{(xj , f(xj)}Ni

j=۱ کنید فرض .Ω̄ = Ω ∪ Γ نهایت در و Ω مرز Γ مدل، دامنه داخلی ناحیه Ω ∈ Rd هموار،
نماد از بخش این ادامه در باشند. مرزي متمایز میدانی نقاط ،{(xj , g(xj)}Nj=Ni+۱ و Ω دامنه داخل در متمایز و میدانی

شد. خواهد استفاده مرزي نقاط تعداد دادن نشان براي Nb نماد از و داخلی نقاط تعداد دادن نشان براي Ni

می تبدیل زیر خطی معادلات دستگاه صورت به {ξk}Nk=۱ محلی هم نقاط انتخاب با را 1 - 2 مدل محلی هم هاي روش
کنند:

Lu(ξk) = f(ξk), k = ۱, ۲, . . . ,Ni, (3 - 2)
Bu(ξk) = g(ξk), k = Ni + ۱, . . . ,N , (4 - 2)

باشد: می شعاعی اي پایه توابع از خطی ترکیب یک صورت به u جواب تابع تقریب کانسا، روش اساسی ایده

uN (x) =

N∑
j=۱

λjϕ(∥x− xj∥), (5 - 2)

شده ارائه مدل در (5 - 2) رابطه جایگذاري با باشند. می مجهول ضرائب ها λj و مرکزي نقاط ها xj که طوري به
شود: می نتیجه (1 - 2)
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N∑
j=۱

λjLϕ(∥x− xj∥) = f(x), x ∈ Ω, (6 - 2)
N∑
j=۱

λjBϕ(∥x− xj∥) = g(x), x ∈ Γ, (7 - 2)

شود: می نتیجه محلی، هم دستگاه از استفاده با ادامه در و

N∑
j=۱

λjLϕ(∥ξk − xj∥) = f(ξk), k = ۱, ۲, . . . ,Ni, (8 - 2)
N∑
j=۱

λjBϕ(∥ξk − xj∥) = g(ξk), k = Ni + ۱, . . . ,N , (9 - 2)

دستگاه حل با ادامه در شوند. می گرفته نظر در یکسان محلی هم نقاط و مرکزي نقاط کانسا روش اجراي در معمولاً
متنوعی مقالات در کانسا روش واعتبار کارایی شود. می محاسبه شده ارائه مدل براي تقریبی جواب یک (8 - 2) معادلات
می استفاده شعاعی اي پایه توابع محلی هم روش از که ها روش از اي مجموعه [43] مقاله در کانسا است. شده بررسی
محاسباتی پیچیدگی دید از را اي پایه توابع عنوان به ها ربعی چند توابع از استفاده با روش این کارایی و داده شرح را کنند
مشکل متأسفانه است. کرده مقایسه متناهی تفاضلات روش با را حاصل نتایج و داده قرار تحلیل و تجزیه مورد دقت و
منفرد تواند می نقاط از خاصی آرایش براي محلی هم سازي گسسته از حاصل دستگاه که است این کانسا روش اساسی

اند. پرداخته موضوع این بررسی به مفصل طور به نویسندگان [37] مقاله در باشد.

موضعی فرم به آزمودن 2 - 4 - 2
سراسري فرم به آزمودن هاي روش خلاف بر روش این در است. شده استفاده و معرفی اخیر هاي سال در ، روش این
مجموعه از کرد، می استفاده جواب آزمودن براي اصلی دامنه در پراکنده نقاط از مجموعه یک در تقریبی هاي جواب که
تا که محدودي نقاط تعداد است، ممکن روش این در کند. می استفاده اصلی دامنه در موضعی نواحی در پراکنده نقاط
به دارند. را فاصله کمترین نظر مورد نقطه تا که شود استفاده هایی داده از یا دارند را فاصله کمترین نظر مورد نقطه
پایداري افزایش سبب آزمودن نوع این شوند. می تعریف فاصله یا تعداد اساس بر همسایه نقاط روش، این در دیگر بیانی

شود. می روش

34



3 فصل

حل براي موضعی شبکه بدون روش
زمان به وابسته جزیی دیفرانسیل معادلات



مقدمه 1 - 3
پایه توابع بر مبتنی محلی هم روش از استفاده با بزرگ هاي دامنه روي بر جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل در
مشکل، این بر غلبه براي رود. می بالا حاصل خطی معادلات دستگاه ضرایب ماتریس بدوضعی احتمال شعاعی، اي
نتایج داراي که شد معرفی انتشار مسایل براي [84] سارلر توسط بار اولین موضعی شعاعی اي پایه توابع محلی هم روش

بود. آیی کار و دقت نظر از بهتري
دامنه کل از دامنه زیر هر براي که شعاعی پایه توابع بر مبتنی محلی هم روش از استفاده گسترده مقالات در نیز اخیرا
دنبال به و ضرایب ماتریس شدن تنک باعث موضعی روش از استفاده .[101 ،92 ،49] است شده بررسی شود می اعمال

شود. می ضرایب ماتریس بدوضعی کاهش آن
آن توضیح به کامل طور به فصل این در که باشد می موضعی فرم به نیز رساله این در شده برده کار به روش بنابراین

پردازیم. می
می دوم مرتبه از جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک که برگرز معادله عددي حل به پیشنهادي، روش معرفی از بعد
به جرم دادن انتقال و اي ضربه موج بندي فرم مرزي، لایه رفتار آشفتگی، براي شده ساده مدل یک عنوان به و باشد

پردازیم. می شود، می برده کار
) اند شده ارائه بزرگ و کوچک رینولدز عدد با برگرز معادله حل براي متعددي عددي هاي روش اخیر هاي سال در
معادله این مختلف هاي مثال حل به فصل این در .( [102 ،97 ،80 ،65 ،46 ،41 ،40 ،36 ،35 ،26 ،17 ،16 ،14 ،5 ،1]

کنیم. می بررسی بزرگ رینولدز عدد با معادله براي بویژه را روش کارآیی و پرداخته مختلف رینولدز اعدد با

ثابت شکلی پارامتر با هاي هسته 2 - 3
شوند. زیر صورت به c شکل پارامتر به مجهز توانند می Rd در ها هسته

cK(x, y) = K
(x
c
,
y

c

)
x, y ∈ Rd.

توان می را Rd در شعاعی هاي هسته بنابراین ارد. د شعاعی اي پایه توابع شکل کنترل در اساسی نقش عامل این که
.[11] گرفت نظر در زیر صورت به

cK(x, y) = ϕ

(
x− y

c

)
∀x, y ∈ Rd,

cK(x, y) = ϕ
(r
c

)
, r = ∥x− y∥۲, x, y ∈ Rd,

روش .[93 ،82 ،60 ،59 ،58 ،57 ،56 ،11] است شده مطرح دهه دو از بیش که است موضوعی شکل پارامتر انتخاب
را پارامتر این مطلوب مقدار خطا و آزمون با محققان بیشتر بنابراین ندارد وجود پارامتر این آوردن بدست براي دقیق
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آورند. می بدست
عدد پارامتر این افزایش با که شدند متوجه شعاعی، اي پایه توابع براي شکلی پارامتر گرفتن نظر در با همکاران و شاباك
پارامتر این کاهش با شود. می تر نزدیک واقعی مقدار به جواب اما شود، می ناپایدارتر مسئله و یافته افزایش وضعیت
عدم اصل با رو این از شود. می دورتر واقعی جواب از جواب اما شود، می پایدارتر مسئله و یافته کاهش وضعیت عدد
در که مقداري یعنی است، شده بهینه شکلی پارامتر یافتن براي هایی تلاش به منجر اصل این هستیم. مواجه 1 قطعیت
به منجر چه اگر ها تلاش این کند. ارائه نیز را دقت حداکثر دارد، می نگه پایدار عددي لحاظ از را مسئله که حال عین
براي تحقیقات چنان هم و است مسئله خاص شرایط به وابسته همگی اما است شده شکل پارامتر براي مقادیري یافتن
مسئله هر براي شکلی پارامتر موارد بیشتر در که است دلیل همین به دارد. ادامه کلی حالت در بهینه شکلی پارامتر یافتن

آید. می بدست تجربی طور به

شده مقیاس متغیر طور به شعاعی هاي هسته 3 - 3
است. شده مطرح [11] در همکاران و بوزینی توسط شده مقیاس متغیر طور به شعاعی هاي هسته روش اصلی ایده

شده مقیاس متغیر طور به هسته بگیرید. نظر در c : Rd → (۰,∞) مقیاس تابع یک را c .1 - 3 - 3 تعریف
شود. می تعریف زیر صورت به Rd روي

Kc(x, y) = K((x, c(x)), (y, c(y))), ∀x, y ∈ Rd.

آن باشند پیوسته c و K اگر است. مثبت معین نیز Kc آنگاه باشد معین (نیمه) مثبت K اگر .2 - 3 - 3 قضیه
است. پیوسته نیز Kc گاه

گاه آن K(x, y) = ϕ
(
r۲
) یعنی باشد شعاعی هسته K اگر

Kc(x, y) = ϕ
(
r۲ + (c(x)− c(y))۲

)
, r = ∥x− y∥۲, x, y ∈ Rd.

طوریکه به rνKν(r) مترن-سوبولف هسته مهم، هاي هسته از یکی است. متغیر شعاعی هسته یک

ν = m− d/۲, r = ∥x− y∥۲, x, y ∈ Rd,

به مترن-سوبولف هسته بنابراین باشد. می Wm
۲ (Rd) سوبولف فضاي بازتولیدي، هسته این با متناظر محلی فضاي و

1uncertainty principle
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باشد. می زیر صورت به شده مقیاس متغیر طور

(
r۲ + ((c(x)− c(y))۲

)ν/۲
Kν

((
r۲ + ((c(x)− c(y))۲

)۱/۲)
, r = ∥x− y∥۲, x, y ∈ Rd.

فاصله طرفی از یابد. می افزایش پایداري بنابراین کنند، می زیاد را تفکیک فاصله شده مقیاس متغیر طور به هاي هسته
و تفکیک فاصله هرگاه که است شده ثابت [11] در شود. می خطا کران افزایش باعث که شود می زیاد نیز انباشتگی

دارد. وجود پایداري و خطا بین نزدیکی ارتباط باشند، متناسب انباشتگی فاصله

یابی درون 1 - 3 - 3
i = که طوري به f۱, f۲, . . . , fn و {x۱, x۲, . . . , xn} ⊆ Ω ⊂ Rd متمایز اي گره نقاط براي یابی درون مسئله
در را S : Rn → (۰,∞) متغیره چند تابع باشد. می شعاعی هسته از استفاده با یابی درون مشابه fi ∈ R ،۱, ۲, . . . , n

بود: خواهد زیر صورت به ϕ شده مقیاس متغیر طور به شعاعی ( (تابع هسته با S تابع تقریب بگیرید. نظر

S(x, c(x)) =

n∑
j=۱

λjϕ(rj), rj = ∥ (x, c(x))− (y, c(y)) ∥ (1 - 3)

داشت: خواهیم را زیر خطی معادلات دستگاه (1 - 3) در xi, i = ۱, ۲, . . . , n نقاط قراردادن با که

AΛ = F,

طوریکه به

A =
(
∥xi − xj∥۲۲ + ((c(xi)− c(xj))

۲
)
۱≤i,j≤n

, Λ = (λi, ۱ ≤ i ≤ n)T ,

F = (S(xi, c(xi)), ۱ ≤ i ≤ n)T .

نیوتن اي پایه توابع 4 - 3
این در که شود می منجر پایدارتري و تر دقیق نتایج به استاندارد اي پایه توابع جاي به نیوتن اي پایه توابع از استفاده

.[73] پردازیم می توابع این توضیح به بخش
براي استاندارد هاي پایه از استفاده بگیرید. نظر در را Ω دامنه روي K : Ω×Ω → R هموار متقارن مثبت معین هسته

بدوضع هسته ماتریس به منجر باشد، کوچک تفکیک فاصله وقتی یابی درون

A = (K(xj , xk))۱≤j,k≤n,
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متعامد که نیوتن اي پایه توابع معرفی به [73] در همکاران و شاباك مشکل، این رفع براي شود. می است، ناپایدار که
صورت به توان می را {Nk(x)}nk=۱ نیوتن اي پایه توابع اند. پرداخته باشند، می محلی هیلبرت فضاي در کامل و یکه

کرد: بیان زیر

Nk(x) =

n∑
j=۱

K(x, xj)c̃jk, ۱ ≤ k ≤ n. (2 - 3)

طوریکه به
N(x) = (N۱(x), . . . , Nn(x)) ,

و
T (x) = (K(x, x۱), . . . ,K(x, xn)) ,

: شود می بیان زیر صورت به (2 - 3) رابطه ماتریسی فرم باشد. می

N(x) = T (x)C̃,

پایه از V = (Nj(xi))۱≤i,j≤n مقدار ماتریس همچنین نامیم. می ساختار ماتریس را C̃ = (c̃jk)۱≤j,k≤n ماتریس که
پایه بنابراین باشد. می استاندارد هاي پایه از مقدار ماتریس A طوریکه به باشد می V = AC̃ ماتریسی فرم به N(x)

به A ماتریس چولسکی تجزیه ها انتخاب این از یکی شوند. می حاصل C̃ متفاوت هاي انتخاب با N(x) جدید هاي
با متناظر مقدار ماتریس ، C̃ =

(
LT
)−۱ انتخاب با و بوده نامنفرد مثلثی پایین ماتریس یک L که A = LLT صورت

.[78] باشد می A ماتریس از تر وضع خوش که باشد می V = L صورت به جدید پایه
همچنین است. شده داده نشان [73] در لاگرانژ و استاندارد هاي پایه به نسبت نیوتن اي پایه توابع پایداري هاي ویژگی
توابع با متناظر ماتریس از کوچکتر نیوتن اي پایه توابع با متناظر محلی هم ماتریس حالت عدد که است شده مشاهده
همچنان نیوتن اي پایه توابع از شده حاصل مقدار ماتریس مشخصات درباره نظري تحقیقات باشد. می شعاعی اي پایه
خطی هاي سیستم باشند، نیاز مورد مختلف نقاط در مشتقات مانند L خطی نگاشت و نیوتن پایه مقادیر اگر دارد. ادامه

آوریم. می بدست ترتیب به را زیر
V NT (x) = T (x)T ,

و

V L(NT (·)) = L(T (·)T ), (3 - 3)
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می زیر صورت به شده، مقیاس متغیر طور به نیوتن اي پایه توابع فصل این در استفاده مورد توابع که است ذکر قابل
باشد.

Nc(x) = Tc(x)C̃,

براي (3 - 3) به توجه با آید. می بدست (2 - 3) معادله در Kc(x, y) شده مقیاس متغیر طور به هسته گرفتن نظر در با که
هاي روش براي که کنیم می استفاده [88] در شده مطرح تکنیک و گزاري نماد از Kc(x, y) مشتقات آوردن بدست

کنید: فرض باشد. می مفید بسیار متلب در نویسی برنامه از استفاده با هسته بر مبتنی

Kc(x, y) = ϕ

(
۱
۲
(
∥x− y∥۲۲ + (c(x)− c(y))۲

))
, x, y ∈ Rd.

بنابراین s = ۱
۲
(
∥x− y∥۲۲ + (c(x)− c(y))۲

) که Kc(x, y) = ϕ(s) دهیم: می قرار

∂

∂xi
Kc(x, y) = ϕ′(s)

∂s

∂xi

= ϕ′(s)

(
(xi − yi) + ((c(x)− c(y))

∂c

∂xi

)
.

.[88] آوریم بدست بالا مطالب به توجه با را جزئی مشتقات مقادیر دیگر توانیم می ترتیب همین به
کنیم. می حذف را Kc از c اندیس کار راحتی براي رساله این در

شده مقیاس متغیر طور به نیوتن اي پایه توابع محلی هم روش 5 - 3
دیفرانسیل معادلات حل براي رساله پیشنهادي روش شرح به شد، ذکر قبلی هاي بخش در که توضیحاتی به توجه با

پردازیم. می جزیی
بگیرید. نظر در را زیر زمان به وابسته جزئی دیفرانسیل معادلات

Lu(x, t) = f(x, t), x ∈ Ω, t ∈ (۰, T ], (4 - 3)

: زیر اولیه شرط با

Iu(x, ۰) = u۰(x), x ∈ Ω, (5 - 3)

40



: نیومن و دیریکله مرزي شرایط با و

u(x, t) = gD(x, t), x ∈ D ⊂ ∂Ω, t ∈ [۰, T ], (6 - 3)
∂u

∂n
(x, t) = gN (x, t), x ∈ N ⊂ ∂Ω, t ∈ [۰, T ], (7 - 3)

هیلبرت فضاهاي F و H همچنین باشد. می خطی عملگر یک I و باشد می مشتق عملگر یک L : H → F آن در که
x[i], ۱ ≤ گسسته نقاط حال باشد. می وضع خوش (7 - 3) (3 - 4)تا مساله که است این بر فرض باشند. می Ω روي توابع
{XI ∪XD ∪XN } صورت به را نقاط گیریم. می نظر در را K : Ω× Ω → R متقارن مثبت معین هسته و i ≤ n

مجموعه XD = {x[ni+۱], . . . x[ni+nd]} و درونی نقاط مجموعه XI = {x[۱], . . . , x[ni]} آن در که کنیم می مرتب
نقاط تعداد nd niو باشند. می نیومن مرزي نقاط مجموعه XN = {x[ni+nd+۱], . . . , x[n]} و دیریکله مرزي نقاط
در را Si = {x[i]k }ns

k=۱ شبکه (i = ۱, . . . , n) و x[i] مرکزي نقطه هر براي باشند. می دیریکله مرزي نقاط و داخلی
باشند. می مفروض نقطه همسایگی در نقاط نزدیکترین که نقطه ns − ۱ و x[i] مرکزي نقطه شامل که گیریم می نظر
موضعی، شبکه بدون روش در دهیم. می تشکیل را نقاط این با متناظر N [i]

۱ , N
[i]
۲ , . . . , N

[i]
ns نیوتن هاي پایه همچنین

متغیر طور به نیوتن اي پایه توابع از خطی ترکیب صورت به Si روي x[i] مرکزي نقطه هر ازاي به u(x, t) مجهول تابع
شود: می زده تقریب زیر صورت به و شده مقیاس

u[i](x, t) =

ns∑
j=۱

α
[i]
j (t) N

[i]
j (x), x ∈ Si. (8 - 3)

باشد: می زیر شکل به دامنه زیر هر براي یابی درون ماتریسی فرم

U [i] = N [i] ∗ α[i](t),

است: زیر صورت به محلی هم روش توسط α[i](t) مجهول ضرایب دامنه، زیر هر در و

α[i](t) = N−۱[i] ∗ U [i], (9 - 3)

طوریکه به

U [i] =
(
u[i]
(
x
[i]
۱ , t
)
, u[i]

(
x
[i]
۲ , t
)
, . . . , u[i]

(
x[i]ns

, t
))T

,

α[i] =
(
α
[i]
۱ (t) , α

[i]
۲ (t) , . . . , α[i]

ns
(t)
)T

,

N [i] =
(
N

[i]
j

(
x
[i]
k

))
۱≤k≤ns,۱≤j≤ns

.
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صورت به شده مقیاس متغیر طور به نیوتن اي پایه توابع مشتقات از استفاده با x[i] نقاط در u[i] مکانی مشتقات باشد. می
آید: می بدست زیر

L(u[i](x, t)) =

ns∑
j=۱

α
[i]
j (t) L(N

[i]
j (x)), x ∈ Si,

شود: می حاصل زیر معادله بنابراین باشد. می دکارتی مختصات در مکان مشتق عملگر L و

L(u[i](x[i], t)) = L(N [i]) ∗N−۱[i] ∗ U [i],

که طوري به

L(N [i]) =
(
L(N

[i]
j ( x[i]))

)
۱≤j≤ns

.

شود: می حاصل زیر رابطه (4 - 3) معادله در x[i], i = ۱, . . . , ni درونی محلی هم نقاط قراردادن با حال

Lu(x[i], t) = f(x[i], t),

بنابراین

Lu[i](x[i], t) = f(x[i], t).

نتیجه در

L(
ns∑
j=۱

α
[i]
j (t)N

[i]
j (x[i])) = f(x[i], t), i = ۱, . . . , ni. (10 - 3)

می t به وابسته تنها که است U [i] مجهول بردار شامل فقط (10 - 3) معادله ماتریسی فرم (9 - 3) رابطه گرفتن نظر در با
ام، i ردیف در مناسب هاي موقعیت در موضعی سیستم مرکزي نقاط در تابع مقادیر مجموع گرفتن نظر در با سپس باشد.
بدست کند، می فراهم درونی نقاط تمام در را تابع مقادیر که U سراسري مجهول بردار با ODE سراسري سیستم یک
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کنیم: می فرض منظور این براي کنیم. اعمال معادله در را (7 - 3) و (6 - 3) مرزي شرایط خواهیم می ادامه در آید. می

U = (U I , UD, UN )T ,

U I = (u(x[i], t), ۱ ≤ i ≤ ni),

UD = (u(x[i], t), ni+ ۱ ≤ i ≤ ni+ nd),

UN = (u(x[i], t), ni+ nd+ ۱ ≤ i ≤ n).

داریم: (6 - 3) دیریکله شرط از

UD = (gD(x[i], t), ni+ ۱ ≤ i ≤ ni+ nd). (11 - 3)

گیریم: می نتیجه (7 - 3) نیومن شرط از و
ns∑
j=۱

α
[i]
j (t)

∂N
[i]
j

∂n
(x[i]) = gN (x[i], t), ni+ nd+ ۱ ≤ i ≤ n,

باشد: می زیر صورت به آن ماتریسی فرم که طوري به

N
[i]
n ∗N−۱[i] ∗ U [i] = gN (x[i], t), ni+ nd+ ۱ ≤ i ≤ n, (12 - 3)

و

N
[i]
n = (

∂N
[i]
j

∂n
(x[i]), j = ۱, . . . , ns).

همسایگی در نقاط نزدیکترین که نقطه ns − ۱ تعداد و x[i] مرکزي نقاط اندیس شامل برداري Ii کنید، فرض اکنون
در زیر صورت به باشد می (n− ni− nd)× n آن ابعاد که را W تنک ماتریس همچنین باشد. می اند مفروض نقطه

گیریم: می نظر

W (i− ni− nd, Ii) = N
[i]
n ∗N−۱[i], i = ni+ nd+ ۱, . . . , n.

شود: می حاصل زیر رابطه (12 - 3) معادله در W جایگذاري با

W ∗ U = (gN (x[i], t), ni+ nd+ ۱ ≤ i ≤ n)T .
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نوشت: زیر صورت به توان می U I مجهول بردار حسب بر را UN مجهول بردار همچنین

W (:, ni+ nd+ ۱ : n) ∗ UN = (gN (x[i], t), ni+ nd+ ۱ ≤ i ≤ n)T

−W (:, ۱ : ni) ∗ U I −W (:, ni+ ۱ : ni+ nd) ∗ UD. (13 - 3)

داریم: (5 - 3) اولیه شرط از استفاده با علاوه به
ns∑
j=۱

α
[i]
j (۰)I(N [i]

j (x[i])) = u۰(x
[i]), i = ۱, . . . , ni.

باشد: زیر صورت به ni× n ابعاد با D تنک ماتریس کنید فرض

D(i, Ii) = I(N [i]) ∗N−۱[i], i = ۱, . . . , ni,

که طوري به
I(N [i]) =

(
I(N [i]

j

(
x[i]
)
)
)
۱≤j≤ns

.

شود: می حاصل زیر معادله سپس

D(:, ۱ : ni) ∗ U I(۰) = (u۰(x
[i]), ۱ ≤ i ≤ ni)T

−D(:, ni+ ۱ : ni+ nd) ∗ UD(۰)−D(:, ni+ nd+ ۱ : n) ∗ UN (۰). (14 - 3)

دهد: می نتیجه را زیر ODE معادله (10 - 3) معادله (13 - 3) و (11 - 3) گرفتن نظر در با و (9 - 3) تساوي به توجه با

L̃(U I(t)) = F(U I(t)),

می تنک هاي ماتریس شامل که است عملگري F و باشد می مشتق خطی عملگر L̃ آن در که (14 - 3) اولیه شرط با
خوب گر حل یک با معمولی دیفراسیل معادله و است شده حفظ معادله بودن غیرخطی که باشد می ذکر به لازم باشد.
و دهد می تشخیص را سیستم سختی میزان و کند می تعیین را منطقی زمانی گام اتوماتیک طور به متلب، در ODE

کند. می حل را معادله
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شده مقیاس متغیر طور به نیوتن اي پایه توابع بر مبتنی محلی هم روش 6 - 3
برگرز معادله حل براي

عددي جواب آوردن بدست براي بعدي یک خطی غیر برگرز معادله روي را رساله، در شده داده شرح روش قسمت این در
دهیم. می توضیح را مسئله بندي فرمول ابتدا گیریم. می کار به

بگیرید. نظر در را زیر برگرز بعدي یک معادله

ut(x, t) = −u(x, t)ux(x, t) +
۱
Re

uxx(x, t) + f(x, t), x ∈ [a, b], t ∈ [۰, T ], (15 - 3)

زیر: مرزي و اولیه شرایط با همراه

u(x, ۰) = ϕ(x), x ∈ [a, b], (16 - 3)
β۱u(a, t) + γ۱ux(a, t) = g۱(t), t ∈ [۰, T ], (17 - 3)
β۲u(b, t) + γ۲ux(b, t) = g۲(t), t ∈ [۰, T ], (18 - 3)

[a, b] بازه در را X = {x[۱], x[۲], ..., x[n]} گسسته نقاط اگر باشد. می سینماتیک ویسکوزیته ۱
Re و رینولدز عدد Re که

بگیریم: نظر در زیر صورت به

a < x[۱] < · · · < x[n−۲] < b,

x[n−۱] = a,

x[n] = b.

نقاط نزدیکترین که نقطه ns−۱ و x[i] مرکزي نقطه شامل که Si = {x[i]k }ns
k=۱ شبکه x[i] ∈ X (i = ۱, . . . , n) هر براي

N
[i]
۱ , N

[i]
۲ , . . . , N

[i]
ns نیوتن اي پایه توابع نقاط، این با متناظر گیریم. می نظر در باشند، می مفروض نقطه مجاورت در

توابع از خطی ترکیب صورت به Si روي x[i] مرکزي نقطه هر ازاي به u(x, t) مجهول تابع ادامه، در داده. تشکیل را
شود: می زده تقریب زیر صورت به و شده مقیاس متغیر طور به نیوتن اي پایه

u[i](x, t) =

ns∑
j=۱

α
[i]
j (t) N

[i]
j (x), x ∈ Si. (19 - 3)

داریم: سپس

α[i] = N−۱[i] ∗ U [i], (20 - 3)
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باشند. می زیر صورت به ماتریس و بردارها که

U [i] =
(
u[i]
(
x
[i]
۱ , t
)
, u[i]

(
x
[i]
۲ , t
)
, . . . , u[i]

(
x[i]ns

, t
))T

,

α[i] =
(
α
[i]
۱ (t) , α

[i]
۲ (t) , . . . , α[i]

ns
(t)
)T

,

N [i] =
(
N

[i]
j

(
x
[i]
k

))
۱≤k≤ns,۱≤j≤ns

.

رسیم. می زیر معادله به ( 15 - 3) جزئی دیفرانسیل معادله در x[i] (i = ۱, . . . , n− ۲) داخلی نقاط دادن قرار با حال

u
[i]
t (x[i], t) = −u[i](x[i], t)

 ns∑
j=۱

α
[i]
j (t)

∂N
[i]
j

∂x
(x[i])

+
۱
Re

 ns∑
j=۱

α
[i]
j (t)

∂۲N
[i]
j

∂x۲ (x[i])

+ f(x[i], t).

داریم: (20 - 3) معادله از استفاده با

u
[i]
t (x[i], t) = −u[i](x[i], t) (N [i]

x ∗N−۱[i] ∗ U [i]) +
۱
Re

(N [i]
xx ∗N−۱[i] ∗ U [i]) + f(x[i], t), i = ۱, . . . , n− ۲,

(21 - 3)

که طوري به

N [i]
x =

(
∂N

[i]
j

∂x
(x[i]), j = ۱, . . . , ns

)
,

N [i]
xx =

(
∂۲N

[i]
j

∂x۲ (x[i]), j = ۱, . . . , ns

)
.

مفروض نقطه همسایگی در که نقطه ns − ۱ و x[i] مرکزي نقطه اندیس شامل برداري Ii که کنیم می فرض ادامه در
کنیم: می تعریف زیر صورت به را (n− ۲)× n ابعاد با D۲ ،D۱ تنک هاي ماتریس آن، کمک به باشد. اند، گرفته قرار

D۱(i, Ii) = N [i]
x ∗N−۱[i], i = ۱, . . . , n− ۲,

D۲(i, Ii) = N [i]
xx ∗N−۱[i], i = ۱, . . . , n− ۲.

گیریم: می نتیجه را زیر معادله (21 - 3) رابطه در D۲ و D۱ جایگذاري با

Ũt = −Ũ . ∗ (D۱ ∗ U) +
۱
Re

(D۲ ∗ U) + F, (22 - 3)
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باشند. می زیر صورت به بردارها که

U =
(
u
(
x[۱], t

)
, . . . , u

(
x[n], t

))T
,

Ũ =
(
u
(
x[۱], t

)
, . . . , u

(
x[n−۲], t

))T
,

F =
(
f
(
x[۱], t

)
, . . . , f

(
x[n−۲], t

))T
,

x[n]و x[n−۱] نقاط در (18 - 3) (3 - 17)و مرزي شرایط اعمال با حال باشد. می ماتریس و بردار بین اي نقطه ضرب .∗ و
داریم:

β۱

(
u[n−۱](x[n−۱], t)

)
+ γ۱

 ns∑
j=۱

α
[n−۱]
j (t)

∂N
[n−۱]
j

∂x

(
x[n−۱]

) = g۱(t),

β۲

(
u[n](x[n], t)

)
+ γ۲

 ns∑
j=۱

α
[n]
j (t)

∂N
[n]
j

∂x

(
x[n]
) = g۲(t).

شود: می حاصل زیر معادله (20 - 3) رابطه از استفاده با و

β۱

(
u[n−۱](x[n−۱], t)

)
+ γ۱(N

[n−۱]
x ∗N−۱[n−۱] ∗ U [n−۱]) = g۱(t), (23 - 3)

β۲

(
u[n](x[n], t)

)
+ γ۲(N

[n]
x ∗N−۱[n] ∗ U [n]) = g۲(t). (24 - 3)

بگیریم: نظر در زیر صورت به ۲× n ابعاد با تنک ماتریس را W اگر

W (i− n+ ۲, Ii) = βi−n+۲ (1i) + γi−n+۲ (N
[i]
x ∗N−۱[i]), i = n− ۱, n,

معادلات در W جایگذاري با باشد. می ها درایه بقیه در صفر و ام i درایه در ۱ عدد با ۱ × n برداري 1i که طوري به
شود: می حاصل زیر معادله (24 - 3) و (23 - 3)

W ∗ U = (gi(t), i = ۱, ۲)T .

شود: نوشته زیر صورت به Ũ مجهول بردار برحسب تواند می (u(x[i], t), i = n− ۱, n)T مجهول بردار که

W (:, n− ۱ : n) ∗ (u(x[i], t), i = n− ۱, n)T = (gi(t), i = ۱, ۲)T −W (:, ۱ : n− ۲) ∗ Ũ . (25 - 3)
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راداریم. زیر اولیه شرط با ODE معادله (22 - 3) در (25 - 3) معادله قراردادن با نتیجه در

Ũ(۰) = (ϕ(x[i]), ۱ ≤ i ≤ n− ۲).

عددي نتایج 7 - 3
پارامتر با مترن هسته معادله، حل براي پردازیم. می بعدي یک برگرز معادله مختلف هاي مثال حل به قسمت، این در
در ۶ مثال براي c(x) = ۱ − x۲ و ۵ تا ۱ هاي مثال براي c(x) = √

۱− x۲ مقیاس تابع و ν = ۳/۲, ۵/۲, ۷/۲ هاي
چبیشف نقاط شده، گرفته نظر در محلی هم و مرکزي نقاط است. شده گرفته نظر

x[i] = − cos

(
π(i− ۱)
n− ۱

)
, i = ۱, . . . , n,

نقاط همچنین باشند. می y = b−a
۲ x+ a+b

۲ تبدیل با [a, b] بازه به انتقال قابل و باشند می [−۱, ۱] بازه به متعلق که اند
الفاصله متساوي

x[i] = a+ (i− ۱)h, h =
b− a

n− ۱
, i = ۱, . . . , n.

شکل در که اند شده انتخاب اصلی دامنه از ns = ۵ با هایی دامنه زیر موضعی فرم در است. شده استفاده حل براي نیز
کنید. می مشاهده 1 - 3

بیانگر × مرزي. و داخلی نقاط در ns = ۵ فرض با موضعی هاي دامنه و الفاصله متساوي نقاط مجموعه :1 - 3 شکل
باشد. می مرکزي نقطه

مشاهده شکل در که همانطور است. شده رسم n = ۵۰ براي D۲ و D۱ تنک هاي ماتریس 2 - 3 شکل در همچنین
باشند. می صفر ها درایه بقیه و باشد می غیرصفر درایه ۵ شامل سطر هر کنید می
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نقطه n = ۵۰ براي D۲ و D۱ تنک هاي ماتریس :2 - 3 شکل

دقت محاسبه براي ایم. کرده استفاده متلب، برنامه ode113 از شده حاصل معمولی دیفرانسیل معادله حل براي
نرم خطاي روش،

L∞ = max
۱≤j≤n

|uj − ũj |,

باشند. می تقریبی مقدار و دقیق مقدار بیانگر ترتیب به ũ و u که ایم برده کار به را
دیریکله مرزي شرط و ϕ(x) = sin(πx) اولیه شرط با (15 - 3) برگرز معادله :1 مثال

u(۰, t) = u(۱, t) = ۰, t ∈ [۰, T ], (γ۱ = γ۲ = g۱(t) = g۲(t) = ۰)

است: شده بیان زیر صورت به [14] مقاله در دقیق جواب باشد. می f(x, t) = ۰ که بگیرید نظر در را

u(x, t) =
۲πµ

∑∞
n=۱ nansin(nπx) exp(−n۲µπ۲t)

a۰ +
∑∞

n=۱ ancos(nπx) exp(−n۲µπ۲t)
, (26 - 3)

فوریه ضرایب با

a۰ =

∫ ۱

۰
exp

{
− ۱
۲πµ

[۱− cos(πx)]

}
dx,

an = ۲
∫ ۱

۰
exp

{
− ۱
۲πµ

[۱− cos(πx)]

}
cos(nπx)dx (n = ۱, ۲, ۳, · · · ),

هاي زمان در ۱۰۰۰۰۰۰ تا ۱۰ رینولدز عدد مختلف مقادیر براي شده بیان روش عددي نتایج باشد. می µ = ۱
Re که

شده رسم 5 - 3 و 4 - 3 ،3 - 3 هاي شکل در متغیر شکلی پارامتر و چبیشف نقاط از استفاده با T = ۰, ۰٫۲, ۰٫۴, ۰٫۶, ۰٫۸, ۱

نقاط در Re = ۱۰۰۰۰ و Re = ۱۰۰۰ براي c = ۱۰ ثابت پارامتر با نیوتن اي پایه توابع محلی هم روش عددي نتایج است.
Re = ۱۰۰۰۰ و Re = ۱۰۰۰ براي u نمودار همچنین است. شده رسم 6 - 3 شکل در T مختلف هاي زمان در چبیشف
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نتایج است. شده رسم 7 - 3 شکل در متغیر شکلی پارامتر و الفاصله متساوي نقاط از استفاده با T مختلف هاي زمان در
نقاط در مختلف هاي زمان در Re = ۱۰۰۰۰ و Re = ۱۰۰۰ براي نیوتن اي پایه توابع محلی هم روش از استفاده با عددي
شکل در که همانطور t ≥ ۰٫۴ براي u نمودار است. شده رسم 8 - 3 شکل در c = ۱۰ شکل ثابت پارامتر با الفاصله متساوي
بزرگ مقادیر براي واقع در باشد. می تندي شیب داراي مرز راست سمت نزدیکی در کنید می مشاهده 8 - 3 و 6 - 3 هاي
پارامتر با نیوتن اي پایه توابع محلی هم روش از استفاده با و است غالب پخش عبارت بر جابجایی عبارت رینولدز عدد
که همانطور و هستند پایدار متغیر شکلی پارامتر با شده مطرح روش عددي نتایج اما رود. نمی بین از نوسانات این ثابت

شود. نمی مشاهده نوسانی است، مشخص 7 - 3 و 4 - 3 شکل در
دقیق جواب با آمده، بدست چبیشف نقاط با که Re = ۱۰۰۰/۳ و Re = ۱۰۰ براي روش عددي نتایج 2 - 4 و 1 - 4 جدول در
اعداد براي است. برخوردار مطلوبی دقت از روش کنید می مشاهده که همانطور است. شده مقایسه سایرین نتایج با و
تحلیلی جواب به توان نمی شود می همگرایی شدن کند باعث که جواب در فوریه سري وجود علت به بزرگ رینولدز
سایرین نتایج با Re = ۱۰۰۰۰ رینولدز عدد براي 3 - 3 جدول در شده گزارش عددي نتایج بنابراین کرد. اعتماد (27 - 3)

باشد. می نزدیک دیگران جواب به آمده بدست جواب که دهد می نشان جدول داخل اعداد است. شده مقایسه

و (راست) Re = ۱۰ براي n = ۵۵ چبیشف نقاط و ν = ۳/۲ ،c(x) = √
۱− x۲ فرض با u عددي نتایج :3 - 3 شکل

(1 (مثال . (چپ) Re = ۱۰۰

و (راست) Re = ۱۰۰۰ براي n = ۵۵ چبیشف نقاط و ν = ۳/۲ ،c(x) = √
۱− x۲ فرض با u عددي نتایج :4 - 3 شکل
(1 (مثال . (چپ) Re = ۱۰۰۰۰ براي n = ۱۵۰
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(راست) Re = ۱۰۰۰۰۰ براي n = ۳۰۰ چبیشف نقاط و ν = ۳/۲ و c(x) =
√
۱− x۲ فرض با u عددي نتایج :5 - 3 شکل

(1 (مثال . (چپ) Re = ۱۰۰۰۰۰۰ براي n = ۸۶۵ و

n = ۱۵۰ و (راست) Re = ۱۰۰۰ براي n = ۵۵ چبیشف نقاط و ν = ۳/۲ ،c = ۱۰ فرض با u عددي نتایج :6 - 3 شکل
(1 (مثال . (چپ) Re = ۱۰۰۰۰ براي
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Re = ۱۰۰۰ براي n = ۲۰۰ الفاصله متساوي نقاط و ν = ۳/۲ ،c(x) =
√
۱− x۲ فرض با u عددي نتایج :7 - 3 شکل

(1 (مثال . (چپ) Re = ۱۰۰۰۰ براي n = ۴۰۰ و (راست)
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و (راست) Re = ۱۰۰۰ براي n = ۲۰۰ الفاصله متساوي نقاط و ν = ۳/۲ ،c = ۱۰ فرض با u عددي نتایج :8 - 3 شکل
(1 (مثال . (چپ) Re = ۱۰۰۰۰ براي n = ۴۰۰
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( (مثال1 c(x) =
√
۱− x۲. ،ν = ۵/۲ ،n = ۹۰ ،Re = ۱۰۰ فرض با u خطاي و عددي نتایج :1 - 3 جدول

x t [5] [40] پیشنهادي روش دقیق جواب خطا
۰٫۲۵ ۰٫۴ ۰٫۳۴۱۹۳ ۰٫۳۴۱۸۴ ۰٫۳۴۱۹۲ ۰٫۳۴۱۹۱ ۱٫۱ × ۱۰−۵

۰٫۶ ۰٫۲۶۸۹۸ ۰٫۲۶۸۹۱ ۰٫۲۶۸۹۷ ۰٫۲۶۸۹۶ ۱٫۰ × ۱۰−۵

۰٫۸ ۰٫۲۲۱۴۹ ۰٫۲۲۱۴۳ ۰٫۲۲۱۴۸ ۰٫۲۲۱۴۸ ۷٫۱ × ۱۰−۶

۱ ۰٫۱۸۸۲۰ ۰٫۱۸۸۱۵ ۰٫۱۸۸۱۹ ۰٫۱۸۸۱۹ ۸٫۶ × ۱۰−۶

۳ ۰٫۰۷۵۱۲ ۰٫۰۷۵۱۰ ۰٫۰۷۵۱۱ ۰٫۰۷۵۱۱ ۶٫۷ × ۱۰−۶

۰٫۵ ۰٫۴ ۰٫۶۶۰۷۶ ۰٫۶۶۰۶۰ ۰٫۶۶۰۷۲ ۰٫۶۶۰۷۱ ۱٫۸ × ۱۰−۵

۰٫۶ ۰٫۵۲۹۴۵ ۰٫۵۲۹۳۲ ۰٫۵۲۹۴۳ ۰٫۵۲۹۴۲ ۱٫۵ × ۱۰−۵

۰٫۸ ۰٫۴۳۹۱۶ ۰٫۴۳۹۰۵ ۰٫۴۳۹۱۵ ۰٫۴۳۹۱۴ ۱٫۴× ۱۰−۵

۱ ۰٫۳۷۴۴۳ ۰٫۳۷۴۳۶ ۰٫۳۷۴۴۳ ۰٫۳۷۴۴۲ ۱٫۴ × ۱۰−۵

۳ ۰٫۱۵۰۱۸ ۰٫۱۵۰۱۷ ۰٫۱۵۰۱۸ ۰٫۱۵۰۱۸ ۷٫۷ × ۱۰−۶

۰٫۷۵ ۰٫۴ ۰٫۹۱۰۴۶ ۰٫۹۱۰۲۶ ۰٫۹۱۰۳۰ ۰٫۹۱۰۲۶ ۴٫۱ × ۱۰−۵

۰٫۶ ۰٫۷۶۷۳۳ ۰٫۷۶۷۱۹ ۰٫۷۶۷۲۷ ۰٫۷۶۷۲۴ ۳٫۸ × ۱۰−۵

۰٫۸ ۰٫۶۴۷۴۴ ۰٫۶۴۷۴۵ ۰٫۶۴۷۴۲ ۰٫۶۴۷۴۰ ۲٫۸ × ۱۰−۵

۱ ۰٫۵۵۶۰۸ ۰٫۵۵۶۰۸ ۰٫۵۵۶۰۷ ۰٫۵۵۶۰۵ ۳٫۱ × ۱۰−۵

۳ ۰٫۲۲۴۸۴ ۰٫۲۲۵۰۴ ۰٫۲۲۴۸۴ ۰٫۲۲۴۸۱ ۳٫۲ × ۱۰−۵

مثال(1) c(x) = √
۱− x۲. ،ν = ۵/۲ ،n = ۹۰ ،Re = ۱۰۰۰/۳ فرض با u خطاي و عددي نتایج :2 - 3 جدول

x t [40] پیشنهادي روش دقیق جواب خطا
۰٫۲۵ ۱ ۰٫۱۸۸۹۸ ۰٫۱۸۹۰۲ ۰٫۱۸۹۰۱ ۲٫۴۳ × ۱۰−۶

۵ ۰٫۰۴۶۹۷ ۰٫۰۴۶۹۸ ۰٫۰۴۶۹۸ ۹٫۱ × ۱۰−۵

۱۰ ۰٫۰۲۴۲۲ ۰٫۰۲۴۲۲ ۰٫۰۲۴۲۲ ۲٫۴ × ۱۰−۶

۱۵ ۰٫۰۱۶۳۱ ۰٫۰۱۶۳۱ ۰٫۰۱۶۳۱ ۷٫۷ × ۱۰−۶

۰٫۵ ۱ ۰٫۳۷۶۱۵ ۰٫۳۷۶۲۳ ۰٫۳۷۶۱۹ ۳٫۹ × ۱۰−۵

۵ ۰٫۰۹۳۹۴ ۰٫۰۹۳۹۵ ۰٫۰۹۳۹۵ ۸٫۹ × ۱۰−۶

۱۰ ۰٫۰۴۸۴۳ ۰٫۰۴۸۴۴ ۰٫۰۴۸۴۳ ۱٫۵ × ۱۰−۵

۱۵ ۰٫۰۳۲۶۳ ۰٫۰۳۲۶۳ ۰٫۰۳۲۶۳ ۴٫۱ × ۱۰−۶

۰٫۷۵ ۱ ۰٫۵۵۹۱۹ ۰٫۵۵۹۲۹ ۰٫۵۵۹۲۴ ۵٫۳ × ۱۰−۵

۵ ۰٫۱۴۰۹۱ ۰٫۱۴۰۹۲ ۰٫۱۴۰۹۵ ۲٫۵ × ۱۰−۵

۱۰ ۰٫۰۷۲۶۱ ۰٫۰۷۲۶۱ ۰٫۰۷۲۶۰ ۱٫۱× ۱۰−۵

۱۵ ۰٫۰۴۸۴۰ ۰٫۰۴۸۳۹ ۰٫۰۴۸۴۱ ۱٫۰× ۱۰−۵
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(مثال1) .c(x) = √
۱− x۲ ،ν = ۵/۲ ،n = ۱۷۵ ،Re = ۱۰۰۰۰ ،T = ۰٫۵ فرض با u عددي نتایج :3 - 3 جدول

x [36] [35] [102] پیشنهادي روش
۰٫۰۵ ۰٫۰۴۲۴ ۰٫۰۳۷۹ ۰٫۰۳۷۹۲۳ ۰٫۰۳۷۹۲۳

۰٫۱۱ ۰٫۰۸۴۳ ۰٫۰۸۳۴ ۰٫۰۸۳۴۱۹ ۰٫۰۸۳۴۱۲

۰٫۱۶ ۰٫۱۲۶۳ ۰٫۱۲۱۳ ۰٫۱۲۱۲۸۸ ۰٫۱۲۱۲۸۸

۰٫۲۲ ۰٫۱۶۸۴ ۰٫۱۶۶۷ ۰٫۱۶۶۶۸۲ ۰٫۱۶۶۶۸۲

۰٫۲۷ ۰٫۲۱۰۳ ۰٫۲۰۴۴ ۰٫۲۰۴۴۴۵ ۰٫۲۰۴۴۴۵

۰٫۳۳ ۰٫۲۵۲۲ ۰٫۲۴۹۷ ۰٫۲۴۹۶۶۱ ۰٫۲۴۹۶۶۰

۰٫۳۸ ۰٫۲۹۳۹ ۰٫۲۸۷۲ ۰٫۲۸۷۲۳۹ ۰٫۲۸۷۲۳۸

۰٫۴۴ ۰٫۳۳۵۵ ۰٫۳۳۲۲ ۰٫۳۳۲۱۸۶ ۰٫۳۳۲۱۸۵

۰٫۵۰ ۰٫۳۷۶۹ ۰٫۳۷۶۹ ۰٫۳۷۶۹۴۳ ۰٫۳۷۶۹۴۲

۰٫۵۵ ۰٫۴۱۸۲ ۰٫۴۱۴۱ ۰٫۴۱۴۰۷۰ ۰٫۴۱۴۰۷۰

۰٫۶۱ ۰٫۴۵۹۲ ۰٫۴۵۸۴ ۰٫۴۵۸۳۸۵ ۰٫۴۵۸۳۸۶

۰٫۶۶ ۰٫۴۹۹۹ ۰٫۴۹۵۱ ۰٫۴۹۵۰۸۸ ۰٫۴۹۵۰۹۰

۰٫۷۲ ۰٫۵۴۰۴ ۰٫۵۳۸۸ ۰٫۵۳۸۸۱۷ ۰٫۵۳۸۸۲۱

۰٫۷۷ ۰٫۵۸۰۵ ۰٫۵۷۴۹ ۰٫۵۷۴۹۴۷ ۰٫۵۷۴۹۵۷

۰٫۸۳ ۰٫۶۲۰۰ ۰٫۶۱۷۹ ۰٫۶۱۷۹۰۹ ۰٫۶۱۷۹۰۷

۰٫۸۸ ۰٫۶۶۰۰ ۰٫۶۵۳۳ ۰٫۶۵۳۳۰۳ ۰٫۶۵۳۴۴۳

۰٫۹۴ ۰٫۶۹۵۷ ۰٫۶۹۵۲ ۰٫۶۹۵۲۱۶ ۰٫۶۹۵۰۱۹

۰٫۹۹ − ۰٫۷۲۹۶ ۰٫۷۲۹۶۰۰ ۰٫۷۲۲۱۲۱

دیریکله مرزي شرط و ϕ(x) = ۴x(۱− x) اولیه شرط با (15 - 3) برگرز معادله :2 مثال

u(۰, t) = u(۱, t) = ۰, t ∈ [۰, T ], (γ۱ = γ۲ = g۱(t) = g۲(t) = ۰).

باشد: می زیر صورت به [14] در دقیق جواب باشد. می f(x, t) = ۰ که بگیرید نظر در را

u(x, t) =
۲πµ

∑∞
n=۱ nansin(nπx) exp(−n۲µπ۲t)

a۰ +
∑∞

n=۱ ancos(nπx) exp(−n۲µπ۲t)
, (27 - 3)

فوریه ضرایب با

a۰ =

∫ ۱

۰
exp

{
− ۱
۳µ

(۳x۲ − ۲x۳)

}
dx,

an = ۲
∫ ۱

۰
exp

{
− ۱
۳µ

(۳x۲ − ۲x۳)

}
cos(nπx)dx (n = ۱, ۲, ۳, · · · ),

زمانی مختلف نقاط در Re = ۱۰, ۱۰۰, ۱۰۰۰, ۱۰۰۰۰ براي چبیشف نقاط با شده مطرح روش عددي نتایج .µ = ۱
Re که

می مسئله صحیح فیزیکی رفتار نمایشگر که است شده رسم 10 - 3 و 9 - 3 هاي شکل در T = ۰, ۰٫۲, ۰٫۴, ۰٫۶, ۰٫۸, ۱

براي چبیشف نقاط با و c = ۱۰ ثابت پارامتر با نیوتن اي پایه توابع محلی هم روش عددي نتایج 11 - 3 شکل در باشد.
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متغیر شکلی پارامتر و الفاصله متساوي نقاط با عددي نتایج 12 - 3 شکل در است. شده رسم Re = ۱۰۰۰۰ و Re = ۱۰۰۰

متساوي نقاط با نیوتن اي پایه توابع محلی هم روش عددي نتایج است. شده رسم Re = ۱۰۰۰۰ و Re = ۱۰۰۰ براي
است. شده رسم 13 - 3 شکل در Re = ۱۰۰۰۰ و Re = ۱۰۰۰ براي c = ۱۰ ثابت پارامتر و الفاصله

داراي مرز راست سمت نزدیکی در کنید می مشاهده 13 - 3 و 11 - 3 هاي شکل در که همانطور t ≥ ۰٫۴ براي u نمودار
استفاده با و است غالب پخش عبارت بر جابجایی عبارت رینولدز عدد بزرگ مقادیر براي واقع در باشد. می تندي شیب
با شده مطرح روش عددي نتایج اما رود. نمی بین از نوسانات این ثابت پارامتر با نیوتن اي پایه توابع محلی هم روش از

شود. نمی مشاهده نوسانی است، مشخص 12 - 3 و 10 - 3 شکل در که همانطور و هستند پایدار متغیر شکلی پارامتر
تحلیلی جواب با مختلف نقاط در Re = ۱۰۰ براي الفاصله متساوي نقاط با همراه شده مطرح عددي نتایج 4 - 3 جدول در
نسبت روش مطلوب دقت گویاي جدول در شده گزارش عددي نتایج است. شده مقایسه [65 ،41 ،40] مقالات نتایج و

است. آمده بدست دقیق جواب به توجه با خوبی دقت با و سایرین نتایج به

و (راست) Re = ۱۰ براي n = ۵۵ چبیشف نقاط و ν = ۳/۲ ،c(x) = √
۱− x۲ فرض با u عددي نتایج :9 - 3 شکل

(مثال2) . (چپ) Re = ۱۰۰

و (راست) Re = ۱۰۰۰ براي n = ۵۵ چبیشف نقاط و ν = ۳/۲ ،c(x) = √
۱− x۲ فرض با u عددي نتایج :10 - 3 شکل

(2 (مثال (چپ). Re = ۱۰۰۰۰ براي n = ۱۵۰
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براي n = ۱۵۰ و Re = ۱۰۰۰ براي n = ۵۵ چبیشف نقاط و ν = ۳/۲ ،c = ۱۰ فرض با u عددي نتایج :11 - 3 شکل
(2 (مثال (چپ). Re = ۱۰۰۰۰
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Re = ۱۰۰۰ براي n = ۲۰۰ الفاصله متساوي نقاط و ν = ۳/۲ ،c(x) =
√
۱− x۲ فرض با u عددي نتایج :12 - 3 شکل

(2 (مثال (چپ). Re = ۱۰۰۰۰ براي n = ۴۰۰ و (راست)
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و (راست) Re = ۱۰۰۰ براي n = ۲۰۰ الفاصله متساوي نقاط و ν = ۳/۲ ،c = ۱۰ فرض با u عددي نتایج :13 - 3 شکل
(2 (مثال (چپ). Re = ۱۰۰۰۰ براي n = ۴۰۰
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(2 (مثال .c(x) = √
۱− x۲ ،ν = ۵/۲ ،n = ۱۸۰ ،Re = ۱۰۰ فرض با u عددي نتایج :4 - 3 جدول

x t [40] [65] [41] پیشنهادي روش دقیق جواب خطا
۰٫۲۵ ۰٫۴ ۰٫۳۶۲۱۷ ۰٫۳۶۲۲۵ ۰٫۳۶۲۲۵ ۰٫۳۶۲۲۶ ۰٫۳۶۲۲۶ ۶٫۱ × ۱۰−۵

۰٫۶ ۰٫۲۸۱۹۷ ۰٫۲۸۲۰۲ ۰٫۲۸۲۰۴ ۰٫۲۸۲۰۴ ۰٫۲۸۲۰۴ ۵٫۱ × ۱۰−۶

۰٫۸ ۰٫۲۳۰۴۰ ۰٫۲۳۰۴۴ ۰٫۲۳۰۴۵ ۰٫۲۳۰۴۵ ۰٫۲۳۰۴۵ ۷٫۶ × ۱۰−۶

۱ ۰٫۱۹۴۶۵ ۰٫۱۹۴۶۸ ۰٫۱۹۴۶۹ ۰٫۱۹۴۶۹ ۰٫۱۹۴۶۹ ۱٫۱× ۱۰−۶

۳ ۰٫۰۷۶۱۳ ۰٫۰۷۶۱۳ ۰٫۰۷۶۱۳ ۰٫۰۷۶۱۳ ۰٫۰۷۶۱۳ ۴٫۱ × ۱۰−۶

۰٫۵ ۰٫۴ ۰٫۶۸۳۵۷ ۰٫۶۸۳۶۸ ۰٫۶۸۳۶۴ ۰٫۶۸۳۶۸ ۰٫۶۸۳۶۸ ۲٫۶ × ۱۰−۶

۰٫۶ ۰٫۵۴۸۲۲ ۰٫۵۴۸۳۲ ۰٫۵۴۸۳۱ ۰٫۵۴۸۳۲ ۰٫۵۴۸۳۲ ۱٫۴ × ۱۰−۵

۰٫۸ ۰٫۴۵۳۶۳ ۰٫۴۵۳۷۱ ۰٫۴۵۳۷۱ ۰٫۴۵۳۷۰ ۰٫۴۵۳۷۱ ۳٫۱ × ۱۰−۶

۱ ۰٫۳۸۵۶۱ ۰٫۳۸۵۶۷ ۰٫۳۸۵۶۸ ۰٫۳۸۵۶۸ ۰٫۳۸۵۶۸ ۷٫۰ × ۱۰−۶

۳ ۰٫۱۵۲۱۷ ۰٫۱۵۲۱۸ ۰٫۱۵۲۱۹ ۰٫۱۵۲۱۸ ۰٫۱۵۲۱۸ ۶٫۶ × ۱۰−۶

۰٫۷۵ ۰٫۴ ۰٫۹۲۰۵۰ ۰٫۹۲۰۵۲ ۰٫۹۲۰۴۴ ۰٫۹۲۰۵۱ ۰٫۹۲۰۵۰ ۱٫۹ × ۱۰−۵

۰٫۶ ۰٫۷۸۲۹۳ ۰٫۷۸۳۰۰ ۰٫۷۸۲۹۷ ۰٫۷۸۳۰۲ ۰٫۷۸۲۹۹ ۳٫۸ × ۱۰−۵

۰٫۸ ۰٫۶۶۲۶۴ ۰٫۶۶۲۷۲ ۰٫۶۶۲۷۲ ۰٫۶۶۲۷۲ ۰٫۶۶۲۷۲ ۸٫۱ × ۱۰−۶

۱ ۰٫۵۶۹۲۴ ۰٫۵۶۹۳۲ ۰٫۵۶۹۳۲ ۰٫۵۶۹۳۲ ۰٫۵۶۹۳۲ ۸٫۵ × ۱۰−۶

۳ ۰٫۲۲۷۷۴ ۰٫۲۲۷۸۲ ۰٫۲۲۷۷۹ ۰٫۲۲۷۷۲ ۰٫۲۲۷۷۴ ۱٫۶ × ۱۰−۵

بگیرید. نظر در است شده بیان زیر صورت به [16] در آن دقیق جواب که (15 - 3) برگرز معادله :3 مثال

u(x, t) =
α+ ρ+ (ρ− α)exp(η)

۱+ exp(η)
,

قراردادن از اولیه شرط است. شده فرض α = ۰٫۴, ρ = ۰٫۶, γ = ۰٫۱۲۵ همچنین .µ = ۱
Re و η =

α(x− ρt− γ)

µ
که

باشند: می زیر صورت به مرزي شرایط و آید می بدست تحلیلی جواب در t = ۰

u(۰, t) = ۱, u(۱, t) = ۰٫۲, t ∈ [۰, T ], (γ۱ = γ۲ = ۰).

هاي زمان در Re = ۱۰۰۰ و Re = ۱۰۰ براي الفاصله متساوي نقاط با عددي نتایج باشد. می f(x, t) = ۰ همچنین
باشد. می مسئله صحیح فیزیکی رفتار نمایشگر که است شده رسم 14 - 3 شکل در مختلف
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Re = ۱۰۰ براي n = ۶۰ الفاصله متساوي نقاط و ν = ۳/۲ ،c(x) =
√
۱− x۲ فرض با u عددي نتایج :14 - 3 شکل

(3 (مثال (چپ). Re = ۱۰۰۰ براي n = ۲۱۰ و (راست)

نظر در است، شده بیان زیر صورت به [26] در آن تحلیلی جواب که بالا رینولدز اعداد براي برگرز معادله :4 مثال
بگیرید.

u(x, t) =
۱

Re+ t

(
x+ tan

(
xRe

۲ (Re+ t)

))
.

خطاي آمده. بدست تحلیلی جواب در x = ±۳ جایگذاري از مرزي شرایط همچنین و t = ۰ قراردادن از اولیه شرط
روش مطلوب دقت و شده گزارش 5 - 3 جدول در متغیر پارامتر و الفاصله متساوي نقاط با Re = ۱۰۰۰۰ براي روش مطلق

دهد. می نشان را شده بیان [97] در که ثابت پارامتر با شعاعی پایه توابع محلی هم روش به نسبت را
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(راست) c = ۱۰ و ν = ۵
۲ ،n = ۴۰ الفاصله متساوي نقاط با T = ۱ و Re = ۱۰۰۰۰ براي مطلق خطاي نمودار :15 - 3 شکل

(4 (مثال (چپ). c(x) =
√
۱− x۲ و

(4 (مثال .c(x) = √
۱− x۲ ،ν = ۵/۲ ،n = ۴۰ الفاصله متساوي نقاط با Re = ۱۰۰۰۰ براي مطلق خطاي :5 - 3 جدول

T C [97] پیشنهادي روش
۱ ۳٫۷۲ ۲٫۱۲۹۶ × ۱۰−۵ ۱٫۰۴۳۳ × ۱۰−۶

۲ ۳٫۵۵ ۱٫۱۹۷۱ × ۱۰−۵ ۲٫۰۷۶۹ × ۱۰−۶

۳ ۳٫۵۴ ۱٫۷۹۸۶ × ۱۰−۵ ۳٫۱۰۰۹ × ۱۰−۶

۴ ۳٫۷۵ ۲٫۴۱۱۴× ۱۰−۵ ۴٫۱۱۵۴× ۱۰−۶

۵ ۳٫۶۰ ۳٫۰۰۹۱ × ۱۰−۵ ۵٫۱۲۰۶ × ۱۰−۶
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بگیرید. نظر در است، شده بیان زیر صورت به [46] در که دار نوسان موج هاي جواب با را برگرز معادله :5 مثال

u(x, t) =
c

α
+

(
۲

αRe
tanh(x− ct)

)
, ۰ ≤ x ≤ ۱,

شرایط و t = ۰ قراردادن از اولیه شرط گرفتیم. نظر در ۰٫۱ و 1 برابر ترتیب به که هستند دلخواهی هاي ثابت c و α که
6 - 3 جدول در Re مختلف مقادیر براي روش عددي نتایج آمده. بدست تحلیلی جواب در x = ۰, ۱ دادن قرار از مرزي
دهد. می نشان را روش مطلوب دقت جدول نتایج است. شده مقایسه شده، بیان [46] در که مطلق خطاي با و شده درج
T = ۰٫۲ زمان در Re = ۱۰۰۰ براي متغیر و ثابت شکلی پارامتر از استفاده با روش مطلق خطاي مقایسه، براي همچنین
پارامتر با نیوتن اي پایه توابع براي مطلق خطاي کنید می مشاهده شکل در که همانطور است. شده رسم 16 - 3 شکل در

باشد. می ثابت شکلی پارامتر با نیوتن اي پایه توابع از کمتر متغیر شکلی
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و (راست) c = ۱۰ و ν = ۷
۲ ،n = ۳۵ الفاصله متساوي نقاط با T = ۰٫۲ و Re = ۱۰۰۰ مطلق خطاي نمودار :16 - 3 شکل

(5 (مثال (چپ). c(x) =
√
۱− x۲

(5 (مثال .c(x) = √
۱− x۲ νو = ۷/۲ ،n = ۳۵ الفاصله متساوي نقاط با Re مختلف مقادیر براي مطلق خطاي :6 - 3 جدول

T = ۰٫۱ T = ۰٫۲ T = ۰٫۲۵

Re [46] پیشنهادي روش [46] پیشنهادي روش [46] پیشنهادي روش
۱۰۰ ۳٫۰۶ × ۱۰−۵ ۳٫۰۶ × ۱۰−۵ ۶٫۱۱ × ۱۰−۵ ۶٫۱۱× ۱۰−۵ ۷٫۶۲ × ۱۰−۵ ۷٫۶۴× ۱۰−۵

۱۰۰۰ ۳٫۰۶ × ۱۰−۷ ۳٫۰۸ × ۱۰−۷ ۶٫۱۸ × ۱۰−۷ ۶٫۱۵× ۱۰−۷ ۷٫۸۲ × ۱۰−۷ ۷٫۶۹ × ۱۰−۷

۱۰۰۰۰ ۲٫۲۴ × ۱۰−۸ ۵٫۸۸ × ۱۰−۹ ۵٫۲۲ × ۱۰−۸ ۹٫۹۱× ۱۰−۹ ۸٫۹۴× ۱۰−۸ ۱٫۵۶× ۱۰−۸

مرزي شرایط و ϕ(x) = ۱
۴
cos(πx) اولیه شرط با (15 - 3) برگرز معادله :6 مثال

ux(۰, t) = ux(۱, t) = ۰, t ∈ [۰, T ], (β۱ = β۲ = g۱(t) = g۲(t) = ۰).
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همچنین بگیرید. نظر در را

f(x, t) = − ۱
۴
e−(µt) cos(πx)

[
µ+

π

۴
e(tµ) sin(πx)− µπ۲

]
,

.[80] باشد می زیر صورت به معادله دقیق جواب µ = ۱
Re و

u(x, t) =
۱
۴
e−(µt) cos(πx)

نتایج است. آمده بدست c(x) = ۱ − x۲ متغیر و C = ۱۰ ثابت پارامتر براي روش مطلق خطاي 7 - 3 جدول در
دهد. می نشان را متغیر شکلی پارامتر تأثیر جدول

(6 (مثال . c(x) = ۱− x۲ νو = ۷/۲ ،n = ۲۵ یکنواخت نقاط با Re مختلف مقادیر براي مطلق خطاي :7 - 3 جدول
Re C خطا پیشنهادي روش خطاي
۱۰۰ ۱۰ ۲٫۰۰ × ۱۰−۴ ۱٫۵۰× ۱۰−۵

۱۰۰۰ ۱۰ ۹٫۴۴× ۱۰−۵ ۵٫۹۴ × ۱۰−۶

۱۰۰۰۰ ۱۰ ۱٫۵۷× ۱۰−۵ ۷٫۱۰ × ۱۰−۶

۱۰۰۰۰۰ ۱۰ ۱٫۰۰ × ۱۰−۵ ۷٫۲۲ × ۱۰−۶

گیري نتیجه 8 - 3
بعدي یک برگرز معادله حل براي و شد ارائه نیوتن اي پایه توابع بر مبتنی موضعی شبکه بدون روش یک فصل این در
به منجر که آید می بوجود اغتشاشاتی بالا رینولدز عدد با غیرخطی برگرز معادله عددي حل روند در شد. گرفته کار به
نیوتن هاي پایه شکل پارامتر براي مقیاس تابع دو بیشتر، پایداري و مشکل این بر غلبه براي شود. می جواب ناپایداري
جواب تابع و گرفته نظر در آزمون توابع عنوان به را شده مقیاس متغیر طور به نیوتن اي پایه توابع ادامه در کردیم. معرفی
خطوط روش از استفاده با سپس زدیم. تقریب محلی هم روش به آزمون توابع از استفاده با مکان متغیر راستاي در را
ode گر حل با که یافتیم دست زمان متغیر راستاي در جواب تابع حسب بر معمولی مشتقات با معادلات از دستگاهی به
شرایط با برگرز معادله مختلف هاي مثال براي را پیشنهادي روش رسیدیم. عددي هاي جواب به متلب افزار نرم در 113
عددي نتایج پرداختیم. دقیق جواب و سایرین نتایج با آنها نتایج مقایسه به و کرده پیاده نیومن و دیریکله مرزي و اولیه
پارامتر به نسبت بیشتري پایداري از مطلوب دقت حفظ با متغیر شکلی پارامتر به شده مجهز هاي پایه که دادند نشان

باشد. می روش دقت و کارآیی دهنده نشان این و برخوردارند ثابت شکلی
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4 فصل

اي پایه توابع بر مبتنی محلی هم روش
متغیر شکلی پارامتر با شعاعی



مقدمه 1 - 4
عنوان به کند. می تغییر زمان گذشت با که باشد می زمان به وابسته جزیی دیفرانسیل معادله غیرخطی، تحولی معادله
از شرودینگر غیرخطی معادله و گرما انتقال از واکنش-پخش معادله سیالات، مکانیک از استوکس ناویر معادله مثال،
در که است تحولی معادلات از یکی نیز برگرز معادلات زوج هستند. غیرخطی تحولی معادلات از کوانتوم مکانیک
فیزیک قبیل از فیزیکی هاي حالت از بسیاري شامل مسایل این که دهد. می رخ مهندسی و ریاضی مسایل از بسیاري

باشد. می پلاسما فیزیک و سیالات فیزیک ایستا، حالت
مقالات در نویسندگان است. شده ارائه معادلات نوع این حل براي متعددي عددي هاي روش اخیر هاي سال در
متفاوتی عددي هاي روش و پرداخته برگرز غیرخطی بعدي دو معادلات زوج بررسی به [85 ،3 ،104 ،103 ،102 ،7 ،30]
توابع از استفاده با محلی هم روش بر مبتنی کارا عددي روش یک فصل این در اند. گرفته کار به ها آن حل براي را
روش براي موضعی فرم ضرایب، ماتریس بدشرطی از جلوگیري و پایداري افزایش براي شود. می ارائه شعاعی اي پایه
به مجهز را شعاعی اي پایه توابع دقت، افزایش براي همچنین شدند. بندي مدل برگرز معادله عددي حل در و ارائه فوق

کنیم. می متغیر شکلی پارامتر

متغیر شکلی پارامتر 2 - 4
را شعاعی اي پایه توابع بر مبتنی هاي روش پایداري و شعاعی اي پایه توابع شکل کنترل در اساسی نقش شکل پارامتر
می مجهز متغیر شکلی پارامتر به را شعاعی اي پایه توابع مطلوب دقت به رسیدن و بدوضعی کاهش براي دارد. برعهده
ستون هر دیگر بیان به کرد. تعیین متفاوت شکل پارامتر یک مرکزي، نقطه هر ازاي به توان می منظور این براي کنیم.
ایجاد به منجر متغیر شکل پارامتر از استفاده واقع در باشد. داشته مجزا شکل پارامتر یک تواند می درونیابی ماتریس از
و داده کاهش را وضعیت عدد تواند می خود نوبه به که شود می سازي گسسته از حاصل ماتریس در مجزاتر هاي درایه

باشد. می زیر فرم به متغیر شکلی پارامتر به مجهز هسته نماید. کمتر محاسبات در را کردن گرد خطاي

Kc(x, xj) = ϕ((
rj
cj
)۲), rj = ∥x− xj∥۲, x, xj ∈ Rd,

باشد. می ام j مرکز با متناظر شکلی پارامتر cj که طوري به
باشد. می زیر صورت به متغیر شکلی پارامتر با مترن-سوبولف هسته مثال، براي

((
rj
cj
)۲)νKν((

rj
cj
)۲), rj = ∥x− xj∥۲, x, xj ∈ Rd.

می بیان متغیر شکلی پارامتر براي استراتژي چند قسمت این در شود. گرفته نظر در مختلفی مقادیر تواند می cj که
کنیم.
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cj = (cmin + ( cmax−cmin
n−۱ )(j − ۱))۱/۲ j = ۱, ۲, ..., n, : ۱ استراتژي

cj = (cmin + ( cmax−cmin
n−۱ )(j − ۱))−۱/۴ j = ۱, ۲, ..., n, : ۲ استراتژي

cj = (c۲min(
c۲max

c۲min
)

(j−۱)
(n−۱) )۱/۲ j = ۱, ۲, ..., n, : ۳ استراتژي

cj = (cmin + (cmax − cmin) exp(−j))−۱ j = ۱, ۲, ..., n, : ۴ استراتژي
cj = cmin + (cmax − cmin) sin(j) j = ۱, ۲, ..., n. : ۵ استراتژي

است. شده معرفی زیر فرم به [44 ،43] در خطی متغیر شکلی پارامتر

cj = cmin + (
cmax − cmin

n− ۱
)j j = ۱, ۲, ..., n.

ایم. برده کار به را 2 1و هاي استراتژي ، خطی متغیر شکلی پارامتر بهبود با فصل این در
در است. شده بیان [99 ،43] در که باشند می مثلثاتی و نمایی متغیر شکلی پارامتر بنام ترتیب به 5 3و هاي استراتژي
شده بیان روش از ادامه در است. شده معرفی استراتژي4 در ایم آورده بدست تجربی بطور که جدیدي پارامتر رساله این
پایه توابع از استفاده جاي به که تفاوت این با کنیم. می استفاده غیرخطی برگرز معادلات زوج حل براي سوم فصل در
شد، ذکر بالا هاي استراتژي در که متغیر شکلی پارامتر با شعاعی اي پایه توابع از شده، مقیاس متغیر طور به نیوتن اي

کنیم. می استفاده

برگرز غیرخطی بعدي دو معادلات زوج حل 3 - 4
است: شده معرفی زیر عبارت در مرزي و اولیه شرایط با برگرز غیرخطی بعدي دو معادلات زوج


Ut(X, t) = −U(X, t)Ux(X, t)− V (X, t)Uy(X, t) +

۱
Re

∆U(X, t),

Vt(X, t) = −V (X, t)Vy(X, t)− U(X, t)Vx(X, t) +
۱
Re

∆V (X, t)
X ∈ Ω ⊂ R۲, t ∈ (۰, T ],(1 - 4)

 (U(X, t), V (X, t)) = (fD(X, t), gD(X, t)) X ∈ D ⊆ ∂Ω, t ∈ [۰, T ],

(∂U∂n (X, t), ∂V∂n (X, t)) = (fN (X, t), gN (X, t)) X ∈ N ⊆ ∂Ω, t ∈ [۰, T ],
(2 - 4)


U(X, ۰) = U۰(X),

V (X, ۰) = V۰(X),

X ∈ Ω, (3 - 4)

Ω ⊂ R۲ باشند. می معلوم توابع gN و ،fN ،gD ،fD ،U۰ ،V۰ باشد. می رینولدز عدد Re و X = (x, y) آن در که
باشند. می مجهول توابع V و U و لاپلاس عملگر ∆ باشد. می Ω دامنه مرز ∂Ω و نظر مورد دامنه

XD = داخلی، نقاط XI = {x[۱], . . . , x[ni]} که {XI ∪ XD ∪ XN } صورت به دامنه نقاط سازي گسسته
براي باشند. می نیومن مرزي نقاط XN = {x[ni+nd+۱], . . . , x[n]} و دیریکله مرزي نقاط {x[ni+۱], . . . x[ni+nd]}
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نزدیکترین که نقطه ns − ۱ و x[i] مرکزي نقطه شامل که Si = {x[i]k }ns
k=۱ شبکه x[i] ∈ X (i = ۱, . . . , n) هر

موضعی شعاعی اي پایه توابع ، نقاط این با متناظر گیریم. می نظر در باشند، می مفروض نقطه مجاورت در نقاط
V (·, t) | [۰, T ] → NK و U(·, t) | [۰, T ] → NK هاي جواب یافتن دنبال به داده. تشکیل را N [i]

۱ , N
[i]
۲ , . . . , N

[i]
ns

باشیم. می زیر فرم به

U [i](X, t) =

ns∑
j=۱

α
[i]
j (t)N

[i]
j (X), X ∈ Si,

V [i](X, t) =

ns∑
j=۱

β
[i]
j (t)N

[i]
j (X), X ∈ Si,

نتیجه، در باشد. می NK محلی هیلبرت فضاي در تولیدي باز که k هسته با متناظر شعاعی اي پایه تابع N [i]
j (X) و

داریم: را زیر معادله
 α[i](t) = N−۱[i] ∗U[i],

β[i](t) = N−۱[i] ∗V[i],
(4 - 4)

که طوري به

α[i](t) = (α
[i]
j (t)), ۱ ≤ j ≤ ns)

T ,

β[i](t) = (β
[i]
j (t)), ۱ ≤ j ≤ ns)

T ,

N[i] =
(
N

[i]
j (X

[i]
k )
)
۱≤k≤ns,۱≤j≤ns

,

U[i] = (U I ,UD,UN )T ,

V[i] = (V I ,V D,V N )T ,

U I = (U(X [j], t), ۱ ≤ j ≤ ni),

UD = (U(X [j], t), ni+ ۱ ≤ j ≤ ni+ nd),

UN = (U(X [j], t), ni+ nd+ ۱ ≤ j ≤ n),

V I = (V (X [j], t), ۱ ≤ j ≤ ni),

V D = (V (X [j], t), ni+ ۱ ≤ j ≤ ni+ nd),

V N = (V (X [j], t), ni+ nd+ ۱ ≤ j ≤ n).
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آید: می بدست زیر معادلات (1 - 4) معادله در X [i] (i = ۱, . . . , ni) داخلی نقاط قراردادن با حال

U
[i]
t (X [i], t) = −U [i](X [i], t)

 ns∑
j=۱

α
[i]
j (t)

∂N
[i]
j

∂x
(X [i])

− V [i](X [i], t)

 ns∑
j=۱

α
[i]
j (t)

∂N
[i]
j

∂y
(X [i])


+

۱
Re

ns∑
j=۱

α
[i]
j (t)∆N

[i]
j (X [i]),(5 - 4)

V
[i]
t (X [i], t) = −V [i](X [i], t)

 ns∑
j=۱

β
[i]
j (t)

∂N
[i]
j

∂y
(X [i])

− U [i](X [i], t)

 ns∑
j=۱

β
[i]
j (t)

∂N
[i]
j

∂x
(X [i])


+

۱
Re

ns∑
j=۱

β
[i]
j (t)∆N

[i]
j (X [i]).(6 - 4)

شود: می حاصل زیر معادلات ماتریسی فرم (4 - 4) معادله از استفاده با


U
[i]
t = −U[i]. ∗

(
N

[i]
x ∗N−۱[i] ∗U[i]

)
−V[i]. ∗

(
N

[i]
y ∗N−۱[i] ∗U[i]

)
+ ۱

Re

(
∆N [i] ∗N−۱[i] ∗U[i]

)
,

V
[i]
t = −V[i]. ∗

(
N

[i]
y ∗N−۱[i] ∗V[i]

)
−U[i]. ∗

(
N

[i]
x ∗N−۱[i] ∗V[i]

)
+ ۱

Re

(
∆N [i] ∗N−۱[i] ∗V[i]

)
,

(7 - 4)

که طوري به

N[i]
x =

(
∂N

[i]
j

∂x
(x[i]), j = ۱, . . . , ns

)
,

N[i]
y =

(
∂N

[i]
j

∂y
(x[i]), j = ۱, . . . , ns

)
.

بنابراین باشند. مرکزي نقطه مجاورت در نقطه، ns − ۱ تعداد و X [i] مرکزي نقاط اندیس شامل Ii بردار کنید فرض
گیریم: می نظر در زیر صورت به را باشند می بعدي ni× n که D۳ و D۲ ،D۱ تنک هاي ماتریس

D۱(i, Ii) = N [i]
x ∗N−۱[i],

D۲(i, Ii) = N [i]
y ∗N−۱[i],

D۳(i, Ii) = ∆N [i] ∗N−۱[i].
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شود: می حاصل زیر معادله (1 - 4) معادله از استفاده با


Ũt = −Ũ. ∗ (D۱ ∗U)− Ṽ. ∗ (D۲ ∗U) + ۱
ReD۳ ∗U,

Ṽt = −Ṽ. ∗ (D۲ ∗V)− Ũ. ∗ (D۱ ∗V) + ۱
ReD۳ ∗V,

(8 - 4)

که طوري به

U =
(
U
(
X [۱], t

)
, . . . , U

(
X [n], t

))T
,

Ũ =
(
U
(
X [۱], t

)
, . . . , U

(
X [ni], t

))T
,

V =
(
V
(
X [۱], t

)
, . . . , V

(
X [n], t

))T
,

Ṽ =
(
V
(
X [۱], t

)
, . . . , V

(
X [ni], t

))T
,

شود: می نتیجه زیر معادله دیریکله، شرایط به توجه با همچنین
 UD = (fD(X [j], t)), ni+ ۱ ≤ j ≤ ni+ nd),

VD = (gD(X [j], t)), ni+ ۱ ≤ j ≤ ni+ nd).
(9 - 4)

داریم: نیومن، شرایط به توجه با و
ns∑
j=۱

αj(t)
∂Nj

∂n
(x[i]) = fN (x[i], t), ni+ nd+ ۱ ≤ i ≤ n,

ns∑
j=۱

βj(t)
∂Nj

∂n
(x[i]) = gN (x[i], t), ni+ nd+ ۱ ≤ i ≤ n,

ترتیب به که

∂N

∂n
∗N−۱ ∗U = (fN (x[i], t), ni+ nd+ ۱ ≤ i ≤ n),

∂N

∂n
∗N−۱ ∗V = (gN (x[i], t), ni+ nd+ ۱ ≤ i ≤ n),

و

∂N

∂n
=

(
∂Nj

∂n
(X [i])

)
ni+nd+۱≤i≤n,۱≤j≤n

.
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کنید فرض باشد. می
W =

∂N

∂n
∗N−۱,

شوند: می معرفی زیر صورت به VN و UN بردارهاي بنابراین


W(: , ni+ nd+ ۱ : n) ∗UN

= (fN (X [i], t), ni+ nd+ ۱ ≤ i ≤ n)T −W(: , ۱ : ni) ∗UI −W(: , ni+ ۱ : ni+ nd) ∗UD,

W(: , ni+ nd+ ۱ : n) ∗VN

= (gN (X [i], t), ni+ nd+ ۱ ≤ i ≤ n)T −W(: , ۱ : ni) ∗VI −W(: , ni+ ۱ : ni+ nd) ∗VD.

(10 - 4)

زیر اولیه شرایط با ODE معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک (8 - 4) در (10 - 4) و (9 - 4) معادلات دادن قرار با
شود: می تشکیل


Ũ I(۰) = Ũ I ۰,

Ṽ I(۰) = Ṽ I ۰,

که طوري به

Ũ I ۰ = (U۰(X
[j]), ۱ ≤ j ≤ ni)T ,

Ṽ I ۰ = (V۰(X
[j]), ۱ ≤ j ≤ ni)T .

عددي نتایج 4 - 4
شود. می بررسی زیر مثال دو در برگرز غیرخطی بعدي دو معادلات زوج حل براي روش دقت و کارایی بخش این در
باشد می W ۳

۲ (R۲) هیلبرت فضاي در بازتولیدي هسته که ν = m− d/۲ = ۲ پارامتر با مترن هسته معادله، حل براي
لژاندر نقاط شده، گرفته نظر در محلی هم و مرکزي نقاط ایم. برده کار به را

xi = −۱+ (
۲(i− ۱)
n− ۱

), i = ۱, . . . , n,
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همچنین و باشند. می y = b−a
۲ x + a+b

۲ تبدیل با [a, b] بازه به انتقال قابل و باشند می [−۱, ۱] بازه به متعلق که اند
الفاصله متساوي نقاط

x[i] = a+ (i− ۱)h, h =
b− a

n− ۱
, i = ۱, . . . , n.

است. شده استفاده حل براي نیز
کنید. می مشاهده 1 - 4 شکل در که اند شده انتخاب اصلی دامنه از ns = ۵ با هاي دامنه زیر موضعی فرم در

مرزي. و داخلی نقاط در ns = ۵ فرض با موضعی هاي دامنه و الفاصله متساوي نقاط مجموعه :1 - 4 شکل

استفاده متلب، افزار نرم ode113 دستور از خطوط روش از استفاده با شده حاصل معمولی دیفرانسیل معادله حل براي
خطاي روش، دقت محاسبه براي ایم. کرده

L∞ = max
۱≤j≤n

|uj − ũj |,

باشند. می تقریبی مقدار و واقعی مقدار بیانگر ترتیب به ũ و u که ایم برده کار به را
مرزي شرایط و t = ۰ قراردادن از اولیه شرایط بگیرید. نظر در را (3 - 4)-(1 - 4) در شده مطرح معادلات :1 مثال

آید. می بدست است، شده بیان زیر صورت به [85] در که تحلیلی جواب در y = ۰, ۱ و x = ۰, ۱ دادن قرار از دیریکله

U(X, t) =
۳
۴
− ۱

۴
(
۱+ exp((−۴x+ ۴y − t)(Re

۳۲ ))
) ,

V (X, t) =
۳
۴
+

۱
۴
(
۱+ exp((−۴x+ ۴y − t)(Re

۳۲ ))
) .

ادامه در شود. می مشاهده 2 - 4 شکل در ویژگی این باشد. می تندي شیب داراي بالا رینولدز اعداد براي معادله جواب
پردازیم. می تحلیل و تجزیه به و کرده رسم T = ۲ زمان در Re مختلف مقادیر براي را مطلق خطاي نمودار
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و 3 - 4 هاي شکل در الفاصله متساوي نقاط براي ۳ استراتژي با T = ۲ زمان در Re = ۱۰ براي مطلق خطاي نمودار
یابد. می کاهش خطا نقاط افزایش با شود می مشاهده که همانطور است. شده رسم 4 - 4

کنیم می رسم T = ۲ زمان در c = ۱۰ ثابت پارامتر با Re = ۱۰۰ براي را خطا نمودار ابتدا متغیر، شکلی پارامتر تاثیر براي
که مختلف هاي استراتژي از استفاده با حالت این براي را خطا نمودار سپس کنید. می مشاهده را آن 5 - 4 شکل در که
شکل در مختلف نقاط تعداد براي ۱ استراتژي از استفاده با خطا نمودار کنیم. می رسم بود، شده مطرح شکل پارامتر براي
نشاندهنده این و یابد می کاهش خطا نقاط افزایش با کنید می مشاهده که طور همان است. شده رسم 7 - 4- 6 - 4 هاي
رسم حالت این براي شکل پارامتر مختلف هاي استراتژي از استفاده با خطا نمودار ادامه در باشد. می روش همگرایی

کرد. مشاهده توان می 11 - 4 و 10 - 4،9 - 4،8 - 4 هاي شکل در که شده
این در همچنین دهد. می نشان c = ۱۰ ثابت شکلی پارامتر با Re = ۱۰۰۰ براي را مطلق خطاي نمودار 12 - 4 شکل
می 16 - 4 و 15 - 4 ،14 - 4 ،13 - 4 هاي شکل در که شده، رسم مختلف متغیر شکلی پارامترهاي براي خطا نمودار حالت،

کرد. مشاهده توان
شود. می ثابت پارامتر به نسبت خطا کاهش به منجر متغیر شکلی پارامتر که گرفت نتیجه توان می بالا تصاویر از

است، مشخص جدول نتایج از که همانطور است. شده درج 2 - 4 و 1 - 4 جدول در Re = ۱۰۰ براي روش عددي نتایج
است. برخوردار ها روش بقیه به نسبت تري مطلوب دقت از مذکور روش

(1 (مثال .۱ استراتژي n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰ فرض با V و U عددي نتایج :2 - 4 شکل
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(1 (مثال . ۳ استراتژي و n = ۴۴۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰ براي مطلق خطاي نمودار :3 - 4 شکل

(1 (مثال . ۳ استراتژي و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰ براي مطلق خطاي نمودار :4 - 4 شکل

(1 (مثال . c = ۱۰ و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰ براي مطلق خطاي نمودار :5 - 4 شکل
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(1 (مثال . ۱ استراتژي و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰ براي مطلق خطاي نمودار :6 - 4 شکل

(1 (مثال . ۱ استراتژي nو = ۳۷۲۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰ براي مطلق خطاي نمودار :7 - 4 شکل

(1 (مثال . ۲ استراتژي و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰ براي مطلق خطاي نمودار :8 - 4 شکل
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(1 (مثال . ۳ استراتژي و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰ براي مطلق خطاي نمودار :9 - 4 شکل

(1 (مثال . ۴ استراتژي و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰ براي مطلق خطاي نمودار :10 - 4 شکل
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(1 (مثال . ۵ استراتژي و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰ براي مطلق خطاي نمودار :11 - 4 شکل

(1 (مثال .c = ۱۰ و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰۰ براي مطلق خطاي نمودار :12 - 4 شکل
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(1 (مثال . ۲ استراتژي و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰۰ براي مطلق خطاي نمودار :13 - 4 شکل

(مثال . ۳ استراتژي و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰۰ براي مطلق خطاي نمودار :14 - 4 شکل
(1

(مثال . ۴ استراتژي و n = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰۰ براي مطلق خطاي نمودار :15 - 4 شکل
(1
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(1 (مثال . ۵ استراتژي nو = ۱۶۸۱ یکنواخت نقاط با T = ۲ زمان در Re = ۱۰۰۰ براي مطلق خطاي نمودار :16 - 4 شکل

n = ۴۴۱ و Re = ۱۰۰ فرض با T = ۲ زمان در u عددي نتایج :1 - 4 جدول
(x, y) (۰٫۱, ۰٫۱) (۰٫۳, ۰٫۳) (۰٫۵, ۰٫۵) (۰٫۳, ۰٫۷) (۰٫۱, ۰٫۹) (۰٫۵, ۰٫۹)

دقیق جواب ۰٫۵۰۰۴۸۲ ۰٫۵۰۰۴۸۲ ۰٫۵۰۰۴۸۲ ۰٫۵۵۵۶۷۵ ۰٫۷۴۴۲۵۶ ۰٫۵۵۵۶۷۵

4 استراتژي ۰٫۵۰۰۴۹۰ ۰٫۵۰۰۵۱۴ ۰٫۵۰۰۵۲۸ ۰٫۵۵۴۷۵۴ ۰٫۷۴۴۱۶۵ ۰٫۵۵۵۳۶۵

[3] ۰٫۵۰۰۳۵ ۰٫۵۰۰۴۲ ۰٫۵۰۰۴۶ ۰٫۵۵۶۰۹ ۰٫۷۴۴۰۹ ۰٫۵۵۶۰۴

[7] ۰٫۴۹۹۸۳ ۰٫۴۹۹۷۷ ۰٫۴۹۹۷۳ ۰٫۵۵۴۲۹ ۰٫۷۴۳۴۰ ۰٫۵۵۴۱۳

[100] ۰٫۵۰۰۱۲ ۰٫۵۰۰۴۲ ۰٫۵۰۰۴۱ ۰٫۵۵۴۱۳ ۰٫۷۴۴۱۶ ۰٫۵۵۶۳۷

n = ۴۴۱ و Re = ۱۰۰ فرض با T = ۲ زمان در V عددي نتایج :2 - 4 جدول
(x, y) (۰٫۱, ۰٫۱) (۰٫۳, ۰٫۳) (۰٫۵, ۰٫۵) (۰٫۳, ۰٫۷) (۰٫۱, ۰٫۹) (۰٫۵, ۰٫۹)

دقیق جواب ۰٫۹۹۹۵۱۸ ۰٫۹۹۹۵۱۸ ۰٫۹۹۹۵۱۸ ۰٫۹۴۴۳۲۵ ۰٫۷۵۵۷۴۴ ۰٫۹۴۴۳۲۵

4 استراتژي ۰٫۹۹۹۵۳۷ ۰٫۹۹۹۵۸۲ ۰٫۹۹۹۶۱۷ ۰٫۹۴۵۲۰۶ ۰٫۷۵۵۸۶۷ ۰٫۹۴۴۶۷۹

[3] ۰٫۹۹۹۳۶ ۰٫۹۹۹۵۱ ۰٫۹۹۹۵۸ ۰٫۹۴۳۸۷ ۰٫۷۵۵۹۲ ۰٫۹۴۳۹۲

[7] ۰٫۹۹۸۲۶ ۰٫۹۹۸۶۱ ۰٫۹۹۸۲۱ ۰٫۹۴۴۰۹ ۰٫۷۵۵۰۰ ۰٫۹۴۴۴۱

[100] ۰٫۹۹۹۴۶ ۰٫۹۹۹۳۸ ۰٫۹۹۹۴۱ ۰٫۹۴۳۸۷ ۰٫۷۵۵۵۸ ۰٫۹۴۳۴۵

در که بگیرید، نظر در را زیر دیریکله نیومن- ترکیب مرزي و اولیه شرایط با (3 - 4)-(1 - 4) برگرز معادله :2 مثال
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. است شده مطرح [102]


U(x, y, ۰) = sin(πx) cos(πy),

V (x, y, ۰) = cos(πx) sin(πy),

U(o, y, t) = U(۱, y, t) = ۰,

V (x, ۰, t) = V (x, ۱, t) = ۰,

∂U
∂n (x, ۰, t) =

∂U
∂n (x, ۱, t) = ۰,

∂V
∂n (۰, y, t) =

∂V
∂n (۱, y, t) = ۰.

شده مطرح [68 ،85] در که هایی روش نتایج با را روش نتایج توانیم می فقط بنابراین ندارد. دقیق جواب معادله این
کنیم. مقایسه

جملات Re بزرگ مقادیر براي . باشد می پایدار و هموار کافی اندازه به جواب کوچک، رینولدز عدد با معادله براي
شوك نوعی به است ممکن امواج است. تغییر حال در سرعت به جواب و کنند بازي را غالب نقش دارند تمایل غیرخطی
است. شده گزارش نیز آزاد گالرکین روش و متناهی عناصر روش متناهی، تفاضلات روش در نوسانات این شوند. تبدیل
علت به که نوسانی رفتار از توان نمی نقاط افزایش و کردن تظریف با حتی که است شده داده نشان [68] در همچنین،
روش از Re = ۱۰۰۰ رینولدز عدد براي ناپایداري بر غلبه و نوسانی رفتار حذف براي کرد. اجتناب شده، ایجاد تند شیب
عدد براي اما کردیم. استفاده کنید، می مشاهده 17 - 4 شکل در که طور همان c = ۱۰ ثابت پارامتر با شده داده توضیح
رفتار داراي جواب c = ۱۰ ثابت پارامتر ازاي به کنید، می مشاهده 18 - 4 شکل در که همانطور Re = ۱۰۰۰۰ بزرگ رینولدز
باشد، می تند شیب داراي که جاهایی پایدار جواب آوردن بدست و مشکل این بر غلبه براي باشد. می ناپایدار و نوسانی

کنیم. می استفاده شده معرفی 2 استراتژي در که متغیر شکلی پارامتر از
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(2 (مثال n = ۴۴۱ cو = ۱۰،Re = ۱۰۰۰ ،x = ۰٫۵ T = ۰٫۴, فرض با V و U براي عددي نتایج :17 - 4 شکل

(مثال2) n = ۴۴۱ و Re = ۱۰۰۰۰ ،x = ۰٫۵ T = ۰٫۴, فرض با V و U براي عددي نتایج :18 - 4 شکل
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5 فصل

پیشنهادات و نتایج



مقدمه 1 - 5
گرفت. قرار محققین توجه مورد زیر دلایل به آزاد تلاطم ریاضی مدل یک عنوان به برگرز معادله

موج حرکت فیزیکی هاي پدیده کردن شبیه براي اتلاف جمله و رفت پهن جمله غیرخطی فرم ترین ساده شامل .1
است.

را معادله این توان می حالت این در است. بزرگ Re وقتی است، آن شوك موج رفتار برگرز مدل هاي ویژگی از یکی .2
سازي شبیه این بر علاوه کرد. فرض سهموي جزیی دیفرانسیل معادلات از فرد به منحصر اختلال مسئله یک عنوان به

است. پیچیده هاي جریان محاسبه براي هایی روش توسعه سوي به اولیه گام یک برگرز معادله

گیري نتیجه 2 - 5
معادلات حل براي موضعی شعاعی اي پایه توابع و نیوتن اي پایه توابع بر مبتنی شبکه بدون هاي روش از رساله این در
طور به شعاعی هاي هسته از بیشتر پایداري منظور به است. شده استفاده زمان به وابسته جزیی مشتقات با دیفرانسیل
پایه توابع بیشتر، دقت و پایداري براي همچنین کردیم. استفاده نیوتن اي پایه توابع ساخت براي شده مقیاس متغیر
توابع عنوان به شده معرفی اي پایه توابع گرفتن نظر در با ادامه در کردیم. متغیر شکلی پارامتر به مجهز را شعاعی اي
استفاده با سپس زدیم. تقریب مکانی هم روش به آزمون توابع از استفاده با مکان متغیر راستاي در را جواب تابع آزمون،
یافتیم. دست زمان متغیر راستاي در جواب تابع حسب بر معمولی مشتقات با معادلات از دستگاهی به خطوط، روش از
مشاهده با و گرفته کار به برگرز غیرخطی معادلات زوج و برگرز غیرخطی معادله حل براي را شده معرفی هاي روش

بردیم. پی روش کارآیی و دقت به عددي نتایج

پیشنهادات 3 - 5
مقیاس تابع همچنین ببریم. کار به بالاتر ابعاد در جزیی دیفرانسیل معادلات حل براي توانیم می را شده ارائه روش
بسیار زمان به وابسته جزیی دیفرانسیل معادلات حل براي که بگیریم نظر در نیز زمان از تابعی توانیم می را هسته در

باشد. می مطلوب
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پیوست1



سوم فصل روش الگوریتم
1. Choose n discretization points in the domain set Ω.

2. Classify discretization points into three sets XI = {x[1], . . . , x[ni]} (in-

terior points), XD = {x[ni+1], . . . x[ni+nd]} (Dirichlet boundary points) and

XN = {x[ni+nd+1], . . . , x[n]} (Neumann boundary points).

3. For i = 1, . . . , n do

4. Set a stencil Si = {x[i]k }
ns

k=1.

5. Form Matern kernel matrix B[i] = (K(xj, xk))1≤j,k≤ns corresponding to

the stencil Si.

6. Set c(x) as a scale function.

7. FormMatern kernel with scale functionmatrixA[i] = (K(xj, c(xj)), (xk, c(xk)))1≤j,k≤ns

corresponding to the stencil Si.

8. Obtain Cholesky decomposition of the matrix A[i] as A[i] =L[i] · (L[i])T . 9.

Set Newton kernel matrix N [i] = (Nj(xk))1≤j,k≤ns as N [i] =L[i].

10. Form matrix ∂
∂x(N

[i]) = ( ∂
∂xK(xj, xk))1≤j,k≤ns ∗ (N−1[i])T , corresponding

to the stencil Si.

11. Form matrix ∂2

∂x2 (N
[i]) = ( ∂2

∂x2K(xj, xk))1≤j,k≤ns ∗ (N−1[i])T , correspond-

ing to the stencil Si.

12. End for

13. For i = ni+ nd+ 1, . . . , n do

14. Form the vector Ii containing the indices of center X [i] and it’s ns − 1

nearest neighbouring points.

15. Form sparse matrix W , where W (i − ni − nd, Ii) = ∂
∂x(N

[i]) ∗ N−1[i],
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corresponding to the stencil Si.

16. END FOR

17. for i = 1, . . . , ni do

18. Form sparse matrix D1, where D1(i, Ii) =
∂
∂x(N

[i]) ∗N−1[i].

19. Form sparse matrix D2, where D2(i, Ii) =
∂2

∂x2 (N
[i]) ∗N−1[i].

20. ENDFOR

21. Set vector G =
(
gN
(
X [ni+nd+1], t

)
, . . . , gN

(
X [n], t

))T .
22. Set initial vectors Ũ (0) =

(
U0

(
X [i]
))

1≤i≤n
.

23. Solve the system of ODEs

Ũt = −Ũ . ∗ (D1 ∗ U) + 1
Re(D2 ∗ U),

where U = (Ũ , UD, UN )T , UN = W−1(:, ni + nd + 1 : n) ∗ (G −W (:, 1 :

ni) ∗ Ũ −W (:, ni+ 1 : ni+ nd) ∗ UD)
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Abstract

In this thesis some meshless methods based on the local Newton and the
local radial basis functions are used to solve some time dependent partial
differential equations. For stability reasons, used variably scaled radial ker-
nels for constructing Newton basis functions. Also for more stability and
accuracy, radial basis functions eqquiped with variable shape parameter. In
continuation, with considering presented basis functions as trial functions,
approximated solution functions in the event of spatial variable with collo-
cation method. It lead to a system of ordinary differential equations for the
time-dependent PDEs. Then, with aid of method of lines obtained a sys-
tem of ordinary differential equations according to solution function in the
event of time. Methods applied for solving the nonlinear Burgers’ equation
and couple Burgers’ equation. The numerical results show that the proposed
method is efficient, accurate and stable.
Keywords:
Local meshless method, Method of lines, Newton basis functions, Variably
scaled radial kernel, Variable shape parameter, Burgers’ equation
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