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متغیر گیری انتگرال روش لͬ، گروه پرتابی روش گروه، حافظ های طرح کلیدی: واژگان
مͽنوس. بسط شعاعͬ، ای پایه توابع ساختگͬ،

چͺیده
برای گروه، حافظ های طرح پایه بر عددی های روش ی گسترده بررسͬ رساله این از هدف
عددی سازی شبیه برای گروه حافظ طرح از باشد. مͬ دیفرانسیل معادلات مختلف انواع حل
نتایج بر منطبق کاملا عددی نتایج دهیم مͬ نشان و کنیم مͬ استفاده کسمیر خطͬ غیر معادله
خطͬ غیر مرزی مقدار مسائل مختلف انواع حل برای لͬ گروه پرتابی روش از باشد. مͬ تحلیلͬ
روش این دهیم مͬ نشان و کنیم مͬ استفاده یامابه و انتشار واکنش- خطͬ غیر مدل جمله از
دقت با ها آن تقریب و مرزی مقدار مساله ͷی های جواب تعداد بینͬ پیش در قدرتمند ابزار ͷی
حافظ طرح ترکیب از برینکمن-فرچیمر، جزئͬ مشتقات با معادله حل برای باشد. مͬ مناسب
خوبی خیلͬ دقت با را معادله این عددی جواب و کنیم مͬ استفاده ساختگͬ متغیر روش با گروه
با معادلات سازی گسسته به مربوط مشͺلات از برخͬ کردن برطرف منظور به کنیم. مͬ پیدا
ͷکم به و کنیم مͬ استفاده شعاعͬ پایه توابع از گروه، حافظ های طرح برای جزئͬ مشتقات
بسط از استفاده با نهایت در کنیم. مͬ حل را بنجامین-بنا-ماهنͬ-برگرز یافته تعمیم معادله آن
طرح این که کنیم مͬ معرفͬ را مختلف های مرتبه از جدیدی گروه حافظ های طرح مͽنوس،

باشند. مͬ دارا نیز را گام طول انطباق قابلیت ها



ଘم৤قدৎمభدرموما৮



චاری ণپاس໋�
امید فرمود. عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق من به که را یͺتا خداوند ستایش و سپاس

باشم. داشته را راه این ادامه شایستگͬ که
پروفسور آقای جناب خود راهنمای استاد های راهنمایی و زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
١ کاساس، فرناندو پروفسور اسپانیا در راهنمایم استاد از کنم. قدردانͬ و تشͺر بندی، عباس سعید
فرمودند که های راهنمایی و کشیدند ٢ اوخͬ دانشͽاه در اقامتم مدت در که زحماتͬ تمام خاطر به
ون روبرت دکتر و رستمͬ داود پروفسور آقای جناب نامه پایان مشاور اساتید از دارم. را تشͺر کمال
محمد دکتر آقای جناب از که دانم مͬ لازم خود بر علاوه به نمایم. مͬ دانͬ قدر و تشͺر ٣ گوردر
وقت صرف و دقت با را نامه پایان این داوری که جوادی شهنام دکتر و شیوانیان الیاس دکتر جباری،

نمایم. تشͺر دادند، انجام زیاد
مهربانم... خواهران از فراوان سپاس و مادرم و پدر نازنین وجود به احترام ادای با

آ೺ख़۹۶మمدحاਆی঍تاਟی

١Fernando Casas
٢Universitat Jaume I
٣Robert Van Gorder
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روی سویه ͷی جریان از فرچیمر معادله�برینکمن عددی حل برای لͬ گروه روش ͷی ۴
۵٠ شͺل مستطیل دامنه ͷی
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساختگͬ متغیر گیری انتگرال روش ٢.۴
۵٣ . . . . . . . . دیفرانسیل معادلات سیستم حل برای گروه حافظ طرح ١.٢.۴
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ٣.۴
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۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۴.۴

�بونا �بنجامین کلͬ معادله حل برای شعاعͬ ای پایه توابع بر مبتنͬ لͬ گروه روش ۵
۶٢ ماهونͬ�برگرز
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۵
۶٣ . . . بنجامین-بونا-ماهونͬ-برگرز کلͬ معادله از مختصر بررسͬ ͷی ١.١.۵
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش سازی پیاده ٢.۵
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٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ مثال ١.٣.۵
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ مثال ٢.٣.۵
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ مثال ٣.٣.۵
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ مثال ۴.٣.۵
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ج



کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . مͽنوس بسط ی پایه بر عددی های گیری انتگرال ٣.۶
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ها کاربرد ۴.۶
٩۶ . . . . . . . . . افزوده ͬͺدینامی های سیستم و مͽنوس گیری انتگرال ١.۴.۶
٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نوسانͬ شدت به مسائل ٢.۴.۶

شرودینگر معادله جزئͬ: دیفرانسیل معادلات برای حافظ های طرح ٣.۴.۶
١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͺعبی
١٠۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۵.۶

١٠۶ آتͬ های کار و گیری نتیجه ٧

١٠٨ مراجع

١١٧ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

١١٩ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

چ



تصاویر لیست

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . .A = 0.7 و a = 2 ازای به g(z) جواب تابع رسم ١.٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . .A = 1.2 و a = 2 که زمانͬ g(z) جواب تابع رسم ٢.٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . .A = 1.3741 و a = 2 که زمانͬ g(z) جواب تابع رسم ٣.٢

براتو معادله برای r به نسبت (چپ) y′(0) = A(r) نمودار و (راست) y(1)− 0.5 نمودار ١.٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .λ = 3 ازای به

برای r پارامتر به نسبت (چپ) λ = 4, 5 برای و λc برای (راست) y(1) − 0.5 نمودار ٢.٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . براتو. معادله

جواب و (راست)، λ = 3 ازای به دقیق جواب دو همراه به براتو معادله عددی جواب دو ٣.٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (چپ). λ = λc برای دقیق و عددی یͺتای

جواب (چپ) دوم شاخه و (راست) اول شاخه از لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای ۴.٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . .∆xمختلف مقادیر و λ = 3 ازای به براتو، معادله های

نسبت واکنش-انتشار مدل برای (چپ) y′(−1) = A(r) و (راست) y(1)− 0.5 نمودار ۵.٣
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ψ = 0.8 و m = −3

4 ازای به r به

ازای به و (راست) ψ = 0.2 ازای به -انتشار واکنش مدل برای y(1) − 0.5 نمودار ۶.٣
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .r به نسبت (چپ) ψ = 0.9, 1

برای دقیق دوگانه های جواب همراه به لͬ گروه پرتابی روش گانه دو عددی های جواب ٧.٣
به عددی یͺتای جواب و (راست)، ψ = 0.8 ،m = − 3

4 ازای به واکنش-انتشار مدل
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . (چپ). ψ = 0.2 برای دقیق یͺتای جواب همراه

جواب دوم شاخه و (راست) جواب اول شاخه لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای ٨.٣
برای و ψ = 0.8 ،m = − 3

4 ازای به واکنش-انتشار مدل دوگانه های جواب برای (چپ)
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∆xمختلف مقادیر

(راست)، m = 3 و λ = 0.1 ازای به یامابه معادله برای r به نسبت u′(0) − 0 نمودار ٩.٣
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (چپ). m = 4 و λ = 2

به یامابه معادله برای لͬ گروه پرتابی روش از استفاده با آمده بدست عددی های جواب ١٠.٣
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (چپ). λ = −1 و (راست) λ = 0.1 ازای

ح
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به یامابه معادله برای لͬ گروه پرتابی روش از استفاده با آمده بدست عددی های جواب ١١.٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (چپ). λ = 4 و (راست) λ = 2 ازای

ازای به یامابه معادله برای لͬ گروه پرتابی روش از استفاده با آمده بدست مانده خطای ١٢.٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (چپ). λ = 2 و (راست) λ = 0.1

ازای به یامابه معادله برای لͬ گروه پرتابی روش از استفاده با شعاعͬ متقارن های جواب ١٣.٣
۴٧ . . . . . .limm→∞ vm,λ(x) = vm,1(x) = 1 که شود مͬ مشاهده ،λ = 4 و λ = −1

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .m پارامتر حسب بر ها تکرار تعداد ١.۴
نقاط تعداد و ϵتوقف معیار مختلف مقادیر ازای به مانده خطای مربع میانگین ی ریشه ٢.۴

۵۵ (راست). A = B = C = 100 و (چپ) A = B = C = 1 ازای به مختلف، ی گسسته
جواب این مانده خطای و (راست) ساختگͬ متغیر روش از آمده بدست تقریبی جواب ٣.۴

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .A = B = C = 1 برای (چپ)
جواب این مانده خطای و (راست) ساختگͬ متغیر روش از آمده بدست تقریبی جواب ۴.۴

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .A = B = C = 100 برای (چپ)
در µ = µ̂ = K = G = 1 ثابت ومقادیر Cfρمختلف مقادیر برای عددی های جواب ۵.۴

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .x = 0.5 نقطه
در Cfρ = µ̂ = K = G = 1 ثابت مقادیر و µمختلف مقادیر برای عددی های جواب ۶.۴

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .x = 0.5 نقطه
در µ = µ̂ = K = Cfρ = 1 ثابت مقادیر و Gمختلف مقادیر برای عددی های جواب ٧.۴

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .x = 0.5 نقطه
در Cfρ = µ̂ = µ = G = 1 ثابت مقادیر و K مختلف مقادیر برای عددی های جواب ٨.۴

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .x = 0.5 نقطه
در µ = G = K = Cfρ = 1 ثابت مقادیر و µ̂مختلف مقادیر برای عددی های جواب ٩.۴

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .x = 0.5 نقطه

τ = 1/1000 ،h = 1/10 ازای به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب ١.۵
٧۵ . . . . . . . . . . .1 مثال برای t ∈ [0, 10] با [−10, 10] بازه روی بر c = 0.9 و
٧۵ . . . . . شͺل. ای دایره و مثلثͬ مستطیلͬ، های ناحیه در ای گره نقاط توزیع ٢.۵
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامنظم. های ناحیه در ای گره نقاط توزیع ٣.۵

و τ = 1/200 ،h = 1/20 ازای به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب ۴.۵
٧٨ . . . . . . . . . .2 مثال برای T = 5 با شͺل ای دایره ی ناحیه روی c = 0.1

τ = 1/1000 ،h = 1/15 ازای به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب ۵.۵
٧٩ . . . . . . . .2 مثال برای T = 1 با (n = 4) نامنظم ی ناحیه روی c = 0.5 و

τ = 1/1000 ،h = 1/15 ازای به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب ۶.۵
٧٩ . . . . . . . . . .2 مثال برای T = 1 با (n = 8) نامنظم ناحیه روی c = 0.5 و

خ
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و τ = 1/10 ،h = 1/5 ازای به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب ٧.۵
٨٠ .3 مثال برای T = 1 و r = 0 با [−5, 5]× [−5, 5] مستطیلͬ ی ناحیه روی c = 1.5

و τ = 1/10 ،h = 1/5 ازای به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب ٨.۵
٨١ .3 مثال برای T = 1 و r = 3 با [−5, 5]× [−5, 5] مستطیلͬ ی ناحیه روی c = 1.5

و τ = 1/10 ،h = 1/20 ازای به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب ٩.۵
٨١ . . . . . . . . . . .3 مثال برای T = 1 و r = 0 با مثلثͬ ناحیه روی c = 0.52

و τ = 1/10 ،h = 1/20 ازای به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب ١٠.۵
٨٢ . . . . . . . . . . .3 مثال برای T = 1 و r = 1 با ای دایره ناحیه روی c = 0.2

و τ = 1/20 ،h = 1/20 ازای به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب ١١.۵
٨٢ . . . . . .3 مثال برای T = 5 و r = 2 با (n = 16) نامنظم ناحیه روی c = 0.4

و τ = 1/100 ،h = 1/10 ازای به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب ١٢.۵
٨٣ . . . . . . . . . . .3 مثال برای T = 1 و r = 3 با نامنظم ناحیه روی c = 0.8

مرزی (نقاط 4 مثال برای کروی و مͺعبی های ناحیه روی ای گره نقاط توزیع ١٣.۵
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند). آبی داخلͬ نقاط و رنگ قرمز

ازای به عددی روش از استفاده با (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب ١۴.۵
برای T = 1 و z = 0 در مͺعبی ناحیه روی c = 0.9 و τ = 1/100 ،h = 1/10

٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .4 مثال
ازای به عددی روش از استفاده با (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب ١۵.۵

٨۶ .4 مثال برای T = 1 و z = 0 در کروی ناحیه روی c = 0.15 و τ = 1/100 ،h = 1/8

روش با آمده بدست محاسباتͬ، هزینه حسب بر tf = 100 در انرژی برای نسبی خطای ١.۶
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اویلر معادله برای مͽنوس مختلف های

ارائه روش و مͽنوس مختلف های روش با محاسباتͬ هزینه حسب بر خطا اقلیدسͬ نرم ٢.۶
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2 مثال برای یو لͬ توسط شده

از متغیر گام طول روش سازی پیاده برای زمانͬ گیری انتگرال روند در زمانͬ گام طول ٣.۶
٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2 مثال برای مͽنوس بسط پایه بر 4 مرتبه

اصلاح طرح با متناظر M1mروش ،3 مثال نوسانͬ شدت به مسئله برای جواب خطای ۴.۶
١٠٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باشد. مͬ (٢٨.۶) شده

اولیه شرط و a = 18 با شرودینگر مͺعبی معادله از (٣٩.۶) گسسته انرژی برای خطا ۵.۶
روش و (M4) چهارم ،(M2) دوم (لیو)، اول مرتبه از مͽنوس های روش با (۴١.۶)

١٠۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(SS)عجیب جداسازی حافظ
(۴١.۶) اولیه شرط و a = 18 با شرودینگر مͺعبی معادله از (٣٩.۶) گسسته انرژی خطا ۶.۶

١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش. هر محاسباتͬ هزینه حسب بر

د



جداول لیست

،λ = −1 ،λ = 0.1 بالا) از ترتیب (به ازای به یامابه معادله برای شده استفاده های پارامتر ١.٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ = 4 و λ = 2

معادله برای میدریچ روش با لͬ گروه پرتابی روش از آمده بدست عددی نتایج مقایسه ٢.٣
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .m = 3 ،λ = −1 ازای به یامابه

معادله برای میدریچ روش با لͬ گروه پرتابی روش از آمده بدست عددی نتایج مقایسه ٣.٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .m = 6 ،λ = −1 ازای به یامابه

معادله برای میدریچ روش با لͬ گروه پرتابی روش از آمده بدست عددی نتایج مقایسه ۴.٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .m = 6 ،λ = 4 ازای به یامابه

معادله برای میدریچ روش با لͬ گروه پرتابی روش از آمده بدست عددی نتایج مقایسه ۵.٣
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .m = 10 ،λ = 4 ازای به یامابه

مختلف مقادیر برای [۴٨] در شده ارائه روش و روشحاضر از مانده خطای بین مقایسه ١.۴
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . µ = µ̂ = K = G = 1 و Cfρ

مختلف مقادیر برای [۴٨] در شده ارائه روش و روشحاضر از مانده خطای بین مقایسه ٢.۴
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cfρ = µ = µ̂ = K = 1 و G

مختلف مقادیر برای [۴٨] در شده ارائه روش و روشحاضر از مانده خطای بین مقایسه ٣.۴
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cfρ = µ = µ̂ = G = 1 و K از

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شعاعͬ. ای پایه توابع از تعدادی ١.۵
برای T = 1 و h = 1/10 با [0, 1] بازه در عددی روش از آمده بدست های خطا ٢.۵

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 مثال
٧۴ .h = 1/10 ازای به 1 مثال برای [۶٧] در شده ارائه روش و حاضر روش بین خطاها مقایسه ٣.۵

ناحیه روی T = 5 و h = 1/10 با عددی روش برای آمده بدست های خطا ۴.۵
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2 مثال برای [0, 1]× [0, 1] مستطیلͬ

h = ازای1/10 به 2 مثال برای [۶٧] در شده روشارائه و روشحاضر بین خطاها مقایسه ۵.۵
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[0, 1]× [0, 1] مستطیلͬ ی ناحیه روی

ذ
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مثلثͬ ناحیه روی T = 10 و h = 1/10 با روشعددی برای آمده بدست های خطا ۶.۵
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2 مثال برای

r = 0 ازای به 3 مثال برای [۶٧] در شده ارائه روش و حاضر روش بین خطاها مقایسه ٧.۵
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . .[−2, 2]× [−2, 2] مستطیلͬ ی ناحیه روی h = 1/5 و

h = ازای1/10 به 4 مثال برای [۶٧] در شده روشارائه و روشحاضر بین ها خطا مقایسه ٨.۵
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͺعبی. ی ناحیه از نقاط تعدادی در T = 1 و

و c = 0.9 ،τ = 1/100 ،h = 1/10 ازای به عددی روش از آمده بدست های خطا ٩.۵
٨۵ . . . . . . . . .4 مثال برای مͺعبی ی ناحیه روی مختلف های زمان در T = 1

c = 0.15 ،τ = 1/100 ،h = ازای1/10 به برایروشعددی بدستآمده های خطا ١٠.۵
٨۵ . . . . . . . . . 4 مثال برای کروی ناحیه روی مختلف های زمان در T = 1 و

١



پیشͽفتار

باشند. مͬ طبیعͬ های پدیده کردن بندی مدل برای ها ابزار مهمترین از ͬͺی دیفرانسیل معادلات
سیالات، حرکت همچون متنوعͬ های زمینه به توان مͬ دیفرانسیل معادلات مدرن های کاربرد از
مولͺولͬ ͷدینامی و برق های شبͺه جمعیتͬ، های الͽو سیالات، ͷانیͺم ذرات، های دهنده شتاب
ریاضͬ مختلف های زمینه از بسیاری شامل دیفرانسیل معادلات نظریه ریاضͬ، دیدگاه از کرد. اشاره
های گروه نظریه و خطͬ جبر تابعͬ، آنالیز در اساسͬ نقش نظریه این از خواسته بر مسائل و شود مͬ
کردن پیدا برای زیادی ͷکلاسی های ͷتکنی و ها روش موضوع، همین خاطر به کنند. مͬ ایفا لͬ

اند. کرده پیدا توسعه دیفرانسیل معادلات جواب
ͷفیزی علاقه مورد موضوع دیفرانسیل معادلات حل برای جدید های ابزار بردن کار به طرفͬ از
،۵ ،۴ ،٣ ،٢ ،١] هاست روش این از ͬͺی ۴ لͬ های گروه از استفاده باشد. مͬ دانان ریاضͬ و دانان
برای روش ترین قوی و مهمترین ۵ لͬ تقارنͬ های گروه امروزه که گفت توان مͬ وضوح به .[٧ ،۶
زمینه در ای گسترده های کاربرد لͬ های گروه است. خطͬ غیر مسائل تحلیلͬ جواب آوردن بدست
دارد. دیͽر معادلات از بسیاری و نسبیت دیفرانسیل، هندسه ،ͷفیزی ریاضیات، مانند مختلفͬ های
به بود، شده معرفͬ دیفرانسیل معادلات برای لͬ توسط که تقارنͬ آنالیز های کاربرد تاریخͬ، نظر از
(1911− 1996) ۶ بیرخوف دوم جهانͬ جنگ از بعد اینکه تا شد سپرده فراموشͬ دست به زمان مرور
سیالات ͷانیͺم از مستخرج دیفرانسیل معادلات برای را لͬ های گروه ی نرفته کار به های کاربرد
سابق، شوروی جماهیر اتحاد در سپس .[٨] شد لͬ های گروه جدید احیای موجب که داد انجام
روی آمیزی موفقیت طور به را لͬ های گرو از بندی نظام های طرح شاگردانش و ٧ اوسیانیͺوف
جمله از لͬ، های تقارنͬ از جدیدی ی رده اخیر ی دهه در .[١] نمودند پیاده ͬͺفیزی مهم مسائل
اغلب که اند شده معرفͬ ... و ٩ ͷکلاسی غیر های تقارنͬ ها، تقارنͬ −λ ،٨ محلͬ غیر های تقارنͬ
به نیستند، لͬ های تقارنͬ از آوردن بدست قابل که را دیفرانسیل معادلات از جدیدی های جواب

اند. آورده دست
به را ها آن جواب که ای شده شناخته حل راه شده گرفته نظر در معادلات از خیلͬ برای اما

۴Lie-groups
۵Lie symmetry groups
۶Birkhoff
٧Ovsiannikov
٨Nonlocal symmetries
٩Nonclassical symmetries

٢
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توانند مͬ کامپیوتر ͷکم به عددی های تقریب فقط ندارد. وجود کند، بیان مقدماتͬ توابع صورت
زیادی عددی های روش گذشته در شود. فهمیده دیفرانسیل معادلات اینگونه رفتار تا کنند ͷکم
ملتن باشفرس آدامز کوتا، رانگه اویلر، های روش به توان مͬ که اند شده پیشنهاد ماموریت این برای
معادلات تا کنند مͬ گسسته را دیفرانسیل معادلات سیستم ها روش این ی همه کرد. اشاره ... و
آورند مͬ دست به اصلͬ دیفرانسیل معادلات از متفاوتͬ های طرح روشها این کنند. ایجاد تفاضلͬ
با مشابه دقیقا باید ها طرح ͷدینامی و ساختار که هستند مشترک هدف این دارای ها آن ی همه اما
متناظر تقریب آیا که است مهم سوال ͷی این باشند. اصلͬ دیفرانسیل معادلات ͷدینامی و ساختار
که است شده انجام مطالعاتͬ زمینه این در دارد؟ را اصلͬ دیفرانسیل معادلات مجانبی رفتار همان
اختلاف متناظر، گسسته های طرح ͷدینامی و اصلͬ دیفرانسیل معادلات ͷدینامی در دهند مͬ نشان
اصطلاحا شدن پدیدار مشͺل، ترین اصلͬ که دهند مͬ نشان مطالعات این .[١١ ،١٠ ،٩] دارد وجود

باشد. مͬ ١١ خیالͬ ثابت نقاط و ١٠ جعلͬ های جواب
است آمده وجود به هندسͬ گیری انتگرال نام به جدیدی نسبتاً کاری زمینه مشͺلات این رفع برای
معادلات هندسͬ و کیفͬ خصوصیات ها آن در که شود مͬ گفته عددی های روش از ای رده به که
را کاری راه ،[١۴] ١٢ در هایرر مثال طور به .[١۴ ،١٣ ،٣ ،١٢] شوند مͬ حفظ اصلͬ دیفرانسیل
ها منیفلد روی دیفرانسیل معادلات برای ͷکلاسی گیری انتگرال عددی های روش بهبود منظور به
ترین جدید از ͬͺی کند. مͬ حفظ را دیفرانسیل معادله از مشخصͬ هندسͬ خواص که نمود ارائه
که کتاب این در . [١۵] باشد مͬ ١۴ کاساس و ١٣ بلنس کتاب زمینه این در شده منتشر های کتاب
در تاکنون که هندسͬ عددی گیری انتگرال های روش اند کرده سعͬ است شده چاپ ٢٠١۶ سال در
نشان را ها آن کارآمدی مختلف های مثال با و کرده آوری جمع را اند شده منتشر مختلف مقالات
که است این است شده اشاره آن به کتاب این در که ها روش این مزیت مهمترین جمله از دهند.
در شود. مͬ توصیف خوبی به آن هندسͬ های ویژگͬ حفظ واسطه به مسئله جواب مدت دراز رفتار
را لͬ گروه ساختار که عددی های روش از جدیدی ی نظریه ، [١۶] همͺاران و ١۵ ایسرلس مقاله
حفظ را لͬ گروه ساختار سازی گسسته تحت ها روش این گرفت. قرار بررسͬ مورد کنند مͬ حفظ
و دیفرانسیل معادلات از صحیح ساختار و هندسه کشف در مهم اصل ͷی موضوع این که کنند مͬ
به ها روش این از خاص ای رده ٢٠٠١ سال در ١۶ یو لͬ است. عددی های خطا کردن کم همچنین

.[١٧] کرد معرفͬ را ١٧ گروه حافظ های طرح نام
آورده نیاز مورد مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف اول فصل در باشد. مͬ فصل شش شامل رساله این
توجه با کسمیر، خطͬ غیر معادله متناوب ی رونده موج های جواب وجود دوم فصل در است. شده

١٠Spurious solutions
١١Ghost fixed points
١٢Hairer
١٣Blanes
١۴Casas
١۵Iserles
١۶Liu
١٧Group–preserving schemes

٣
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نتایج درستͬ گروه حافظ طرح از استفاده با سپس و است گرفته قرار بحث مورد آن های پارامتر به
مرتبه مرزی مقدار مسائل حل برای لͬ گروه پرتابی روش از سوم فصل در اند. شده بررسͬ تحلیلͬ
جواب تعداد کردن پیدا در قدرتمند ابزار ͷی روش این ایم داده نشان و است شده استفاده دوم ی
را برینکمن-فرچیمر جزئͬ مشتقات با معادله چهارم فصل در باشد. مͬ مرزی مقدار مسئله ͷی های
جواب و ایم کرده حل مسئله به شده اضافه ساختگͬ متغیر ͷکم به گروه حافظ طرح از استفاده با
برخͬ از ماندن امان در برای پنجم فصل در ایم. کرده پیدا خوبی ی مانده خطای با را معادله های
توابع با را گروه حافظ طرح بار اولین برای متناهͬ، تفاضلات های سازی گسسته به مربوط مشͺلات
حل روش این از استفاده با را بنجامین-بنا-ماهنͬ-برگرز کلͬ معادله و ایم برده کار به شعاعͬ پایه
مختلفͬ های مرتبه از حافظ های مͽنوسطرح بسط از استفاده با ششم فصل در نهایت در ایم. کرده
ها طرح این که زمانͬ همچنین باشند. مͬ دارا نیز را گام طول انطباق قابلیت که ایم کرده معرفͬ را
از بالاتر مراتب از جدید گروه حافظ های طرح بریم، مͬ کار به افزوده ͬͺدینامی سیستم روی بر را

آید. مͬ بدست یو لͬ روش

است: زیر شرح به رساله از مستخرج مقالات فهرست

1. S. Abbasbandy, R.A. Van Gorder, M. Hajiketabi, Mesrizadeh, Existence and numer-
ical solution of periodic traveling wave solutions to the Casimir equation for the Ito
system, Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation 27 ( 2015)
254–262.

2. S. Abbasbandy, R.A. Van Gorder, M. Hajiketabi, The Lie-group shooting method
for radial symmetric solutions of the Yamabe equation, CMES-Computer Modeling
in Engineering and Sciences 104 (2015) 329–351.

3. M. Hajiketabi, S. Abbasbandy, F. Casas, The Lie-group method based on radial
basis functions for solving nonlinear high dimensional generalized Benjamin-Bona-
Mahony-Burgers equation in arbitrary domains, Applied Mathematics and Compu-
tation 321 (2018) 223–243.

4. M. Hajiketabi, S. Abbasbandy, The combination of meshless method based on radial
basis functions with a geometric numerical integration method for solving partial
differential equations: Application to the heat equation, Engineering Analysis with
Boundary Elements, Engineering Analysis with Boundary Elements 87 (2018) 36–46.

۴



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

نمود. خواهیم ارائه را بعدی های فصل برای نیاز مورد ی اولیه مفاهیم و تعاریف فصل این در

منیفلد ١.١

زیرمجموعه از ای خانواده با همراه است M مانند ای مجموعه m-بعدی منیفلد .١.١.١ تعریف
بنام χα : Uα −→ Vα مانند ͬͺی به ͷی توابع و ،١ مختص نمودارهای بنام Uα ⊂ M مانند هایی
زیر شرایط در که ،Vα ⊂ Rm همبند باز های مجموعه زیر روی به موضع٢ͬ، مختص های نگاشت

کند: مͬ صدق

.∪α Uα =M بپوشاند: را M مختص نمودارهای .١

ترکیبی نگاشت ،Uα ∩ Uβ مختصه نمودارهای از جفت هر اشتراک روی .٢

χβoχ
−1
α : χα(Uα ∩ Uβ) −→ χβ(Uα ∩ Uβ),

باشد. پذیر مشتق بار نهایت بی تابع ͷی

W̃ ⊂ Vβ Wو ⊂ Vα باز های زیرمجموعه آنگاه باشند، هم از جدا نقاط x̃ ∈ Uβ و x ∈ Uα اگر .٣
رابطه در که طوری به χβ(x̃) ∈ W̃ و χα(x) ∈W با دارند وجود

کنند. مͬ صدق χα
−1(W ) ∩ χβ

−1(W̃ ) = ∅

١Coordinate charts
٢Local coordinate maps

۵



کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

منیفلد. روی مختص نمودارهای :١ شͺل

عمدتاً کنند. مͬ القا ͬͺتوپولوژی ساختار ͷی M منیفلد برای χα : Uα −→ Vα مختص های نمودار
باشد. M از بازی مجموعه زیر χα

−1(W ) که داریم نیاز W ⊂ Vα ⊂ Rm باز مجموعه زیر هر برای
ͷی U ⊂ M بنابراین شوند. مͬ محسوب M روی ͬͺتوپولوژی فضای برای ای پایه ها مجموعه این
شامل که باشد داشته وجود x از ͬͽهمسایͷی x ∈ U هر برای برای اگر تنها و اگر است باز مجموعه
x شامل مختص نمودار ͷی χα : Uα −→ Vα که جایی x ∈ χα

−1(W ) ⊂ U بنابراین باشد، U در
است. Vα از بازی ی مجموعه زیر W و است

نقاطͬ x ̸= x̃ اگر است: ٣ هاسدورف جداسازی موضوع اصل منیفلد، تعریف در اساسͬ نیاز سومین
.U ∩ Ũ = ∅ که طوری به دارند وجود x̃ شامل Ũ و x شامل U باز های مجموعه گاه آن Mباشند در

مختص نمودار ͷی تنها و است Rm اقلیدسͬ فضای m-بعدی منیفلد ترین ساده .٢.١.١ مثال
در دارد. وجود χ = I : Rm −→ Rm ی وسیله به شده داده موضعͬ مختص نگاشت با U = Rm

شده مختصداده نمودار ͷی با m-بعدی منیفلد ͷی U ⊂ Rm باز ی مجموعه زیر هر تر، کلͬ حالت
باشد. مͬ موضعͬ، مختص نگاشت عنوان به همانͬ نگاشت و U خود ی بوسیله

ها منیفلد میان های نگاشت ١.١.١

هر برای اگر شود مͬ گفته هموار F : M −→ N نگاشت باشند، همواری های منیفلد N و M اگر
،N روی χ̃β : Ũβ −→ Ṽβ ⊂ Rn نمودار هر و M روی χα : Uα −→ Vα ⊂ Rm مختص نمودار
نگاشت ͷی دیͽر، عبارت به باشد. هموار نگاشت ͷی χ̃βoFoχ

−1
α : Rm −→ Rn ترکیبی نگاشت

مختصات شده داده باز مجموعه زیر روی هموار تابع ͷی F آن در که است y = F (x) فرم به هموار،
است. N روی y و M روی x موضعͬ

٣Hausdorff

۶
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لͬ گروه ٢.١

کنیم: مͬ ارائه را مجرد گروه از تعریفͬ ابتدا

گروه ͷی شود مͬ نامیده (.) ضرب معمولا که آن عمل با همراه G ی مجموعه .١.٢.١ تعریف
بر نیز زیر شرط ٣ و باشد G از عضوی نیز g.h حاصل G از h و g عضو دو هر برای گاه هر است

باشد: قرار

گاه آن باشند G عضو k و h ،g اگر پذیری: شرکت .١

g.(h.k) = (g.h).k.

باشیم داشته g ∈ G هر برای که طوری به باشد داشته وجود G در e مانند عضوی همانͬ: عضو .٢

e.g = g = g.e.

که طوری به باشد داشته وجود g−1 معکوس عضو ͷی g ∈ G عضو هر برای معکوس: عضو .٣

g.g−1 = e = g−1.g.

گروه ͷی را گروه گاه آن ،g.h = h.g باشیم داشته g, h ∈ G هر برای فوق شرط سه بر علاوه اگر
این غیر در نامیم، مͬ متناهͬ گروه را G باشد متناهͬ G گروه اعضای تعداد اگر نامیم. مͬ آبلͬ
مرتبه را آن اعضای تعداد باشد متناهͬ گروه ͷی G اگر نامیم. مͬ نامتناهͬ گروه ͷی را آن صورت

نامیم. مͬ گروه بعد یا

همچنین و است منیفلد اول ی درجه در که G مانند است ای مجموعه لͬ، گروه ͷی .٢.٢.١ تعریف
باشد. مͬ دارا هم را گروه خاصیت

این در باشد. n-بعدی مختلط یا و حقیقͬ برداری فضای ͷی نمایشͽر E کنید فرض .٣.٢.١ مثال
یا باشد حقیقͬ اعداد ی مجموعه E ی زمینه میدان اینکه به بسته و است جمعͬ گروه E صورت
موضعͬ مختص نمودار ͷی اینجا در باشد. مͬ 2n-بعدی یا و n لͬ گروه ͷی مختلط، اعداد میدان
بنابراین دارد. وجود χ = I : E −→ E ی وسیله به شده داده موضعͬ مختص نگاشت با U = E

فضای ͷی باشد مختلط E که حالتͬ در باشد. مͬ دارا نیز را گروه خاصیت که است منیفلد ͷی E
که باشد iF و F مستقیم مجموع از عبارت E که یافت توان مͬ ای گونه به n-بعدی حقیقͬ برداری
با J : F ⊕ F −→ E اینجا در شده مطرح مختص نگاشت باشد. مͬ −1 دوم ی ریشه i اینجا در

است. J(u, v) = u+ iv ی ضابطه

لͬ گروه ͷی مختلط یا حقیقͬ پذیر وارون n × n های ماتریس تمام ی مجموعه .۴.٢.١ مثال
از خاصͬ گروه زیر شوند. مͬ داده نمایش GL(n,C) یا GL(n,R) نماد با که دهند مͬ تشͺیل
با را لͬ گروه این که باشند مͬ ͷی با برابر دترمینان با پذیر وارون n × n های ماتریس ،GL(n)
دارند، مͬ نگه ثابت را g ͷمتری که SL(n) از خاصͬ گروه زیر همچنین دهند. مͬ نمایش SL(n)
detM = 1 Mاگر ∈ SO(n) یعنͬ شوند. مͬ داده نشان SO(n) نماد با که دهند مͬ لͬ گروه تشͺیل

.M tgM = g و

٧



کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

[., .] : g×g یͷحاصلضرب→− به استکه F میدان بر برداری یͷفضای ،g لͬ جبر تعریف٢.١.۵.
کند: مͬ صدق زیر خواص در x, y, z ∈ g و a, b ∈ F هر ازای به که است مجهز لͬ براکت نام به g

.[ax+ by, z] = a[x, z] + b[y, z] ،[z, ax+ by] = a[z, x] + b[z, y] دوخطͬ: .١

.[x, y] = −[y, x] تقارنͬ: پاد .٢

.[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 ژاکوبی: اتحاد .٣

جایی جابه و اسͺالر ضرب برداری، جمع تحت که n×n ماتریسهای از ای مجموعه .۶.٢.١ مثال
ضرب توسط ژاکوبی تساوی و پادتقارنͬ های ویژگͬ سازند. مͬ ماتریسͬ لͬ جبر ͷی باشند بسته

شوند. مͬ برآورده ماتریسͬ

آن لͬ جبر و لورنتزی گروه های ویژگͬ از برخͬ ٣.١

ویژگͬ در باشد، مͬ لͬ جبر از عضوی که Aماتریس

(١ (ویژگͬ Atg+ gA = ٠ یا Ag+ gAt
= 0, (١.١)

،g2 = In+1 که نکته این از استفاده و g در طرف دو هر از اول ی معادله ضرب با کند. مͬ صدق
گروه لͬ جبر از عضو ͷی (At

) Aیا که معناست این به ها معادله این شود. مͬ نتیجه دوم ی معادله
باشد. مͬ ۴ اورتوکرونوس لورنتزی

است: برقرار زیر های ویژگͬ اورتوکرونوس، لورنتزی گروه Gعضو هر برای

(٢ (ویژگͬ GtgG = g یا GgGt
= g, (٢.١)

(٣ (ویژگͬ detG = 1, (٣.١)

(۴ (ویژگͬ G0
0 ≥ 1. (۴.١)

و g2 = In+1 که کنید توجه ،(٢.١) دوم ی معادله اثبات برای است. G از عضو 00-امین ،G0
0 که

آید: مͬ بدست g در چپ سمت از (٢.١) اول ی معادله ضرب با و ،gt = g

(Gg)tgG = In+1.

بنابراین است؛ gGمعکوس (Gg)t که دهد مͬ نشان معادله این

gG(Gg)t = In+1.

ثابت ،gt = g و g2 = In+1 از دوباره استفاده و g در چپ سمت از بالا ی معادله ضرب با اکنون
.GgGt

= g شود مͬ
داده نشان SO0(n, 1) و so(n, های(1 نماد با ترتیب به اورتوکرونوس، لورنتزی گروه و لͬ جبر اعضای

۴Orthochronous Lorentz group

٨
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شوند: ثابتمͬ زیر های ویژگͬ ادامه، در است. سیستم بعد از مثبت صحیح یͷعدد n که شوند، مͬ

.G−1
= gGtg Gآنگاه ∈ SO0(n, 1) اگر :(۵ (ویژگͬ

.M−1N ∈ SO0(n, 1) اگر تنها و MgMtاگر
=NgNt :(۶ (ویژگͬ

.exp(tA) ∈ SO0(n, 1) آنگاه A ∈ so(n, 1) اگر :(٧ (ویژگͬ

.Cay(A) := (In+1 −A)−1(In+1 + آنگاه ،det(In+1 +A) ̸= 0 و A ∈ so(n, 1) اگر :(٨ (ویژگͬ
A) ∈ SO0(n, 1)

.(A2m
)tg = gA2m آنگاه A ∈ so(n, 1) اگر :(٩ (ویژگͬ

.(A2m+1
)tg = −gA2m+1 آنگاه A ∈ so(n, 1) اگر :(١٠ (ویژگͬ

.fe(At
)g = gfe(A) آنگاه A ∈ so(n, 1) و باشد زوج ای جمله چند ͷی fe(x) اگر :(١١ (ویژگͬ

.fo(At
)g = −gfo(A) آنگاه A ∈ so(n, 1) و باشد فرد ای جمله چند ͷی fo(x) اگر :(١٢ (ویژگͬ

.G−1AG :=A′
∈ so(n, 1) Gآنگاه ∈ SO0(n, 1) و A ∈ so(n, 1) اگر :(١٣ (ویژگͬ

این (٢.١) معادله طرف دو از معکوس گرفتن با ،g−1 = g اینکه به توجه با :(۵ (ویژگͬ برهان.
شود. مͬ ثابت ویژگͬ

آید. مͬ بدست ویژگͬ این ،(٢.١) دوم ی معادله Gدر جای M−1Nبه دادن قرار با :(۶ (ویژگͬ
است. واضح ویژگͬ این :(٧ (ویژگͬ

مͬ بدست (٢.١) دوم ی معادله Gدر جای به (In+1 −A)−1(In+1 +A) دادن قرار با :(٨ (ویژگͬ
آید:

(In+1 +A)g(In+1 +At
) = (In+1 −A)g(In+1 −At

).

،(١.١) دوم ی معادله از استفاده و بالا ی معادله طرف دو از AgAt و g حذف و کردن ساده با
شود. مͬ ثابت (٨) ویژگͬ نتیجه در و شده ثابت بالا ی معادله درستͬ

آید: مͬ بدست m = 1 برای :(٩ (ویژگͬ

(A2
)tg = gA2

.

معادله (١.١) اول ی معادله از دوباره استفاده Atو در چپ سمت از (١.١) اول ی معادله ضرب با

٩
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یعنͬ، باشد، برقرار m = k برای ٩ ویژگͬ که کنید فرض شود. مͬ ثابت بالا ی

(A2k
)tg = gA2k

.

مͬ بدست (١.١) اول ی معادله از استفاده و At در چپ سمت از بالا ی معادله طرف دو ضرب با
آید:

(A2k+1
)tg = −gA2k+1

.

مͬ بدست (١.١) اول ی معادله از استفاده و At در چپ سمت از بالا ی معادله ی دوباره ضرب با
آید:

(A2k+2
)tg = gA2k+2

,

مͬ ثابت ٩ ویژگͬ استقرا از استفاده با نتیجه در است. برقرار m = k + 1 برای ٩ ویژگͬ بنابراین
شود.

شود. مͬ ثابت ٩ ویژگͬ مشابه ویژگͬ این :(١٠ (ویژگͬ
مجموع نتیجه در کند؛ مͬ صدق ٩ ویژگͬ در fe(A) ای جمله چند تابع از جمله هر :(١١ (ویژگͬ

است. قرار بر ١١ ویژگͬ بنابراین کند. مͬ صدق معادله این در نیز fe(A) جملات ی همه
صدق ١٠ ویژگͬ ی معادله در fo(A) ای جمله چند تابع از جمله هر مشابه، طور به :(١٢ (ویژگͬ
ویژگͬ بنابراین کند. مͬ صدق معادله این در نیز fo(A) جملات ی همه مجموع نتیجه در کند؛ مͬ

است. قرار بر ١٢
نکته این از استفاده و g در راست سمت از (٢.١) و (١.١) اول های معادله ضرب با :(١٣ (ویژگͬ

آید: مͬ دست به ترتیب به ،g2 = In+1 که

gAg = −At
,

gGg =G−t
.

داشت: خواهیم بالا ی معادله دو از استفاده با

gA′g = gG−1AGg = g−1G−1g−1gAggGg = −GtAtG−t
= −(G−1AG)t = −(A′

)t.

آید: مͬ بدست ،g2 = In+1 اینکه به توجه با و g در راست سمت از بالا ی معادله ضرب با سپس،

(A′
)tg+ gA′

= 0,

لورنتزی ′Aمتشابه
=G−1AG ویژگͬ ′Aبا ماتریسAو دو باشد. ′Aمͬ

∈ so(n, معنای(1 به که
شوند. مͬ گفته

برقرار A برای که هایی ویژگͬ باشد، مͬ so(n, 1) از عضو ͷی نیز At که آنجایی از شود توجه
است. برقرار نیز At برای است
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٢ فصل

های جواب عددی سازی شبیه و وجود
از کسمیر معادله متناوب ی رونده موج

ایتو سیستم

مقدمه ١.٢

صورت به [١٨] ١ ایتو سیستم
∂U

∂t
=
∂3U

∂x3
+ 3U

∂U

∂x
+ V

∂V

∂x
,

∂V

∂t
=

∂

∂x
(UV ) ,

(١.٢)

سیستم این ͬͺفیزی لحاظ از باشد. مͬ بقا قوانین از نهایت بی دارای (١.٢) ایتو سیستم باشد. مͬ
دو بندی فرمول [١٩] مقاله در نویسندگان دهد. مͬ گسترش V اضافه متغیر ͷی با را KdV معادله
و ٣ کسمیر تابع ͷی بندی فرمول این از اند. آورده بدست سیستم این برای را ٢ همیلتونͬ بعدی
معادله برای ۴ جریان تابع ͷی معرفͬ با شود. مͬ حاصل ایتو سیستم برای مربوطه کسمیر معادلات

شود: مͬ حاصل زیر جزئͬ دیفرانسیل معادله تک کسمیر، های

∂2w

∂t2
=

(
∂w

∂t

)2 ∂

∂x

[(
∂w

∂t

)2(∂w
∂x

± ∂3w

∂x3

)]
. (٢.٢)

مورد آن به مربوط کسمیر معادله و ایتو سیستم ،ͬͺفیزی های مدل دیͽر اندازه به شاید که حالͬ در
مقالات کرد. پیدا مقالات در ها آن مورد در را نتایج از برخͬ توان مͬ باشند، نگرفته قرار مطالعه

١Ito
٢Bi-Hamiltonian
٣Casimir
۴Stream function
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

شامل دقیق، مجانبی و تحلیلͬ های جواب انواع دارای (٢.٢) معادله که دهند مͬ نشان [٢١ ،٢٠]
ͷی برای عددی های جواب باشد. مͬ کنیم) مͬ تمرکز ها آن روی بر فصل این در (که رونده موج
طیفͬ روش توسط [٢٢] مقاله در رونده) موج فرض تحت (معتبر معادله این از یافته کاهش معادله

اند. آمده بدست یافته انتقال گاوس-ژاکوبی مͺانͬ هم
این برای باشیم. مͬ (٢.٢) کسمیر معادله برای رونده موج مسئله بررسͬ به مند علاقه فصل این در
متغیر z = x−β−1/2t که w(x, t) = ϕ(z)صورت به جواب ͷی ،[٢٢] مقاله گرفتن نظر در با و کار
معادله صورت این در گیریم. مͬ نظر در (٢.٢) معادله برای باشد، مͬ ثابت ͷی β > 0 و موج

معمولͬ دیفرانسیل معادله به (٢.٢)

ϕ′′ =
1

β
ϕ′2
[
ϕ′2
(
ϕ′ + ϵϕ′′′

)]′
, (٣.٢)

ϵ = −1 یا ϵ = 1 و باشد مͬ z متغیر به نسبت مشتق دهنده نشان پرایم علامت که شود مͬ تبدیل
خواهیم f(z) = ϕ′(z) جدید تابع معرفͬ با سپس باشد. مͬ (٢.٢) در (− یا +) علامت به بسته

داشت:

f ′

f2
=

1

β
[f2(f + ϵf ′′)]′. (۴.٢)

آوریم: مͬ بدست و دارد اولیه انتگرال ͷی معادله این

α− β

f
= f2

(
f + ϵf ′′

)
, (۵.٢)

g(z) = β−1/4f(z) تبدیل توان مͬ ،β > 0 که آنجایی از باشد. مͬ گیری انتگرال ثابت α آن در که
مͬ بدست را زیر معادله سازی) ساده کمͬ از (بعد (۵.٢) معادله از که ای گونه به گرفت نظر در را

آوریم:

g′′ = ϵ

(
a

g2
− 1

g3
− g

)
, (۶.٢)

وابسته های جواب از پارامتری خانواده ͷی ،ϵ علامت انتخاب به توجه با بنابراین .a = αβ−3/4 که
کند، پیدا افزایش β اگر که است صورت این به βنقش که است واضح شود. مͬ حاصل a پارامتر به
مدل در بنابراین، یابد. مͬ کاهش موج نوسان که حالͬ در کرد خواهد پیدا افزایش نیز موج سرعت
طور به کنند. پیدا نوسان بیشتری سرعت با بود خواهند قادر کوچͺتر نوسان با های موج حاضر،

شوند. مͬ منتشر کمتر سرعت با موج، بزرگتر های نوسان عکس،
داشت خواهیم انتظار بنابراین شود مͬ سازی خطͬ g′′− g = 0 شبیه (۶.٢) معادله باشد ϵ = −1 اگر
وقتͬ که حالͬ در .[٢١ ،٢٠] کنند رشد کران بدون ͬͺهایپربولی رفتاری با معادله ی ها جواب که
نوسان ها جواب که داریم انتظار نتیجه در شود، مͬ سازی خطͬ g′′ + g = 0 شبیه باشد مͬ ϵ = 1

به خطͬ غیر های جمله باشد، ͷکوچ دامنه و ϵ = 1 که زمانͬ وجود، این با .[٢٢ ،٢١] باشند گر
زمانͬ ها جواب است. بینͬ پیش قابل غیر سازی صورتخطͬ به جواب رفتار و هستند غالب شدت

١٢



کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

گرفت: خواهیم نظر در را زیر اولیه مقدار مسئله بنابراین باشند، مͬ علاقه مورد بیشتر ϵ = 1 که g′′ + g − a

g2
+

1

g3
= 0,

g(0) = A, g′(0) = 0.
(٧.٢)

هایی جواب از است. گرفته قرار مطالعه مورد عددی طور به و طراحͬ [٢٢] مقاله در قبلا مسئله این
مͺانͬ هم طیفͬ (روش شده گرفته کار به عددی روش که کرد ملاحظه توان مͬ آمده بدست آنجا که
معادله وضوح، به دار). کران های دامنه (برای باشد مͬ دقیق نسبتا یافته) انتقال گاوس-ژاکوبی
مͬ معرفͬ را A > 0 و a ∈ R های پارامتر با پارامتری دو خطͬ غیر اولیه مقدار مسئله ͷی (٧.٢)
بنابراین نباشد. جواب دارای ها پارامتر مقادیر از برخͬ برای مسئله این است ممͺن وجود، این با کند.
ما به حقیقت این باشیم. موضوع این مراقب باید کنیم مͬ حل عددی طور به را مسئله این که زمانͬ

داد. انگیزه مسئله این بررسͬ برای

اولیه مقدار مسئله از دار کران متناوب مثبت جواب تحلیل و تجزیه ٢.٢
(٧.٢) ی

داد. خواهیم قرار بررسͬ مورد (٧.٢) معادله برای را متناوب و دار کران مثبت، جواب بخش این در
صورت به را (٧.٢) معادله ابتدا گیریم. مͬ نظر در را g(z) > 0 که ای بͽونه g(z) پیوسته تابع

g′′g3

g4 − ag + 1
= −1,

g(0) = A, g′(0) = 0,
(٨.٢)

نباشد، حقیقͬ ی ریشه دارای (٨.٢) معادله مخرج اگر که کنیم اشاره باید اینجا در نویسیم. مͬ
g3(z) > 0 بنابراین g(z) > 0 کردیم فرض که آنجایی از طرفͬ از بود. خواهد صفر از بزرگتر همواره
که است معنا بدان این شد. خواهد نتیجه g′′(z) < 0 ،(٨.٢) معادله به توجه با نتیجه در بود، خواهد
g′(z) < 0 که باشیم داشته باید g′(0) = 0 شرط به توجه با باشد. مͬ نزولͬ اکیداً تابع ͷی g′(z) تابع
دیͽر طرف از باشد. مͬ z > 0 برای نزولͬ اکیدا تابع ͷی g(z) بنابراین .z > 0 مقادیر همه برای
که زمانͬ کرد خواهد قطع را افقͬ محور g(z) تابع نتیحه در باشد، مͬ پایین به رو g(z) تابع تقعر
بنابراین است. g(z) > فرض0 خلاف بر این که نباشد، حقیقͬ ی ریشه دارای (٨.٢) معادله مخرج
ریشه (٨.٢) معادله مخرج شویم مطمئن که بͽیریم نظر در a پارامتر روی را هایی محدودیت باید

دارد. حقیقͬ
با اکنون ندارد. حقیقͬ ریشه هیچ (٨.٢) معادله مخرج باشد a = 0 اگر زیرا ،a ̸= 0 باید وضوح به

تابع g(z) > 0 اینکه و (٨.٢) معادله مخرج به توجه

f(x) = x4 − ax+ 1, x > 0, (٩.٢)

آن برای که گیریم مͬ نظر در را

f ′(x) = 4x3 − a, f ′′(x) = 12x2, x > 0. (١٠.٢)
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ی ریشه یا f(x) تابع ،[٢٣] دکارت علامت قاعده به توجه با باشد. a > 0 کنیم مͬ فرض ابتدا در
،f ′′(x) ≥ 0 و f ′

((
a
4

)1/3)
= 0 طرفͬ از باشد. مͬ مثبت حقیقͬ ی ریشه دو دارای یا ندارد حقیقͬ

دو f(x) که شویم مطمئن اینکه برای باشد. مͬ f(x) برای نسبی مینیمم ͷی x =
(
a
4

)1/3 بنابراین
از .f

((
a
4

)1/3)
< 0 که شود انتخاب ای بͽونه a پارامتر که است کافͬ دارد متمایز حقیقͬ ی ریشه

بر قید این انتخاب با بنابراین آید. مͬ بدست a > 4
(
1
3

)3/4 ≃ 1.7547653506033232 نامساوی این
فرم به (٨.٢) معادله a پارامتر روی

g′′g3

(g2 + pg + q)(g − a1)(g − a2)
= −1, p, q ∈ R, a2 > a1 > 0, (١١.٢)

باشند. مͬ صفر غیر مثبت حقیقͬ های ثابت a2 و a1 که شود مͬ تبدیل
کرد. خواهد تعیین شدت به را (١١.٢) ͷدینامی ،(g(0) = A) تابع ی اولیه حالت که است واضح
و مثبت متناوبی، های جواب آیا که کرد خواهد تعیین a2 و a1 با قیاس در A نسبی مقدار واقع، در
نظر در باید که دارند وجود ها حالت از تعدادی موضوع این تعیین برای ؟ دارد وجود g(z) دار کران

شوند: گرفته
داشت خواهیم z ≈ 0 برای پس گیریم. مͬ نظر در را A < a1 حالت ابتدا در :١ حالت
و g3(z) > 0 زیرا و (١١.٢) معادله به توجه با .(g(z)− a2) < 0 و (g(z)− a1) < 0

اینکه به توجه با و نزولͬ اکیدا g′(z) تابع بنابراین، .g′′(z) < 0 داریم ،(g2(z) + pg(z) + q) > 0

تقعر که است نزولͬ اکیدا تابع ͷی g(z) حالت این در پس .g′(z) < 0 شود مͬ نتیجه g′(0) = 0

شرط با تناقض در که کرد خواهد قطع را z افقͬ محور g(z) ترتیب، این به است. پایین به رو آن
باشد. a1 از کمتر تواند نمͬ A ی اولیه مقدار بنابراین، باشد. مͬ g(z) > 0

مͬ صفر z = 0 ی اولیه نقطه در (١١.٢) معادله مخرج آنگاه ،A = a2 یا A = a1 اگر :٢ حالت
بنابراین ،g′(0) = 0 داریم (٧.٢) معادله از باشد. صفر باید g′′(0) بنابراین ،g3(0) > 0 بعلاوه باشد.
g(z) = A باشیم داشته باید ،g(0) = A که آنجایی از حال باشد. ثابت تابع ͷی باید g(z) مورد این در
معادله مخرج حقیقͬ ی ریشه دو از ͬͺی با برابر A اولیه مقدار اگر بنابراین، .A = a2 یا A = a1 که

باشد. مͬ A ی اولیه مقدار با برابر ثابت، تابع ͷی g(z) جواب تابع باشد (١١.٢)
با دوباره .z ≈ 0 برای (g(z)− a2) > 0 و (g(z) − a1) > 0 داشت خواهیم ،A > a2 اگر :٣ حالت
مقادیر برای g′′(z) < 0 داریم (g2(z)+ pg(z)+ q) > 0 و g3(z) > 0 چون و (١١.٢) معادله به توجه
g′(0) = 0 که آنجایی از و است نزولͬ اکیدا تابع ͷی g′(z) تابع که است معنا بدان این .z ͷکوچ
پایین به رو آن تقعر که است نزولͬ اکیدا تابع ͷی g(z) تابع a2 خط به رسیدن از قبل .g′(z) < 0 باید
خواهد وارد a2 و a1 خطوط بین ی ناحیه به و کرده قطع را a2 خط نهایت در g(z) نتیجه در است.

شد.
صفر z∗ نقطه در (١١.٢) معادله مخرج پس کند. قطع z = z∗ نقطه در را a2 خط g(z) کنیم فرض
.g′′(z∗) = 0 باشیم داشته باید ،(g2(z∗) + pg(z∗) + q) > 0 و g3(z∗) > 0 به توجه با و شد خواهد
a1 < g(z∗+δ) < a2 داریم باشد مͬ a2 و a1 خطوط بین محوطه در g(z) تابع که زمانͬ طرفدیͽر، از
توجه با پس .(g(z∗ + δ)− a1) > 0 و (g(z∗ + δ)− a2) < 0 بنابراین .(δ > 0ͷکوچ مقادیر (برای
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شود مͬ نتیجه ،(g2(z∗ + δ) + pg(z∗ + δ) + q
)
> 0 و g3(z∗ + δ) > 0 چون و (١١.٢) معادله به

عطف نقطه ͷی کند مͬ قطع را a2 خط g(z) تابع آن در که z∗ نقطه بنابراین .g′′(z∗ + δ) > 0 که
باشد. مͬ g(z) تابع

خواهد قطع را a1 خط g(z) تابع آیا استکه این شود مͬ مطرح زمان این در که یͷسوال وجود، این با
تابع اینکه محض به است. منفͬ جواب ؟ شد خواهد خارج a2 و a1 خطوط بین ی ناحیه از و کرد
(g(z)−a1) < داشت0 خواهیم کند، ترک را a2 و a1 خطوط بین محدوده و کند قطع را a1 خط g(z)

(g2(z) + pg(z) + q) > 0 و g3(z) > 0 و (١١.٢) معادله به توجه با بنابراین، .(g(z) − a2) < 0 و
خطوط بین محدوده بیرون g(z) تابع که است معنا بدان موضوع این .g′′(z) < 0 که گیریم مͬ نتیجه
شرط با تناقض در که کرد خواهد قطع را z افقͬ محور نتیجه در و دهد مͬ تقعر تغییر a2 و a1

باشد. مͬ g(z) > 0

ناحیه این در زیرا باشد مͬ صعودی اکیدا تابع ͷی g′(z) تابع a2 و a1 خطوط بین ناحیه درون حال
درون ای نقطه در بنابراین ،g′(z) < 0 داریم شود محدوده این وارد g(z) اینکه از قبل .g′′(z) > 0

g′′(z) > 0 دیͽر طرف از .(g(z) تابع پیوستگͬ به توجه (با شود صفر g′(z) باید خطوط بین ناحیه
سمت به g(z) تابع g′′(z) > 0 که آنجایی از باشد. مͬ g(z) تابع برای نسبی مینیمم نقطه این بنابراین

شود. مͬ خارج خطوط بین ی ناحیه از و کند مͬ قطع را a2 خط کرده، حرکت a2 خط
ترک از بعد است. عطف نقطه ͷی کند مͬ قطع را a2 خط g(z) تابع آن در که z نقطه قبل، همانند
به توجه با دوباره کند. مͬ صدق (g(z)− a2) > 0 و (g(z)− a1) > 0 در g(z) خطوط، بین محدوده
نتیجه در و g′′(z) < 0 که گیریم مͬ نتیحه ،(g2(z) + pg(z) + q) > 0 و g3(z) > 0 ،(١١.٢) معادله
تقاطع محل در و a2 و a1 خطوط بین ناحیه در اما باشد. مͬ a2 خط بالای ناحیه در نزولͬ اکیدا g′(z)
مشخص ای نقطه در که شود مͬ نتیجه بنابراین، باشد. مͬ مثبت g′(z) تابع ،a2 خط با g(z) تابع
ی نقطه ͷی نقطه این g′′(z) < 0 زیرا و باشد مͬ صفر g′(z) ،a2 و a1 خطوط بین محدوده از خارج
و کرد خواهد قطع را a2 خط g(z) دوباره g′′(z) < 0 زیرا باشد. مͬ g(z) تابع برای نسبی ماکزیمم

شود. مͬ a2 و a1 خطوط بین محدوده وارد دوباره

قرار a1 خط بالای تابع این مینیمم باشد. مͬ نوسانͬ تابع ͷی کردیم توصیف بالا در ما که آنچه
گیرد. مͬ قرار a2 خط بالای آن ماکزیمم که حالͬ در گرفت، خواهد

بنابراین و باشد مͬ a2 و a1 خطوط بین ناحیه در g(0) نتیجه در ،a1 < A < a2 اگر :۴ حالت
g3(z) > 0 که آنجایی از و (١١.٢) معادله به توجه با نتیجه، در .(g(z)−a2) < 0 و (g(z)−a1) > 0

معنا بدان این .z ͷکوچ مقادیر برای g′′(z) > 0 که گیریم مͬ نتیجه (g2(z) + pg(z) + q) > 0 و
باید باشد، مͬ g′(0) = 0 خطوط بین ناحیه در زیرا و باشد مͬ صعودی اکیدا تابع ͷی g′(z) که است
g(z) تابع شروع از بعد بنابراین، باشد. مͬ صعودی اکیداً تابع ͷی g(z) نتیجه در باشد. g′(z) > 0

مͬ قطع z از مثبت ای نقطه در را خط این و کرده حرکت a2 خط سوی به g(z) ،A ی اولیه نقطه از
افتد. مͬ اتفاق کردیم توصیف قبل حالت در آنچه با مشابه نوسانͬ رفتار ادامه در کند.

١۵
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A پارامتر برای بالا کران ͷی ١.٢.٢

پیدا باشد داشته وجود A ≥ a1 مقادیر برای تواند مͬ که نوسانͬ جواب تابع ͷی قبلͬ بخش در
ای گونه به است چͽونه A پارامتر برای بالا کران که است این آید مͬ پیش که سؤالͬ حالا کردیم.
طرف دو سوال این به دادن جواب برای ؟ باشد داشته وجود نوسانͬ جواب آن، برای هم هنوز که
سازی ساده مقداری و [0, z] بازه روی گیری انتگرال از بعد و کرده ضرب 2g′(z) در را (٧.٢) معادله

آوریم: مͬ بدست

(g′)2g2

g4 − I(A, a)g2 + 2ag − 1
= −1, که I(A, a) = A2 − 1

A2
+ 2

a

A
. (١٢.٢)

دیͽر A3 و A2 ،A1 که کنید فرض باشد. مͬ (١٢.٢) معادله مخرج از ریشه ͷی A ی اولیه مقدار
شود: نویسͬ باز زیر فرم به تواند مͬ (١٢.٢) معادله بنابراین هستند، ها ریشه

(g′)2g2

(g −A)(g −A1)(g −A2)(g −A3)
= −1. (١٣.٢)

صفر (١٣.٢) معادله مخرج اگر که شود مͬ نتیجه ،g2(z) > 0 اینکه به توجه با و (١٣.٢) معادله از
تابع به نسبت محلͬ های اکسترمم نقاطͬ همچین در بنابراین، شود. مͬ صفر نیز g′(z) سپس شود
اگر آنگاه A < A1 < A2 < A3 که کنیم مͬ فرض مسئله، کلیت از کاستن بدون دارد. وجود g(z)
A1 < g(z) < A2 اگر اما ،(g−A)(g−A1)(g−A2)(g−A3) < داشت0 خواهیم A < g(z) < A1

تابع (١٣.٢) معادله به توجه با بنابراین ،(g − A)(g − A1)(g − A2)(g − A3) > 0 شود مͬ نتیجه
A1 ،x4− I(A, a)x2+2ax− 1 = 0 معادله حل با کند. ترک را A1 و A بین محدوده تواند نمͬ g(z)
مشخص a > 4(13)

3/4 که کنید توجه آوریم. مͬ بدست باشد مͬ A حسب بر حقیقͬ ی ریشه که را
تابع ماکزیمم A اینکه برای بنابراین باشند مͬ g(z) تابع از نسبی های اکسترمم A1 و A نقاط است.
A ≥ a1 های نامساوی جواب کردن پیدا با بنابراین .A > A1 باشیم داشته که است کافͬ باشد، g(z)

کنیم. پیدا A اولیه مقدار برای را بالا کران توانیم مͬ A > A1 و

نوسانͬ جواب تناوب دوره ٢.٢.٢

جواب این دارند. وجود که شد داده نشان (٧.٢) معادله دار کران نوسانͬ مثبت جواب از یͷکلاس
گوئیم (مͬ باشد مͬ a و A های پارامتر به وابسته که باشد مͬ مینیمال و ماکزیمال مقادیر دارای
بدست (١٢.٢) در مقادیر از دوم ریشه گرفتن و سازی جدا با .(gmin(A, a) ≤ g(z) ≤ gmax(A, a)

آوریم: مͬ

g|g′|√
1− 2ag + I(A, a)g2 − g4

= 1 . (١۴.٢)

بین تناوب نصف مسئله، تقارن علت به که نکته این به توجه و رابطه طرف دو از گیری انتگرال با
خواهیم باشد)، مͬ تناوب دهنده نشان τ که ،τ/2) داشت خواهد وجود gmax(A, a) و gmin(A, a)

١۶
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∫داشت: gmax(A,a)

gmin(A,a)

s√
1− 2as+ I(A, a)s2 − s4

ds =
τ

2
. (١۵.٢)

های حالت در جواب آنکه شرط به (البته آوردیم بدست g(z) تابع دوره برای فرمول ͷی بنابراین،
شود: مͬ حساب زیر فرمول از a و A مدل های پارامتر حسب بر تناوب این و بͽیرد) قرار نوسانͬ

τ(A, a) = 2

∫ gmax(A,a)

gmin(A,a)

s√
1− 2as+ (A4 − 1 + 2aA) s2/A2 − s4

ds . (١۶.٢)

تحلیلͬ نتایج از ای خلاصه ٣.٢.٢

خلاصه زیر قضیه قالب در تواند مͬ (٧.٢) ی اولیه مقدار ی مسئله جواب مورد در بالا آنالیز نتایج
شود:

a1 اگر .a > 4(13)
3/4 همچنین و باشد مثبت و پیوسته تابع ͷی g(z) که کنید فرض .١.٢.٢ قضیه

حقیقͬ ی ریشه A1 و باشند (a2 > a1) x4 − ax + 1 = 0 معادله مثبت حقیقͬ ی ریشه دو a2 و
اگر همچنین .I(A, a) = A2 − 1

A2 + 2 a
A که باشد x4 − I(A, a)x2 + 2ax − 1 = 0 معادله مثبت

داشت: خواهیم را زیر نتایج ،a1 ≤ A < A1

معادله که معناست بدان این .g(z) = a2 یا g(z) = a1 بترتیب پس ،A = a2 یا A = a1 اگر (1)
تابع ͷی که است g(z) متناوبی و مثبت دار، کران پیوسته، جواب ͷی دارای (٧.٢) ی اولیه مقدار

است. ثابت
و مثبت دار، کران پیوسته، جواب ͷی دارای (٧.٢) ی اولیه مقدار معادله ،a1 < A ≤ A1 اگر (2)
gmax > a2 ماکزیمال مقدار دارای جواب تابع باشد. مͬ نوسانͬ تابع ͷی که است g(z) متناوبی
(١۶.٢) فرمول از که است τ(A, a) جواب تابع تناوب دوره باشد. مͬ a1 < gmin < a2 مینیمال و

شود. مͬ محاسبه

و a1 < 0 حالت این در گیرد. انجام تواند مͬ مشابه طور به بالا آنالیز ،a < 0 که زمانͬ نکته:
.g(z) < 0 باشیم داشته باید نتیجه در ،a2 < 0

مͬ معطوف g(z) جواب تابع آوردن بدست و (٧.٢) معادله عددی حل به را خود توجه ادامه، در
وجود عددی طور به و کنیم مͬ استفاده گروه حافظ طرح به معروف روش از کار این برای کنیم.

آوریم. مͬ بدست شد، اثبات بالا آنالیز در که را متناوبی و کراندار مثبت، جواب

گروه حافظ طرح ٣.٢

مخروط روی بر افزوده ͬͺدینامی سیستم برای لͬ گروه تبدیل ͷی [١٧] مقاله در بار اولین یو لͬ
معمولͬ دیفرانسیل معادلات عددی حل برای را گروه حافظ طرح به موسوم روشͬ و کرد طراحͬ

١٧
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در را زیر k-بعدی معمولͬ دیفرانسیل معادلات سیستم روش توضیح برای کرد. ایجاد خطͬ غیر
گیریم: مͬ نظر

u′
= f(u, z), u ∈ Rk, z ∈ R, (١٧.٢)

سیستم به را (١٧.٢) معادله توان مͬ باشد. مͬ ای k-مولفه بردار ͷی u زیرا شود مͬ گفته k-بعدی
کرد: تبدیل زیر افزوده k)-بعدی + 1)

d

dz

[ u
∥u∥

]
=

 0k×k
f(u, z)
∥u∥

fT (u, z)
∥u∥ 0

[ u
∥u∥

]
. (١٨.٢)

تغییر ͷی با صورت این غیر در باشد. مͬ تعریف خوش بالا سیستم رو این از ،∥u∥ > 0 اینجا در
کرد. حل را مشͺل این توان مͬ مناسب متغیر

افزودن باشد. مͬ (١٧.٢) اصلͬ معادله همان (١٨.٢) معادله در سطر نخستین که است بدیهͬ
شرط در که کند مͬ تولید Xرا = (uT , ∥u∥)T افزوده متغیر از ͬͺمینکوفس ساختار ͷی دوم معادله

مخروطͬ

XTGX = 0, (١٩.٢)

آن در که کند مͬ صدق

G =

[ Ik ٠k×1

٠1×k −1

]
, (٢٠.٢)

باشد. مͬ ماتریسͬ ترانهاده ی دهنده نشان T نماد و k مرتبه از ماتریسهمانͬ Ik ،ͬͺمینکوفس ͷمتری
است: زیر صورت به (١٩.٢) معادله ،(u, ∥u∥) حسب بر

XTGX = u · u− ∥u∥2 = ∥u∥2 − ∥u∥2 = 0, (٢١.٢)

است طبیعͬ قید ͷی مخروطͬ شرط بنابراین باشد. مͬ اقلیدسͬ داخلͬ ضرب ی دهنده نشان (·) که
شود. مͬ تحمیل (١٨.٢) ی افزوده سیستم روی بر ͷاتوماتی طور به که

: را زیر افزوده بعدی -(k + 1) سیستم نتیجه در

X′
=AX, (٢٢.٢)

ماتریس که داشت خواهیم ،(١٩.٢) قید با همراه

A =

 ٠k×k
f(u, z)
∥u∥

fT (u, z)
∥u∥ 0

 , (٢٣.٢)
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رابطه در که

ATG+GA = 0, (٢۴.٢)

باشد. مͬ SO0(k, 1) اورتوکرونوس لورنتزی گروه از so(k, 1) لͬ جبر از عضو ͷی کند مͬ صدق
های طرح از [١٧] مقاله در یو لͬ اما شد، افزوده یͷواحد اندازه به جدید سیستم بعد اینجا در چه اگر
مخروطͬ شرط کند تضمین تا کرد استفاده افزوده سیستم این حل برای زیر صورت به گروه حافظ

شود: مͬ حفظ

Xn+1 =H(n)Xn, (٢۵.٢)

H(n)مقدار ∈ SO0(k, 1) و باشد مͬ zn گسسته نقطه در X عددی مقدار ی دهنده نشان Xn که
شرایط Hدر بنابراین باشد. مͬ zn در ماتریسͬ گروه

HTGH =G, (٢۶.٢)

det(H) = 1, (٢٧.٢)

H0
0 > 0, (٢٨.٢)

باشد. Hمͬ از عضو 00-امین ،H0
0 > 0 که کند مͬ صدق

،exp[∆zA(n)] تابع ۶ ی پاده های تقریب و ۵ کیلͬ تبدیل از استفاده با [١٧] مقاله در ابتدا یو لͬ
و لورنتزی گروه های ویژگͬ از استفاده با و دهد ماتریسHارائه برای مختلفͬ های شͺل توانست
در سپس او کند. مͬ صدق نیز بالا شرایط در H کرد ثابت شد، اشاره قبل فصل در که آن لͬ جبر

آورد: بدست زیر صورت به را تابع این ی بسته فرم بعدی های مقاله

exp[∆zA(n)] =


Ik +

(αn − 1)

∥fn∥2
fnfTn

βnfn
∥fn∥

βnfTn
∥fn∥

αn

 , (٢٩.٢)

که

αn = cosh
(
∆z∥fn∥
∥un∥

)
, (٣٠.٢)

βn = sinh
(
∆z∥fn∥
∥un∥

)
. (٣١.٢)

۵Cayley
۶Pade
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جای به exp[∆zA(n)] دادن قرار با ایم. کرده استفاده fn = f(un, zn) از نوشتن در راحتͬ برای
داشت: خواهیم آن اول سطر گرفتن نظر در و (٢۵.٢) معادله H(n)در

un+1 = un +
(αn − 1)fn · un + βn∥un∥∥fn∥

∥fn∥2
fn = un + ηnfn. (٣٢.٢)

حفظ با نتیجه در و کند مͬ حفظ ∆z > 0 مقادیر ی همه برای را گروه های ویژگͬ طرح، این بنابراین
گروه حافظ های طرح توان مͬ پس شود. مͬ تضمین روش سازگاری مرحله، هر در مخروطͬ شرط
خلافروش روشبر این شود مͬ ثابت همچنین داد. قرار هندسͬ گیری انتگرال روشهای رده در را
در ٨ خیالͬ ثابت نقاط و ٧ جعلͬ های جواب وجود به مربوط معایب از استاندارد گیری انتگرال های
شود مͬ توصیف خوبی به ها طرح این وسیله به اصلͬ سیستم مدت دراز رفتار بنابراین است، امان

.[١٧]

گروه حافظ طرح از استفاده با کسمیر ی اولیه مقدار مسئله حل ۴.٢

کنیم: مͬ معرفͬ را زیر جدید توابع ابتدا در

u1(z) = g(z), u2(z) = g′(z), (٣٣.٢)

کند: مͬ تبدیل زیر دستگاه به را (٧.٢) معادله که
u

′
1(z) = u2(z),

u
′
2(z) = −u1(z) +

a

u21(z)
− 1

u31(z)
,

u1(0) = A, u2(0) = 0.

(٣۴.٢)

برداری نمایش در را (٣۴.٢) دستگاه سپس

u′
= f(u, z), (٣۵.٢)

که نویسیم مͬ

u =

[
u1(z)
u2(z)

]
, (٣۶.٢)

و

f =
 u2(z)

−u1(z) +
a

u21(z)
− 1

u31(z)

 . (٣٧.٢)

بدست را (٧.٢) سیستم عددی حل و کنیم استفاده (٣٢.٢) گروه حافظ طرح از توانیم مͬ اکنون
آوریم.

٧Spurious solutions
٨Ghost fixed points
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.A = 0.7 و a = 2 ازای به g(z)جواب تابع رسم :١.٢ شͺل

صورت به را پارامتر این بنابراین ،a ≥ 1.7547653506033232 باید شده انجام آنالیز به توجه با
a2 = 1 و a1 ≈ 0.5436 های پارامتر ،x4 − 2x+1 = 0 معادله حل از سپس گیریم. مͬ نظر در a = 2

باشد. داشته a2 و a1 بین مقداری A پارامتر که گیریم مͬ نظر در را حالتͬ ابتدا آوریم. مͬ بدست را
حافظ طرح از استفاده با را (٧.٢) ی اولیه مقدار مسئله سپس، .A = 0.7 دهیم مͬ قرار مثال برای
را متناوبی و دار کران مثبت، جواب ͷی و کنیم مͬ حل ∆z = 0.0001 گام طول با و (٣٢.٢) گروه
ایم. کرده رسم a2 و a1 خطوط یه نسبت را جواب این ١.٢ شͺل در آوریم. مͬ بدست معادله برای
خط بار نهایت بی که حالͬ در ماند مͬ باقͬ a1 خط بالای مسئله جواب که کنیم مشاهده توانیم مͬ

کند. مͬ قطع را a2
که تحلیلͬ به توجه با کنیم مͬ یادآوری باشد مͬ a = 2 که زمانͬ A برای بالا کران آوردن بدست برای
بدست را A1 مثبت حقیقͬ ریشه و کنیم حل را x4−I(A, a)x+2ax−1 = 0 معادله باید دادیم انجام
مͬ فرض حال شود. مͬ حاصل A < 1.3742717560485989 صورت به بالا کران نهایت در آوریم.
طرح از سپس ،A = 1.2 مثال برای بͽیرد را 1.3742717560485989 و a2 = 1 بین مقداری A که کنیم
بدست را کردیم بینͬ پیش قبل بخش در تحلیلͬ صورت به که جوابی و کرده استفاده گروه حافظ

است. شده رسم ٢.٢ شماره شͺل در ∆z = 0.0001 گام طول ازای به جواب این آوریم. مͬ
پارامتر این بالای کران به ͷنزدی که کنیم مͬ انتخاب A پارامتر برای را A = 1.3741 مقدار ادامه در
گام طول با و گروه حافظ طرح از استفاده با را (٧.٢) ی اولیه مقدار مسئله دوباره و باشد مͬ
که کنید توجه دهد. مͬ نشان حالت این در را g(z) تابع ٣.٢ شͺل کنیم. مͬ حل ∆z = 0.00001

باشد مͬ gmin = 0.5485410188276376 با برابر عددی صورت به حالت این در g(z) تابع مینیمم
را a1 خط g(z) جواب تابع گفتیم که همچنان یعنͬ است، a1 = 0.5436890126920761 که حالͬ در
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.A = 1.2 و a = 2 که زمانͬ g(z)جواب تابع رسم :٢.٢ شͺل

تابع مینیمم مقدار اینکه با همزمان کنیم، مͬ مشاهده ٣.٢ شͺل از که طور همان کرد. نخواهد قطع
تر پهن منطقه ͷی صورت به متناوبی جواب یͺنواخت ساختار شود، مͬ ͷنزدی a1 مقدار به جواب
توجه با مطلب این دهد. مͬ شͺل تغییر بالا، کران ͷنزدی تر ͷباری منطقه ͷی و پایین کران ͷنزدی
سیستم مسیر رو این از و است توجیه قابل باشد، مͬ پایدار تعادل نقطه ͷی a1 که حقیقت این به
غیر تعادل نقطه ͷی a2 مقابل در است). جذاب نقطه ͷی a1) است نقطه این سمت به ͬͺدینامی
مͬ نشینͬ عقب تعادل مقدار این از ها حالت ی همه در ها جواب دلیل همین به و باشد مͬ پایدار

کنند). مͬ عبور مقدار این به مربوط خط از جواب های مسیر که است دلیل همین (به کنند

گیری نتیجه ۵.٢

برای رونده موج جواب مطالعه در که دوم مرتبه خطͬ غیر ی اولیه مقدار مسئله ͷی فصل این در
را آید مͬ بدست ( KdV ͷکلاسی مدل از متغیره دو گسترش ͷی) ایتو سیستم از کسمیر معادله
وجود شرایط این که آوردیم بدست مسئله های پارامتر روی بر را شرایطͬ دادیم. قرار بررسͬ مورد
بدست را g(z)جواب ما که حالͬ در کند. مͬ تضمین را متناوبی و دار کران مثبت، رونده جوابموج
تبدیل کسمیر معادله برای ϕ(z)جواب به ساده گیری انتگرال ͷی طریق از تواند مͬ جواب این آوردیم
مثبت روند ͷی طول در ϕ(z)جواب این گیری، انتگرال این انجام با کنید). ملاحظه را [٢٢] ) شود
جواب ͷی به تواند مͬ ϕ(z) تابع همچنین بود. خواهد گر نوسان هموار، پلͺانͬ رفتار از نوع ͷی با
شود. برگردانده V (x, t) و U(x, t) توابع برای رونده موج جواب نتیجه در و ایتو سیستم برای مستقیم
برای کردیم. سازی شبیه عددی طور به نیز را تحلیلͬ نتایج جواب، وجود تحلیلͬ نتایج کنار در
به را اجازه این عددی نتایج کردیم. استفاده گروه حافظ طرح روش از عددی جواب آوردن بدست
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.A = 1.3741 و a = 2 که زمانͬ g(z) جواب تابع رسم :٣.٢ شͺل

کردیم، آنالیز دقیق طور به تحلیلͬ بخش در که را جوابی اورژانسͬ های رفتار از برخͬ تا دهد مͬ ما
که حالͬ در هستند متقارن ،ͷکوچ های نوسان با های جواب که کردیم مشاهده ما کنیم. مشاهده
عمودی تقارن نظری، پایین کران به نزدیͷشدن برای بزرگ کافͬ اندازه به های نوسان با های جواب
در جذاب نقطه ͷی اساساً پایین کران که است معنͬ بدین موضوع این دهند. مͬ نشان را کمتری
غیر دارای اینجا در شده گرفته نظر در ی اولیه مقدار مسئله که آنجایی از باشد. مͬ فضایی حالت
رود مͬ صفر سمت به جواب که زمانͬ واقع در (که باشد مͬ غریب و عجیب حدودی تا ای خطͬ
شود. روبرو پیچیده های خطͬ غیر با موفقیت با تواند مͬ گروه حافظ طرح بنابراین شود)، مͬ بیشتر
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٣ فصل

مسائل حل برای لͬ گروه پرتابی روش
خطͬ غیر مرزی مقدار

مقدمه ١.٣

همچنین کنند. مͬ بازی دیفرانسیل معادلات کاربرد و نظریه در اساسͬ نقش مرزی مقدار مسائل
یافتن روند. مͬ کار به غیره و بیولوژی شیمͬ، ،ͷفیزی علوم های پدیده از بسیاری توصیف برای
زیادی اهمیت دارای ͷفیزی و مهندسͬ علوم در خطͬ غیر مرزی مقدار مسائل برای تقریبی جواب
از بیشتر یا ͷی دارای یا باشند نداشته جواب است ممͺن خطͬ غیر مرزی مقدار مسائل باشد. مͬ
مقدار مسائل تقریبی حل برای زیادی روشهای مقالات، در .[٢٧ ،٢۶ ،٢۵ ،٢۴] باشند یͷجواب
مسائل، این از برخͬ برای گانه چند های جواب وجود به توجه با اما است، شده ارائه خطͬ غیر مرزی
جواب گانگͬ چند بینͬ پیش هستند. همͽرا جواب های شاخه از ͬͺی به معمولا شده ذکر روشهای
فراوانͬ اهمیت دارای خطͬ غیر مرزی مسائل جواب های شاخه ی همه مناسب تقریب همچنین و

باشد. مͬ
خطͬ غیر مسائل برای ها آن تقریبی محاسبه و ها جواب تعداد بینͬ پیش فصل، این در ما هدف
پرتابی روش باشد. مͬ لͬ گروه پرتابی روش به موسوم روشͬ از استفاده با ای، نقطه دو دوم ی مرتبه
گروه حافظ طرح مفهوم ،[٢٨] مقاله در یو لͬ باشد. مͬ گروه حافظ های طرح ی پایه بر لͬ گروه
را جدید پرتابی روش و کرد ارائه لͬ گروه بودن ١ بسته ویژگͬ از استفاده با را ای مرحله ͷی لͬ
معمول، پرتابی های روش به نسبت پرتابی روش این مزیت مهمترین نامید. لͬ گروه پرتابی روش
مͬ ͷکوچ ای بازه معمولا و محاسبه قابل تحلیلͬ طور به که باشد مͬ پرتابی پارامتر تغییرات دامنه
این ابتدا ادامه در کرد. پیدا پارامتر این برای را مناسب مقدار سرعت به توان مͬ بنابراین، باشد.
ای نقطه دو مرزی مقدار خطͬ غیر مسائل برای را آن کاربرد و داد خواهیم توضیح را پرتابی روش

دید. خواهیم عددی های مثال غالب در

١Close
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ای مرحله ͷی گروه حافظ طرح ٢.٣

شوند: نوشته زیر صورت به �توانند مͬ ͬͺفیزی های سیستم از بسیاری

u′ = f(u, x),

u1(α) = c, u2(β) = c, (١.٣)

که

u :=

[
u1
u2

]
, f :=

[
u2

f(x, u1, u2)

]
. (٢.٣)

مرزی شرایط با را مسئله ٢ یͺسان غیر مرزی شرایط که است مهم بسیار لͬ گروه پرتابی روش در
دستگاه ͷی به را (١.٣) معادله توان مͬ دیدیم، قبل فصل در که همچنان کنیم. جایͽزین یͺسان

: کرد تبدیل زیر فرم به افزوده

X′
:=

d

dx

[ u
∥u∥

]
=

 ٠2×2
f(x,u)
∥u∥

fT (x,u)
∥u∥ 0

[ u
∥u∥

]
:=AX, (٣.٣)

رابطه در که است so(2, 1) لͬ جبر از عضوی A که

AT
g + gA = ٠, (۴.٣)

که کند مͬ صدق

g =

[ I2 ٠2×1

٠1×2 −1

]
, (۵.٣)

متغیر باشند. مͬ ترانهاده و همانͬ ماتریس دهنده نشان ترتیب به T و I2 است. ͬͺمینکوفس متر ͷی
مخروطͬ شرط Xدر افزوده

XTgX = u · u− ∥u∥2 = 0, (۶.٣)

[١٧] در شده معرفͬ گروه حافظ طرح ،(٣.٣) افزوده سیستم حل برای اساس، این بر کند. مͬ صدق
شͺل به

Xk+1 =G(k)Xk, (٧.٣)

٢Un-equal
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و باشد مͬ xk گسسته نقطه Xدر عددی مقدار دهنده Xkنشان آن در که باشد مͬ
های رابطه G(k)در ∈ SOo(2, 1)

GTgG = g,

detG = 1,

G0
0 > 0, (٨.٣)

است. بعدی سه لورنتزی گروه SOo(2, 1) Gو ی مولفه -امین 00 ،G0
0 که کند مͬ صدق

یافته تعمیم میانͬ نقطه روش ١.٢.٣

را X(x) جواب X(0) = X0 آغازین شرط با و (٣.٣) معادله برای (٧.٣) طرح گیری کار به با
حافظ طرح در شده استفاده گام طول کنیم فرض کرد. محاسبه توان مͬ گروه حافظ طرح بوسیله
X0مقدار = (uT (α), ∥u(α)∥)T آغازین ی افزوده شرط از شروع با باشد. ∆x = (β − α)/k گروه
گام به گام گیری کار به با کرد. خواهیم محاسبه x = β نقطه در را Xf = (uT (β), ∥u(β)∥)T

آوریم: مͬ دست به (٧.٣)

Xf =Gk(∆x)Gk−1(∆x) · · ·G1(∆x)X0. (٩.٣)

خاصیت از استفاده با و SOo(2, 1) لͬ گروه از عضوی i = 1, 2, ..., k ،Gi هر که کنیم مͬ یادآوری
نماد با که بود خواهد لͬ گروه ͷی نیز Gk(∆x)Gk−1(∆x) · · ·G1(∆x) لͬ های گروه بودن بسته

داشت: خواهیم رو این از دهیم. مͬ Gنشان

Xf =GX0, (١٠.٣)

باشد. Xfمͬ X0به از ای مرحله ͷی تبدیل ͷی که
نقطه روش از استفاده با را آن توان مͬ باشد، نمͬ دسترس Gدر از دقیق جواب ͷی که حالͬ در
و A از نمایی نگاشت ͷی از استفاده با واقع در که کرد محاسبه عددی طور به یافته تعمیم میانͬ
صورت این در آید. مͬ دست به یافته، تعمیم میانͬ نقطه روش طبق بر آن متغیرهای مقادیر دادن قرار
بسته شͺل به اورتوکرونوس، لورنتزی گروه به معروف A ∈ so(2, 1) وسیله به شده تولید لͬ گروه

است: زیر

G =


I2 + a−1

∥f̂∥2
f̂ f̂

T bf̂

∥f̂∥

bf̂
T

∥f̂∥
a

 , (١١.٣)
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آن در که

f̂ = f(x̂, û), (١٢.٣)

û = ru0 + (1− r)uf , (١٣.٣)

a = cosh
(
(β − α)

∥f̂∥
∥û∥

)
, (١۴.٣)

و

b = sinh
(
(β − α)

∥f̂∥
∥û∥

)
. (١۵.٣)

uf = (u1(β), u2(β))
T نهایی u0و = (u1(α), u2(α))

T آغازین مقدار از ،G برایمحاسبه رابطه این در
که همانطور .x̂ = rα + (1 − r)β و باشد مͬ 0 < r < 1 که است شده استفاده r پارامتر همراه به
شود مͬ G(r)محاسبه یعنͬ پارامتری ͷی لͬ گروه ͷی صورت روشGبه این در کنیم مͬ ملاحظه

آمد. خواهد دست به مسئله راست سمت مرزی شرط مقایسه با r پارامتر برای مناسب مقدار که

مخروط روی نقطه دو بین لͬ گروه نگاشت ٢.٢.٣

کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به جدیدی بردار ادامه، در

F :=
f̂

∥û∥ , (١۶.٣)

آیند: مͬ در زیر صورت به ترتیب به (١۵.٣) و (١۴.٣) ،(١١.٣) های معادله نتیجه در

G =

I2 +
a−1
∥F∥2FF

T bF
∥F∥

bFT

∥F∥ a

 , (١٧.٣)

a = cosh[(β − α)∥F∥
]
, (١٨.٣)

و

b = sinh[(β − α)∥F∥
]
. (١٩.٣)

شود: مͬ نتیجه (١٧.٣) و (١٠.٣) معادلات از

uf = u0 + ηF, (٢٠.٣)

∥uf∥ = a∥u0∥+ b
F.u0

∥F∥ , (٢١.٣)

آن در که

η :=
(a− 1)F.u0 + b∥u0∥∥F∥

∥F∥2
. (٢٢.٣)
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دادن قرار با

F =
1

η
(uf − u0), (٢٣.٣)

آید: مͬ بدست ∥u0∥ بر رابطه طرف دو تقسیم و (٢١.٣) معادله در

∥uf∥
∥u0∥

= a+ b
(uf − u0).u0

∥uf − u0∥∥u0∥
, (٢۴.٣)

که

a = cosh
(
(β − α)∥uf − u0∥

η

)
, (٢۵.٣)

b = sinh
(
(β − α)∥uf − u0∥

η

)
, (٢۶.٣)

حال آیند. مͬ دست به (١٩.٣) و (١٨.٣) های معادله در F جای به (٢٣.٣) معادله دادن قرار با
کنیم: فرض

cosθ := (uf − u0).u0

∥uf − u0∥∥u0∥
, (٢٧.٣)

و

γ := (β − α)∥uf − u0∥, (٢٨.٣)

-(٢۴.٣) های معادله از نتیجه در و باشد مͬ u0 و uf − u0 های بردار بین زاویه 0 ≤ θ ≤ π که
گیریم: مͬ نتیجه (٢۶.٣)

∥uf∥
∥u0∥

= cosh
(
γ

η

)
+ cos θ sinh

(
γ

η

)
. (٢٩.٣)

تعریف با ادامه در

Z := exp
(
γ

η

)
, (٣٠.٣)

صورت به Z حسب بر دوم درجه معادله ͷی (٢٩.٣) معادله از

(1 + cos θ)Z2 −
2∥uf∥
∥u0∥

Z + 1− cos θ = 0, (٣١.٣)

داریم: آن حل با که آمد خواهد دست به

Z =

∥uf∥
∥u0∥ +

√(
∥uf∥
∥u0∥

)2
− 1 + cos2 θ

1 + cos θ . (٣٢.٣)

از استفاده با را η توانیم مͬ (٢٨.٣) و (٣٠.٣) های معادله از نتیجه در

η =
(β − α)∥uf − u0∥

lnZ , (٣٣.٣)
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لͬ گروه از عضوی مخروط، روی (uf , ∥uf∥) و (u0, ∥u0∥) نقطه دو بین بنابراین کنیم. محاسبه
صورت به که دارد وجود (uf , ∥uf∥) روی به (u0, ∥u0∥) از نگاشت با ،G ∈ SO0(2n, 1)[ uf

∥uf∥

]
=G

[ u0

∥u0∥

]
, (٣۴.٣)

،(١٧.٣) معادلات طریق از uf و u0 توسط فرد به منحصر صورت به G و گردیده مشخص
صورت به Gرا توان مͬ گردد. مͬ تعیین (٣٣.٣) و (٣٢.٣)، (٢٧.٣) ،(٢٣.٣) ،(١٩.٣) ،(١٨.٣)
مقادیر یعنͬ uf و u0 مقدار دو بین لͬ گروه نگاشت ͷی آن که کنیم تاکید تا نوشت G(u0,uf )

باشد. مͬ [α, β] بازه از انتها دو در u تابع

لͬ گروه پرتابی روش ٣.٣

غایب اولیه شرط کردن پیدا برای لازم معادلات توان مͬ G(r) = G(u0, uf ) از استفاده با ادامه در
آید: مͬ دست به (٢.٣)-(١.٣) های معادله از آورد. دست به را

u̇1 = u2,

u̇2 = f(x, u1, u2), (٣۵.٣)

u1(α) = c, u1(β) = c,

u2(α) = A, u2(β) = B, (٣۶.٣)

و (٢٣.٣) های معادله از است. مشخص ثابت c و هستند نامعلوم های ثابت B و A آن در که
شود: مͬ نتیجه (٣۶.٣)

F :=

[
F1

F2

]
=

1

η

[
0

B −A

]
. (٣٧.٣)

اینکه به توجه با و u برای (٢.٣) معادله دادن قرار با (٢٧.٣) و (٣٢.٣) ،(٣٣.٣) های معادله از

u0 =

[
u1(α)
u2(α)

]
=

[
c
A

]
, uf =

[
u1(β)
u2(β)

]
=

[
c
B

]
, (٣٨.٣)

آوریم: مͬ دست به

η =
(β − α)

√
(A−B)2

lnZ , (٣٩.٣)

که

Z =

√
c2+B2√
c2+A2

+
√

c2+B2

c2+A2 − 1 + cos2 θ
1 + cos θ , (۴٠.٣)
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و

cos θ = A(B −A)√
(A−B)2

√
c2 +A2

. (۴١.٣)

دست به (٣۶.٣) و (١٣.٣) ،(١٢.٣) های معادله ͷکم با و (١۶.٣) با (٣٧.٣) معادله مقایسه با
آید: مͬ

rA+ (1− r)B = 0, (۴٢.٣)

A−B +
η

ξ
f̂ = 0, (۴٣.٣)

که

f̂ := f (rα+ (1− r)β, rc+ (1− r)c, rA+ (1− r)B) (۴۴.٣)

و

ξ :=
√
c2 + [rA+ (1− r)B]2. (۴۵.٣)

A مقدار ١.٣.٣

از .[٢٨] آورد دست به را A مقدار تحلیلͬ صورت به توان مͬ دوم مرتبه مرزی مقدار مسائل برای
شود: مͬ نتیجه (۴۵.٣) و (۴٢.٣) های معادله

ξ = c, (۴۶.٣)

به است. مهم بسیار rحسب بر A برای بسته فرم ͷی به رسیدن برای محاسبات کاهش در معادله این
که شد جایͽزین (١.٣) معادله در برابر مرزی شرایط با برابر غیر مرزی شرایط که است دلیل همین
ͷی صورت به (۴۵.٣) معادله بوسیله شده تعریف ξ نهایت در و است rA+(1− r)B = 0 آن نتیجه
-(٣٩.٣) معادلات ͷکم به (۴٣.٣) معادله از بنابراین، شود. مͬ تبدیل (۴۶.٣) معادله در ثابت
به A نامعلوم مقدار کردن پیدا برای تنها جبری معادله ͷی توان مͬ (۴۶.٣) و (۴۴.٣) ،(۴٢.٣)

آورد: بدست زیر صورت

Ac+ η0f̂ = 0, (۴٧.٣)

که

f̂ = f(rα+ (1− r)β, c, 0), (۴٨.٣)

Z =

√
c2 +B2 +

√
B2

√
c2 +A2 −

√
A2

, (۴٩.٣)

η0 =
(β − α)

√
A2

lnZ , (۵٠.٣)

٣٠



کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

(۴٧.٣) معادله از است. مختلف A با B = rA/(r− علامت(1 است، r ∈ (0, 1) اینکه به توجه با و
(٣۶.٣)-(٣۵.٣) معادلات توان مͬ سپس و آورد بدست شده داده r ͷی برای را A مقدار توان مͬ
دو A علامت به توجه با کرد. حل اولیه مقدار مسائل برای مناسب گیری انتگرال روش ͷی با را

داشت: خواهیم را زیر حالت

A > 0 حالت ٢.٣.٣

آید: مͬ بدست (۴٧.٣) معادله در (۵٠.٣) معادله از η0 مقدار دادن قرار با

lnZ = −(β − α)f̂

c
. (۵١.٣)

تعریف با

g1 := exp
(
−(β − α)f̂

c

)
, (۵٢.٣)

داشت: خواهیم (۵١.٣) رابطه در Z مقدار برای (۴٩.٣) معادله کردن جایͽزین و
√
c2 +B2 +

√
B2

√
c2 +A2 −

√
A2

= g1. (۵٣.٣)

صورت به تواند مͬ (۵٣.٣) معادله B < 0 و A > 0 به توجه با

g1A−B = g1
√
c2 +A2 −

√
c2 +B2, (۵۴.٣)

داریم: مشترک جملات حذف و قبل رابطه رساندن دو توان به با شود. نوشته

2g1
√
c2 +A2

√
c2 +B2 = (1 + g21)c

2 + 2g1AB. (۵۵.٣)

داشت: خواهیم کار همین انجام با دوباره

4g21(A
2 +B2)− 4g1(1 + g21)AB = (1− g21)

2c2. (۵۶.٣)

شود: مͬ نتیجه جبری محاسبات انجام و B = rA/(r − 1) کردن جایͽزین با اکنون
4g1

(r − 1)2
[g1 + (1− g1)

2r − (1− g1)
2r2]A2 = (1− g21)

2c2. (۵٧.٣)

شرط اگر نهایت در

Ψ1(r) := g1 + (1− g1)
2r − (1− g1)

2r2 > 0, (۵٨.٣)

شود: مͬ نتیجه زیر صورت به Aمثبت مقدار شود برقرار

A =

√
(r − 1)2(1− g21)

2c2

4Ψ1g1
. (۵٩.٣)

کرد. پیدا r پارامتر برای را قبول قابل بازه توان مͬ (۵٨.٣) شرط از بنابراین

٣١



کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

A < 0 حالت ٣.٣.٣

معادله از η0 مقدار دادن قرار با شود. مͬ گرفته نظر در مشابه روندی انجام با A < 0 حالت ادامه در
آید: مͬ بدست (۴٧.٣) معادله در (۵٠.٣)

lnZ =
(β − α)f̂

c
. (۶٠.٣)

تعریف با

g2 := exp
(
(β − α)f̂

c

)
, (۶١.٣)

داشت: خواهیم (۶٠.٣) رابطه در Z مقدار برای (۴٩.٣) معادله کردن جایͽزین و
√
c2 +B2 +

√
B2

√
c2 +A2 −

√
A2

= g2. (۶٢.٣)

آمد: خواهد در زیر صورت به (۶٢.٣) معادله B > 0 و A < 0 به توجه با

g2A−B =
√
c2 +B2 − g2

√
c2 +A2. (۶٣.٣)

داشت: خواهیم مشترک جملات حذف و بالا رابطه رساندن دو توان به با

2g2
√
c2 +B2

√
c2 +A2 = (1 + g22)c

2 + 2g2AB. (۶۴.٣)

داریم: بالا رابطه روی بر روند همین انجام با دوباره

4g22(A
2 +B2)− 4g2(1 + g22)AB = (1− g22)

2c2. (۶۵.٣)

شود: مͬ نتیجه ریاضͬ محاسبات انجام و B = rA/(r − 1) دادن قرار با

4g2
(r − 1)2

[g2 + (1− g2)
2r − (1− g2)

2r2]A2 = (1− g22)
2c2. (۶۶.٣)

شرط اگر

Ψ2(r) := g2 + (1− g2)
2r − (1− g2)

2r2 > 0, (۶٧.٣)

داشت: خواهد را زیر منفͬ مقدار A باشد برقرار

A = −

√
(r − 1)2(1− g22)

2c2

4Ψ2g2
. (۶٨.٣)

کرد. پیدا r پارامتر برای را قبول قابل ی بازه (۶٧.٣) شرط از توان مͬ نیز حالت این در
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A شیب دادن وقف ۴.٣.٣

دست در A اگر حال آمد. دست به r مجاز دامنه در Aشیب محاسبه برای فرمولͬ قبلͬ بخش دو در
مورد (٣۶.٣)-(٣۵.٣) معادلات از (u, x) آوردن بدست برای را گروه حافظ طرح توان مͬ باشد
عددی روش از استفاده به نیاز ،A نتیجه در و r برای صحیح مقدار تعیین منظور به داد. قرار استفاده
خواهیم پرتابی روش طریق از (٣۶.٣)-(٣۵.٣) غیرخطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل برای
حل با سپس و آورد بدست را A مقدار توان مͬ قبول قابل بازه در r آزمایشͬ مقدار ͷی برای داشت.
u1(β) = cدقیق مقدار با را ur1(β)عددی مقدار x = β تا x = α از معادلات(٣.٣۵)-(٣.٣۶) عددی
A آوردن بدست روند باشد (ϵ) شده داده تولرانس مقدار از کوچͺتر |ur1(β) − c| اگر کرد. مقایسه
داشت خواهیم r2 > r و r1 < r با متناظر u1(β) محاسبه به نیاز صورت این غیر در یابد. مͬ پایان
(ur11 (β)− c) (ur1(β)− c) < 0 اگر شوند. مͬ مشخص ur21 (β) و ur11 (β) های نماد با ترتیب به که
قرار (r, r2) بازه در ریشه صورت این غیر در داشت خواهد وجود r و r1 بین ریشه ͷی باشد، قرار بر
با نمود. خواهیم استفاده r مناسب مقدار کردن پیدا برای تنصیف روش از سپس داشت. خواهد
صدق |ur1(β)− c| ≤ ϵتوقف شرط در که کنیم پیدا ای گونه به را r مقدار توانیم مͬ روند این ادامه

کند.

عددی نتایج ۴.٣

براتو معادله ١.۴.٣

های روش دقت برای ͬͺمح عنوان به که باشد مͬ خطͬ غیر مرزی مقدار مسئله ͷی ٣ براتو مسئله
صورت به مسئله .[٣١ ،٣٠ ،٢٩ ،٢۵ ،٢۴] است گرفته قرار استفاده مورد بسیاری مقالات در عددی

باشد: مͬ زیر

u′′(x) + λeu(x) = 0, x ∈ [0, 1],

u(0) = u(1) = 0, (۶٩.٣)

است: زیر صورت به تحلیلͬ جواب دارای براتو مسئله .λ > 0 که

u(x) = −2ln
[
cosh ((x− 1

2)
θ
2

)
cosh( θ4)

]
, (٧٠.٣)

زمانͬ است جواب دو و ͷی صفر، دارای مسئله این باشد. مͬ θ =
√
2λcosh( θ4) معادله جواب θ که

معادله در λc بحرانͬ مقدار که λ < λc و λ = λc ،λ > λc ترتیب به که

1 =
1

4

√
2λccosh

(
θc
4

)
, (٧١.٣)

٣Bratu
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

پرتابی روش از استفاده منظور به . [٣٣ ،٣٢] باشد مͬ λc = 3.513830719 برابر و کند مͬ صدق
کنیم: مͬ استفاده زیر تبدیل از ابتدا لͬ گروه

y(x) = u(x) + c, c > 0. (٧٢.٣)

شود: مͬ تبدیل زیر صورت به براتو مسئله نتیجه در

y′′(x) + λey(x)−c = 0, x ∈ [0, 1],

y(0) = y(1) = c. (٧٣.٣)

کنیم: مͬ تبدیل زیر سیستم به را (٧٣.٣) معادله ادامه در

y′1(x) = y2(x),

y′2(x) = f(x, y1, y2),

y1(0) = c, y2(0) = A, (٧۴.٣)

که

f(x, y1, y2) = −λey1(x)−c. (٧۵.٣)

مقدار اینجا در برد. خواهیم کار به A نامعلوم مقدار کردن پیدا برای را لͬ گروه پرتابی روش سپس
همانند عددی های ناپایداری از که کنیم مͬ انتخاب ای گونه به مسئله به توجه با را c آزاد پارامتر
را تولرانس همچنین ،c = 0.5 دهیم مͬ قرار مثال این برای منظور این به باشیم. امان در ۴ ریز سر
،λ = 3 برای عددی نتایج کنیم. مͬ انتخاب ∆x = 0.0001 برابر را گام طول و ϵ = 10−12 برابر
مسئله که دهد مͬ نشان ٢.٣ و ١.٣ شͺل اند. گزارششده λ = 5 و λ = 4 ،λ = λc = 3.513830719

برای و یͺتا جواب دارای λ = λc = 3.513830719 برای گانه، دو جواب دارای λ = 3 برای براتو
بحرانͬ پارامتر برای آمده بدست تحلیلͬ نتایج بر منطبق دقیقا که باشد نمͬ جواب دارای λ = 4, 5

پرتابی روش وسیله به آمده بدست عددی دوگانه های جواب توان مͬ ٣.٣ شͺل در باشد. مͬ λc
جواب شͺل این همچنین کرد. مشاهده λ = 3 پارامتر برای دقیق های جواب همراه به را لͬ گروه
شͺل در نهایت در دهد. مͬ نشان λc = 3.513830719 پارامتر برای را دقیق جواب و عددی یͺتای
،λ = 3 پارامتر ازای به مسئله جواب از شاخه دو هر برای لͽاریتمͬ مقیاس در را روش خطای ۴.٣
شود مͬ کوچͺتر گام طول چه هر که کنیم مͬ ملاحظه ایم. کرده رسم گام مختلفطول مقادیر برای

شود. مͬ کمتر نیز خطا

۴Over follow
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واکنش�انتشار خطͬ غیر مدل ٢.۴.٣

دهد مͬ نشان متخلخل جسم در را واکنش-انتشار فرآیند ͷی ،۵ واکنش-انتشار خطͬ غیر مدل
داشت: خواهیم را زیر مرزی مقدار مسئله بعد، بدون متغیر حالت در .[٣٧ ،٣۶ ،٣۵ ،٣۴ ،٢۵ ،٢۴]

u′′(x)− ψ2um(x) = 0, x ∈ [0, 1],

u′(0) = 0, u(1) = 1. (٧۶.٣)

حالت در است. داده ارائه ضمنͬ شͺل به مسئله این برای را دقیق تحلیلͬ های جواب [٣۵] مقاله
برای جواب، دوگانگͬ دارای 0 ≤ ψ < ψmax(m) = 0.765152 برای مسئله ،m = −1 واکنش مرتبه
مرتبه که حالتͬ در باشد. مͬ یͺتا جواب دارای ψ = ψmax(m) برای و جواب بدون ψ > ψmax(m)

،ψ = ψmax(m) و 0 ≤ ψ < ψ∗(m) برای یͺتا جواب دارای مسئله باشد −1 < m < 0 واکنش
ͷمح برای باشد. مͬ ψ > ψmax(m) برای جواب بدون و ψ∗(m) ≤ ψ < ψmax(m) ازای به دوگانه
و ψ = 0.2, 0.6, 0.8, 0.9 مقادیر و گرفته نظر در m = −3

4 را واکنش ی مرتبه لͬ گروه پرتابی روش
[٣۵] مقاله در ψmax(m) و ψ∗(m) بحرانͬ مقادیر حالت این در گیریم. مͬ نظر در ψ برای را ψ = 1

است شده داده نشان همچنین اند. شده محاسبه ψmax(m) = 0.839768 و ψ∗(m) = صورت0.40 به
ضمنͬ شͺل به جواب دارای مسئله m = −3

4 حالت در

x =
2
√
2c

7
8
0

35ψ

√(
u

c0

) 1
4

− 1

[
16 + 8

(
u

c0

) 1
4

+ 6

(
u

c0

) 1
2

+ 5

(
u

c0

) 3
4

]
, (٧٧.٣)

و جواب از اول شاخه برای c0 = 0.1836751649400644 ،ψ = 0.8 اگر که باشد مͬ
تنها برای c0 = 0.9797428483877718 ،ψ = 0.2 اگر و دوم، شاخه برای c0 = 0.533047876754385

باشد. مͬ مسئله جواب
بریم: مͬ کار به را زیر تبدیل ابتدا لͬ گروه پرتابی روش از استفاده برای

y(x) = u(x) + c− 1. (٧٨.٣)

شود: مͬ تبدیل زیر مسئله به (٧۶.٣) معادله بنابراین

y′′(x)− ψ2 (y(x)− c+ 1)m = 0, x ∈ [0, 1],

y′(0) = 0, y(1) = c. (٧٩.٣)

کنیم: مͬ تبدیل زیر سیستم به را (٧٩.٣) معادله سپس

y′1(x) = y2(x),

y′2(x) = f(x, y1, y2),

y2(0) = 0, y1(1) = c, (٨٠.٣)
۵Reaction-diffusion model
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که

f(x, y1, y2) = ψ2 (y1(x)− c+ 1)m . (٨١.٣)

گیریم: مͬ نظر در را زیر معادله مسئله، مرزی شرایط کردن یͺسان برای طرفͬ از

y′1(x) = y2(x),

y′2(x) = F (x, y1, y2),

y1(−1) = c, y1(1) = c (٨٢.٣)

که

F (x, y1, y2) =


f(x, y1, y2), 0 ≤ x ≤ 1,

f(−x, y1,−y2), −1 ≤ x ≤ 0,
(٨٣.٣)

(٨٢.٣) معادله برای را لͬ گروه پرتابی روش توان مͬ حال باشد. مͬ f تابع از متقارن بسط ͷی
است نیاز x = 0 تا x = −1 از بالا معادلات محاسبه به فقط عمل در اما برد، کار به [−1, 1] بازه روی
کمتر شده داده تولرانس از y2(0) = 0 خطای که کنیم مͬ پیدا ای گونه به را y2(−1) = A شیب و
0 ≤ x ≤ 1 بازه به را آمده بدست جواب است کافͬ شد برقرار توقف شرط اگر نهایت در باشد.
شͺل کنیم. مͬ انتخاب را ϵ = 10−12 و c = 0.5 مثال این برای دهیم. انتقال مسئله) اصلͬ ی (بازه
یͺتا جواب ،ψ = 0.8 برای جواب دو دارای واکنش-انتشار مدل که دهند مͬ نشان ۶.٣ و ۵.٣ های
ψ∗(m) بحرانͬ مقادیر با نتایج این که باشد مͬ ψ = 1 و ψ = 0.9 برای جواب بدون و ψ = 0.2 برای
به آمده بدست عددی دوگانه های جواب توان مͬ ٧.٣ شͺل در است. سازگار کاملا ψmax(m) و
مشاهده دقیق های جواب همراه به ،ψ = 0.8 ازای به مسئله این برای را لͬ گروه پرتابی روش وسیله
کرد. ملاحظه شͺل این در ψ = 0.2 ازای به را دقیق و عددی یͺتای جواب توان مͬ همچنین کرد.
مختلف های گام طول برای ψ = 0.8 ازای به جواب از شاخه دو برای را خطا های نمودار ٨.٣ شͺل

دهد. مͬ نشان لͽاریتمͬ مقیاس در

یامابه معادله ٣.۴.٣

ͷفیزی های حوزه از برخͬ و هندسه در کاربرد دارای خطͬ غیر دیفرانسیل معادله ͷی ۶ یامابه معادله
خواهیم نظر در Rm در Bm واحد توپ روی بر را معادله این .[۴٢ ،۴١ ،۴٠ ،٣٩ ،٣٨] باشد مͬ

کنیم: مͬ تعریف بنابراین باشد. مͬ فضا بعد m = 3, 4, 5, · · · که گرفت،
Sm−1

=
{
z ∈ Rm−1

∣∣∣∥z∥ = 1
}
صورتمنیفلد به Bmرا مرز مشابه طور به .Bm

=
{
z ∈ Rm

∣∣∣∥z∥ ≤ 1
}

گیریم: مͬ نظر در را یامابه مرزی مقدار مسئله سپس کرد. خواهیم تعریف

−∆y = y − λy1+4/(m−2),

y(z) = 1, z ∈ Sm−1
, (٨۴.٣)

۶Yamabe equation
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است جزئͬ دیفرانسیل معادله ͷی یامابه معادله باشد. مͬ پارامتر ͷی λ و لاپلاسین عملͽر ∆ که
متقارن تابع ͷی وضعیت این سازی ساده برای است. خطͬ غیر شدت به 2 از بزرگتر m هر برای که

کنیم: مͬ معرفͬ شعاعͬ متغیر ͷی و شعاعͬ

y(z) = v(x) و x =
√
z21 + z22 + ...+ z2m, (٨۵.٣)

بنابراین .n ∈ (1, 5] ،m ≥ 3 برای که ای گونه به گیریم مͬ نظر در را n = 1 + 4/(m− 2) همچنین
شود: مͬ تبدیل زیر شͺل به (٨۴.٣) مرزی مقدار مسئله

v′′(x) +
m− 1

x
v′(x)− v(x) + λvn(x) = 0,

v′(0) = 0, v(1) = 1. (٨۶.٣)

اول نوع از ٧ لین-امدن معروف معادله به شبیه فرمͬ (٨۶.٣) معادله کنیم مͬ ملاحظه که همانطور
متفاوت مسئله های شرط شͺل همچنین و دارد تر اضافه جمله ͷی (٨۶.٣) که کنید توجه اما دارد.
دو هر n و λ مرزی). مقدار مسئله ͷی نه بوده اولیه مقدار مسئله ͷی لین-امدن (مسئله باشد مͬ
m به وابسته n پارمتر که حالͬ در گرفت نظر در حقیقͬ پارامتر ͷی را λ توان مͬ که هستند پارامتر
میل نهایت بی به m که زمانͬ ترتیب. همین به و n؛ = 3 ،m = 4 اگر n؛ = 5 ،m = 3 اگر است:
دقیق طور به توان مͬ و بوده خطͬ مسئله ͷی حالت این در مسئله که رود مͬ ͷی سمت به n کند مͬ
m و λمختلف مقادیر ازای به و لͬ گروه پرتابی روش با را (٨۶.٣) معادله ادامه در کرد. حل را آن
معادله شعاعͬ متقارن های جواب و کرد خواهیم حل اند، گرفته قرار توجه مورد کمتر حال به تا که

آورد. خواهیم بدست را یامابه
کنیم: مͬ استفاده زیر تبدیل از ابتدا قبل همانند

v(x) = u(x)− c+ 1. (٨٧.٣)

شود: مͬ تبدیل زیر مسئله به یامابه معادله بنابراین

u′′(x) =
1−m

x
u′(x) + u(x)− c+ 1− λ(u(x)− c+ 1)n,

u′(0) = 0, u(1) = c. (٨٨.٣)

کنیم: مͬ تبدیل زیر سیستم به را بالا معادله سپس

u′1(x) = u2(x),

u′2(x) = f(x, u1, u2),

u2(0) = 0, u1(1) = c, (٨٩.٣)

که

f(x, u1, u2) =
1−m

x
u′(x) + u(x)− c+ 1− λ(u(x)− c+ 1)n. (٩٠.٣)

٧Lane-Emden
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گیریم: مͬ نظر در را زیر معادله ادامه در

u′1(x) = u2(x),

u′2(x) = F (x, u1, u2),

u1(−1) = c, u1(1) = c, (٩١.٣)

که

F (x, u1, u2) =


f(x, u1, u2), 0 ≤ x ≤ 1,

f(−x, u1,−u2), −1 ≤ x ≤ 0,
(٩٢.٣)

بازه روی را لͬ گروه پرتابی روش توان مͬ قبل مثال همانند حال باشد. مͬ f از متقارن بسط ͷی
را u2(−1) = A > 0 حالت λ > 1 برای و u2(−1) = A < 0 حالت λ < 1 برای برد. کار به [−1, 1]

گروه پرتابی روش در شده استفاده مختلف های پارامتر توان مͬ ١.٣ جدول در گیریم. مͬ نظر در
مͬ ٩.٣ شͺل در کرد. مشاهده mمختلف مقادیر و λ = 4 ،λ = 2 ،λ = −1 ،λ = 0.1 برای را لͬ
١٠.٣ های شͺل در کرد. مشاهده r پارامتر به نسبت را ٨ تطابق عدم خطای نمودار از مثال دو توان
،λ = −1 ،λ = 0.1 برای را لͬ گروه پرتابی روش با آمده بدست عددی های جواب توان مͬ ١١.٣ و
(٨۶.٣) معادله ٩ مانده خطای ١٢.٣ شماره شͺل کرد. مشاهده mمختلف مقادیر و λ = 4 ،λ = 2

بدست برای که کنیم اشاره باید دهد. مͬ نشان mمختلف مقادیر ازای به λ = 2 و λ = 0.1 برای را
مͬ استفاده (٨۶.٣) معادله در v′′(xi) ≃ (v′(xi+1)− v′(xi−1))/2∆xتقریب از مانده خطای آوردن
دارای λ = 1 حالت در یامابه معادله است. آمده بدست لͬ گروه پرتابی روش از v′(xi) که کنیم
معادله شعاعͬ متفارن عددی های جواب توان مͬ ١٣.٣ شͺل در باشد. مͬ v(x) = 1 دقیق جواب
کنیم مͬ ملاحظه و کرد مشاهده ( λ = 1 حالت در مسئله دقیق (جواب v(x) = 1 همراه به را یامابه
در شوند. مͬ همͽرا v(x) = 1 سمت به یامابه معادله های جواب شود مͬ بزرگتر m پارامتر چه هر
و λ = −1 ازای به را لͬ گروه پرتابی روش از آمده بدست نتایج ۵.٢.٣-٣ های جدول در نهایت
قدرتمند روش ͷی که ([۴٣] ریچاردسون درونیابی با میانͬ نقطه (روش ١٠ میدریچ روش با λ = 4

را لͬ گروه پرتابی روش دقت مقایسه این ایم. کرده مقایسه باشد، مͬ ١١ منفرد مسائل حل برای
دهد. مͬ نشان بخوبی

گیری نتیجه ۵.٣

استفاده ای نقطه دو غیرخطͬ مرزی مقدار مسائل حل برای لͬ گروه پرتابی روش از فصل این در
تابعͬ صورت به را مسئله غایب شرط توان مͬ لͬ گروه پرتابی روش در دیدیم که همچنان کردیم.

٨Mis-matching error
٩Residual error
١٠Midrich
١١Singular
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مهم مزیت این و آورد بدست r پارامتر برای را قبول قابل دامنه توان مͬ که آورد بدست r پارامتر از
روی بر را روش این عددی نتایج بخش در باشد. مͬ معمولͬ پرتابی های روش به نسبت روش این
کردیم. استفاده متقارن بسط از مسئله شرایط سازی یͺسان برای مثال دو در که کردیم پیدا مثال سه
یامابه منفرد مسئله و باشند مͬ دقیق جواب دارای که واکنش-انتشار مدل و براتو معروف های مسئله
روش که دید توان مͬ کردیم. حل روش این با را است نشده گزارش آن برای دقیقͬ جواب هنوز که
خوبی دقت با را ها جواب این و کرده بینͬ پیش را جواب های شاخه تعداد خوبی به لͬ گروه پرتابی

زند. مͬ تقریب
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ازای به براتو معادله برای r به نسبت (چپ) y′(0) = A(r) نمودار و (راست) y(1)− 0.5 نمودار :١.٣ شͺل
.λ = 3

معادله برای r پارامتر به نسبت (چپ) λ = 4, 5 برای و λc برای (راست) y(1) − 0.5 نمودار :٢.٣ شͺل
براتو.

۴٠
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یͺتای جواب و (راست)، λ = 3 ازای به دقیق جواب دو همراه به براتو معادله عددی جواب دو :٣.٣ شͺل
(چپ). λ = λc برای دقیق و عددی

های جواب (چپ) دوم شاخه و (راست) اول شاخه از لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای :۴.٣ شͺل
.∆xمختلف مقادیر و λ = 3 ازای به براتو، معادله
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به r به نسبت واکنش-انتشار مدل برای (چپ) y′(−1) = A(r) و (راست) y(1) − 0.5 نمودار :۵.٣ شͺل
.ψ = 0.8 و m = −3

4 ازای

ψ = 0.9, 1 ازای به و (راست) ψ = 0.2 ازای به -انتشار واکنش مدل برای y(1) − 0.5 نمودار :۶.٣ شͺل
.r به نسبت (چپ)
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مدل برای دقیق دوگانه های جواب همراه به لͬ گروه پرتابی روش گانه دو عددی های جواب :٧.٣ شͺل
برای دقیق یͺتای جواب همراه به عددی یͺتای جواب و (راست)، ψ = 0.8 ،m = −3

4 ازای به واکنش-انتشار
(چپ). ψ = 0.2

(چپ) جواب دوم شاخه و (راست) جواب اول شاخه لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای :٨.٣ شͺل
.∆xمختلف مقادیر برای و ψ = 0.8 ،m = − 3

4 ازای به واکنش-انتشار مدل دوگانه های جواب برای
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،λ = −1 ،λ = 0.1 بالا) از ترتیب (به ازای به یامابه معادله برای شده استفاده های پارامتر :١.٣ جدول
. λ = 4 و λ = 2

ϵ r ∆x c m

2× 10−9 0.882147796469 0.0001 1 3

3× 10−8 0.914317329532 0.001 1 4

7× 10−8 0.944591577888 0.005 1 6

ϵ r ∆x c m

6× 10−8 0.873285360792 0.0001 10 3

4× 10−8 0.892809997425 0.001 10 4

2× 10−7 0.922926007352 0.005 10 6

ϵ r ∆x c m

6× 10−10 0.880650585250 0.001 1 4

4× 10−8 0.944044641065 0.005 1 6

3× 10−6 0.960964387295 0.01 1 8

ϵ r ∆x c m

2× 10−7 0.903135356042 0.005 10 6

4× 10−6 0.935530255437 0.01 10 8

6× 10−4 0.950318540055 0.01 10 10
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و λ = 2 (راست)، m = 3 و λ = 0.1 ازای به یامابه معادله برای r به نسبت u′(0) − 0 نمودار :٩.٣ شͺل
(چپ). m = 4
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ازای به یامابه معادله برای لͬ گروه پرتابی روش از استفاده با آمده بدست عددی های جواب :١٠.٣ شͺل
(چپ). λ = −1 و (راست) λ = 0.1
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ازای به یامابه معادله برای لͬ گروه پرتابی روش از استفاده با آمده بدست عددی های جواب :١١.٣ شͺل
(چپ). λ = 4 و (راست) λ = 2
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λ = 0.1 ازای به یامابه معادله برای لͬ گروه پرتابی روش از استفاده با آمده بدست مانده خطای :١٢.٣ شͺل
(چپ). λ = 2 و (راست)
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ازای به یامابه معادله برای لͬ گروه پرتابی روش از استفاده با شعاعͬ متقارن های جواب :١٣.٣ شͺل
.limm→∞ vm,λ(x) = vm,1(x) = 1 که شود مͬ مشاهده ،λ = 4 و λ = −1

به یامابه معادله برای میدریچ روش با لͬ گروه پرتابی روش از آمده بدست عددی نتایج مقایسه :٢.٣ جدول
.m = 3 ،λ = −1 ازای

میدریچ روش لͬ گروه پرتابی روش نقاط
v′(x) v(x) v′(x) v(x)

0 0.785556 5.33891× 10−8 0.785535 0

0.036262 0.787367 0.036260 0.787347 0.1

0.073164 0.792830 0.073161 0.792812 0.2

0.111389 0.802043 0.111385 0.802027 0.3

0.151709 0.815177 0.151704 0.815162 0.4

0.195049 0.832486 0.195044 0.832472 0.5

0.242573 0.854326 0.242567 0.854314 0.6

0.295810 0.881190 0.295805 0.881180 0.7

0.356861 0.913748 0.356857 0.913741 0.8

0.428723 0.952921 0.428724 0.952917 0.9

0.515868 1 0.515876 1 1
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به یامابه معادله برای میدریچ روش با لͬ گروه پرتابی روش از آمده بدست عددی نتایج مقایسه :٣.٣ جدول
.m = 6 ،λ = −1 ازای

میدریچ روش لͬ گروه پرتابی روش نقاط
v′(x) v(x) v′(x) v(x)

0 0.855624 1.87684× 10−7 0.854891 0

0.026506 0.856948 0.026477 0.856279 0.1

0.053284 0.860934 0.053231 0.860329 0.2

0.080608 0.867623 0.080539 0.867079 0.3

0.108767 0.877084 0.108688 0.876603 0.4

0.138067 0.889415 0.137987 0.888998 0.5

0.168842 0.904747 0.168766 0.904399 0.6

0.201455 0.923245 0.201395 0.922970 0.7

0.236318 0.945113 0.236283 0.944919 0.8

0.273893 0.970599 0.273897 0.970496 0.9

0.314714 1 0.314773 1 1

به یامابه معادله برای میدریچ روش با لͬ گروه پرتابی روش از آمده بدست عددی نتایج مقایسه :۴.٣ جدول
.m = 6 ،λ = 4 ازای

میدریچ روش لͬ گروه پرتابی روش نقاط
v′(x) v(x) v′(x) v(x)

0 1.40842 −1.42957× 10−7 1.40991 0

−0.108075 1.40300 −0.108274 1.40421 0.1

−0.212051 1.38694 −0.212333 1.38787 0.2

−0.308166 1.36085 −0.308428 1.36151 0.3

−0.393291 1.32568 −0.393453 1.32609 0.4

−0.465135 1.28264 −0.465145 1.28286 0.5

−0.522336 1.23314 −0.522177 1.23323 0.6

−0.564463 1.17867 −0.564147 1.17867 0.7

−0.591906 1.12074 −0.591468 1.12069 0.8

−0.605726 1.06075 −0.605214 1.06071 0.9

−0.607454 1 −0.606924 1 1
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به یامابه معادله برای میدریچ روش با لͬ گروه پرتابی روش از آمده بدست عددی نتایج مقایسه :۵.٣ جدول
.m = 10 ،λ = 4 ازای

میدریچ روش لͬ گروه پرتابی روش نقاط
v′(x) v(x) v′(x) v(x)

0 1.17559 −5.1712× 10−4 1.17726 0

−0.039139 1.17363 −0.039218 1.17510 0.1

−0.077743 1.16778 −0.077876 1.16905 0.2

−0.115289 1.15812 −0.115451 1.15918 0.3

−0.151286 1.14478 −0.151452 1.14564 0.4

−0.185283 1.12793 −0.185434 1.12861 0.5

−0.216885 1.10780 −0.217001 1.10830 0.6

−0.245756 1.08464 −0.245824 1.08499 0.7

−0.271630 1.05875 −0.271640 1.05896 0.8

−0.294312 1.03042 −0.294260 1.03052 0.9

−0.313680 1 −0.313565 1 1

۴٩



۴ فصل

عددی حل برای لͬ گروه روش ͷی
ͷی جریان از فرچیمر معادله�برینکمن
شͺل مستطیل دامنه ͷی روی سویه

مقدمه ١.۴

صورت به مستطیلͬ یͷمجرای از zجهت در یͷسویه جریان برای ١ برینکمن-فرچیمر تکانه معادله
شود: مͬ بندی مدل زیر

µ̂(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
)−

Cfρ√
K
u2 − µ

K
u+G = 0, (١.۴)

نفوذ K موثر، غلظت µ̂ جریان، غلظت µ چͽالͬ، ρ داخلͬ، اینرسͬ Cf ،z جهت در سرعت u که
صورت به مناسب مرزی شرایط باشد. مͬ کاربردی فشار گرادیان سوء اثر Gنهایت در و پذیری

u(0, y) = u(1, y) = u(x, 0) = u(x, 1) = 0, (٢.۴)

صورت به C و B ،A های ثابت تعریف با باشند. مͬ

A =
Cfρ

µ̂
√
K
, B =

µ

µ̂K
, C =

G

µ̂
, (٣.۴)

بعدی دو لاپلاسین عملͽر و

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, (۴.۴)

نوشت: زیر فشرده شͺل به را (١.۴) دیفرانسیل معادله توان مͬ

∆u = Au2 +Bu− C. (۵.۴)
١Brinkman-Forchheimer
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ͷی ،x متغیر ͷی روی بر برینکمن-فرچیمر معادله آنالوگ گرفتن نظر در با [۴۴] مقاله در نویسنده
آورد. بدست اشباع متخلخل مجرای ͷی در اجباری همرفت برای اختلال، نظریه از استفاده با جواب
مقاله در نویسنده این بر علاوه گرفت. نظر در بعد ͷی در را خطͬ برینکمن معادله [۴۵] همچنین
این از خاصͬ حالت که است گرفته نظر در را (١.۴) دیفرانسیل معادله از خطͬ شͺل ͷی [۴۶]
از تعمیم ͷی شد خواهد بررسͬ بخش این در که ای معادله بنابراین باشد. مͬ A = 0 برای معادله
روشهموتوپی بوسیله [۴١] مقاله در ٢ گوردر ون باشد. مͬ [۴۶ مقالات[۴۴، در شده بررسͬ مسئله
و او همچنین است. آورده بدست را برینکمن-فرچیمر تکانه معادله از تقریبی تحلیلͬ های جواب
خصوص به بعدی، دو مقطع سطح ͷی برای را برینکمن-فرچیمر معادله [۴٧] مقاله در همͺاران
همͺاران و بندی عباس اخیراً است. کرده مطالعه تغییراتͬ تقریبی روش ͷی با مستطیلͬ مجرای ͷی
خطای با را معادله این عددی های جواب تولیدی باز ی هسته روش از استفاده با [۴٨] مقاله در
مرزی مقدار مسئله که است شده داده نشان [۴٩] مقاله در همچنین اند. گزارشکرده خوبی ی مانده

باشد. مͬ هموار یͺتای جواب دارای (٢.۴) شرایط با (۵.۴)
مشتق با متغیر ͷی به گروه حافظ طرح روش از استفاده با برینکمن-فرچیمر ی معادله حل برای
مقاله در بار نخستین که جالب ای ایده از استفاده با ابتدا در نیازمندیم. معادله در اول ی مرتبه
گسسته از استفاده با سپس کنیم. مͬ اضافه معادله به را ساختگͬ متغیر این شد، مطرح [۵٠] ی
به بنابراین کنیم. مͬ گسسته را y و x یعنͬ معادله در موجود های متغیر سایر معمولͬ، های سازی
حل برای کنیم. مͬ پیدا دست ساختگͬ متغیر حسب بر معمولͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه ͷی
های مقاله در ساختگͬ متغیر روش این کنیم. مͬ استفاده گروه حافظ طرح روش از دستگاه این
بسیار عددی نتایج که است گرفته قرار استفاده مورد نیز [۵٨ ،۵٧ ،۵۶ ،۵۵ ،۵۴ ،۵٣ ،۵٢ ،۵١]

است. کرده حاصل را خوبی

ساختگͬ متغیر گیری انتگرال روش ٢.۴

افزایش را عددی روش پایداری تا کنیم مͬ ضرب v0 > ثابت0 در را (۵.۴) معادله طرف دو ابتدا در
دهیم:

v0∆u− v0f(u) = 0, (۶.۴)

کرد: خواهیم استفاده زیر اساسͬ تبدیل از سپس .f(u) = Au2 +Bu− C که

v(x, y, τ) = (1 + τ)mu(x, y), 0 < m ≤ 1, (٧.۴)

شود: مͬ تبدیل زیر شͺل به (۵.۴) معادله بنابراین

v0
(1 + τ)m

∆v − v0f

(
v

(1 + τ)m

)
= 0. (٨.۴)

٢Van Gorder
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رابطه از استفاده با حال

∂v

∂τ
= m(1 + τ)m−1u(x, y), (٩.۴)

داشت: خواهیم (٨.۴) رابطه طرف دو به آن افزودن و

∂v

∂τ
=

v0
(1 + τ)m

∆v − v0f

(
v

(1 + τ)m

)
+m(1 + τ)m−1u(x, y). (١٠.۴)

شود: تبدیل vحسب بر جزئͬ دیفرانسیل معادله از جدید نوع ͷی به تواند مͬ (١٠.۴) معادله سپس

∂v

∂τ
=

v0
(1 + τ)m

∆v − v0f

(
v

(1 + τ)m

)
+

mv

1 + τ
. (١١.۴)

از استفاده با حال

∂

∂τ

(
v

(1 + τ)m

)
=

vτ
(1 + τ)m

− mv

(1 + τ)m+1
, (١٢.۴)

آورد: خواهیم بدست 1

(1 + τ)m
انتگرال فاکتور در (١١.۴) معادله طرف دو ضرب از بعد و

∂

∂τ

(
v

(1 + τ)m

)
=

v0
(1 + τ)2m

∆v − v0
(1 + τ)m

f

(
v

(1 + τ)m

)
. (١٣.۴)

بدست زیر مطابق u تابع برای جزئͬ دیفرانسیل معادله ͷی (٧.۴) معادله از دوباره استفاده با ادامه در
آورد: خواهیم

∂u

∂τ
=

v0
(1 + τ)m

(∆u− f(u)) . (١۴.۴)

معادله تا است شده استفاده آن از و است ساختگͬ زمان متغیر ͷی τ بالا معادله در که کنید توجه
نامعلوم تابع ͷی u همچنین کند. تبدیل R2+1 فضای در جزئͬ دیفرانسیل معادله ͷی به را (۵.۴)
وسیله به u(x, y, τ) |τ=0 مقدار و باشد مͬ τ ≥ 0 همه برای (٢.۴) شرایط و u = u(x, y, τ) با
زمان در u از عددی مقدار ͷی uji (τ) := u(xi, yj , τ) فرضکنیم حال شد. خواهد تعیین اولیه حدس
روی بر سازی شبه-گسسته روش از استفاده با باشد. (xi, yj) شبͺه از نقطه ͷی در و τ ساختگͬ

آید: مͬ بدست (١۴.۴) معادله

d

dτ
uji (τ) =

v0
(1 + τ)m

(
uji+1(τ)− 2uji (τ) + uji−1(τ)

(∆x)2
+
uj+1
i (τ)− 2uji (τ) + uj−1

i (τ)

(∆y)2

−f
(
uji (τ)

))
,

(١۵.۴)

.j = 1, 2, · · · , n2 − 1 ،yj = j∆y و i = 1, 2, · · · , n1 − 1 ،xi = i∆x ،∆y =
1

n2
،∆x =

1

n1
که
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دیفرانسیل معادلات سیستم حل برای گروه حافظ طرح ١.٢.۴

دیفرانسیل معادلات از سیستم ͷی به (١۵.۴) معادله u = (u11, u
2
1, ..., u

n2−1
n1−1)

T فرض با ادامه در
شد: خواهد تبدیل معمولͬ

du
dτ

= f(u, τ), u ∈ RM , τ ≥ 0, (١۶.۴)

و بود خواهد (١۵.۴) معادله راست سمت در مؤلفه M با بردار تابع ͷی دهنده نشان f که
باشد. مͬ (0, 1) × (0, 1) دامنه درون در گسسته های نقطه کل تعداد M = (n1 − 1) × (n2 − 1)

گروه حافظ طرح روش از استفاده با اکنون

un+1 = un +
(αn − 1)fn · un + βn∥un∥∥fn∥

∥fn∥2
fn = un + ηnfn. (١٧.۴)

زمان تا τ = 0 اولیه ساختگͬ زمان از uji (0) اولیه مقدار فرض با τ متغیر به نسبت را (١۶.۴) معادله
زیر صورت به عددی گیری انتگرال این برای توقف شرط نمود. خواهیم حل τf نهایی ساختگͬ

بود: خواهد
n1−1∑
i=1

n2−1∑
j=1

(
uji (n+ 1)− uji (n)

)2
≤ ϵ, (١٨.۴)

پایداری تقویت باعث توانند مͬ نیز m و v0 های پارامتر باشد. مͬ معلوم همͽرایی معیار ͷی ϵ که
شوند. عددی گیری انتگرال همͽرایی سرعت افزایش و

عددی نتایج ٣.۴

آوریم. بدستمͬ C Bو ،Aمختلف مقادیر برای را برینکمن-فرچمیر معادله عددی بخشحل این در
زیر صورت به را مانده خطای مربع میانگین ی ریشه و مانده خطای عددی، روش دقت اثبات برای

کنیم: مͬ تعریف

R(xi, yj) =
uji+1 − 2uji + uji−1

(∆x)2
+
uj+1
i − 2uji + uj−1

i

(∆y)2
− f(uji ),

RMSR =

√∑n1−1
i=1

∑n2−1
j=1 R 2(xi, yj)

(n1 − 1)(n2 − 1)
, (١٩.۴)

برای ابتدا در است. (xi, yj) ی نقطه در معادله جواب تقریب uji و f(u) = Au2 + Bu − C که
،v0 = ∆τ = 0.01 صورت به را ها پارامتر سایر همͽرایی، سرعت بر m پارامتر تاثیر دادن نشان
نشان شͺل این کنیم. مͬ رسم را ١.۴ شماره شͺل و کنیم مͬ ثابت ϵ = 10−10 و n1 = n2 = 20

بیشتر توقف ͷمح به رسیدن برای ها تکرار تعداد شود مͬ ͷنزدی ͷی به m پارامتر چه هر دهد مͬ
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.m پارامتر حسب بر ها تکرار تعداد :١.۴ شͺل

را m پارامتر بنابراین است. ثابت تقریبا ها تکرار تعداد m ≤ 0.01 مقادیر برای طرفͬ از شود. مͬ
توقف معیار کاهش با که کرد مشاهده توان مͬ ٢.۴ شماره شͺل در کنیم. مͬ انتخاب 0.01 برابر
ای نشانه که یابد مͬ کاهش خطا گروه، حافظ طرح روش های تکرار تعداد افزایش عبارتͬ به یا (ϵ)
٣.۴ شͺل در بخشد. مͬ بهبود را نتایج بیشتر ای گره نقاط انتخاب همچنین باشد. مͬ همͽرایی از
که آن مانده خطای همراه به را عددی جواب و گرفته نظر در را ϵ = 10−35 و n1 = n2 = 20 مقادیر
نتایج همین ۴.۴ شͺل از ایم. کرده رسم A = B = C = 1 های پارامتر ازای به باشد مͬ دقیق بسیار
شده ارائه عددی روش دقت کم های خطا این کرد. مشاهده A = B = C = 100 ازای به توان مͬ را
توابع نوع دو حسب بر را معادله این تحلیلͬ های جواب [۴٧] مقاله کند. مͬ ثابت را بخش این در
فصل این روش توسط شده ارائه عددی نتایج کنیم اشاره باید است. آورده بدست متفاوت ای پایه
همچنین باشد. مͬ O

(
10−3.max(A,B,C)

) خطای دارای که [۴٧] تحلیلͬ نتایج از است تر دقیق
مقایسه [۴٨] مقاله توسط آمده بدست نتایج با را روش ی مانده خطای ٣.۴ -١.۴ های جدول در
اند. کرده پیدا بهبود فصل این در شده ارائه روش توسط نتایج دهند مͬ نشان ها جدول ایم. کرده
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گسسته نقاط تعداد و ϵتوقف معیار مختلف مقادیر ازای به مانده خطای مربع میانگین ی ریشه :٢.۴ شͺل
(راست). A = B = C = 100 و (چپ) A = B = C = 1 ازای به مختلف، ی
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

(چپ) جواب این مانده خطای و (راست) ساختگͬ متغیر روش از آمده بدست تقریبی جواب :٣.۴ شͺل
.A = B = C = 1 برای

(چپ) جواب این مانده خطای و (راست) ساختگͬ متغیر روش از آمده بدست تقریبی جواب :۴.۴ شͺل
.A = B = C = 100 برای
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

Cfρمختلف مقادیر برای [۴٨] در شده ارائه روش و حاضر روش از مانده خطای بین مقایسه :١.۴ جدول
. µ = µ̂ = K = G = 1 و

R(x, y) ،Cfρ = 20 R(x, y) ،Cfρ = 0 ها گره
حاضر روش [۴٨] روش حاضر روش [۴٨] روش
7.4384× 10−15 4.7225× 10−12 9.1038× 10−15 9.7532× 10−13 (0.1, 0.1)

3.1863× 10−14 8.9296× 10−12 2.8310× 10−14 1.2051× 10−12 (0.2, 0.2)

3.2418× 10−14 1.3499× 10−11 3.3528× 10−14 1.9556× 10−12 (0.3, 0.3)

3.1197× 10−14 1.4683× 10−11 7.2053× 10−14 5.2708× 10−14 (0.4, 0.4)

5.2513× 10−14 41.5061× 10−11 6.9166× 10−14 1.2245× 10−12 (0.5, 0.5)

3.1197× 10−14 1.4584× 10−11 7.2053× 10−14 2.6600× 10−12 (0.6, 0.6)

3.2418× 10−14 1.2878× 10−11 3.3528× 10−14 2.6944× 10−12 (0.7, 0.7)

3.1863× 10−14 9.9805× 10−12 3.1086× 10−14 2.0740× 10−13 (0.8, 0.8)

5.1270× 10−15 6.3057× 10−12 7.4384× 10−15 4.6567× 10−13 (0.9, 0.9)

و Gمختلف مقادیر برای [۴٨] در شده ارائه روش و حاضر روش از مانده خطای بین مقایسه :٢.۴ جدول
. Cfρ = µ = µ̂ = K = 1

R(x, y) ،G = 3 R(x, y) ،G = 1 ها گره
حاضر روش [۴٨] روش حاضر روش [۴٨] روش
2.8865× 10−14 3.2648× 10−11 8.6597× 10−15 8.6817× 10−12 (0.1, 0.1)

6.4392× 10−14 6.3851× 10−11 3.2751× 10−14 1.6994× 10−11 (0.2, 0.2)

1.0347× 10−13 9.5980× 10−11 2.5535× 10−14 2.5481× 10−11 (0.3, 0.3)

1.1901× 10−13 1.1197× 10−11 6.5503× 10−14 2.9877× 10−11 (0.4, 0.4)

1.4477× 10−13 1.1831× 10−10 6.3060× 10−14 3.1781× 10−11 (0.5, 0.5)

1.1901× 10−13 1.1518× 10−10 6.5503× 10−14 3.1156× 10−11 (0.6, 0.6)

1.2567× 10−13 1.0074× 10−11 3.1086× 10−14 2.7408× 10−11 (0.7, 0.7)

6.4392× 10−14 7.6348× 10−11 3.5527× 10−14 2.0859× 10−11 (0.8, 0.8)

3.1530× 10−14 4.4938× 10−12 7.9936× 10−15 1.2254× 10−11 (0.9, 0.9)
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

نقطه در µ = µ̂ = K = G = 1 ثابت ومقادیر Cfρ مختلف مقادیر برای عددی های جواب :۵.۴ شͺل
.x = 0.5

K از مختلف مقادیر برای [۴٨] در شده ارائه روش و حاضر روش از مانده خطای بین مقایسه :٣.۴ جدول
. Cfρ = µ = µ̂ = G = 1 و

R(x, y) ،K = 0.01 R(x, y) ،K = 0.1 ها گره
حاضر روش [۴٨] روش حاضر روش [۴٨] روش
4.3298× 10−15 3.1343× 10−11 6.9944× 10−15 1.2070× 10−12 (0.1, 0.1)

4.4408× 10−15 9.7821× 10−11 1.6875× 10−14 3.1520× 10−12 (0.2, 0.2)

7.7438× 10−15 1.6396× 10−11 3.4527× 10−14 2.7080× 10−12 (0.3, 0.3)

8.9303× 10−15 2.1366× 10−10 3.0642× 10−14 3.7003× 10−12 (0.4, 0.4)

6.2970× 10−15 2.4540× 10−10 2.8199× 10−14 3.8493× 10−12 (0.5, 0.5)

8.9303× 10−15 2.3117× 10−10 3.0642× 10−14 2.7731× 10−12 (0.6, 0.6)

7.7438× 10−15 1.8493× 10−10 3.4527× 10−14 2.3381× 10−12 (0.7, 0.7)

4.4408× 10−15 1.1658× 10−10 1.6875× 10−14 2.8966× 10−12 (0.8, 0.8)

4.3298× 10−15 4.1058× 10−11 7.7715× 10−15 5.1097× 10−13 (0.9, 0.9)

جواب بر مسئله ͬͺفیزی پارامترهای تاثیر ١.٣.۴

کرد. خواهیم بررسͬ مسئله های جواب بر را معادله در موجود ͬͺفیزی های پارامتر تاثیر بخش این در
،Cf ͬͺفیزی های پارامتر در تغییرات دهنده نشان که را C و B ،A مقادیر در تغییرات کار این برای
دیͽر های پارامتر همه که حالͬ در پارامتر ͷی در تغییر گیریم. مͬ نظر در را باشند مͬ G و µ̂ ،µ ،ρ

کنیم. مͬ بررسͬ را اند فرضشده ثابت
دو هر دهیم. مͬ قرار بررسͬ مورد را چͽالͬ ρ در تغییر یا اینرسͬ ضریب ،Cf در تغییر ابتدا در
پارامتر دو از ͬͺی در تغییر تا است کافͬ رو این از داشت خواهد (۵.۴) معادله بر یͺسانͬ تاثیر تغییر
خواهد معادل این (۵.۴) معادله در کنیم. بررسͬ را ( Cf .ρ یعنͬ ها آن ضرب حاصل (یا ρ یا Cf

۵٨



کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

نقطه در Cfρ = µ̂ = K = G = 1 ثابت مقادیر و µ مختلف مقادیر برای عددی های جواب :۶.۴ شͺل
.x = 0.5

۵.۴ شماره شͺل در شوند. داشته نگه ثابت ها پارامتر سایر که حالͬ در A پارامتر در افزایش با بود
در A = 0, 20, 40, 60, 80 گرفتن نظر در با را x = 0.5 ثابت نقطه در آمده بدست عددی های جواب
نمودار تمام برای که باشید داشته توجه کرد. مشاهده توان مͬ را هستند ثابت B = C = 1 که حالͬ
۵.۴ شͺل در هستند. متقارن ها جواب که چرا کنیم ثابت نیز را y متغیر توانیم مͬ بخش این های
مͬ کاهش دامنه در ،u یعنͬ معادله های جواب Cf .ρ مقدار افزایش با همزمان که کنیم مͬ ملاحظه
روی بر u اندازه چͽالͬ، و اینرسͬ ضریب ضرب حاصل مقدار افزایش با همزمان رو، این از یابند.
معادله و شد خواهد A = 0 باشند، صفر ρ یا Cf که حالتͬ در یابد. مͬ کاهش مستطیلͬ مجرای
انجامید. خواهد [۴۶] مقاله در شده گرفته نظر در حالت به و بود نخواهد خطͬ غیر دیͽر (۵.۴)

مستقیماً µ در افزایش کنیم. مͬ بررسͬ را باشد مͬ جریان ٣ ویسͺوزیته که µ در تغییر ادامه در
بدست عددی های جواب ۶.۴ شماره شͺل در شد. خواهد (۵.۴) معادله در B افزایش باعث
B = مقادیر برای x = 0.5 گرفتن نظر در ثابت با را فصل این در شده ارائه روش بوسیله آمده
که است مشخص شͺل این از کرد. مشاهده توان مͬ A = C = 1 ثابت مقادیر و 0, 10, 20, 30, 40

ویسͺوزیته که همچنان بنابراین شود. مͬ دامنه روی بر uجواب مقدار موجبکاهشدر µ افزایشدر
یافت. خواهد کاهش دامنه روی بر u انداره یابد مͬ افزایش جریان

در تغییر با ترتیب، این به بود. خواهد گذار اثر C پارامتر روی بر تنها G فشار گرادیان سوء
جواب توان مͬ ٧.۴ شماره شͺل در کنیم. بررسͬ G پارامتر به نسبت را جواب تغییرات C پارامتر
های ثابت و C = 1, 2, 3, 4, 5 های پارامتر ازای به و x = 0.5 ثابت نقطه در را آمده بدست های
افزایش موجب G پارامتر در افزایش که کنیم مͬ مشاهده شͺل این از کرد. مشاهده A = B = 1

مͬ افزایش شده اعمال فشار گرادیان منفͬ اثر که زمانͬ است معنͬ بدین این شود. مͬ جواب مقدار
یافت. خواهد افزایش نیز برینکمن-فرچیمر معادله برای آمده بدست جواب اندازه یابد،

باشد. مͬ مایع پذیری نفوذ دهنده نشان که دهیم مͬ قرار بررسͬ مورد را K پارامتر تاثیر ادامه در
با دهد. مͬ قرار تاثیر تحت متفاوت های راه به (۵.۴) معادله در را B و A جمله دو هر K پارامتر

٣Viscosity
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

نقطه در µ = µ̂ = K = Cfρ = 1 ثابت مقادیر و G مختلف مقادیر برای عددی های جواب :٧.۴ شͺل
.x = 0.5

نقطه در Cfρ = µ̂ = µ = G = 1 ثابت مقادیر و K مختلف مقادیر برای عددی های جواب :٨.۴ شͺل
.x = 0.5

کرد، خواهد تغییر 1/
√
K نرخ با A که کنیم مͬ مشاهده ،ͬͺفیزی های پارامتر همه داشتن نگه ثابت

کاهش K افزایش با B و A پارامتر دو هر بنابراین کند. مͬ تغییر 1/K سرعت با B که صورتͬ در
است. بیشتر B پارامتر برای و است متفاوت ͷی هر برای کاهش این سرعت چه اگر یافت؛ خواهند
این برای ترتیب این به ایم. گرفته نظر در را K = 0.01, 0.1, 1, 10 های حالت ٨.۴ شماره شͺل در
خواهیم را B = 100, 10, 1, 1/10 و A = 10,

√
10, 1, 1/

√
10 متناظر مقادیر K از شده انتخاب مقادیر

پارامتر روی بر مستقیمͬ تاثیر هیچ K پارامتر زیرا کنیم مͬ ثابت را C = 1 مقدار همچنین داشت.
در افزایش موجب K پارامتر افزایش که کنیم مͬ مشاهده ٨.۴ شماره شͺل در داشت. نخواهد C
نهایت در شد. خواهد u اندازه در افزایش باعث پذیری نفوذ افزایش نتیجه در شود. مͬ معادله جواب
دهد. مͬ کاهش انداره ͷی به را C و B ،A های پارامتر همه موثر، ویسͺوزیته ،µ̂ در مثبت تغییر ͷی
شماره شͺل در یابد. مͬ کاهش (۵.۴) معادله راست سمت یابد مͬ افزایش µ̂ که زمانͬ بنابراین
باعث µ̂افزایش که کنیم مͬ ملاحظه است. شده گرفته نظر در µ̂ = 0.01, 0.1, 0.5, 1 های حالت ٩.۴

شود. مͬ u مقدار کاهش موجب موثر ویسͺوزیته افزایش نتیجه در شد. خواهد uکاهش
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

نقطه در µ = G = K = Cfρ = 1 ثابت مقادیر و µ̂ مختلف مقادیر برای عددی های جواب :٩.۴ شͺل
.x = 0.5

گیری نتیجه ۴.۴

در که ساختگͬ متغیر گیری انتگرال روش از استفاده با را فرچیمر معادله-برینکمن فصل این در
مسئله در موجود روشمشتقات این در کردیم. حل باشد، مͬ لͬ گروه انتگراگیری کلاسروشهای
حل برای گروه حافظ طرح روش از و کرده سازی گسسته معمولͬ متناهͬ تفاضلات از استفاده با را
برای را m و v0 های پارامتر همچنین کردیم. استفاده ساختگͬ شده اضافه متغیر به نسبت مسئله
نشان آمده بدست عددی نتایج ایم. کرده وارد مسئله به روش همͽرایی سرعت و پایداری افزایش
روی بر را معادله در موجود ͬͺفیزی های پارامتر تأثیر همچنین باشد. مͬ روش بالای دقت ی دهنده

کردیم. بررسͬ دقیق طور به مسئله، جواب
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۵ فصل

ای پایه توابع بر مبتنͬ لͬ گروه روش
�بنجامین کلͬ معادله حل برای شعاعͬ

بونا�ماهونͬ�برگرز

مقدمه ١.۵

معادلات روی بر گروه حافظ های طرح سازی پیاده برای مختلفͬ های ͷتکنی اخیر، های سال در
ها آن بیشتر در .[۶۴ ،۶٣ ،۶٢ ،۶١ ،۶٠ ،۵٩] است شده گرفته کار به جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل
معادلات از سیستم ͷی و کنیم گسسته ͬͺی جز به را مسئله در موجود مشتقات ی همه است لازم
(مانند کنیم استفاده سیستم این حل برای گروه حافظ طرح از سپس کنیم. تولید معمولͬ دیفرانسیل
خواهد دنبال به را مشͺلات بعضͬ روش این گیری کار به اما شد). انجام قبل فصل در که روندی
ها معیار از بسیاری که معنا بدین باشد مͬ حساس بسیار گام طول انتخاب به روش این داشت.
شود انتخاب بزرگ خیلͬ گام طول اگر شوند. گرفته نظر در باید غیره و سازگاری پایداری، همانند
از نیاید. بدست اعتمادی قابل جواب و شود مشͺل دچار تواند مͬ مسئله سازگاری یا و پایداری
زیادی تعداد با کنیم، انتخاب ͷکوچ خیلͬ را گام طول خوب نتایج آوردن بدست برای اگر طرفͬ
این با یابد. مͬ افزایش محاسبات حجم بنابراین بود، خواهیم روبرو معمولͬ دیفرانسیل معادلات از
دارای که جزئͬ مشتقات با معادلات روی بر روش این با گروه حافظ طرح گیری کار به توضیحات

است. ممͺن غیر عملا باشند مͬ پیچیده مشتقات
را گروه حافظ طرح و گیریم مͬ ͷکم شعاعͬ ای پایه توابع از مشͺل این حل برای فصل این در
کلͬ معادله روش کارایی دادن نشان برای همچنین بریم. مͬ کار به توابع این با بار اولین برای

کنیم. مͬ حل روش این با را (GBBMB) ١ بنجامین-بونا-ماهنͬ-برگرز

١Generalized Benjamin-Bona-Mahony-Burgers
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

بنجامین�بونا�ماهونͬ�برگرز کلͬ معادله از مختصر بررسͬ ͷی ١.١.۵

گیریم: مͬ نظر در را بنجامین-بونا-ماهونͬ-برگرز کلͬ خطͬ غیر معادله

ut −∆ut −∆u+∇.u = ∇.(F (u)) + f, x ∈ Ω, 0 ≤ t ≤ T, (١.۵)

اولیه شرط با

u(x, 0) = ω(x), x ∈ Ω, (٢.۵)

مرزی شرط و

u(x, t) = h(t), x ∈ ∂Ω, (٣.۵)

∆ ،Ω ⊆ Rn باشد، مͬ زمان و فضا های متغیر از تابع ͷی f است، خطͬ غیر تابع ͷی F (u) که
بالا معادله ،F (u) = 1

2u
2 انتخاب با باشند. مͬ گرادیان و لاپلاسین های عملͽر ترتیب به ∇ و

بنجامین- کلͬ معادله کنیم، حذف را ∆u جمله اگر شود. مͬ نامیده بنجامین-بونا-ماهونͬ-برگرز
معادله ،F (u) = 1

2u
2 دهیم قرار ،∆u حذف بر علاوه اگر همچنین داشت. خواهیم را بونا-ماهونͬ

آید. مͬ بدست بنجامین-بونا-ماهونͬ
،۶۶ ،۶۵] کنیم اشاره زیر موارد به توانیم مͬ بنجامین-بونا-ماهونͬ معادله های کاربرد میان از

:[۶٧

مایعات؛ در بلند موج طول از سطحͬ امواج آنالیز •

سرد؛ پلاسمای در هیدرو امواج •

متراکم؛ سیالات در صوتͬ-گرانش امواج •

.ͷهارمونی بلورهای در صوتͬ امواج •

مقالات در بنجامین-بونا-ماهونͬ-برگرز معادله حل برای مختلفͬ عددی و تحلیلͬ های روش
انتگرال روش از [۶۵] مقاله در نویسنده کنیم. مͬ مرور را ها آن از تعدادی که است شده استفاده
استفاده بنجامین-بونا-ماهونͬ شده اصلاح معادله برای تحلیلͬ جواب ͷی آوردن بدست برای اولیه
روش از یافته تعمیم روش ͷی توسط [۶٧] مقاله در بنجامین-بونا-ماهونͬ معادله است. کرده
شوک های پروفایل از خطͬ غیر آنالیز است. شده حل ͷهیپوربولی تانژانت-کوتانژانت معروف
شده انجام [۶٨] مقاله در بعد دو در بنجامین-بونا-ماهونͬ-برگرز کلͬ معادله از مسطح چسبناک
معادله برای را ها جواب از بهینه واپاشͬ های نرخ [۶٩] مقاله در همͺارانش و نویسنده است.
در نویسندگان اند. داده قرار مطالعه مورد n ≥ 3 بعدی چند فضای در بنجامین-بونا-ماهونͬ کلͬ
بنجامین-بونا- کلͬ معادله از کوشͬ مسئله برای ها جواب از نمایی واپاشͬ نرخ ͷی [٧٠] مقاله
های معادله دهند. مͬ نشان فضا-زمان دار وزن انرژی روش گرفتن کار به با را ماهونͬ-برگرز

۶٣
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مقاله در نمایی تابع روش از استفاده با بنجامین-بونا-ماهونͬ شده اصلاح و بنجامین-بونا-ماهونͬ
در نویسندگارن است. آمده بدست ها آن از سالیتون های جواب از تعدادی و اند شده حل [٧١]
انحطاط برای را بنجامین-بونا-ماهونͬ-برگرز کلͬ معادله های جواب از همͽرایی نرخ [٧٢] مقاله
نوع از متناهͬ تفاضل طرح ͷی اند. کرده مطالعه فضا نیم در مرزی ای لایه های جواب به مربوط
معادله حل برای [٧٣] مقاله در H1 گسسته نرم در دو مرتبه از همͽرایی اثبات با کرانک-نیͺلسون
روش ی پایه یͷروشبر [٧۴] مقاله در نویسنده است. گرفته قرار بحث مورد بنجامبن-بونا-ماهونͬ
و کند مͬ ارائه زمان و فضا های متغیر برای ترتیب به کرانک-نیͺلسون فرمول و استاندارد گالرکین
اطلاعات برای مند علاقه خوانندگان کند. مͬ ثابت را خطͬ گالرکین شده اصلاح طرح همͽرایی

کنند. مراجعه [۶٧ ،۶۶ ،٧۵] به توانند مͬ بیشتر

روش سازی پیاده ٢.۵

بعدی ͷی حالت ١.٢.۵

گیریم مͬ نظر در را u(x, t) تابع از زیر بسط ابتدا در باشد. مͬ R در دلخواه بازه ͷی Ωحالت این در
:[٧٩ ،٧٨ ،٧٧ ،٧۶]

u(x, t) =

M∑
j=1

cj(t)φ(rj) + cM+1(t)x+ cM+2(t). (۴.۵)

که است شده آورده (١.۵) جدول در φ شعاعͬ ای پایه تابع برای محبوب های انتخاب از تعدادی
٣ ربعͬ چند شعاعͬ ای پایه توابع از فصل این در شود. مͬ نامیده ٢ شͺل پارامتر ،c آزاد پارامتر

داشت: خواهیم (۴.۵) معادله در بنابراین کرد. خواهیم استفاده

φ(rj) =
√
r2j + c2, (۵.۵)

معمولا {xj}Mj=1) باشد مͬ xj و x بین اقلیدسͬ فاصله دهنده نشان ،rj = {∥x − xj∥, xj ∈ Ω} که
زیادی تعداد دقت است شده ذکر [٨٠] مقاله در که طور همان شوند). مͬ نامیده ۴ مرکزی نقاط
بسیاری های مقاله که حالͬ در دارد. بستگͬ c شͺل پارامتر به شعاعͬ ای پایه توابع با ها طرح از
پیدا گفت توان مͬ اما ،[٨۶ ،٨۵ ،٨۴ ،٨٣ ،٨٢ ،٨١ ،٨٠] است شده نوشته c بهینه مقدار روی بر
خطا و آزمون روش از نویسندگان بسیاری طرفͬ از است. باز مسئله ͷی هنوز بهینه مقدار ͷی کردن
دقت، بهترین دارای نتایج که ای گونه به کنند مͬ استفاده مناسب شͺل پارامتر آوردن بدست برای
همین از فصل این در هم ما باشد. مقدار کمترین دارای عددی روش ضرایب ماتریس حالت عدد یا
شده نتیجه Mمعادله کنار در داریم. مجهول ٢+Mمتغیر ،(۴.۵) معادله در ایم. کرده استفاده روش

٢Shape paremeter
٣Multiquadratics
۴Center nodes

۶۴
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شعاعͬ. ای پایه توابع از تعدادی :١.۵ جدول
تابع نام تابع تعریف
خطͬ r

مͺعبی r3

ربعͬ چند
√
r2 + c2

گاوسͬ e−cr2

ͷباری ای صفحه اسپلاین r2n ln(r)

زیر صورت به که است لازم نیز دیͽر معادله دو ،{xi}Mi=1 ی نقطه M در (۴.۵) معادله محاسبه از
شوند: مͬ اضافه

M∑
j=1

cnj =

M∑
j=1

cnj xj = 0, (۶.۵)

باشند Ω در نقطه M ،{xi}Mi=1 کنیم مͬ فرض ۵ کانساس روش از استفاده برای .cnj ≡ cj(tn) که
مͬ نظر در xi نقطه هر برای اند. مرزی نقاط xM و x1 و هستند داخلͬ نقاط {xi}M−1

i=2 که طوری به
گیریم:

φ(rij) =
√
r2ij + c2, (٧.۵)

با باشد. مͬ xj و xi بین اقلیدسͬ فاصله ی دهنده نشان ،rij = {∥xi − xj∥, xi, xj ∈ Ω} آن در که
آورد: خواهیم بدست (١.۵) معادله در داخلͬ نقاط برای (۴.۵) معادله دادن قرار

∂

∂t

 M∑
j=1

cj(t)φ(rij) + cM+1(t)xi + cM+2(t)−
M∑
j=1

cj(t)∆φ(rij)

 =

M∑
j=1

cj(t)∆φ(rij)−
M∑
j=1

cj(t)∇φ(rij)− cM+1(t)+

∇

F
 M∑

j=1

cj(t)φ(rij) + cM+1(t)xi + cM+2(t)

+ f(xi, t), i = 2, ...,M − 1,

(٨.۵)

زیر های بردار تعریف با حال .∆φ(rij) = {φ′′(rj)} |x=xi و ∇φ(rij) = {φ′(rj)} |x=xi که

u(t) =
 M∑
j=1

cj(t)φ(rij) + cM+1(t)xi + cM+2(t)−
M∑
j=1

cj(t)∆φ(rij)

M−1

i=2

,

۵Kansas
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f(t,u(t)) =
[

M∑
j=1

cj(t)∆φ(rij)−
M∑
j=1

cj(t)∇φ(rij)− cM+1(t)

+∇

F
 M∑

j=1

cj(t)φ(rij) + cM+1(t)xi + cM+2(t)

+ f(xi, t)

]M−1

i=2

,

(٩.۵)

صورت به گروه حافظ طرح از ادامه در شود. مͬ تبدیل u′(t) = f(t,u(t)) فرم به (٨.۵) معادله

uk+1 = uk +
(αk − 1)fk.uk + βk∥uk∥∥fk∥

∥fk∥2
fk = uk + ηkfk, (١٠.۵)

tn = nτ, n = 0, 1, 2, ..., N, کار این برای کنیم. مͬ استفاده t به نسبت (٨.۵) معادله حل برای
معادله از استفاده با گیریم. مͬ نظر در را باشد مͬ نهایی زمان T و زمانͬ گام طول τ = T/N که

آوریم: مͬ بدست را زیر رابطه ،n = 0 برای (١٠.۵)

M∑
j=1

c1jφ(rij) + c1M+1xi + c1M+2 −
M∑
j=1

c1j∆φ(rij) =
(
ω(xi)− ω′′(xi)

)
+ η0f0, i = 2, ...,M − 1,

(١١.۵)
(١٠.۵) معادله از استفاده با η0 و f0 =

[
ω′′(xi) − ω′(xi) + F ′(ω(xi)) + f(xi, 0)

]M−1

i=2
آن در که

داشت: خواهیم 1 ≤ n ≤ N − 1 برای شود. مͬ محاسبه

M∑
j=1

cn+1
j φ(rij) + cn+1

M+1xi + cn+1
M+2 −

M∑
j=1

cn+1
j ∆φ(rij) = M∑

j=1

cnj φ(rij) + cnM+1xi + cnM+2 −
M∑
j=1

cnj∆φ(rij)

+ ηnfn, i = 2, ...,M − 1,

(١٢.۵)

که

fn =

[
M∑
j=1

cnj∆φ(rij)−
M∑
j=1

cnj∇φ(rij)− cnM+1+

∇

F
 M∑

j=1

cnj φ(rij) + cnM+1xi + cnM+2

+ f(xi, tn)

]M−1

i=2

, (١٣.۵)

(١٢.۵) ،(١١.۵) ،(۶.۵) معادلات از استفاده با آید. مͬ بدست (١٠.۵) معادله از استفاده با ηn و
داشت: خواهیم را زیر ماتریس (٣.۵) مرزی شرط و

Acn+1 = Bn+1
, (١۴.۵)

۶۶
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که

A =



φ(r1,1) φ(r1,2) · · · φ(r1,M ) x1 1
Π(φ(r2,1)) Π(φ(r2,2)) · · · Π(φ(r2,M )) x2 1

... ... . . . ... ... ...
Π(φ(rM−1,1)) Π(φ(rM−1,2)) · · · Π(φ(rM−1,M )) xM−1 1
φ(rM,1) φ(rM,2) · · · φ(rM,M ) xM 1
x1 x2 · · · xM 0 0
1 1 · · · 1 0 0


, (١۵.۵)

صورت به نیز Π عملͽر است، بعدی -(M + 2)× (M + 2) ماتریس ͷی

Π(φ(ri,j)) = {φ(rj)−∆φ(rj)} |x=xi , 2 ≤ i ≤M − 1, 1 ≤ j ≤M,

داریم همچنین است.

cn+1 =
[
cn+1
1 cn+1

2 · · · cn+1
M+1 cn+1

M+2

]T
, Bn+1

=
[
bn+1
1 bn+1

2 · · · bn+1
M 0 0

]T
,

(١۶.۵)
که طوری به

b1i =
{
ω(x)− ω′′(x) + η0f0

}
|x=xi , 1 < i < M,

bn+1
i =

M∑
j=1

cnj φ(rij) + cnM+1xi + cnM+2

−
M∑
j=1

cnj∆φ(rij) + ηnfn, 1 < i < M, 1 ≤ n ≤ N − 1, (١٧.۵)

داریم: مسئله مرزی شرایط از نهایت در و

bn+1
1 = h(a, tn+1), bn+1

M = h(b, tn+1), 0 ≤ n ≤ N − 1. (١٨.۵)

عددی جواب توان مͬ زمانͬ، گام طول هر در Acn+1 = Bn+1 جبری معادلات دستگاه حل از بعد
LU تجزیه از Acn+1 = Bn+1 معادلات دستگاه حل برای ساخت. (۴.۵) معادله از استفاده با را

ایم. کرده استفاده

(n ≥ 2) بعدی �n حالت ٢.٢.۵

ͷی ،x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn برای باشد. مͬ n ≥ 2 ،Rn در دلخواه ناحیه ͷی Ω حالت این در
دهیم: مͬ تشͺیل زیر شͺل به را u(x, t) از تقریبی بسط

u(x, t) =
M∑
j=1

cj(t)φ(rj), (١٩.۵)

که طوری به

φ(rj) =
√
r2j + c2, (٢٠.۵)
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استفاده برای باشد. مͬ xj و x بین اقلیدسͬ فاصله دهنده نشان rj = {∥x − xj∥,xj ∈ Ω} که
نقاط {xi}Ml

i=1 آن در که باشند Ω در مͺانͬ هم نقطه M ،{xi}Mi=1 کنیم مͬ فرض کانساس روش از
گیریم: مͬ نظر در xi نقطه هر برای باشند. مͬ داخلͬ نقاط {xi}Mi=Ml+1 و هستند مرزی

φ(rij) =
√
r2ij + c2, (٢١.۵)

(١.۵) معادله در داخلͬ نقاط برای (١٩.۵) معادله دادن قرار با .rij = {∥xi−xj∥,xi,xj ∈ Ω} که
آوریم: مͬ بدست

∂

∂t

 M∑
j=1

cj(t)φ(rij)−
M∑
j=1

cj(t)∆φ(rij)
 =

M∑
j=1

cj(t)∆φ(rij)−
M∑
j=1

cj(t)∇φ(rij) +∇

F
 M∑

j=1

cj(t)φ(rij)


+f(xi, t), i =Ml + 1, · · · ,M, (٢٢.۵)

های بردار تعریف با اکنون .∆φ(rij) = {∆φ(rj)} |x=xi و ∇φ(rij) = {∇φ(rj)} |x=xi که

u(t) =
 M∑
j=1

cj(t)φ(rij)−
M∑
j=1

cj(t)∆φ(rij)
M

i=Ml+1

,

f(t,u(t)) =
[

M∑
j=1

cj(t)∆φ(rij)−
M∑
j=1

cj(t)∇φ(rij)+

∇

F
 M∑

j=1

cj(t)φ(rij)
+ f(xi, t)

]M
i=Ml+1

, (٢٣.۵)

به را گسسته نقاط منظور این برای کرد. حل گروه حافظ طرح ͷکم به توان مͬ را (٢٢.۵) معادله
در باشد، مͬ نهایی زمان T و زمانͬ گام طول τ = T/N که tk = nτ, n = 0, 1, 2, · · · , N,صورت

داشت: خواهیم را زیر فرم n = 0 برای نتیجه در گیریم. مͬ نظر
M∑
j=1

c1jφ(rij)−
M∑
j=1

c1j∆φ(rij) = (ω(xi)−∆ω(xi)) + η0f0, i =Ml + 1, · · · ,M, (٢۴.۵)

محاسبه (١٠.۵) معادله از η0 و f0 =
[
∆ω(xi) − ∇ω(xi) + ∇F (ω(xi)) + f(xi, 0)

]M
i=Ml+1

که
داریم: 1 ≤ n ≤ N − 1 برای شوند. مͬ

M∑
j=1

cn+1
j φ(rij)−

M∑
j=1

cn+1
j ∆φ(rij) =

M∑
j=1

cnj φ(rij)−
M∑
j=1

cnj∆φ(rij) + ηnfn, i =Ml + 1, · · · ,M, (٢۵.۵)
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که

fn =

[
M∑
j=1

cnj∆φ(rij)−
M∑
j=1

cnj∇φ(rij) +∇

F
 M∑

j=1

cnj φ(rij)


+f(xi, tn)

]M
i=Ml+1

,

مرزی شرط و (٢۵.۵) ،(٢۴.۵) معادلات از استفاده با آمد. خواهد بدست (١٠.۵) معادله از ηn و
داریم: را زیر ماتریسͬ فرم (٣.۵)

Acn+1 = Bn+1
, (٢۶.۵)

آن در که

A =



φ(r1,1) φ(r1,2) · · · φ(r1,Ml
) · · · φ(r1,M )

φ(r2,1) φ(r2,2) · · · φ(r2,Ml
) · · · φ(r2,M )

... ... . . . ... · · ·
...

φ(rMl,1) φ(rMl,2) · · · φ(rMl,Ml
) · · · φ(rMl,M )

Υ(φ(rMl+1,1)) Υ(φ(rMl+1,2)) · · · Υ(φ(rMl+1,Ml
))

. . . Υ(φ(rMl+1,M ))
... ... · · ·

... · · ·
...

Υ(φ(rM,1)) Υ(φ(rM,2)) · · · Υ(φ(rM,Ml
)) · · · Υ(φ(rM,M ))


, (٢٧.۵)

صورت به Υ عملͽر بعدی، - M ×M ماتریس ͷی

Υ(φ(ri,j)) = {φ(rj)−∆φ(rj)} |x=xi , Ml + 1 ≤ i ≤M, 1 ≤ j ≤M,

داشت: خواهیم و

cn+1 =
[
cn+1
1 cn+1

2 · · · cn+1
M

]T
, Bn+1

=
[
bn+1
1 bn+1

2 · · · bn+1
M

]T
, (٢٨.۵)

که

b1i =
{
ω(x)−∆ω(x) + η0f0

}
|x=xi , Ml + 1 ≤ i ≤M, (٢٩.۵)

آوریم: مͬ بدست همچنین و

bn+1
i =

M∑
j=1

cnj φ(rij)−
M∑
j=1

cnj∆φ(rij) + ηnfn, Ml + 1 ≤ i ≤M, 1 ≤ n ≤ N − 1, (٣٠.۵)

آوریم: مͬ بدست مسئله مرزی شرایط از سرانجام و

bn+1
i = h(xi, tn+1), 1 ≤ i ≤Ml, 0 ≤ n ≤ N − 1. (٣١.۵)

مͬ LU تجزیه روش با زمانͬ گام طول هر در Acn+1 = Bn+1 جبری معادلات سیستم حل از بعد
آورد. بدست (١٩.۵) از استفاده با را معادله نهایی جواب توان
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عددی نتایج ٣.۵

دقت دهیم. مͬ ارائه را فصل این در شده ارائه عددی روش از آمده بدست عددی نتایج بخش این در
نقاط (فاصله hمختلف مقادیر گرفتن نظر در با مختلف های مثال روی بر آن بردن کار به با را روش
مͬ محاسبه را زیر خطای های نرم خاص، طور به دهیم. مͬ نشان ( زمانͬ گام (طول τ و فضا) در

کنیم:

L∞ = max
1≤i≤M

|u(xi, T )− U(xi, T )| , L2 =

√√√√ M∑
i=1

|u(xi, T )− U(xi, T )|2,

RMS =

√√√√ 1

M

M∑
i=1

|u(xi, T )− U(xi, T )|2, absolute error =

M∑
i=1

N∑
j=1

|u(xi, tj)− U(xi, tj)| ,

باشند. مͬ زمانͬ شده سازی گسسته نقاط مجموع N و نقاط کل تعداد M نهایی، زمان T که

١ مثال ١.٣.۵

گیریم: مͬ نظر در بعد ͷی در را بنجامین-بونا-ماهونͬ-برگرز کلͬ خطͬ غیر معادله ابتدا در
∂u(x, t)

∂t
− ∂

∂t

(
∂2u(x, t)

∂x2

)
− ∂2u(x, t)

∂x2
+
∂u(x, t)

∂x
= u(x, t)

∂u(x, t)

∂x
+ f(x, t), (٣٢.۵)

ی اولیه شرط با

u(x, 0) = sech(x), a < x < b, (٣٣.۵)

مرزی شرایط و

u(a, t) = sech(a− t), u(b, t) = sech(b− t), 0 < t ≤ T. (٣۴.۵)

گرفتن نظر در با

f(x, t) = sech(t− x)
(
sech2(t− x) (1− 5tanh(t− x))− sech(t− x)tanh(t− x)

+tanh2(t− x) (tanh(t− x)− 1)
)
, (٣۵.۵)

فصل این در شده ارائه روش با را مثال این باشد. مͬ u(x, t) = sech(x− t) مسئله این دقیق جواب
فضا گام طول کنیم. مͬ حل T مختلف نهایی های زمان در b و a ،τ ،hمختلف مقادیر ازای به و
زمان با [0, 1] بازه روی را روش آمده بدست های خطا ٢.۵ جدول کنیم. مͬ انتخاب h = 1/10 را
چه هر کرد مشاهده توان مͬ جدول این از . دهد مͬ نشان τ مختلف مقادیر برای T = 1 نهایی
خطای ٣.۵ جدول در شوند. مͬ کوچͺتر آمده بدست های خطا شود مͬ کوچͺتر τ زمانͬ گام طول
مͬ ملاحظه ایم. کرده مقایسه [۶٧] مقاله در شده ارائه روش خطای با را روشحاضر از آمده بدست
مͬ بهتر کمͬ ما روش نتایج T = 5 برای اما است یͺسان تقریباً T = 1 نهایی زمان برای خطا کنیم
[−10, 10] بازه روی بر را آن مطلق خطای همراه به معادله تقریبی جواب ١.۵ شͺل همچنین، باشد.

دهد. مͬ نشان t ∈ [0, 10] با
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٢ مثال ٢.٣.۵

گیریم: مͬ نظر در بعد دو در را معادله مثال این در

∂u(x, y, t)

∂t
− ∂

∂t

(
∂2u(x, y, t)

∂x2
+
∂2u(x, y, t)

∂y2

)
− ∂2u(x, y, t)

∂x2
− ∂2u(x, y, t)

∂y2

+
∂u(x, y, t)

∂x
+
∂u(x, y, t)

∂y
= u(x, y, t)

∂u(x, y, t)

∂x
+ u(x, y, t)

∂u(x, y, t)

∂y
+ f(x, y, t),

(٣۶.۵)

ی اولیه شرط با

u(x, y, 0) = 1, x, y ∈ Ω, (٣٧.۵)

مرزی شرط و

u(x, y, t) = 1 + t sin(x+ y), x, y ∈ ∂Ω, 0 < t ≤ T, (٣٨.۵)

انتخاب با

f(x, y, t) = sin(x+ y)
(
3 + 2t− 2t2 cos(x+ y)

)
, (٣٩.۵)

hمختلف مقادیر برای نیز را مثال این باشد. مͬ u(x, y, t) = 1 + t sin(x + y) معادله دقیق جواب
مثلثͬ ،Ω1 = {(x, y) : 0 ≤ x, y ≤ 1} مستطیلͬ های ناحیه روی بر مختلف نهایی های زمان در τ و
که Ω3 = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1} ای دایره و ،Ω2 = {(x, y) : y ≥ 0, y + x ≤ 1, y − x ≤ 1}

ناحیه روی بر را مثال این همچنین ایم. کرده حل کرد، مشاهده ٢.۵ شͺل در توان مͬ را نواحͬ این
ایم. کرده حل باشد، مͬ r = 1

n2 [1 + 2n+ n2 − (n+ 1) cos(nθ)]صورت به آن معادله که ۶ نامنظم
Ω4 با ترتیب به که کرد مشاهده ٣.۵ شͺل در n = 8 و n = 4 برای را نامنظم های ناحیه این توان مͬ
روشعددی برای آمده بدست های خطا ترتیب به ۶.۵ و ۴.۵ شماره جداول اند. مشخصشده Ω5 و
ازای به مثلثͬ ناحیه روی بر T = 10 ،h = 1/10 با و مستطیلͬ ناحیه روی T = 5 ،h = 1/10 با را
[۶٧] مقاله روش با را شده حاصل عددی نتایج ۵.۵ جدول در دهند. مͬ نشان τ مختلف مقادیر
۶.۵-۴.۵ های شͺل در باشد. مͬ ما روش توسط ها خطا بهبود ی دهنده نشان که ایم کرده مقایسه
زمان برای نامنظم و ای دایره نواحͬ روی بر ترتیب به را آن مطلق خطای و تقریبی جواب توان مͬ

کرد. مشاهده مختلف نهایی های

۶Irregular
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٣ مثال ٣.٣.۵

کنیم: مͬ بررسͬ را دیͽر بعدی دو مسئله ͷی مثال این در

∂u(x, y, t)

∂t
− ∂

∂t

(
∂2u(x, y, t)

∂x2
+
∂2u(x, y, t)

∂y2

)
− ∂2u(x, y, t)

∂x2
− ∂2u(x, y, t)

∂y2

+
∂u(x, y, t)

∂x
+
∂u(x, y, t)

∂y
= cos(u(x, y, t))

∂u(x, y, t)

∂x

+ cos(u(x, y, t))
∂u(x, y, t)

∂y
+ f(x, y, t), (۴٠.۵)

ی اولیه شرط با

u(x, y, 0) = sech2(x+ y − r) + sech2(x+ y + r), x, y ∈ Ω, (۴١.۵)

مرزی شرط و

u(x, y, t) = exp(t)
(
sech2(x+ y − r) + sech2(x+ y + r)

)
, x, y ∈ ∂Ω, 0 < t ≤ T.

(۴٢.۵)
دقیق جواب که کنیم مͬ انتخاب ای بͽونه را f(x, y, t) مثال این در

u(x, y, t) = exp(t)
(
sech(x+ y − r) + sech2(x+ y + r)

)
,

r و τ ،h مختلف مقدار چندین برای فصل این در شده ارائه عددی روش با نیز را مثال این شود.
این همچنین ایم. کرده حل ای دایره و مثلثͬ مستطیلͬ، نواحͬ روی بر مختلف نهایی های زمان در
Ω7 = و Ω6 = { 1

n2

(
1 + 2n+ n2 − (n+ 1) cos(nθ)

)
(n = 16)} نامنظم نواحͬ روی بر را مثال

در را نامنظم نواحͬ این توان مͬ که ایم کرده حل {exp(sin(θ)) sin2(2θ) + exp(cos(θ)) cos2(2θ)}

زمان در [۶٧] ی مقاله نتایج با را عددی نتایج ٧.۵ جدول در ابتدا کرد. ملاحظه ٣.۵ شماره شͺل
گرفته کار به عددی روش دهد مͬ نشان جدول این ایم. کرده مقایسه T = 2 و T = 1 نهایی های
را مثال این برای آمده بدست عددی نتایج ادامه، در است. بخشیده بهبود را نتایج فصل این در شده

کرد. مشاهده ١٢.۵-٧.۵ های شͺل در توان مͬ

۴ مثال ۴.٣.۵

کنیم: مͬ بررسͬ را مسئله از بعدی سه حالت ͷی مثال، آخرین در

∂u(x, y, z, t)

∂t
− ∂

∂t

(
∂2u(x, y, z, t)

∂x2
+
∂2u(x, y, z, t)

∂y2

)
− ∂2u(x, y, z, t)

∂x2
− ∂2u(x, y, z, t)

∂y2

+
∂u(x, y, z, t)

∂x
+
∂u(x, y, z, t)

∂y
= u(x, y, z, t)

∂u(x, y, z, t)

∂x
+ u(x, y, z, t)

∂u(x, y, z, t)

∂y

+f(x, y, z, t),
(۴٣.۵)
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ی اولیه شرط با

u(x, y, z, 0) = 1, x, y, z ∈ Ω, (۴۴.۵)

مرزی شرط و

u(x, y, z, t) = 1 + t sin(x+ y + z), x, y, z ∈ ∂Ω, 0 < t ≤ T, (۴۵.۵)

گرفتن نظر در با

f(x, y, z, t) = (4 + 3t) sin(x+ y + z) + t cos(x+ y + z) (1− 2t sin(x+ y + z))

−t cos(x+ y + z) (1 + t sin(x+ y + z) , (۴۶.۵)

مͺعبی نواحͬ روی بر را مثال این باشد. مͬ u(x, y, t) = 1+ t sin(x+y+z) مسئله این دقیق جواب
روی آمده بدست نتایج ٨.۵ جدول در ایم. کرده حل اند، شده داده نشان ١٣.۵ شͺل در که کروی و
مͬ ملاحظه هم باز ایم. کرده مقایسه [۶٧] مقاله نتایج با T = 1 نهایی زمان در را مͺعبی ی ناحیه
های خطا ١٠.۵ و ٩.۵ های جدول در باشد. مͬ تر دقیق فصل این در شده ارائه عددی روش کنیم
مͺعب نواحͬ روی بر τ = 1/100 و h = 1/10 با مختلف های زمان در را مثال این برای آمده بدست
عددی های جواب و ایم گرفته نظر در ثابت را T = 1 و z = 0 همچنین کرد. مشاهده توان مͬ کره و

کرد. مشاهده ١۵.۵ و ١۴.۵ های شͺل در توان مͬ را ها جواب این مطلق خطای و

گیری نتیجه ۴.۵

معادله حل برای آن از و کردیم ترکیب شعاعͬ ای پایه توابع با را گروه حافظ روشطرح فصل این در
روش این های مزیت جمله از کردیم. استفاده بنجامین-بونا-ماهونͬ-برگرز کلͬ جزئͬ مشتقات با
گسسته به مربوط مشͺلات از که است این شد مͬ انجام قبلا که معمولͬ های سازی گسسته به نسبت
از توان مͬ شعاعͬ ای پایه توابع از استفاده به توجه با همچنین هستیم. امان در معمولͬ های سازی
حل عددی های مثال کرد. استفاده مختلف های شͺل به دامنه و بالا بعد با مسائل روی روش این

دهند. مͬ نشان بخوبی را روش کارایی شده
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.1 مثال برای T = 1 و h = 1/10 با [0, 1] بازه در عددی روش از آمده بدست های خطا :٢.۵ جدول
c L2 L∞ RMS τ

0.1 2.5534× 10−2 1.1899× 10−2 7.6989× 10−3 1/10

0.2 1.4099× 10−2 6.4885× 10−3 4.2509× 10−3 1/20

0.3 7.0083× 10−3 3.2224× 10−3 2.1131× 10−3 1/40

0.4 3.4985× 10−3 1.6079× 10−3 1.0548× 10−3 1/80

0.5 1.7566× 10−3 8.0634× 10−4 5.2964× 10−4 1/160

0.6 8.8586× 10−4 4.0580× 10−4 2.6710× 10−4 1/320

0.7 4.4784× 10−4 2.0463× 10−4 1.3503× 10−4 1/640

0.8 2.2665× 10−4 1.0328× 10−4 6.8336× 10−5 1/1280

0.9 1.1474× 10−4 5.2139× 10−5 3.4594× 10−5 1/2560

.h = 1/10 ازای به 1 مثال برای [۶٧] در شده ارائه روش و حاضر روش بین خطاها مقایسه :٣.۵ جدول
T = 5 ،L∞ T = 1 ،L∞ τ

حاضر روش [۶٧] روش حاضر روش [۶٧] روش
5.4835× 10−4 1.0335× 10−3 1.1899× 10−2 1.1306× 10−2 1/10

2.8818× 10−4 5.8509× 10−4 6.4885× 10−3 5.6005× 10−3 1/20

1.5032× 10−4 2.9635× 10−4 3.2224× 10−3 2.7770× 10−3 1/40

7.7386× 10−5 1.4801× 10−4 1.6079× 10−3 1.3862× 10−3 1/80

3.9435× 10−5 7.3858× 10−5 8.0634× 10−4 6.9513× 10−4 1/160

1.9972× 10−5 3.6874× 10−5 4.0580× 10−4 3.4956× 10−4 1/320
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و τ = 1/1000 ،h = 1/10 ازای به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب :١.۵ شͺل
.1 مثال برای t ∈ [0, 10] با [−10, 10] بازه روی بر c = 0.9

شͺل. ای دایره و مثلثͬ مستطیلͬ، های ناحیه در ای گره نقاط توزیع :٢.۵ شͺل
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نامنظم. های ناحیه در ای گره نقاط توزیع :٣.۵ شͺل
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مستطیلͬ ناحیه روی T = 5 و h = 1/10 با عددی روش برای آمده بدست های خطا :۴.۵ جدول
.2 مثال برای [0, 1]× [0, 1]

c L2 L∞ RMS τ

0.2 3.1182× 10−2 1.2215× 10−2 2.8347× 10−3 1/10

0.3 1.5447× 10−2 4.8958× 10−3 1.4043× 10−3 1/20

0.4 8.2766× 10−3 1.9643× 10−3 7.5242× 10−4 1/40

0.5 4.4546× 10−3 9.5117× 10−4 4.0496× 10−4 1/80

0.6 2.3505× 10−3 5.0916× 10−4 2.1368× 10−4 1/160

0.7 1.2121× 10−3 2.6442× 10−4 1.1019× 10−4 1/320

0.8 6.1196× 10−4 1.3437× 10−4 5.5633× 10−5 1/640

0.9 3.0258× 10−4 6.7045× 10−5 2.7507× 10−5 1/1280

0.95 1.2375× 10−4 2.6461× 10−5 1.1250× 10−5 1/2560

روی h = 1/10 ازای به 2 مثال برای [۶٧] در شده ارائه روش و روشحاضر بین خطاها مقایسه :۵.۵ جدول
.[0, 1]× [0, 1] مستطیلͬ ی ناحیه

T = 10 ،L∞ T = 5 ،L∞ τ

حاضر روش [۶٧] روش حاضر روش [۶٧] روش
4.9445× 10−4 4.4655× 10−2 1.8468× 10−3 2.0927× 10−2 1/10

2.5911× 10−4 1.8978× 10−2 8.5218× 10−4 8.7888× 10−3 1/20

1.3078× 10−4 8.1482× 10−3 3.5909× 10−4 3.7341× 10−3 1/40

6.3677× 10−5 3.5189× 10−3 1.8606× 10−4 1.6029× 10−3 1/80

5.1413× 10−5 1.5485× 10−3 9.4986× 10−5 7.0137× 10−4 1/160

3.9876× 10−5 7.0350× 10−4 4.7289× 10−5 3.1392× 10−4 1/320

2.8596× 10−5 3.3268× 10−4 2.4801× 10−5 1.4378× 10−4 1/640

1.5596× 10−5 1.6439× 10−4 8.7045× 10−6 6.8364× 10−5 1/1280
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برای مثلثͬ ناحیه روی T = 10 و h = 1/10 با عددی روش برای آمده بدست های خطا :۶.۵ جدول
.2 مثال

c L2 L∞ RMS τ

0.4 1.6278× 10−2 3.8469× 10−3 1.4798× 10−3 1

0.5 8.1966× 10−3 1.7500× 10−3 7.4514× 10−4 1/2

0.6 4.1127× 10−3 8.8739× 10−4 3.7388× 10−4 1/4

0.7 2.0552× 10−3 4.6471× 10−4 1.8684× 10−4 1/8

0.8 1.0243× 10−3 2.4038× 10−4 9.3123× 10−5 1/16

0.9 5.1168× 10−4 1.2329× 10−4 4.6516× 10−5 1/32

1 2.6003× 10−4 6.3175× 10−5 2.3639× 10−5 1/64

1.1 1.3385× 10−4 3.1685× 10−5 1.2168× 10−5 1/128

1.2 7.3098× 10−5 1.6033× 10−5 6.6453× 10−6 1/256

c = 0.1 و τ = 1/200 ،h = ازای1/20 به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب :۴.۵ شͺل
.2 مثال برای T = 5 با شͺل ای دایره ی ناحیه روی
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و τ = 1/1000 ،h = 1/15 ازای به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب :۵.۵ شͺل
.2 مثال برای T = 1 با (n = 4) نامنظم ی ناحیه روی c = 0.5

و τ = 1/1000 ،h = 1/15 ازای به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب :۶.۵ شͺل
.2 مثال برای T = 1 با (n = 8) نامنظم ناحیه روی c = 0.5
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

c = 1.5 و τ = 1/10 ،h = 1/5 ازای به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب :٧.۵ شͺل
.3 مثال برای T = 1 و r = 0 با [−5, 5]× [−5, 5] مستطیلͬ ی ناحیه روی

و r = 0 ازای به 3 مثال برای [۶٧] در شده ارائه روش و حاضر روش بین خطاها مقایسه :٧.۵ جدول
.[−2, 2]× [−2, 2] مستطیلͬ ی ناحیه روی h = 1/5

T = 2 ،L∞ T = 1 ،L∞ τ

حاضر روش [۶٧] روش حاضر روش [۶٧] روش
5.1091× 10−4 7.7952× 10−1 1.8855× 10−4 1.2187× 10−1 1/10

4.1586× 10−4 3.8698× 10−1 1.6804× 10−4 6.0296× 10−2 1/20

2.1213× 10−4 1.9274× 10−1 1.3225× 10−4 2.9981× 10−2 1/40

1.1227× 10−4 9.6149× 10−2 1.1248× 10−4 1.4939× 10−2 1/80

9.1236× 10−5 4.7985× 10−2 9.9553× 10−5 7.4461× 10−3 1/160

8.1253× 10−5 2.3937× 10−2 7.2345× 10−5 3.7069× 10−3 1/320

5.1270× 10−5 1.1920× 10−2 5.8967× 10−5 1.8389× 10−3 1/640
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

c = 1.5 و τ = 1/10 ،h = 1/5 ازای به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب :٨.۵ شͺل
.3 مثال برای T = 1 و r = 3 با [−5, 5]× [−5, 5] مستطیلͬ ی ناحیه روی

c = 0.52 و τ = 1/10 ،h = ازای1/20 به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب :٩.۵ شͺل
.3 مثال برای T = 1 و r = 0 با مثلثͬ ناحیه روی
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

c = 0.2 و τ = 1/10 ،h = ازای1/20 به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب :١٠.۵ شͺل
.3 مثال برای T = 1 و r = 1 با ای دایره ناحیه روی

c = 0.4 و τ = 1/20 ،h = ازای1/20 به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب :١١.۵ شͺل
.3 مثال برای T = 5 و r = 2 با (n = 16) نامنظم ناحیه روی
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

و τ = 1/100 ،h = 1/10 ازای به (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب :١٢.۵ شͺل
.3 مثال برای T = 1 و r = 3 با نامنظم ناحیه روی c = 0.8

قرمز مرزی (نقاط 4 مثال برای کروی و مͺعبی های ناحیه روی ای گره نقاط توزیع :١٣.۵ شͺل
هستند). آبی داخلͬ نقاط و رنگ
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

ازای به عددی روش از استفاده با (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب :١۴.۵ شͺل
.4 مثال برای T = 1 و z = 0 در مͺعبی ناحیه روی c = 0.9 و τ = 1/100 ،h = 1/10

و h = 1/10 ازای به 4 مثال برای [۶٧] در شده ارائه روش و حاضر روش بین ها خطا مقایسه :٨.۵ جدول
مͺعبی. ی ناحیه از نقاط تعدادی در T = 1

حاضر روش [۶٧] روش (x, y, z)

2.91301× 10−4 4.4851× 10−2 (0.1, 0.1, 0.1)

1.40227× 10−3 4.4363× 10−2 (0.2, 0.2, 0.2)

2.93329× 10−3 4.6234× 10−2 (0.3, 0.3, 0.3)

4.18388× 10−3 4.6553× 10−2 (0.4, 0.4, 0.4)

4.61567× 10−3 4.5498× 10−2 (0.5, 0.5, 0.5)

4.08167× 10−3 4.4917× 10−2 (0.6, 0.6, 0.6)

2.83632× 10−3 4.4182× 10−2 (0.7, 0.7, 0.7)

1.39163× 10−3 4.3156× 10−2 (0.8, 0.8, 0.8)

3.23101× 10−4 4.5028× 10−3 (0.9, 0.9, 0.9)
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

و c = 0.9 ،τ = 1/100 ،h = 1/10 ازای به عددی روش از آمده بدست های خطا :٩.۵ جدول
.4 مثال برای مͺعبی ی ناحیه روی مختلف های زمان در T = 1

L2 L∞ RMS t

4.2556× 10−3 3.0817× 10−4 1.1410× 10−4 0.1

7.0896× 10−3 5.1315× 10−4 1.9009× 10−4 0.2

9.0286× 10−3 6.5332× 10−4 2.4208× 10−4 0.3

1.0364× 10−2 7.4956× 10−4 2.7788× 10−4 0.4

1.1273× 10−2 8.1453× 10−4 3.0225× 10−4 0.5

1.1874× 10−2 8.5641× 10−4 3.1836× 10−4 0.6

1.2249× 10−2 8.8066× 10−4 3.2841× 10−4 0.7

1.2462× 10−2 8.9087× 10−4 3.3413× 10−4 0.8

1.2573× 10−2 8.8931× 10−4 3.3711× 10−4 0.9

1.2661× 10−2 8.7721× 10−4 3.3946× 10−4 1

و c = 0.15 ،τ = 1/100 ،h = 1/10 ازای به عددی روش برای آمده بدست های خطا :١٠.۵ جدول
. 4 مثال برای کروی ناحیه روی مختلف های زمان در T = 1

L2 L∞ RMS t

7.8261× 10−2 3.1080× 10−3 1.5450× 10−3 0.1

8.0249× 10−2 4.1034× 10−3 1.5842× 10−3 0.2

8.2939× 10−2 5.0939× 10−3 1.6373× 10−3 0.3

8.6278× 10−2 6.0856× 10−3 1.7032× 10−3 0.4

9.0217× 10−2 7.0936× 10−3 1.7810× 10−3 0.5

9.4712× 10−2 8.1387× 10−3 1.8697× 10−3 0.6

9.9719× 10−2 9.1955× 10−3 1.9686× 10−3 0.7

1.0520× 10−1 1.0265× 10−2 2.0768× 10−3 0.8

1.1113× 10−1 1.1348× 10−2 2.1939× 10−3 0.9

1.1748× 10−1 1.2444× 10−2 2.3192× 10−3 1
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

ازای به عددی روش از استفاده با (راست) مطلق خطای و (چپ) تقریبی جواب :١۵.۵ شͺل
.4 مثال برای T = 1 و z = 0 در کروی ناحیه روی c = 0.15 و τ = 1/100 ،h = 1/8
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۶ فصل

مͽنوس بسط ی پایه بر حافظ های طرح
خطͬ غیر های سیستم برای

مقدمه ١.۶

شͺل به معمولͬ دیفرانسیل معادلات از خطͬ غیر های سیستم فصل این در

y′ = A(t, y)y, y(0) = y0, (١.۶)

از g متناظر (ماتریسͬ) لͬ جبر در A(t, y) و G ماتریسͬ لͬ گروه در y آن در که گیریم مͬ نظر در را
مͺانیͷجسم در مثال طور به باشد. مͬ زیادی های کاربرد دارای معادلات از شͺل این دارد. قرار G
گروه با متناظر G همیلتونͬ، ͬͺدینامی های سیستم در باشد. مͬ SO(n) مربوطه لͬ گروه سخت،
G = SU(n) وسیله به کوانتمͬ های سیستم که حالͬ در باشد، مͬ زوج) n (با Sp(n) ١ ͷتیͺسیمپل

صورت به نیست وابسته y به که A = A(t) و

y′ = A(t)y, y(0) = y0, (٢.۶)

ویژگͬ از برخͬ دقیق حفظ معنͬ به (١.۶) معادله مخصوصاز شͺل این اغلب، شوند. مͬ بندی مدل
∥y(t)∥ = ∥y0∥ ،G = SO(n) که زمانͬ خاص، طور به باشد. مͬ دقیق جواب بوسیله کیفͬ مهم های

باشد. مͬ ͷتیͺسیمپل جریان G = Sp(n) اگر که حالͬ در ،t همه ازای به
از استفاده به مجبور بنابراین نیست، پذیر امͺان (٢.۶) یا (١.۶) معادله دقیق حل کلͬ طور به
بسیار نتیجه در هستیم. عددی یا تحلیلͬ مناسب های جواب به رسیدن برای جایͽزین های روش
اشتراک به دقیق جواب با را کیفͬ مهم های ویژگͬ این که آوریم بدست هایی تقریب تا است مهم

.[٨٨ ،٨٧] بͽذارند

١Symplectic
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

(٢.۶) خطͬ معادله جواب که باشد مͬ ٢ مͽنوس بسط روش رابطه، این در ارزشمند ابزار ͷی
کند: مͬ بیان مشخص، نامتناهͬ سری ͷی نمایی تابع صورت به را

y(t) = eΩ(t)y0, Ω(t) =

∞∑
k=1

Ωk(t), (٣.۶)

ماتریس از ٣ تو در تو های جاگر جابه شامل های انتگرال از خطͬ های ترکیب Ωk(t) های جمله که
صورت به اولیه های جمله موضوع، شدن روشن برای .[٨٩] باشند مͬ مختلف های زمان در A(t)

Ω1(t) =

∫ t

0
A(s) ds ,

Ω2(t) =
1

2

∫ t

0

∫ s1

0

[
A(s1), A(s2)

]
ds2 ds1 ,

Ω3(t) =
1

6

∫ t

0

∫ s1

0

∫ s2

0

[
A(s1), [A(s2), A(s3)]

]
+
[
A(s3), [A(s2), A(s1)]

]
ds3 ds2 ds1 ;

(۴.۶)

صورت به مربعͬ ماتریس دو از جاگر جابه آن در که باشند مͬ

[X,Y ] = X Y − Y X ,

گرفتن نظر در از بعد آمده بدست تقریب هر روش، ساختار به توجه با کنید، توجه شود. مͬ تعریف
شده تعریف آن در دیفرانسیل معادله که بود خواهد ای G لͬ گروه به متعلق سری، از متناهͬ تعداد
(همانند شود مͬ مرتبط G لͬ گروه با که دقیق جواب ویژگͬ هر آمده بدست تقریب نتیجه، در است.
معادله عددی بررسͬ در .[٩٠] باشد مͬ دارا را ( و... حجم حفظ یͽانگͬ، تعامد، ،ͷسیمپلیتی
مͬ کارآمد های انتگرال ساختن برای قدرتمند ابزار ͷی که است داده نشان مͽنوس بسط ،(٢.۶)
های مثال روش این کند. مͬ تولید پیوسته جریان لͬ گروه همان در را عددی های جریان که باشد
اند شده برده کار به مختلفͬ های شͺل به و دهند مͬ تشͺیل را لͬ گروه های روش از مخصوصͬ

کنید). نگاه را آن منابع و [١۶] مقاله مثال عنوان (به
برای معمول روش ͷی ،(١.۶) بوسیله شده تعریف تر کلͬ خطͬ غیر مسئله روی بر تمرکز با
مͬ g ای زمینه لͬ جبر به G از مسئله انتقال لͬ، گروه ساختار حافظ عددی های روش آوردن بدست
و g در مرتبط دیفرانسیل معادله کردن حل و بندی فرمول سپس نمایی). تابع با مثال، (برای باشد
خطͬ فضای ͷی در سازی گسسته فرآیند روش این در باشد. مͬ G به جواب برگرداندن نهایت در
برده کار به تواند مͬ رانگه-کوتا ͷکلاسی روش ͷی طوریͺه، به گیرد، مͬ صورت لͬ گروه جای به
روش کلاس در عملیاتͬ مͺانیسم دقیقاً این بزند. تقریب g در را دیفرانسیل معادله جواب تا شود

.[٩٢ ،٩١ ،١۶] باشد مͬ ۴ رانگه-کوتا-مونته-کاس های

٢Magnus expansion
٣Nested commutators
۴Runge-Kutta-Munthe-Kaas
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

حاصل (٢.۶) حالتخطͬ مͽنوسدر بسط پایه بر عددی های گیری انتگرال از عالͬ بسیار نتایج
شده انجام گذشته در (١.۶) خطͬ غیر معادله به ها آن تعمیم برای تلاش چندین همچنین است، شده
p مرتبه از هایی طرح چͽونه دهد مͬ نشان که کنیم، مͬ معرفͬ را [٩٣] مرجع خاص طور به است.
شده تعریف دیفرانسیل معادله برای مͺانͬ هم ایده بردن کار به سپس و بسط مناسب دادن برش با
ͷکم به اگرچه باشند، مͬ ضمنͬ آمده بدست های روش حال، این با آیند. دست به توانند مͬ g در

آوریم. بدست سه از بالاتر مرتبه از صریح های روش تا دارد وجود امͺان این مͺانͬ هم شرایط
مͽنوس بسط ی پایه بر صریح گیری انتگرال روش به [٩۴] در رفته کار به ی شیوه مقابل، در
دنباله ساختن اول گام روش، این در شوند. مͬ بیان انتگرالͬ جملات حسب بر که است شده منجر
جابه شامل ها انتگرال از خطͬ های ترکیب حسب بر دقیق جواب برای پیوسته های تقریب از ای
مطابق شده، انتخاب مناسب های تقریب با ها انتگرال دوم گام در سپس باشد. مͬ A از هایی جاگر
که صورت بدین شود. مͬ روش پذیری انعطاف موجب این که شوند مͬ جایͽزین مسئله، نوع با
برای ۶ نیوتون-کاتس روش از توان مͬ است مشخص ۵ همجوشͬ نقاط در فقط A مقدار که زمانͬ
و گاوس، روش از محاسبات کمترین با بالا ی مرتبه به رسیدن برای کرد. استفاده ها انتگرال تقریب
است. نوسانͬ شدت به (١.۶) مسئله که باشد مͬ زمانͬ برای انتخاب بهترین احتمالا˟ ٧ فیلون روش
خطͬ غیر سیستم برای مͽنوس بسط پایه بر هایی فرمول ایجاد [٩۴] اصلͬ هدف که حالͬ در
این در اما است. گرفته قرار توجه مورد کمتر دوم گام اول)، گام روی بر (تمرکز است بوده (١.۶)
دهیم مͬ نشان و کنیم مͬ تمرکز دوم گام روی بر روش، از مختلف های کاربرد انتخاب با فصل
همچنین رابطه، این در برد. سود مناسب های روش از توان مͬ (١.۶) مسئله نوع به توجه با چͽونه
داد. افزایش را ها الͽوریتم کارآمدی توان مͬ تغییر قابل گام طول روش معرفͬ با دهیم مͬ نشان

خطͬ غیر های سیستم برای مͽنوس بسط ٢.۶

مͬ بیان تابع ͷی از نمایی صورت به را (١.۶) معادله جواب خطͬ، حالت در (٣.۶) معادله همانند
کنیم:

y(t) = eΩ(t)y0. (۵.۶)

[٩٠] در مثال عنوان به که نمایی تابع مشتق محاسبه با و (١.۶) در (۵.۶) معادله دادن قرار با سپس
صورت به معادله این آید. مͬ بدست Ω برای دیفرانسیل معادله ͷی است، شده داده نشان

Ω′(t) =

∞∑
k=0

Bk

k!
adkΩ(t)A(t, e

Ω(t)y0), Ω(0) = 0, (۶.۶)

صورت به تکراری جاگر جابه برای نماد ͷی adm و برنولͬ اعداد {Bk} آن در که بود خواهد

ad0ΩA = A, adm+1
Ω A = [Ω, admΩA], m ≥ 0.

۵Equispace
۶Newton-Cotes
٧Filon
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

گیری انتگرال از بعد پیͺارد، ثابت نقطه تکرار روش کارگیری به و Ω[0](t) ≡ 0 تعریف با باشد. مͬ
داشت: خواهیم

Ω[m](t) =

∫ t

0

∞∑
k=0

Bk

k!
adk

Ω[m−1](s)
A(s, eΩ

[m−1](s)y0)ds, m ≥ 1. (٧.۶)

،A(t, y) برای کافͬ ٨ منظم شرایط گرفتن نظر در با و t = 0 از مناسب ͷکوچ ͬͽهمسای ͷی در
عملͬ، تقریب ارائه برای واضح، طور به بود. خواهد Ω(t) به همͽرا Ω[m](t) ،m → ∞ که زمانͬ
در که همانطور دهیم. برش را (٧.۶) در شده ظاهر نامتناهͬ سری مناسبی طور به تا هستیم مجبور

داشت: خواهیم شوند، حفظ k = m− 2 تا سری جملات اگر است شده داده نشان [٩۴]

Ω[m](t) = Ω(t) +O(tm+1).

به ها انتگرال حسب بر (١.۶) تحلیلͬ های جواب آوردن بدست برای را متوالͬ های تکرار نتیجه در
گیریم: مͬ نظر در زیر صورت

Ω[1](t) =

∫ t

0
A(s, y0)ds,

Ω[m](t) =

m−2∑
k=0

Bk

k!

∫ t

0
adk

Ω[m−1](s)
A(s, eΩ

[m−1](s)y0)ds, m ≥ 2,

(٨.۶)

تو در تو های جاگر جابه از چندگانه های انتگرال از خطͬ ترکیب شامل فقط Ω[m](t) که آنجایی از
جواب لͬ گروه همان در y[m](t) بنابراین و بود خواهد g به متعلق بینͬ پیش مطابق بنابراین باشد، مͬ
مͽنوس بسط اینجا در چه اگر کنیم، اشاره باید گیرد. مͬ قرار t > 0 و m ≥ 1 همه برای y(t) دقیق
این است واضح اما شد سازی پیاده ماتریسͬ لͬ گروه نوع از ،(١.۶) خطͬ غیر های سیستم روی بر
سازی پیاده قابل نیز باشد نمͬ لͬ گروه از عضوی جواب آن در که خطͬ غیر های سیستم برای روش

است.

مͽنوس بسط ی پایه بر عددی های گیری انتگرال ٣.۶

آنالیز باید بنابراین باشد، نمͬ پذیر امͺان دقیق حل موارد بیشتر در (٨.۶) عبارات پیچیدگͬ به توجه با
دست برای گیرد. قرار استفاده مورد تواند مͬ عملͬ های تقریب ارائه برای عددی طرح چه که کنیم
مناسب شبͺه نقاط انتخاب با ،tf نهایی زمان در O(tp) مرتبه از y(tf ) عددی تقریب ͷی به یافتن
،0 ≤ n ≤ N − 1 برای hn = tn+1 − tn گام طول با [t0, tf ] بازه در 0 = t0 < t1 < · · · < tN = tf

رابطه از عددی حل مقادیر

y0 = y(t0), yn+1 = exp
(
Ω[p](tn + hn, tn)

)
yn ≈ y(tn+1), (٩.۶)

٨Regularity
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مناسبی طور به باید Ω[1],Ω[2], · · · ,Ω[p] در موجود های انتگرال ی همه ادامه در آیند. مͬ بدست
بردار روی بر j = 1, . . . , p ،exp(Ω[j]) نمایی های تابع ضرب حاصل همچنین و شوند زده تقریب
ͷتکنی که حالͬ در داشت خواهیم تمرکز اول موضوع روی بر فقط اینجا در شوند. محاسبه باید ها
ملاحظه را آن مراجع و خاص[٩۵] طور (به هستند موجود دوم مورد برای مقالات در مختلفͬ های

کنید).
مͬ راست سر تقریبا بالا زمانͬ گام طول روش از استفاده با دوم مرتبه های تقریب به دستیابی

شویم: مͬ برو رو (٨.۶) در اولیه تکرار دو با فقط [tn, tn+1] بازه زیر در که طوری به باشد،

Ω[1](tn+1, tn) =

∫ tn+hn

tn

A(s, yn)ds,

Ω[2](tn+1, tn) =

∫ tn+hn

tn

A(s, eΩ
[1](s,tn)yn)ds.

(١٠.۶)

کنید فرض افتد. مͬ اتفاق بالا های انتگرال در شده استفاده های تقریب به بسته حالت چندین حال
(١٠.۶) در Ω[2] برای ای ذوزنقه قائده و شود زده تقریب hnA(tn, yn) اویلر روش بوسیله Ω[1] که

شود: مͬ نتیجه زیر دوم مرتبه صریح عددی طرح نتیجه، در شود. استفاده

u = hnA(tn, yn),

v =
hn
2

(A(tn, yn) +A(tn+1, e
uyn)) ,

yn+1 = evyn.

(١١.۶)

(١١.۶) در u = Ω[1](tn+1, tn)صورت به تواند مͬ u شود، محاسبه دقیق طور به بتواند Ω[1] اگر البته
دهیم. مͬ نشان M2 با را دوم ی مرتبه طرح این شود. گرفته نظر در

که رسید خواهیم جدید دوم مرتبه روش ͷی به شود، استفاده میانͬ نقطه قاعده اگر دیͽر، روش
دارد: M2 مشابه محاسباتͬ هزینه

u =
hn
2
A (tn, yn) ,

v = hnA

(
tn +

hn
2
, euyn

)
,

yn+1 = evyn.

(١٢.۶)

اگر بنابراین، شوند. مͬ حاصل مشابه طور به p > 2 برای Ω[p] روی بر کار با بالاتر مراتب های روش
های گره اساس بر گاوس-لژاندر روش با

c1 =
1

2
−

√
3

6
, c2 =

1

2
+

√
3

6
, (١٣.۶)

دست زیر سه مرتبه الͽوریتم به شوند، گسسته Ω[3] و Ω[2] ،Ω[1] در شده ظاهر های انتگرال ی همه
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

یافت: خواهیم

Q1 = hnA(tn, yn),

Q2 = hnA(tn + hn, e
Q1yn)−Q1,

u3 = c1Q1 +
1

2
c21Q2,

u4 = c2Q1 +
1

2
c22Q2,

Q3 = −Q1 − c1Q2 + hnA(tn + c1hn, e
u3yn),

Q4 = −Q1 − c2Q2 + hnA(tn + c2hn, e
u4yn),

v = Q1 +
1

2
Q2 +Q3 +Q4 −

1

8
(c21 + c22)[Q1, Q2],

yn+1 = evyn.

(١۴.۶)

سه ی مرتبه طرح به سیمسون قاعده از استفاده که حالͬ در

Q1 = hnA(tn, yn),

Q2 = hnA(tn +
1

2
hn, e

1
2
Q1yn)−Q1,

u3 =
1

2
Q1 +

1

4
Q2,

u4 = Q1 +Q2,

Q3 = −u4 + hnA(tn +
1

2
hn, e

u3yn),

Q4 = −u4 −Q2 + hnA(tn + hn, e
u4yn),

u5 = u4 +
2

3
Q3 +

1

6
Q4 −

1

6
[Q1, Q2],

yn+1 = eu5yn,

(١۵.۶)

خیلͬ (١۵.۶) و (١۴.۶) های روش چه اگر دهیم. مͬ نشان M3 با را آن که [٩۴] شود مͬ منجر
دوم مرتبه تقریب ͷی قبلا (١۵.۶) رابطه در شده محاسبه eu4yn که کنیم اشاره باید هستند، مشابه
زیرا نیست. فراهم (١۴.۶) الͽوریتم در امͺان این که است، کرده فراهم t = tn+1 نقطه در را جواب
گره نقاط در ترتیب به فقط دوم مرتبه های تقریب به eu4yn و eu3yn ،(١۴.۶) ساختار به توجه با
∥ yn+1−eu4yn ∥ ی محاسبه با تا شود مͬ موجب ویژگͬ این شد. خواهند منجر tn+c2h و tn+c1h
گام طول صورت به را روش بتوان M3 توسط شده ساخته موضعͬ خطای از تخمین ͷی عنوان به

دهیم. مͬ توضیح را آن کامل طور به M4 برای ادامه در که کرد سازی پیاده تغییر قابل
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آید: مͬ بدست زیر محاسبات همراه به (١۵.۶) کامل محاسبه با چهار مرتبه از روش ͷی

u6 = u3 +
1

3
Q3 −

1

24
Q4 −

1

48
[Q1, Q2],

Q5 = −u4 + hnA(tn +
1

2
hn, e

u6yn),

Q6 = −u4 −Q2 + hnA(tn + hn, e
u5yn),

v = u4 +
2

3
Q5 +

1

6
Q6 −

1

6

[
Q1, Q2 −Q3 +Q5 +

1

2
Q6

]
,

yn+1 = evyn,

(١۶.۶)

امͺان نیز (١۶.۶) و (١۵.۶) های طرح M3 مشابه که کنید توجه ایم. داده نشان M4 با را آن که
هزینه گونه هیچ بدون [٩۶] موضعͬ یابی برون ͷتکنی با مثال عنوان به را hn گام طول کردن تنظیم

شد. خواهد تر کارآمد روش که ای گونه به کنند، مͬ فراهم اضافͬ
در را عددی حل دو که گیریم مͬ نظر در را (١۶.۶) چهار مرتبه طرح روند، دادن نشان برای

کند: مͬ ایجاد چهار و سه های مرتبه از ترتیب به tn+1 نقطه

ŷn+1 = eu5yn, و yn+1 = evyn.

از استفاده با سپس

Er = ∥yn+1 − ŷn+1∥, (١٧.۶)

باشد، تولرانسمشخصشده از کمتر tn+1 در شده محاسبه Er اگر شود. مͬ محاسبه موضعͬ خطای
اگر رویم. مͬ tn+2 نقطه در تقریبی جواب محاسبه سراغ به سپس و شود مͬ پذیرفته tn+1 به tn گام
تقریب محاسبه برای کوچͺتر گام طول ͷی و شده رد tn+1 در آمده بدست تقریب باشد، Er ≥ tol

به تواند مͬ جدید گام طول رد) یا (پذیرش حالت دو هر در شود. مͬ انتخاب tn+1 نقطه در جدید
:[٩٧] شود انتخاب زیر صورت

hnew = s hc

(
tol
Er

)1/4

, (١٨.۶)

ای گونه به که باشد مͬ ایمنͬ یͷضریب s و باشد مͬ گام طول اخیر مقدار دهنده نشان hc آن در که
tn → tn+1 گام که زمانͬ کنید توجه دهد. کاهش را گام طول شدن رد احتمال که شود مͬ انتخاب
وجود امͺان این که ای گونه به هستند، موجود tn+1 در yn+1 و ŷn+1 عددی تقریب دو شود کامل
بالاتر مرتبه از جواب موضعͬ، یابی برون در کنیم. انتخاب عددی حل عنوان به را کدام هر که دارد
اضافͬ محاسبه گونه هیچ بدون Er مقدار ما روش در که کنید توجه کنیم. مͬ انتخاب را yn+1

محاسبه نیز را ŷn+1 مقدار yn+1 محاسبه برای تا بود خواهیم مجبور حال هر در که چرا آید مͬ بدست
طول سریع خیلͬ یا آهسته خیلͬ رشد از جلوگیری برای دیͽری پارامترهای توان مͬ همچنین کنیم.
باشد. مͬ h0 = tol/2 ممͺن انتخاب ͷی اولیه گام طول برای طور همین .[٩۶] کرد معرفͬ گام
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وابسته صریح طور به که مسائلͬ برای فصل، این در شده داده توضیح مͽنوس بسط روش چه اگر
به معادله که حالتͬ برای ها الͽوریتم این اما شدند، طراحͬ باشند، مͬ ( t اینجا (در مستقل متغیر به

شͺل به خطͬ غیر معادلات برای یعنͬ نیست، مستقل متغیر به وابسته صریح طور

y′ = A(y)y, y(0) = y0, (١٩.۶)

حالت این در زیرا باشد مͬ خطͬ حالت مقابل در مورد این کنند. مͬ فراهم خوبی های تقریب نیز
کند. مͬ ایجاد را مسئله دقیق جواب مͽنوس بسط

معادله بوسیله که را آزاد سخت یͷجسم حرکت قبلͬ، های الͽوریتم از نمونه ͷی برای .١ مثال
:[٩٨] گرفت خواهیم نظر در را شوند مͬ توصیف استاندارد اویلر های

y′ =

 Π′
1

Π′
2

Π′
3

 =

 0 Π3
I3

−Π2
I2

−Π3
I3

0 Π1
I1

Π2
I2

−Π1
I1

0


 Π1

Π2

Π3

 = A(y)y, (٢٠.۶)

زاویه تکانه ،Π = (Π1,Π2,Π3) و هستند بدن اینرسͬ از اصلͬ لحظات از مورد سه I1, I2, I3 > 0 که
باشد: مͬ زیر صورت به دوم درجه ویژگͬ دو دارای سیستم این باشد. مͬ حرکت حال در قاب در ای

C =
1

2
∥Π∥2, (٢١.۶)

و متعامد، بدن قاب در ثابت ای زاویه تکانه طول

H =
1

2

(
Π2

1

I1
+

Π2
2

I2
+

Π2
3

I3

)
,

برده کار به (٢٠.۶) روی بر مͽنوس بسط پایه بر قبلͬ های طرح که زمانͬ باشد. مͬ سیستم انرژی
.(٩ کردن گرد از حاصل خطا مقداری (با شوند مͬ حفظ دقیقا C ها، طرح ساختار به توجه با شوند،
کارآمدی بتوانیم تا کند ͷکم تواند مͬ گیری انتگرال طول در H برای حاصل خطای که حالͬ در
گیریم مͬ نظر در را I1 = 3/2 و I2 = 2 ،I1 = 3 کار این برای کنیم. بررسͬ را مختلف های روش
نهایی زمان تا را گیری انتگرال و کرده انتخاب Π(0) = (1, 1, 1) صورت به را اولیه های شرط و
دهیم. مͬ انجام مختلف های تولرانس و ها گام طول و مͽنوس مختلف های روش با tf = 100

هزینه حسب بر را خطا این و کنیم مͬ محاسبه tf نهایی زمان در را انرژی در نسبی خطای سپس
ماتریس تعداد مجموع محاسبه با توان مͬ را روش هر محاسباتͬ هزینه کرد. خواهیم رسم محاسباتͬ

آورد: بدست زیر جدول مطابق نیاز، مورد های جاگر جابه و نمایی های تابع ،A های

جاگر جابه تعداد نمایی تابع تعداد Aماتریس تعداد روش مرتبه روش
0 2 2 2 M2
1 4 4 3 M3
2 6 6 4 M4

٩Round-off
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کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

باشد، Mx مͽنوس بسط حسب بر روش ͷی از محاسباتͬ هزینه کننده مشخص CMx اگر بنابراین
،M2 برای آمده بدست نتایج ١.۶ شͺل در .CM4 ∼ 3.2CM2 که صورتͬ در ،CM3 ∼ 2.1CM2 پس
M4v و M3v با ترتیب به که متغیر گام طول با چهارم و سوم مرتبه های روش همراه به M4 و M3

است. شده رسم اند، مشخصشده

مͬ سه مرتبه از روش ͷی مثال این برای M2 اینکه اول دارد. وجود شͺل این در نکته چندین
را ها طرح کارآیی متغیر گام طول سازی پیاده دوم، باشد. مͬ M3 از تر کارآمد که طوری به باشد،
در آن محاسباتͬ هزینه اینکه با است مثال این برای روش ترین کارآمد M4v سوم، بخشد. مͬ بهبود
بدون دقت رقم 14 − 15 با را (٢١.۶) ثابت ویژگͬ ها طرح ی همه چهارم، است. بیشتر مرحله هر
همچون استاندارد های روش سایر خلاف بر موضوع این که کنند، مͬ حفظ گام طول به وابستگͬ
این با محاسبات هزینه از ما تخمین که برسد نظر به است ممͺن باشد. مͬ کوتا رانگه های روش
نشان را ها طرح نسبی کارآیی دقیق طور به کاملا روش این ولͬ باشد. ناپخته و خام تقریبا روش
ͷی کنیم، گیری اندازه طرح هر بوسیله را لازم محاسبات زمان آن جای به اگر که طوری به دهد مͬ

شود. مͬ نتیجه مشابه نمودار

های روش با آمده بدست محاسباتͬ، هزینه حسب بر tf = 100 در انرژی برای نسبی خطای :١.۶ شͺل
. اویلر معادله برای مͽنوس مختلف

ها کاربرد ۴.۶

معادله نوع از معادله چندین روی بر را مͽنوس بسط ی پایه بر آمده بدست های الͽوریتم بخش این در
کرد خواهیم مشاهده نیست). لͬ گروه از عضوی y دوم کاربرد در (البته کنیم مͬ سازی پیاده (١.۶)
را آن از دقیق تقریبی بلͺه کنند مͬ ارائه خوبی به را مسئله جواب کیفͬ رفتار تنها نه ها طرح این که

کنند. مͬ فراهم نیز
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افزوده ͬͺدینامی های سیستم و مͽنوس گیری انتگرال ١.۴.۶

عددی گیری انتگرال برای کلͬ ͷتکنی ͷی لیو ،[١٧] مقاله در دیدیم قبل های فصل در که همانطور
فقط روش این در که دهد مͬ ارائه x ∈ Rk ،x′ = f(t, x) دیفرانسیل معادله k شامل سیستم هر از
روی بر بعداً روش این گیرد. مͬ نظر در نیز ∥x∥ را آن نرم بلͺه گیرد نمͬ نظر در را x مͺان متغیر
با هایی سیستم همچنین و مرزی مقدار مسائل تا ١٠ سخت دیفرانسیل معادلات از مختلف مسائل

.[١٠٣ ،١٠٢ ،١٠١ ،١٠٠ ،٩٩] شد گرفته کار به مشخص های قید
در y(t) که دهد مͬ نشان راستͬ سر محاسبات ،y = (x, ∥x∥)T بعدی -(k + 1) بردار معرفͬ با

دیفرانسیل معادله

y′ =
d

dt

(
x
∥x∥

)
=

(
Ok×k

f(t,x)
∥x∥

fT (t,x)
∥x∥ 0

)(
x
∥x∥

)
≡ A(t, y)y, (٢٢.۶)

سیستم شود مͬ موجب ∥x∥ > 0 و کرده صدق شیتز لیپ شرط در f که طوری به کند، مͬ صدق
اندازه به سیستم بعد چه اگر کردیم اشاره قبل های فصل در که طور همان باشد. تعریف خوش
یعنͬ ذاتͬ تقارن ͷی دارای (٢٢.۶) افزوده ͬͺدینامی سیستم است، کرده پیدا افزایش واحد ͷی
دترمینان با Y های ماتریس ی همه از شده تشͺیل ،SO(k, 1) لورنتزی گروه از لͬ جبر ،A ∈ so(k, 1)

آن در که ،Y JY T = J که ای گونه به باشد مͬ واحد

J =

(
Ik Ok×1

O1×k −1

)
,

،yTJy = x · x− ∥x∥2 = 0 که کنید توجه کند. مͬ صدق AJ + JAT = 0 رابطه در A که حالͬ در
حفظ (٢٢.۶) برای شده گرفته کار به عددی طرح هر بوسیله دقیق طور به باید شرط این بنابراین و
از کار این برای یو لͬ دیدیم قبل های فصل در که همچنان شود. تضمین روش سازگاری تا شود

نمایی ماتریس پایه بر لͬ-اویلر اول مرتبه سازی گسسته

yn+1 = exp(hA(tn, yn))yn, (٢٣.۶)

استاندارد روشمعایبروشهای این که ثابتکرد و کرد استفاده پاده تقریبهای و/یا کیلͬ تبدیل یا
.[١٧] کند برطرفمͬ مسائل از برخͬ برای را ثابتجعلͬ نقاط و جعلͬ جوابهای وجود با رابطه در
دسترس در یͷگزینه تواند مͬ شد ارائه بخش۶.٣ در مͽنوسکه بسط پایه بر ها طرح استکه واضح
مزیت باشد. (٢٢.۶) افزوده ͬͺدینامی سیستم جواب برای بالاتر مرتبه های تقریب به رسیدن برای
باشند، نمͬ ها جاگر جابه شامل که الͽوریتم در شده ظاهر نمایی ماتریسهای همه استکه این دیͽر
به شد. خواهند تر کارآمد ها طرح نتیجه در شوند، محاسبه بسته فرم ͷی در دقیق طور به توانند مͬ

خاص طور

exp(hA(tn, yn)) =

 Ik +
an − 1

∥fn∥2
fnf

T
n

bnfn
∥fn∥

bnf
T
n

∥fn∥
an

 ,

١٠Stiff

٩۶



کتابی حاجͬ محمد دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ های طرح پایه بر عددی روش�های

شده ارائه روش و مͽنوس مختلف های روش با محاسباتͬ هزینه حسب بر خطا اقلیدسͬ نرم :٢.۶ شͺل
.2 مثال برای یو لͬ توسط

که
fn ≡ f(tn, xn), an ≡ cosh

(
h∥fn∥
∥xn∥

)
, bn ≡ sinh

(
h∥fn∥
∥xn∥

)
.

نشان اصلͬ سیستم از بعد افزایش ایده با ترکیب در را مͽنوس های انتگرال از استفاده ادامه در
داد. خواهیم

:[١٠۴] گیریم مͬ نظر در را زیر سیستم .٢ مثال

x′1 = x2, x1(1) = 0,
x′2 = −x1 − x22 + ln(t), x2(1) = 1,

(٢۴.۶)

دقیق جواب با

xe(t) ≡ (x1(t), x2(t)) =

(
ln(t),

1

t

)
. (٢۵.۶)

(٢٢.۶) معادله بروی را مͽنوس های روش بنابراین ،f(t, x) = (x2,−x1 − x22 + ln(t))T آن در که
بازه در را عددی حل خاص، طور به باشد. مͬ 3 × 3 ماتریس ͷی A اکنون که برد خواهیم کار به
سپس ایم. آورده بدست M4v و M3v ،M2 های روش و (٢٣.۶) اول مرتبه روش با t ∈ [1, 101]

گام طول چندین برای tf = 101 در عددی حل و xe بین تفاضل از اقلیدسͬ نرم صورت به را خطا
الͽوریتم هر محاسباتͬ هزینه از تابع ͷی عنوان به را خطا این سرانجام و آوریم مͬ بدست مختلف
مزیت توان مͬ وضوح به ایم. کرده رسم ٢.۶ شͺل در شد، داده توضیح 1 مثال در که صورتͬ به
است، شده گرفته کار به یو لͬ روش که مسائلͬ در را بالاتر مرتبه گیری انتگرال طرح از استفاده
کنند، مͬ حفظ را افزوده ͬͺدینامی سیستم از مخروطͬ شرط و ذاتͬ تقارن تنها نه ها آن کرد. ملاحظه

دهند. مͬ کاهش نیز را محاسباتͬ هزینه شده داده دقت برای بلͺه
گام طول با چهار مرتبه طرح گیری انتگرال فرآیند در گام طول تنظیم چͽونگͬ دادن نشان برای
دو مثال برای زمان حسب بر را شده انتخاب های گام طول نمودار ٣.۶ شͺل در ،M4v یعنͬ متغیر

ایم. کرده رسم 10−9 و 10−5 مختلف تولرانس دو برای

٩٧
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بر 4 مرتبه از متغیر گام طول روش سازی پیاده برای زمانͬ گیری انتگرال روند در زمانͬ گام طول :٣.۶ شͺل
.2 مثال برای مͽنوس بسط پایه

دارای (٢٣.۶) اول مرتبه طرح با مشابه محاسباتͬ هزینه با M2 که است مشخص ٢.۶ شͺل از
جاگر جابه وجود علت به محاسباتͬ ی هزینه که بالا بعد با مسائل برای بنابراین است. بالاتری دقت
بنابراین بود. خواهد لͬ-اویلر تقریب برای خوب جایͽزین ͷی M2 رود، مͬ بالا M4 و M3 در ها
های سیستم حل M2برای با را یو لͬ روش بالا) بعد و پایین (بعد مسائل همه برای کنیم مͬ پیشنهاد

کنیم. جایͽزین افزوده ͬͺدینامی

نوسانͬ شدت به مسائل ٢.۴.۶

برای خاص طور به را عددی های روش تا است شده انجام زیادی های تلاش اخیر دهه طول در
روش به توان مͬ میان این از کنند. طراحͬ هستند، نوسانͬ شدت به جواب دارای که معادلاتͬ
متغیر به وابسته غیر دوم مرتبه نوسانͬ شدت به مسائل حل برای ها آن شده اصلاح و مثلثاتͬ های
کرد اشاره است، معین مثبت متقارن ماتریس ͷی A آن در که ،q′′ = −Aq + g(q) یعنͬ مستقل
مͬ نوسانͬ شدت به های سیستم مخصوص عددی دیͽر های روش با آشنایی برای .[١٠۶ ،١٠۵]

کرد. مراجعه [١٠٨ ،١٠٧] به توان
که دارند وجود هستند، t متغیر به وابسته صریح طور به که نوسانͬ شدت به های سیستم طرفͬ از
نیستند. بالا در شده ذکر های روش با حل قابل ولͬ شوند توصیف (١.۶) معادله غالب در توانند مͬ
زمان به وابسته های فرکانس با ͷکلاسی ͬͺانیͺم های سیستم به کرد اشاره توان مͬ خاص طور به
ͷکوچ پارامتر ͷی ϵ که شوند، مͬ داده نشان y′ = ϵ−1A(t, y)y شͺل به خطͬ غیر معادلات با که
پایه بر را عددی های تقریب تا کنیم مͬ بیان را متفاوت روش دو ادامه در ها سیستم این برای است.

آوریم. بدست Aمخصوص ماتریس به وابسته مͽنوس بسط ی
اول: رویͺرد

[١١٠ ،١٠٩] توسط شده گرفته کار به شده، مͽنوساصلاح روشبسط از تعمیمͬ واقع در روشاول
با y′′ + a(t, y, y′)y = 0 شͺل به خطͬ غیر های معادله روی بر [٩۴] توسط روش این باشد. مͬ

٩٨
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که زمانͬ (١.۶) شͺل به معادلات برای را روش این اینجا در شد. داده گسترش نیز a(t, y, y′) ≫ 1

کنیم. مͬ سازی پیاده است نوسانͬ جواب تابع
حل تعیین هدف و است شده محاسبه yn ≈ y(tn) که کنیم مͬ فرض معمول طور به شروع برای

گیریم: مͬ نظر در زیر صورت به را جواب ابتدا در باشد. مͬ tn+1 = tn + hn در yn+1 تقریبی

y(tn + τ) = eτA(tn,yn)z(τ), τ ≥ 0. (٢۶.۶)

آید: مͬ بدست z(τ) حسب بر زیر دیفرانسیل معادله (١.۶) در (٢۶.۶) معادله دادن قرار با
dz

dτ
= B(τ, z)z, z(0) = yn, (٢٧.۶)

با
B(τ, z) = e−τA(tn,yn)

(
A
(
tn + τ, eτA(tn,yn)z

)
−A(tn, yn)

)
eτA(tn,yn).

بسط جمله اولین توسط شده ارائه تقریب برای ١١ اصلاح ͷی عنوان به تواند مͬ z(τ) جدید متغیر
کنیم مͬ ملاحظه که طور همان و شود گرفته نظر در است شده زده تقریب اویلر روش با که مͽنوس
به توجه با (i) مهم: های تفاوت با اما کند مͬ صدق y(t) نوع همان از (٢٧.۶) دیفرانسیل معادله در
exp(τA) اعضای از زیرا باشند مͬ نوسانͬ شدت به ها آن اعضای (ii) ،∥B∥ ≪ ∥A∥ مسئله ساختار
به خطایی با هایی تقریب شود، استفاده (٢٧.۶) برای مͽنوس بسط اگر بنابراین اند. آمده بدست
مورد انتگرال برای قبلͬ های تقریب همان اگر حتͬ است انتظار قابل کوچͺتر ملاحظه قابل طور
گام طول با را (٢٧.۶) روی بر شده اعمال مͽنوس بسط اول تکرار تنها ابتدا، گیرد. قرار استفاده

گیریم: مͬ نظر در hثابت

Ω[1](h) =

∫ h

0
G1(τ)dτ,

که
G1(τ) = e−τA(tn,yn)

(
A
(
tn + τ, eτA(tn,yn)yn

)
−A(tn, yn)

)
eτA(tn,yn).

داشت: خواهیم G1(0) = 0 اینکه به توجه با که کنیم مͬ گسسته سیمسون قاعده با را انتگرال این

Ω[1](h) ≈ u(h) ≡ h

6

(
4G1

(h
2

)
+G1(h)

)
.

صورت به شده نتیجه طرح

yn+1 = ehA(tn,yn) eu(h)yn, (٢٨.۶)

مسائل از نوع این M1برای یعنͬ خود استاندارد همتای از تر دقیق نتایجͬ اما باشد مͬ ساده چه اگر
گیریم: مͬ نظر در را زیر مثال نکته، این ملاحظه برای کند. مͬ فراهم

گیریم: مͬ نظر در را زیر سیستم .٣ مثال

x′1 = x2,

x′2 = −tx31 + g(t),
(٢٩.۶)

١١Correction
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شده اصلاح طرح با متناظر M1m روش ،3 مثال نوسانͬ شدت به مسئله برای جواب خطای :۴.۶ شͺل
باشد. مͬ (٢٨.۶)

مͬ x2(0) = 0 ،x1(0) = 1 که وقتͬ دقیق جواب .g(t) = t cos(t2)
(
−4t+ cos2(t2)

)
− 2 sin(t2)) با
صورت به باشد

x1(t) = cos(t2), x2(t) = −2t sin(t2),

y = معرفͬ با تواند مͬ (٢٩.۶) دستگاه است. نوسانͬ شدت به مسئله جواب وضوح به است.
افزایشͬ ماتریس و (x1, x2, 1)

T

A(t, y) =

 0 1 0
−tx21 0 g(t)
0 0 0

 ,

همچنین و (٢٨.۶) شده روشاصلاح با t ∈ [0, 20] بازه در را مثال این آید. در (١.۶) معادله شͺل به
زمان در را جواب نسبی خطای نرم و ایم کرده گیری انتگرال تغییر قابل گام طول M4با M3و ،M2

که کنیم مͬ ملاحظه ایم. کرده رسم ۴.۶ شͺل در لازم محاسبات زمان از تابعͬ عنوان به ،tf = 20

های روش که کنید توجه دارد. M4v با مشابه خطایی ثابت گام طول با (٢٨.۶) شده اصلاح طرح
باشند. نمͬ سیستم این روی سازی پیاده قابل سادگͬ به شده) (اصلاح مثلثاتͬ

دوم: رویͺرد

کاملا طیفͬ A(t, y) که زمانͬ یعنͬ کاربرد) در مهم اما وضعیتخاص( برای تواند مͬ بالا روش
مͬ صورت این در شود. داده تطبیق شود، قطری y و t ثابت مقادیر برای تواند مͬ و دارد موهومͬ

نوشت: توان

A(tn, yn) = V DV −1, با D = diag(iλ), λ ∈ R, (٣٠.۶)

که ای گونه به
G1(τ) = V e−τDM̃(τ)eτDV −1,

١٠٠
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با
M̃(τ) = V −1

(
A
(
tn + τ, eτA(tn,yn)yn

)
−A(tn, yn)

)
V.

است: زیر صورت به (٢٧.۶) روی بر رفته کار به مͽنوس بسط جمله اولین

Ω[1](h) = V

∫ h

0
e−τDM̃(τ)eτDdτ V −1. (٣١.۶)

شͺل به قبلͬ انتگرال ماتریس اعضای که شود )توجه
e−τDM̃(τ)eτD

)
kℓ

= ei(λℓ−λk)τM̃kℓ(τ), (٣٢.۶)

(٣١.۶) روی بر مناسب عددی گیری انتگرال روش بردن کار به بعدی گام قبل، همانند باشند. مͬ
فیلون به موسوم روشͬ از استفاده نظر به ،(٣٢.۶) نوسانͬ شدت به خاصیت به توجه با باشد. مͬ
باشند مͬ ∫ h

0 g(s)e
iωsds شͺل به (٣١.۶) اعضای که آنجایی از رسد. مͬ نظر به مناسب [١١١] ١٢

گیریم: مͬ نظر در را زیر قاعده
∫ h

0
g(τ)eiωτdτ ≈ b1g(0) + b2g(h/2) + b3g(h), (٣٣.۶)

دقیق g(τ) = 1, τ, τ2 برای (٣٣.۶) معادله که اند شده تعیین ای بͽونه زیر صورت به bi های وزن که
باشد:

b1(ω, h) =
i

ω
+

3 + eiωh

hnω2
− 4i

1− eiωh

h2ω3
,

b2(ω, h) = −4
1 + eiωh

hω2
+ 8i

1− eiωh

h2ω3
,

b3(ω, h) = −ie
iωh

ω
+

1 + 3eiωh

hω2
− 4i

1− eiωh

h2ω3
.

کنید توجه
(b1, b2, b3) → h

(
1

6
,
2

3
,
1

6

)
که زمانͬ ω → 0

آید. مͬ بدست حدی حالت این در سیمسون قاعده بنابراین و
آید: مͬ در زیر صورت به تقریب ،M̃(0) = 0 که آنجایی از مورد، این )در

Ω[1](h)
)
ij
≈ Vik

(
b2(ωkℓ, h)M̃(

h

2
) + b3(ωkℓ, h)M̃(h)

)
kℓ

(V −1)ℓj , (٣۴.۶)

از توان مͬ را تقریبی جواب نهایت در بنابراین .ωkℓ ≡ λℓ − λk اکنون که

yn+1 = ehA(tn,yn)eΩ
[1](h)yn,

نمود. محاسبه

١٢Filon
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مͺعبی شرودینگر معادله جزئͬ: دیفرانسیل معادلات برای حافظ های طرح ٣.۴.۶

گسسته مͺانͬ بعد در جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله که وقتͬ (١.۶) معادله موارد، بسیاری در
بخصوص بود. مناسبخواهد یͷجایͽزین نیز حالت این روشمͽنوسدر شود. مͬ نتیجه شود، مͬ
گسسته با ها آن حفظ دنبال به که باشد داشته ثابت ویژگͬ تعدادی اصلͬ جزئͬ دیفرانسیل معادله اگر
که ای گونه به بود خواهد بالایی بعد دارای حاصل ماتریس مسائل گونه این در باشیم. عددی سازی
بالاتر های طرح محاسبه برای طرفͬ از شد. خواهند تر هزینه پر ماتریسͬ نمایی های تابع محاسبه
هزینه بالا های بعد با های ماتریس برای که دارند وجود ماتریسͬ های گر جا جابه دو ی مرتبه از
با مسائل برای روش، محاسبات زمان کاهش به کردن فکر بنابراین دهند. مͬ افزایش را محاسبات
حذف یا کردن کم و ماتریسͬ نمایی تابع محاسبه برای اصلاحͬ های روش جایͽزینͬ با بالا، بعد
این در شده ارائه های طرح که دهیم مͬ نشان ادامه در باشد. جالبی ی ایده تواند مͬ ها گر جا جابه
طول انتخاب با و سازی گسسته از بعد که شرودینگر خطͬ غیر مسئله برای نیز شͺل همین به فصل

دارند. توجهͬ قابل کارآیی است، بالا نسبتا بعد با ماتریس ͷی ضرایب ماتریس گام،
مͬ نظر در را شرودینگر خطͬ غیر بعدی ͷی دیفرانسیل معادله موضوع، این دادن نشان برای

گیریم:

iψt + ψxx + a|ψ|2ψ = 0, ψ(x.0) = ψ0(x), (٣۵.۶)

های کاربرد دارای (٣۵.۶) معادله باشد. مͬ ثابت ͷی a > 0 و مقدار مختلط تابع ͷی ψ(x, t) که
را آن مراجع و [١١٢] مقاله مثال (برای آب امواج مطالعه تا خطͬ غیر ͷاپتی از ͷفیزی در بسیاری
به معادله، این باشد. مͬ پذیر انتگرال های سیستم قضیه در کاربرد دارای همچنین و کنید) ملاحظه

زیر ثابت های ویژگͬ دارای خاص، طور

E =

∫ ∞

−∞

(
|ψx|2 −

1

2
a|ψ|4

)
dx, Q =

∫ ∞

−∞
|ψ|2dx, (٣۶.۶)

برای (٣۵.۶) مسئله جواب که کند مͬ تضمین قانون دو این باشد. مͬ شارژ و انرژی ترتیب به یعنͬ
این که ببریم کار به عددی گیری انتگرال روش تا است نیاز بنابراین ماند. مͬ باقͬ کراندار زمان همه

کند. حفظ بخوبی را ثابت شرط دو
بازه روی بر (٣۵.۶) معادله مͺانͬ سازی گسسته برای را دوم مرتبه مرکزی تفاضل طرح اگر
شود: مͬ نتیجه j = 1, . . . , N ،x = xj = xL + j∆x های گره در زیر معادله ببریم، کار به [xL, xR]

i
d

dt
ψj(t) +

1

(∆x)2
(
ψj+1(t)− 2ψj(t) + ψj−1(t)

)
+ a|ψj(t)|2ψj(t) = 0, ψj(0) = ψ0(xj),

(٣٧.۶)
مربع تابع ͷی ψ0(x) اولیه شرط اگر که است شده داده نشان [١١٣] مقاله در .ψj(t) ≈ ψ(xj , t) که
همͽرا ∆x→ 0 که زمانͬ (٣۵.۶) اصلͬ جواب به (٣٧.۶) معادله جواب سپس باشد، پذیر انتگرال

شود. مͬ
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بود: خواهد زیر سیستم با معادل (٣٧.۶) معادله ،ψj = pj + iqj نوشتن با

d

dt
qj −

1

(∆x)2
(pj+1 − 2pj + pj−1)− a(q2j + p2j )pj = 0,

d

dt
pj +

1

(∆x)2
(qj+1 − 2qj + qj−1) + a(q2j + p2j )qj = 0,

شود نوشته زیر ماتریسͬ فرم به تواند مͬ که

dy

dt
=

(
O 1

(∆x)2
C + aD

− 1
(∆x)2

C − aD O

)
y ≡ A(y) y, (٣٨.۶)

N ×N های ماتریس و y = (q1, . . . , qN , p1, . . . , pN )T حسب بر

C =


−2 1
1 −2 1

· · · · · · · · ·
1 −2 1

1 −2

 , D = diag((q21 + p21), . . . , (q
2
N + p2N )).

که ای گونه به باشند، ψ(xL, t) = ψ(xR, t) = صورت0 به مرزی شرایط که ایم فرضکرده اینجا در
.q0 = p0 = qN+1 = pN+1 = 0

های معادله که کرد بررسͬ توان مͬ طرفͬ از

Ẽ =
1

2(∆x)2
(qTCq + pTCp) +

a

4

N∑
k=1

(q2j + p2j )
2, (٣٩.۶)

Q̃ =
N∑
k=1

(q2j + p2j ), (۴٠.۶)

نیمه- های طرح عنوان به معادلات این اند. شده حفظ (٣٨.۶) معادله های جواب از استفاده با
معادله واقع، در شوند. مͬ گرفته نظر در پیوسته سیستم از (٣۶.۶) ثابت شرایط از سازی گسسته

.[١١٣] باشد مͬ (٣٩.۶) توسط شده داده همیلتونͬ تابع با همیلتونͬ سیستم با متناظر (٣٨.۶)
صورت به را اولیه شرط عددی آزمایشات در

ψ(x, 0) = ψ0(x) = sechx, (۴١.۶)

،a = 2k2 اگر سالیتون، k از مقید حالت ͷی است شده ثابت حالت این در گیریم. مͬ نظر در
را ( سالیتون k = 3 از مقید حالت با (متناظر a = 18 اینجا در .[١١۴] شود مͬ تولید ،k = 1, 2, . . .

مشͺل جواب در بزرگ های گرادیان وجود علت به عددی نظر نقطه از معمولا که گیریم مͬ نظر در
ای گونه به گیریم مͬ نظر در x ∈ [xL = −20, xR = 20] را مͺانͬ دامنه همچنین .[١١٣] است ساز
بازه در ∆x = 0.2 گرفتن نظر در با (٣٨.۶) حاصل معادله از سپس .ψ(xL, 0) = ψ(xR, 0) = 0 که

کنیم. مͬ بررسͬ جواب توسط را Q̃ و Ẽ شرط دو حفظ و گیریم مͬ انتگرال t ∈ [0, 20] زمانͬ

١٠٣
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با (۴١.۶) اولیه شرط و a = 18 با شرودینگر مͺعبی معادله از (٣٩.۶) گسسته انرژی برای خطا :۵.۶ شͺل
.(SS) عجیب جداسازی حافظ روش و (M4) چهارم ،(M2) دوم (لیو)، اول مرتبه از مͽنوس های روش

M4مͽنوس چهارم M2و دوم مرتبه های طرح از آمده بدست ∥Ẽ(t)− Ẽ(0)∥ مقدار ۵.۶ شͺل
(SS) ١٣ عجیب جداسازی و یو لͬ های روش با را نتایج همچنین دهد. مͬ نشان t = 20 تا را
برای محاسباتͬ هزینه که است شده انتخاب ای گونه به زمانͬ گام طول جا این در ایم. کرده مقایسه

باشد. مͬ 10−14 از کمتر همیشه Q̃ برای خطا مثال این در باشد. یͺسان ها روش همه
مͬ نشان روش هر محاسباتͬ ی هزینه حسب بر t = 20 نهایی زمان در را انرژی خطای ۶.۶ شͺل
بالا دقت که زمانͬ و باشد مͬ سه ی مرتبه از روش ͷیM2 کرد مشاهده توان مͬ شͺل این از دهد.
M3 های روش چه اگر همچنین است. تر کارآمد عجیب جداسازی روش به نسبت است نیاز مورد
ای گونه به است بهتر مراتب به ها آن دقت اما دارند بالاتری محاسباتͬ ی هزینه مرحله هر M4در و
صورت به عجیب جداسازی روش محاسباتͬ هزینه شود توجه هستند. بقیه به نسبت تر کارآمد که
است. شده گرفته نظر در مرحله هر در ماتریسͬ نمایی تابع محاسبه دو و Aماتریس محاسبه ͷی

سیستم برای مͽنوس بسط ی پایه بر قبلͬ های الͽوریتم چه اگر کنیم مͬ تاکید اینجا در دیͽر بار
در را خوبی بسیار نتایج کنیم مͬ ملاحظه که همچنان اما شدند طراحͬ مستقل متغیر به وابسته های

کردند. فراهم نیز مستقل متغیر به وابسته غیر حالت

گیری نتیجه ۵.۶

و باشند مͬ دارا را خاصͬ کیفͬ های ویژگͬ که کردیم بررسͬ را ͬͺدینامی های سیستم فصل این در
خاصͬ ساختار با ارتباط در سیستم های ویژگͬ این غالبا افتند. مͬ اتفاق کاربردها در مداوم طور به
مثال عنوان به باشد. مͬ لͬ جبر به متعلق Aماتریس که معنا بدین هستند، A(t, y)ماتریسضرایب از
شود. مͬ حفظ گیری انتگرال طول در y(t) جواب بردار اندازه باشد متقارن کج ماتریس ͷی A اگر
در خصوص به را جواب رفتار توان مͬ واقع در عددی روش ی بوسیله جواب از ویژگͬ این حفظ با

١٣Strang splitting
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حسب بر (۴١.۶) اولیه شرط و a = 18 با شرودینگر مͺعبی معادله از (٣٩.۶) گسسته انرژی خطا :۶.۶ شͺل
روش. هر محاسباتͬ هزینه

های روش فصل این در شده معرفͬ مناسب عددی روش کرد. توصیف بخوبی طولانͬ های زمان
مͬ حفظ بخوبی را ها ویژگͬ این اینکه بر علاوه ها روش این باشند. مͬ مͽنوس بسط پایه بر عددی
باعث قابلیت این باشند. مͬ دارا نیز را گام طول انطباق قابلیت و بوده صریح ͬͽهم همچنین کنند،
وضوح به کرد. بیشتر را روش کارایی بتوان مناسب گام طول انتخاب با مرحله هر در که شود مͬ
روش این بردن کار به از بعد باشد. مͬ یو لͬ افزوده ͬͺدینامی ماتریس روش این های کاربرد از ͬͺی
لͬ روش از بالاتر مراتب از گروه حافظ های طرح توان مͬ واقع در افزوده ͬͺدینامی ماتریس روی بر
این شده اصلاح شͺل این بر علاوه باشند. مͬ نیز کارآمدتر یو لͬ روش به نسبت که آورد بدست یو
مͬ تر کارآمد را روش شده اصلاح شͺل که بردیم کار به نوسانͬ شدت به های سیستم برای را روش
سازی، گسسته از بعد که شرودینگر جزئͬ مشتق با معادله روی بر را حافظ های طرح همچنین کند.

کردیم. سازی پیاده موفقیت با دارد بالایی بعد ضرایب ماتریس
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٧ فصل

آتͬ های کار و گیری نتیجه

کرد: اشاره زیر موارد به توان مͬ رساله این بارز نتایج از

ی محدوده کردن )پیدا ایتو سیستم از کسمیر ی معادله برای رونده موج جواب وجود اثبات .١
جواب(. وجود برای معادله در شده ظاهر های پارامتر مناسب

و مرزی مقدار اولیه، مقدار دیفرانسیل معادلات حل برای گروه حافظ طرح روش کارآمدی .٢
جزئͬ. مشتقات با دیفرانسیل معادلات

گانه چند های جواب دارای که مرزی مقدار مسائل حل برای لͬ گروه پرتابی روش کارآمدی .٣
برای قبول قابل ی بازه آوردن بدست به توجه با پرتابی پارامتر کردن پیدا در سرعت باشند. مͬ

آن.

داریم. اول ی مرتبه مشتق با متغیری به نیاز که مسائلͬ برای مسئله به ساختگͬ متغیر کردن وارد .۴

ای پایه توابع از گرفتن ͷکم با دلخواه شͺل به دامنه روی بر گروه حافظ طرح از استفاده .۵
شعاعͬ.

گام طول انطباق قابلیت دادن نشان همچنین و مͽنوس بسط برای مهم های کاربرد دادن نشان .۶
ها. طرح این برای

مختلف. های مرتبه از جدید گروه حافظ های طرح تولید .٧

ارائه زیر صورت به پیشنهادات از برخͬ دارند زمینه این در کار به علاقه که دانشجویانͬ برای
شود: مͬ

افزوده ͬͺدینامی های سیستم تولید برای دیͽری شرط از مخروطͬ شرط جای به توان مͬ آیا .١
؟ کرد استفاده
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کسری، جمله از دیͽر معادلات برای رساله در شده مطرح (گروه) حافظ های طرح از استفاده .٢
.١ مرزی لایه مسائل برای انطباق قابل گام طول با ها طرح از استفاده معکوس. و انتگرالͬ

و جواب تقریب نقاط، تولید اساسͬ گام سه بر شبͺه بدون های روش دانیم مͬ که طور همان .٣
های روش به منجر آزمودن، و جواب تقریب متفاوت های روش که باشند مͬ استوار آزمودن
افزایش برای گام سه این در شده مطرح های ایده از استفاده شوند. مͬ متفاوتͬ شبͺه بدون

شعاعͬ. ای پایه توابع با گروه حافظ طرح ترکیبی روش کارآمدی

طول انطباق قابلیت و کارآمدی بررسͬ و چهار از بالاتر مرتبه از حافظ های طرح آوردن بدست .۴
ها. آن برای گام

مͬ بر زمان و پرهزینه کاری ماتریسͬ های گر جا به جا همچنین و ماتریسͬ نمایی تابع محاسبه .۵
محاسبه برای اصلاحͬ های الͽوریتم بردن کار به طریق از روش محاسبات زمان کاهش باشد.

ماتریسͬ. های گر جا به جا و نمایی تابع

را معادله هندسͬ های ویژگͬ از ͬͺی شده ارائه حافظ های طرح کردیم ملاحظه که طور همان .۶
دو همزمان که کرد ایجاد هندسͬ گیری انتگرل روش توان مͬ آیا کرد. مͬ حفظ کامل طور به

؟ کند حفظ کامل طور به را هندسͬ ویژگͬ چند یا

١Boundary layer
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