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 چکیده 

 

 
فیزیکی و مهندسی یندهای ای شرح و توصیف بهتر بسیاری از فرمعادلات دیفرانسیل مرتبه کسری برا

های مختلف ها یا زمانهر زمان که یک رابطه بین چند متغیر با مقادیر مختلف در حالت استفاده می شوند.

 وگسترش پیدایش مشتقات کسری با بیان کرد. جزئیوجود دارد می توان آن پدیده را با معادلات دیفرانسیل 

در مدل بندی ها به جای استفاده از  است تربه که رسیدند نتیجه این به قینقمح مختلف علوم در آن

صحیح از مشتقات کسری که پدیده های فیزیکی را  به صورت دقیق تر بیان می کنند،  با مرتبه مشتقات

کسری در علوم مختلف یافتن جواب  برای این  معادله دیفرانسیلبا توجه به اهمیت و کاربرد  .استفاده کنند

 . استمسائل بسیار حائز اهمیت 

)انتقال گرما( با مشتق کسری کاپوچو نسبت به زمان و یا مکان و یا پخش در این رساله، به  حل معادلات 

یشف را مورد مطالعه قرار چبای های برنشتاین متعامد شده و  چندجمله پردازیم. برای این منظور  هردو می

می پردازیم  برنشتاین متعامد های ای چندجمله پایه برای به معرفی یک نگاشت  جدیدمی دهیم و همچنین 

ها های طیفی هم محلی و گالرکین به حل آنو با استفاده از روش از خواص آن ها را بیان می کنیم و برخی

حل این دسته از معادلات با  پردازیم. و در ادامه به ساخت مجموعه متعامد  موجک برنشتاین می پردازیممی

استفاده از پایه های متعامد دارای این مزیت است که مسئله تبدیل به یک دستگاه معادلات جبری می شود 

 .و این از اهمیت بالایی برخوردار است

و  مورد ارزیابی را تحلیلی نتایج و پیشنهادی روش کارایی و دقت عددی های مثال از استفاده با پایان در

 دهیم. می قرار مقایسه

 

 

 

 :کلیدی های واژه

 

های  چندجمله ای  چندجمله ای های برنشتاین متعامد، پخش کسری ، مشتق  کاپوچو ،ایی جابه ج همعادل

 خطا. تحلیل موجک برنشتاین، یشف،  روش طیفی هم محلی و گالرکین،چب
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 مقدمه

 

 
به  اغلب که دارند کارنجوم و غیره با مسائلی سر و از آنجایی که اکثر علوم از جمله علوم مهندسی، پزشکی،

برای به دست  کلی و برای اکثر این مسائل راه حلی  [60,30] یا چند معادله دیفرانسیل منجر می شود یک 

آوردن جواب تحلیلی وجود ندارد، بنابراین روش های تقریبی و عددی برای حل این مسائل از جایگاه 

 خاصی برخوردار هستند.

ریاضی است که به بررسی و تحقیق در مورد  یکی از شاخه هایصحیح  غیر مراتب با دیفرانسیل بحسا

در سال های اخیر مقالاتی درباره  .[26] خواص و کاربردهای انتگرال و مشتقات مراتب دلخواه می پردازد

 است شدهمهندسی و نانوتکنولوژی ارائه در فیزیک، شیمی، و علوم  6کسری انکاربردهای فراوان حساب

کشسانی  خواص حافظه، توصیف برای مناسبی ابزار  کسری مشتقات که است شایان ذکر .[3,2,57,6]

 است.   فناوری های جدیدمواد، موضوع چسبندگی و کشش مواد پلاستیکی نانو در 

است که در آن   9و هوپیتال 2لایب نیتز ری منسوب بهاولین گزارش مربوط به تعمیم مشتقات معمولی به مشتقات کس

)هوپیتال از لایب نیتز می پرسد که اگردر نماد )p

p

d f x

dx
بحث  ؟! چه اتفاقی می افتد قرار دهیم 2/6عددp، به جای 

و  62کاپوچو  ،3ریمان  ،1لیوویل  ،1آبل ، 1لاپلاس  ،5، لاگرانژ 4یلرخه شامل کارهای لایب نیتز ، اوهای اولیه این شا

 بسیاری دیگر بوده است.

 گیری از مرتبه دلخواه به کسری عبارت است ازحساب مربوط به انتگرال و مشتق انامروزه اصطلاح حساب

 .گویا، گنگ وحتی مختلط باشد طوری که مرتبه مشتق بتواند

 های پدیده سازی مدل در. دهد می نشان موضعی شکلی به را تابع تغییرات 66کلاسیک حسابان در مشتق

 های جواب با هایی مدل به منجر دلخواه، مراتب مشتق از استفاده که است شده مشاهده مختلفی فیزیکی

 مثبت، حقیقی مرتبه مشتقات شامل معادلات کسری دیفرانسیل ادلاتد. معشو می مسأله واقعیت تربه نزدیک

                                                           
1 Fractional calculus 
2 Leibnitz 
3 Hopital 
4 Euler 
5 Lagrange 
6 Laplace 
7 Abel 
8 Liouville 
9 Reiman 
10Caputo 
11 classic calculus 
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 پذیر مشتق که هایی دامنه روی کسری مشتقات .هستند شوند، می نامیده کسری مشتقات اصطلاحاً که

 در چون ندارد وجود امکانی چنین معمولی مشتقات مورد در اما هستند تعریف قابل ( نیزناهموار ( نیستند

 حسابان بزرگ برتری یک و این ،است نشدنی تعریف مشتق ها، شکستگی مثل دامنه ناهموار های قسمت

 . [51,18]است صحیح مرتبه های مدل به نسبت کسری

 6تواند بوسیله معادلات دیفرانسیل معمولی کسریبندی بسیاری از مسائل مهندسی و علوم میفرمول

(FODE یا معادلات دیفرانسیل )2ی کسریجزئ (FPDE.بیان شود ) مانند   9معادلات جنبش کسری

و ... معادلاتی مفید و مناسب در موضوع جدید    5وزش کسری-خش، معادله پ 4معادلات انتشار کسری

 که کسری مشتقات با جزئی دیفرانسیل معادلات مبحث رساله این .هستندمحاسبات مکانیکی و ریاضی 

 بررسی مورد مسئله  .است شده گرفته نظر در است، صحیح مرتبه از جزئی دیفرانسیل معادلات از تعمیمی

 در  مجهول، تابع د. برس ممکن حداقل به روش خطای که ایست گونه به معادلات این حل رساله این در

معادلات  نای کلی طور به که ،اند وابسته مکان و زمان متغیرهای به شکل، این به شده گرفته درنظر معادلات

حالت کلی از این دو دسته البته ما  .]60[ تقسیم می شوند  1کسری-مکانو  1کسری -به دو دسته کلی زمان

 .ه ایمصورت ترکیب مشتق نسبت به زمان ومکان را نیز درنظر گرفتبه 

 و تجزیه و معرفی  3یشفبو چ 1برنشتاین پایه مبنای بر طیفی روش از استانداردی قالب مسائل این برای

-و در نهایت به معرفی موجک برنشتاین پرداخته و برای حل معادله مورد استفاده قرار می کنیم می تحلیل

 .شود می ارائه زیر شرح به فصل پنج در این رساله طور کلیدهیم. به 

  .دشون می معرفی یشفببرنشتاین و چ  مانند ای پایه توابع و دیفرانسیل معادلات اولیه مفاهیم اول فصل در

 .شوند می مطرح ها آن مهم خواص و کسری مرتبه انتگرال و مشتق تعاریف

 دیفرانسیل معادلات حل به آن کمک به و درنظر گرفته یشفبچ های ای چندجمله  پایه  دوم فصل در

 .پردازیم می  انتشار کسری

 می مطرح ها ای چندجمله این با توابع تقریب و برنشتاین متعامد شده های ای چندجمله ومس فصل در

وابسته به زمان و مکان با روش هم  کسری انتشاردیفرانسیل  معادلات مانند مسائلی حل به سپس شود.

 پردازیم. می 66و گالرکین 62محلی

                                                           
1 Fractional ordinary differential equations 
2 Fractional partial differential equations 
3 Fractional kinetic equations 
4 Fractional diffusion equation 
5 Fractional Advection-Diffusion equation 
6 time-fractional 
7 space-fractional 
8 Bernstein 
9 Chebyshev 
10 Collocation method 
11 Galerkin method 
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ی ساخت موجک جدید برنشتاین از توابع برنشتاین متعامد شده،  معادله دیفرانسیل بوسیله چهارم فصل در

 .نماییمجزئی با شرایط مرزی را حل می

 .پردازیم می آتی تحقیقات مورد در بحث و گیری نتیجه به در فصل پنجم  نهایت در
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 1فصل 

 پیش نیاز ها
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 مقدمه 1-1

 
 ریخچهتا  د.هستن ه )ناصحیح(دلخوا مرتبه به معمولی دیفرانسیل معادلات تعمیم کسری، دیفرانسیل معادلات

 معادلات وسیع کاربردهای دلیلهب یافت  [69]ر د توان می را کسری دیفرانسیلی عملگرهای ظهور

 علاقه و است یافته رشد توجهی قابل بطور عرصه این در تحقیقات علوم، و مهندسى در کسری دیفرانسیل

 ، فوریه تبدیلات شامل ها روش ینت. ااس آمده بوجود آنها حل راه برای عددی های طرح بهبود در شایانی

 های سری ی،متناه تفاضلات ،وردشی کرارت ن،آدومی تجزیه هایروش و لاپلاس تبدیلات ویژه بردار بسط

 .است هوموتوپی آنالیز و کسری دیفرانسیلی تبدیل ،توانی

ها می توان به مشتقات کسری کاپوچو و ترین آنکه از مهم هستندمشتقات کسری شامل تعاریف متعددی 

 لیوویل اشاره کرد. -ریمان

 ای. برکنیم می بیان داریم، لازم بعد فصول در که را کسری حسابان از روابطی و تعاریف ابتدا فصل این در

 .ایم کرده استفاده [25] کتاب از منظور این

 

 حسابان کسری 1-2

 

]: فرض کنید , ]f a b  یک تابع پیوسته باشد ،( ) : ( )Df x f x عملگر مشتق  و ( ) : ( )
x

a
a

J f x f t dt   

]:ساب دیفرانسیل و انتگرال حد. در این صورت، طبق قضیه اساسی عملگر انتگرال باش , ]aJ f a b  

عملگر مشتق و انتگرال به صورت  یک تابع پیوسته و مشتق پذیر است و رابطه بین
aDJ f f  است. به

nطور کلی  n

aD J f f  کهnD  وn

aJ  به ترتیب عملگرهای تکراریD  و
aJ  از مرتبهn  هستند. یکی

 از اهداف حساب کسری حفظ چنین رابطه ای با تعمیم مناسبی از عملگرهای مشتق و انتگرال است.

 را که n مقادیر کوشی انتگرال دستور در واقع در .است کوشی انتگرال فرمول تعمیم وویللی_نریما عملگر

دستور  راست سمت صورت این در دهیم، می تعمیم غیرصحیح مقادیر به  هستند صحیح اعداد به متعلق

  . دشو می لیوویل_ریمان انتگرال تعریف کوشی انتگرال
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0x برای هر    ]52[.6-6ف تعری لیوویل مرتبه _عملگر انتگرال کسری ریمان  به صورت زیر تعریف

 شود:می

1 1

0

1 1
( ) ( ) ( ) ( ( )),

( ) ( )

x

J f x x t f t dt x f x  

 

    
                                       )6-6(    

    
0قرارداد می کنیم وقتی    عملگر انتگرال را باJ  .0از طرفی  نشان دهیمJ I  عملگر همانی است که
0در این صورت داریم:   ( ) ( )J f x f x . است( پیچش)* نشانه عملگر 

 

mفرض کنید    ]52[.2-1تعریف      که    بیانگر کوچکترین عدد صحیح بزرگتر یا مساوی 

 است. در این صورت عملگر
ˆ ( ) ( ),m mD f x D J f x                                                  )2-6(     

 نامیده می شود. لیوویل مرتبه _کسری ریمان مشتق

 نمونه . یکدارد خاصی مشکلات لیوویل_ریمان مشتق کسری، مرتبه معادلات با دقیق مسائل سازی مدل در

 تنظیم امکان این مشتق است، شده ارائه کاپوچو توسط کهاست  کاپوچو تعریف مشتق، این شده از تصحیح

   .کند می فراهم نیز را کسری اولیه مقدار مسائل برای اولیه شرایط

 

0فرض کنید    ]52[.3-1تعریف   وm    ورت عملگر . در این صD  را به صورت زیر تعریف

 می کنیم: 

1 ( ) 1 ( )

0

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )),

( ) ( )

x

m m m m m mD f x J D f x x t f t dt x f x
m m

   

 

        
     )9-6( 

                                                                        

 در این صورت این مشتق، مشتق کاپوچو نامیده می شود. 
 

 لیوویل_ریمان کسری های مشتق مقادیر شامل که شود می منجر ای اولیه شرایط به لیوویل_ریمان تعریف 

 معادلات اولیه شرایط کاپوچو تعریف در ماندارد ا وجود شرایطی چنین برای معلومی فیزیکی تفسیر و است

 تابع آیند. مشتق کاپوچو، یک می در هستند، دیفرانسیل معادلات برای که شکلی همان به کسری دیفرانسیل

پس با تعریف هایی که کاپوچو،   .نیست صفر ثابت تابع یک لیوویل-ریمان مشتق اما است، صفر ثابت

 مسائل برای اولیه شرایط تنظیم لیوویل انجام داده، امکان_فیزیکدان ایتالیایی در بهبود تعریف مشتق ریمان

کاررفته در سراسر این رساله، مشتق به ،به این دلیلکرده است  فراهم را در مشتق کاپوچو کسری اولیه مقدار

ی بین لیوویل مطرح شود، با استفاده از رابطه_ای با مشتق ریماناز طرفی اگر مساله باشد.مشتق کاپوچو می
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توان مسئله را به مسئله با مشتق کسری کاپوچو شود، می که در زیر به صورت قضیه بیان می این دو مشتق

 تبدیل نمود.

 

]کنیم فرض می  ]65[.1-1قضیه , ]nf C a b  وn n  1 در این صورت 

(6-4)                             
( )1

0

( )ˆ ( ) ( ) ( ) .
(1 )

kn
k

k

f a
D f x D f x x a

k

  








  
  

 

 

 .[56,69]مشتق و انتگرال کسری می پردازیم این در زیر به بیان چند خاصیت

 

 خاصیت خطی بودن 

( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))f x g x f x f x                                                                            )5-6(       
 اعداد حقیقی هستند.  و   و  استعملگر مشتق ویا انتگرال کسری  که در آن 

 

 خاصیت عملگرهای معکوس 

( ) ( )a aD J f x f x                                                                                         )1-6(    
1

( )

0

( )
( ) ( ) ( ) , , 1 , ,

( 1)

km
k

a a

k

x a
J D f x J f x f a m m m

k

 
      

 

 





      

   
 (1-1) 

 قانون نماها 

,تابعی پیوسته و  fفرض کنید  0     1به طوری که ,m m m     و

1 ,n n n     آنگاه برای هرx  :روابط زیر برقرار است 

( ) ( ) ( ),a a a a aJ J f x J f x J J f x                                                              )1-6(  
0,

( )
0,

a

a a

a

J
D J

D

 
 

 

 

 





  
 

 
                                                              )3-6(  

( ( )) ( ), .
n

n

a an

d
D f x D f x n

dx

                                                         )62-6(  

)، مشتقات کسری کاپوچو برای تابع دومتغیره  9-6برطبق تعریف  , )u x t  سبت به زمان ومکان به صورت ن

 شود:ریف میزیر تع

 

عملگر مشتق کسری زمان کاپوچو از مرتبه  ]8[.4-1تعریف   شود:به صورت زیر تعریف می 0
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( , )
( ) , ,

( )
( , )

( , )
, ,

m
t

m

m

t
m

m

u x
t d m m

m
D u x t

u x t
m

t






  

 



  
   

  
 


 

 


1

0

1
1

                )66-6(   

و عملگر مشتق مکانی کسری از مرتبه    شود:تعریف می چنین نیز 0

 

( , )
( ) , ,

( )
( , )

( , )
, .

m
x

m

m

x
m

m

u t
x d m m

m
D u x t

u x t
m

x






  

 



  
   

  
 


 

 


1

0

1
1

              )62-6(  

 

 روش های طیفی  1-3

اول  یشوند. دستهبه دو دسته تقسیم می  روندکار میبی که برای حل معادلات بههای تقریمعمولا روش

 شود،ه به تعداد متناهی زیردامنه تقسیم میئلدامنه تعریف مسها ابتدا که در آن هستند های موضعیروش

شود، روش تفاضلات ای مناسب تقریب زده میله توسط توابع پایهئسپس در هر زیر دامنه جواب مس

 بسط هایوم روشهستند.  دسته د های موضعیترین روشمتناهی و روش عناصر متناهی ازجمله مهم

 هستند که جواب مسائل را در سراسر دامنه به صورت مجموعی از توابع پایه مناسب تقریب می زنند.

های طیفی تابع جواب های طیفی هستند. در روشهای فراگیر برای حل معادلات، روشترین روشمعروف

-اگر توابع پایه شود.تقریب زده میله ئبع پایه در سراسر دامنه تعریف مسبه صورت یک سری متناهی از توا

ها دقت بسیار خوبی در تقریب توابع خواهند داشت، ای طیفی به طور مناسب انتخاب شوند، این روش

تر از هر توان منفی تعداد عناصر پایه به کار تواند سریعبدین صورت که خطای حاصل از تقریب سری می

 .شودهای طیفی، دقت طیفی یا دقت نمایی نامیده میشرفته در تقریب به صفر میل کند. این ویژگی رو

 معادله دیفرانسیل زیر را در نظر بگیرید:

( ) ( ), ,

( ) , ,

Lu x f x x

Bu x g x

 


 
                                                                               )69-6(        

عملگری است که شرایط مرزی مربوط به معادله را دربر دارد و بدون  Bعملگر دیفرانسیل و  Lکه در آن  

)کنیم از دست دادن کلیت فرض می , ) 11  .است 
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([ , ])NP 11  ی کمتر یا مساوی های از درجهایی چندجملهفضای همهN  و زیرفضای([ , ])B

NP 11  از

])فضای  , ])NP 11 گیریم. در روش طیفی جواب که در آن شرایط مرزی اعمال شده باشد را در نظر می

( با 62-6مسئله  ) uدقیق 
Nu شود:که به صورت مجموع متناهی زیر است، تقریب زده می 

ˆ( ) ( ) ( ).
N

N i i

i

u x u x u x



0

                                                                           )64-6(  

}  پایهتوابع  }N

i i 0
])های ایهای متعامد، مانند چبیشف و ... از فضای چندجملهپایه غالبارا   , ])NP 11 

ˆگیریم و ضرایب درنظر می
iu .باید تعیین گردند 

)با قرار دادن  )Nu x ( 62-6در رابطه ،)گردد:ی زیر حاصل میتابع مانده 

( ) ( ) ( ),N NR x Lu x f x                                                                       )65-6(   

 در شرط زیر صدق کند:مانده باید ی این روش آن است که تابع دهای

( , ) ( ) ( ) ( ) , ,N j w N jR w x R x x dx j N 


   
1

1
0 0                                )61-6(  

تابع وزن و  wکه در آن 
j ی بالا شامل توابع آزمون هستند. واضح است که رابطهN+1  معادله باN+1  

هم  ،گالرکین ی عمدهتوابع آزمون باعث تقسیم شدن روش طیفی به سه دستهی انتخاب . نحوهاستمجهول 

 :[66]شودبحث می به اختصارشود که در اینجا می تاوو  محلی

} پایههستند و بایستی توابع  پایه یکسان در این روش توابع آزمون و توابع : روش گالرکین-1 }N

i i 0
را  

 چنان انتخاب نمود که هرکدام در شرایط مرزی معادله به صورت زیر صدق کند: 

, ,iB g i N   0                                                                      )61-6(  

])با توجه به تعریف  , ])B

NP 11  مجموعه{ }N

i 0
دهد. در روش گالرکین تابع میتشکیل یک پایه برای آن  

 مانده باید در شرایط زیر صدق کند:

( ) ( ) ( ) , ,N iw x R x x dx i N


  
1

1
0 0                                              )61-6(  

اما چون در این روش 
i i  :بنابراین داریم 
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( ) ( ) ( ) , ([ , ]),B

N i i Nw x R x v x dx v P


  
1

1
0 11                                  )63-6( 

مانده گالرکین تابع  یعنی اینکه در روش
NR  بر فضای([ , ])B

NP 11 باشد.عمود می 

]جزء مجموعه نقاط  ی گره ای نقطه N+1در این روش : روش هم محلی -2 , ]11 را ها است که آن

کنیم و توابع آزمون رادو انتخاب می_گیری گاوسی یا گاوسنقاط انتگرالبا یکی از مجموعه مطابق  عموماً

)ی دیراک توابع انتقال یافته ) ( )j jx x x    و( )w x 1 بنابر ویژگی دلتای دیراک داریم:  .هستند 

( , ( )) ( ) .N j w N jR x x R x    0                                                               )22-6( 

برای حل معادلات دیفرانسیل به کار رفت. کاربردهای نوین  [65]این روش برای نخستین بار توسط استلر 

 گردد.برمی  [31] ذاری این روش به فریزر و همکارانگتر آن و همچنین نام

توابع آزمون، توابع نامتناهی هموار هستند که به طور جداگانه در شرایط در روش گالرکین : روش تاو -9

. روش تاو بهبودی از روش گالرکین است که برای مسائل شرایط مرزی باشندمرزی همگن، صادق می

پذیرد. گالرکین صورت میسازی تابع باقیمانده همانند روش رود. در این روش، کمینهکار میغیرمتناوب به

گردد، یعنی نیازی نیست که عنوان محدودیت اعمال میتفاوت در این است که شرایط مرزی نیز بهتنها 

 توابع آزمون در شرایط مرزی صادق باشند. 

  می پردازیم. های متعامدایاز چندجمله ویژگیو  در این قسمت به یادآوری چند تعریف

کنند، لذا لازم است تا یک بررسی یفی ایفا میهای طهای متعامد نقش بسیار مهمی را در روشایچندجمله

 داشته باشیم. ها های آناز ویژگی

 

]در بازه  wنسبت به تابع وزن  f2و f1. ضرب داخلی دو تابع  ]66[.5-1تعریف , ]a b  صورت به

 شود،تعریف می زیر

( )( , ) ( ) ( ) ( ) .w xf f f x f x w x dx


 1 2 1 2                                            )26-6(  

}یک مجموعه از توابع   .]66[.6-1تعریف , ,..., }n  1 ]ی را روی بازه  2 , ]a b  نسبت به تابع وزنw 

 هرگاه: گوییم،متعامد می

( ), , ( , ) .i j w x i iji j i j                                                                 )22-6(  
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طوری که به
( )

( ( )) ( )
w

i i iL
x w x dx 





   2

2 غیرصفر بوده و  2
ij  .اگر در رابطه دلتای کرونکر است

فوق 
i 1 گویند.توابع متعامد فوق را متعامد یکه یا نرمال میگاه مجموعه آن 

 

فرض کنید  
N  های از درجه کمتریا مساوی ایفضای تمام چندجملهN باشد، یعنی 

: { , , ,..., },N

NP Span x x x 21                                                                   )29-6(  
توان به طور یکنواخت توسط در بازه متناهی را می uدهد که هرتابع پیوسته قضیه وایراشتراس نشان می

 می انجامد:ای ها تقریب زد. ساختن چنین تقریبی به حل مسئله بهترین تقریب زیر چندجمله
*

( )( )
: , ,

N NN p P N LL
u p Inf u p n  
                                             )24-6(   

*ای که در منابع مختلف در ارتباط با وجود و یکتایی چندجمله

Np های زیادی صورت گرفته است. بحث

*دست آوردن بهترین تقریب با این حال به

Np  .در حالی که مسئله یافتن بهترین تقریب بسیار پیچیده است

 ای شود که چندجملهتر است و ثابت میبسیار ساده L2در نرم 

*

( )

( , )
ˆ ˆ( ) ( ), ,

w

N
k w

N k k k

k k L

u
q x u x u







 
2

2
0

                                                  )25-6(   

}طوری کهبه }N

k k 0
برای   wیک پایه متعامد نسبت به تابع وزن  

NP یک جواب منحصر به فرد است ،

 برای مسئله بهترین تقریب
*

( )( )
: , ,

N N ww
N q P N LL

u q Inf u q n 
   22

                                       )21-6(   

*ای بهترین تقریب همچنین ثابت شده است که چندجمله است،

Nq  تصویر متعامد تابعu  بر فضای
NP 

 ، یعنیاست
*( , ) , .N w Nu q y y P   0                                                                  )21-6(   

 

 های برنشتاین ای چندجمله 1-4

 

 ها خم تقریب و هندسی سازی مدل جهت گرافیک کامپیوتری در کلیدی نقشی برنشتاین های چندجمله ای

 های پایه همه بین در شود می ثابت که است این پایه این های ویژگی از یکی کنند. می ایفا سطوح و

 مشتق ها ای چندجمله این همچنین .تاس شود، می بررسی  [47]رد که مفهومی به بهینه، پایه یک نامنفی

 با و شوند می تعریف متناهی بازه هر روی کامل پایه یک صورت به لذا هستند، پذیر انتگرال و پذیر

 برای. روند می کار به دلخواه دقت با توابع تقریب در که دهند می تشکیل را اسپلاین های منحنی اتصالشان

 پایه این دیگر، طرف از. درجوع کنی 4] ، 2،  [43 به هندسی و کامپیوتری طراحی در پایه این کاربردهای

 به  .است شده برده کار به کسری معادلات و دیفرانسیل-انتگرال معادلات دیفرانسیل، معادلات حل برای
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 صورتی در و نیست متعامد پایه این حال این با. ببینید را ,67,47 ,63,35,49,48]  [11 مراجع مثال طور

 .شود می با عدد وضعیت بزرگ پر ضرایب ماتریس با های دستگاه به منجر شود، استفاده آناز که

]بر بازه  Nچندجمله ای های پایه برنشتاین از درجه  , ]a b :به صورت زیر تعریف می شوند 

,

( ) ( )

( ) ,
( )

i N i

i N N

N
x a b x

i
B x

b a

 
  

 


       0 ,i N                                         )21-6(  

 به شکل زیر هستند: [0,1]در بازه استاندارد و 

, ( ) (1 ) ,i N i

i N

N
B x x x

i

 
  
 

         0 .i N                                            )23-6(  

 بازه سایر برای کلی حالت در .گیریم می نظر در استاندارد بازه بر را برنشتاین های ای چندجمله ادامه، در

 کنیم می قراردادد. آین می دست به کلی های بازه برای راحتی به نظر مورد نتایج ای، متغیر ساده تغییر با ها،

0iاگر که    یاi N   آن گاه ،, ( ) 0i NB x  . 

 
  :[68,6]ته ای های برنشتاین به شرح زیر اسبرخی از ویژگی های چندجمل

  مجموعه, 0{ ( )}N

i N iB x    یک پایه برای فضای چندجمله ای های تا درجهN  ،
N  تشکیل می ،

 دهد.

  زیر برقرار است: هایویژگیدر نقاط انتهایی بازه 

, ,0 , ,

1, 0, 1, ,
(0) (1)

0, 0, 0, ,
i N i i N i N

i i N
B B

i i N
 

  
    

  
                           )92-6(   

   .است مفید مرزی مقدار مسائل عددی بندی فرمول در خاصیت این

  0,همگی نامنفی و کراندار هستند، در واقع ( ) 1i NB x    0برای 1x  . 

 :تشکیل افراز واحد می دهند 

,

0

( ) 1.
N

i N

i

B x


                                                                                )96-6(  

)در نتیجه مقدار  )Np x  در هر نقطه به عنوان مجموعی از مقادیرf  1درN   قطه متساوی الفاصله ازن 

 .است یک، مجموع و نامنفی های وزن با دار وزن مجموع یک یعنی محدب، ترکیببازه، یک 

 خاصیت افزایش درجه 

1Nهرچندجمله ای از درجه   های برنشتاینایان به صورت ترکیب خطی از چندجملهرا می تو 

 نوشت: Nاز درجه 
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, 1 , 1,

, 1,

1 1 1
( ) ( ) ( )

1

1
( ) ( ).

i N i N i N

i N i N

N
B x B x B x

N Ni

i i

N i i
B x B x

N N

 



 
 

           
    

    

    
    
   

                               )92-6(  

 رابطه بازگشتی 

, 1 1, ,( ) ( ) (1 ) ( ), 0,1, , 1,i N i N i NB x xB x x B x i N                              )99-6(      
با شروع از

0,0( ) 0B x  . 

 تبدیل پایه برنشتاین به پایه توانی 

,

0

( ) ( 1) .
N i

k i k

i N

k

N N i
B x x

i k






  
   

  
                                             )94-6(  

 های برنشتاین به صورت زیر تعریف می شود:ایانتگرال چندجمله 

, ( ) , , ,..., ,i NB x dx i N
N

 


1

0

1
0 1

1
                                                    )95-6(  

 ای داریم:همچنین برای حاصلضرب دو چندجملهو 

, , ,( ) ( ) ( ), ,..., , ,..., .i N j M i j M N

N M

i j
B x B x B x i N j M

N M

i j

 

  
  
  

  
 

 
 

0 0         )91-6( 

 

 نرمال های برنشتاین متعامد ای دجملهچن 1-4-1

 صریح ، فرمnهای برنشتاین از درجه ایمجموعه چندجملهاشمیت بر روی _یند گرامابا استفاده از فر

 : [16]آیددست میهای برنشتاین متعامد یکه بهایچندجمله

 , ( ) ( ( ) )( ) ( ) .
i

n i k i k

i n

k

n k i
b x n i x x

i k k

 



   
       

  


0

2 1
2 1 1 1                   )91-6( 

 توابع غیرمتعامد نیز نوشته شوند:توانند برحسب های نرمال شده میایبعلاوه، چندجمله

, ,( ) ( ( ) )( ) ( ) ( ).
i

n i k

i n i k n k

k

n k i

i k k
b x n i x B x

n k

i k



 



   
  

  
    

 
 
 


0

2 1

2 1 1 1               )91-6(  

)با توجه به تابع وزن  )sw x 1  بر روی بازه[ , ]0  هستند: ز دارای خاصیت تعامد، این توابع نی 1

, ,( ) ( ) ( ) .i n j n s ijb x b x w x dx 
1

0
                                                        )93-6(  
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n از درجه های برنشتاین نرمال شدهایی اول از چندجملهجملهچهارنمودار  (6-6شکل )  را روی بازه   3

[ , ]0  نشان می دهد.  1

 

 [∘1,] بازه یرو 9 درجه شده متعامد نیبرنشتا یها یا چندجمله : (6-6)شکل

 تقریب تابع 1-4-1-1

]در بازه  ،(36-6تواند برحسب پایه نرمال شده برنشتاین )می fپذیر انتگرالمربع تابع  , ]0 بسط داده   1

 : ]6[شودبرنشتاین درنظر گرفته میتا جمله  n1شود، که در عمل اولین 

, ,( ) ( ) ( ),
n

T

n j n j n

j

f x d b x D x


 
0

                                                                        )42-6(  

j,که ضرایب  nd :و بردارهای تقریب به صورت زیر مفروض اند 

 
, , ,( , ) ( ) ( ) , , ,.... .j n j n j nd f b f x b x dx j n  

1

0
0 1                                        )46-6( 

, , ,[ , ,..., ] ,T

n n n nD d d d 0 1                                                                       )42-6( 

, , ,( ) [ ( ), ( ),..., ( )] .T

n n n nE x b x b x b x 0 1                                                           )49-6( 

 

 یشفهای چب ای چندجمله 1-5

 

 صورت بیشف نوع اول بهچهای اینواع مختلفی هستند. چندجملهچندجمله ای های چبیشف دارای ا
( ) Cos( arc os( )), 0,1,2,....kT x k C x k                                                    )44-6(   
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  توان در فرم سری توانی به صورتها را میایتعریف می شوند.  این چندجمله

22
2

0

2 ( 1)!
( ) ( 1) ,

2 !( 2 )!

k

k m
m k m

k

m

k k m
T x x

m k m

 
   





 
 


                                                     )45-6( 

نمایش داد که در اینجا منظور از 
2

k 
 
 

، جزء صحیح 
2

k
 است. 

 با استفاده از رابطه مثلثاتی

cos(( 1) ) cos(( 1) ) 2cos( )cos( ),n n n                                                    )41-6( 

 می توان رابطه بازگشتی زیر را به دست آورد.

0 1 1 1( ) 1, ( ) , ( ) 2 ( ) ( ), 1.n n nT x T x x T x xT x T x n                                   )41-6(

  

 :بازگشتی زیر است های بسیاری را نتیجه می دهد. یک نتیجه فوری رابطهویژگیاین نمایش 

1 1

1 1 1
( ) ( ) ( ) , 2.

2 1 1
n n nT x T x T x n

n n
 

 
     

                                            )41-6( 

 لیوویل زیر هستند:_مروله شتئی مسها توابع ویژهایاین چندجمله

( ( )) ( ) ,n nx x T x n T x    2 2 21 1 0                                                      )43-6( 

 که می توان آن را به صورت زیر نوشت:

( ) ( ) ( ) ( ) ,n n nx T x xT x n T x    2 21 0                                             )52-6(    

 .ها به شرح زیر استایاین چندجمله برخی خواص

)نسبت به تابع وزن  [1,1-]ها روی بازه این چندجمله ای )w x
x


 2

1

1
ی تعامدشان به متعامدند و رابطه 

 شکل زیر است:

 ( ) ( ) ( ) ,m
n m mnT x T x w x dx







1

1 2
                                                           )56-6(    

 که

, ,

, ,
m

if m

m



 



2 0

1 0
                                                           )52-6(     
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]را روی بازه  چبیشف های ایی اول از چندجملهجملهچهار( نمودار 2-6شکل ) , ]11  .نشان می دهد 

 

 [-6,6]  بازه یرو شفیچب یها ایچندجمله : (2-6)شکل

 یافتهشف انتقال بیهای چ ای چندجمله 1-6

]جمله ای های چبیشف را روی بازه اگر چند , ]a b چبیشف انتقال  هایایچندجمله هادر نظر بگیریم، به آن

]یافته گوییم که برای هر  , ]x a b :به صورت زیر تعریف می شوند 

*( ) ( ), , ,....n n

x a b
T x T n

b a

 
 



2
0 1                                                  )59-6( 

 کنند:صدق می های زیرویژگیها در ایچندجملهاین 

 * * ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

b b
m

n m s n m s mn
a a

b ab a
T x T x w x dx T x T x w x dx





  2 4

 )54-6(  

( ) ,
( )

s

b a
w x

x b a x




 2
 

            

 * * * * *( ) , ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ).n n n

x a b x a b
T x T x T x T x T x

b a b a
 

   
   

 
0 1 1 1

2 2
0 2    )55-6( 

]را روی بازه  انتقال یافتهچبیشف های ایی اول از چندجملهجملهچهار( نمودار 9-6شکل ) , ]2 نشان   2

 می دهد.
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 .[-2,2روی بازه ] یافته های چبیشف انتقالایچندجمله : (9-6)شکل

 تقریب تابع 1-6-1

)پذیرانتگرال مربع تابع )f x در بازه  تواند برحسب توابع چبیشف انتقال یافته،می[ , ]a b  صورت زیر بسط به

 داده شود:

*( ) ( ),j j

j

f x a T x





0

                                                                                  )51-6( 

 :به صورت زیر مفروض اند jaکه ضرایب 

 *( ) ( ) ( ) , , , ,....
( )

b

j j s
a

j

a f x T x w x dx j
b a 

 
 

4
0 1 2                                    )51-6( 

سری متناهی تقریب  یک صورتبه معمولاًرا  fتابع ها در روش طیفی، ایبه منظور کاربرد این چندجمله

 :زنندمی

*( ) ( ) ( ),
n

T

n j j n

j

f x a T x C x


  
0

                                                                       )51-6( 

)و Cبردارهای و دهنده ترانهاده، نشان Tکه نشان  )n xصورت زیر اند، به: 

[ , ,..., ] ,T

nC c c c 0 1                                                                                   )53-6( 

* * *( ) [ ( ), ( ),..., ( )] .T

n nx T x T x T x  0 1                                                                  )12-6( 
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 چبیشف گویا شده توابع 1-7 

 

)با به کاربردن نگاشت  )
x L

x
x L







که توابع  آیندبوجود میای از توابع ، دستههای چبیشفایدرچندجمله 

 ند:شوچبیشف گویاشده نامیده می

( ) ( ( )),n nR x T x                                                                                   )16-6( 

]متناهی ، بازه نیمیک پارامتر ثابت است و برای هر پارامتر ثابتی Lکه  , )0  به  می تواند[ , ]11  نگاشته

به تاثیر آن  Lتوان مشخص کرد. او در مورد مقدار با تجربه می Lکند که مقدار اشاره می ]15[بوید  .شود

 .درا تعیین کر Lمقدار و بازه مناسب برای می توان  کند ولی از روی آزمایش، بر نرخ همگرایی اشاره می

 صورت زیر مشخص می شود: ی بازگشتی برای این دسته از توابع بهرابطه

( ) , ( ) ,
x L

R x R x
x L


 


0 11   ( ) ( ) ( ) ( ),n n n

x L
R x R x R x

x L
 


 


1 12                )12-6(  

)که  )nR x ،n 23[لیوویل زیر است _مروامین تابع ویژه مسئله شت[: 

( ) (( ) ( )) ( ) , ( , ).n n

x d d
x L x L x R x n R x x

L dx dx
     2 0 0                   )19-6(  

 پردازیم.این دسته از توابع می هایویژگیهم اکنون به برخی از 

}در نظر بگیرید  }x x   0 تابع وزن نامنفی  ،:[ , )rw  0  بر روی  به صورت

( ) ( ) ( )
( )

r

d L
w x w x x

dx x x L
 


). فضای باناخ  ]29[شودمی تعریف  )

rwL 2  به صورت زیر تعریف

 شود:می

{ :
rwL f 2 , اندازه پذیر است },

wr
L

f f  2                                      )14-6(  

 که در آن 

( ) ( ) .
wr

rL
f f x w x dx



 2

2 2

0
                                                                      )15-6( 

(.,.)ویژگی تعامد این دسته از توابع با ضرب داخلی 
rw  بر روی( )

rwL 2 :مفروض است 
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( , ) ( ) ( ) ( ) .
r

m
m n w m n r mnR R R x R x w x dx






 0 2
                                            )11-6( 

]را روی بازه  چبیشف گویاشدههای ایی اول از چندجملهملهچهارج( نمودار 4-6شکل ) , ]0 نشان می   10

 دهد.

 

 .[∘1,∘]روی بازه های چبیشف گویا شدهایچندجمله : (4-6شکل)

 تقریب تابع 1-7-1

)هرتابع  )
rwf L 2 صورت زیر بسط داده شود:تواند برحسب توابع چبیشف گویاشده بهمی 

( ) ( ),j j

j

f x k R x





0

                                                                                )11-6( 

که ضرایب آن 
( , )

( ) ( ) ( )r

r

j w

j j r

jj w

f R
k f x R x w x dx

R 


  
 شوند.تعریف می 2

 شود:تقریب زده می  (11-6)صورت سری متناهی از به معمولاً fتابع 

( ) ( ) ( ) ( ),
n

T

n j j n

j

f x f x k R x K x


  
0

                                                  )11-6( 

)و Kبردارهای و دهنده ترانهاده، نشان Tکه نشان  )n xصورت زیر است:، به 

[ , ,..., ] ,T

nK k k k 0 1                                                                              )13-6( 

( ) [ ( ), ( ),..., ( )] .T

n nx R x R x R x  0 1                                                           )12-6( 
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 چبیشف گویاشده یتقریب درونیاب 1-8

 [34]رادو گویا نیز در _چبیشف_، بعلاوه نقاط گاوسهفی شدمعر [19,35] رادو در_گیری گاوسانتگرال

}قسمی که اگر اند بهتعریف شده , ,..., }n nspan R R R  0 1
فضای توابع چبیشف گویا باشد در این  

)cosصورت  نقاط  ), , ,...,j

j
x j n

n


 



2
0 1

2 1
  ،( )n1 رادو در _چبیشف_ی گاوسنقطه[ , ]11 

 خواهد بود. 

 کنیم:گونه زیر تعریف میرادو گویا را به_چبیشف_های گاوسگره

, , ,..., .
j

j

j

x
t L j n

x


 



1
0 1

1
                                                               )16-6(  

]توجه داریم که این نقاط در  , )0 .هستند 

-به شکل زیر نیز می رادو گویا _های گاوسهای متعامد چبیشف گویاشده با انتگرالی بین سیستمرابطه

 باشد:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
n

j j

j

x
u t w t dt u L x dx u t w

x








 


 

1

0 1
0

1

1
                                         )12-6(     

wو  های چبیشف استایچندجمله تابع وزن  که در آن
n





0

2 1
,و   , ,...,jw i n

n


 


1 2

1
 . 
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 2 فصل

 

 بر مبتنی روش با کسری پخش دیفرانسیل همعادل حل

 یشفبپایه چ
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 مقدمه  2-1

 

 شاخه از بسیاری در فیزیکی های پدیده توصیف در ای گسترده طور به کسری جزئی دیفرانسیل معادلات

 مکانیک الکتریکی، مدارهای کنترلی، های سیستم ویسکوالاستیک، مواد علم همچون مهندسی و علوم های

 .روند می کار به غیره و کوانتومی و آماری
 

 زیر را در نظر بگیرید: پخش_معادله انتقال 

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , ) ,

u x t u x t u x t
b x t d x t S x t x t b

t x x

  

  

  
     

  
0 0           )6-2( 

معلوم و مشتقات جمله منبع  Sبه ترتیب توابع پراکنش و پخش معلوم،  dو  bتابع غلظت مجهول،  uکه 

,است که  کسری از نوع کاپوتو ,     1 2 0 1 . 

 شرایط مرزی اولیه و مرزی برای این مسئله به صورت زیر است:
( , ) ( ), [ , ],u x f x x b 0 0                                                                   )2-2( 

( , ) ( ), ( , ) ( ), .u t g t u b t g t t  1 20 0                                                 )9-2( 
 

ای چبیشف و توابع چبیشف هایای متشکل از ترکیب خطی مناسبی از چندجملهبا معرفی پایه در این فصل

یک روش هم محلی برای حل معادلات کند، ط اولیه و مرزی مسئله صدق میکه در شرایگویاشده 

 .مبریکار میدیفرانسیل کسری پخش به

 توصیف روش 2-2

یافته و توابع چبیشف گویاشده های چبیشف انتقالایتوان برحسب چندجملهرا می uهر تابع حقیقی مقدار 

]تعریف شده در  , ] [ , )b  0  صورت زیر گسترش داد:به 0

( , ) ( , ),ij ij

i j

u x t u x t
 

 


0 0

                                                                        )4-2( 

)*که  در آن  , ) ( ) ( )ij i jx t T x R t    و 
*

*

(( , ) , )
.s r

rs

i w j w

ij

i j ww

u T R
u

T R
                                                              )5-2(  

 به صورت زیر به دست آمده باشد: ( 4-2از برش سری نامتناهی ) uفرض کنید که تقریب تابع

( , ) ( , ) ( , ) ( , ),
n m

T T

ij ij

i j

u x t u x t x t U U x t
 

    
0 0

                                   )1-2(  

)که  , )x t  بردار( )( )n m  1 1  به شکل زیر است: 1
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*

*

*

*

*

*

*

*

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

m

i j

i j

i j

n m

n m

T x R t

T x R t

T x R t

x t T x R t

T x R t

T x R t

T x R t

T x R t







 
 
 
 
 
 
 
 

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 0

0 1

0

1

1

1

                                                                 )1-2( 

 نیز برداری از همین مرتبه است. Uو 

 تواند برحسب این توابع تقریب زده شود:می  (6-2) سئلهتابع مجهول م

( , ) ( , ),Tu x t U x t                                                                            )1-2( 
 U  شودشکل زیر بیان میول نیز بهشود. مشتق توابع مجه تعیینبردار مجهول مسئله است که باید: 

/ /( , ) ( , ),i iT

x t x tD u x t U D x t
 

                                                                   )3-2(  
که 

/
i

x tD
 مشتق کاپوچو از مرتبه 

i
  را نسبت به متغیرهایx  یاt دهد، توجه کنید که نشان می

i
 تواند می

,   ویا .باشد 

)برای مشتق کاپوچوی  , )xD x t  و( , )tD x tهای آن یعنی ، تعریف مشتق را برای تک تک مولفه

( , )x ijD x t  و( , )t ijD x t بریم که:کار میقسمی بهبه 

*
( )

( , ) ( ( )) ,
( ) ( )

xj

x ij z i

R t
D x t D T z dz

x z



 


 

  

   

    

 10

1                              )6∘-2(  

*( )
( , ) ( ( )) ,

( ) ( )

t
i

t ij z j

T x
D x t D R z dz

t z



 


 

  

   

    

 10

1                             )66-2(  

 

 (66-2)-(1-2)گیریم، با استفاده از معادلات یرا در نظرم (9-2)و (2-2)با شرایط اولیه و مرزی  (6-2)له مسئ

 له داریم:برای این مسئ

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( ), ,

( , ) ( , ) ( ), ( , ) ( , ) ( ), .

T T T

T

T T

x t x t x t
U d x t U b x t U S x t

t x x

u x U x u x x b

u t U t g t u b t U b t g t t

  

  

     
  

  

   

    

0

0 1

0 0 0

0 0 0

                       )62-2( 
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]انتقال یافته در  چبیشفهای ایهای چندجملهبا استفاده از صفر , ]b0 ی چبیشف های توابع گویاشدهصفر و

)عنوان نقاط هم محلی، یک دستگاه جبری به )( )n m 1 -از آن به Uشود که بردار مجهول تشکیل می  1

 آید.دست می

 پس به طور کلی اگر بخواهیم الگوریتمی برای این روش ارائه کنیم بدین صورت است که:

,مقادیر مفروض در مسئله مانند مشتقات کسری  -6 ,    توابع پخش و پراکنش و جمله منبع ،

( , ), ( , ), ( , )b x t d x t s x t   و  شرایط اولیه و مرزی مسئله و همچنین مقادیر,m n  که به ازاء آن مسئله

 باید حل شود را وارد نمایید.

)*های چبیشف انتقال یافته یاچندجمله -2 ) , ,...,iT x i n 0 و توابع چبیشف گویاشده  1

( ) , ,...,jR t j m 0 )را ساخته و بردار   1 )( )n m 1 )بعدی  1 , )x t   ددهیرا تشکیل. 

)بردار   -9 )( )n m 1 ]بعدی  1 ] , ,..., , , ,...,ijU u i n j m  0 1 0  را در نظر بگیرید. 1

)بردارهای  -4 , )tD x t  ،( , )xD x t  و( , )xD x t بسازید را با توجه به تعریف مشتق کاپوچو. 

,نقاط هم محلی  -5 ,...,ix i n 0 ,و  1 , . . . ,jt j m 0 های ایهای چندجملهکه شامل صفر را 1

]چبیشف انتقال یافته در  , ]b0 وارد نمایید.است را   ی چبیشفهای توابع گویاشدهصفر و 

 سری معادلات زیر را تشکیل دهید: -1

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( ),

( , ) ( , ) ( ),

( , ) ( , ) ( ),

T T T

T

T

T

x t x t x t
F x t U d x t U b x t U S x t

t x x

F x U x u x

F t U t g t

F b t U b t g t

  

  

     
   

  

  

  

  

1

2 0

3 0

4 1

0 0

0 0

 

 به صورت  با قرار دادن نقاط هم محلی در سری معادلات بالا -1

( , ) ,..., ,..., ,

( , ) , ,..., ,

( , ) ,..., ,

( , ) ,..., ,

i j

i

j

j

F x t i n j m

F x i n

F t j m

F b t j m

   

 

 

 

1

2

3

4

0 1 1 1

0 0 0 1

0 0 1

0 1

 

)دستگاه  )( )n m 1 )معادله با 1 )( )n m 1 ]مجهول  1 ] , ,..., , , ,...,ijU u i n j m  0 1 0 1 

)صورت را به  و نهایتا جواب  کنیدرا حل  , ) ( , )Tu x t U x t آوریددست به. 

Lبرای محاسبه خطا، از شکل گسسته  -8
,های متفاوت در زمان  , , ,T 1 2 10 50 صورت زیر به 100

                                                                     :دکنیاستفاده 

: max ( , ) ( , ) max ( , ) ( , ) .j j
x j N

L u x T U x T u x T U x T
   

   
0 1 0 
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 ز خطاآنالی 2-3

برای تحلیل همگرایی روش چبیشف برای معادلات  دستیابی به یک رویکرد کلیهدف ما در این بخش 

 است. (6-2)دیفرانسیل کسری از نوع 

به طور کلی رویه در تحلیل خطا، مقایسه جواب عددی 
Nu  با تصویر متعامد

Nu  از جواب دقیقu   با

 استفاده از نامساوی زیر است:

.N N N Nu u u u u u                                                                 )69-2( 

می دانیم که  ]66[ در 14.3از قضیه
Nu از  ایبهترین تقریب چندجملهu دست است، پس برای به

Nuگیری کران خطای برشی آوردن کران خطا، تنها کافیست به اندازه u .بپردازیم 

  . [13]کنیم این قسمت را با تقریب کران خطا برای مشتقات صحیح و کسری آغاز می

 کران خطا برای مشتق صحیح 2-3-1

 پردازیم.ابتدا به تعاریف و قضایای مورد نیاز این بخش می

*مجموعه  .2-2تعریف  * *{ , ,..., }N Nspan T T T  0 :را در نظر بگیرید.  1 ( )N NL I 2  تصویر متعامد

L2 کنیم که :ای تعریف میگونهرا به 
( , ) , ,N Nu u v v    0                                                 )64-2( 

 به طور معادلیا 

*( )( ) ( ).
N

N j j

j

u x a T x


 
0

                                                      )65-2( 

 می دانیم که ]66[  3. 14از قضیه
Nu  بهترین تقریب درونیابu چبیشف در های ایاز چندجمله

( )L I2  .گیری خطای برشی به منظور اندازهاست
Nu u زیر را تعریف  دارچبیشف وزن ، فضای سوبولف

 کنیم:می

( ) { : ( ), }, ,
k

m

k

u
B I u L I k m m

x


    



2 0                                       )61-2( 

 نرم زیر:_با ضرب داخلی، نرم و نیم
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/

( , ) ( , )

( , ) ,

.

m

m m

m

j jm

j jB
j

B H

m

mB

u v
u v

x x

u u u

u
u

x



 


 









0

1 2                                               )61-2(  

)فضای  )mB I دار کلی خودش را از فضای سوبولف وزن( )mH I ی تابع وزن متفاوت برای بوسیله

)( بدیهی است که ]B ،]66کند.)ضمیمه مشتقات مراتب متفاوت، متمایز می )mH I  یک زیرفضای( )mB I

mبرای هر ،   mاست، یعنی  0 mB H
u c u . 

lفرض کنید   ]66[. 1-2قضیه  m N   0 ). سپس برای هر  1 )mu B I :داریم 

( )/( )!
( ) ( ) ,

( )!

l l m m

x N x

N m
u u C N m u

N l

 
    

 

2

1

1

1
              )61-2(  

 وبنابراین

( )/( )!
( ) ( ) ,

( )!
m

l l m

x N B

N m
u u C N m u

N l

 
   

 

2

1

1

1
                   )63-2( 

 و همچنین در فضای هیلبرت داریم:

( )/( )!
( ) ( ) ,

( )!
m

l l m

x N H

N m
u u C N m u

N l

 
   

 

21

1
                   )22-2( 

  .ثابت هستند ادعدا C1 و C که

)برای دامنه زمانی دیگر،  از طرف  , )  0 اسی در تقریب هایی داریم که نقش اسنیز تعاریف و قضیه 

 دارند.

ˆ،L2تصویرمتعامد .3-2تعریف : ( )M ML  2 با فرض فضای( ) :
r

m

wB L  2 

{ , ,..., }M MP span R R R 0  که: شودقسمی تعریف میبه 1

ˆ( , ) , ,M Mu u v v P    0                                                       )26-2( 
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)ˆ یا معادل با آنو )( ) ( )
M

M j j

j

u t k R t


 
0

 . 

ˆمی دانیم که  ]66[از مرجع
M u  بهترین تقریب درونیابu های چبیشف گویاشده در ایاز چندجمله

( )L 2 فضای ، است( )mB  کنیم:به صورت زیر تعریف می نرم را_با نرم و نیم معادل 

/

( ) { : ( ), }, ,

( ) ,

.

m

m

k
m

k

jm

jB
j

m

mB

u
B u L k m m

x

u
u

t

u
u

t




      















2

2

1 2

0

0

                                )22-2( 

 شده، نتایج اساسی زیر را داریم: چبیشف گویابرای تقریب 

lیا  1فرض کنید ]66[. 2-2قضیه   lو  0 m M  1  برای هر .( )mu B  :داریم 

( )/

( )/

( )!ˆ( ) ( )
( )!

( )!
( ) ,

( )!
m

l l m m

t M t

l m

B

M m
u u C M m u

M l

M m
C M m u

M l





 
    

 

 
 

 

2

3

2

3

1

1

1

1

                     )29-2( 

Cبا فرض در فضای هیلبرت  یک عدد ثابت است و نهایتاً C3که cC4  داریم: 3

( )/( )!ˆ( ) ( ) .
( )!

m

l l m

t M H

M m
u u C M m u

M l

 
   

 

2

4

1

1
                              )24-2( 

، فضای دوبعدی  uبرای نرم خطای تابع 
x tI I   که( , )xI  0 )و  1 , )tI  0  صورت بهرا است

 کنیم:زیر تعریف می

*

, { ( ) ( ), , ,..., , ,..., },N M i jspan T x R t i N j M   0 1 0 1                          )25-2( 

u:پذیرو فضای توابع اندازه  شود که:به طوری درنظر گرفته می 

,

/

( )
( (., ) ) ,r

r
x

H H I
u u t dt



  0

2
1 2

0
                                                     )21-2( 
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rH,و )نیز  0 ; ( ))r

t xL I H I2 .است 

rوقتی   0 ،, ( )H L 0 0  شود:گونه نشان داده میو نرم آن این 2

/

( )
( ( , ) ) .

L
u u x t dxdt




   2

21
1 2

0 0
                                                )21-2( 

sH,از طرف دیگر  ریف شود:تواند به صورت زیر تعمی sبرای هر عدد صحیح مثبت  0

, ( ; ( )) { ( ) ( ), },
j

s s

t x j

u
H H I L I u L L j s

t


       



0 2 2 2 0                       )21-2( 

,با نرم 

/

( )

( )s

js

jH
j L

u
u

t 





0

2

2

1 2

0

. 

 کنیم:فضای هیلبرت زیر را تعریف می .4-2تعریف 

, ( ) ( ; ( )) { ( ) ( ), , },
i j

r s s r

t x i j

u
H H I H I u L L i r j s

x t


          

 

2 2 0 0        )23-2( 

 با  ضرب داخلی و نرم:

,

,

/

( )

( , ) ( , )
( , ) ,

( , )
( ) .r s

i j i jr s

r s i j i j
i j

i jr s

i jH
i j L

u x t v x t
u v dxdt

x t x t

u x t
u

x t

 


 



  

 


   




 

 


2

1

0 0
0 0

2

1 2

0 0

                                      )92-2( 

N,اگر   .3-2قضیه  M u  تصویر متعامد u   بر روی,N MP  به صورت, ,( )( , ) ( , )N M N Mu x t u x t  

)برای هر تابع  سپسباشد،  )u L 2 های ، ثابت,C C1 rبرای  2 N  0 sو  1 M  0 که  1

,r s کهبه طوری  وجود دارد: 

, ,

/ /

, ( )

( )! ( )!
( ) ( ) .

( )! ( )!
r s

r s

N M H HL

N r M s
u u C N r u C M s u

N M

 



   
    

 
0 02

2 2

1 2

1 1

1 1
 )96-2(

  

برای   (9-2( و )2-2)با استفاده از تصویرهای متعامد یک بعدی تعریف شده در  اثبات.
N وˆ

M :داریم 
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,
ˆ ,N M N Mu u    

 : و با توجه به کرانداری عملگر تصویر متعامد (2-2)و (6-2)کارگیری قضایای با بهونیز 

, ,

, ( )( ) ( )

( ) ( )

/ /

ˆ( )

ˆ

( )! ( )!
( ) ( ) .

( )! ( )!
r s

N M N N MLL L

N ML L

r s

H H

u u u u u u

u u C u u

N r M s
C N r u C M s u

N M

 

 

 

     

   

   
   

 

22 2

2 2

0 0

3

2 2

1 2

1 1

1 1

 

تابع خطای تقریب 
,N Mu ( به صورت 6-2)له جواب مسئاز

,( , ) ( , ) ( , )N Me x t u x t u x t  شود و تعریف می

 متناسب با بهترین تقریب داریم:

, ,( , ) ( , ) ( , ).N M N Me x t u x t u x t                                                             )92-2( 

N,، وقتی  (9-2)بر طبق قضیه  M   در اینصورت
,N Me   و در نتیجه 0

, , , ,( ) .N M N M N M N Me u u u u u u        0                             )99-2( 

 کران خطا برای مشتق کسری 2-3-2

 

)فرض کنید  .4-2قضیه  )u L 2  اگرn n       1 و,n r N r   1   در این صورت

 داریم:

 
,

( )/

, , ( )( )

( )!
( )

( )!
( , ) ( , ) ,

r

n r

x x N M N M HL

N r
C N r

N n
D u D u u x t u x t

n

 







 


 
   

  
02

21

1

1
    )94-2( 

 نیز عدد ثابت است. Cکه 

 داریم:  [11] بنا به. اثبات

,
p p

f g f g 
1

  

 شود:اثبات به شرح زیر کامل می (6-2و به کاربردن قضیه ) (9-6( و )6-6های )استفاده از تعریفبا 
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 

, ,( ) ( )

,

( )

, ( )

( )/

,

( ( , ) ( , ))

*( ( , ) ( , ))
[ ]

( ) ( , ) ( , )
( ) ( )

( )!
( )

( )!
( ) ( , ) (

n n n

x x N M x x x N ML L

n n

x x N Mn

L

n n

x x N M L

n r

N M

D u D u J D u x t D u x t

D u x t D u x t
x n

D u x t D u x t
n n

N r
C N r

N n
u x t u x

n

  

 

 





 

 







    

  
 

  
  

 


 
 

  

2 2

2

2

2 2

2

1

2
2

2

2

1

1

1

1

1
, ( )

, ) .
rH

t
0

2

 

 کنند، داریم:به بی نهایت میل می Mو Nپس وقتی 

, ,( ) .x N M x x N MD e D u D u      0                                                           )95-2( 

)با فرض  .5-2 قضیه )u L 2 و, ,h h s M s h           1  داریم: 1

 
,

( )/

, , ( )( )

( )!
( )

( )!
( , ) ( , ) ,

s

h s

t t N M N M HL

M s
C M s

M h
D u D u u x t u x t

h

 







 


 
   

  
02

21

1

1
   )91-2(  

 ثابت است. Cکه

  است. 4-2مشابه قضیه  اثبات.

 :، داریمکنندبه بی نهایت میل می Mو Nهمچنین وقتی 

, ,( ) .t N M t t N MD e D u D u      0                                                       )91-2( 

 

 ماندهتقریب تابع  2-3-3

 .[13] است شده ارائه مانده  خطای تابع از استفاده با خطا ارزیابی پیشنهادی، روش برای

 مسئله زیر با شرایط اولیه و مرزی زیر را در نظر بگیرید:
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, , , , ,

,

, ,

[ ( , )] ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( ),

( , ) ( ), ( , ) ( ) ,

N M t N M x N M x N M N M

N M

N M N M

L u x t D u x t d x t D u x t b x t D u x t S x t R x t

u x u x

u t g t u b t g t

      



 

0

0 1

0

0

     )91-2(

             

که
,N MR  شکل زیر است:به  (91-2)از   (9-2)-(6-2) آمده از تفریق معادلات دستمانده بهتابع 

, , , ,( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),t N M x N M x N M N MD e x t d x t D e x t b x t D e x t R x t                              )93-2(  

,برای مشتقات  4-2با شرایط اولیه و مرزی همگن. با استفاده از قضیه    برای  5-2و قضیه  وقتی ،

,N M کنند، به بی نهایت میل می,N MR  0 . 

 های عددیمثال  4 -2

. برای محاسبه خطا، از شکل پردازیمی عددی برای نشان دادن دقت روش میهابه ارائه مثال بخش در این

Lگسسته 
,های متفاوت در زمان  , , ,T 1 2 10 50                                                                      کنیم:صورت زیر استفاده میبه 100

: max ( , ) ( , ) max ( , ) ( , ) .j j
x j N

L u x T U x T u x T U x T
   

   
0 1 0

                                 )42-2(  

 ایم.افزار متمتیکا انجام دادهکلیه محاسبات را با نرم

.های کسری ( با مرتبه6-2)  پخشدیفرانسیل جزئی کسری معادله . .21مثال , .  1 8 0 و تابع های  8

( , ) , ( , ) ( . )b x t d x t x  0 1 تابع اویلرگاما است( و شرایط اولیه ومرزی زیر را درنظر  )که   2

 بگیرید: 

( , ) ( ), ( , ) ( , ) .u x x x u t u t   20 1 0 1 0   

برای  مسئلهجواب دقیق  1 نیز ( , ) ( )tu x t e x x
 2 ست که متناظر آن جمله منبع درنظر گرفته ا 1

 شود. می

یموم خطای مطلق در نشان داده است، همچنین ماکس  t(، خطای مطلق را برای مقادیر مختلف 6-2شکل )

اجرای بهینه بر روی بازه  ست شده است. این شکل و جدول نشانگر( لی6-2بعضی از گره ها در جدول )

 نسبتا طولانی است.
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nبرای مقادیر مختلف زمان با 2.1خطای مطلق مثال :  (6-2شکل)  m 3 

 

nبیشترین خطای مطلق برای مقادیر مختلف زمان با  : (6-2جدول) m 3  2.1مثالبرای 

T=1∘∘ T=1∘ T=1 x 
2/6 ×1∘-2∘ 7/4 ×1∘-19 1/6 ×1∘-17 ∘ 
5/2 ×1∘-12 4/1 ×1∘-5 1/6 ×1∘-2 ∘/2 
6/5 ×1∘-12 5/2 ×1∘-5 2/1 ×1∘-2 ∘/4 
5/2 ×1∘-12 4/2 ×1∘-5 1/7 ×1∘-2 ∘/6 
2/5 ×1∘-12 2/2 ×1∘-5 9/1 ×1∘-3 ∘/8 
7/6 ×1∘-21 1/1 ×1∘-19 1/4 ×1∘-17 1 

 

.پخش را با  دیفرانسیل جزئی کسریمعادله    ]7,24,68[. 2.2مثال  1 به   و مقادیر مختلفی برای 8

.صورت  , . , . , . ,  0 2 0 4 0 6 0 8 ).و توابع ضریب   1 , ) , ( , ) ( . )b x t d x t x   1 80 1 و جمله منبع  2

( , ) ( ) tS x t x x e 23 2 در نظر بگیرید. اگر شرایط اولیه و مرزی به صورت  1

( , ) ( ), ( , ) ( , )u x x x u t u t   20 1 0 1 )باشد، در این صورت تابع  0 , ) ( ) tu x t x x e 2 جواب  1

برای دقیق مسئله 1  .خواهد بود  

Lبیشترین میزان خطای 
Tبه ازای     ( آورده شده است.  شکل 2-2درجدول )و مقادیر مختلف   2

.میل می کند و  6به  وقتی   استروش (  نشان دهنده  همگرایی 2-2) 1 ی مقایسههمچنین  است. 8

(  آمده است. روش 9-2در جدول ) [68,42,7]روش پیشنهادی چبیشف و روش های توصیف شده در 

های چبیشف است که با روش تفاضل متناهی حل شده است، در این ایبراساس تقریب چندجمله [42]

های چبیشف باعث شده است که معادله پخش کسری تبدیل به یک دستگاه ایروش، خواص چندجمله

است که با  [68]نیکلسون یک تقریب عددی در -معادلات دیفرانسیل معمولی شود. از طرفی، روش کرانگ
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کسری  انتشارهای لژاندر برای حل معادله ایاز چندجمله [7] برونیاب مکانی ترکیب شده است و نهایتاً

دهد که به نشان می [68,42,7]است. مقایسه روش ارائه شده با روش های توصیف شده در  استفاده کرده

 طولانی دست یافته ایم. تقریب بهتری در بازه نسبتاً

nبیشترین خطای مطلق برای  :(2-2جدول ) m 3  با مقادیر مختلفβ  درT   2.2برای مثال  2

β=1 β=∘/8 β=∘/6 β=∘/4 β=∘/2 x 

/∘∘548∘ /∘∘585∘ /∘∘6∘4∘ /∘∘61∘ /∘∘6∘5∘ /2∘ 
/∘∘723∘ ∘/∘∘81∘ /∘∘88∘ /∘∘936∘ /∘∘981∘ /4∘ 
/∘∘6∘1∘ /∘∘695∘ /∘∘778∘ /∘∘851∘ /∘∘914∘ /6∘ 
/∘∘312∘ /∘∘368∘ /∘∘42∘ /∘∘466∘ /∘∘5∘7∘ /8∘ 

 

 

   

.میل می کند و 6به    ( بیشترین خطای روش  وقتی2-2شکل) 1 nبا  2.2برای مثال  8 m  5 

nبا 2.2ی بیشترین خطای مطلق برای مثال مقایسه : (9-2جدول ) m  5. 

∘T=5 ∘T=1 T=2 t 
 پیشنهادیروش  /1∘ 1×∘-2 /3∘ 1×∘-6 1× 1/4∘-9

 [42]روش 1× 2/7∘-5  3/7  67/6

 [68]روش 1× 8/4∘-5  7/1  23/7
 [7]روش 1× 2/3∘-2 1× 1/2∘-2 /8∘ 1×∘-5
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)شرط اولیه هموار  . 23.مثال , ) ( )u x x x 2 20 دیفرانسیل جزئی معادله و شرایط مرزی همگن را برای  1

.گیریم. مرتبه مشتقات کسری زمان و مکان به صورت درنظر می  پخش کسری , .  1 4 0 و   1

.  0 )هستند و توابع ثابت  2 , ) , ( , ) .b x t d x t 2 0 هستند.جمله منبع  انتشارعنوان ضرایب هب 001

)با توجه به جواب دقیق  , ) ( ) exp( )u x t x x t 2 به ازاء 21 1 شود.تعیین می 

,در زمان های  x(  نتایج را برای مقادیر متفاوت 4-2جدول ) ,T 110 دهد، که گویای دقت نشان می 100

 تقریب بهتر در زمان طولانی است.

nبیشترین خطای مطلق برای مقادیر مختلف زمان با : ( 4-2جدول ) m 32.3برای مثال 

T=1∘∘ T=1∘ T=1                  x 

1/54753×1∘-18 5/4832×1∘-5 3/∘324 ×1∘-3 ∘/1 
4/2∘128×1∘-18 3/4∘72×1∘-6 1/62183 ×1∘-2 ∘/3 
5/82759×1∘-18 3/441∘5×1∘-6 2/2993 ×1∘-2 ∘/5 
5/421∘1×1∘-18 2/83353×1∘-5 1/62489 ×1∘-2 ∘/7 
2/49366×1∘-18 2/59776×1∘-5 3/∘∘455×1∘-3 ∘/9 
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 3 فصل

 طیفی روش با انتشارکسری  دیفرانسیل همعادل حل

 برنشتاین پایه بر مبتنی
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 مقدمه 3-1

 و است سیال ای توده حرکتطریق  جایی ماده ازانتقال در فیزیک، مهندسی و علوم زمین به مفهوم جابه

 شامل انتقال اینداست. فر مواد مولکولی بین های واکنش از ناشی های جایی جابه معنی به وپراکنش پخش

 آسمان در ها آلاینده گسترش به توان می جمله آن از که شود می مختلف های رشته در مهمی های پدیده

 گیاه، به خاک از آب جریان طریق از گیاهان نیاز مورد مواد انتقال خون، جریان طریق از دارو انتقال شهر،

 .کرد اشاره خیز نفت مناطق در لخمتخل های لایه در نفتی مواد انتقال

 

 پخش_معادله انتقال

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , ) ,

u x t u x t u x t
b x t d x t S x t x t b

t x x

  

  

  
     

  
0 0            )6-9( 

 گیریم:را با شرایط اولیه و مرزی زیر  در نظر می

( , ) ( ), [ , ],

( , ) ( ), ( , ) ( ), .

u x f x x b

u t g t u b t g t t

 

  1 2

0 0

0 0
                                                            )2-9(  

معلوم و مشتقات جمله منبع  Sبه ترتیب توابع پراکنش و پخش معلوم،  dو  bتابع غلظت مجهول،  uکه 

,است که  ونوع کاپوچکسری از  ,     1 2 0 1 . 

,توجه داریم که هنگامی که   2 و نیز  1 1  کلاسیک می انتشاراست، معادله تبدیل به معادله-

 .[57,46]شود

می پردازیم و  نوع برنشتاین  جدیدی ازقبل از ارائه روش با استفاده از توابع برنشتاین، ابتدا به تعریف توابع 

 پردازیم.سپس به ارائه روش می

 توابع برنشتاین نرمال شده گویا 3-2

]متناهی   نیمبرای مسائل با دامنه  , )0  برای توابع گویاشده آمده است، ما یک  ]66[، مطابق با آنچه در

]دهیم تا دسته ای از توابع برنشتاین گویاشده را بسازیم که بازه نگاشت جبری پیشنهاد می , ]0 را به  1

[ , )0 نگارد، بدین صورت کهمی 

, [ , ] [ , )
t xL

x t x t
t L x

     
 

0 1 0
1

                                                        )9-9(  
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در نگاشت ها وجود  Lسازی پارامتر مثبت هایی جهت بهینهیک پارامتر ثابت است. روش Lکه در آن 

 گیریم.در نظر می 6جا ما آن را یافت. در این [26]توان در دارد که می

)پس با تغییر مولفه  )
t

t
t L

 


ای از توابع شده، به تولید دستههای برنشتاین نرمالایدر چندجمله  

]برنشتاین گویا در بازه  , )0  پردازیم. توابع برنشتاین نرمال گویاشده به صورت زیر نمایش داده میمی-

 شوند:

, ,( ) ( ( )).i n i nR t b t                                                                                )4-9( 

 جا نیز داریم:، توابع چبیشف گویاشده( تعریف کردیم، در این6مشابه فضایی که برای توابع گویاشده )فصل

یکسان در نظرگرفته ها گیرد، اندیسبه صورت جداگانه مورد استفاده قرار می فضاها)توجه شود چون این 

 شده است(

} کنیمفرض می }t t   0 تابع وزن نامنفی ،:[ , )rw  0  بر روی  به صورت

( ) ( ) ( )
( )

r s

d L
w t w t t

dt t L
 

 2
)فضای باناخ  کنیم. تعریف می  )

rwL 2 شود:به صورت زیر تعریف می 

{ :
rwL f 2 , اندازه پذیر است },

wr
L

f f  2                )5-9(  

 که در آن 

/( ( ) ( ) ) .
wr

rL
f f x w x dx



 2

2 1 2

0
                                                           )1-9( 

)ویژگی تعامد این دسته از توابع بر روی  )
rwL 2 شودبدین صورت حفظ می: 

, , , ,( , ) ( ) ( ) ( ) .
ri n j n w i n j n r ijR R R t R t w t dt 



 0                                                   )1-9( 

nبرای را  توابع برنشتاین گویا شده( 6-9شکل )  ]روی بازه بر 3 , ]0  نشان می دهد.  5
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 [∘5,]توابع برنشتاین گویا شده روی بازه : ( 6-9شکل )

)هرتابع  )
rwf L 2 صورت زیر بسط داده شود:تواند برحسب توابع برنشتاین نرمال گویاشده بهمی 

, ,( ) ( ) ( ),
n

T

j n j n

j

f t k R t K t


  
0

                                                           )1-9(  

که ضرایب آن 
, ,( , ) ( ) ( ) ( ) , , ,...,

rj n j w j n rk f R f t R t w t dt j n


   0 )و Kشوند وتعریف می 1 )t ،

  صورت زیر هستند:به

, , ,[ , ,..., ] ,T

n n n nK k k k 0 1                                                                                 )3-9( 

, , ,( ) [ ( ), ( ),..., ( )] .T

n n n nt R t R t R t  0 1                                                       )6∘-9( 

 های برنشتاین متعامد شده و توابع نرمال آنایتقریب تابع با چندجمله 3-3 

]تعریف شده در  uتابع حقیقی مقدار  , ] [ , )b  0 برنشتاین گویای ها وتوابع ایی چندجملهرا بوسیله 0

  زنیم:نرمال تقریب می

, ,( , ) ( ) ( ),ij i n j n

i j

u x t b x R t
 

 


0 0

                                                            )66-9(  

 که در آن

, ,( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) , , , ,..., .
b

ij i n s j n ru x t b x w x R t w t dtdx i j n


  0 0
0 1                  )62-9(  

 د.آیمیدست بدین صورت به( 66-9از تقریب سری متناهی از ) uدر واقع 
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, ,( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),
n n

T

ij i n j n

i j

u x t b x R t x U t
 

 
0 0

                                                  )69-9(  

)که در آن  )x  بردار( )n1  ( و1∘-6بعدی تعریف شده در )( )t   نیز بردار( )n1 متناظر در 

]  است. (6∘-9)  ]ijU    ماتریس( ) ( )n n  1  . ر مجهول استکه شامل مقادی  1

 توان بدین گونه تقریب زد که:از طرفی توابع مشتق کسری را نیز می

( , ) ( ( )) ( ),T

x xD u x t D x U t                                                                      )64-9( 

( , ) ( ) ( ( )),T

t tD u x t x U D t                                                                       )65-9( 

)از آنجایی که )xD x های مولفه شامل , ( )x i nD b x و برای این دسته از چق کاپومشتکار بردن است، با به

 :داریم توابع

, ,( ) ( ( )) ,
( ) ( )

x

x i n z i nD b x D b z dz
x z



  

  

   

    

 10

1 1                                 )61-9(  

) همین طور )tD t    هایمولفهشامل , ( )t j nD R t  :است، داریم 

, ,( ) ( ( )) .
( ) ( )

t

t j n z j nD R t D R z dz
t z



  

  

   

    

 10

1 1                              )61-9(  

]لازم به یادآوری هست که وقتی    , ]t b )داریم  0 ) ( )t t  . 

-زیر به کار می شرحدو روش هم محلی و گالرکین را به  برای حل معادله پخش  با شرایط اولیه و مرزی

 بریم.

 روش هم محلی 3-3-1

برای تابع  ( 69-9)گیریم، با استفاده از معادله را درنظرمی (2-9)با شرایط اولیه و مرزی  (6-9)معادله پخش 

 کارگیری وجود مشتقات کسری در معادله با بهپردازیم. از طرفی باتوجه بهبه تقریب این تابع می u مجهول

 Uدست آوردن ماتریس مجهول زنیم. هدف در اینجا بهمشتقات کسری را تقریب می (61-9( و )9-61)

 . با جایگذاری تقریب تابع مجهول و مشتقات آن در مسئله داریم:است

( , ) ( ) ( ( )) ( , )( ( )) ( ) ( , )( ( )) ( ) ( , ),T T T

t x xH x t x U D t d x t D x U t b x t D x U t S x t                 )61-9(  
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]رادو انتقال یافته در _چبیشف_کاربردن نقاط گاوسبا به  , ]b0  برایx  رادو گویا _چبیشف_و گاوس

]در   tشده برای  , )0  ، در روش هم محلیn n2 دست میی مستقل خطی به صورت زیر بهمعادله-

 آوریم:

( , ) , ,..., , ,..., ,i jH x t i n j n   0 1 1 1                                             )63-9(  

 کنیم :تقریب تابع مجهول را  در شرایط اولیه و مرزی نیز اعمال می

( ) ( ) ( ) ( ) , ,

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) , ,

T

T

T

x x U u x x b

t U t g x

t b U t g x t

       

    

     

0

1 0

2 1

0 0 0

0 0

0 0

                                            )2∘-9(  

n3با جایگذاری نقاط هم محلی در این شرایط ،   آید :به دست میزیر صورت  معادله به  1

( ) , ,..., ,

( ) , , , ,..., ,

i

k j

x i n

t k j n

  

   

0 0

0 1 2 1
                                                          )26-9(  

)یک دستگاه   (26-9)و  (63-9)که معادلات  )n )ای با معادله 21 )n ,مجهول  21 , ,...,iju i j n 0 1  

تابع مجهول جواب  تقریبی از و جایگذاری آن در تابع تقریب، ijuبه ما می دهد. با به دست آوردن ضرایب

 آید.دست میمسئله به

 پس به طور کلی اگر بخواهیم الگوریتمی برای این روش ارائه کنیم بدین صورت است که:

,مقادیر مفروض در مسئله مانند مشتقات کسری  -6 ,    توابع پخش و پراکنش و جمله منبع ،

( , ), ( , ), ( , )b x t d x t s x t   مقدارو  شرایط اولیه و مرزی مسئله و همچنین n  که به ازاء آن مسئله

 باید حل شود را وارد نمایید.

), برنشتاین متعامد نرمال شدههای ایچندجملهبردار  -2 ) { ( ) , ,..., }i nx b x i n   0 و بردار  1

),گویاشده  توابع برنشتاین ) { ( ) , ,..., }j nt R t j n   0 ) ماتریسرا ساخته و   1 )n بعدی  21

[ ]ijU u  دگیریبرا برای مجهول مسئله در نظر . 

)بردارهای  -9 )tD t  ،( )xD x  و( )xD x  بسازیدرا با توجه به تعریف مشتق کاپوچو. 

,نقاط هم محلی  -4 ,...,ix i n 0 ,و  1 , ...,jt j m 0 رادو انتقال _چبیشف_نقاط گاوسکه  1

]یافته در  , ]b0 رادو گویا شده در _چبیشف_و گاوس[ , )0 را وارد نمایید. ،است 

)ی در سری معادلات با قرار دادن نقاط هم محل -5 , ), ( ), ( ), ( )H x t x t t  1  به صورت  2
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( , ) ,..., ,..., ,

( ) , ,..., ,

( ) ,..., ,

( ) ,..., ,

i j

i

j

j

H x t i n j n

x i n

t j n

t j n



   

 

  

  

1

2

0 1 1 1

0 0 1

0 1

0 1

 

)دستگاه  یدتوانمی )n )معادله با 21 )n ]مجهول  21 ] , , ,...,ijU u i j n  0 را حل  1

)به صورت را و نهایتا جواب  نیدک , ) ( ) ( )Tu x t x U t  د.ورد آیدست خواهبه 

Lبرای محاسبه خطا، از شکل گسسته  -6
,های متفاوت در زمان  , , ,T 1 2 10 50 صورت زیر به 100

                                                                     کنید:استفاده 

: max ( , ) ( , ) max ( , ) ( , ) .j j
x j N

L u x T U x T u x T U x T
   

   
0 1 0 

 
 

 روش گالرکین 3-3-2

، توابع تقریب زده ( 69-9)،  تابع مجهول را مطابق (6-9)به منظور فرموله کردن روش گالرکین برای مسئله 

ضرب گیریم، در این صورت باتوجه به تابع وزن وحاصلپایه اولیه یکسان در نظر میآزمون را با توابع 

 داخلی داریم:

(( (., ), (.)) , ( )) .
s rw wH t t   0                                                            )22-9(  

 در نتیجه:

, ,[ , ]: ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ,..., , ,..., .
b

i n s j n rp i j H x t b x w x R t w t dtdx i n j n


     0 0
0 1 1 1       )29-9( 

 نیز داریم:برای شرایط اولیه و مرزی 

,( , ) [ , ]: ( , ) , , ,..., ,
s sw i n wp i b i n      0 1 0 0 1                    )24-9( 

,( , ) [ , ]: ( , ) , , , , ,..., .
r rk w k j n wp k j R k i n        0 0 1 2 0 1      )25-9(  

)شود و در نتیجه یک دستگاه حل می چبیشف _گیری گاوسوسیله انتگرالمعادلات انتگرالی بالا به )n 21 

)ای با معادله )n ,مجهول 21 , , ,...,iju i j n 0  .به ما می دهد  1
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 و سپس در ادامه داریم: باشدروش هم محلی مشابه می  9این روش تا مرحله الگوریتم 

در سری معادلات  باشددر این مرحله نوبت به تشکیل ضرب های داخلی می -4

( , ), ( ), ( ), ( )H x t x t t  1 2
  دهیم:، ضرب های داخلی زیر را تشکیل می 

, ,

,

,

,

[ , ] ( , ) ( ) ( ) , ,..., , ,..., ,

[ , ] ( ) ( ) , ,..., ,

[ , ] ( ) ( ) ,..., ,

[ , ] ( ) ( ) ,..., ,

n n

k l i n k j n l k l

k l

n

k i n k k

k

n

l j n l l

l

n

l j n l l

l

p i j H x t b x R t w w i n j n

p i x b x w i n

p j t R t w j n

p j t R t w j n



 







   

 

  

  









0 0

0

1

0

2

0

1 1 1

1 0 1

1 1

2 1

 

k,که  lx t و,k lw w دستگاه باشد نهایتا چبیشف می_گیری گاوسهای انتگرالنقاط و وزن( )n 21 

)معادله با )n ]مجهول  21 ] , , ,...,ijU u i j n  0 حل کرد و جواب به توان می را  1

)صورت  , ) ( ) ( )Tu x t x U t  تقریب زده خواهد شد. 

های لژاندر و برنشتاین متعامد ایی بین چندجملهها بپردازیم، رابطهقبل از اینکه به تخمین خطای این روش

 کنیم که در اثبات قضایا از آن استفاده خواهیم کرد.نرمال شده را بیان واثبات می

 های برنشتاین متعامد نرمالایهای لژاندر و چندجملهایبین چندجملهرابطه  3-4

ی بین های لژاندر داده و سپس به پیدا کردن رابطهایدر ابتدا، توصیف مختصری در مورد چندجمله

 پردازیم.های تبدیل میهای برنشتاین نرمال شده و لژاندر از طریق ماتریسایچندجمله

]روی بازه های لژاندر ایچندجمله , ]0 های متعامد یکه با رابطه بازگشتی زیر ، شامل یک سری از پایه 1

اند که به اختصار در های لژاندر انتقال یافتهایها در واقع چندجملهایتوجه کنید که این چندجمله) باشندمی

 (:نامیده شده اندلژاندر های ایندجملهچاینجا 

( ) , ( ) ,

( )( )
( ) ( ) ( ), , ,...,i i i

L x L x x

i x i
L x L x L x i

i i
 

  

 
  

 

0 1

1 1

1 2 1

2 1 2 1
1 2

1 1

                               )21-9( 

 ها به این صورت است:که خاصیت تعامد در آن
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, ,

( ) ( )
, .

i j

i j

L x L x dx
i j

i




 
 


1

0

0

1

2 1

                                                    )21-9( 

)ای هرچندجمله )nP x  از درجهn های لژاندر بیان شود:ایتواند برحسب چندجملهمی 

( ) ( ) ( ),
n

T

n j j

j

P x s L x S x


 
0

                                                                           )21-9(  

)و Sکه  )x های لژاندر هستند:ایبردارهای ضرایب و چندجملهترتیب به 

[ , ,..., ] ,T

nS s s s 0 1
                                                                                            )23-9( 

( ) [ ( ), ( ),..., ( )] .T

nx L x L x L x  0 1
                                                                        )9∘-9( 

]در  nدرجه ای برنشتاین های لژاندر را برحسب چندجملهایاگر بتوان چندجمله , ]0  نوشت: 1

, ,( ) ( ), , ,..., .
n

k k i i n

i

L x w b x k n


 
0

0 1                                                               )96-9( 

,در این صورت ضرایب  , , , ,...,k iw k i n 0 )تشکیل یک ماتریس  1 )( )n n 1 دهند که باید می 1

 ای تعیین شوند که:گونهضرایب آن به

, ,( ) ( ) .k j k j nw L x b x dx 
1

0
                                                                        )92-9( 

-ایبرحسب چندجمله [15]های لژاندررا بر طبق ایی این ضرایب، چندجملهبرای به دست آوردن ضابطه

 نویسیم:می غیرمتعامدنرمال های برنشتاین

, ,( ) ( ),
n

k k j j n

j

L x h B x



0

                                                                                    )99-9(  

 اند:گونه تعریف شدهکه ضرایب آن بدین

min( , )

,

max( , )

( ) ,
j k

k j

k j

i j k n

k k n k
h

n i i j i

j



  

   
     

     
 
 


0

1
1                                               )94-9(  
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برنشتاین و  (95-6)و  (94-6) هایکنیم واز خاصیت را برای برنشتاین متعامد جایگزین می (37-6) و رابطه

 سازی داریم:ساده نهایتاً

, , ( ) ( ) ,

( )

n i
k

k j k j

j k

n k in

i k kj
w h n i

n k
n k

i j k

 

    
   

   
   

 
   

  

 1

1

1

1 1

0 0 1

1

1

2 1

2 1 1
2

2 1

                 )95-9( 

)که فرم ماتریسی آن به شکل  ) ( )x W x  که  است( )x  های برنشتاین متعامد ایبردار چندجمله

 است. (42-6)شده نرمال

 نویسیم:های لژاندر میایهای برنشتاین نرمال شده برحسب چندجملهایبالعکس، برای نوشتن چندجمله

, ,( ) ( ), , ,..., ,
n

k n k i i

i

b x g L x k n


 
0

0 1                                                )91-9( 

k,که ضرایب  ig  تشکیل ماتریس( )( )n n 1 1  ،G دهند که:را بدین صورت می 

, ,( ) ( ) ( ) .k j k n jg j b x L x dx  
1

0
2 1                                                          )91-9( 

زیر  [60]را با رابطهای برنشتاین غیرمتعامد آنوچندجمله (37-6)ی برنشتاین متعامدشده را با املهجچند

 کنیم:جایگزین می

, ,( ) ( ) ,
n

k n k j j

j

B x l L x dx



0

                                                                   )91-9(  

 داریم: های لژاندرایبردن خواص چندجملهکاربا استفاده از این روابط و به

, ,( ) ( ) ( ) ,
k

p

k j k p i

p

n p k

k p p
g j n k l

n p

k p





   
  

  
    

 
 

 

2

0

2 1

2 1 2 1 1                )93-9( 
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که  
, ( ) , , , ,...,

j
i j

k j

i

j j

n i ij
l k j n

n jkn j

k i





  
  

    
   

    
 

 


0

2 1
1 0 1

1
و تبدیل ماتریسی آن به صورت  

( ) ( )x G x  .است 

 تخمین خطا  3-5

در تحلیل خطا، مقایسه جواب عددی  به طور کلی  4-9مشابه بخش 
Nu  با تصویر متعامد

Nu  از جواب

 با استفاده از نامساوی زیر است:  uدقیق 

.N N N Nu u u u u u                                                                )4∘-9( 

  چون
Nu از  ایبهترین تقریب چندجملهu گیری دست آوردن کران خطا، به اندازهاست، پس برای به

Nuکران خطای برشی  u پردازیم.می 

  .[14] برای مشتقات صحیح و کسری را با تعریف زیر شروع می کنیم تقریب کران خطا 

,مجموعه .  1-3تعریف  , ,{ , ,..., }N N N N Nspan b b b  0 :را در نظر بگیرید.  1 ( )N NL I 2  تصویر

 کنیم که :ای تعریف میگونهرا به L2متعامد 

( , ) , ,N Nu u v v    0                                                      )46-9( 

که در آن 
Nu  بهترین تقریب درونیابu متعامد نرمال شده به این صورت های برنشتاین ایاز چندجمله

 است:

,( )( ) ( ).
N

N j j N

j

u x a b x


 
0

                                                                       )42-9(  

j,)جهت جلوگیری از افزایش اندیس ها ضرایب Na  باja .نشان داده شده است) 

گیری خطای برشی منظور اندازهبه 
Nu u کنیم:، فضای سوبولف زیر را تعریف می 

( ) { : ( ), }, ,
k

m

k

u
H I u L I k m m

x


    



2 0                                   )49-9( 
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 نرم زیر:_با ضرب داخلی، نرم و نیم

/

( , ) ( , )

( , ) ,

.

m

m m

m

j jm

j jH
j

H H

m

mH

u v
u v

x x

u u u

u
u

x



 


 









0

1 2                                                             )44-9(   

lفرض کنید  .1-3قضیه  m N   10 ). سپس برای هر  1 )
m

u H I  داریم: 1

( )/( )!
( ) ( ) ,

( )!
m

l ml

x N H

N m
u u C N m u

N l

 
   

 
1

1

21
1 1

1

1
               )45-9(  

 یک عدد ثابت است. C1که 

 داریم:  (91-9)های لژاندر و توابع برنشتاین متعامد ایی بین چندجملهبر طبق رابطهاثبات: 

, ,

,

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),

N N N

N j j N j j i j

j j i

N N N

j j i i i i

i j i

u x a b x a g L x

a g L x q L x

  

  

  

 

  

  

0 0 0

0 0 0

 

که 
N

i j ji

j

q a g



0

ست که ا. این بدان معن 
Nu های لژاندر در اینیزبهترین تقریب برای چندجمله

( [ , ])L I 2 0  ها داریم:ای( برای این چندجمله35.3، قضیه5.9)بخش ]66[، از طرفی بنا به است  1

( )/( )!
( ) ( ) ,

( )!

l m ml

x N x

N m
u u C N m u

N l

 
    

 
1 121

2 1

1

1
 

 یک عدد ثابت است. با استفاده از تعریف داریم: C2که 

( )/( )!
( ) ( ) ,

( )!
m

l ml

x N H

N m
u u C N m u

N l

 
   

 
1

1

21
2 1

1

1
 

Cنامساوی قضیه فقط با قرار دادن  در نتیجه C1   برقرار است.  2
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ی اهر پایهتوسط اثبات این قضیه، به یکی ازویژگی مهم تصویر متعامد اشاره دارد که برای هر بعدی و  

 شود.گفته می 6مستقل از پایه که به این ویژگی برقرار است

]برای دامنه زمانی  , )  0 برنشتاینتوسط هایی داریم که نقش اساسی در تقریب نیز تعاریف و قضیه-

 های متعامد دارند.

ˆ، L2تصویر متعامد . 2-3تعریف  : ( )M ML  2  با فرض فضای( ) :
r

m

wH L  و  2

, , ,{ , ,..., }M M M M MP span R R R 0  کنیم که:قسمی تعریف میبه را 1

ˆ( , ) , ,M Mu u v v P    0                                                            )41-9( 

,و 
ˆ( )( ) ( )

M

M j j M

j

u t k R t


 
0

 . 

)فضای  )mH  کنیم:نرم ، به صورت زیر تعریف می_را با نرم و نیم 

/

( ) { : ( ), }, ,

( ) ,

.

m

m

k
m

k

jm

jH
j

m

mH

u
H u L k m m

x

u
u

t

u
u

t




      















2

2

1 2

0

0

                                   )41-9( 

lفرض کنید  ]66[ . 2-3قضیه or 0 lو  1 m M  2 ). برای هر  1 )
m

u H 2 :داریم 

( )/( )!ˆ( ) ( ) ,
( )!

m

l ml

t M H

M m
u u C M m u

M l

 
   

 
2

2

22
3 2

1

1
       )41-9( 

 یک عدد ثابت است. C3که

 کنیم:فضای هیلبرت زیر را تعریف می .3-3تعریف 

, ( ) ( ; ( )) { ( ) ( ), , },
i j

r s s r

t x i j

u
H H I H I u L L i r j s

x t


          

 

2 2 0 0          )43-9(  

                                                           
1 basis-free 
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)با دامنه دو بعدی  , ) ( , )x tI I    0 1  و ضرب داخلی و نرم:  0

,

,

/

( )

( , ) ( , )
( , ) ,

( , )
( ) .r s

i j i jr s

r s i j i j
i j

i jr s

i jH
i j L

u x t v x t
u v dxdt

x t x t

u x t
u

x t

 


 



  

 


   




 

 


2

1

0 0
0 0

2

1 2

0 0

                                           )5∘-9( 

u:فضای توابع اندازپذیر   شود که به طوری درنظر گرفته می( ; ( ))r

t xL I H I2  به این صورت

 شود:نمایش داده می

,

/

( )
( (., ) ) .r

r
x

H H I
u u t dt



  0

2
1 2

0
                                                       )56-9( 

sH,صحیح مثبت،  sاز طرفی برای هر   تواند به صورت زیر تعریف شود:می 0

, ( ; ( )) { ( ) ( ), },
j

s s

t x j

u
H H I L I u L L j s

t


       



0 2 2 2 0                        )52-9( 

,با این نرم: 

/

( )

( )s

js

jH
j L

u
u

t 





0

2

2

1 2

0

 . 

,تصویر متعامد  .3-3قضیه  , ,{ ( ) ( ), , ,..., , , ,..., }N M i N j Mspan b x R t i N j M   0 1 0 را بر روی  1

,N MP  به صورت, ,( )( , ) ( , )N M N Mu x t u x t   درنظر بگیرید به قسمی که, ( , )N Mu x t  بهترین تقریب

,ای چندجمله , ,( , ) ( ) ( )
N M

N M ij i N j M

i j

u x t b x R t
 


0 0

)در    )L 2  باشد. برای هر تابع( )u L 2 ثابت ،-

C,های  C6 7
mبرای   N  10 mو  1 M  20 m,که  1 m 1  :کهطوریبه وجود دارد 2

,

,

/

, ( )

/

( )!
( )

( )!

( )!
( ) .

( )!

m

m

m

N M HL

m

H

N m
u u C N m u

N

M m
C M m u

M







 
  



 
 



1
02 1

2
0 2

21
6 1

22
7 2

1

1

1

1

                   )59-9( 

برای  2-9و 6-9با استفاده از تصویرهای متعامد یک بعدی تعریف شده در ،  9-2. مشابه قضیه اثبات
N و

ˆ
M :داریم 

,
ˆ ,N M N Mu u    
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 : 2-9و 6-9کارگیری قضایای ونیز با به

, ,

, ( )( ) ( )

( ) ( )

/ /

ˆ( )

ˆ

( )! ( )!
( ) ( ) .

( )! ( )!
m m

N M N N MLL L

N ML L

m m

H H

u u u u u u

u u C u u

N m M m
C N m u C M m u

N M

 

 

 

     

   

   
   

 

22 2

2 2

1 2
0 01 2

5

2 21 2
6 1 7 2

1 1

1 1

 

Cکه  C C7 5 3
C6و 

  اعداد ثابت هستند. 

N,تابع خطای تقریب  Mu  دقیقبرای جواب u به صورت  (6-9)له از مسئ,( , ) ( , ) ( , )N Me x t u x t u x t  

 شود و متناسب با بهترین تقریب داریم:تعریف می

, ,( , ) ( , ) ( , ),N M N Me x t u x t u x t                                             )54-9( 

N,، وقتی  9-9بر طبق قضیه M   در اینصورت
,N Me   و در نتیجه 0

, , , , .N M N M N M N Me u u u u u u        0                              )55-9( 

 رویم.های خطا برای مشتقات کسری میبه سراغ کران هم اکنون

)فرض کنید  .4-9قضیه  )u L 2  اگر,n n n       1 و,n m N m   1 در این   11

 صورت داریم:

  
 

,

( )/

, , ( )( )

( )!
( )

( )!
,

m

n m

x x N M N M HL

N m
C N m

N n
D u D u u u

n

 







 


 
   

  

1

02 1

21
8 1

1

1

1
          )51-9(    

 نیز عدد ثابت است. C8که 

 داریم: 4-2ومشابه قضیه  [11]با استفاده از  .اثبات

,
p p

f g f g 
1

  

 شود:اثبات به شرح زیر کامل می و
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 

, ,( ) ( )

,

( )

, ( )

( )/

( ( , ) ( , )) ,

*( ( , ) ( , ))
[ ]

( ) ( , ) ( , )
( ) [ ]

( )!
( )

( )!
( ) ( , )

n n n

x x N M x x x N ML L

n n

x x N Mn

L

n n

x x N M L

n m

N

D u D u J D u x t D u x t

D u x t D u x t
x n

D u x t D u x t
n n

N m
C N m

N n
u x t

n

  

 

 





 

 







    

  
 

  
  

 


 
 

  

2 2

2

2

1

2 2

2

1

2
2

21
8 1

2

1

1

1

1

1
,, ( )

( , ) .
mM H

u x t


01

2

 

 کنند، داریم:به بی نهایت میل می Mو Nپس وقتی 

, , .x N M x x N MD e D u D u      0                                                    )51-9( 

)با فرض  .5-3قضیه  )u L 2 و, ,h h m M m h           2 21  داریم: 1

 
,

( )/

, , ( )( )

( )!
( )

( )!
( , ) ( , ) ,

m

h m

t t N M N M HL

M m
C M m

M h
D u D u u x t u x t

h

 







 


 
   

  

2

02 2

22
9 2

1

1

1
           )51-9(  

 ثابت است. C9که 

  است. 4-9اثبات مشابه قضیه اثبات. 

 کنند:به بی نهایت میل می Mو Nهمچنین داریم، وقتی 

, , .t N M t t N MD e D u D u      0                                                     )53-9( 

 .[24] است شده ارائه مانده  خطای تابع از استفاده با خطا ارزیابی پیشنهادی، روش برای

 را در نظر بگیرید:مسئله با شرایط اولیه و مرزی زیر 

, , , ,

,

,

, ,

[ ( , )] ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ),

( , ) ( ),

( , ) ( ), ( , ) ( ) ,

N M t N M x N M x N M

N M

N M

N M N M

L u x t D u x t d x t D u x t b x t D u x t

S x t R x t

u x u x

u t g t u b t g t

    

 



 

0

0 1

0

0

                 )1∘-9(  

N,که  MR  شکل زیر است:به (1∘-9( از )2-9( و)6-9)دست آمده از تفریق معادلاتمانده بهتابع 
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, , , ,( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),t N M x N M x N M N MD e x t d x t D e x t b x t D e x t R x t                          )16-9( 

,برای مشتقات  4-9با شرایط اولیه و مرزی همگن. با استفاده از قضیه    برای  5-9و قضیه  وقتی ،

,N M کنند، به بی نهایت میل می
,N MR  0 . 

 های عددیمثال  3-6

مشابه  . برای محاسبه خطا،پردازیممیی عددی برای نشان دادن دقت روش هابه ارائه مثال در این بخش

Lاز شکل گسسته  فصل قبل
,های متفاوت در زمان  , , ,T 1 2 10 50                              .کنیمصورت زیر استفاده میبه 100

، باتوجه به نرم Hماتریس هیلبرت  وضعیتنسبت به عدد  وضعیتنرخ همگرایی ماتریس ضرایب، با عدد 

 نهایت فراهم شده است:بی

( )
, ( ) : ( ),

( )

C A
R C A Cond A

C H


  



                                                       )12-9(  

 ایم.متمتیکا انجام دادهافزار کلیه محاسبات را با نرم

های کسری زمانی و مکانی را با مرتبه انتشار دیفرانسیل جزئی کسری معادله  ]40[3.1مثال

. , .  0 6 1 .و 4  0 گیریم و گیریم. جمله منبع را متناسب با هر مرتبه کسری در نظر میدرنظر می 5

را با این منظور آنبه
, , ( , )S x t  

شود که جواب ای تعیین میدهیم. در واقع جمله منبع به گونهنشان می 

برای  دقیق مسئله  1 ،( , ) ( ) exp( )u x t x x t 2 nبرای  باشد. 21  های برنشتاین ای، بردار چندجمله5

 هستند:متعامد یکه به این صورت 

( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )( )

x

x x

x x x
x

x x x x

x x x x x

x x x x x

 
 

   
 

    
     
 
     
 
      

5

4

3 2

2 2 3

2 3 4

2 3 4 5

11 1

3 1 1 11

7 1 1 20 55

5 1 1 27 135 165

3 1 1 32 216 480 320

1 35 280 840 1050 462

                                       )19-9( 

 ومتناظر با آن، بردار توابع برنشتاین گویاشده را داریم:
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( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

t

t

t t

t t

t t t

t t t
t

t t t t

t t t t

t t t t t

t t t t t

t t t

t t t




  
 

  
  

 

    
   

    
    

   
  

5

4

2
3

2

2 3
2

2 3

2 3 4

2 3 4

2 3

2

11 1
1

11
3 1 1

1 1

20 55
7 1 1

1 1 1

27 135 165
5 1 1

1 1 1 1

32 216 480 320
3 1 1

1 1 1 1 1

35 280 840
1

1 1 1 ( ) ( )

t t

t t

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
  

4 5

3 4 5

1050 462

1 1

                            )14-9( 

 :گیریمدرنظر میرا  1×1را نیزبا ابعاد Uماتریس مجهول 

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

.

u u u u u u

u u u u u u

u u u u u u
U

u u u u u u

u u u u u u

u u u u u u

 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

0 0 0 1 0 2 0 3 0 4 0 5

1 0 11 1 2 1 3 1 4 1 5

2 0 2 1 2 2 2 3 2 4 2 5

3 0 3 1 3 2 3 3 3 4 3 5

4 0 4 1 4 2 4 3 4 4 4 5

5 0 5 1 5 2 5 3 5 4 5 5

                                                         )15-9( 

 ها و توابع برنشتاین به صورت زیر تقریب بزنیم:ایرا با چندجمله uتوانیم تابع مجهول حال می

, , ,( , ) ( ) ( ) ( ) ( ).T

ij i j

i j

u x t b x R t x U t
 

 
5 5

5 5 5 5

0 0

                                     )11-9(  

)باید مشتقات   (65-9)و  (64-9)و همچنین برای تقریب توابع مشتق  )tD t و( )xD x و( )xD x  را به

,، 1با اندازه ی بردارهای دست آوریم که این نیز مستلزم محاسبه ( )t j nD R tو, ( )x i nD b xو, ( )x i nD b x .است 

 داریم: (61-9)و بردارهای مشتق در   (19-9) و( 14-9)با جایگزینی 

, ,( , ) ( ) ( ) . ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( , ) ,T T T

t x xH x t x UD t D x U t D x U t S x t  

           0 01 2 0       )11-9(  

 شود:صورت زیر تقریب زده میکه شرایط اولیه و مرزی نیزبه
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( ) ( ) ( ) ( ) , ,

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) , .

T

T

T

x x U x x x

t U t

t U t t

        

   

    

2 2

1

2

0 1 0 0 1

0 0

1 0 0

                                                          )11-9( 

به یک دستگاه   (11-9)و  (11-9)محلی، با جایگزین کردن نقاط هم محلی در معادلات حال برای روش هم

,مجهول  91ای با معادله 91 , , ,...,iju i j  0 1  رسیم.می 5

 کاربردن روش گالرکین داریم:برای به

(( ( , ), ( )) , ( )) ,
s rw wH x t x t   0   

, ,[ , ] ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ,..., , ,..., ,i j s rp i j H x t b x R t w x w t dtdx i j


    
1

5 5
0 0

0 1 4 1 5
(9-13)         

 شود:حل می چبیشف_گیری گاوسی انتگرالوسیلهها بکه این انتگرال

, ,[ , ] ( , ) ( ) ( ) , ,..., , ,..., ,k l i k j l k l

k l

p i j H x t b x R t w w i j
 

  
5 5

5 5

0 0

1 4 1 5                        )1∘-9( 

 شرایط اولیه و مرزی نیز

)16-9( 

 دهد.به ما می دستگاه معادلات خطییک   (16-9)و  (1∘-9)معادلات  نهایتاً 

جدول و   یموم را برای روش گالرکین  و مقادیر مختلف مجاز براینیز خطای مطلق ماکس (6-9جدول )

nبیشترین میزان خطا را برای روش هم محلی با   (9-2)   دهند.نشان می γو مقادیر مختلف  5

  

, ,

, ,

( ( ), ( )) [ , ] : ( ( ), ( )) ( ) ( ) , , ,..., ,

( ( ), ( )) [ , ] : ( ( ), ( )) ( ) ( ) , , , ,..., ,

s s

r r

w i w k i k k

k

k w k j w k l j l l

k

x x p i x b x x b x w i

t t p k j t R t t R t w k j

  




      

          





5

5 5

0

5

5 5

0

0 1 0 0 1 5

0 0 1 2 1 5
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.بیشترین میزان خطا برای روش گالرکین و  : (6-9جدول) , . , n   0 4 0 6  3.1برای مثال  5

  ∞R  CPU time(s) ∘T=1∘ ∘T=1 T=2  α 
5-∘5/4121 ×1 17.∘82 7-∘2/2841 ×1 5-∘2 ×1∘2/17 4-∘1/1873 ×1 1/2 
5-∘5/4149 ×1 16.331 7-∘1 ×1∘2/28 5-∘2/1675 ×1 4-∘1/1849 ×1 1/4 
5-∘5/4215 ×1 16.472 7-∘2/2746 ×1 5-∘2/1588 ×1 4-∘1/1813 ×1 1/6 
5-∘5/4321 ×1 16.256 7-∘2/2675 ×1 5-∘2/1488 ×1 4-∘1/1761 ×1 1/8 
 

.بیشترین میزان خطا با روش هم محلی و  :  (2-9جدول) , . , n   1 4 0 6  3.1برای مثال  5

∞R CPU time(s) ∘T=1∘ ∘T=1 T=2 γ 
6-∘7/4867 ×1 17.2∘9 7-∘2 ×1∘1/71 5-∘1/7496 ×1 4-∘1/1524 ×1 ∘/2 
6-∘131 ×1∘9/ 15.∘85 7-∘1 ×1∘3/28 5-∘2/1657 ×1 4-∘1/1849 ×1 /4∘ 
6-∘7/2619 ×1 17.471 7-∘2/9772 ×1 5-∘1/4756 ×1 4-∘1/1717 ×1 /6∘ 
6-∘8/9388 ×1 16.473 7-∘1/9469 ×1 5-∘1/9312 ×1 4-∘1/2221 ×1 /8∘ 

 

).با توابع  انتشاردیفرانسیل جزئی کسری دله معا  ]7[.32.مثال , ) ( . )d x t x  1 81 نیز تابع گامای  )که   2

)( و استاویلر  , )b x t  )از این رو  0   و مرزی ( با شرایط اولیه 0

( , ) ( ), ( , ) ( , ) .u x x x u t u t   20 1 0 1 0   

)برای جمله منبع مناسب به صورت  فرض کنید جواب دقیق , ) ( )e tu x t x x  2 با  1 1.باشد 

L(  بیشترین میزان خطای مطلق 9-9جدول )
T,را برای مقادیر مختلف   n  با روش هم محلی لیست کرده

(  برای روش گالرکین این مثال ارائه شده است. نتایج هردو جدول نشان 4-9است و همچنین در جدول )

 طولانی داشته اند. های ارائه شده دقت تقریبی خوبی برای بازه زمانی نسبتاًدهد که روشمی

بریم. جدول کار میتلفی از مراتب کسری بهها را برای مقادیر مخها، روشبه منظور تحقیق همگرایی روش

n(  خطای مانده را برای 9-5)  )با  8 , ) 1 )و 2 , )  0 دهد که به با روش هم محلی نشان می 1

( 2-9) در شکل همچنین این همگرایی به جواب دقیق برای مقادیر متفاوت  جواب دقیق همگراست.

ی بین روش پیشنهادی و روش لژاندر مقایسه نیز وجود دارد. نشان داده شده است. موقعیتی متشابه برای 

-( نمایان شده است، که نتایج عددی این مثال دقت بیشتر روش1-9، در جدول )[7]توصیف شده توسط 

tدر  ]7[های ما را نسبت به روش تقریبی  1   وبرایn   کند.بیان می  5
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.بیشترین میزان خطا با روش هم محلی و  :  (9-9جدول) ,  1 8  3.2برای مثال  1

∞R CPU time(s) ∘T=1∘ ∘T=1 T=2 n 
5-∘7/8232 ×1 4.37 7-∘×1 ∘2/ 5-∘2/5 ×1 4-∘×1 ∘5/ 5 

8-∘3/5269×1 12.917 7-∘1/2 ×1 4-∘1/5 ×1 4-∘1/5 ×1 8 
01-∘27×1∘1/6 21.669 7-∘1/2 ×1 6-∘×1 ∘6/ 6-∘×1 ∘6/ ∘1 

17-∘2/3252×1 74.458 01-∘3/5 ×1 6-∘×1 ∘3/ 6-∘×1 ∘4/ 16 
 

.با روش گالرکین  و 3.2بیشترین میزان خطا برای مثال  : (4-9جدول) ,  1 8 1 

∞R CPU time(s) ∘T=1∘ ∘T=1 T=2 n 
3-∘×1 ∘2/269 4.868 4-∘×1 ∘5/ 3-∘×1 ∘1/ 3-∘×1 ∘3/ 5 

6-∘4/7888×1 21.416 5-∘×1 ∘5/ 4-∘×1 ∘2/ 4-∘×1 ∘8/ 8 
8-∘×1∘3/138 53.∘39 5-∘1/2 ×1 5-∘1/5 ×1 4-∘1/5 ×1 ∘6 
15-∘3/6979×1 636.265 7-∘×1 ∘8/ 6-∘1/5 ×1 6-∘1/5 ×1 16 

 

nیموم خطای مانده برای : ماکس (5-9جدول )  )با روش هم محلی و  3.2 برای مثال  8 , ) 1 )و2 , )  0 1 

∞R ∘T=1∘ ∘T=5 ∘T=1 T=2 α β 
8-∘2/6454 ×1 3-∘×1 ∘5/ 3-∘×1 ∘7/ 2-∘1/4 ×1 3-∘×1 ∘8/ 2 /4∘ 

2/5723 ×1∘-8 3-∘1/5×1 3-∘×1 ∘2/ 3-∘×1 ∘6/ 3-∘×1 ∘3/  /6∘ 

2/855∘ ×1∘-8 4-∘×1 ∘3/ 4-∘×1 ∘5/ 3-∘×1 ∘2/ 3-∘×1 ∘5/  /8∘ 

9/5567 ×1∘-8 5-∘×1 ∘5/ 3-∘2/5 ×1 2-∘1/5 ×1 2-∘×1 ∘6/ 1/4 1 
4/495∘ ×1∘-8 6-∘×1 ∘5/ 4-∘×1 ∘4/ 3-∘2/5 ×1 2-∘×1 ∘2/ 1/6  

3/5239 ×1∘-8 7-∘1/2 ×1 5-∘×1 ∘2/ 4-∘1/5 ×1 4-∘1/5 ×1 1/8  

 

 

 

  



57 
 

 

 

میل می کند و  2به  αبیشترین خطای روش  وقتی  : ( 2-9شکل) 1 با 3.2برای مثالn m 8 

 

tخطای مطلق در  : (1-9جدول) 1  با. ,  1 8 nو 1   3.2برای مثال  5

 x روش هم محلی پیشنهادی روش گالرکین پیشنهادی [64]روش 

6-∘×1∘5∘3/ 7-∘×15/84791 8-∘83 ×1∘∘2/4 /1∘ 
6-∘×1∘4/26 7-∘×18/63544 2/97841 ×1∘-8 /2∘ 
6-∘5/995×1 7-∘9/2933×1 2/54578 ×1∘-8 /3∘ 
6-∘6/942×1 7-∘8/58172×1 1/72148 ×1∘-8 /4∘ 
6-∘4/575×1 7-∘67×1∘7/11 9/34788 ×1∘-9 /5∘ 
6-∘×1∘2/37 7-∘71×1∘5/34 4/3∘953 ×1∘-9 /6∘ 
5-∘1/142×1 7-∘3/59841×1 9-∘2/76392 ×1 /7∘ 
5-∘1/393×1 7-∘8591×1∘2/ 9-∘3/63934×1 /8∘ 
6-∘7/452×1 7-∘8/91471×1 9-∘34×1∘4/18 /9∘ 

 

).پخش را با توابع  دیفرانسیل جزئی کسری معادله ]24[.3.3مثال . )
( , ) , ( , )d x t x b x t


 2 82 2

0
6

و  

)شرایط مرزی  , ) , ( , ) , ( , ) exp( )u x x u t u t t   30 0 0 گیریم. جمله منبع را طوری درنظر می 1

دقیق برای گیریم که  جواب  رنظر مید 1  گونه باشد  این( , ) tu x t x e 3 . 

Lیموم خطاهای ماکس
ای هم محلی و گالرکین در جداول برای روش ه  nو  Tبرای مقادیر مختلف   

 ترتیب ارائه شده است.( به1-9( و )9-1)
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برحسب ثانیه،  CPUها برای دست آوردن جواب عددی، زمان  و درالگوریتم توجه کنید که در این جداول

کنیم، مشاهده می کنیم که سه میوریتم را برای یک مسئله باهم مقایمحاسبه شده است و هنگامی که دو الگ

 کند.تری نسبت به روش گالرکین عمل میروش هم محلی در زمان کوتا ه

nای مطلق را برای یموم خط( ماکس3-9جدول )   )برای 8 , ) 1 )و   2 , )  0 دهد. همگرایی می 1

از این جدول مشهود است. همچنین، این همگرایی به جواب دقیق برای  دقیقروش گالرکین به جواب 

نیز به طور مشابه داریم. برای  ( مشهود است. برای 9-9)میل می کند در شکل 6که به  مقادیر مختلف 

t( خطای مطلق نیز در 1∘-9روش هم محلی در جدول ) 1 چبیشف _آورده شده و با روش طیفی تاو

( بیشترین میزان خطای 4-9)  دهد.شکلمقایسه شده است که بهترعمل کردن روش ما را نشان می [24]

tمطلق را نیز در  1   و برای. ,  1 8 nو   1  ]برای  5 , ]x 0 هم محلی، گالرکین در روش های  1

 دهد.چبیشف نشان می_و روش طیفی تاو

.خطای مطلق بابیشترین :  (1-9جدول) ,  1 8  3.3با روش هم محلی برای مثال  1

∞R CPU time(s) ∘T=1∘ ∘T=1 T=2 n 
4-∘1 ×1∘2/33 4.275 5-∘1/2 ×1 4-∘×1 ∘7/ 3-∘×1 ∘4/ 5 
7-∘8/91987×1 13.∘∘9 6-∘×1 ∘5/ 3-∘×1 ∘1/ 4-∘×1 ∘8/ 8 
9-∘56×1∘7/66 22.198 7-∘×1 ∘4/ 5-∘×1 ∘6/ 5-∘×1 ∘6/  ∘1 

16-∘1×1∘9/82 76.581 7-∘×1 ∘2/ 5-∘×1 ∘2/ 5-∘×1 ∘2/ 16 
.بیشترین خطای مطلق با:  (1-9جدول) ,  1 8  3.3با روش گالرکین برای مثال  1

∞R CPU time(s) ∘T=1∘ ∘T=1 T=2 n 
3-∘1/267 ×1 5.∘53 3-∘2/5 ×1 3-∘×1 ∘7/ 2-∘1/5 ×1 5 

6-∘2/91652×1 22.385 4-∘×1 ∘7/ 3-∘1/5 ×1 3-∘×1 ∘8/ 8 
8-∘1/52719×1 53.5∘8 4-∘×1 ∘3/ 4-∘×1 ∘4/ 3-∘2/5 ×1 ∘1 

16-∘5/1871×1 646.187 6-∘×1 ∘6/ 5-∘×1 ∘2/ 5-∘1/4 ×1 16 
 

nیموم خطای مانده برای : ماکس (9-3جدول )  )با روش گالرکین و  3.3برای مثال  8 , ) 1 )و2 , )  0 1 

∞R ∘T=1∘ ∘T=5 ∘T=1 T=2 α β 
7-∘1/12744 ×1 2-∘×1 ∘5/ 2-∘×1 ∘6/ 1-∘×1 ∘1/ 1-∘×1 ∘1/ 1/8 /4∘ 

3/93491 ×1∘-7 2-∘2/5×1 2-∘2/5 ×1 2-∘×1 ∘6/ 2-∘×1 ∘8/  /6∘ 

1/6∘∘∘4 ×1∘-6 2-∘×1 ∘1/ 3-∘×1 ∘7/ 2-∘3/5 ×1 2-∘×1 ∘8/  /8∘ 

1/36568 ×1∘-5 3-∘1/4 ×1 3-∘×1 ∘2/ 3-∘×1 ∘8/ 2-∘×1 ∘4/ 1/3 1 
2/85∘66 ×1∘-5 3-∘×1 ∘8/ 3-∘×1 ∘4/ 3-∘×1 ∘8/ 2-∘×1 ∘6/ 1/5  

2/91652 ×1∘-6 4-∘×1 ∘7/ 4-∘×1 ∘4/ 3-∘1/5 ×1 3-∘×1 ∘8/ 1/8  
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.میل می کند و  6به  βروش  وقتی  بیشترین خطای  :  (3-3شکل) 1 nبا  3.3برای مثال 8 m  5 

 

t( خطای مطلق در 1∘-3جدول) 1  با. ,  1 8 nو 1   3.3برای مثال  5

 x روش هم محلی پیشنهادی روش گالرکین پیشنهادی [18]روش 

6-∘×1∘1/93 8-∘×12∘2/357 9-∘576 ×1∘2/2 /1∘ 
7-∘1/434×1 7-∘×16/54584 3/∘9∘58 ×1∘-8 /2∘ 
6-∘2/644×1 7-∘48×1∘5/16 8/8553 ×1∘-8 /3∘ 
6-∘3/862×1 6-∘3/24496×1 1/6∘935 ×1∘-7 /4∘ 
6-∘3/466×1 6-∘895×1∘5/8 2/25∘77 ×1∘-7 /5∘ 
6-∘12×1∘2/ 6-∘6/17752×1 2/57137 ×1∘-7 /6∘ 
7-∘4/571×1 6-∘3/18557×1 7-∘314 ×1∘2/4 /7∘ 
7-∘3/391×1 6-∘9×1∘2/291 7-∘1/72743×1 /8∘ 
8-∘9/767×1 6-∘6/17811×1 8-∘1×1∘∘7/54 /9∘ 
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tخطادر : (4-3شکل) 1 و. , ,n   1 8 1 xبرای  5 0 برای  ]24[و ج( روش گالرکین ب(روش هم محلیروش .آ( 1

 3.3مثال

 

.های مشتق پخش با مرتبه دیفرانسیل جزئی کسری معادله. 3.4ثالم , . , .    1 5 0 6 0 و   8

)توابع ضریب  , ) , ( , )d x t t b x t x  گیریم. جواب دقیق به صورت در نظر می

( , ) ( )exp( ) exp( )u x t x x t t t    2   برای 1شود. شرایط با جمله منبع مناسب در نظرگرفته می

)اولیه و مرزی به شکل  , ) ( ), ( , ) exp( ), ( , ) exp( ) exp( ),u x x x u t t t u t t t t       0 2 0 1 

L(  خطای 11-3هستند. جدول )
(  62-9وجدول )  nو  Tرا برای روش هم محلی در مقابل مختلف  

,و  های گالرکین و هم محلی در خطای مطلق را برای روش , ( , )t n x  1 8 0  دهد.نشان می 1

 .4.3 خطای مطلق با روش هم محلی برای مثال :  (3-11جدول)

∞R CPU time(s) ∘T=1∘ ∘T=1 T=2 n 
3-∘3551 ×1/7 15.257 7-∘×1 ∘2/ 3-∘×1 ∘3/ 3-∘×1 ∘4/ 5 
6-∘2637×1/1 41.432 8-∘×1 ∘7/ 3-∘×1 ∘9/ 4-∘×1 ∘7/ 8 

9-∘1779×1/2 58.343 9-∘×1 ∘4/ 4-∘3/4 ×1 3-∘×1 ∘1/ ∘1 
16-∘3×1∘∘3/1 217.746 01-∘×1 ∘8/ 4-∘9/5 ×1 4-∘×1 ∘1/ 16 

 

 ب آ

 ج
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tخطای مطلق در : (62-9جدول) 1 وn   .9.4 برای مثال  8

 x روش گالرکین روش هم محلی

1/6∘766 ×1∘-12 2/42738 ×1∘-11 ∘/1 
1/79642 ×1∘-11 1/2∘381 ×1∘-11 ∘/3 
3/∘6∘19 ×1∘-11 1/69176×1∘-11 ∘/5 
3/∘4411 ×1∘-11 6/62∘43 ×1∘-12 ∘/7 
1/63679 ×1∘-11 3/∘1258 ×1∘-11 ∘/9 
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 4فصل 

 با موجک برنشتاین کسری دیفرانسیل جزئی لهحل معاد
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 مقدمه 4-1

میلادی معرفی شدند و در زمینه های مختلفی از علوم و مهندسی مورد  631∘ها در اواخر دهه موجک

 . استفاده قرارگرفته اند. پردازش تصاویر و آنالیز عددی از مهم ترین این زمینه ها می باشد 

 پردازیم:ی کسری به شکل زیر میجزئدر این فصل به حل معادلات دیفرانسیل 

( , , , , , ), , , , ,
u u u u

F x t u
x x t t

   

   
   

   
    

   
0 1 1 2                           )6-4(  

,که پارامترهای  ,   و   مشتقات مرتبه کسری با شرایط, , , ,      0 11 و تابع مجهول  2

u است. 

پردازیم و برخی از خواص آن برنشتاین متعامد یکه به ساخت موجک آن می هایایبا استفاده از چندجمله

 کنیم.را بررسی می

 موجک برنشتاین متعامد و خواص آن 4-2

 شوند.ساخته می 6نام موجک مادرها خانواده ای از توابع هستند که از انتقال و اتساع تابعی بهموجک

,خانواده توابع موجکی  b 9و اتساع a 2با تغییر پارامترهای انتقال ( )a b x  شود:می ساخنهبه صورت زیر 

, ( ) ( ), , , ,a b

x b
x a a b a

a
 

 
  

1

2 0                                                     )2-4(    

aصورت گسسته را به bو aاگر پارامترهای  a k bو 0 nb a k 0 a,محدود کنیم که 0 b 0 01 ، در این 0

 ها را به صورت زیر داریم:موجکای از ی گسستهصورت خانواده

 , ( ) ( ), , ,
k

k

k n x a a x nb k n   2
0 0 0                                                    )9-4( 

k,که n یک پایه موجک  در( )L2 خصوص وقتی دهد.  بهتشکیل میa 0 bو 2 0 1  ،, ( )k n x  یک

های توان پایهمی اتساع  و انتقال پارامترهای انتخاب چگونگی به توجه بادهند. پایه یکه متعامد تشکیل می

                                                           
1 Mother wavelet 
2 Translation 
3 Dilation 



64 
 

های متعامد به دلیل ساختار ساده و هزینه های موجک های متفاوت ساخت. معمولاًموجکی با ویژگی

  های موجکی برای حل معادلات هستند. محاسباتی کم، بهترین نوع پایه

]بر روی بازه  برنشتاین موجک , )0  صورتبه 1

,

( ),
( ) ,

, . .

k

k

m k
n m k

n
nb x n if x

x

OW




  

 



2 12 2
2

2
0

                                                )4-4(  

,، که در آن شودتعریف می ,..., , , ,...,kn m M  0 1 2 1 0 یک عدد صحیح مثبت است، و  Mو 1

,( ) : ( )m m Mb x b x که ،, ( )m Mb x ای برنشتاین متعامد مرتبه چندجملهM بنا به خاصیت تعامد  .است

 نرمال شده، موجک آن نیز دارای این خاصیت است: های برنشتاینایچندجمله

, , , ,( , ) ( ) ( ) ,n m i j n m i j ni mjx x dx      
1

0
                                             )5-4(  

 .زن توابع موجک نیز ثابت یک است، تابع ویک استبا توجه به اینکه تابع وزن این توابع 

 تقریب تابع 4-3

 به صورت برنشتاین توان یک تابع را برحسب پایه های موجک های طیفی میمشابه روش

, ,( ) ( ) ( ),T

n m n m

n m

f x c x C x
 

 

  
0 0

                                                          )1-4(  

)و  Cتقریب زد که در آن  )x  بردارهای ستونیˆ ( )km M 2  به شکل زیرهستند: 1

, , , , , , ,

, , , , , , ,

[ , ,..., , ,..., ,...., ,..., ] ,

( ) [ , ,..., , ,..., ,...., ,..., ].

k k

k k

T

M M M

T

M M M

C c c c c c c c

x       

 

 



 

0 0 0 1 0 1 0 1 2 1 0 2 1

0 0 0 1 0 1 0 1 2 1 0 2 1

                        )1-4(  

 به صورت زیر مفروض است: Cضرایب بردار

, ,( , ) ( ) ( ) , , ,..., , , ,..., .k

ij i j i jc f f x x dx i j M     
1

0
0 1 2 1 0 1                )1-4( 

شود که  از طرفی مشاهده می
, ,{ ( ) ( ): , , ,..., , , , ,..., }k

n m n mt t n n m m M   
   0 1 2 1 0 تشکیل  1

]یک مجموعه متعامد بر روی  , ) [ , )0 1 0  :دهدمی 1
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, , , ([ , ) [ , ))

, ,

, ,

( , )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

.

n m n m i j i j L

n m n m i j i j

n m i j n m i j

ni mj n i m j

x t x t dxdt

x x dx t t dt

   

   

   

   

    

   

   

   







 

 

2 0 1 0 1

1 1

0 0

1 1

0 0

                                                                  )3-4( 

)تابع  حال  )u L R 2 ]که بر روی  2 , ) [ , )0 1 0  تعریف شده است را می توان بر حسب بسط زیر نوشت: 1

, , , , ,( , ) ( ) ( ).n m n m n m n m

n m n m

u x t a x t 
   

   

    


0 0 0 0

                                                              )6∘-4(   

 زیر نوشته شود: متناهی که می تواند برحسب مجموع

, , , , ,

, , , , ,

, ,

( , ) ( ) ( )

( )( ( ))

( ) ( ),

k k

k k

k

M M

n m n m n m n m

n m n m

M M

n m n m n m n m

n m n m

M

n m n m

n m

u x t a x t

x a t

x A t

 

 



 

   

    

 

   

    



 





 



 



2 1 2 1

0 0 0 0

2 1 2 1

0 0 0 0

2 1

0 0

                                                       )66-4( 

 که ماتریس
,

T

n mA و( )t  به صورت( )k M  2 1  مفروض است: 1

, , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , ,

[ , ,..., ,..., , ,..., ],

( ) [ , ,..., ,..., , ,..., ] .

k k k

k k k

n m n m n m n m M n m n m n m M

T

M M

A a a a a a a

t      

  

  



 

0 0 0 1 0 2 1 0 2 11 2 1

0 0 0 1 0 2 1 0 2 11 2 1

               )62-4( 

,که برای  ,..., kn  0 1 2  نویسیم:، می 1

, , ,

, , ,

( ) [ ( ), ( ),..., ( )],

[ , ,..., ] , , , ,..., ,

n n n n M

T k

n n n n M

x x x x

A A A A n

   

  

0 1

0 1 0 1 2 2 1
                                           )69-4(  

)در این صورت  , )u x t توان نوشت:زیر می به صورت 
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 

, ,( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ... ( ) ( )

( ) ( ),

k k

k

k

M

n m n m n n

n m n

T

u x t x A t x A t

A

A
x x t

A

x A t


 

  





    

 
 
    
 
  
 

  

 
2 1 2 1

0 0 0

0

1

0 2 1

2 1

                                )64-4( 

)ماتریس   Aکه  ) ( )k kM M  2 1 2 و  مفروض است 1
iA  سطرi  امA است: 

k

A

A
A

A


 
 
 
 
  
 

0

1

2 1

                                                                                )65-4(  

 است: یب به شکل زیراکه ضر

, , , , ,( , ) ( ) ( ) , , , ,..., , , , ,..., .k

n m n m n m n ma u x t x t dxdt n n m m M    
     

1 1

0 0
0 1 2 1 0 1      )61-4(  

  

 ماتریس عملیاتی انتگرال کسری موجک برنشتاین 4-4

ای در مورد ماتریس دهیم و سپس قضیهمی بلوکی پالس مورد توابع  در این بخش ابتدا توضیحاتی در

کنیم و با استفاده از آن ماتریس عملیاتی انتگرال کسری موجک برنشتاین را ارائه انتگرال کسری آن بیان می

 نماییم:می

 بلوکی پالس توابع  4-4-1

) بلوکی پالس مجموعه توابع  ), ( ),..., ( )mx x x   0 1 ]در بازه   1 , ]0  :شوندبه این صورت تعریف می 1

, ,
( )

, ,
i

i i
x

x m m

Otherwise




 

 



1
1

0

                                                         )61-4(  

 با این ویژگی که 
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( ), ,
( ) ( )

, .

i

i j

x i j
x x

i j


 


 

 0
                                                               )61-4( 

]ع تاب , ]u L 2 0  گونه تقریب زد که: توان با استفاده از این توابع به اینرا می 1

( )

( )
( ) ( ), , ( ) ,

( )

T

m m m m

m m

u x

u x
u x U x U x

u x





 

   
   
      
   
   
   

0 0

1 1

1 1

                 )63-4(  

) تابع و ضرایب  ) , , ,...,
j

m
jj

m

u m u x dx j m


  
1

0 1  هستند. 1

 داریملیوویل باشد، _گرال ریمانعملگر انت Jبا فرض اینکه ]50,58[. 4.1قضیه 

( ) ( ),m m mJ x x                                                                           )2∘-4(  

 که 

...

...

...
,

( )

m

m

m

m
m





   

  

 












 
 
 
 

  
   

 
  
 

1 2 3 1

1 2 2

1 3

1

1

0 1

0 0 11 1

2

0 0 0 1

0 0 0 0 1

                                  )26-4( 

 کهلیوویل برای توابع بلوک پالس است  _ماتریس انتگرال گیری ریمان

( ) ( ) , ( , ,..., )k k k k k m           1 1 11 2 1 1 2 1 . 

 ماتریس انتگرال کسری موجک برنشتاین 4-4-2

ˆتوان برحسب مجموعه موجک برنشتاین را می ( )km M 2  نوشت: بلوکی تایی از توابع پالس 1

ˆ ˆ( ) ( ),m mt t                                                                                  )22-4(  
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ˆکه  ماتریس ضرایب موجک   ˆ ˆ[ ( ) ( ) ... ( )]m m mt t t    1 2
با نقاط   

ˆ, , ,...,
ˆ

i

i
t i m

m


 

2 1
1 2

2
 . شودشخص میم 

انتگرال کسری موجک هم اکنون با استفاده از ماتریس عملیاتی توابع بلوک پالس، ماتریس عملیاتی 

 آوریم. فرض کنید:برنشتاین را به دست می

( ) ( ),J t P t                                                                                            )29-4(  

 ( داریم:22-4( و )2∘-4با استفاده از روابط )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ),m m m m m m m m m m mJ t J t J t t    

             1            )24-4(  

ˆبه شکل  برنشتاین از مرتبه  موجک در نتیجه انتگرال کسری ˆ ˆ ˆ ˆ( )m m m m mP  

     است. 1

k,در حالت خاص وقتی  M 1 .و  2  0  این ماتریس به صورت زیر است: 8

.

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .
.

. . .

. . .

. . .

P

 
 
 
  

  
 
 
    

0 8

0 189 0 275 0 111 0 271 0 190 0 107

0 009 0 163 0 165 0 280 0 182 0 104

0 007 0 032 0 075 0 122 0 070 0 042

0 0 0 0 189 0 275 0 111

0 0 0 0 009 0 163 0 165

0 0 0 0 007 0 032 0 075

                              )25-4(  

 روش عددی 4-5

 گیریم:معادله دیفرانسیل جزئی زیر را درنظر می

( , ) ( , , , , , ), , , , ,x x t tD u x t F x t u D u D u D u
           1 2 1 2

2 2 1 10 1 1 2                    )21-4( 

 با شرایط مرزی دیریکله زیر:

( , ) ( ), ( , ) ( ),

( , ) ( ), ( , ) ( ),

u x f x u t g t

u x f x u t g t

 

 

0 0

1 1

0 0

1 1
                                                                )21-4(  

که توابع 
if  و

ig  توابع پیوسته روی[ , ]0  هستند. 1
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 زنیم:برای حل این مسئله،  تابع زیر را تقریب می

( , )
( ( )) ( ),Tu x t

x U t
x t

 

 




  
 

1 1

1 1

                                                                     )21-4(  

]که  ]ij m mU u   .ماتریس مجهول است که باید به دست بیاوریم(.) بردار موجک های برنشتاین می-

1لیوویل برای مرتبه _گیری ریماناده از عملگر انتگرالباشد. با استف
 با توجه به متغیر زمان داریم: 

( , )
( ( )) ( ) ( ) .T

t t

u x t u u
x UP t t

x x t x

  


  

 

   
    

   

1 1 1

1

1 1 1

0 0

                                    )23-4( 

tبا قرار دادن  1 و در نظر گرفتن شرایط مرزی داریم: (23-4)در معادله 

( , )
( ) ( ( )) ( ).T

t

ffu u x t
x UP

t x t x x x

 


   





  
    

     

111 1

1

1 1 1 1

1

01

0

1                     )9∘-4( 

 داریم: (23-4)در  (92-4)هم اکنون با جایگذاری 

( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ,T T f fu
x UP t t x UP t t

x x x

 
 

  

 
        

  

1 11

1 1

1 1 1

0 11 1       )96-4( 

 آوریم:به دست می xبه متغیر  با توجه (21-4)گیری از معادله حال با انتگرال

( ( )) ( ) ( ) .T

x x

u u u
P x U t x

t t x t

  


  

 

   
   

   

1 1 1

1

1 1 1

0 0

                              )92-4( 

)مقدار (92-4)در عبارت  )

x

u

x t







 

 

1

1

0

xبا قرار دادن باشد پس نیز مجهول می  1 (92-4در ) و درنظر

 برای این عبارت داریم: ،گرفتن شرایط مرزی

( )( )( , ) ( , )
( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )T T

x x

g tg tu u t u x t
P U t P U t

x t t t t t

  
 

    

 

   
         

     

111 1 1

1 1

1 1 1 1 1

01

0 0

1
1 1

(4-99) 

)را به جای  (99-4)حال معادله   )

x

u

x t







 

 

1

1

0

 :کنیمجایگذاری می (92-4)معادله در  

( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ) .T T g gu
P x U t x P U t x x

t t t

 
 

  

 
       

  

1 11

1 1

1 1 1

0 11 1              )94-4( 
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1با مرتبه xنسبت به متغیر  ( 96-4)از معادله  نهایتاً
 انتگرال گرفته و داریم: 

( , ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

( ( )) ( ) ( , ),

T T T

T

u x t P x U t t P x UP x P UP t

xt P UP H x t

    

 

        

   

1 1 1 1 1

1 1

1 1

1 1
             )95-4(  

 صورت زیر مفروض است:به  Hکه تابع 

( , ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( ))

( ( ) ( )) ( )( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( )).

H x t g t t f x f xf t f x f xf

x g t g t x t f f f xt f f f

        

         

0 0 0 0 1 1 1

1 0 0 0 0 1 1 1

1 0 0 0 0

1 1 0 0 1 0 0
               )91-4(  

)توان این تابع را با  که می , ) ( ) ( )TH x t x H t  .تقریب زد 

 آید:به شکل زیر درمی uبنابراین تابع 

( , ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

( ( )) ( ) ( ) ( ),

T T T

T T

u x t P x U t t P x UP x P UP t

xt P UP x H t

    

 

        

    

1 1 1 1 1

1 1

1 1

1 1
              )91-4( 

,های ( از مرتبه19-4با انتگرال گیری کسری از )  2 2
t,به ترتیب نسبت به   x :داریم 

( )
( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

( )

( )
( ( )) ( ) ( ( )) ( ),

( )

T T T

T T

u
P x U t t P x UP x P UP

x

x t P UP P x H t


       



   





  



 
       

  


     
 

2

1 2 1 2 1 2 1 1

2

2 1 1 2

1

2

1

2

2
1 1 1

2

2
1 1

2

  )91-4( 

( )
( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

( )

( )
( ( )) ( ) ( ) ( ),

( )

T T T

T T

u
P x UP t t P x UP x P UP t

t

xt P UP x HP t


       



   





 



 
       

  


    
 

2

1 2 2 1 1 1 1 2

2

2 1 1 2

1

2

1

2

2
1 1

2

2
1 1

2

 )93-4( 

و قراردادن نقاط هم محلی  (21-4)در  (39-4)تا (96-4)با جایگذاری معادلات 

ˆ, , , ,...,
ˆ

i i

i
x t i m

m


 

2 1
1 2

2
-در معادلات به دست آمده،  یک دستگاه غیرخطی جبری به دست می  

 ش تکراری مانند نیوتن حل کرد. توان با یک روآوریم که می

 به صورت صورتی که شرایط مرزی تغییر کند مثلاًتوجه کنید در 

( , ) ( ), ,

( , ) ( ), ( , ) ( ), ,

u x f x x

u t g t u t g t t

  

   0 1

0 0 1

0 1 0 1
                                                    )42-4(  
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 یند کار مشابه است.اباشد، فر

 حال اگر بخواهیم الگوریتمی برای این فصل ارائه کنیم، به این شرح است که:

,مقادیر مفروض در مسئله مانند مشتقات کسری  -6 , ,   1 1 2 2
 ثابت شرایط اولیه و مرزی، توابع  

, , ,f f g g0 1 0 1
k,همچنین مقدار و   M .که به ازاء آن مسئله باید حل شود را وارد نمایید 

,های برنشتاین متعامد نرمال شده ایچندجمله -2 ( ) , ,...,n Mb x n M 0 و بردار موجکرا ساخته  1

, , , , , , ,
( ) [ , ,..., , ,..., ,..., ,..., ]k k

T

M M M
x       

 
  0 0 0 1 0 1 0 1 2 1 0 2 1

 (4-4را با توجه به ضابطه )  

 . دگیریبدر نظر

)ماتریس    -9 )k M 2 ]بعدی  1 ]ijA a  دگیریبدر نظر  را برای مجهول مسئله. 

)تابع  -4 , )H x t ( به دست آورده و ضرایب ماتریسی آن را 19-4را مطابق ضابطه )[ ]ijH h   با

 .د( محاسبه کنی61-4استفاده از )

ˆماتریس ضرایب موجک  -5 ˆm m   را تشکیل داده و سپس با استفاده از آن و ماتریس عملیاتی انتگرال

به ازاء  zPی ماتریس عملیاتی انتگرال کسری کسری بلوک پالس به محاسبه

, , , , , ,z             1 1 2 1 2 2 1 2 21  .بپردازید 1

( جایگذاری 21-4و در ) ددهی( را تشکیل 93-4( و)91-4(،)95-4(،)94-4(،)96-4معادلات ) -1

 .کنید

,ˆمحلی با جایگذاری نقاط هم -1 ,...,
ˆ

i i

i
x t i m

m


  

2 1
1 2

2
ی بالا، به یک ( حاصله21-4در ) 

آن را با یک روش تکراری مانند نیوتن حل  یدتوانکه می درسیمعادلات جبری غیرخطی می دستگاه

 د.نیک

)به صورت را نهایتا جواب و   -1 , ) ( ) ( )Tu x t x A t  د.ورد آیدست خواهبه 

Lبرای محاسبه خطا، از شکل گسسته  -9
,های متفاوت در زمان  , , ,T 1 2 10 50 صورت زیر به 100

                                                                     :دکنیاستفاده 

: max ( , ) ( , ) max ( , ) ( , ) .j j
x j N

L u x T U x T u x T U x T
   

   
0 1 0 

 های عددیمثال  4-6

 کنیم.در این بخش، کارایی روش ارائه شده را با ذکر مثال توصیف می

 زیر را درنظر بگیرید: کسری ی دیفرانسیل جزئیمعادله [38].1.4مثال
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/ / /

/ / /

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ),

u x t u x t u x t
u x t f x t

x x t

  
   

  

3 2 3 4 4 3

3 2 3 4 4 3
  

)با تابع معلوم  / )
( , )

x
f x t x t

 


   2 16 2 3 4

4
5

 و شرایط اولیه و مرزی 

( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) ,u x x u x x u t t u t t     2 20 1 1 0 1 1   

) دقیقو جواب  , )u x t x t 2 برای این مسئله است. 

دهد. به منظور مقایسه در نقاط متفاوتی نشان می m̂( خطای مطلق را برای مقادیر متفاوتی از 6-4جدول)

( مقدار خطای مطلق ارائه شده است، که 2-4روش موجک لژاندر، در جدول ) [38]روش ارائه شده در 

 دهد.نشان می   [38]مقدار دقت جواب را به جواب دقیق نسبت به 

 4.1برای مثال m̂خطای مطلق برای مقادیر مختلف  : (6-4جدول)

m̂ 16 m̂  8 m̂  6  (x,t) 

2/77×1∘-17 2/77×1∘-17 2/77 ×1∘-17 (∘/2,∘/2) 
∘ 1/11×1∘-16 ∘ (∘/4,∘/4) 
1/11×1∘-16 2/22×1∘-16 ∘ (∘/6,∘/6) 
1/99×1∘-14 1/55×1∘-15 2/22×1∘-16 (∘/8,∘/8) 

 

m̂در  4.1مقایسه خطای مطلق  برای مثال : (2-4جدول) 12 

t=∘/9 t=∘/7 t=∘/5 t=∘/3 t=∘/1 t 
روش موجک  4/9∘1×∘-5 1×1/47∘-6 1×2/28∘-6 1×1/17∘-6 1×6/45∘-6

 [38]لژاندر 

روش موجک  1×1/11∘-16 1×2/22∘-16 1×2/66∘-15 1×6/66∘-16 1×4/21∘-15

 برنشتاین

 

  بگیرید:زیر را در نظر کسری  .  معادله دیفرانسیل جزئی [21,71,64]  2.4 مثال

( , ) ( , ) ( , )
( , ),

u x t u x t u x t
x f x t

t x x





  
  

  

2

2
 

)با تابع  , )f x t x t  22 2  و شرایط اولیه و مرزی زیر: 2
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( , ) , ,

( ) ( )
( , ) , ( , ) , ,

( ) ( )

u x x x

u t t u t t t  

 

  

   
    
   

2

2 2

0 0 1

2 1 2 1
0 1 1 0 1

2 1 2 1

  

)با جواب دقیق  )
( , )

( )
u x t x t 



 
 

 

2 22 1

2 1
 . 

m̂این مسئله برای   ( ارائه شده است. 9-4شده است و نتایج در جدول )حل  در مقادیر مختلف  6

در جدول  [71]چبیشف و موجک  [21]و موجک هار  [64]لژاندر _ای سینکهروش پیشنهادی با روش

ˆ( مقایسه شده است و همچنین نتایج خطای مطلق در مقادیر  4-4) , ,m 8 10 .و به ازای  12  0 در  1

 ( نشان داده شده است.6-4)شکل 

m̂در  4.2برای مثال  αخطای مطلق به ازای مقادیر مختلف : ( 9-4جدول)  6 

.  0 9  .  0 7  .  0 5 .  0 3  .  0 1  (x,t) 

1/39×1∘-17 ∘ ∘ ∘ ∘ (∘/2,∘/2) 
2/77×1∘-16 ∘ ∘ 2/22×1∘-16 ∘ (∘/4,∘/4) 
4/44×1∘-16 ∘ 2/22×1∘-16 2/22×1∘-16 ∘ (∘/6,∘/6) 
1/99×1∘-15 ∘ ∘ 4/44×1∘-16 ∘ (∘/8,∘/8) 

 

t.خطای مطلق در  مقایسه : (4-4جدول)  0  4.2برای مثال  5

 روش پیشنهادی

m̂  6   

[64] -روش سینک

 لژاندر

m̂  25 

 موجک هار[21]

m̂  64   

[71]  موجک چبیشف

 نوع سوم

m̂  6   

x 

∘ 6/46×1∘-6 1/21×1∘-3 1/11×1∘-16 ∘/1 

1/11×1∘-16 1/57×1∘-5 1/29×1∘-3 1/11×1∘-16 ∘/2 
∘ 2/27×1∘-5 1/86×1∘-3 2/22×1∘-16 ∘/3 
∘ 2/67×1∘-5 7/41×1∘-3 2/22×1∘-16 ∘/4 
2/22×1∘-16 2/75×1∘-5 1/∘∘×1∘-6 ∘ ∘/5 
∘ 2/53×1∘-5 7/46×1∘-3 ∘ ∘/6 
∘ 2/∘3×1∘-5 1/72×1∘-3 2/22×1∘-16 ∘/7 
∘ 1/32×1∘-5 4/99×1∘-3 ∘ ∘/8 
2/22×1∘-16 4/65×1∘-6 1/67×1∘-2 ∘ ∘/9 
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.و m̂در مقادیر متفاوت   2.4خطای مطلق برای مثال  : (6-4شکل)  0 1 
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 5فصل 

 گیری و پیشنهادات نتیجه
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 سیارات، حرکت مثال، نوانع به د.دارن فراوان کاربردهای کسری مشتقات با جزئی یلدیفرانس معادلات

 چون مواردی در طور همین فیزیک، مسائل از بسیاری فضا، در و زمین سطح نزدیکی در ها موشک حرکت

 توجهد. باشون می تبدیل دیفرانسیل معادلات به ریاضی زبان به بندی فرمول از بعدو ... .  رادیواکتیو واپاشی

 زیادی اهمیت از ها آن جواب آوردن دست به و بررسی مطالعه، ها  آن زیاد کاربردهای و اهمیت به

  .است برخوردار

به نتیجه گیری و مقایسه یافته هـای این پژوهش با سایر  4و 2،3در این فصل، بر اساس یافته های فصل 

آنچه از  .در انتها پیـشنهادهایی برای پژوهش های آینده ارائه می شود و پژوهشهای مرتبط خواهیم پرداخت

 :بدست می آید این است که این سه فصلیافته های 

 نتیجه گیری یافته های پژوهش  5-1

آن به حل  ی ازهای چبیشف و نظیر گویا شده آن و ترکیب مناسبایدر این رساله،  با به کاربردن چندجمله

 برای خطاکران  یک مانده، باقی تابعخطای  تخمین برایپخش پرداختیم. -معادلات دیفرانسیل کسری انتقال

 پیشنهاد روش کاربرد و راحتی. آید می دست به تق کسریو یک کران خطا برای مش صحیح مشتق مرتبه

 عددی های مثال نظری، نتایج تأیید برایبه طور کلی  .است شده داده نشان آمده دست به نتایج در شده

ها بهتر م و ملاحظه نمودیم که روش ارائه شده در مدت زمان نسبتا طولانی نسبت به سایر روشکردی ارائه

 ها در مدت زمان طولانی نشان داده شده است.روشناپایداری سایر عمل کرده است در حالی که 

کسری وابسته به زمان و مکان با شرایط اولیه و  های عددی موثری برای حل معادله پخش، روشهمچنین

برای این دسته از مسائل که روی دامنه زمانی نامتناهی تعریف شده اند، ما متوصل به  مرزی ارائه شده است.

توابع که  متعامد نرمال شده  برنشتاین های ای چندجمله پایه براساس جدیدی روابطتوابع گویا شدیم و 

 گویاشده و برنشتاین پایه عناصر از ناسبمترکیبی  از استفاده با  آوردیم. دست به، استآن  متناظر گویا شده

م. کردی معرفی پخش-لانتقا کسری دیفرانسیل معادلات حل برای های  گالرکین و هم محلی راروش نظیر،

هم محلی و گالرکین را مقایسه  دو روش  اجرای کردیم و زمان نیزبررسی را شده معرفی پایه های یژگیو

نموده که در هنگام اجرای دو روش با تعداد جمله یکسان، روش هم محلی نتایج بهتری در زمان کوتاه تری 

را نباید فراموش کرد ولی با  استسبت به نقاط انتخابی حساس البته این نکته که این روش ن .دهدارائه می

 دهد می نشان نتایج کلی، طور هب ش را کاراتر کرده است.این رو ویژگی راحتی در اجرا، این وجود
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 طولانی دامنه برای خصوص ها به روش سایر به نسبت را بیشتری تقریبی دقت پیشنهادی های روش که

 .آورند می دست به مدت

با استفاده از  شدهنرمالهای برنشتاین متعامد ایبرنشتاین از چندجمله جدید در انتها ضمن معرفی موجک

لیوویل پرداختیم و به کمک آن حل _تریس عملیاتی انتگرال کسری ریمانی ماها، به محاسبههای آنویژگی

های ارائه شده در مقایسه با نتایج عددی برای مثال مورد بررسی قرار گرفت. کسری معادله دیفرانسیل جزئی

 ما در این مورد بهتر عمل کرده است. دهد که روش پیشنهادیروش های دیگر ارائه شده نشان می

 

 های آینده پیـشنهادهایی برای پژوهش  5-2

 

معمولی و کسری با تغییر نگاشت  دیفرانسیل حل معادلاتبه   داریم نظر در خویش آتی های پژوهش در 

یابی به این هدف اگر حل معادلات در که برای  دست بپردازیم خواسته شدهها متناسب با بازه در برنشتاین

)expتوان با تغییر نگاشت نمایی ، میداشته باشیمبازه بی نهایت را در نظر  )

exp( )

x

x 1
)بازه   , )   را به

[ , ]0  :دهیمصورت زیر  پیشنهاد میبرنشتاین نمایی به نام توابع تبدیل کرد. در این راستا توابعی به 1

(5-6                                      )
, ,

exp( )
( ) ( )

exp( )
i n i n

x
E x B

x


1
  

عنوان . بهپرداختو جزئی حل معادله دیفرانسیل معمولی به  توان می های  عملیاتیبا استفاده از ماتریس که

 دقیق بوده است.  با استفاده از این توابع ناز آ که جواب به دست آمده می کنیمنمونه به دومثال زیر اشاره 

 معادله دیفرانسیل زیر را در نظر بگیرید: [61] .1.5مثال

(5-2                         )( ) ( ) ( ) ( ) ,
d

y x g x y x x
dx

   
3

3
1 0  

)با جواب دقیق  ) Sec( )y x x (در بازه 6-5. شکل )[ , ]100 -روش را نشان میمقدار خطای این  100

 دهد.

 
  1.5مثال برای مطلق خطای :(1-5)شکل
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معادله دیفرانسیل جزئی زیر را در نظر بگیرید:                          ]44[. 5.2مثال

( , ) ( , ) exp( ) ( , )
, ( , ) , ( , ),

exp( ) ( exp( )) ( exp( ))

u x t u x t t u t
u x x t

x t x t x t t

  
      

      

2

2 2

2 4 0
0 0

1 1 1

 (5-2) 

)expبا جواب دقیق  ) exp( ) exp( )
( , )

(exp( ) )(exp( ) )

x t x t
u x t

x t

   


 

1

1 1
را برای این  مطلق ( مقدار خطای2-5. شکل) 

 دهد.نشان میروش 

 
   2.5مثال برای مطلق خطای(: 2-5)شکل

 که البته بحث پایداری و همگرایی آن از لحاظ آنالیز خطا باید به طور مفصل انجام شود. 

نرمال شده  کسری با استفاده از موجک برنشتاین دیفرانسیل جزئی آنالیز خطا برای حل معادلات از طرفی

ررسی قرار مورد ب  ست که بایدهاروش نسبت به سایر روش این برتری مبحثی  پیرامون  صحت و تایید

 .گیرد

 دیفرانسیل_لانتگرا معادلات همچنین دستگاهو  غیرخطی کسری دیفرانسیل معادلات دستگاه حل و نهایتا

 .داردامل نمودن بحث و کارایی آن گام موثری در ک ارائه کرد که توانمی را های پیشنهادیبا روش  کسری
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Solution of fractional partial differential equations 
using orthogonal basis 

 

Abstract 

 

Fractional calculus allows mathematical and engineers a better modeling of a 

wide class of systems with anomalous dynamic behavior and a better 

understanding of the facets of both physical phenomena and artifcial processes. 

Hence the mathematical models derived from differential equations with 

noninteger/fractional order derivatives or integrals are becoming a fundamental 

research issue for scientists and engineers .  

The fractional advection-diffusion equation is presented as a useful approach for 

the description of transport dynamics in complex systems.  

In this thesis, we make a new class of orthonormal  Bernstein polynomials that 

called rational orthonormal functions and also derived features of associated it. 

We present spectral Galerkin and Collocation  methods for time-space  

fractional advection-diffusion equation  using  Bernstein and Chebyshev basis 

with offering error analysis. Also we define the new Bernstein wavelet to obtain 

a solution for fractional partial equations. Numerical examples are provided to 

show accuracy and efficiency of the proposed methods and to support the 

theoretical claims. 

 

Keywords.  Fractional advection-diffusion equation, Caputo derivative, 

Orthonormal Bernstein polynomials, Chebyshev polynomials, Galerkin method, 

Collocation methd, Bernstein wavelet, Error analysis. 
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