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 معاونت پژوهص و فه آوری 

 به نام خدا 

 منشىر اخلاق پژوهص

ست و همىاري ناظر بر اعمال انسان و به منظىر پاش داشت مقام بلىد دانص و  وند سبحان و اعتقاد به ایه که عالم محضر خدا گاي دانشگاي در اعتلای فرهنگ و تمدن با یاری از خدا پژوهص و نظر به اهمیت جای

 قراردادي و از آن تخطی وکنیم:بشری، ما دانشجىیان و اعضاء هیات علمی واحدهای دانشگاي آزاد اسلامی متعهد می گردیم اصىل زیر را در انجام فعالیت های پژوهشی مدنظر 

 ت و وفاداری به آن و دوری از هر گىنه پنهان سازی حقیقت،اصل حقیقت دىیی: تلاش در راستای پی دىیی حقیق  -1

 اصل رعایت حقىق:التسام به رعایت کامل حقىق پژوهشگران و پژهیدگان)انسان، حیىان و نبات( و سایر صاحبان حك، -2

کاران پژوهص، -3  اصل مالکیت مادی و معنىی: تعهد به رعایت کامل حقىق مادی و معنىی دانشگاي و کلیً هم

 ملی: تعهد به رعایت مصالح ملی و در نظر داشته پیشبردو تىسعً کشىر در کلیً مراحل پژوهص، اصل مىافع -4

 اصل رعایت انصاف و امانت: تعهد به اجتىاب از هر گىنه جانت داری غیر علمی و حفاظت از امىال، تجهیسات و مىابع در اختیار، -5

 فراد، سازمان ها و کشىر و کلیً افراد و نهادهای مرتبط با تحقیكاصل رازداری : تعهد به صیانت از اسرار و اطلاعات محرمانه ا -6

 اصل احترام: تعهد به رعایت حریم ها و حرمت ها در انجام تحقیقات و رعایت جانت نقد و خىدداری از هر گىنه حرمت ضکنی. -7

کاران علمی و  -8  دانشجىیان به غیر از مىاردی که منع قانىنی دارد.اصل ترویج: تعهد به رواج دانص و اضاعه نتایج تحقیقات و انتقال آن به هم

 یر علمی می آلایىد.اصل برائت: التسام به برائت دىیی از هر گىنه رفتار غیر حرفه ای و اعلام مىضع نسبت به کسانی که حىزي علم و پژوهص را به ضائبً های غ  -9
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 دانشگاه آساد اسلاهی                       

 واحذ علوم و تحقیقات                       

‌

 تعهذ اصالت رساله

 
‌‌27/10/1393ایٙدب٘ت‌ظیٙت‌ٌٛیٙسٜ‌زا٘ف‌آٔٛذشٝ‌زوشطای‌سرههی‌زض‌ضقشٝ‌ضیبيی‌وبضثطزی‌وٝ‌زض‌سبضید

زیفطا٘ؿیُ‌ٔؼِٕٛی‌ٚ‌خعئی‌ضٚـ‌ٞبی‌ػسزی‌ٚ‌سحّیّی‌ثطای‌حُ‌ٔؼبزلار‌‌"اظ‌ضؾبِٝ‌ذٛز‌سحز‌ػٙٛاٖ‌

‌ٚ‌زضخٝ‌......زفبع‌ٕ٘ٛزٜ‌اْ‌ثسیٙٛؾیّٝ‌ٔشؼٟس‌ٔی‌قْٛ‌:‌‌‌‌80/18ثب‌وؿت‌ٕ٘طٜ‌‌"غیط‌لُؼی

‌اظ‌ (1 ‌وٝ ‌ٔٛاضزی ‌زض ٚ‌ ‌ثٛزٜ ‌ایٙدب٘ت ‌سٛؾٍ ‌قسٜ ‌ا٘دبْ ‌دػٚٞف ٚ‌ ‌سحمیك ‌حبنُ ‌ضؾبِٝ ایٗ

زؾشبٚضزٞبی‌ػّٕی‌ٚ‌دػٚٞف‌زیٍطاٖ‌)اػٓ‌اظ‌دبیبٖ‌٘بٔٝ،‌وشبة،‌ٔمبِٝ‌ٚ‌...(‌اؾشفبزٜ‌ٕ٘ٛزٜ‌اْ،‌ُٔبثك‌

ٔٛخٛز،‌٘بْ‌ٔٙجغ‌ٔٛضز‌اؾشفبزٜ‌ٚ‌ؾبیط‌ٔكرهبر‌آٖ‌ضا‌زض‌فٟطؾز‌ٔطثَٛٝ‌شوط‌ٚ‌‌يٛاثٍ‌ٚ‌ضٚیٝ

 زضج‌وطزٜ‌اْ.

ایٗ‌ضؾبِٝ‌لجلاً‌ثطای‌زضیبفز‌ٞیچ‌ٔسضن‌سحهیّی‌)ٞٓ‌ؾُح،‌دبئیٗ‌سط‌یب‌ثبلاسط(‌زض‌ؾبیط‌زا٘كٍبٜ‌ٞب‌ (2

 ٚ‌ٔٛؾؿبر‌آٔٛظـ‌ػبِی‌اضائٝ‌٘كسٜ‌اؾز.

‌ٞط (3 ٚ‌ ‌اؾشفبزٜ ‌لهس ‌فطاغز‌سحهیُ، ‌اظ ‌ثؼس ‌ثجز‌‌چٙب٘چٝ ‌چبح‌وشبة، ‌اظ ‌ثطزاضی‌اػٓ ‌ثٟطٜ ٌٝ٘ٛ

اذشطاع‌ٚ‌...‌اظ‌ایٗ‌دبیبٖ‌٘بٔٝ‌زاقشٝ‌ثبقٓ،‌اظ‌حٛظٜ‌ٔؼبٚ٘ز‌دػٚٞكی‌ٚاحس‌ٔدٛظٞبی‌ٔطثَٛٝ‌ضا‌اذص‌

 ٕ٘بیٓ.

چٙب٘چٝ‌زض‌ٞطٔمُغ‌ظٔب٘ی‌ذلاف‌ٔٛاضز‌فٛق‌ثبثز‌قٛز،‌ػٛالت‌٘بقی‌اظ‌آٖ‌ضا‌ٔی‌دصیطْ‌ٚ‌ٚاحس‌ (4

يٛاثٍ‌ٚ‌ٔمطضار‌ضفشبض‌ٕ٘ٛزٜ‌ٚ‌زض‌نٛضر‌اثُبَ‌ٔسضن‌‌زا٘كٍبٞی‌ٔدبظ‌اؾز‌ثب‌ایٙدب٘ت‌ُٔبثك

 سحهیّی‌اْ‌ٞیچ‌ٌٛ٘ٝ‌ازػبیی‌٘رٛاٞٓ‌زاقز.

‌

‌:٘بْ‌ٚ‌٘بْ‌ذب٘ٛازٌی‌                                                                                                                 ‌                       ‌‌‌‌‌      

‌ظیٙت‌ٌٛیٙسٜ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

‌سبضید‌ٚ‌أًبء:‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
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 :عنواى

دیفزانسیل هعوولی و روش های عذدی و تحلیلی تزای حل هعادلات 

 جشئی غیز قطعی

 

 اساتیذ راهنوا

‌زوشط‌سٛفیك‌اِٟٛیطّ٘ٛ

‌ؾؼیس‌ػجبؾجٙسیزوشط‌
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 فهزست شکل ها 

 

 شواره صفحه   عنواى

     

).‌ٕ٘بیف‌سبثغ‌فبظی‌3-1 ; ) [1.1 5.2 9.5 3.2 ]sin( )f x x     
 33‌
 

).‌ٕ٘بیف‌سبثغ‌فبظی‌3-2 ; ) [1.1 5.2 9.5 3.2 ]cos( )gHf x x      
 33 
 

[0,1](‌ثٝ‌اظای‌1-5-3.‌ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثبَ‌)3-3 
 

 56 
 

[0,1](‌ثٝ‌اظای‌1-5-3سبثغ‌خٛاة‌ٔثبَ‌)‌gH.‌ٕ٘بیف‌ٔكشك‌3-4 
 

 56 
 

[0,1](‌ثٝ‌اظای‌2-5-3.‌ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثبَ‌)3-5  
  57 
 

[0,1](‌ثٝ‌اظای‌2-5-3سبثغ‌خٛاة‌ٔثبَ‌)‌gH.‌ٕ٘بیف‌ٔكشك‌3-6 
 

 57 
 

[0,1](‌ثٝ‌اظای‌3-5-3.‌ٕ٘بیف‌سبثغ‌خٛاة‌ٔثبَ‌)3-7 
 

  59 
 

[0,1](‌ثٝ‌اظای‌3-5-3ٔكشك‌ٔطسجٝ‌اَٚ‌ٔثبَ)gH.‌ٕ٘بیف‌3-8  
 59 
 

 (1-6-3ٔثبَ‌)‌LR.‌ٔساض‌3-9
  62 
 

[0,1](‌ثٝ‌اظای‌ٔمبزیط1-6-3.‌ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثبَ)3-10  
 63 
 

[0,1]ثٝ‌اظای‌ٕٞٝ‌ٔمبزیط‌‌(1-6-3ٔطسجٝ‌اَٚ‌سبثغ‌خٛاة‌ٔثبَ)‌gH.‌ٕ٘بیف‌ٔكشك‌3-11  
 63 
 

[0,1](‌ثٝ‌اظای‌ٕٞٝ‌ٔمبزیط‌1-7-3.‌ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثبَ)3-12  
 65 
 

[0,1](‌ثٝ‌اظای‌ٕٞٝ‌ٔمبزیط1-8-3.‌ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثبَ)3-13 
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[0,1](‌ثٝ‌اظای‌1‌ٕٝٞ-5-3ٔكشك‌ٔطسجٝ‌اَٚ‌خٛاة‌ٔثبَ)gH.‌ٕ٘بیف‌3-14  
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[0,1](‌ثٝ‌اظای‌ٕٞٝ‌ٔمبزیط2-8-3.‌ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثبَ)3-15 
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 70 
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 72 
 

).‌ٕ٘بیف‌‌4-1 , )f x t‌(‌َثٝ‌اظای‌1-2-4ٔثب‌)0  
  75 
  

).‌ٕ٘بیف‌4-2 , )
gH

f x t‌(‌َثٝ‌اظای‌1-2-4ٔثب‌)0  
 75‌
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0x(‌ثٝ‌اظای‌2-3-4.‌ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثبَ)4-7 1ٚ‌ثٝ‌اظای‌ثطـ‌‌
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].‌ٕ٘بیف‌ٔكشك‌4-15 ]gH p‌(‌َ٘ؿجز‌ث2‌ٝ-4-4خٛاة‌ٔثب‌)t1ثٝ‌اظای‌‌
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 چکیذه

اؾز.‌ثرف‌اَٚ‌ثٝ‌ُٔبِؼٝ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔؼِٕٛی‌ثط‌زٚ‌ٔٛيٛع‌ٔحٛضی‌ٔشٕطوع‌‌طایٗ‌ضؾبِٝ‌ث

‌یبفشٝ ‌لبػسٜاؾبؼ‌ٔكشك‌سؼٕیٓ ‌ذٛانی‌ٔب٘ٙس ‌اذشهبل‌زاضز. ‌ی‌ظ٘دیطٜی‌ٞبوٛٞبضا ‌ٔیب٘ی،‌لًیٝای، ی‌ٔمساض

قٛ٘س.‌زض‌ایٗ‌ضؾبِٝ‌ضٚـ‌دصیطی‌اثجبر‌ٔیْٟٛ‌اظ‌زیفطا٘ؿیُآظٖٔٛ‌ٔكشك‌اَٚ‌ٚ‌زْٚ‌ٚ‌ٕٞب٘ٙس‌آٖ‌ثطای‌ایٗ‌ٔف

قٛز.‌ثٝ‌ی‌ٞبوٛٞبضا‌ٔؼطفی‌ٔیخسیسی‌زض‌آ٘بِیع‌ػسزی‌فبظی‌ثب‌اضائٝ‌ثؿٍ‌سیّٛض‌فبظی‌ثطاؾبؼ‌ٔكشك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ

قٛز.‌زض‌٘شیدٝ،‌اضائٝ‌ٔی‌دصیطا٘شٍطاَ‌سٛاثغ‌فبظی‌ضیٕبٖ‌یز‌ثطای‌ٔٙظٛض‌سؼطیف‌ثؿٍ‌سیّٛض‌فبظی‌چٙس‌ذهٛن

آیس‌ٚ‌ٍٕٞطایی‌ایٗ‌ضٚـ‌ثب‌اؾشفبزٜ‌اظ‌ٔفْٟٛ‌ذُبی‌ی‌فبظی‌ثٝ‌زؾز‌ٔیضٚـ‌اٚیّط‌ثطای‌حُ‌ٔؿبِٝ‌ٔمساض‌اِٚیٝ

‌قٛز.خبٔغ‌ثیبٖ‌ٔی

‌ٔؼبزِٝ ‌ثطاؾبؼ‌ٔكشك‌خعئی‌سؼٕیٓ‌یبفشٝزض‌ثرف‌زْٚ، ‌ٔؼطفیی‌فبظی‌ٌطٔب ثٝ‌ٕٞیٗ‌‌.قٛزٔی‌ی‌ٞبوٛٞبضا

‌ٔؼطفیی‌ٞبوٛٞبضٔكشك‌خعئی‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ‌ٔٙظٛض ‌ٔشغیطٜ ‌ثطای‌سٛاثغ‌زٚ ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ایٗ‌ٔكشك‌‌ا ٚ

‌ٔی ‌یبفشُٝٔبِؼٝ ‌سؼٕیٓ ‌خعئی ‌ٔكشك ‌ذٛال‌ثطای ‌اظ ‌ثطذی ‌ثطایٗ ‌ػلاٜٚ ‌قٛز. ‌ٞبوٛٞبضا ‌ٔیی ‌ایٗ‌قٛزثیبٖ .

‌وطزٖ‌خٛاة‌سحّیّی‌ٔؼبزِٝی‌فبظی‌ٌذٛال‌ثطای‌اثجبر‌ٔٙحهطثفطزی‌خٛاة‌ٔؼبزِٝ ی‌فبظی‌ٌطٔب‌طٔب‌ٚ‌دیسا

‌عثیٟٙبیز‌ثط‌اؾبؼ‌٘ٛ‌-طٔب‌زض‌زٚ‌٘بحیٝ‌ثیٟٙبیز‌ٚ‌٘یٕٝی‌فبظی‌ٌقٛ٘س.‌زض‌ا٘شٟب‌خٛاة‌سحّیّی‌ٔؼبزِٝاؾشفبزٜ‌ٔی

)زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ , )u x t‌‌ٝ٘ؿجز‌ثtآیس.ثٝ‌زؾز‌ٔی‌‌

‌

‌

 

ی‌ٞبوٛٞبضا،‌:‌ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔؼِٕٛی،‌ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌خعئی،‌ٔكشك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝکلیذیکلوات 

‌ی‌ٔمساض‌ٔطظی،‌انُ‌ٔبوعیٕٓ‌فبظی.ای،‌لًیٝی‌ظ٘دیطٜی‌فبظی‌ٌطٔب،‌لبػسٜٔؼبزِٝ
 



2 

 

   1فصل 

 هقذهه 
‌

‌

‌

اؾز.‌ثرف‌اَٚ‌ثٝ‌ٔؼبزلار‌‌ی‌حبيط‌ثب‌ٍ٘بٞی‌ثٝ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌زض‌زٚ‌ثرف‌سٙظیٓ‌قسٜضؾبِٝ

دطزاظز.‌ثرف‌زْٚ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌ثب‌ی‌ٞبوٛٞبضا‌ٔیِٕٛی‌ثط‌اؾبؼ‌ٔكشمبر‌سؼٕیٓ‌یبفشٝزیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔؼ

‌زٞس.‌ی‌ٞبوٛٞبضا‌ضا‌ٔٛضز‌ُٔبِؼٝ‌لطاض‌ٔیٔكشمبر‌خعئی‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ

زا٘كٕٙس‌ایطا٘ی‌سجبض‌ٚ‌اؾشبز‌‌1ٞبی‌فبظی‌ثٝ‌نٛضر‌ضؾٕی‌اِٚیٗ‌ثبض‌سٛؾٍ‌دطفؿٛض‌ُِفی‌ظازٜ٘ظطیٝ‌ٔدٕٛػٝ

‌ایٗ‌ٔمبِٝ‌ُٔطح‌ٌطزیس‌1965زض‌ؾبَ‌‌[45]‌" ٞبی‌فبظیٔدٕٛػٝ"‌ٔمبِٝ‌ضزا٘كٍبٜ‌وبِیفط٘یب‌زض‌ثطوّی‌ثب‌ا٘شكب .

-وٙٙسٜ وٙشطَ سِٛس ‌1970 زٞٝ زض ثعضي ٘ٛیٗ‌زض‌ػّْٛ‌ٚ‌ٟٔٙسؾی‌ؾیؿشٓ‌ٚ‌وبٔذیٛسط‌ثٛز.‌ضذساز‌ٟكیؾطآغبظ‌خ

‌ُِفی‌. زثٛ ٚالؼی ٞبیٓؾیؿش‌ثطای فبظی ٞبی ‌‌ظازٜدطفؿٛض ‌ ‌اؾشفبز‌1973زضؾبَ ‌ٔفْٟٛ ‌یه‌ٔمبِٝ ‌اظ‌َی ٜ

.‌ایٗ‌ٔمبِٝ‌اؾبؼ‌سىِٙٛٛغی‌وٙشطَ‌ثط‌ٔجٙبی‌ُٔٙك‌فبظی‌[46]ٞبی‌وٙشطَ‌ُٔطح‌وطزٔشغیطٞبی‌ظثب٘ی‌ضا‌زض‌ؾیؿشٓ

 ٟبضچٛةچ آؾیّیبٖ ٚ ٕٔسا٘ی ،1975َؾب زض‌.ٞٛقٕٙس‌زاقزٞبی‌وٙشطَ‌زض‌َطاحی‌ؾیؿشٓ‌یوٝ‌اثطار‌ػٕیم‌ثٛز

.‌[37]اؾشفبزٜ‌وطز٘سثربض ٔٛسٛض یه زض‌فبظی وٙٙسٜ وٙشطَ اظ‌ٚ وطز٘س ٔكرم‌فبظی وٙٙسٜ وٙشطَ ثطای ایٝاِٚی

زض‌ؾبٖ‌زیٍٛ‌ثطٌعاض‌ٌطزیس.‌ای1992‌‌ٗزض‌ظٔیٙٝ‌ؾیؿشٕٟبی‌فبظی‌زض‌فٛضیIEEE‌ٝاِٚیٗ‌وٙفطا٘ؽ‌ثیٗ‌إِّّی‌

‌ثٛز.‌IEEEسطیٗ‌ؾبظٔبٖ‌ٟٔٙسؾی‌یؼٙی‌ٝ‌ثعضيٞبی‌فبظی‌ثٝ‌ٚؾیّیه‌الساْ‌ؾٕجّیه‌زض‌ٔٛضز‌دصیطفشٗ‌ؾیؿشٓ

‌سٛنیف‌ٔیٞبی‌فبظی‌دسیسٌٜطچٝ‌ؾیؿشٓ ‌ایٗ‌‌،وٙٙسٞبی‌غیط‌لُؼی‌ٚ‌٘ب‌ٔكرم‌ضا ذٛز‌سئٛضی‌‌ٚخٛزثب

‌زض‌حمیمز‌سٕبٔی‌٘ظطیٝفبظی‌یه‌سئٛضی‌زلیك‌ٔی ‌ثٝ‌قىّی‌سمطیجی‌ثبقس. ٞبی‌ػّْٛ‌ٟٔٙسؾی‌ز٘یبی‌ٚالؼی‌ضا

ٞبی‌انّی‌ٚ‌وّیسی‌ز٘یبی‌ٚالؼی‌ذٛة‌اظ‌یه‌َطف‌ثبیس‌ثشٛا٘س‌ٔكرهٝوٙٙس.‌یه‌سئٛضی‌ٟٔٙسؾی‌سٛنیف‌ٔی

‌اظ‌َطف‌زیٍط‌لبثُ‌سدعیٝ‌سحّیُ‌ضیبيی‌ثبقس. ‌سٛنیف‌وٙس‌ٚ ‌لٛا٘یٗ‌َجیؼی‌ضا سطیٗ‌ثیبٖ‌ضیبيی‌ثؿیبضی‌اظ

‌ثٝ‌زِیُ‌ػٕٛٔی‌َجیؼز‌زض‌ػّٛٔی‌ٔب٘ٙس‌فیعیه،‌قیٕی،‌ؾشبضٜ‌قٙبؾی‌ٚ‌غ یطٜ،‌ظثبٖ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌اؾز.

ٔمبزیط‌اِٚیٝ‌یب‌ٔطظی‌زض‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌زلیك‌ٚ‌لُؼی‌٘یؿز،‌ٔجحثی‌ثٝ‌٘بْ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌‌آ٘ىٝ
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‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌زضٚالغ‌یه‌اثعاض‌لٛی‌ثطای‌ٔسَ‌ثٙسی‌ٔؿبئُ‌غیط‌ زض‌ػّْٛ‌ٟٔٙسؾی‌ٔؼطفی‌ٌطزیس.

‌لُؼی‌اؾز.‌

‌ 1ٞبوٛٞبضأمبِٝ
‌سٛاثغ‌فبظی‌ثٛز.‌ی‌آغبظی‌ثطای‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿ٘مُٝ‌[30] ٚ‌ ‌ٔمساض ‌سٛاثغ‌ٔدٕٛػٝ یُ‌زض

ٔكشك‌ٞبوٛٞبضا‌ضا‌ثطای‌سٛاثغ‌فبظی‌ٔمساض‌‌،ثب‌اؾشفبزٜ‌اظ‌سفطیك‌ٞبوٛٞبضا‌[40]1983زض‌ؾب3‌‌َٚ‌ضاِؿى2‌ٛدٛضی

سؼطیف‌وطز٘س‌ٚ‌٘ٛیؿٙسٌبٖ‌ظیبزی‌اظ‌ایٗ‌سؼطیف‌ثطای‌حُ‌سحّیّی‌ٚ‌ػسزی‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌اؾشفبزٜ‌

‌سٛؾٍ‌زایٕٛ٘س[3,6,16,17,39-1]وطز٘س ‌قسٜ ‌ا٘دبْ ‌سحمیك ‌ثٝ ‌سٛخٝ ‌ثب .4
‌ثطاؾبؼ‌‌[22] ٔكشك‌سؼطیف‌قسٜ

ٔمساض‌اثٟبْ‌زض‌خٛاة‌افعایف‌‌وطز،افعایف‌دیسا‌ٔی‌tسفطیك‌ٞبوٛٞبضا‌زاضای‌یه‌٘مم‌ثٛز،‌ثٝ‌ٍٞٙبٔی‌وٝ‌ٔمساض‌

ی‌لٛی‌ثب‌سؼطیف‌ٔكشك‌سؼٕیٓ‌یبفش6‌ٝٚ‌ٌب5‌َٕٞٛاضٜ‌ٚخٛز‌٘ساقز.‌ثسِِوطز.‌ػلاٜٚ‌ثط‌ایٗ‌سفطیك‌ٞبوٛٞبضا‌دیسا‌ٔی

‌ثطَطف‌وطز٘س ‌٘مى‌ضا ‌ایٗ ‌ٞبوٛٞبضا، ‌زاقز‌وٝ‌[13]ثطاؾبؼ‌ٔكشك ‌ٚخٛز ‌ٕٞٛاضٜ ‌أىبٖ ‌ایٗ ‌ایٗ‌حبَ ‌ثب .

‌ ‌ٔٛخٛز ‌انّی ‌اقىبَ ‌وطزٖ ‌ثطَطف ‌ٔٙظٛض ‌ثٝ ‌٘جبقس. ‌یىشب ‌آٔسٜ ‌زؾز ‌ثٝ ‌ٚ‌خٛاة ‌ثِسِ ‌ٞبوٛٞبضا، زضسفطیك

ی‌ٞبوٛٞبضا‌ثطای‌ای‌ٚ‌ثطاؾبؼ‌آٖ‌ٔكشك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝی‌ٞبوٛٞبضا‌ضا‌ثطای‌اػساز‌ثبظٜ،‌سفطیك‌سؼٕیٓ‌یبفش7ٝ٘یٙیاؾشفب

ی‌لٛی‌ٚ‌ٔكشك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ‌ی‌يؼیف‌ای‌سؼطیف‌وطز٘س.‌ػلاٜٚ‌ثطایٗ‌آٟ٘ب‌اضسجبٌ‌ثیٗ‌ٔكشك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝسٛاثغ‌ثبظٜ

ای‌ض‌زاز٘س.‌ؾذؽ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌ٔمساض‌اِٚیٝ‌ثبظٜدصیطی‌ٔٛضز‌ثطضؾی‌لطاضا‌ثب‌ایٗ‌ٔفْٟٛ‌خسیس‌اظ‌زیفطا٘ؿیُ

‌زیفطا٘ؿیُ ‌٘ٛع ‌ثطاؾبؼ ٚ‌ ‌وطز٘س ‌سؼطیف ‌خٛاةضا ‌زؾز‌دصیطی، ‌ثٝ ‌ضا ‌ٔؼبزلار ‌اظ ‌زؾشٝ ‌ایٗ ٞبی

‌.[42,44]آٚضز٘س

ثب‌یه‌ٔثبَ‌٘مى‌ثیبٖ‌وطز‌وٝ‌أىبٖ‌زاضز‌ایٗ‌ٔفْٟٛ‌خسیس‌اظ‌‌[43]٘یٙیاؾشفب‌2010ثب‌ایٗ‌ٚخٛز‌زض‌ؾبَ‌

ی‌زٚػسز‌فبظی،‌ػسز‌فبظی‌٘جبقس.‌ثٝ‌ٕٞیٗ‌زِیُ‌٘جبقس‌ٚ‌ٕٔىٗ‌اؾز‌حبنُ‌سفطیك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝسفبيُ‌ٔٛخٛز‌

ی‌ٞبوٛٞبضا‌ضا‌ثیبٖ‌وطز.‌ػلاٜٚ‌ثطایٗ‌ٔفْٟٛ‌خسیسی‌اظ‌سفطیك‌ٚی‌زض‌ایٗ‌ٔمبِٝ‌قطایٍ‌ٚخٛزی‌سفطیك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ

‌ثیبٖ‌وطز‌وٝ‌ای ‌ػٙٛاٖ‌سفطیك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ‌ضا ثیكشط‌ٔٛضز‌‌[14]یٙی‌ٚ‌ثِسِؾشفب٘سٛؾٍ‌ا‌2013ٗ‌ٔفْٟٛ‌زض‌ؾبَ‌ثب

‌ثطضؾی‌لطاض‌ٌطفز‌ٚ‌ثط‌اؾبؼ‌آٖ‌ٔكشك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ‌سؼطیف‌قس.

‌غیطٞبی‌سحّیّی‌زلیك‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌اغّت،‌ؾرز‌ٚ‌ثؼًی‌ٚلزآٚضزٖ‌خٛاةثسؾز ٕٔىٗ‌ٞب

ضٚـ‌ای‌ثطذٛضزاض‌ٞؿشٙس.‌ٞبی‌ػسزی‌ثطای‌حُ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌اظ‌إٞیز‌ٚیػٜاؾز،‌ثٙبثطایٗ‌ضٚـ
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ٞبی‌ػسزی‌ظیبزی‌ثطای‌حُ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ثیبٖ‌قسٜ‌ا٘س‌ٚ‌سحمیمبر‌ظیبزی‌زض‌ایٗ‌ظٔیٙٝ‌نٛضر‌

(‌ ‌اؾز. ‌زض‌[3,6,17-1]ٌطفشٝ ‌٘مف‌ٟٕٔی ‌ثؿٍ ‌ایٗ ‌سمطیت‌اؾز. ‌سئٛضی ‌زض ‌لٛی ‌یه‌اثعاض ‌سیّٛض ‌ثؿٍ .)

1بؼ‌ذیّی‌اظ‌ضٚـ‌ٞبی‌ػسزی‌اؾز.‌آ٘بؾشبؾیٛی‌ضفشبض‌ٔٛيؼی‌یه‌سبثغ‌ایفب‌ٔی‌وٙس‌ٚ‌دبیٝ‌ٚ‌اؾُٔبِؼٝ
[11]‌

 لًیٝ‌سیّٛض‌ضا‌ثطای‌سٛاثغ‌ٔكشك‌دصیط‌ثطاؾبؼ‌ٔكشك‌ٞبوٛٞبضا‌ثیبٖ‌وطز.‌

‌ا٘شٍطاَ‌‌ی‌حبيطزض‌ثرف‌اَٚضؾبِٝ‌ ‌حؿبة‌زیفطا٘ؿیُ‌ٚ ‌ثب ‌ضاثُٝ ‌اثجبر‌لًبیبی‌اؾبؾی‌زض ‌ثطضؾی‌ٚ ثب

‌یبفشٝ ‌سؼٕیٓ ‌ثطاؾبؼ‌ٔكشك ‌زا٘ف‌سؼطیف‌قسٜ ‌ثٝ ‌ٞبوٛٞبضا ‌ظٔیٙٝی ‌زض ‌فبظی‌ٔٛخٛز ‌زیفطا٘ؿیُ ‌ٔؼبزلار ی

ی‌ٞبوٛٞبضا‌ثیبٖ‌ٚ‌زض‌حبلار‌ٔرشّف‌ی‌ٔكشك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝػلاٜٚ‌ثط‌ایٗ‌ثؿٍ‌سیّٛض‌ثط‌دبیٝ‌ ٔؼِٕٛی‌افعٚزٜ‌اؾز.

اثجبر‌ٔی‌قٛز.‌ثط‌ٕٞیٗ‌اؾبؼ‌ضٚـ‌ػسزی‌اٚیّط‌فبظی‌ثطای‌حُ‌ػسزی‌ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔطسجٝ‌اَٚ‌ثیبٖ‌

اثجبر‌ٔؼِٕٛی‌زیٍطی‌اظ‌ایٗ‌ثرف‌ضٚـ‌ٞبی‌سحّیّی‌ثطای‌حُ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌قٛز.‌زض‌لؿٕز‌ٔی

‌قٛ٘س‌.ٔی

‌

-ثؿیبضی‌اظ‌ٔؿبئُ‌ػّْٛ‌ٚ‌سىِٙٛٛغی‌ثب‌اؾشفبزٜ‌اظ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌ثب‌ٔكشمبر‌خعئی‌ثٝ‌فطْ‌ضیبيی‌ٔسَ

2‌‌ٚقٛز.‌ثبوّیثیكشط‌احؿبؼ‌ٔیی‌ػّْٛ‌َجیؼی‌ٚ‌ِعْٚ‌سٛخٝ‌ثٝ‌ایٗ‌ثرف‌ثطای‌سحمیك‌زض‌ظٔیٙٝ‌قٛ٘سثٙسی‌ٔی

3فیٛضیًٙ
[16]‌‌ ‌ٔكشك‌ٞبوٛٞبضا، ‌اؾبؼ‌ٔفْٟٛ ‌‌ٔكشك‌خعئیثط ‌دبیٝ‌ضا ‌ثط ی‌ثطای‌سٛاثغ‌فبظی‌سؼطیف‌وطز٘س.

4سؼطیف‌ٔكشك‌ٞبوٛٞبضا،‌اِٟٛیطّ٘ٛ‌
اظ‌ضٚـ‌آزٚٔیبٖ‌ثطای‌حُ‌‌[10]اظ‌ضٚـ‌سفبيلار‌ٔشٙبٞی‌ٚ‌زض‌ٔمبِٝ‌[4]

ثسؾز‌ ثطای ضا خسیس ضٚقٟبی ٔحممیٗ ، اذیط زٞٝ .‌زضچٙسػسزی‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌خعئی‌اؾشفبزٜ‌وطز

‌‌.[5,15,19,31,39] ا٘س. زازٜ سؼٕیٓ زیفطا٘ؿیُ‌خعئی‌فبظی ٔؼبزلار خٛاة آٚضزٖ

‌ٔكبٞسٜ‌ٔی ‌سٛخٝ‌ثٝ‌٘ٛالهی‌وٝ‌زض‌سفطیك‌ٞبوٛٞبضا ‌ضؾبِٝثب ‌ٔؼطفی‌ٔكشك‌ی‌قٛز، حبيط‌زض‌ثرف‌زْٚ‌ثب

‌زض‌ی‌سفطیك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝفبظی‌خعئی‌ثط‌دبیٝ ‌ٌبْ‌ٔثجشی‌زض‌خٟز‌ضفغ‌٘ٛالم‌فٛق‌ثطزاقشٝ‌اؾز. ی‌ٞبوٛٞبضا،

ضاؾشبی‌زؾز‌یبثی‌ثٝ‌ایٗ‌ٞسف،‌اثشسا‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌خعئی‌ثط‌اؾبؼ‌ٔكشك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ‌ی‌ٞبوٛٞبضا‌

ی‌ؾذؽ‌ٔؼبزِٝ‌ٚ‌٘مبٌ‌ؾٛیچ‌زض‌ایٗ‌ٔفْٟٛ‌ٔٛضز‌ثطضؾی‌لطاض‌ٔی‌ٌیط٘س.‌‌قٛز‌ٚ‌ا٘ٛاع‌ٔكشك‌دصیطیٔؼطفی‌ٔی

‌ٔی ‌ثطضؾی‌لطاض ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌خعئی‌ٔٛضز ‌وبضثطزی‌اظ ‌ػٙٛاٖ ‌ثٝ یىشبیی‌خٛاة‌‌ٌیطز.فبظی‌ٌطٔب

                                           
1
 Anastassiou 

2
 Buckley  

3
 Feuring 

4
 Allahviranloo 
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-ٔیی‌فبظی‌ٌطٔب‌اثجبر‌ٔی‌قٛز‌ٚ‌خٛاة‌سحّیّی‌ایٗ‌ٔؼبزِٝ‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ثٝ‌زؾز‌ٔؼبزِٝ

‌آیس.

ضؾبِٝ‌حبيط‌اظ‌دٙح‌فهُ‌ٔدعا‌سكىیُ‌قسٜ‌اؾز.‌زض‌ازأٝ‌قطح‌ٔرشهطی‌اظ‌ٔٛيٛػبر‌ٔحٛضی‌ٚ‌ػٕسٜ‌

‌قٛز.ٞبی‌زیٍط‌اضائٝ‌ٔیُٔطح‌قسٜ‌زض‌فهُ

  .ثٝ‌ٔؼطفی‌ٚ‌ثطضؾی‌ٕٞٝ‌خب٘جٝ ایٗ‌فهُفصل دوم‌ ی‌فًبی‌اػساز‌فبظی،‌ذهٛنیبر‌ػٕسسبً

‌ضاث ‌اػٕبَ‌حؿبثی، ‌ایٗ‌فًب، ‌زض ‌قبُٔ‌ٔشط ‌سبثغ‌فبظی‌ٚ‌حؿبة‌ُٝایٗ‌فًب ‌ٔی‌دطزاظز. ‌غیطٜ ی‌سطسیجی‌ٚ

ٌیطز.‌زض‌ایٗ‌فهُ‌سٛاثغ‌زٚ‌ٔشغیطٜ‌سؼطیف‌زیفطا٘ؿیُ‌ٚ‌ا٘شٍطاَ‌ثطای‌سٛاثغ‌یه‌ٔشغیطٜ‌ٔٛضز‌ثطضؾی‌لطاض‌ٔی

‌ٔكشك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝٔی ‌اظ‌زیٍط‌ٔجبحث‌ٔٛخٛقٛز. ‌ثطای‌سٛاثغ‌زٚ‌ٔشغیطٜ .‌ز‌زض‌ایٗ‌فهُ‌اؾزی‌ٞبوٛٞبضا

 ثٝ‌چبح‌ضؾیسٜ‌اؾز.‌[8]٘شبیح‌حبنُ‌قسٜ‌زض‌ٔمبِٝقبیبٖ‌شوط‌اؾز‌وٝ‌

  .ی‌ٔكشك‌سؼٕیٓ‌ثط‌دبیٝایٗ‌فهُ‌ثٝ‌ثطضؾی‌خبٔغ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔؼِٕٛی‌فصل سوم

‌یبفشٝ ‌ٔٛيٛػبر‌ٔحٛضی‌ٚ‌اؾبؾی‌ُٔطح‌قسٜ‌زض‌ایٗ‌فهُ‌ػجبضر‌ی‌ٞبوٛٞبضا اذشهبل‌یبفشٝ‌اؾز.

‌اثجبر‌لًبیبی‌ٔطثٌٛ‌ثٝ‌ذهٛنیبر‌ٔكشك‌سؼٕ ‌قبُٔیٓ‌یبفشٝاؾز‌اظ: ٔكشك‌حبنًّطة،‌‌ی‌ٞبوٛٞبضا

-ٞٓ‌سفطیك‌ٚ‌سطویت‌زٚ‌سبثغ‌فبظی،‌ِٓ‌ضَٚ،‌لًیٝ‌ٔمساض‌ٔیب٘ی،‌آظٖٔٛ‌اَٚ‌ٔكشك‌ٚآظٖٔٛ‌زْٚ‌ٔكشك.‌

‌ثط‌ایٗ‌ ‌ػلاٜٚ چٙیٗ‌ذهٛنیبر‌سٛاثغ‌فبظی‌ضیٕبٖ‌ا٘شٍطاَ‌دصیط‌٘یع‌ٔٛضز‌ثطضؾی‌لطاض‌ذٛاٞس‌ٌطفز.

‌یبفشٝ ‌فبظی‌ثطاؾبؼ‌ٔكشك‌سؼٕیٓ ‌ٚ‌ثؿٍ‌سیّٛض ‌حبلار‌ٔرشّف‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ثیبٖ ‌زض ی‌ٞبوٛٞبضا

 اثجبر‌ٔی‌قٛز.

ضٚـ‌ػسزی‌اٚیّط‌ثطای‌حُ‌ػسزی‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌‌ایٗ‌فهُ‌‌انّی‌یىی‌اظ‌٘شبیح‌،‌ثٝ‌ػٙٛاٖازأٝزض‌

چٙیٗ‌ضٚـ‌ٞبیی‌سحّیّی‌فبظی‌ٔؼِٕٛی‌زض‌حبلار‌ٔرشّف‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ثیبٖ‌ٚ‌اثجبر‌ٔی‌قٛز.‌ٞٓ

ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ذُی‌ٔطسجٝ‌اَٚ،‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌ٔمساض‌ٔطظی‌خٛاة‌ثطای‌

‌ٔی ‌اضائٝ ‌زْٚ ‌ٔطسجٝ ‌وبُٔ ‌ذُی ‌زیفطا٘ؿیُ ‌ٔؼبزلار ‌زض‌ٚ ‌حبنُ ‌٘شبیح ‌وٝ ‌اؾز ‌شوط ‌قبیبٖ ٌطزز.

 ثٝ‌چبح‌ضؾیسٜ‌اؾز.‌‌[27]ٚ‌ [9]، ‌ [8]ٔمبلار

  .ثٝ‌ثطضؾی‌خبٔغ‌ٔؼبزلافصل چهارم‌ ر‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌خعئی‌سؼطیف‌قسٜ‌ایٗ‌فهُ‌ػٕسسبً

‌ٔی ‌ٞبوٛٞبضا ‌یبفشٝ ‌ٔحٛضی‌ایٗ‌فهُ‌ػجبضر‌اؾز‌اظ:‌ثطاؾبؼ‌ٔكشك‌سؼٕیٓ ‌ٔٛيٛػبر‌وّیسی‌ٚ دطزاظز.

ی‌ؾٛیچ‌ثطای‌ٔكشك‌ثطضؾی‌٘مُٝ‌ی‌ٞبوٛٞبضا‌قبٌُٔصضی‌ثط‌ثطذی‌اظ‌ذهٛنیبر‌ٔكشك‌خعئی‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ

 ثغ‌چٙس‌ٔشغیطٜ.یه‌سبثغ‌زٚ‌ٔشغیطٜ‌ٚ‌ٔكشك‌خعئی‌ثطای‌سطویت‌زٚ‌سب
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ی‌فبظی‌ٌطٔب‌ثٝ‌ػٙٛاٖ‌وبضثطزی‌اظ‌ٔكشمبر‌خعئی‌فبظی‌سؼطیف‌قسٜ‌ثط‌اؾبؼ‌ٔكشك‌زض‌ایٗ‌فهُ‌ٔؼبزِٝ‌

ٌیطز.‌زض‌اثشسا‌یىشبیی‌خٛاة‌ثطای‌ایٗ‌ٔؼبزِٝ‌ثط‌اؾبؼ‌ی‌ٞبوٛٞبضا‌ٔٛضز‌ثطضؾی‌لطاض‌ٔیخعئی‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ

‌ثبثز‌ٔی ‌انُ‌ٔبوعیٕٓ ‌خٛاة‌سحّیّی‌الًیٝ ‌ازأٝ ‌زض ‌ٔكشكقٛز. ‌اؾبؼ‌٘ٛع ‌ثط دصیطی‌خعئی‌یٗ‌ٔؼبزِٝ

ٞبی‌ٝآیس.‌سٕبٔی‌٘شبیح‌ایٗ‌فهُ‌زض‌ٔمبِٞبوٛٞبضا‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ‌ثب‌شوط‌سٕبْ‌ٔحبؾجبر‌ٚ‌خعئیبر،‌ثٝ‌زؾز‌ٔی

 ثٝ‌ثجز‌ضؾیسٜ‌اؾز.‌[8]ٚ‌‌[7]

 .قٛز‌ٚ‌زض‌ایٗ‌فهُ‌٘شبیح‌حبنُ‌اظ‌ضؾبِٝ‌حبيط‌ثٝ‌نٛضر‌ذلانٝ‌ثطضؾی‌ٔی‌فصل پنجن

 قٛز.سحمیمبر‌آسی‌زض‌ایٗ‌ظٔیٙٝ‌اضائٝ‌ٔیدیكٟٙبزاسی‌ثطای‌

‌

‌
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  2فصل 

 تعاریف و هفاهین هقذهاتی 
 

 

 

 هقذهه  2-1

ی‌فبظی‌ثیبٖ‌اثشسا‌سؼطیفی‌اظ‌ٔدٕٛػٝ‌ٞبٔی‌دطزاظز.‌ی‌ٔفبٞیٓ‌اِٚیٝ‌ٚ‌اؾبؾی‌زض‌فًبی‌فبظثب‌ثیبٖ‌ایٗ‌فهُ‌   

‌.قٛزلاظْ‌ثطای‌فهَٛ‌ثؼسی‌ضا‌اضائٝ‌ٔیقسٜ‌ٚ‌ؾذؽ‌ذهٛنیبر‌اؾبؾی‌
 

 هجووعه فاسی  2-2 

ٔدٕٛػX‌‌ٝفطو‌وٙیس‌‌ثرفی‌ٔدٕٛػٝ‌ٞبی‌فبظی‌ٔی‌دطزاظز.‌زض‌ایٗ‌ایٗ‌ثرف‌ثٝ‌ثیبٖ‌ٔفبٞیٓ‌اؾبؾی‌٘ظطیٝ

‌ٔطخغ‌ثبقس.

‌[45]).1-2-2تعزیف  )‌ ‌ٔدٕٛػA‌ٝفطو‌وٙیس ‌)‌Xیظیط Aثبقس X‌ ‌ث1‌‌ٝٞبی‌لُؼیٔدٕٛػٝ(. ٔؼٕٛلاً

xنٛضر‌سؼسازی‌ػًٛ‌ثب‌ٕ٘بز Xٞط‌ػًٛ‌‌سٛا٘ٙس‌لبثُ‌قٕبضـ‌ثبقٙس‌ٚقٛ٘س‌وٝ‌ایٗ‌اػًبء‌ٔیسؼطیف‌ٔی‌

Xی‌لُؼیسٛا٘س‌ٔشؼّك‌ثٝ‌ٔدٕٛػٝٔی‌A‌ٝی‌ثبقس‌یب‌٘جبقس.‌زض‌نٛضر‌سؼّك‌ثٝ‌ٔدٕٛػA ٝی‌ػًٛیز‌زضخ

‌وٙیٓی‌ػًٛیز‌آٖ‌نفط‌اؾز.‌ثٙبثطایٗ‌سبثغ‌ظیط‌ضا‌سؼطیف‌ٔیزض‌غیط‌ایٙهٛضر‌زضخٝ‌آٖ‌یه‌ٚ

‌1 , ;
( )

0 , .
A

x A
x

x A



 


‌

‌ٌٛیٙس.‌‌‌Xزض‌‌Aٔدٕٛػ2‌‌ٝوٝ‌ثٝ‌آٖ‌سبثغ‌ٔكرهٝ

‌

‌2-2-2تعزیف  ‌.([45]‌ ‌فبظی ‌ٔدٕٛػٝ )A(فبظی‌‌ ‌ٔدٕٛػٝ ‌Xظیط ‌ٍ٘بقز ‌نٛضر ‌ثٝ ): [0,1]A X ‌

)قٛز‌وٝ‌زض‌آٖ‌سؼطیف‌ٔی )A x‌ٖزٞٙسٜ‌زضخٝ‌ػًٛیز‌٘كبxزض‌ٔدٕٛػٝ‌فبظی‌‌A‌‌.اؾز‌

                                           
1
 Crisp 

2
 Characteristic function 
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‌سبثغ‌ػًٛیشف‌قٙبذشٝ‌ٔی ‌ٞٓٔدٕٛػٝ‌فبظی‌ثب )اظ‌ػلأز‌‌1چٙیٗ‌ثطای‌٘كبٖ‌زازٖ‌سبثغ‌ػًٛیزقٛز. )A x‌

ی‌لُؼی‌ػًٛیز‌ثطای‌ٔدٕٛػٝ.‌سبثغ‌ی‌فبظی‌اؾزچٙیٗ‌ٞط‌ٔدٕٛػٝ‌لُؼی‌یه‌ٔدٕٛػٝقٛز.‌ٞٓاؾشفبزٜ‌ٔی

A X‌‌.سبثغ‌ٔكرهٝ‌آٖ‌اؾز‌

‌1 , ;
( )

0 , .
A

x A
x

otherwise



 


‌

 

‌ ([12]).3-2-2تعزیف  ‌وٙیس :فطو [0,1]A X ‌‌ ‌ٔدٕٛػٝ ‌اؾز. ‌فبظی ‌ٔدٕٛػٝ ٞبی‌ثطـیه

اؾز‌وٝ‌زضخX‌‌ٝای‌لُؼی‌اؾز‌ٚ‌قبُٔ‌ٕٞٝ‌ی‌ػٙبنطی‌اظ‌،‌ٔدٕٛػٝ[0,1)ثٝ‌اظای‌ٞط‌‌Aی‌ٔدٕٛػٝ

زٞٙس.‌ثٝ‌ػجبضر‌٘كبٖ‌ٔی‌Aاؾز‌ٚ‌آٖ‌ضا‌ثب‌‌سط‌یب‌ٔؿبٚی‌ٔمساض‌ٔؼیٗ‌،‌ثعضيAػًٛیز‌ایٗ‌ػٙبنط‌زض‌

‌زیٍط‌

‌ | ( ) .A x X A x   ‌
‌

ی‌ٔطخغ‌زض‌آٖ‌زضخٝ‌ای‌اؾز‌وٝ‌ػٙبنط‌ٔدٕٛػٝیه‌ٔدٕٛػٝ‌فبظی‌ٔدٕٛػ2‌ٌٝبٜسىیٝ ([12]).4-2-2تعزیف 

‌قٛز‌:ػًٛیز‌غیط‌نفط‌زاض٘س‌ٚ‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌٘كبٖ‌زازٜ‌ٔی

‌ ( ) | ( ) 0 .Supp A x X A x  ‌
‌‌

‌[12]).5-2-2تعزیف  ‌فبظی‌( ‌ٔحسة‌Aٔدٕٛػٝ ‌‌3ضا ‌ثطای‌ٞط ‌اٌط 1ٌٛییٓ 2,x x X‌‌ ٚ[ 0 , 1]‌‌ٝزاقش

‌ثبقیٓ

‌1 2 1 2[ (1 ) ] min[ ( ), ( )].A x x A x A x   ‌
‌

 دستگاه اعذاد فاسی  2-3

‌ ی‌فبظی‌اظ‌ذٍ‌فبظی‌ظیط‌ٔدٕٛػٝاػساز‌فبظی‌سؼٕیٓ‌اػساز‌حمیمی‌ولاؾیه‌ٞؿشٙس‌ٚ‌ثٝ‌َٛض‌وّی‌یه‌ػسز

‌اػساز‌فبظی‌لبزض‌ثٝ‌ٔسَ‌ثٙسی‌ػسْ‌لُؼیز‌ٚ‌اثٟبْ‌ٞؿشٙس.‌ حمیمی‌اؾز‌وٝ‌زاضای‌ذهٛنیبر‌ثیكشطی‌اؾز.

                                           
1
 Membership function 

2
 Support 

3
 convex 
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ی‌آ٘بِیع‌ضیبيی‌ٚ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌اؾز‌ٚ‌یه‌اثعاض‌ٔفیس‌ٚ‌وبضثطزی‌زض‌ٔفْٟٛ‌ػسز‌فبظی‌اؾبؼ‌ٚ‌دبیٝ

‌ٔدٕٛػٝ‌ٞبی‌فبظی‌ٚ‌ُٔٙك‌فبظی‌اؾز.

:(‌ٔدٕٛػٝ‌فبظی‌[23].)1-3-2تعزیف  [0,1]u ‌‌ٜضا‌ػسز‌فبظی‌ٌٛیٙس‌ٞط‌ٌب‌

i. u0٘طٔبَ‌ثبقس‌یؼٙی‌ٔمساض‌‌x ‌‌ٝ0ٚخٛز‌زاضز‌ثٝ‌َٛضی‌و( ) 1u x ؛ 

ii. uٔحسة‌ثبقس‌یؼٙی‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌‌,x y‌‌ٚ[0,1]t‌‌ٓزاقشٝ‌ثبقی 

‌[ (1 ) ] min[ ( ), ( )].u yx t y u x u y  ‌
iii. u‌‌ٓثبقس،‌یؼٙی‌‌زض‌‌1دیٛؾشٝ‌ثبلایی٘ی 

‌0 00, 0     ( ) ( ) ,| |such that u x u x x x          ‌
iv. u‌ٝیؼٙی‌زاضای‌سىی‌ ٌبٜ‌فكطزٜ‌ثبقس، ; ( ) 0cl x u x  ‌ٖفكطزٜ‌ثبقس،‌وٝ‌زض‌آ( )cl Aٖزٞٙسٜ‌٘كب

 اؾز.‌‌Aٔدٕٛع‌2ثؿشبض

‌زٞیٓ.‌٘كبٖ‌ٔی‌ی‌اػساز‌فبظی‌ضا‌ثب‌ٔدٕٛػٝ

‌

0ثٝ‌اظای‌ٞط‌‌([12]).2-3-2تعزیف  1 ‌ٓزاضی‌،‌

‌[ ] ( ) ,{ | }nu x u x   ‌
‌ٚ‌

‌0[ ] ( ) 0 .{ | }nu cl x u x  ‌
]وٝ‌زض‌آٖ‌ ]u ‌‌ٝضا‌ٔدٕٛػػسز‌فبظی‌‌3ثطـ‌u‌ٝ1،‌ٔدٕٛػٝ4ثطـ‌ضا‌ٞؿش

0ػسز‌فبظی‌ٚ‌ٔدٕٛػٝ‌ 

‌ٌبٜ‌ػسز‌فبظی‌ٌٛیٙس.‌ثطـ‌ضا‌سىیٝ

‌

‌‌([12]).3-3-2تعزیف ‌ٞط ‌اظای ‌ثٝ ‌ضا ‌فبظی ‌ػسز ‌یه ‌دبضأشطی 0فطْ 1 نٛضر‌‌‌ ثٝ

[ ] [ ( ), ( )]u u u   زٞیٓ‌وٝ٘كبٖ‌ٔی‌‌

1. ( )u ‌‌ٜاؾز.‌     یه‌سبثغ‌غیطوبٞكی‌وطا٘ساض‌ٚ‌اظ‌ضاؾز‌دیٛؾشٝ‌ضٚی‌ثبظ‌

2. ‌( )u ‌‌ٜاؾز.‌     یه‌سبثغ‌غیطافعایكی‌وطا٘ساض‌ٚ‌اظ‌چخ‌دیٛؾشٝ‌ضٚی‌ثبظ‌

                                           
1
 Upper semi continous 

2
 closure 

3
 level   

4
 core 
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3. [0,1] ; ( ) ( )u u     ‌
‌اػساز‌فبظی‌اؾز.سٛاٖ‌٘كبٖ‌زاز‌ایٗ‌سؼطیف‌ٔؼبزَ‌سؼبضیف‌زیٍط‌وٝ‌ٔی

‌

]یه‌ػسز‌فبظی‌u‌ٚ(‌فطو‌وٙیس‌[38].)1-3-2 1قضیه ]u ‌ٜی‌ٔدٕٛػٝ‌ثطـ‌آٖ‌ثبقس.‌زض‌٘كبٖ‌زٞٙس

‌ایٗ‌نٛضر‌

i. [ ]u ‌ٜ[0,1]ی‌ثؿشٝ‌اؾز.‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌یه‌ثبظ‌‌ٓزاضی[ ] [ ( ),  ( )]u u u   . 

ii. 1اٌط‌ 20 1   ‌،‌ٜ2آٍ٘ب 1[ ] [ ]u u
 
 

iii. ‌ِٝثٝ‌اظای‌ٞط‌ز٘جبn‌ٝ0,1)ٞبی‌ٍٕٞطا‌اظ‌دبییٗ‌ث]‌‌ٓزاضی 

‌
1

[ ] [ ]n

n

u u
 





‌

iv. ثٝ‌اظای‌ٞط‌ز٘جبِٝ‌اظn‌ٝزاضی0‌‌ٓٞبی‌ٍٕٞطا‌ث 

‌0

1

[ ] [ ]n

n

cl u u






 
 

 
 

 

 هثلثیعذد فاسی  2-3-1

‌[12].)4-3-2تعزیف  )3ٔمساض‌( , , )u a b c ‌،a b c ٜاؾز‌2‌‌‌ٚٔثّثیی‌یه‌ػسز‌فبظی‌ٕ٘بیف‌زٞٙس

ثطـ‌ایٗ‌ػسز‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌‌‌

‌          ,           ( ) ( ) ( ) ( ) .u a b a u c c b         ‌
 

 

 اعوال حساتی 2-4

دصیطز.‌ثط‌ٕٞیٗ‌اؾبؼ‌ثبیس‌سؼطیف‌ٔؼبزَ‌ٚ‌ٔكبثٟی‌ثب‌دبضأشطٞبی‌غیط‌لُؼی‌ا٘دبْ‌ٔیٔحبؾجبر‌‌زض‌اغّت‌ٔٛاضز

,فطو‌وٙیس‌ثطای‌اػساز‌فبظی‌٘یع‌ثیبٖ‌ٌطزز.‌زض‌ایٗ‌ثرف‌‌ب‌ػّٕیبر‌ولاؾیه‌ثیٗ‌اػساز‌حمیمیث ,u v w‌

‌اػساز‌ٔثّثی‌فبظی‌ثبقس‌وٝ‌

‌[ ]         [ ][ ( ),  ( )], [ ( ),  ( )], [ ( ),  (       )]] .[u vu u v v w ww              ‌

                                           
1
 Stacking Theorem 

2
 triangular fuzzy number 
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 .جوع 2-4-1

‌حبنُ‌خٕغ‌زٚ‌ػسز‌فبظی‌ٔثّثی،‌ػسز‌فبظی‌ٔثّثی‌اؾز‌ٚ

‌ [ ] | [ ] , [ ] [ ] [ ]u v x y x u y v u v          ‌

 خصوصیات 

i. ( ) ( )u v w u v w    ؛ 

ii. 1ٔدٕٛػٝ‌لُؼی‌
{0}0  0ػًٛ‌ذٙثی‌ثطای‌خٕغ‌فبظی‌اؾز‌یؼٙی‌‌ 0 ,u u u   ‌

iii. ( )u v u v    اٌط‌‌ 

 

 تفزیق  2-4-2

‌قٛز‌ٌٛ٘ٝ‌سؼطیف‌ٔی(‌ایٗسفبيُ‌،H)‌2(‌سفطیك‌ٞبوٛٞبضا[30].)2-4-2تعزیف 

‌u v w u v w   ‌
u٘كبٖ‌زٞٙسٜ‌خٕغ‌اؾشب٘ساضز‌ثیٗ‌زٚ‌ػسز‌فبظی‌اؾز.‌اٌط‌‌وٝ‌زض‌آٖ‌ v‌‌ٜٚخٛز‌زاقشٝ‌ثبقس،‌ثطاؾبؼ‌زیسٌب

ی‌ظیط‌ثطلطاض‌اؾزضاثُٝثطـ‌‌

‌] [ ( ) ( ), ( ( )][ )u vu u vv          ‌
 

u ,سفبيُ(‌ثطای‌زٚ‌ػسز‌فبظی‌gH)‌3ی‌ٞبوٛٞبضا(‌سفطیك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ[44]،‌[42].)3-4-2تعزیف  v‌

‌قٛزثٝ‌نٛضر‌ظیط‌سؼطیف‌ٔی

‌
     ( ).  ;

 ( ).  ( 1) .
gH

i u v w
u v w

or ii v u w

 
 

  
‌

‌قٛزی‌ظیط‌ٕ٘بیف‌زازٜ‌ٔیثطـ‌ثب‌ضاث‌ُٝسؼطیف‌ثبلا‌ثٝ‌نٛضر‌

   min ( ) ( ), ( ) ( ) ,max ( ) ( ), ( ) ( )gHu v u v u v u v u v


                
     
 ‌

gHuقطایٍ‌لاظْ‌ثطای‌ایٙىٝ‌ v([43]ا٘س‌اظ‌)ثبقس‌ػجبضر‌ػًٛی‌اظ‌فًبی‌‌ 

 زض‌حبِز( )i‌‌ٕٝٞثٝ‌اظای‌  [0,1]ثبیس‌‌

 ( ) ( ) ( ) w u v     ‌‌ٚ( ) ( ) ( ) w u v     ؛‌

 ( )w ‌‌،سبثؼی‌نؼٛزی) (w ‌‌ٚسبثؼی‌٘عِٚی‌( ) ( )w w  . 

                                           
1
 Singleton 

2
 Hukuhara difference 

3
 generalized Hukuhara difference 
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 زض‌حبِز( )ii‌ٕٞٝ‌ثٝ‌اظای‌  [0,1]ثبیس‌‌ 

 ( ) ( ) ( )w u v     ‌‌ٚ( ) ( ) ( )w u v     ؛ 

 ( )w ‌‌،سبثؼی‌نؼٛزی) (w ‌‌ٚسبثؼی‌٘عِٚی‌( ) ( )w w  .‌

u ,(‌فطو‌وٙیس‌[44]). 1-4-2گشاره  vزٚػسز‌فبظی‌ثبقٙس،‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌‌‌

i. اٌط‌سفطیك‌gH‌.ٔٛخٛز‌ثبقس،‌یىشب‌اؾز 

ii. 
gHu v u vیب‌‌( )gHu v v u ثب‌ایٗ‌فطو‌وٝ‌ػجبضار‌ؾٕز‌ضاؾز‌ٔٛخٛز‌ثبقٙس.‌زض‌‌

0gHحبِز‌ذبل‌ u uu u . 

iii. اٌط‌
gHu vزض‌حبِز‌‌( )i‌(ٔٛخٛز‌ثبقس2-4-2سؼطیف‌)،‌‌ٜآٍ٘ب

gHv uزض‌حبِز‌‌( )iiٚخٛز‌‌

 زاضز‌ٚ‌ثطػىؽ‌،

iv. ( ) gHu v v u ، 

v. 0 ( )gH gH gHu v uv ، 

vi. gH gHu v v u w اٌط‌ٚ‌سٟٙب‌اٌط‌‌w w ‌ٗ0؛‌ػلاٜٚ‌ثط‌ایw اٌط‌ٚ‌سٟٙب‌اٌط‌‌u v. 

 

gHuآٍ٘بٜ‌،اٌط‌سفطیك‌ٞبوٛٞبضا‌ٔٛخٛز‌ثبقس ([14]).1-4-2تذکز  v u v.‌

‌

‌gHuزض‌ایٗ‌ضؾبِٝ‌فطو‌وٙیس‌وٝ‌‌‌.2-4-2تذکز  v‌‌ٚu vٕٞٛاضٜ‌ٔٛخٛز‌ثبقٙس‌.‌

 

 ضزب 2-4-3

u‌‌ٚv،wحبنُ‌يطة‌زٚػسز‌فبظی‌ u vقٛز:ایٍٙٛ٘ٝ‌سؼطیف‌ٔی‌‌

‌
 

 

( ) inf . | ( ), ( ) ,

( ) sup . | ( ), ( ) .

w x y x u y v

w x y x u y v

  

  





  

  
‌

‌سٛاٖ‌ٌفز‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌ٔی

‌
 

 

( ) ( ) min ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ) ,

( ) ( ) max ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ) .

u v u v u v u v u v

u v u v u v u v u v

        

        

        

        



‌
 

  خصوصیات  

i.  ( ) ( ) ( )( ) ( )( )u v w u w v w     
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ii. ثٝ‌اظای‌ٕٞٝ‌اػساز‌, ,u v w‌ٝسٛاٖ‌٘ٛقز‌ٌبٜ‌٘جبقٙس،‌ٔیفبظی‌وٝ‌زاضای‌نفط‌زض‌سىی 

‌( ) ( ) .u v w u v w‌
‌

 تقسین 2-4-4

‌یبفشٝ. 2-4-2تعزیف  ‌سؼٕیٓ ‌ٞبوٛٞبضاسمؿیٓ ‌‌‌gHی ‌فبظی ‌ػسز ‌زٚ u ,ثطای v‌‌ٝو

[ ] [ ( ), ( )]u u u   ‌ٚ[ ] [ ( ), ( )]v v v   [0,1]ثٝ‌قطَی‌وٝ‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌‌0 [ ] ,v ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌‌

‌قٛزسؼطیف‌ٔی

‌
1

     ( ).  ;

 ( ).  .
gH

i u v w
u v w

or ii v u w


  


‌

u ,فطو‌وٙیس‌. 2-4-2گشاره  v[0,1].‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌‌

i. 0اٌط‌ [ ]u ‌‌ٜ1آٍ٘بgHu u . 

ii. 0اٌط‌ [ ]v ‌‌ٜآٍ٘ب
gHuv v u . 

iii. 0اٌط‌ [ ]v ‌‌ٜ11آٍ٘ب gH v v‌‌ٚ11 gH v v . 

‌اؾز‌.‌{1}ی‌٘كبٖ‌زٞٙس1‌ٜوٝ‌زض‌آٖ‌

‌

‌

 رواتط تزتیثی  2-5

‌‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ٔمبِٝ‌ ٚ‌ثطٕٞیٗ‌اؾبؼ‌‌ی‌سطسیجی‌زض‌اػساز‌فبظی‌ٔی‌دطزاظزثٝ‌ثیبٖ‌ضاثُٝ‌[34]ایٗ‌ثرف‌زض‌اثشسا

 ذهٛنیبسی‌ثطای‌ایٗ‌ٔفْٟٛ‌اظ‌سطسیت‌زض‌اػساز‌فبظی‌اثجبر‌ٔی‌وٙس.

‌وٝ[34].)1-5-2تعزیف  ‌وٙیس ‌فطو )  ‌ ‌سطسیت٘كبٖ ‌فبظی‌زض‌1زٞٙسٜ ‌اػساز ‌اظای ‌ثٝ  ثبقس.

[ ] [ ( ), ( )]u u u   ‌‌ٚ[ ] [ ( ), ( )]v v v   قٛز‌،‌سطسیت‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌سؼطیف‌ٔی‌

u vاٌط‌ٚ‌سٟٙب‌اٌط‌‌( ) ( )u v  ‌‌ٚ( ) ( )u v  [0,1]ثٝ‌اظای‌ٞط‌‌.‌

‌قٛز‌٘بثطاثطی‌اویس‌٘یع‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌سؼطیف‌ٔی

u vاٌط‌ٚ‌سٟٙب‌اٌط‌‌( ) ( )u v  ‌‌ٚ( ) ( )u v  [0,1]ثٝ‌اظای‌ٞط‌‌.‌

‌

                                           
1
 partial ordering 
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u,فطو‌وٙیس‌وٝ‌. 1-5-2لن  vزض‌ایٗ‌نٛضر‌‌،‌

uاٌط‌ .1 v‌‌ٜآٍ٘بv u  

uاٌط‌ .2 v‌‌ٚv u‌‌ٜآٍ٘بu v‌. 

‌اثجبر.

‌،‌زاضی‌ٓ[0,1](‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌1-5-2)ثٝ‌سؼطیف(.‌ثب‌سٛخ1‌ٝ

‌( ) ( ),        ( ) ( ),u v u v       ‌
‌سٛاٖ‌٘شیدٝ‌ٌطفز‌ثٙبثطایٗ‌ٔی

‌( ) ( ),    ( ) ( ),v u v u           ‌
vٚ‌ثٝ‌ٔؼٙبی‌ایٗ‌اؾز‌وٝ‌ u ‌.‌

u(.‌ُٔبثك‌ثب‌فطو‌ٔؿبِٝ‌و2‌ٝ v‌،v u‌‌ٚ[0,1]ثٝ‌اظای‌ٞط‌‌(1-5-2)سؼطیف‌‌ٓزاضی‌

( ) ( ),    ( ) ( )u v u v       ‌‌ٚ( ) ( ),    ( ) ( )v u v u       ‌.‌

)ثٙبثطایٗ‌ ) ( ),    ( ) ( )u v u v       قٛز.‌دؽ‌ِٓ‌اثجبر‌ٔی‌□ 

‌

‌قٛزلسضُّٔك‌يؼیف‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌سؼطیف‌ٔی‌u(‌ثطای‌ػسز‌فبظی‌[8]).2-5-2تعزیف 

‌
, 0;

| |
, 0

      

      

 

 .

u u
u

u u


 


‌

‌

u,(‌،‌ٚايح‌اؾز‌وٝ‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌زٚ‌ػسز‌فبظی‌1-5-2)(‌1ِٓ‌ٚ-5-2سؼطیف)(‌ثبسٛخٝ‌ثٝ‌[8]).1-5-2تذکز  v‌

‌0vوٝ‌

i. v u vاٌط‌ٚ‌سٟٙب‌اٌط‌‌| |    u v. 

ii. , u v u vاٌط‌ٚ‌سٟٙب‌اٌط‌‌| |u v.‌

‌

,اٌط‌([8]).‌2-5-2گشاره  ,u v w‌ٜآٍ٘ب‌،‌

uاٌط‌ .1 v‌‌ٜآٍ٘ب  0gHu v، 

uاٌط‌ .2 v‌‌ٜآٍ٘ب  0gHu v، 

0gHآٍ٘ب0u‌‌ٜاٌط‌ .3 u. 
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‌زض‌ایٙدب‌ٔب‌فمٍ‌لؿٕز‌‌1‌‌ٚ2.‌ضٚ٘س‌اثجبر‌ثطای‌لؿٕز‌اثثات ‌اثجبر‌ٔی‌1یىؿبٖ‌اؾز. ‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ضا وٙیٓ.

‌(‌زاضی1ٓ-5-2)سؼطیف

‌
( ) ( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ) ( ) ( ) 0.

u v u v

u v and

u v u v

   

   

   

   

    


 
    

‌

‌ ٚ‌ ‌زاضز ‌ٚخٛز 0uدؽ‌سفطیك‌ٞبوٛٞبضا v‌(سصوط‌ ‌ثٝ ‌سٛخٝ ‌َطفی‌ثب ‌اظ ‌سفطیك‌ٞبوٛٞبضا‌2-4-2-1. ‌اٌط ،)

ٚخٛز‌زاقشٝ‌ثبقس‌دؽ‌
gHu v u v‌‌‌ٚ‌ٓ0زض‌ایٗ‌نٛضر‌زاضیgHu v‌.‌

 سٛاٖ‌٘ٛقز‌،‌ٔی0u(‌ٚ‌ایٙى1‌ٝ-5-2،‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌سؼطیف)3ثطای‌اثجبر‌لؿٕز‌

(2.1)‌0 ( ) ( ) 0 ( ) ( ).u u u u             

]ػلاٜٚ‌ثطایٗ‌ ( )  ,   ( )]gH u u u    ‌ِٝ0زاضیٓ‌(2.1)دؽ‌ثبسٛخٝ‌ثٝ‌ٔؼبزgH u.□‌

‌

اظ‌ثبلا‌وطا٘ساض‌‌Aثبقس.‌ٌٛییٓ‌‌یه‌ظیط‌ٔدٕٛػٝ‌غیط‌سٟی‌اظ‌‌A(‌فطو‌وٙیس‌وٝ‌[28]).3-5-2تعزیف 

Mاؾز‌اٌط‌ػسزی‌ٔب٘ٙس‌ ٔٛخٛز‌ثبقس‌ثٝ‌َٛضی‌وٝ‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌‌a A‌‌ٓزاقشٝ‌ثبقیa Mاٌط‌ػسزی‌‌.

aظای‌ٞط‌ٔٛخٛز‌ثبقس‌ثٝ‌َٛضی‌وٝ‌ثٝ‌ا‌mٔب٘ٙس‌ A‌‌ٓزاقشٝ‌ثبقیm aٌٛییٓ‌،‌آٍ٘بٜ‌ٔیA‌‌ٗاظ‌دبیی

‌اظ‌ثبلا‌ٚ‌دبییٗ‌وطا٘ساض‌ثبقس.‌A٘بٔیٓ‌زض‌نٛضسی‌وٝ‌ضا‌وطا٘ساض‌ٔی‌Aوطا٘ساض‌اؾز.‌ٔدٕٛػٝ‌

‌

M(‌Aٚای‌غیط‌سٟی‌اظ‌اػساز‌فبظی‌)ٔدٕٛػA‌ٝ(‌فطو‌وٙیس‌[28]).4-5-2تعزیف  وطاٖ‌ثبلا‌‌

‌٘بٔیٓ‌ٚ‌ثب‌ٔی‌Aسطیٗ‌وطاٖ‌ثبلا‌ضا‌وٛچه‌Mثطای‌آٖ‌ثبقس.

‌supM A‌
 زٞیٓ‌زض‌نٛضسی‌وٝ‌٘كبٖ‌ٔی‌

aثٝ‌اظای‌ٞط‌ .1 A‌ٓزاقشٝ‌ثبقی‌،a M.‌

a،‌حسالُ‌یه‌ٔمساض‌0ثٝ‌اظای‌ٞط‌ .2 A‌‌ٝٚخٛز‌زاقشٝ‌ثبقس‌ثٝ‌َٛضی‌وM a 

‌

وطاٖ‌دبییm‌‌ٗ(‌Aٚای‌غیط‌سٟی‌اظ‌اػساز‌فبظی‌)ٔدٕٛػA‌ٝ(‌فطو‌وٙیس‌[28]).5-5-2تعزیف 

‌٘بٔیٓ‌ٚ‌ثبٔی‌Aضا‌ثعضٌشطیٗ‌وطاٖ‌دبییm‌‌ٗثطای‌آٖ‌ثبقس.‌

‌infm A‌
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‌زٞیٓ‌زض‌نٛضسی‌وٝ‌٘كبٖ‌ٔی

aثٝ‌اظای‌ٞط‌ .1 A‌ٓزاقشٝ‌ثبقی‌،m a، 

mٔٛخٛز‌ثبقس‌ثٝ‌َٛضی‌وA‌‌ٝی‌اظ‌ٔدٕٛػa‌ٝ،‌حسالُ‌یه‌ػًٛ‌ٔب٘ٙس‌0ثٝ‌اظای‌ٞط‌ .2 a. 

‌

‌

 فضای هتزیک 2-6

‌فبظی‌فبنّٝسطیٗ‌ٔشط‌سطیٗ‌ٚ‌ٟٔٓقٙبذشٝ ‌فبن1‌ّٝی‌ٞبؾسٚضف‌وبضثطزی‌زض‌فًبی‌اػساز ی‌ٞبؾسٚضف‌اؾز.

اؾز.‌زض‌‌nی‌ٔحسة‌ٚ‌فكطزٜ‌اظ‌ثیٗ‌زٚ‌ظیط‌ٔدٕٛػ2‌ٝدٛٔذیٛ-ٞبؾسٚضفثطای‌اػساز‌فبظی‌ثطاؾبؼ‌فبنّٝ‌

قٛز‌ٚ‌ؾذؽ‌آٚضزٜ‌ٔی‌nایٗ‌ثرف‌اثشسا‌سؼطیف‌فبنّٝ‌ٞبؾسٚضف‌ضا‌ثطای‌ظیط‌ٔدٕٛػٝ‌ٞبی‌فكطزٜ‌ٚ‌ٔحسة‌

‌دطزاظز.ٞبی‌فبظی‌ٔیٝثٝ‌ثیبٖ‌سؼطیف‌فًبی‌ٔشطیه‌ٚ‌ذهٛنیبر‌ایٗ‌فًب‌ثطای‌ٔدٕٛػ

‌

‌غیط‌سٟی‌ٚ‌ٔحسة‌ی‌ٕٞٝ‌ظیط‌ٔدٕٛػٝ٘كبٖ‌زٞٙس‌ٜفطو‌وٙیس‌ ([23]).1-6-2تعزیف  ‌nٞبی‌فكطزٜ،

‌ثبقس.

i. فطو‌وٙیس‌A ‌‌ُٝزض‌ایٗ‌نٛضر‌فبنّٝ‌٘مx‌‌ٝسب‌ٔدٕٛػAثطاثط‌اؾز‌ثب‌‌

‌ ( , ) inf : .d x A x a a A  ‌
ii. فطو‌وٙیس‌,A B سفبيُ‌ٞبؾسٚضف‌‌Bاظ‌‌A‌‌ٚAاظ‌‌Bثٝ‌سطسیت‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌ 

‌
 

 

*

*

( , ) sup ( , ) : ,

( , ) sup ( , ) : .

H

H

d B A d b A b B

d A B d a B a A

 

 
 

iii. ‌ٗفبنّٝ‌ٞبؾسٚضف‌ثی,A B ثطاثط‌اؾز‌ثب‌‌ 

‌ * *( , ) max ( , ), ( , ) .H Hd A B d A B d B A‌
 

:ثبقس،‌آٍ٘ب‌‌ٜفبنّٝ‌ٞبؾسٚضف‌سؼطیف‌قسٜ‌زض‌‌d(‌اٌط[23]).2-6-2تعزیف  {0}D ‌

‌ذٛاٞس‌ثٛز‌ثیٗ‌زٚ‌ػسز‌فبظی‌زض‌‌3قٛز،‌فبنّٝ‌ٞبؾسٚضفوٝ‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌سؼطیف‌ٔی

‌   
[0, 1] [0, 1]

( ,  ) sup ( ),  ( ) sup max ( ) ( ) ,  ( ) ( ) .D u v d u v u v u v
 

      

 
 

    

                                           
1
 Hausdorff 

2
 Hausdorff-Pompeiu 

3
 Hausdorff metric 
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‌فًبی‌ٔشطیه[35]).1-6-2 قضیه )( ,  )Dایٗ‌فًب‌‌‌ ‌اؾز. ‌خساقس٘ی‌ٚ‌ثٝ‌نٛضر‌ٔٛيؼی‌فكطزٜ وبُٔ،

‌ثبقس:زاضای‌ذهٛنیبر‌ظیط‌ٔی

 ,ثٝ‌اظای‌ٞط‌ .1 , u v w. ( ,  ) ( ,  ) ,       ( , ) ( , )D u w v w D u v D u v D v u    

 ,  ثٝ‌اظای‌ٞط‌ .2 , u v  . ( ,  ) | | ( ,  ),   D u v D u v   

 ,ثٝ‌اظای‌ٞط‌ .3 ,  , u v w z‌‌،( ,  ) ( ,  ) ( ,  )D u v w z D u w D v z    

 ,ثٝ‌اظای‌ٞط‌‌ .4 ,  , u v w z‌‌ٝثٝ‌قطَی‌وu v‌‌ٚw z‌‌ٓزاضی 

( ,  ) ( ,  ) ( ,  )D u v w z D u w D v z  

‌

,،‌n(‌فطو‌وٙیس[11]).1-6-2لن  , ,n nu v u v‌‌ٝٚ‌ٍٞٙبٔی‌وn‌ٜآٍ٘ب,n nu u v v ‌ٗزض‌ای‌.

)زاضیn‌‌ٓنٛضر‌اٌط , ) ( , )n nD u v D u v‌.زض‌حبِز‌ذبل‌اٌط‌n‌‌ٜآٍ٘ب( , ) ( , )nD u v D u v‌.

‌سٛاٖ‌ٌفز‌دؽ‌ٔی

‌ lim ( , ) lim , lim ( , ).n n n n
n n n

D u v D u v D u v
  

 ‌

‌

‌[11]).2-6-2لن  ‌وٝ ‌فطو‌وٙیس ),nu u‌‌ ٚ,nc c ‌‌ ‌وٝ ‌ٍٞٙبٔی ‌وٝ ‌َٛضی زاضیn‌‌ٓثٝ

nu u‌ٚnc cزض‌ایٗ‌نٛضر‌.‌

‌     lim lim lim .n n n n
n n n

u c u c u c
  

 ‌

‌

u , (‌ثٝ‌اظای‌ٕٞٝ‌ٔمبزیط‌[44]).1-6-2گشاره  v‌ٓزاضی‌

‌( ,0) ( , ).gHD u v D u v‌
 

u‌‌ٚ1(‌فطو‌وٙیس‌[27].)2-6-2گشاره  2,  1وٝثٝ‌قطَی‌‌ 2 0  زض‌ایٗ‌نٛضر‌‌.‌

‌1 2 1 2( ,0) ( ,0).gHD u u D u    ‌
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  تاتع فاسی و پیوستگی 2-7

‌ظٔیٙٝسٛاثغ‌فبظی‌ ‌فبظی‌ٚ‌اػٕبَ‌حؿبثی‌٘مكی‌‌ٞؿشٙسٞبی‌فبظی‌ٔدٕٛػٝ‌ٞبی‌٘ظطیٝیىی‌اظ ‌آٖ‌اػساز وٝ‌زض

سٛؾٍ‌اػٕبَ‌‌ایٗ‌سٛاثغ‌ٔدَٟٛ‌اػساز‌فبظی‌ٞؿشٙس‌ٚ‌ٔؼبزِٝوٙٙس.‌زض‌ایٗ‌سٛاثغ‌يطایت‌ٔمبزیط‌اؾبؾی‌ثبظی‌ٔی

قٛز.‌ثط‌اؾبؼ‌بظی‌سٛؾٍ‌انُ‌ٌؿشطـ‌ظازٜ‌ثیبٖ‌ٔیقٛ٘س.‌‌زض‌ایٗ‌ثرف‌اثشسا‌سبثغ‌فحؿبثی‌فبظی‌ؾبذشٝ‌ٔی

ثطای‌‌سٛاٖ‌سٛاثغ‌حمیمی‌ٔمساض‌ضا‌ثٝ‌سبثغ‌فبظی‌ٔشٙبظط‌ثب‌آٖ‌ٌؿشطـ‌زاز.‌زض‌ازأٝ‌ٔفْٟٛ‌دیٛؾشٍیایٗ‌انُ‌ٔی

‌.زقٛٔییبٖ‌ٚ‌لًبیبیی‌زض‌ایٗ‌ضاثُٝ‌ث‌سٛاثغ‌فبظی‌ٔمساض‌ثطضؾی

‌

‌)[47].)1-7-2تعزیف  ‌سبثغ‌ٔفطٚو‌‌( f:انُ‌ٌؿشطـ‌ظازٜ( X Y‌‌ ‌آٖ ‌زض ‌‌Xوٝ ٚY‌ٝٞبی‌ٔدٕٛػ

)سٛاٖ‌ثٝ‌سبثغ‌لُؼی‌ٞؿشٙس‌ضا‌ٔی ) (: )XF Y‌ٝسبثغ‌فبظی(‌ٌؿشطـ‌زاز‌ثٝ‌َٛضی‌و(( )v F uوٝ‌زض‌‌

‌آٖ

‌
  1sup ( ) : , ( ) ( )

( )

0                                        

u x x X f x y when f y

v y

otherwise

    


 



‌

‌ٌٛیٙس.‌fضا‌ٌؿشطـ‌ظازF‌‌ِٜزض‌ایٗ‌حبِز‌

‌ ‌وٝ ‌ثبظ‌ٜفطو‌وٙیس ‌یه ‌ٔدٕٛػٝ ‌ثبقس. ‌ثبظ ‌ثطـی ‌فبظی ‌سبثغ f:ٞبی ٞط‌‌‌ ‌اظای ثٝ

, [0,1]x  قٛزثٝ‌نٛضر‌ظیط‌ثیبٖ‌ٔی‌‌

‌( ; ) ( ; ),  ( ; ) .f x f x f x  


   ‌

f:(‌سبثغ‌فبظی‌ٔمساض‌[28].)2-7-2تعزیف  ‌‌ُٝ0ضا‌زض‌٘مx دیٛؾشٝ‌اؾز‌زض‌نٛضسی‌وٝ‌ثٝ‌اظای‌‌

‌ ‌‌0ٞط ‌ٔب٘ٙس ‌ٔثجشی ‌‌ػسز ‌ٞط ‌اظای ‌ثٝ ‌وٝ ‌َٛضی ‌ثٝ ‌ثبقس ‌‌xٔٛخٛز |0اٌط |x x  ‌‌ٜآٍ٘ب

 0. ( ), ( )D f x f x اٌط‌‌f‌‌ٌدیٛؾشٝ‌ثبقس‌ٌٛییٓ‌‌زض‌سٕبْ‌٘مبfدیٛؾشٝ‌اؾز.‌ثط‌‌‌

‌

)(‌فطو‌وٙیس‌[28]).3-7-2تعزیف  )f x‌‌ٚیه‌سبثغ‌فبظی‌سبثغ‌‌.fدیٛؾشٝ‌یىٙٛاذز‌ٔی‌ضا‌ثط‌‌-

)0ػسز‌ٔثجشی‌ٔب٘ٙس‌‌0٘بٔیٓ‌زض‌نٛضسی‌وٝ‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌ , )x ٔٛخٛز‌ثبقس‌ثٝ‌َٛضی‌وٝ‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌‌

1 2,x x 21اٌط‌‌x x  ‌‌ٜآٖ‌ٌب 1 2( ), ( )D f x f x .‌
 

دیٛؾشٝ‌یىٙٛاذز‌‌ثط‌‌fآٍ٘بٜ‌‌،دیٛؾشٝ‌فبظی‌ثبقس‌ضٚی‌ثبظٜ‌ثؿشf‌‌ٝ(‌اٌط‌سبثغ‌فبظی‌[28]).1-7-‌2قضیه

‌فبظی‌اؾز.
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‌سبثغ‌فبظی‌[28].)2-7-2قضیه  ‌اٌط )fضٚی‌‌[ , ]a bفبظی‌ثبقس‌‌ ‌‌،دیٛؾشٝ ‌‌fآٍ٘بٜ ]ضٚی‌ثبظٜ , ]a bوط٘ساض‌‌

‌اؾز.

‌

]یه‌سبثغ‌فبظی‌دیٛؾشٝ‌زض‌ثبظٜ‌ی‌‌f(‌فطو‌وٙیس‌[28].)3-7-2قضیه  , ]a b‌ٚثبقس‌‌
‌

[ , ][ , ]

sup ( )    ,      inf ( ),
x a bx a b

M f x m f x


 ‌

1زض‌ایٗ‌نٛضر‌٘مبَی‌ٔب٘ٙس‌ 2
, [ , ]x x a b‌‌ٝ2ٞؿشٙس‌ثٝ‌َٛضی‌و( )M f x‌‌ٚ1

( )m f x. 

‌

‌ز.ظیطثیبٖ‌وط‌سٛاٖ‌ثٝ‌نٛضر(‌ضا‌ٔی3-7-2چٙیٗ‌لًیٝ)ٞٓ

]ی‌ثبظ‌ثؿشٝثط‌ثبظf‌ٜاٌط‌سبثغ‌فبظی‌ , ]a b‌‌،دیٛؾشٝ‌ثبقسfٔبوعیٕٓ‌ٚ‌ٔیٙیٕٓ‌ٔمبزیط‌ذٛز‌ضا‌زض‌٘مبَی‌اظ‌‌[ , ]a b‌

Minٌیطز.‌ثٝ‌ػجبضر‌زیٍط‌٘مبَی‌ٔب٘ٙس‌ٔی
x‌‌ٚMax

x‌‌ٜزض‌ثبظ[ , ]a b‌ٝٚخٛز‌زاض٘س‌ثٝ‌َٛضی‌و‌

(2.2)‌[ , ],       ( ) ( ) ( ),
Min Max

x a b f x f x f x ‌

وٝ‌زض‌آٖ‌
[ , ]

max ( ) ( )
Max

x a b
f x f x


‌‌ٚ

[ , ]
min ( ) ( )

Min
x a b

f x f x


.‌

‌

‌ٚcفطو‌وٙیس‌وٝ‌ ([8].)4-7-2تعزیف  A‌ٗػلاٜٚ‌ثطای‌.:f‌.یه‌سبثغ‌فبظی‌ثبقس‌

0ٌٛیٙس‌اٌط‌‌fضا‌یه‌ٔبوعیٕٓ‌ٔٛيؼی‌ثطای‌‌cػسز‌ .1 ٚخٛز‌زاقشٝ‌ثبقس‌ثٝ‌َٛضی‌وٝ‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌‌

x A‌‌ٚx c  ‌‌ٝ٘شیدٝ‌ثٍیطیٓ‌و( ) ( )f x f c. 

0ٌٛیٙس‌اٌط‌‌fضا‌یه‌ٔیٙیٕٓ‌ٔٛيؼی‌ثطای‌‌cػسز‌ .2 ٚخٛز‌زاقشٝ‌ثبقس‌ثٝ‌َٛضی‌وٝ‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌‌

x A‌‌ٚx c  ‌‌ٝ٘شیدٝ‌ثٍیطیٓ‌و( ) ( )f x f c. 

‌ٌٛیٙس‌اٌط‌یب‌ٔبوعیٕٓ‌ٔٛيؼی‌یب‌ٔیٙیٕٓ‌ٔٛيؼی‌ثبقس.‌fضا‌یه‌اوؿشطٔٓ‌ٔٛيؼی‌ثطای‌‌cػسز‌ .3

‌

‌ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس.‌‌f:سبثغ‌فبظی‌(‌[8].)5-7-2تعزیف 

1. ‌fضا‌نؼٛزی‌ٌٛیٙس‌اٌط‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌‌,x y‌ٝوx y‌‌ٜآٍ٘ب( ) ( )f x f y. 

2. ‌fضا‌٘عِٚی‌ٌٛیٙس‌اٌط‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌‌,x y‌ٝوx y‌‌ٜآٍ٘ب( ) ( )f x f y. 

 

‌[11]).1-7-2لن  ,اٌط‌( :f g زٚسبثغ‌‌‌ fسٛاثغ‌فبظی‌ٚ‌دیٛؾشٝ‌ثبقٙس‌ٚ‌سفطیك‌ٞبوٛٞبضا gزض‌‌‌

fآٍ٘بٜ‌‌،ٚخٛز‌زاقشٝ‌ثبقس gاؾز‌سبثؼی‌دیٛؾشٝ‌ضٚی‌‌.‌
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 تواتع فاسی پذیزی هشتق 2-8

‌ ‌ٚ‌‌سٛاثغٔكشك‌جحث‌انّی‌ٔایٗ‌ثرف‌زض ‌٘مف‌ػٕسٜ ‌زض‌ایٗ‌ثرف، ‌٘شبیح‌اضائٝ‌قسٜ ‌سؼبضیف‌ٚ فبظی‌اؾز.

‌وٙٙس.‌ر‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔؼِٕٛی‌ایفب‌ٔیثؿعایی‌زض‌ٔفْٟٛ‌ٔؼبزلا

‌

f:(‌ٍ٘بقز‌[40].)1-8-2تعزیف  0زض‌‌x 0ٌٛیٙس‌اٌط‌ثطای‌ٞط‌‌1دصیط‌ٞبوٛٞبضاضا‌ٔكشك‌h ‌‌ٝث

0ا٘ساظٜ‌وبفی‌وٛچه،‌سفبيلار‌ٞبوٛٞبضای‌ 0( ) ( )f x f x h‌‌ٚ0 0( ) ( )f x h f x0ٚ‌ٔمساض‌‌( )f x ‌

‌ای‌ٔٛخٛز‌ثبقٙس‌وٝثٝ‌ٌٛ٘ٝ

‌0 0 0 0
0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
, ( ) , ( ) 0

h h

f x h f x f x f x h
lim D f x lim D f x

h h 

    
     

   
‌

0ٔمساض‌فبظی‌ )(f xٔكشك‌ٞبوٛٞبضا‌‌،f‌‌ُٝ0زض‌٘مx قٛز.٘بٔیسٜ‌ٔی‌‌

‌

‌سٛاٖ‌٘ٛقز.سؼطیف‌فٛق‌ضا‌ثٝ‌ثیبٖ‌زیٍطی‌٘یع‌ٔی

f:ٍ٘بقز‌(‌[41]).‌2-8-2تعزیف  0زض‌‌x 0دصیط‌ٞبوٛٞبضا‌ٌٛیٙس‌اٌط‌ضا‌ٔكشك‌( )f x ‌‌ٝث

‌‌ای‌ٔٛخٛز‌ثبقٙس‌وٝ‌زٚ‌حسٌٛ٘ٝ

‌0 0 0 0

0 0
  

( ) ( ) ( ) ( )
,  

h h

f x h f x f x f x h
lim lim

h h 

 ‌

‌ٔؿبٚی‌ ٚ‌ )0ٔٛخٛز )f xفًبی‌ٔشطیه‌‌‌ ‌زض ‌حسٚز ‌ایٗ‌خب ‌زض )ثبقٙس. , )Dٔی‌‌ ‌٘مبٌ‌ٌطفشٝ ‌زض قٛ٘س‌ٚ

‌ٔكشك‌یه‌َطفٝ‌ٌطفشٝ‌ٔیا٘شٟبیی‌ ‌سٟٙب ،‌ ‌ثٙبثطایٗ‌اٌط f:قٛز. ‌‌ 0xزض آٍ٘بٜ‌ٔكشك‌‌ دصیط‌ثبقس،

)0ٌٛییٓ‌ )f xٔكشك‌ٞبوٛٞبضای‌‌f‌‌ُٝ0زض‌٘مx‌.اؾز 

 

‌ؾیىبلا([41]).1-8-2نتیجه ‌2)ٔكشك ‌وٙیس ‌فطو ):f ٚ‌ٔكشك‌‌ ‌ثبقس دصیط

( ; ) ( ; ),  ( ; )f x f x f x      ‌ٜآٍ٘ب‌،( ; )f x ‌‌ٚ  ( ; )f x دصیط‌ٞؿشٙس‌ٚ‌ٔكشك‌‌

‌)( ; ) ( ( ; ), ( ( ; ) ; [0 ]) ,1f x f x f x        ‌
)وٝ‌ ( ; )  ) ( ( ; ))f x f x   .‌

‌

                                           
1
 Hukuhara differentiable  

2
 Seikkala 
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‌سبثغ‌ )0آٖ‌اؾز‌وٝ‌أىبٖ‌زاضز‌‌fیىی‌اظ‌ٔكىلار‌اؾبؾی‌زض‌ٔكشك‌ٞبوٛٞبضا )f xیه‌ػسز‌فبظی‌ثبقس‌أب‌‌

0 0

0

( ) ( )

h

f x h f x
lim

h

‌‌.یه‌ػسز‌فبظی‌٘جبقس 

 

‌دصیط‌ؾیىبلا‌غیط‌وبٞكی‌اؾز.‌‌ٌبٜ‌زض‌سٛاثغ‌ٔكشك(‌ثؿشبض‌سىیٝ[12].)1-8-2گشاره 

‌

f:(‌ٍ٘بقز‌[13].)3-8-2تعزیف  0زض‌‌x ‌1لٛیی‌دصیط‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ‌ضا‌ٔكشك‌(GHٔكشك‌)دصیط

)0ٌٛیٙس‌اٌط‌ )f x ‌ٌٝ٘ٛ‌ٝای‌ٔٛخٛز‌ثبقس‌وٝ‌ث‌

0hثٝ‌اظای‌ٞط‌ .1 0ثٝ‌ا٘ساظٜ‌وبفی‌وٛچه،‌ٔمبزیط‌‌ 0( ) ( )f x f x h‌‌ٚ0 0( ) ( )f x h f xٚ‌حسٚز‌‌

 ٔٛخٛز‌ثبقٙس‌‌Dظیط‌زض‌فًبی‌ٔشطیه‌

‌0 0 0 0
0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

h h

f x h f x f x f x h
lim lim f x

h h

 
  

‌یب‌

0hثٝ‌اظای‌ٞط‌ .2 0ثٝ‌ا٘ساظٜ‌وبفی‌وٛچه،‌ٔمبزیط‌‌ 0( ) ( )f x f x h‌‌ٚ0 0( ) ( )f x h f xٚ‌حسٚز‌‌

 ظیط‌ٔٛخٛز‌ثبقٙس

‌0 0 0 0
0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

h h

f x f x h f x h f x
lim lim f x

h h

 
 

 
 

‌یب‌

3. 
0hثٝ‌اظای‌ٞط‌ 0ثٝ‌ا٘ساظٜ‌وبفی‌وٛچه،‌ٔمبزیط‌‌ 0( ) ( )f x fh x‌‌ٚ0 0( ) ( )f x h f xٚ‌حسٚز‌‌

ظیط‌ٔٛخٛز‌ثبقٙس
 

‌0 0 0 0
0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

h h

f x h f x f x h f x
lim lim f x

h h

 
 


‌

‌یب

0hثٝ‌اظای‌ٞط‌ .4 0ثٝ‌ا٘ساظٜ‌وبفی‌وٛچه،‌ٔمبزیط‌‌ 0( ) ( )f x f x h‌‌ٚ0 0( ) ( )f x f x hٚ‌حسٚز‌‌

 ظیط‌ٔٛخٛز‌ثبقٙس

‌0 0 0 0
0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

h h

f x f x h f x f x h
lim lim f x

h h

 
 


 

‌

                                           
1
 strongly generalized differentiable 
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‌ثطای‌ٍ٘بقز‌فبظی‌ٔمساض‌(‌ٔكشك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ[44].)4-8-2تعزیف  f:ی‌ٞبوٛٞبضا ‌‌ُٝ0زض‌٘مx‌‌ٝث

‌قٛزنٛضر‌ظیط‌سؼطیف‌ٔی

‌0 0

0
0

( ) ( )
( ) lim

gH

gH
h

f x h f x
f x

h


 ‌

)0اٌط‌ )gHf x ‌ٓآٍ٘بٜ‌ٌٛیی‌،f1ی‌ٞبوٛٞبضادصیط‌سؼٕیٓ‌یبفشٝٔكشك‌‌(gH‌ُٝزض‌٘م‌)0زیفطا٘ؿیُ‌دصیطx‌

‌اؾز.

f:(‌فطو‌وٙیس‌وٝ‌[44].)5-8-2تعزیف  سبثؼی‌gHٓزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس.‌ٌٛیی‌

 ( )f xسبثؼی‌‌[( ) ]i gH ‌ُٝ0زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌زض‌٘مxاؾز‌اٌط‌‌ 

(2.3)‌. 0 0 0( ; ) [( ) ( ; ), ( ) ( ; )].i gHf x f x f x       

 ( )f xسبثؼی‌‌[( ) ]ii gH ُٝ0زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌زض‌٘مxاؾز‌اٌط‌‌ 

(2.4)‌. 0 0 0( ; ) [( ) ( ; ), ( ) ( ; )].ii gHf x f x f x      ‌
 

0(‌ٌٛییٓ‌٘مُٝ‌[44].)6-8-2تعزیف ثطای‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌‌2یه‌٘مُٝ‌ؾٛیچ‌( )f xاؾز‌اٌط‌ثٝ‌اظای‌‌

1٘مب0‌‌ٌاظ‌‌Vٞط‌ٕٞؿبیٍی‌ 0 2x x ‌ٝٔٛخٛز‌ثبقس‌ثٝ‌َٛضی‌و‌

  نوعI.‌‌ُٝ1زض‌٘مx‌،(2.3)‌ٚ2ثطلطاض‌٘جبقس‌ٚ‌زض‌٘مُٝ‌‌(2.4)ثطلطاضثبقس‌x‌،(2.4)‌ٚ(2.3)ثطلطاض‌ثبقس‌‌

 .ثطلطاض‌٘جبقس

  نوعII‌ُٝ1.‌زض‌٘مx‌،(2.4)‌ٚ2ثطلطاض‌٘جبقس‌ٚ‌زض‌٘مُٝ‌‌‌(2.3)ثطلطاضثبقس‌x‌،(2.3)‌ٚ(2.4)ثطلطاض‌ثبقس‌‌

 .ثطلطاض‌٘جبقس

 

‌[8].)7-8-2تعزیف  ‌فطو‌وٙیس ):f ‌ٚ‌ ‌ثبقس ‌فبظی ‌cسبثؼی ‌فبظی ‌سبثغ .f‌‌ ‌cزض ،gH‌

‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز‌اٌط

‌
( ) ( )

lim ,
gH

x c

f x f c

x c 
‌

٘بٔیٓ‌ٚ‌آٖ‌ٔی‌cزض‌٘مf‌‌ُٝٔكشك‌سبثغ‌gHثبقس.‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌ایٗ‌ٔمساض‌ضا‌‌ٔٛخٛز‌ٚ‌ٔشؼّك‌ثٝ‌فًبی‌

)ضا‌ثب‌ )gHf cزٞیٓ.٘كبٖ‌ٔی‌‌
 

                                           
1
 generalized Hukuhara differentiable  

2
 switchin point 
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f:فطو‌وٙیس‌‌‌([9]).8-8-2تعزیف  ‌‌ٌٓٛیی‌.( )f x‌،gHزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اظ‌ٔطسجٝ‌ی‌nاْ‌زض‌

0x٘مُٝ‌ اؾز‌اٌط‌‌( )f xسبثؼی‌‌‌[ ]gHزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اظ‌ٔطسجٝ‌ی‌i0,1ثٝ‌اظای‌‌,..., 1k n ‌‌ُٝزض‌٘م

0x‌ُٝ٘م‌ ‌ٞیچ ‌ثطایٗ ‌ػلاٜٚ ‌ثبقس. ‌ثبظٜ ‌زض ‌ؾٛیچی ‌نٛضر‌ی ‌ایٗ ‌زض ‌٘جبقس. اٌط‌ٔٛخٛز
( 1) ( 1)

0 0( ) ( )k k

gHf x h f x  ‌‌‌ٜٔمساض‌‌آٍ٘ب( )

0( ) ( )n

gHf x ٚ‌زاضیٓٔٛخٛز‌اؾز‌‌‌‌

‌
( 1) ( 1)

0 0( )

0
0

( ) ( )
( ) lim     ,  1, ..., 

k k

gH gH gHk

gH
h

f x h f x
f x k n

h

 




 

‌
‌

‌([9]). 9-8-2تعزیف  ‌وٝ ‌وٙیس f:فطو ‌ ‌gHسبثؼی ‌ٔطسجٝ ‌اظ ‌دصیط ‌اظای‌‌kزیفطا٘ؿیُ ثٝ

0,1,...,k n‌ٓثبقس.‌ٌٛیی‌

 ( 1)( ) ( )kf xسبثؼی‌‌[( ) ]i gH ‌ُٝ0زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌زض‌٘مxاؾز‌اٌط‌‌ 

‌( ) ( )

. 0 0

( )

0( ; ) ( ) ( ; ), ( ) ( ; ) .k k

H

k

i gf x f x f x      ‌
 ( 1)( ) ( )kf xسبثؼی‌‌[( ) ]ii gH ‌ُٝ0زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌زض‌٘مxاؾز‌اٌط‌ 

‌( ) ( )

. 0

(

0

)

0( ; ) ( ) ( ; ), ( ) ( ; ) .k k

ii g

k

Hf x f x f x      ‌
‌

2k(‌اٌط‌8-8-2زض‌حبِز‌ذبل‌ثٙبثط‌سؼطیف‌) .ٓسؼطیف‌ظیط‌ضا‌زاضی‌،‌

f:فطو‌وٙیس‌‌([8]).11-8-2تعزیف  ‌ٌٓٛیی‌ ., ( )f xgH‌ُٝزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اظ‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌زض‌٘م

0x اؾز‌اٌط‌سبثغ‌فبظی‌‌( )f x‌‌ٝاظ‌ٔطسج, 1,2gH i زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس ( )

0( ( ))i

gHf x ٚٞیچ‌‌

)0٘ساقشٝ‌ثبقیٓ.‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌‌ ی‌ؾٛیچی‌زض‌ثبظٜ‌٘مُٝ )gHf x ‌ٝٔٛخٛز‌اؾز‌ثٝ‌َٛضی‌و‌

‌0 0

0
0

( ) ( )
( ) lim ,

gH gH gH

gH
h

f x h f x
f x

h

 
 ‌

0اٌط‌ 0( ) ( )gH gH gHf x h f x  .‌

‌

‌(‌سؼطیف‌ظیط‌ضا‌زاضیٓ.9-8-2ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌سؼطیف)

f:فطو‌وٙیس‌وٝ‌‌([8]).11-8-2تعزیف  ‌‌ٚ( )gHf x‌‌ُٝ0زض‌٘مx ‌gH‌.زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس

‌ ‌ثبظٜ ‌ؾٛیچی‌زض ‌ثطایٗ‌ٞیچ‌٘مُٝ ‌‌ػلاٜٚ ‌٘جبقس‌ٚ )ٔٛخٛز ) ( ; )f x  ‌ ٚ( ) ( ; )f x  ‌‌ ‌٘مُٝ ‌زض ‌زٚ ‌0xٞط

0زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقٙس.‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌ثٝ‌اظای‌سٕبْ‌ٔمبزیط 1 ٌٓٛیی‌،‌
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 , ( )gHf x[( ) ]i gH ‌ ‌٘ٛع ‌ٌبٜ ‌اؾز‌ٞط )زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌gHزیفطا٘ؿیُ‌دصیط )f x‌‌ ٚ( )gHf x‌

 یىؿبٖ‌ثبقس‌یؼٙی

(2.5)‌. 0 0 0( ; ) [( ) ( ; )  ,  ( ) ( ; )].i gHf x f x f x     ‌

 , ( )gHf x[( ) ]ii gH ٘ٛع‌‌ )زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌gHزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز‌ٞط‌ٌبٜ )f x‌‌ٚ( )gHf x‌

 ٔشفبٚر‌ثبقس‌یؼٙی

(2.6)‌. 0 0 0( ; ) [( ) ( ; )  ,  ( ) ( ; )].ii gHf x f x f x     ‌
‌

c,فطو‌وٙیس‌وٝ‌ ([8]).12-8-2تعزیف  ‌‌ٚ:fیه‌سبثغ‌فبظی‌ثبقس.‌ػسز‌‌c‌‌ُٝضا‌یه‌٘م

)ٌٛیٙس‌اٌط‌سبثغ‌‌fثحطا٘ی‌ثطای‌ )f x‌‌ُٝزض‌ایٗ‌٘م[ ]gH‌ٚزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس‌( ) 0
gH

f c یب‌ایٙىٝ‌سبثغ‌زض‌‌

]،‌c٘مُٝ‌ ]gH.زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌٘جبقس‌

‌

‌

 تاتع فاسیانتگزال  2-9

-ثیبٖ‌ٔیذهٛنیبسی‌دطزاظز‌ٚ‌ثطای‌ایٗ‌ٔفْٟٛ‌اظ‌ا٘شٍطاَ‌دصیطی‌ا٘شٍطاَ‌ضیٕبٖ‌فبظی‌ٔیایٗ‌ثرف‌ثٝ‌ثطضؾی‌

‌قٛز.

‌

]:فطو‌وٙیس‌(‌[20]).1-9-2تعزیف  , ]f a b ‌ٌٓٛیی‌.( )f x1فبظی‌ضیٕبٖ‌ا٘شٍطاَ‌دصیط‌‌(( )FR‌َا٘شٍطا

FIضٚی‌ دصیط( 0اؾز‌اٌط‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌‌ 0،‌ٔمساض‌ ٔٛخٛز‌ثبقس‌ثٝ‌َٛضی‌وٝ‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌افطاظ‌‌

{[ ,  ]; }P u v ‌‌ْثب‌٘ط( )P  ‌‌ٓزاقشٝ‌ثبقی‌

‌
 *

( ) ( ), 
p

D v u f I 
 

  
 
‌

وٝ‌زض‌آٖ‌‌
 *

p

‌ٜ٘ٛیؿیٓ‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌ٔی‌ی‌خٕغ‌فبظی‌اؾز٘كبٖ‌زٞٙس‌: ( )
b

a
I f x dx ‌

]:فطو‌وٙیس‌‌([41]).1-9-2لن  , ]f a b ‌‌ٗثٙبثطای‌ )دیٛؾشٝ‌فبظی‌ثبقس. )
b

a
f x dx‌ٝٔٛخٛز‌ٚ‌ٔشؼّك‌ث

‌اؾز.‌ػلاٜٚ‌ثط‌ایٗ‌‌

                                           
1
Fuzzy Riemann integrable 
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‌( ; ) ( ;  ) ,  ( ;  )     ,     [0,1  ].
b b b

a a a
f x dx f x dx f x dx       

    ‌

‌

)اٌط‌(‌[43]).1-9-2قضیه  )f xسبثؼی‌‌gH‌ٜزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثسٖٚ‌٘مُٝ‌ؾٛیچ‌زض‌ثبظ[ , ]a b‌‌ٗثبقس،‌زض‌ای

‌نٛضر‌

‌( )d ( ) ( ).
b

gH gH
a

f x x f b f a ‌

‌

]:اٌط‌([11]).2-9-2لن  ,  ]f a b  ‌‌ٜدیٛؾشٝ‌ثبقس‌آٍ٘ب( )
x

a
f x dxثٝ‌اظای‌‌[ ,  ]x a b‌‌ٝسبثؼی‌دیٛؾش

‌اؾز.

‌

‌[11]).3-9-2لن  )فطو‌وٙیس‌( , ) f C‌‌ٚr‌‌ ٚ1 2, ,...,r rs s s a  زض‌ٔمبزیطی‌‌ حمیمی‌ثبقٙس.

‌ایٗ‌نٛضر‌ا٘شٍطاَ‌ٞبی

‌    1 2 1 1 2 1

1 1( ) , ( ) ,..., ... ( ) ...          ( )r r r r rs s s s s s s

r r r r r r r r
a a a a a a a

f s ds f s ds ds f s ds ds ds
    

       ‌

1زض‌ 2, ,...,r rs s s ‌‌.ٔمبزیطی‌دیٛؾشٝ‌ٞؿشٙس‌

‌

‌

 تاتع فاسی دو هتغیزه و هشتقات جشئی فاسی 2-11

سٛاٖ‌ػّٕیبر‌حؿبثی‌ایٗ‌انُ‌ٔی‌انُ‌ٌؿشطـ‌ظازٜ‌زض‌حبِز‌زٚ‌ثؼسی‌اظ‌إٞیز‌ذبنی‌ثطذٛزاض‌اؾز.‌ثٙبثط

‌ایٗ‌ثرف‌اثشسا‌انُ‌ٌؿشطـ‌ظازٜ‌ضا‌زض‌حبِز‌زٚ‌ثؼسی‌ ‌ثٝ‌فًبی‌فبظی‌ٌؿشطـ‌زاز. ثیبٖ‌ٚ‌سٛاثغ‌حمیمی‌ضا

،‌دطزاظز‌ٚ‌ثٝ‌ػٙٛاٖ‌ٔجحث‌انّیغیطٜ‌ثط‌اؾبؼ‌زیسٌبٜ‌دبضأشطی‌ٔیغ‌فبظی‌زٚ‌ٔشثاؾذؽ‌ثٝ‌ثیبٖ‌ٔفْٟٛ‌سٛوٙس.‌ٔی

‌قٛ٘س.‌ٔكشك‌دصیطی‌ٚ‌٘مبٌ‌ؾٛیچ‌ٔؼطفی‌ٔیا٘ٛاع‌ی‌ٞبوٛٞبضا‌سؼطیف‌ٚ‌ٔكشك‌خعئی‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ

‌

‌ ([12]).1-11-2تعزیف ‌ٔشغیطٜ ‌زٚ ‌سبثغ ‌وٙیس f:فطو X Y Z سبثغ‌‌‌ ‌نٛضر ‌ثٝ ‌ثشٛاٖ ضا

( ) ( ) (: )X Y ZF  ‌‌ٌٝؿشطـ‌زاز‌ثٝ‌َٛضی‌و( , )w F u v‌ٖوٝ‌زض‌آ‌
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‌
  1sup min{ ( ), ( )}, ( , ) ( )

( )

0                                        ,

u x v x f x y z when f y

w y

otherwise

  









‌

‌

ٞبی‌ٔطست‌اظ‌اػساز‌حمیمی،‌ای‌اظ‌ظٚج،‌ثٝ‌ٔدٕٛػfٝیه‌سبثغ‌زٚ‌ٔشغیطٜ‌فبظی‌ٔب٘ٙس‌‌([8]).2-11-2تعزیف 

( , )x y ػسزی‌فبظی‌ٚ‌یىشب‌ٔب٘ٙس‌‌،( , )f x t٘ؿجز‌ٔی‌‌ ‌ضا ‌زأٙٝ‌ٌٛیٙس‌ٚ‌ثطز‌ٔدٕٛػٝ‌ٔمبزیطی‌‌زٞس. ضا

}‌وٙس‌یب‌ثٝ‌ػجبضسی‌اؾز‌وٝ‌سبثغ‌ثٝ‌اظای‌ٔمبزیط‌زأٙٝ‌زضیبفز‌ٔی ( , ) | ( , ) }f x t x t .‌

‌

f:سبثغ‌فبظی‌ ([8]).1-11-2تذکز  ثٝ‌اظای‌ٕٞٝ‌ٔمبزیط‌‌‌( , )  x t ‌‌ ٚ[ 0 , 1   ]نٛضر‌‌‌ ثٝ

‌قٛزدبضأشطی‌ثٝ‌فطْ‌ظیط‌ٕ٘بیف‌زازٜ‌ٔی

‌( , ; ) ( , ; ),  ( , ; ) .f x t f x t f x t      ‌
‌

‌فبظی‌([8]).3-11-2تعزیف  ‌سبثغ ‌وٝ ‌وٙیس f:فطو ثبقس‌‌ ‌فبظی ‌ٔشغیطٜ ‌زٚ ‌سبثغ .‌یه

( , ) ( , )
lim ( , )

x t a b
f x y L


 0اٌط‌ٚ‌فمٍ‌اٌط‌ثطای‌ٞط‌‌0یه‌‌ ٔٛخٛز‌ثبقس‌ثٝ‌َٛضی‌وٝ‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌‌

( , )x y ‌ِٝی‌ظیط‌ثطلطاض‌ثبقسٔؼبز‌

‌( , ) ( , ) ( ( , ), )x t a b D f x y L   ‌

‌اؾز.‌n٘كبٖ‌زٞٙسٜ‌٘طْ‌الّیسؾی‌زض‌فًبی‌‌.وٝ‌زض‌آٖ‌‌‌

‌

‌[8]).4-11-2تعزیف  )‌ ‌وٝ ‌وٙیس )فطو , )f x t‌‌ُٝ٘م‌ ‌ٕٞؿبیٍی ‌زض ‌وٝ ‌ثبقس ‌فبظی ‌ٔشغیطٜ ‌زٚ ‌سبثغ یه

0 0( , )x t سبثغ‌‌ )‌سؼطیف‌قسٜ‌اؾز. , )f x t0زض‌‌ 0( , )x tدیٛؾشٝ‌اؾز‌اٌط‌‌( , )f x t0زض‌‌ 0( , )x t‌‌ٝحس‌زاقش

)ثبقس‌ٚ‌ایٗ‌حس‌ثطاثط‌ثب‌ٔمساض‌ , )f x t‌‌ُٝ0زض‌٘م 0( , )x tثبقس‌یؼٙی‌‌
0 0

0 0
( , ) ( , )

.  lim ( , ) ( , )
x t x t

f x t f x t



‌

‌

‌[8]).5-11-2تعزیف  )‌ ‌وٝ )فطو‌وٙیس , ) :f x t ‌‌ ٚ0 0( , )x t ‌ ‌سؼٕیٓ ‌خعئی ‌ٔكشمبر ی‌یبفشٝ.

0زض‌٘مx‌‌ٚt‌‌ُٝ٘ؿجز‌ثٝ‌ٔشغیطٞبی‌‌fسبثغ‌ٞبوٛٞبضا‌‌ 0( , )x t0ضا‌ثٝ‌سطسیت‌ثب‌‌ 0( , )
gHx f x t‌‌ٚ0 0( , )

gHt f x t‌

‌قٛ٘سسؼطیف‌ٔیزٞٙس‌ٚ‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌٘كبٖ‌ٔی
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‌
0 0 0 0

0 0
0

0 0 0 0

0 0
0

( , ) ( , )
( , ) lim ,

( , ) ( , )
( , ) lim .

gH

gH

gH

x
h

gH

t
k

f x h t f x t
f x t

h

f x t k f x t
f x t

k






 


 

‌

0ثٝ‌قطٌ‌آ٘ىٝ‌ 0 0 0( , ), ( , )
gH gHx tf x t f x t  ٝسبثؼی‌وٝ‌ٔكشك‌دصیط‌خعئی‌سؼٕیٓ‌یبفش‌ ‌ثٝ‌َٛض‌ذلانٝ ی‌.

]"ضاٞبوٛٞبضا‌ثبقس‌ ]gH p ٌٛیٙس.‌"زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌

‌

‌[8]).2-11-2تذکز  )‌ )سبثغ , ) :f x t ‌‌ ‌٘مُٝ 0زض 0( , )x tٔشغیطٞبی‌‌‌ ‌‌x٘ؿجز‌ثٝ ٚt‌ ،[ ]gH p 

‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز‌اٌط‌ثٝ‌سطسیت‌ٔؼبزلار‌ظیط‌ٔٛخٛز‌ثبقس

(2.7)‌

0 0 0 0

0 0
0

0 0 0 0

0 0
0

( , ) ( , )
lim , ( , ) 0,

( , ) ( , )
lim , ( , ) 0.

gH

gH

gH

x
h

gH

t
k

f x h t f x t
D f x t

h

f x t k f x t
D f x t

k





 
  

 

 
  

  
‌‌([8]).6-11-2تعزیف  0فطو‌وٙیس 0( , ) , ( , ) :x t f x t ‌‌ ٚ( , ; )f x t‌‌ ٚ( , ; )f x tسٛاثؼی‌‌

‌سٛاٖ‌ٌفز‌آٍ٘بٜ‌ٔی‌ثبقٙس،‌xحمیمی‌ٔمساض‌ٚ‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌٘ؿجز‌ثٝ‌

 ( , )f x tسبثؼی‌‌[( ) ]i p ‌ٝزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌٘ؿجز‌ثx‌‌ُٝ0زض‌٘م 0( , )x tاؾز‌اٌط‌‌ 

(2.8)‌
. 0 0 0 0 0 0( , ; ) ( , ; )  ,   ( , ; ) .

i gHx x xf x t f x t f x t        ‌

 ( , )f x tسبثؼی‌‌[( ) ]ii p ‌ٝزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌٘ؿجز‌ثx‌‌ُٝ0زض‌٘م 0( , )x tاؾز‌اٌط‌ 

(2.9)‌
. 0 0 0 0 0 0( , ; ) ( , ; )  ,   ( , ; ) .

ii gHx x xf x t f x t f x t        ‌

‌

‌ثبثز‌‌([8]).7-11-2تعزیف  ‌٘مُٝ ‌اظای‌ٞط ‌0ثٝ ‌ٌٛییٓ‌وٝ ،0( , )t ‌‌ُؾٛیچ‌ثطای‌زیفطا٘ؿی‌ یه‌٘مُٝ

)دصیطی‌ , )f x t‌‌ ‌ٕٞؿبیٍی‌x٘ؿجز‌ثٝ ‌اظای‌ٞط ‌ثٝ ‌‌Vاؾز‌اٌط )0اظ , )t‌ٌ٘مب‌ ،1 0 2( , ) ( , ) ( , )x t t x t ‌

‌ٚخٛز‌زاقشٝ‌ثبقس‌ثٝ‌َٛضی‌وٝ‌

  نوع.I‌‌ ‌٘مُٝ )1زض , )x tسبثغ‌‌ ،( , )f x tسبثؼی‌‌[( ) ]i p ُٝضاث‌ ‌ثبقس‌ٚ ثطلطاض‌‌(2.9)‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط

)2٘جبقس‌ٚ‌ایٗ‌سبثغ‌زض‌٘مُٝ‌ , )x tسبثؼی‌،[( ) ]ii p ‌ُثطلطاض‌٘جبقس.‌(2.8)‌دصیط‌ثبقس‌ٚ‌ضاثُٝزیفطا٘ؿی‌

  نوع.II‌‌ُٝ1زض‌٘م( , )x tسبثغ‌‌،( , )f x tسبثؼی‌‌[( ) ]ii p ثطلطاض‌‌(2.8)‌ثبقس‌ٚ‌ضاثُٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط

)2٘جبقس‌ٚ‌ایٗ‌سبثغ‌‌زض‌٘مُٝ‌ , )x tسبثؼی‌،[( ) ]i p ُٝثطلطاض‌٘جبقس.‌‌(2.9)‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس‌ٚ‌ضاث‌

‌
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‌[8]).8-11-2تعزیف  )‌ ‌وٝ ‌وٙیس )فطو , ) :f x t ‌‌ ٚ‌ ‌فبظی )سبثؼی , )x f x t‌‌ ]سبثؼی ]gH p ‌

0زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌زض‌ 0( , )x t ‌‌ٝ٘ؿجز‌ثx‌ُٝآٍ٘بٜٔٛخٛز‌٘جبقس.‌‌زض‌‌ی‌ؾٛیچثبقس.‌ػلاٜٚ‌ثطایٗ‌٘م‌

 ( , )
gHx f x t‌‌ )]سبثؼی ) ]i p ‌ ‌ثٝ ‌٘ؿجز ‌دصیط ‌‌xزیفطا٘ؿیُ ‌٘ٛع ‌اٌط ]اؾز ]gH p ‌ُزیفطا٘ؿی

)دصیطی‌ , )f x t‌‌ٚ( , )
gHx f x t‌:یىؿبٖ‌ثبقس 

‌
. 0 0 0 0 0 0( , ; ) ( , ; )  ,    ( , ; ) .

i gHxx xx xxf x t f x t f x t         

 
( , )

gHx f x t‌‌ )]سبثؼی ) ]ii p ‌ ‌ثٝ ‌٘ؿجز ‌دصیط ‌‌xزیفطا٘ؿیُ ‌٘ٛع ‌اٌط ]اؾز ]gH p ‌ُزیفطا٘ؿی

)دصیطی‌ , )f x t‌‌ٚ( , )
gHx f x t‌:ٔشفبٚر‌ثبقس

 

‌
. 0 0 0 0 0 0( , ; ) ( , ; )  ,    ( , ; ) .

i gHxx xx xxf x t f x t f x t        ‌
‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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  3فصل 

 هعادلات دیفزانسیل هعوولی غیز قطعی 
 

 

 

 هقذهه 3-1

‌‌یطای‌سٛاثغ‌ٔكشك‌دصیط‌سؼٕیٓ‌یبفشٝزض‌ایٗ‌فهُ‌اثشسا‌ذهٛنیبسی‌ث     ٚ‌سٛاثغ‌فبظی‌ضیٕبٖ‌ا٘شٍطاَ‌ٞبوٛٞبضا

ٞبی‌ػسزی‌ثیبٖ‌ٚ‌زض‌ثؿٍ‌سیّٛض‌ثٝ‌ػٙٛاٖ‌یه‌ؾطی‌ٟٔٓ‌ٚ‌اؾبؾی‌زض‌ٔجحث‌ضٚـقٛز.‌اثجبر‌ٔییبٖ‌ٚ‌دصیط‌ث

ثط‌اؾبؼ‌ثؿٍ‌سیّٛض‌ثطای‌حُ‌ٔؼبزلار‌ضٚـ‌ػسزی‌اٚیّط‌‌قٛز.ٔرشّف‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌اثجبر‌ٔی‌حبلار

ٍٕٞطایی‌ایٗ‌ٚ‌ٔفبٞیٕی‌ٔب٘ٙس‌ذُبی‌ثطقی‌ٔٛيؼی،‌ذُبی‌خبٔغ‌ٚ‌‌قٛزٔیزیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔطسجٝ‌اَٚ‌ثیبٖ‌

،‌ا٘ؿیُ‌فبظی‌ذُی‌ٔطسجٝ‌اَٚٔب٘ٙس‌ٔؼبزلار‌زیفط‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیّیؾذؽ‌ٌیطز.‌ضٚـ‌ٔٛضز‌ثطضؾی‌لطاض‌ٔی

ثٝ‌نٛضر‌خبٔغ‌ٚ‌وبُٔ‌‌ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌ٔمساض‌ٔطظی‌ٚ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌وبُٔ

‌آیس.ی‌ثٝ‌زؾز‌ٔیؼ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطٚ‌خٛاة‌آٟ٘ب‌ثطاؾب‌قٛزٔیثطضؾی‌

‌

 هاکوهارا ی تعوین یافتهپذیز هشتق تواتع خصوصیات  3-2

-دطزاظز.‌ذهٛنیبسی‌ٔب٘ٙس‌ٔكشك‌حبنُی‌ٔكشك‌دصیط‌ٔیٝ‌ثطضؾی‌ذهٛنیبر‌سٛاثغ‌سه‌ٔشغیطٜایٗ‌ثرف‌ث

ثیبٖ‌ٚ‌اثجبر‌‌ثط‌اؾبؼ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ایی‌ظ٘دیطٜيطة،‌لبػسٜسفطیك،‌ٔكشك‌حبنُخٕغ،‌ٔكشك‌حبنُ

‌ثطایٗ‌لًبیبیی‌اؾبؾیٔی ‌لًیٝٔب٘ٙس‌ِٓ‌ضَٚ‌اظ‌حؿبة‌زیفطا٘ؿیُ‌قٛ٘س.‌ػلاٜٚ ‌آی‌ٔمساض‌ٔیب٘ی، ظٖٔٛ‌ٔكشك‌،

‌ثبظ‌ظیط‌ٔدٕٛػٝ‌اػساز‌حمیمی‌ٚ‌‌ٜیه‌ثبظ‌فطو‌وٙیس‌وٝ‌.‌زض‌ایٗ‌ثرف‌قٛ٘سٔی‌اَٚ‌ٚ‌زْٚ‌اثجبر

‌ثؿشٝ‌زض‌ٔدٕٛػٝ‌اػساز‌حمیمی‌ثبقس.‌یه‌ثبظٜ‌زٞٙسٜثؿشبض‌ایٗ‌ثبظٜ،‌٘كبٖ

‌

,فطو‌وٙیس‌وٝ‌‌([14]).1-2-3قضیه  :f g سٛاثؼی‌‌gH‌.زض‌ایٗ‌نٛضر‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقٙس‌

1.   . ..
( ) ( ) ( ) ( )i gH i gHi gH

f x g x f x g x     
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2.   . ..
( ) ( ) ( ) ( )ii gH ii gHii gH

f x g x f x g x    ‌

‌‌.2-2-3قضیه  ‌وٙیس ‌‌xفطو ‌سٛاثغ ٚ, :f g ‌‌ ]سٛاثؼی ]gH٘ٛع‌‌ ٚ‌ ‌ثبقٙس ‌دصیط زیفطا٘ؿیُ

)زض‌ایٗ‌نٛضر‌ُ‌دصیطی‌ٞط‌زٚ‌سبثغ‌یىؿبٖ‌ثبقس.‌زیفطا٘ؿی ) ( )gHf x g x‌،[ ]gH‌ٚزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز‌‌

‌( ) ( ) ( ) ( ).gH gH gH gH gHf g x f x g x  ‌
).‌فطو‌وٙیس‌اثثات ) ( ) ( )gHh x f x g x‌ٝسٛاٖ‌٘ٛقزٔی‌(2-2-4-2)سؼطیف.‌ثبسٛخٝ‌ث‌‌

(4.1)‌       ( ) ( ) ( ) ( )  ,
( ) ( ) ( )

   ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )   .
gH

i f x g x h x
f x g x h x

or ii g x f x h x

 
 

  
‌

)حبِز‌ )i ‌ِٝ٘ٛقز:‌سٛأٖی‌(1-2-3)لًیٝ‌ زض‌٘ظط‌ثٍیطیس.‌ثبسٛخٝ‌ثٝ‌(4.1)ضا‌زض‌ٔؼبز‌

(4.2)‌( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),gH gH gH gH gH gHf x g x h x h x f x g x        ‌

)ٚ‌حبِز‌ )ii‌ِٝسٛاٖ‌٘شیدٝ‌ٌطفز‌وٝ‌ثٝ‌نٛضر‌ٔكبثٝ‌ٔی‌(4.1)زض‌ٔؼبز‌

(4.3)‌( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ).gH gH gH gH gH gHg x f x h x h x g x f x           

)زض‌ایٗ‌نٛضر‌سٛاثغ ), ( )gH gHf x g x ‌‌ٚ( )gHh x(4.2)وٙٙس.‌ثٙبثطایٗ‌اظ‌ٔؼبزِٝنسق‌ٔی‌(2-2-4-2)سؼطیفزض‌‌‌

)سٛاٖ‌٘شیدٝ‌ٌطفز‌وٝ‌ٔی‌(4.3)ٚ ) ( ) ( ) ( )gH gH gH gH gHf g x f x g x  .□‌
 

f:.‌فطو‌وٙیس‌3-2-3قضیه  ‌ ،:g ‌ٚx‌ٗػلاٜٚ‌ثط‌ای‌.( )g xسبثؼی‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌زض‌‌

‌ ‌فبظی‌‌x٘مُٝ ‌سبثغ ٚ( )f xسبثؼی‌‌[ ]gH‌ ‌زض ‌‌xزیفطا٘ؿیُ‌دصیط ‌ثبظٜ ‌زض ‌ایٗ‌سبثغ ٚ‌ ی‌ٞیچ‌٘مُٝ‌ثبقس

‌.‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌ؾٛیچی‌٘ساقشٝ‌ثبقس

‌( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).gH gHf g x f x g x f x g x   ‌
‌٘ٛقز‌سٛأٖی(‌2-6-2)ٚ‌ٌعاضD‌ٜسٛخٝ‌ثٝ‌ذهٛنیبر‌فبنّٝ‌ٞبؾسٚضف‌‌.‌ثباثثات

‌


   

( ) ( ) ( ) ( )
, ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ( ) ( ) ( )

gH

gH

gH gH

gH

gH

gH

f x h g x h f x g x
D f x g x f x g x

h

f x h g x h f x g x h f x g x h f x g x
D

h

f x g x f x g x

f x h f x g x h f x g x h g x
D f x g x f x g

h

  
   

 

    
 



 

    
   ( )x

 
 
 
 

‌



31 

 

   

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ( ) ( ) , ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ), ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) .

gH

gH

gH

gH

f x h f x g x h f x g x h g x
D f x g x D f x g x

h h

f x h f x g x h g x
D g x h f x g x D f x f x g x

h h

      
      
    

     
       
    

‌

‌□آیس.٘شیدٝ‌ٔٙبؾت‌ثٝ‌زؾز‌ٔی‌0hوٝ‌ٚلشی‌

‌

‌ ([7]).1-2-3تذکز  f:اٌط ‌‌ ‌gHسبثؼی ٚ‌ ‌دصیط g:زیفطا٘ؿیُ دصیط‌‌‌ ‌زیفطا٘ؿیُ سبثؼی

‌ثبقس،‌آٍ٘بٜ‌

i. ‌ )اٌط )f x‌‌ )]سبثؼی ) ]i gH ‌ ‌دصیط، )زیفطا٘ؿیُ ) 0g x ‌‌ ٚ( ) 0g x ‌‌ )آٍ٘بٜ ) ( )gHf g x‌

)]سبثؼی‌ ) ]i gH .زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز 

ii. ‌ )اٌط )f x‌‌ )]سبثؼی ) ]i gH ‌ ‌دصیط، )زیفطا٘ؿیُ ) 0g x ‌‌ ٚ( ) 0g x ‌‌ )آٍ٘بٜ ) ( )gHf g x‌

)]سبثؼی‌ ) ]ii gH .زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز 

iii. ‌ )اٌط )f xسبثؼی‌‌[( ) ]i gH ‌ ‌دصیط، )زیفطا٘ؿیُ ) 0g x ‌‌ ٚ( ) 0g x ‌‌ )آٍ٘بٜ ) ( )gHf g x‌

)]سبثؼی‌ ) ]ii gH .زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز 

iv. ‌ )اٌط )f x‌‌ )]سبثؼی ) ]i gH ‌ ‌دصیط، )زیفطا٘ؿیُ ) 0g x ‌‌ ٚ( ) 0g x ‌‌ )آٍ٘بٜ ) ( )gHf g x‌

)]سبثؼی‌ ) ]i gH .زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز 

 

‌‌.4-2-3قضیه  ‌وٝ ‌وٙیس :فطو : ( )g g  ‌‌ ‌زض ‌دصیط ‌زیفطا٘ؿیُ ‌َطفی‌‌xسبثؼی ‌اظ ثبقس.

:f  ‌‌ ٚ‌ ‌فبظی ‌gHسبثؼی ‌اظ ‌٘مُٝ ‌ٞط ‌زض ‌دصیط )زیفطا٘ؿیُ )g x‌‌ٝو‌ ‌نٛضر‌ٚلشی ‌ایٗ ‌زض ثبقس.

( ) 0g x ‌

‌. .

. .

( ) ( ) ( ) ( ( )),

( ) ( ) ( ) ( ( )).

i gH i gH

ii gH ii gH

fog x g x f g x

fog x g x f g x

  

  
‌

)ٚ‌ثٝ‌اظای‌ ) 0g x ‌

‌. .

. .

( ) ( ) ( ) ( ( )),

( ) ( ) ( ) ( ( )).

i gH ii gH

ii gH i gH

fog x g x f g x

fog x g x f g x

  

  
‌

‌‌اثثات. ‌وٝ ‌وٙیس )فطو )( ; )fog x ‌‌ )]سبثؼی ) ]i gH ‌ ‌ٞط ‌اظای ‌ثٝ ‌دصیط ‌‌‌ٚ[0,1]زیفطا٘ؿیُ ثبقس

( ) 0g x ٓزض‌ایٗ‌نٛضر‌زاضی‌،‌
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‌
.

( ) ( ; ) ( ( ( ; )))   ,  ( ( ( ; ))) ( )( ) ( ( ; ))  ,   ( )( ) ( ( ; ))

     ( ) ( ) ( ; )  ,  ( ( ; )     ( ) ( ( )) ; ) .i gH

fog x f g x f g x g x f g x g x f g x

g x f x f x g x f g x

    

  

   

 

             

      

‌

‌ ‌حبِز ‌زض ‌لًیٝ )]دؽ ) ]i gH اؾز‌ ‌ثطلطاض ‌دصیط ‌زیفطا٘ؿیُ ‌سبثغ ‌وٝ ‌حبِشی ‌ثطای ‌اثجبر .( )f xسبثؼی‌‌

[( ) ]ii gH ‌ٚزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز‌( ) 0g x .ٔكبثٝ‌اؾز‌،‌

)حبَ‌فطو‌وٙیس‌وٝ‌ )( ; )fog x سبثؼی‌‌[( ) ]i gH ‌ٚزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس‌( ) 0g x ٓزض‌ایٗ‌حبِز‌زاضی‌.‌

‌
.

( ) ( ; ) ( ( ( ; )))   ,  ( ( ( ; ))) ( )( ) ( ( ; ))  ,   ( )( ) ( ( ; ))

     ( ) ( ) ( ; )  ,  ( ) ( ; )     ( ) ( ( ; )).ii gH

fog x f g x f g x g x f g x g x f g x

g x f x f x g x f g x

    

  

   

 

             

       

‌

‌□اثجبر‌ثطای‌حبِز‌ثؼسی‌ثٝ‌نٛضر‌ٔكبثٝ‌اؾز.

‌

‌5-2-3قضیه  ‌وٝ ‌فطو‌وٙیس .:[ , ]f a bٞط‌‌ ‌ثبقس. ‌فبظی ‌یه‌سبثغ )ٌبٜ )f x‌ُٝ٘م‌ ‌زض )ی ; )c a b

)ٔبوعیٕٓ‌ٔٛيؼی‌)ٔیٙیٕٓ‌ٔٛيؼی(‌زاقشٝ‌ٚ )f xسبثؼی‌gHآٍ٘بٜ‌‌،ثبقس‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط( ) 0gHf c .‌

‌اثثات ‌وٝ ‌فطو‌وٙیس .c‌ُٝثبقس٘م‌ ‌ٔٛيؼی ‌ٔبوعیٕٓ ‌‌)ی ‌وٝ ‌اؾز‌ثٝ‌ٔیc‌ٙاثجبر‌ثطای‌حبِشی ‌ٔٛيؼی ٕیٓ

-2یف‌)زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز.‌ثٙبثطایٗ‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌سؼطc‌،gHی‌زض‌٘مf‌ُٝ(.‌سبثغ‌فبظی‌نٛضر‌ٔكبثٝ‌اؾز

‌سٛاٖ‌٘ٛقز‌ٔی‌(8-7
( ) ( )

( ) lim .
gH

gH
x c

f x f c
f c

x c
 


‌

)ٞطٌبٜ , )x a c‌‌ٝ(‌اٌط‌2-5-2)ٌعاضٜ(‌4‌ٚ-7-2)سؼطیفآٍ٘بٜ‌ثب‌سٛخٝ‌ث‌

            
( ) ( )

0, 0 ,
gHf x f c

x c
x c

  


‌‌‌‌‌‌‌‌‌ٚ( ) ( ) 0gHf x f c‌

)دؽ‌ ) 0gHf cثٝ‌نٛضر‌ٔكبثٝ‌ثب‌فطو‌‌.( , )x c bسٛاٖ‌٘شیدٝ‌ٌطفزٔی‌‌

           
( ) ( )

0, ( ) 0
gH

gH

f x f c
f c

x c



‌

)آ٘چٝ‌وٝ‌ثیبٖ‌قس‌زض‌ٟ٘بیز‌زاضیٓ‌ٚ‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ ) 0gHf c .□‌

‌

]سبثؼی‌دیٛؾشٝ‌فبظی‌زض‌‌fِٓ‌ضَٚ(‌فطو‌وٙیس‌وٝ‌‌.)1-2-3لن  , ]a b‌‌ٚgHضٚی‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌( , )a b‌

)سبثؼی‌ثبقس.‌اٌط‌ ) ( )f a f bزض‌ایٗ‌نٛضر‌‌( , )c a bٚخٛز‌زاضز‌ثٝ‌َٛضی‌‌( ) 0gHf c .‌

).‌زاضیٓ‌اثثات ) ( )f a f b‌ٝٔمبزیط‌‌(2.2)ٔؼبزِٝ‌ی‌،‌دؽ‌ثبسٛخٝ‌ث, [ , ]Min Maxx x a b‌‌ٝٚخٛز‌زاض٘س‌ثٝ‌َٛضی‌و

]ثٝ‌اظای‌ٕٞٝ‌ٔمبزیط‌ , ]x a b‌‌ٓزاضی( ) ( ) ( )Min Maxf x f x f x‌.‌
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‌ ‌٘ظط‌ثٍیطیس‌وٝ ‌زض )حبِشی‌ضا ) ( )Min Maxf x f xدؽ‌‌ ،fٔمبزیط‌‌‌ ‌اظای‌ٕٞٝ ‌ثٙبثطایٗ‌ثٝ ثبیس‌سبثغ‌ثبثز‌ثبقس.

( , )x a b‌‌ٓزاضی( ) 0gHf x زض‌ایٗ‌نٛضر‌‌cظٜ‌ٔی‌سٛا٘س‌ٞط‌ٔمساضی‌زض‌ثب‌( , )a b‌.ثبقس‌

‌ )حبَ‌فطو‌وٙیس‌وٝ ) ( )Min Maxf x f x‌ ‌ٔمبزیط ‌ایٗ‌حبِز‌حسالُ‌یىی‌اظ ‌زض .( )minf x‌ ،( )Maxf xثب‌‌‌ ثطاثط

( ) ( )f a f bفطو‌ٔی٘ی‌‌ ‌ثسٖٚ‌اظ‌زؾز‌زازٖ‌وّیز‌ٔؿبِٝ، )وٙیٓ‌وٝ‌ؿز. ) ( ) ( )Maxf x f a f b حبِز‌‌ .

‌وٙیٓ‌.٘ظط‌ٔیٝاظ‌اثجبر‌آٖ‌نطفوٝ‌قٛز‌زیٍط‌٘یع‌ثٝ‌ضٚقی‌یىؿبٖ‌اثجبر‌ٔی

Maxcفطو‌وٙیس‌وٝ‌ xٔكرم‌اؾز‌وٝ‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌‌( , )c a b‌ٝسٛاٖ‌٘شیدٝ‌ٔی‌(5-2-3)لًیٝ،‌ثب‌سٛخٝ‌ث

)ٌطفز‌وٝ‌ ) 0gHf c .□‌

‌

]:فطو‌وٙیس‌. 1-2-3هثال  , ]f   ‌‌ٚ ( ) 1.1,6.3,9.5 sin( )f x xایٗ‌سبثغ‌زض‌‌.[ , ] ‌ٚ‌ٝدیٛؾش

( ) ( ) 0f f   اظ‌َطفی‌ٔكشك‌‌.gH‌ٜی‌ایٗ‌سبثغ‌٘یع‌زض‌ثبظ( , ) خٝ‌ثٝ‌ِٓ.‌دؽ‌ثب‌سٛٚخٛز‌زاضز‌   

)ثبیس‌‌c،‌ثطای‌یبفشٗ‌ٔمساض‌ٔٙبؾت‌ثطای‌(3-2-1) )gHf x‌ٓزاضیٓ‌ضا‌ثطاثط‌ثب‌نفط‌لطاض‌زٞی‌.‌

‌( ) (1.1,6.3,9.5)cos( ) 0,gHf x x  ‌

]دؽ‌زض‌ثبظٜ‌‌ , ] 1:ٚخٛز‌زاضز‌زٚ‌ٔمساض‌ٔٙبؾت‌‌ 2,
2 2

c c
 

 ُ(‌ایٗ‌٘ىش2‌ٝ-3)(‌1ٚ-3ٞبی).‌زض‌قى

 ثٝ‌نٛضر‌ٞٙسؾی‌٘كبٖ‌زازٜ‌قسٜ‌اؾز.

‌

‌‌
‌ٕ٘بیف‌سبثغ‌فبظی‌.1-3شکل 

( ; ) [1.1 5.2 9.5 3.2 ]sin( )f x x    ‌

‌ٕ٘بیف‌سبثغ‌فبظی‌.2-3شکل 

( ; ) [1.1 5.2 9.5 3.2 ]cos( )gHf x x     ‌
‌
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سٛاٖ‌اثجبر‌وطز.‌ایٗ‌زیفطا٘ؿیُ‌ٚ‌ا٘شٍطاَ‌ضا‌ٔی‌سطیٗ‌لًبیبی‌ٔطثٌٛ‌ثٝ‌حؿبة،‌یىی‌اظ‌ِٟٔٓٓ‌ضَٚثب‌اؾشفبزٜ‌اظ‌

زیفطا٘ؿیُ‌‌ی‌ٔمساض‌ٔیب٘ی‌ثطای‌اثجبر‌لًبیبی‌ظیبزی‌زض‌حؿبةٔمساض‌ٔیب٘ی‌ٔكٟٛض‌اؾز.‌اظ‌لًیٝ‌لًیٝ‌ثٝ‌لًیٝ

‌قٛز.‌اؾشفبزٜ‌ٔی‌ٔٛيٛػبر‌زیٍطی‌٘ظیط‌آ٘بِیع‌ػسزی‌ٚ‌ا٘شٍطاَ‌ٚ

‌

]:لًیٝ‌ٔمساض‌ٔیب٘ی‌فبظی‌وٛقی(‌فطو‌وٙیس‌).6-2-3 قضیه , ]f a b‌ٝثط‌سبثؼی‌فبظی‌ٚ‌دیٛؾش[ , ]a b‌‌ٝو

‌ )زض , )a b‌gHٗثطای‌ ‌ػلاٜٚ ‌اؾز. ‌دصیط ]:‌زیفطا٘ؿیُ , ]g a b‌‌ ‌زض ‌دیٛؾشٝ ٚ‌ ‌حمیمی ]سبثؼی , ]a b‌‌ٚ

)زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌زض‌ثبظٜ‌ , )a bاؾز.‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌‌( , )c a b‌‌ٝٚخٛز‌زاضز‌ثٝ‌َٛضی‌و‌

(4.4)‌ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).gH gHf b f a g c g b g a f c     ‌

‌زٞیٓ.‌لطاض‌ٔی‌اثثات

‌ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).gH gHx f b f a g x g b g a f x    ‌
‌ ‌ثٝ ‌سٛخٝ ‌1-7-2)ِٓثب ٚ‌ ‌ٔی‌(2-2-3)لًیٝ( ‌٘شیدٝ ‌وٝ ‌‌ٌیطیٓ ‌فبظی‌ضٚی ‌دیٛؾشٝ ]سبثؼی , ]a b‌‌ ٚgH

)زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ضٚی‌ , )a b‌ٚاؾز‌( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )gHa f b g a f a g b b  ‌ٝٔی‌(2-2-3)لًیٝ.‌ثب‌سٛخٝ‌ث-

‌٘ٛقز‌‌(4.4)سٛاٖ‌ثطای‌ٔؼبزِٝ

‌ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).gH gH gH gHx f b f a g x g b g a f x     ‌
)،‌ٔمساضی‌ٔب٘ٙس‌(1-2-3)ِٓثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ , )c a b‌‌ٝٚخٛز‌زاضز‌ثٝ‌َٛضی‌و( ) 0gH c .‌‌ُٝٚايح‌اؾز‌وٝ‌٘مc‌

 □وٙس.نسق‌ٔی‌(4.4)زض‌ٔؼبزِٝ

‌

]:فطو‌وٙیس‌‌.)‌لًیٝ‌ٔمساض‌ٔیب٘ی‌فبظی(7-2-3قضیه  , ]f a bدیٛؾشٝ‌فبظی‌زض‌ثبظٜ‌سبثؼی‌[ , ]a bثبقس‌‌

)وٝ‌زض‌ , )a bgHای‌ٔب٘ٙس‌،‌آٍ٘بٜ‌٘مُٝزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز( , )c a b‌ٖٚخٛز‌زاضز‌وٝ‌زض‌آ‌

‌
( ) ( )

( ) .
gH

gH

f b f a
f c

b a
 


‌

)(‌لطاض‌زٞیس‌6-2-3)لًیٝ.‌وبفی‌اؾز‌زض‌اثثات )g x x.□ 

 

f[0,3]:فطو‌وٙیس‌‌.2-2-3هثال  ‌‌ٚ  3( ) 1,6.5,8f x x‌ٜدیٛؾشٝ‌اؾز‌‌[0,3].‌سبثغ‌زازٜ‌قسٜ‌زض‌ثبظ

ٚخٛز‌زاضز‌ثc‌‌ٝ(0,3)دؽ‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌لًیٝ‌ٔمساض‌ٔیب٘ی‌‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز.gHسبثؼی‌‌(0,3)ٚ‌زض‌ثبظٜ‌

‌َٛضی‌وٝ‌
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‌ 
   2
1,6.5,8 9 1,6.5,8 (0)

3 1,6.5,8 ,
3

gH
c ‌

)دؽ‌ثٙبثط‌لؿٕز‌ )i‌ٜ1(‌زاضی1‌ٓ-4-4-2)زض‌ٌعاضc .‌

‌

]:فطو‌وٙیس‌وٝ‌‌.2-2-3لن  , ]f a bزض‌( , )a bبثؼی‌،‌سgHثبقس.‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌

)ٞط‌ٌبٜ‌ثٝ‌اظای‌ٞط .1 , )x a b‌،( ) 0gHf xٜآٍ٘ب‌،f‌.سبثؼی‌نؼٛزی‌اؾز 

)ٞط‌ٌبٜ‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌ .2 , )x a b‌‌،( ) 0gHf xٜآٍ٘ب‌،f‌.سبثؼی‌٘عِٚی‌اؾز 

)ٞطٌبٜ‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌ .3 , )x a b‌‌،( ) 0gHf x ‌ٜآٍ٘ب‌،f‌.سبثغ‌ثبثز‌اؾز 

‌.اثثات

‌ٔمبزیط‌ .1 ‌اظای‌ٕٞٝ )فطو‌وٙیس‌ثٝ , )x a b‌‌ٓثبقی‌ )زاقشٝ ) 0gHf x،, [ , ]p q a bٚp q‌ ‌ایٗ‌. زض

]نٛضر‌ , ] [ , ]p q a b‌‌ٝسٛخٝ‌ث‌ )سٛاٖ‌ٌفز‌وٝ‌حسالُ‌یه‌ٔی‌(7-2-3)لًیٝٚ‌ثب , )c p qٚخٛز‌‌

‌ثٝ‌َٛضی‌وٝزاضز‌
( ) ( )

( )
gH

gH

f q f p
f c

q p
 


).‌چٖٛ‌ , )c p qدؽ‌‌( , )c a bیٗ‌٘كبٖ‌ٔی‌زٞس‌ٚ‌ا‌

 وٝ

‌( ) ( ) ( )( ) 0,gH gHf q f p f c q p ‌
)‌دؽ‌ ) ( )f p f q‌ٗثٙبثطای‌،f‌.سبثؼی‌نؼٛزی‌اؾز‌

 قٛز.اثجبر‌ٔی‌1حبِز‌ایٗ‌ثرف‌اظ‌لًیٝ‌ثٝ‌نٛضر‌ٔكبثٝ‌ثب‌ .2

3. ‌‌ ‌ٞط ‌اظای )ثٝ , )x a b‌‌ )زاضیٓ ) 0gHf x ‌ ‌ٔی7-2-3)لًیٝ. ‌٘كبٖ ‌وٝ‌( زٞس

( )( ) ( ) ( )gH gHf c q p f q f p  ٗنٛضر‌‌.‌زض‌ای‌

‌                 ( ) ( ) 0 ( ) ( ) .gHf q f p f q f p  ‌
]زض‌ثبظf‌‌ٜوٙس‌وٝ‌فٛق‌ثیبٖ‌ٔی‌ضاثُٝ , ]a b‌.یه‌ثبثز‌اؾز□‌

‌

]:.‌فطو‌وٙیس‌وٝ‌ 3-2-3 لن , ]f a b‌‌ٚیه‌سبثغ‌فبظی‌( , )c a bثبقس.‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌‌‌

‌اظای‌ .1 ‌ثٝ 0ٞطٌبٜ سبثغ‌ ،fضٚی‌‌( )c ضٚی‌‌ )نؼٛزی‌ٚ , )c c ٘عِٚی‌ثبقس‌‌ ‌آٍ٘بٜ ،cیه‌‌

 .‌اؾز‌fٔبوعیٕٓ‌ٔٛيؼی‌ثطای‌

‌اظای‌ .2 ‌ثٝ 0ٞط‌ٌبٜ سبثغ‌ ،fضٚی‌( )c ٚ‌ضٚی‌‌٘عِٚی‌( , )c c آٍ٘بٜ‌نؼٛزی‌ثبقس‌‌ ،cیه‌‌

 .اؾز‌fٔٛيؼی‌ثطای‌‌ٔیٙیٕٓ
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‌□.اثجبر‌ٚايح‌اؾز‌(،5-7-2(‌ٚ‌)4-7-2)سؼبضیف.‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌اثثات

‌

)ی‌ثبظ‌ثطسٕبْ‌٘مبٌ‌ثبظf‌ٜ(‌فطو‌وٙیس‌سبثغ‌فبظی‌آظٖٔٛ‌اَٚ‌ٔكشك‌).8-2-3قضیه  , )a bوٝ‌قبُٔ‌ػسزی‌ٔب٘ٙس‌‌

cٚ‌فطو‌وٙیس‌‌ٛؾشٝ‌ثبقسدی‌،اؾز‌( )gHf x‌‌ٌثطسٕبْ‌٘مب( , )a b‌ًزض‌ػسز‌‌ثٝ‌خع‌احشٕبلاcٚخٛز‌زاقشٝ‌ثبقس‌.‌

)،‌شٟبیی‌ؾٕز‌ضاؾز‌آٖ‌ثبقسی‌ا٘٘مc‌ُٝی‌ثبظی‌وٝ‌ٚالغ‌زض‌ثبظx‌ٜاٌط‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌ .1 ) 0gHf xٚ‌اٌط‌‌

)،‌بقس٘مُٝ‌ی‌ا٘شٟبیی‌ؾٕز‌چخ‌آٖ‌ث‌cی‌ثبظی‌وٝ‌ٚالغ‌زض‌ثبظx‌ٜثٝ‌اظای‌ٞط‌ ) 0gHf x‌ٜآٍ٘ب‌،f‌

 ٔیٙیٕٓ‌٘ؿجی‌زاضز.‌cزض‌

)،‌ی‌ا٘شٟبیی‌ؾٕز‌ضاؾز‌آٖ‌ثبقس٘مc‌ُٝی‌ثبظی‌وٝ‌ٚالغ‌زض‌ثبظx‌ٜاٌط‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌ .2 ) 0gHf xٚ‌اٌط‌‌

)،‌ی‌ا٘شٟبیی‌ؾٕز‌چخ‌آٖ‌ثبقس٘مc‌ُٝی‌ثبظی‌وٝ‌ٚالغ‌زض‌ثبظx‌ٜثٝ‌اظای‌ٞط‌ ) 0gHf x‌ٜآٍ٘ب‌،f‌

 ٔبوعیٕٓ‌٘ؿجی‌زاضز.‌cزض‌

)اٌط‌ .3 )gHf xزٚ‌َطف‌زضٞط‌‌c‌ٞزض‌ایٗ‌نٛضر‌سسغییط‌ػلأز‌٘س‌،( )f c٘ٝ‌ٚ‌٘ٝ‌ٔبوعیٕٓ‌ٔٛيؼی‌‌

 ٔیٙیٕٓ‌ٔٛيؼی‌اؾز‌

‌قٛز.ؾبیط‌حبلار‌ثٝ‌نٛضر‌ٔكبثٝ‌اثجبر‌ٔی.‌وٙیٓضا‌اثجبر‌ٔی‌1.‌ٔب‌لؿٕز‌اثثات

]ثٝ‌اظای‌ٞط‌‌،ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌فطو‌ٔؿبِٝ , ]c a bسٛاٖ‌٘ٛقزٔی‌‌

  ( , ) : ( ) 0  .gHx a c f x ‌‌ٚ    ( , ) : ( ) 0  gHx c b f x ‌

]زض‌ثبظf‌‌ٜ(‌سبثغ‌2-2-3)ثٙب‌ثٝ‌ِٓ , ]a c‌‌ٜ٘عِٚی‌ٚ‌زض‌ثبظ[ , ]c b‌.(‌٘شیدٝ‌ٔی3-2-3)ِٓاظ‌‌سبثؼی‌نؼٛزی‌اؾز-

 □زاضای‌یه‌ٔیٙیٕٓ‌ٔٛيؼی‌اؾز.‌cزض‌‌fقٛز‌وٝ‌

‌

‌چٙیٗ‌ٔیآظٖٔٛ‌ٔكشك‌اَٚ‌ثطای‌اوؿشطٔٓ ‌چٙب٘چٝ‌ٞبی‌ٔٛيؼی‌اؾبؾبً ‌‌fٌٛیس‌وٝ ‌اٌط‌‌cزض ‌ثبقس‌ٚ دیٛؾشٝ

)یبثس،‌ػلأز‌خجطی‌افعایف‌ٔی‌cزض‌حٛاِی‌ػسز‌‌xٍٞٙبٔی‌وٝ‌ )gHf xآٍ٘بٜ‌اظ‌ٔثجز‌ثٝ‌ٔٙفی‌سغییط‌وٙس‌‌،f‌

‌ػلأز‌خجطیعایف‌ٔی‌یبثساف‌cزض‌حٛاِی‌‌xٚ‌اٌط‌ٍٞٙبٔی‌وٝ‌‌زاضای‌یه‌ٔبوعیٕٓ‌ٔٛيؼی‌اؾز‌cزض‌ ،

( )gHf xآٍ٘بٜ‌اظ‌ٔٙفی‌ثٝ‌ٔثجز‌سغییط‌وٙس‌‌،fزض‌‌c‌‌.زاضای‌یه‌ٔمساض‌ٔیٙیٕٓ‌ٔٛيؼی‌اؾز‌

‌‌

)ٚ‌ثبقس‌fیه‌ػسز‌ثحطا٘ی‌سبثغ‌فبظی‌‌cفطو‌وٙیس‌.)‌آظٖٔٛ‌زْٚ‌ٔكشك(‌9-2-3قضیه  ) 0gHf c ٓٞ‌.‌ٗچٙی

)،‌cزض‌ثبظٜ‌ی‌ثبظ‌قبx‌‌ُٔفطو‌وٙیس‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌ )gHf xػلاٜٚ‌ثط‌ایٗ‌ٔكشك‌ٚخٛز‌زاقشٝ‌ثبقس‌‌.gH‌‌ٝٔطسج

‌ٚخٛز‌زاضز.‌آٍ٘بٜ‌زاضیc‌ٓزض‌٘مf‌‌ُٝزْٚ‌سبثغ‌
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)اٌط‌ .1 ) 0gHf c‌ٜآٍ٘ب‌،fزض‌‌c‌.یه‌ٔمساض‌ٔیٙیٕٓ‌ٔٛيؼی‌زاضز 

)اٌط‌ .2 ) 0gHf c‌ٜآٍ٘ب‌،fزض‌‌c‌.یه‌ٔمساض‌ٔبوعیٕٓ‌ٔٛيؼی‌زاضز 

0اٌط‌ .3 ( ( ))gHsupp f cی‌سٛاٖ‌٘ٛع‌٘مُٝزض‌ایٗ‌نٛضر‌ٕ٘ی‌c‌.ضا‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ایٗ‌لًیٝ‌ثٝ‌زؾز‌آٚضز 

‌.‌اثثات

)ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌فطو‌‌ .1 )gHf c‌‌ٚٚخٛز‌زاضز‌( ) 0gHf cٜثبظی‌ٔب٘ٙس‌‌ی،‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌ثبظIحبٚی‌‌c‌

‌ٚخٛز‌زاضز‌ثٝ‌َٛضی‌وٝ‌

‌
0 0

( ) ( ) ( )
0 ( ) lim lim .

gH gH gH gH

gH
h h

f c h f c f c h
f c

h h 

   
  ‌

ثٝ‌ا٘ساظٜ‌وبفی‌وٛچه‌زاضیh‌‌ٓثٝ‌اظای‌‌دؽ
( )

0
gHf c h

h

 
0hاؾز‌وٝ‌اٌط‌‌ٔؼٙی‌آٖ‌ایٗ‌ثٝ‌. ‌،

)آٍ٘بٜ‌ ) 0gHf c h 0ٚ‌اٌط‌‌h ٜآٍ٘ب‌،‌( ) 0gHf c h ‌.ٗثٙبثطای‌( )gHf xاظ‌ٔٙفی‌ثٝ‌ٔثجز‌زض‌‌c‌

‌.ض‌ٔیٙیٕٓ‌ٔٛيؼی‌اؾززاضای‌یه‌ٔمسا‌cزض‌‌f(‌8-2-3)لًیِٝصا‌ثٙبثط‌‌وٙسسغییط‌ٔی

‌□اثجبر‌ثمیٝ‌حبلار‌٘یع‌ثٝ‌نٛضر‌ٔكبثٝ‌اؾز.
 

‌

  تواتع فاسی ریواى انتگزال پذیز خصوصیات   3-3

‌ ‌ضیبيیبر‌اؾز‌وٝ ‌اؾبؾی‌زض ‌ٔفبٞیٓ ‌یىی‌اظ ‌ثبا٘شٍطاَ ‌انّی‌حؿبة‌‌ٕٞطاٜ ‌ػٍّٕط زیفطا٘ؿیُ‌ٚ‌ٔكشك‌زٚ

ا٘شٍطاَ‌دصیط(‌FRفبظی‌ضیٕبٖ‌ا٘شٍطاَ‌دصیط)زٞٙس.‌ایٗ‌ثرف‌ثٝ‌ثطضؾی‌ذهٛنیبر‌سٛاثغ‌ا٘شٍطاَ‌ضا‌سكىیُ‌ٔی

‌قٛ٘س.٘شٍطاَ‌ٌیطی‌خعء‌ثٝ‌خعء‌اثجبر‌ٔیی‌الًبیبیی‌اؾبؾی‌ٔب٘ٙس‌لًیٝ‌دطزاظز‌ٚٔی

‌

‌. 1-3-3لن  ]:فطو‌وٙیس‌وٝ ,  ]f a bسبثؼی‌‌gHثبقس.‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط
 

( )gHf xفبظی‌‌ سبثؼی‌دیٛؾشٝ

]ضٚی‌ , ]a b‌،آٍ٘بٜ‌‌ثبقس‌

‌. .( ) ( 1 ) ( ) .
a s

i gH ii gH
s a

f x dx f x dx   ‌

)سبثؼی‌‌f.‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌فطو‌لًیٝ،‌سبثغ‌اثثات )FR‌ٚا٘شٍطاَ‌دصیط‌اؾز‌‌

(4.5)‌. ( ; ) ( ) ( ; ) ,  ( ) ( ; )

( ; ) ( ; ),  ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ),

a a a

i gH
s s s

f x dx f x dx f x dx

f a f s f a f s f a f s

  

     

 

   

   
  

     

  ‌

‌ػلاٜٚ‌ثطایٗ‌
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(4.6). ( ; ) ( ) ( ; ) ,  ( ) ( ; )

( ; ) ( ; ),  ( ; ) ( ; ) ( 1) ( ; ) ( 1) ( ; ),

s s s

ii gH
a a a

f x dx f x dx f x dx

f s f a f s f a f a f s

  

     

 

   

   
  

       

  ‌

‌□آیس.حىٓ‌لًیٝ‌ثٝ‌زؾز‌ٔی‌(4.6)ٚ‌(4.5)ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ٔؼبزلار

‌

‌1-3-3قضیه  ]:‌فطو‌وٙیس. ,  ]f a bسبثؼی‌‌gH‌ُزیفطا٘ؿی‌ ‌٘ٛع ‌َٛضی‌وٝ ‌ثٝ ‌ثبقس زیفطا٘ؿیُ‌دصیط

]دصیطی‌ضٚی‌ , ]a b‌.سغییط‌٘ىٙس‌

i. اٌط‌( )f xیه‌سبثغ‌‌[( ) ]i gH آٍ٘بٜ‌،زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس‌. ( )i gHf xسبثؼی‌‌( )FRط‌ا٘شٍطاَ‌دصی

]ضٚی‌ , ]a b‌‌ٚاؾز‌‌

‌
.( ) ( ) ( ) ,                                .

s

i gH
a

f s f a f x dx a s b   ‌

ii. اٌط‌( )f xیه‌سبثغ‌‌[( ) ]ii gH آٍ٘بٜ‌،زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس. ( )ii gHf xسبثؼی‌( )FRا٘شٍطاَ‌دصیط‌

]ضٚی‌ , ]a b‌‌ٚاؾز‌‌

‌
.( ) ( ) ( 1) ( ) ,                          .

s

ii gH
a

f a f s f x dx a s b    ‌

‌

-زض‌ایٗ‌نٛضر‌ٔی‌.دیٛؾشٝ‌فبظی‌اؾز‌ثٙبثطایٗزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز،‌gHسبثؼی‌‌fسبثغ‌‌ثٝ‌زِیُ‌ایٙىٝ‌اثثات.

)یه‌سبثغ‌‌fسٛاٖ‌ٌفز‌وٝ‌ )FRا٘شٍطاَ‌دصیط‌ضٚی‌[ , ]a b‌‌.اؾز‌

i. ‌ٝفطو‌وٙیس‌و( )f xیه‌سبثغ‌‌[( ) ]i gH .زاضیٓ‌‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس 

‌

. ( ; ) ( ( ; )   ,   ( ) ( ; )

( ; ) ( ; )  ,   ( ; ) ( ; )

( ; )  ,   ( ; ) ( ; ) ( ; )

)

,

s s s

i gH
a a a

f x dx f x dx f x dx

f s f a f s f a

f s f s f a f a

  

   

   

 

   

   

  
  

    

     



 

  

 

‌سٛاٖ‌٘ٛقز‌دؽ‌ٔی

‌. .( ; ) ( ; ) ( , )        ( ; ) ( , ) ( ; ) .
s s

i gH i gH
a a

f x dx f s f a f s f a f x dx          ‌

‌اؾز.اثجبر‌زض‌ایٗ‌حبِز‌ثطلطاض‌

ii. ‌ٝفطو‌وٙیس‌و( )f xیه‌سبثغ‌‌[( ) ]ii gH زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس.‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌ 
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‌
.( 1) ( ; ) ( 1) ( ) ( ; )   ,  ( 1) ( ) ( ; )

( ; ) ( ; )  ,   ( ; ) ( ; )

( ; )  ,   ( ; ) ( ; ) ( ; ) .

s s s

ii gH
a a a

f x dx f x dx f x dx

f a f s f a f s

f a f a f s f s

  

   

   

 

   

   

      
  

    

       

  
‌

‌□.ثطلطاض‌اؾزحىٓ‌ثٙبثطایٗ‌

‌

]:.‌فطو‌وٙیس‌2-3-3قضیه  ,  ]f a b ‌‌ٚ([ , ],  )n

gHf a bثٝ‌اظای‌ٞط‌‌.[ ,  ]s a b‌

i. ‌ )‌سٛاثغاٌط )  k

gHf‌‌ ‌اظای k,...,1ثٝ n‌‌ )]سٛاثؼی ) ]i gH ٘ٛع‌‌ ٚ‌ ‌ثبقٙس ‌دصیط زیفطا٘ؿیُ

]زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ضٚی‌ , ]a b آٍ٘بٜ،‌سغییطی‌٘ىٙس‌‌

‌( 1) ( 1) ( )

. . .( ) ( ) ) . (
s

k k k

i gH i gH i gH
a

f s f a f x dx   ‌

ii. ‌ )‌سٛاثغاٌط )k

gHf‌‌ ‌اظای k,...,1ثٝ n‌‌ )]سٛاثؼی ) ]ii gH ٘ٛع‌‌ ٚ‌ ‌ثبقٙس ‌دصیط زیفطا٘ؿیُ

]زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ضٚی‌ , ]a b زض‌ایٗ‌نٛضر‌،سغییطی‌٘ىٙس‌‌

‌( 1) ( 1) ( )

. . .( ) ( ) ( ) .
s

k k k

ii gH ii gH ii gH
a

f s f a f x dx   ‌

iii. سٛاثغاٌط‌‌( )k

gHfثٝ‌اظای‌‌  2 1, k m m  سٛاثؼی‌[( ) ]i gH ‌،زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقٙس( )f x‌

ٚ( ) , 2 , kf k m m سٛاثؼی‌‌[( ) ]ii gH ‌ٓزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقٙس.‌زاضی‌

‌( 1) ( 1) ( )

. . .( ) ( ) ( 1) ) ( .
s

k k k

i gH i gH ii gH
a

f s f a f x dx    
iv. سٛاثغ‌اٌط( )k

gHfاظای‌‌ ‌2ثٝ 1,k m m  سٛاثؼی‌‌[( ) ]ii gH دصیط‌ ثبقٙس.‌‌زیفطا٘ؿیُ

)ٕٞچٙیٗ‌ )f xٚ‌سٛاثغ‌‌( )k

gHfاظای‌‌‌ 2ثٝ ,  k m m سٛاثؼی‌‌[( ) ]i gH زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌

‌سٛاٖ‌ٌفز‌ثبقٙس،‌ٔی

‌( 1) ( 1) ( )

. . .( ) ( ) ( 1) ( ) . 
s

k k k

ii gH ii gH i gH
a

f s f a f x dx   ‌
‌وٝ‌اثثات. ‌آ٘دب ])‌اظ , ],  )k

gHf a b‌ٗثٙبثطای‌‌ ‌‌fسبثغ )سبثؼی )FR‌ ‌اؾز. ‌دصیط ‌اثجبر‌زیفطا٘ؿیُ چٖٛ

)لؿٕز )i‌‌ٚ( )ii‌،سٟٙب‌لؿٕز‌‌ٔكبثٝ‌اؾز( )iiاثجبر‌ٔی‌قٛز.‌ثٙبثط‌فطو‌لًیٝ‌زض‌ایٗ‌حبِز‌ثٝ‌اظای‌زض‌ایٙدب‌‌

k,..,1,2ٕٞٝ‌ٔمبزیط nسٛاثغ‌‌( )k

gHf‌،سٛاثؼی‌[( ) ]ii gH زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ٞؿشٙس،‌دؽ‌‌

‌

( ) ( ) ( )

.

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( ; ) ( ) ( ; ) ,  ( ) ( ; )

( ) ( ; ) ( ) ( ; ), ( ) ( ; ) ( ) ( ; )

( ) ( ; ),  ( ) ( ; ) ( ) ( ; ), ( ) ( ; ) ,

s s s
k k k

ii gH
a a a

k k k k

k k k k

f x dx f x dx f x dx

f s f a f s f a

f s f s f a f a

  

   

   

 

       

       

 
  

    

       

  

‌
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‌ثٙبثطایٗ‌

‌( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( )

. . . . . .          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )        .
s s

k k k k k k

ii gH ii gH ii gH ii gH ii gH ii gH
a a

f x dx f s f a f s f a f x dx       ‌

‌لًیٝ‌زض‌ایٗ‌حبِز‌ثطلطاض‌اؾز.‌

)اثجبر‌لؿٕز )iii.(لؿٕز‌( )ivوٝ‌فطو‌ثط‌اؾبؼ‌ایٗ‌قٛز(.‌ثٝ‌نٛضر‌ٔكبثٝ‌اثجبر‌ٔی‌‌( )k

gHfثٝ‌اظای‌ٔمبزیط‌

2 1,k m m  ٛاثؼیس‌‌[( ) ]i gH ‌ ‌دصیط ‌زیفطا٘ؿیُ ‌ٔمبزیط ‌اظای ‌ثٝ ٚ2 , k m m سٛاثؼی‌‌

[( ) ]ii gH سٛاٖ‌٘ٛقزٞؿشٙس،‌ٔی‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌

‌

( 1) ( )

. .

( 1) ( 1) ( ) ( )

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( ; ) ( 1) ( ; )

( ) ( ; ), ( ) ( ; ) ( 1) ( ) ( ; ) ,  ( ) ( ; )

( ) ( ; ), ( ) ( ; ) ( 1) ( ) ( ; ) ( ) ( ; ), ( ) (

s
k k

i gH ii gH
a

s s
k k k k

a a

k k k k k

f s f x dx

f s f s f x dx f x dx

f s f s f s f a f

 

   

   



     

         

 

        

     



 
( 1)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

; ) ( ) ( ; )

( ) ( ; ), ( ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; ), ( ) ( ; ) ( ) ( ; )

( ) ( ; ), ( ) ( ; ) .

k

k k k k k k

k k

s f a

f s f s f a f s f a f s

f a f a

 

     

 

 

           

   

  

         

   

‌

‌زض‌ایٗ‌نٛضر
( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( )

. . . . . .        ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) (          ) . 
s s

k k k k k k

i gH ii gH i gH i gH i gH ii gH
a a

f s f x dx f a f s f a f x dx         ‌

)لًیٝ‌زض‌حبِز‌ )iiiقٛز‌ٔی‌اثجبر.□‌

‌

‌‌).3-3-3قضیه  ‌خعء( ‌ثٝ ‌ٌیطی‌خعء ‌ا٘شٍطاَ ]:اٌط , ]f a b ‌‌ ‌ثسgHٚسبثؼی ‌دصیط ‌ٞیچ‌زیفطا٘ؿیُ ٖ

)زض‌ثبظٜ‌‌ی‌ؾٛیچ٘مُٝ , )a b‌‌ٚ:[ , ]g a b سبثؼی‌حمیمی‌ٚ‌ٔكشك‌دصیط‌زض‌‌( , )a bآٍ٘بٜ‌ثبقس‌‌،‌

‌   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
b b

gH gH gH
a a

f x g x dx f b g b f a g a f x g x dx  ‌

‌زاضیٓ‌(3-2-3)لًیٝسٛخٝ‌ثٝ‌.‌ثب‌اثثات

(4.7)‌ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).gHgH
f x g x f x g x f x g x  ‌

‌ا٘شٍطاَ‌ٌیطی‌اظ‌َطفیٗ‌ضاثُٝ ی‌ٞبوٛٞبضا‌ایٗ‌فطو‌وٝ‌سفطیك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝٚ‌ثب‌سٛخٝ‌ثx‌‌ٝ٘ؿجز‌ثٝ‌‌(4.7)ثب

‌(‌زاضی1‌ٓ-9-2)لًیٝٚ‌‌ٔٛخٛز‌اؾز

‌( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
b b

gH gH
a a

f b g b f a g a f x g x dx f x g x dx   ‌

‌□اثجبر‌سٕبْ‌اؾز.ثٙبثطایٗ‌

‌
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 قضیه تیلور فاسی  3-4

اn‌ْٔجحث‌انّی‌ایٗ‌ثرف‌لًیٝ‌سیّٛض‌فبظی‌اؾز.‌ایٗ‌لًیٝ‌ثطای‌ثطضؾی‌ضفشبض‌یه‌سبثغ‌ٔكشك‌دصیط‌اظ‌ٔطسجٝ‌

ضا‌زض‌ٕٞؿبیٍی‌سبثغ‌ٔمساض‌سمطیجی‌ای‌حبنُ‌اظ‌ایٗ‌ثؿٍ‌ٌیطز‌ٚ‌چٙس‌خَّٕٝٛ‌یه‌٘مُٝ‌ٔٛضز‌اؾشفبزٜ‌لطاض‌ٔیح

‌قٛز.ی‌سیّٛض‌اثجبر‌ٔیی‌ٞبوٛٞبضا‌لًیٝزیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌٘ٛع.‌زٞسی٘مُٝ‌ثٝ‌زؾز‌ٔ

‌ثطای‌ٕٞیٗ‌ٔٙظٛض‌زض‌حبِشی‌وٝ‌ ‌ثطای‌سمطیت‌ضفشبض‌یه‌سبثغ‌حَٛ‌یه‌٘مُٝ‌اؾز. زلز‌وٙیس‌وٝ‌ثؿٍ‌سیّٛض

ی‌ؾٛیچ‌٘یع‌قٛز‌سب‌٘مُٝٔیی‌ؾٛیچ‌٘ٛقشٝ‌ٕٞؿبیٍی‌٘مُٝزض‌ٛز‌زاضز‌ثؿٍ‌سیّٛض‌ی‌ؾٛیچ‌زض‌ثبظٜ‌ٚخ٘مُٝ

‌زض‌ثبظٜ‌لطاض‌ٌیطز.

 

]فطو‌وٙیس‌. 1-4-3قضیه  , ]T a a   ‌‌ٖ0وٝ‌زض‌آ ‌‌ٚ([ , ],  )n

gHf a bثٝ‌اظای‌ٞط‌‌.s T‌

‌زاضیٓ

i. ‌ )سٛاثغاٌط )k

gHf‌‌ ‌اظای ,0,1ثٝ , 1k n  ‌‌ )]سٛاثؼی ) ]i gH ‌ ‌٘ٛع ٚ‌ ‌ثبقٙس ‌دصیط gHزیفطا٘ؿیُ

 زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌سغییطی‌٘ىٙس.‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌

‌
2 1

( 1)

. . .

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ),

2! ( 1)!
 

n
n

i gH i gH i gH n

s a s a
f s f a f a s a f a f a R a s

n


 

      


 

‌وٝ‌زض‌آٖ‌

‌  1 1 ( )

. 1 1( , ) : ( ) .
ns s s

n

n i gH n n n
a a a

R a s f s ds ds ds


    ‌

ii. سٛاثغ‌اٌط( )k

gHf‌‌ ‌اظای ,0,1ثٝ , 1k n  سٛاثؼی‌[( ) ]ii gH زی‌ ‌٘ٛع ٚ‌ ‌ثبقٙس ‌دصیط gHفطا٘ؿیُ

 ‌،‌آٍ٘بٜزیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌سغییطی‌٘ىٙس

2 1
( 1)

. . .

( ) ( )
( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( )

2! ( 1)!

( 1) ( , ),

n
n

ii gH ii gH ii gH

n

a s a s
f s f a f a s a f a f a

n

R a s


 

       




 

‌وٝ‌زض‌آٖ‌

‌  1 1 ( )

. 1 1( , ) ( .: )
ns s s

n

n ii gH n n n
a a a

R a s f s ds ds ds


     

iii. ‌ ‌سٛاثغ )اٌط )k

gHf‌‌ 2اظایثٝ 1, k m m  ‌‌ )]سٛاثؼی ) ]i gH اظای‌‌ ‌ثٝ ٚ‌ ‌دصیط زیفطا٘ؿیُ

2 ,  {0}k m m سٛاثؼی‌‌[( ) ]ii gH آٍ٘بٜ‌،‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقٙس 
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‌

1
12 2( )

2
. . .

2( )
2

.

( ) ( )
( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( )

2!
( 1)!
2

( )
( ) ( 1) ( 1) ( , )

( )!
2

k

ii gH i gH ii gH

i gH n

k

k
k

a s a s
f s f a f a s a f a f a

a s
f a R a s

i

k




 
       




   

 

‌وٝ‌زض‌آٖ‌

‌  1 1 ( )

. 1 1( , ) : ( ) .
ns s s

n

n i gH n n n
a a a

R a s f s ds ds ds


    ‌

iv. ‌ ‌وٙیس ])فطو , ],  ) , 3k

gHf a b k ٓٞ‌ .‌ ‌چٙیٗ ‌وٙیس ‌‌fفطو ‌ثبظٜ ]زض , ]a ،‌[( ) ]i gH 

]زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ٚ‌زض‌ثبظٜ‌ , ]b،‌[( ) ]ii gH وٝ‌٘مُٝ‌‌آٖ‌اؾزٔؼٙبی‌یٗ‌ثٝ‌ا‌)زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس

‌ُٝؾٛیچ‌٘ٛع‌‌٘مI‌‌َٚثطای‌ٔكشك‌ٔطسجٝ‌اf0ٚ‌٘مُٝ‌‌(اؾز‌ [ , ]x a ‌ٌٝ٘ٛ‌ٝای‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس‌ضا‌ث

‌‌1زض‌٘مf‌‌ُٝسبثغ‌‌اَٚٔكشك‌ٔطسجٝ‌‌ٚ‌لطاض‌زاقشٝ‌ثبقس‌ٕٞؿبیٍی‌اظ‌زض‌وٝ‌ ‌ثبظٜ ]0اظ , ]x ‌

).‌ػلاٜٚ‌ثطایٗ‌فطو‌وٙیس‌وٝ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ثبقس‌IIؾٛیچ‌٘ٛع‌زاضای‌٘مُٝ‌ )k

gHf‌‌ٜزض‌ثبظ[ ,  ]b‌

 سغییطی‌٘ىٙس.‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌

  1 2

0 0 0

3

1

22

0 11
0 . 0 0 . 0 0 1 0 . 1

2

. . . 4 4 2 1

. 5

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

( )
( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

2!

( )

( ) i gH ii gH i gH

s

ii gH ii gH ii gH
x x x

s

i gH

x
f x f x x f x x x f

s
f s f f s ds ds ds

f s ds

f s

 



 
   


  

 
        

 


     





  

     1 1 2

0 1 0
5 3 1 . 3 3 2 1( 1) ( ) .

s s t t

ii gH
x x

ds ds f t dt dt dt


  
    

‌

‌ثثاتا ‌چٖٛ .([ , ],  )n

gHf a bدؽ‌‌( )  k

gHfاظای‌‌‌  0,1ثٝ , ..., k nسٛاثؼی‌‌( )FRضٚی‌‌ ‌دصیط ‌Tا٘شٍطاَ
‌ٞؿشٙس.

i. ‌ ‌وٝ ‌‌fفطو‌وٙیس )]سبثؼی ) ]i gH ‌ ‌ثبقس. ‌دصیط ‌َجك‌‌fزیفطا٘ؿیُ ‌ثٙبثطایٗ ‌اؾز، ‌دیٛؾشٝ ‌فبظی سبثغ

‌زاضیٓ‌‌(1-3-3)لًیٝ

‌. 1 1( ) ( ,) ( )
s

i gH
a

f s f a f s ds  ‌

‌سٛاٖ‌٘ٛقز‌ٔی‌(2-3-3)ٚ‌ثٙبثط‌لًیٝ

‌1

. 1 . . 2 2( ) ( ) ,( )
s

i gH i gH i gH
a

f s f a f s ds    ‌
‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌
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‌
 

 

1

1

. 1 1 . 1 . 2 2 1

. . 2 2 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

s s s s

i gH i gH i gH
a a a a

s s

i gH i gH
a a

f s ds f a ds f s ds ds

f a s a f s ds ds

   

  

   

 
‌

‌‌ثٙبثطایٗاؾز.‌‌(‌ٔشؼّك‌ثٝ‌فًبی‌3-9-2)(‌2ٚ-9-2ٞبی)‌ا٘شٍطاَ‌زٌٚب٘ٝ‌آذط‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ِٓ

‌ 1

. . 2 2 1( ) ( ) ( ) .( ) ( )
s s

i gH i gH
a a

f s f a f a s a f s ds ds      ‌

‌ثٝ‌نٛضر‌ٔكبثٝ‌

‌2

. 2 . . 3 3( ) ( ) ( .)
s

i gH i gH i gH
a

f s f a f s ds    ‌

.ا٘شٍطاَ‌ٌیطی‌اظ‌ٔمساضثب‌ 2( )i gHf s‌‌ٓزض‌ضاثُٝ‌ثبلا‌زاضی‌

‌ 1 1 2

. 2 2 . 1 . 3 3 2( ) ( ) ( ) ( )
s s s

i gH i gH i gH
a a a

f s ds f a s a f s ds ds      ‌

‌ػلاٜٚ‌ثطایٗ

(4.8)‌    1 1 2

. 2 2 1 . 1 1 . 3 3 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ,
s s s s s s

i gH i gH i gH
a a a a a a

f s ds ds f a s a ds f s ds ds ds         ‌

‌ ‌ثٝ ‌‌(،3-9-2)ِٓثبسٛخٝ ‌ٌب٘ٝ ‌زضا٘شٍطاَ‌ؾٝ ‌فًبی‌سٛا‌(4.8)یٔؼبزِٝ‌ٔٛخٛز ‌ایٗ‌ٔشؼّك‌ثٝ ‌زض ثغ‌فبظی‌اؾز.

‌نٛضر‌زاضیٓ

‌  1 2
2

. . . 3 3 2 1

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

!
.

2

s s s

i gH i gH i gH
a a a

s a
f s f a f a s a f a f s ds ds ds


         ‌

‌آیس.فطَٔٛ‌ثؿٍ‌سیّٛض‌ثطای‌ایٗ‌٘ٛع‌اظ‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ٔكبثٝ‌ثب‌ضٚ٘س‌سٛيیح‌زازٜ‌قسٜ‌ثٝ‌زؾز‌ٔی

‌

ii. ‌ٝفطو‌وٙیس‌وfسبثؼی‌[( ) ]ii gH ‌.زاضیٓ(‌1-3-3)لًیٝ‌ثط‌اؾبؼزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس‌

‌. 1 1( ) ( ) ) ,( 1) (
s

ii gH
a

f a f s f s ds   ‌

‌ض‌ایٗ‌نٛضر‌ز

‌. 1 1( ) ( ) ) .( 1) (
s

ii gH
a

f s f a f s ds  ‌

)ٚ‌‌(2-3-3)ثٙبثط‌لًیٝ‌،وٙسی‌سغییطی‌ٕ٘ی٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اظ‌آ٘دب‌وٝ‌ )FRا٘شٍطاَ‌دصیطی‌.ii gHf ضٚی‌‌T‌

‌‌سٛاٖ‌ٌفزٔی

(4.9)‌1

. 1 . . 2 2( ) ( ) ( .)
s

ii gH ii gH ii gH
a

f s f a f s ds    ‌

‌ا٘شٍطاَ‌ٔی‌ٌیطیٓ،‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌‌(4.9)یاظ‌َطفیٗ‌ٔؼبزِٝ



44 

 

‌
 

 

1

1

. 1 1 . 1 . 2 2 1

. . 2 2 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

s s s s

ii gH ii gH ii gH
a a a a

s s

ii gH ii gH
a a

f s ds f a ds f s ds ds

f a s a f s ds ds

   

  

   

 
‌

‌ثٙبثطایٗ

(4.10)‌ 1

. . 2 2 1( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )
s s

ii gH ii gH
a a

f s f a f a s a f s ds ds      ‌

‌اظ‌َطفی‌

(4.11)‌2

. 2 . . 3 3( ) ( ) ( )
s

ii gH ii gH ii gH
a

f s f a f s ds    ‌‌

]‌1زض‌ثبظٜ‌(4.11)یا٘شٍطاَ‌ٌیطی‌اظ‌َطفیٗ‌ٔؼبزِٝ‌ثب , ]a sٓزاضی‌،‌

‌ 1 1 2

. 2 2 . 1 . 3 3 2.( ) ( ) ( ) ( )
s s s

ii gH ii gH ii gH
a a a

f s ds f a s a f s ds ds      ‌

]زیٍط‌زض‌ثبظٜ‌‌ثبلا‌ثبضاظ‌َطفیٗ‌ٔؼبزِٝ‌ی‌ , ]a sٌیطیٓ.‌ثٙبثطایٗ‌ا٘شٍطاَ‌ٔی‌‌

(4.12)‌  1 1 2

. 2 2 1 . 1 1 . 3 3 2 1( ) ( ) ( ) ( ,)( )
s s s s s s

ii gH ii gH ii gH
a a a a a a

f s ds ds f a s a ds f s ds ds ds         ‌

‌(‌ایٗ‌ا٘شٍطا2َ-9-2)ٚ‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ِٓ‌دیٛؾشٝ‌اؾز(‌3-9-2ثٙبثط‌ِٓ)‌(4.12)یا٘شٍطاَ‌ؾٝ‌ٌب٘ٝ‌ٔٛخٛز‌زض‌ٔؼبزِٝ

‌زاضیٓ‌(4.10)یزض‌ٔؼبزِٝ‌(4.12)یٔؼبزِٝ‌ثب‌خبیٍصاضیٔشؼّك‌ثٝ‌فًبی‌اػساز‌فبظی‌اؾز.‌

‌  1 2
2

. . . 3 3 2 1

( )
( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

2!
 =

s s s

ii gH ii gH ii gH
a a a

s a
f s f a f a s a f a f s ds ds ds


        ‌

‌آیس.‌لًیٝ‌زض‌ایٗ‌حبِز‌٘یع‌ثٝ‌زؾز‌ٔی‌حىٓ‌،ثب‌ازأٝ‌ضٚ٘س‌ثٝ‌نٛضر‌ٔكبثٝ

‌

iii. ٝثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌فطو‌لًی،‌fسبثؼی‌‌[( ) ]ii gH (ٝزاضی1ٓ-3-3زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز.‌ثٙبثطلًی‌) 

‌
. 1 1( ) ( ) ) .( 1) (

s

ii gH
a

f s f a f s ds   

gHfثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ایٗ‌فطو‌وٝ‌ سبثؼی‌‌[( ) ]i gH (ٝٔی2-3-3زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز‌ٚ‌لًی‌‌)سٛاٖ‌ٌفز‌

‌1

. 1 . . 2 2( ) ( ) ( 1) ( ) .
s

ii gH ii gH i gH
a

f s f a f s ds    ‌

‌ٌیطیٓ.‌ثٙبثطایٗ‌اظ‌َطفیٗ‌ضاثُٝ‌ی‌ثبلا‌ا٘شٍطاَ‌ٔی

‌
 

 

1

1

. 1 1 . 1 . 2 2 1

. . 2 2 1

( ) ( ) ( 1) ( )

( ) ( ) ( 1) ( . )

s s s s

ii gH ii gH i gH
a a a a

s s

ii gH i gH
a a

f s ds f a ds f s ds ds

f a s a f s ds ds

   

   

   

 
‌
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اؾز.‌زض‌ایٗ‌‌ٔؼبزِٝ‌ثبلا‌ٔشؼّك‌ثٝ‌فًبی‌زض‌(‌ا٘شٍطاَ‌زٚ‌ٌب3‌ٝ٘-9-2)(‌2ٚ-9-2ِٓ)ٔس‌٘ظط‌لطاض‌زازٖ‌زٚ‌ثب‌

‌نٛضر

(4.13)‌ 1

. . 2 2 1( ) ( ) ( 1 ,) ( ) ( ) ( )
s s

ii gH i gH
a a

f s f a f a s a f s ds ds      ‌

‌f،اظَطفی‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌فطو‌لًیٝ سبثؼی‌‌[( ) ]ii gH (‌زاضی2ٓ-3-3ثٙبثط‌لًیٝ)‌.زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز‌

‌2

. 2 . . 3 3,( ) ( ) ( 1) ( )
s

i gH i gH ii gH
a

f s f a f s ds    ‌

‌سٛاٖ‌٘ٛقز‌ی‌ثبلا‌ٔیثب‌ا٘شٍطاَ‌ٌیطی‌اظ‌َطفیٗ‌ٔؼبزِٝ‌ؾذؽ

‌ 1 1 2

. 2 2 . 1 . 3 3 2( ) ( ) ( ) ( 1) ( .)
s s s

i gH i gH ii gH
a a a

f s ds f a s a f s ds ds      ‌

‌چٙیٗ‌ٞٓ

(4.14)‌  1 1 2

. 2 2 1 . 1 1 . 3 3 2 1( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ,( )
s s s s s s

i gH i gH ii gH
a a a a a a

f s ds ds f a s a ds f s ds ds ds         ‌

‌زاضیٓ‌(4.13)یزض‌ٔؼبزِٝ‌(4.14)یثب‌خبیٍصاضی‌ٔؼبزِٝ

‌  1 2
2

. . . 3 3 2 1

( )
( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )= 

2!

s s s

ii gH i gH ii gH
a a a

s a
f s f a f a s a f a f s ds ds ds


        ‌

ی‌ثبلا‌ٔشؼّك‌ثٝ‌فًبی‌فبظی‌اؾز.‌ثب‌(‌ا٘شٍطاَ‌ؾٝ‌ٌب٘ٝ‌ٔٛخٛز‌زض‌ٔؼبز3ِٝ-9-2)(‌2ٚ-9-2ٞبی)ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ِٓ

‌ازأٝ‌ٕٞیٗ‌ضٚ٘س‌اثجبر‌زض‌ایٗ‌حبِز‌٘یع‌ثطلطاض‌اؾز.‌

‌

iv. اؾبؼ‌ ‌ایٗ‌ثط ‌زض ‌لًیٝ ‌‌fحبِز،‌فطو ‌ثبظٜ ]زض , ]a ‌‌ )]سبثؼی ) ]i gH ٚ‌ ‌اؾز ‌دصیط زیفطا٘ؿیُ

0 [ , ]x a ‌‌ٚزض‌ٕٞؿبیٍی‌‌(ٝٔی1-3-3لطاض‌زاضز.‌ثٙبثط‌ثط‌لًی‌)سٛاٖ‌٘ٛقز 

(4.15)‌
0

0 . 1 1( ) ( ) ( ) ,= i gH
x

f f x f s ds


   

]زض‌ثبظf‌ٜچٙیٗٞٓ ,  ]bسبثؼی‌‌[( ) ]ii gH دؽ‌ثٝ‌اظای‌‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز[ ,  ]s b‌‌ٓزاضی‌

(4.16)‌. 1 1( ) ( ) ( 1) ,)= (
s

ii gHf s f f t dt


  ‌

‌قٛز٘شیدٝ‌ٔی‌(4.16)ٚ‌(4.15)ٔؼبزلار‌اظ

(4.17)‌
0

0 . 1 1 . 1 1( ) ( ) ( ) ( 1) ( ,)=
s

i gH ii gH
x

f s f x f s ds f t dt



   ‌

ی‌یه‌٘م1‌ُٝی‌٘مُٝ‌،ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس.‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌فطو‌ٔؿبِٝ‌(4.17)یا٘شٍطاَ‌اَٚ‌زض‌ؾٕز‌ضاؾز‌ٔؼبزِٝ

gHfاؾز.‌ثٙبثطایf‌‌ٗٔكشك‌ٔطسجٝ‌اَٚ‌سبثغ‌gHؾٛیچ‌ثطای ‌ٜ0زض‌ثبظ 1[ , ]x سبثؼی‌‌[( ) ]ii gH ‌ُزیفطا٘ؿی

]‌1دصیط‌ٚ‌زض‌ثبظٜ , ] سبثؼی‌‌[( ) ]i gH ‌.(‌زاضی2‌ٓ-3-3)یِصا‌ثٙبثط‌لًیٝزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز‌
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(4.18)‌1

0
. 1 . 1 . 2 2 ,( ) ( ) ( 1) ( )=i gH i gH ii gH

x
f f f s ds



    ‌

سبثغ‌ثٝ‌زِیُ‌ایٙىٝ‌
gHf ‌‌ٜ1زض‌ثبظ[ , ] سبثؼی‌‌[( ) ]i gH سٛاٖ‌٘ٛقزٔیثب‌ضٚ٘س‌ٔكبثٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز‌‌

(4.19)‌1

1
. 1 . 1 . 3 3( ) ( ) ( ) ,=

s

i gH i gH i gHf s f f s ds


   ‌

‌دؽ‌خبیٍصاضی‌وٙیس‌‌(4.19)یضا‌زض‌ٔؼبزِٝ‌(4.18)یٔؼبزِٝ

(4.20)‌1 1

0 1
. 1 . 1 . 2 2 . 3 3( ) ( ) ( 1) ( ) (= ) , 

s

i gH i gH ii gH i gH
x

f s f f s ds f s ds



     ‌

‌(‌زاضی2‌ٓ-3-3)یثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌لًیٝ‌(4.20)یزض‌ٔؼبزِٝ

(4.21)‌
 

2

0

1 1 2

0 0 0

. 2 . 0 . 4 4

. 2 2 . 0 1 0 . 4 4 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

s

ii gH ii gH ii gH
x

s

ii gH ii gH ii gH
x x x

f s f x f s ds

f s ds f x x f s ds ds
 



  

    







  
‌

‌ٚ‌

(4.22)‌
 

3

1

1 1 3

1 1 1

. 3 . 1 . 5 5

. 3 3 . 1 1 1 . 5 5 3

( ) ( ) ( )

( ) ( ) .( ) ( )

s

i gH i gH i gH

s s s

i gH i gH i gH

f s f f s ds

f s ds f s f s ds ds



  



 

   

    



  
‌

‌زاضیٓ‌(4.20)یضا‌زض‌ٔؼبزِٝ‌(4.22)ٚ‌(4.21)ٔؼبزلارثب‌خبیٍصاضی‌

(4.23)‌
   1 2 1 3

0 0 1 1

. 1 . 0 . 0 0 1 . 1 1 1

. 4 4 2 . 5 5 3

( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 1 .) ( ) (

)

)

i gH i gH ii gH i gH

s s s

ii gH i gH
x x

f s f x f x x f s

f s ds ds f s ds ds


 

  



     





    
‌

‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌‌(4.17)ی٘شٍطاَ‌اَٚ‌زض‌ؾٕز‌ضاؾز‌ٔؼبزِٝا٘شٍطاَ‌ثٍیطیس.‌ثٙبثطایٗ‌ا‌(4.23)یاظ‌َطفیٗ‌ٔؼبزِٝ

(4.24)
     

0

1 2 1 3

0 0 0 0 1 1

22

0 11

. 1 1 . 0 0 . 0 0 1 0 . 1

. 4 4 2 1 . 5 5 3 1

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

( 1) ( ) ( ) .

i gH i gH ii gH i gH
x

s s s

ii gH i gH
x x x x

x
f s ds f x x f x x x f

f s ds ds ds f s ds ds ds



  

 

 
   

 

 
         

 

 



     

‌

)ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس.‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌فطو‌لًیٝ‌زض‌ایٗ‌حبِز‌‌(4.17)یا٘شٍطاَ‌زْٚ‌ؾٕز‌ضاؾز‌ٔؼبزِٝ‌اوٖٙٛ )if‌‌ٝث

2,3iاظای‌ سٛاثؼی‌‌[( ) ]ii gH ٚ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌زض‌ثبظٜ‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ٞؿشٙس‌[ ,  ]bسغییطی‌ٕ٘ی‌-

‌(‌زاضی2‌ٓ-3-3وٙس.‌ثٙبثط‌لًیٝ)

(4.25)‌1

. 1 . . 2 2( ) ( ) ( ,)
t

ii gH ii gH ii gHf t f f t dt


    ‌

‌ٚ‌
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(4.26)‌
 

2

1 1 2

. 2 . . 3 3

. 2 2 . 1 . 3 3 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ,) ( )

t

ii gH ii gH ii gH

t t t

ii gH ii gH ii gH
a

f t f f t dt

f t dt f t f t dt dt



 



 

   

     



  
‌

‌زاضیٓ‌(4.25)یزض‌ٔؼبزِٝ‌(4.26)یثب‌خبیٍصاضی‌ٔؼبزِٝ

(4.27)‌ 1 2

. 1 . . 1 . 3 3 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
t t

ii gH ii gH ii gH ii gH
a

f t f f t f t dt dt


          ‌

‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌‌(4.17)یدؽ‌ا٘شٍطاَ‌زْٚ‌زض‌ٔؼبزِٝ

(4.28)‌  1 2
2

. 1 1 . . . 3 3 2 1

( )
( ) ( ) ( ) ( ) .( )

2!

s s t t

ii gH ii gH ii gH ii gH
a

s
f t dt f s f f t dt dt dt

  


  


         ‌

‌خبیٍصاضی‌وٙیس.‌ثٙبثطایٗ‌‌(4.17)یضا‌زض‌ٔؼبزِٝ‌(4.24)ٚ‌(4.28)ٔؼبزلار

‌  1 2

0 0 0

3

1

22

0 11
0 . 0 0 . 0 0 1 0 . 1

2

. . . 4 4 2 1

. 5

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

( )
( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

2!

( )

i gH ii gH i gH

s

ii gH ii gH ii gH
x x x

s

i gH

x
f s f x f x x f x x x f

s
f s f f s ds ds ds

f s ds

 



 
   


  

 
         

 


     

 

  

     1 1 2

1 00
5 3 1 . 3 3 2 1( 1) ( )

s s t t

ii gH
x x

ds ds f t dt dt dt


  
   

 □دؽ‌اثجبر‌سٕبْ‌اؾز.

‌

‌

 تا روش اویلز فاسی هزتثه اول  حل هعادلات دیفزانسیل 3-5

‌یىشبیی‌ٚ‌ٚخٛز‌خٛاة‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔطسجٝ‌اَٚ‌ثط‌اؾبؼ‌ٔكشك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ ی‌زض‌ایٗ‌ثرف‌اثشسا

لطاض‌‌ثطضؾیٔٛضز‌‌ضا‌فبظی‌ٔطسجٝ‌اَٚثطای‌حُ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌‌ضٚـ‌اٚیّطٞبوٛٞبضا‌اثجبر‌ٔی‌قٛز.‌ؾذؽ‌

زلز‌اؾز.‌ثطضؾی‌ایٗ‌ضٚـ‌اظ‌ایٗ‌خٟز‌اضظقٕٙس‌اؾز‌‌فبلسثؿیبض‌ؾبزٜ‌أب‌سمطیجبً‌‌ضٚـ‌اٚیّط‌ضٚقی.‌ٌیطزٔی

‌‌وٙس.سط‌ٕٞٛاض‌ٔیسط‌ٚ‌زض‌ػیٗ‌حبَ‌دیچیسٜٞبی‌زلیكوٝ‌ضاٜ‌ضا‌ثطای‌فٟٓ‌ضٚـ

‌

‌ی‌ظیط‌ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیسٔؿبِٝ‌فبظی‌ٔمساض‌اِٚیٝ

(4.29)‌
0

( ) ( , ( ))    ,    [0, ].

(0)

gHy x f x y x x T

y y

  


 
‌

 ,0]:وٝ‌زض‌آٖ‌ ]f T  ‌ٝ0]زض‌ثبظٜ‌سؼساز‌٘مبٌ‌ؾٛیچ‌‌سبثؼی‌دیٛؾشٝ‌اؾز.‌فطو‌وٙیس‌و, ]Tٔشٙبٞی‌‌

‌ثبقس.
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‌قطایٍ‌ظیط‌ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس. 1-5-3قضیه 

i. ‌ ‌وٙیس فطو
0 0[0,  ] ( , )R p B y q ‌ ،  , 0p q ‌‌ ٚ0y ‌‌ٖآ‌ ‌زض وٝ

 0 0( , ) :  ( ,  )B y q y D y y q  ‌ٜٞٓ‌ی‌یه‌ٌٛی‌ثؿشٝ‌زض‌فًبی‌٘كبٖ‌زٞٙس‌ -اؾز.

f:0چٙیٗ‌ R 0یه‌سبثغ‌دیٛؾشٝ‌فبظی‌اؾز‌ثٝ‌َٛضی‌وٝ‌ثٝ‌اظای‌سٕبْ‌ٔمبزیط‌‌( , )x y R‌

)زاضیٓ‌ ( , ), 0)D f x y M0ٚ‌ایٗ‌سبثغ‌زض‌قطٌ‌ِیخ‌قیشؽ‌٘یع‌نسق‌وٙس،‌ثٝ‌ػجبضر‌زیٍط‌‌L ‌

 ٚخٛز‌زاقشٝ‌ثبقس‌ثٝ‌َٛضی‌وٝ‌

‌  0( , ),  ( , )   ( , ),  ( , ), ( , )D f x y f x z L D y z x y x z R  ‌

ii. ( )y xسبثؼی‌‌gH.زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس‌ٚ‌سؼساز‌٘مبٌ‌ؾٛیچ‌ٔشٙبٞی‌ثبقٙس 

‌ ‌ٔؿئّٝ ‌اِٚیٝآٍ٘بٜ ‌ٔمساض ‌‌(4.29)‌ی زاضای‌خٛاة‌یىشبی
0(., ) :[0,  ] ( , )y p B y q ‌ِٝز٘جب‌ ٚ‌ ‌ثٛز ی‌ذٛاٞس

‌سىطاضی‌

‌
0

1 0
0

(0)

( ) ( , ( ))n g

x

n

y y

y x y f t y t dt




 
‌

‌ثٝ‌ایٗ‌خٛاة‌ٍٕٞطا‌ذٛاٞس‌ثٛز.

‌سٛاثثات ‌ثب .‌ ‌لًیٝ ‌ثٙبثط ‌فطيیبر‌لًیٝ، ‌ثٝ ‌‌‌25خٝ ‌ٔمبِٝ ‌لًیٝ‌[13]زض ٚ‌28‌‌ ‌ٔمبِٝ اثجبر‌ٚايح‌‌[44]زض

 □اؾز.

 

0ثطای‌خٛاة‌زض‌‌ضٚـ‌اٚیّط‌یه‌سمطیت‌دیٛؾشٝ x T 0]ثّىٝ‌زض‌ثطذی‌اظ‌٘مبٌ‌‌زٞسثٝ‌زؾز‌ٕ٘ی‌, ]T‌

)سمطیجی‌اظ‌خٛاة‌ )y xقٛز.سیّٛض‌فطَٔٛ‌ثٙسی‌ٔیایٗ‌ضٚـ‌ثط‌اؾبؼ‌لًیٝ‌.‌آٚضزضا‌ثٝ‌زؾز‌ٔی‌‌

 ,0]ثبظٜ‌‌ثب‌اؾشفبزٜ‌اظ‌ضٚـ‌اٚیّط،‌(4.29)یثطای‌ثٝ‌زؾز‌آٚضزٖ‌خٛاة‌سمطیجی‌ٔؼبزِٝ ]T‌‌ٝضا‌ثNظیط‌ثبظٜ‌افطاظ‌‌

ثٝ‌ػجبضر‌زیٍط‌افطاظ‌.‌وٙیس 0 10 ...N NI x x x T    ‌ٜ0]‌ضا‌اظ‌ثبظ,  ]T‌‌ٖزض‌٘ظط‌ثٍیطیس‌وٝ‌زض‌آ‌

‌,                          0,1,..., .kx kh k N ‌

Tٔمساض‌
h

N
ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌‌(4.29)ی.‌خٛاة‌ٔؼبزِٝقٛزََٛ‌ٌبْ‌٘بٔیسٜ‌ٔی‌( )y xثٝ‌زؾز‌‌

‌آیس.ٔی

‌

‌
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)]جواب حالت اول.  3-5-1 ) ] i gHدیفزانسیل پذیز 

‌ ‌وٙیس )فطو )y xخ‌ ‌ٔؼبزِٝ، ‌یىشبی ‌‌،(4.29)ٛاة )]سبثؼی ) ]i gH ‌ٝث‌ ‌ٔشؼّك ٚ‌ ‌دصیط زیفطا٘ؿیُ
2 ([0, ],  )gH T0]یفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌زض‌ثبظٜ‌ثبقس‌ثٝ‌َٛضی‌وٝ‌٘ٛع‌ز‌, ]T‌.سغییطی‌٘ىٙس‌

)ثٙبثط‌لؿٕز‌ )i‌ٝثؿٍ‌سیّٛض‌سبثغ‌(‌1-4-3ی‌سیّٛض)زض‌لًی( )y x‌ُٝی‌حَٛ‌٘مkx0,1ثٝ‌اظای‌‌,...,k N‌‌ٝث

‌نٛضر‌ظیط‌اؾز‌

‌
2

1
1 1 . .

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

2

k k
k k k k i gH k i gH k

x x
y x y x x x y x y 

 


    ‌

kx‌‌ٚ1kxٔمساضی‌ثیk‌‌ٗوٝ‌زض‌آٖ‌ ‌‌ٖٛ1اؾز.‌چk kh x x دؽ‌‌‌

‌
2

1 . .( ) ( ) ( ) ( ).
2

k k i gH k i gH k

h
y x y x h y x y 

   ‌

( )y x‌ِٝثٙبثطایٗ‌اؾز‌(4.29)یخٛاة‌ٔؼبز‌،‌

‌
2

1 .( ) ( ) ( , ( )) ( ).
2

k k k k i gH k

h
y x y x h f x y x y 

  ‌

‌اظ‌َطفی‌

‌
 

2

1 .

2

1 .

( ), ( ) ( , ( ) ( )
2

( ), ( ) ( , ( )) 0, ( ) 0,
2

k k k k i gH k

k k k k i gH k

h
y x y x h f x y x y

h
D y x

D

y x h f x y x D y









 

 


 
 
 

    
 

‌

‌زاضی0h‌‌ٓوٝ‌ظیطا‌ٚلشی

‌ 
2

1 .( ), ( ) ( , ( )) 0,                        0, ( ) 0.
2

k k k k i gH k

h
D y x y x h f x y x D y 

 
   

 
‌

‌ثٝ‌ا٘ساظٜ‌وبفی‌وٛچه‌‌hثٙبثطایٗ‌ثٝ‌اظای‌ٔمساض‌

‌ 1( ) ( ) , ( ) .k k k ky x y x h f x y x  ‌
1kyحبَ‌اٌط‌ ‌ٜ1ی‌ٔمساض‌سمطیجی‌٘كبٖ‌زٞٙس( )ky x ‌‌،ضٚـ‌اٚیّط‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌اؾز‌‌آٍ٘بٜثبقس‌

(4.30)‌0 0

1

,

( , ),          , 0,1,..., 1.k k k k

y y

y y h f x y k N




  
‌
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)]جواب  .حالت دوم 3-5-2 ) ] ii gHدیفزانسیل پذیز 

)فطو‌وٙیس‌وٝ‌ )y xسبثؼی‌‌[( ) ]ii gH ‌ٝ2زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ٚ‌ٔشؼّك‌ث ([0, ],  )gH Tوٝ‌٘ٛع‌ثبقس‌ثٝ‌َٛضی‌‌

,0]‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌زض‌ثبظٜ ]T‌‌.سغییطی‌٘ىٙس‌

)زض‌ایٗ‌حبِز‌ثؿٍ‌سیّٛض‌سبثغ‌ )y x‌ُٝی‌حَٛ‌٘مkx‌ُٝ1ی‌زض‌٘مkx ثطاثط‌اؾز‌ثب‌‌‌

‌
2

1 .( ) ( ) ( 1) ( , ( )) ( 1) ( ).
2

k k k k ii gH k

h
y x y x h f x y x y 

  ‌

‌حبِز‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌‌فطَٔٛ‌اٚیّط‌زض‌ایٗ‌(1-5-3ا٘دبْ‌قسٜ‌زض‌لؿٕز)‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ضٚ٘س

(4.31)‌0 0

1 ( 1) ( , ),          , 0,1,..., 1.

,

k k k k

y y

y y h f x y k N




   
‌

‌

 حالت سوم  3-5-3

)طو‌وٙیس‌ف )y x‌ُٝؾٛیچ‌٘ٛع‌‌زاضای‌٘مI‌‌ُٝ0]زض‌٘م, ]T ‌‌ٝ0ثبقس‌ثٝ‌َٛضی‌و 1 1, ,..., , , ,...,j j Nx x xx x ‌.

‌آیسثٝ‌نٛضر‌ظیط‌ثٝ‌زؾز‌ٔی‌(4.31)ٚ‌(4.30)ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ٔؼبزلارضٚـ‌اٚیّط‌

(4.32)‌
0 0

1

1

,

( , ),              , 0,1,..., ,

( 1) ( , ),       , 1, 2,..., 1,

k k k k

k k k k

y y

y y h f x y k j

y y h f x y k j j N








  
      

‌

‌ظیط‌اؾز‌نٛضر‌ی‌اٚیّط‌ثٝٔؼبزِٝ‌ثٙبثطایٗثبقس،‌‌II٘مُٝ‌ؾٛیچ‌٘ٛع‌‌ٚاٌط‌‌

(4.33)‌
0 0

1

1

,

( 1) ( , ),       , 0,1,...,

( , ),              , 1, 2,..., 1.

k k k k

k k k k

y y

y y h f x y k j

y y h f x y k j j N








  
      

‌

 

‌

 آنالیش روش اویلز  3-5-4

اظ‌آ٘دب‌وٝ‌ذُب‌زض‌ضٚـ‌ػسزی‌اخشٙبة‌٘بدصیط‌اؾز،‌دؽ‌ٔفبٞیٕی‌ٔب٘ٙس‌ذُبی‌ثطـ‌ٔٛيؼی‌ٚ‌ذُبی‌خبٔغ‌

اٚیّط‌زض‌حبلار‌ٔرشّف‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ٌیط٘س‌ٚ‌ٍٕٞطایی‌خٛاة‌ضٚـ‌زض‌ایٗ‌لؿٕز‌ٔٛضز‌ثطضؾی‌لطاض‌ٔی

1kyقٛز.‌فطو‌وٙیس‌اثجبر‌ٔی ‌ٜ1ثطای‌ٔمساض‌‌حبنُ‌اظ‌ضٚـ‌اٚیّط‌ی‌ٔمساض‌سمطیجی٘كبٖ‌زٞٙس( )ky x ‌.ثبقس‌

‌
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)فطو‌وٙیس‌ . 1-5-3تعزیف  )y xسبثؼی‌‌[( ) ]i gH ٜزض‌ایٗ‌نٛضر‌ثبلیٕب٘س‌ ،‌‌k،زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس.

‌ثطای‌ضٚـ‌اٚیّط‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌

‌ 1( ) ( ) ( , ( ) .)k k gH k k ky x y x f x y x ‌
)ٚ‌اٌط‌ )y xسبثؼی‌‌[( ) ]ii gH ٔقٛز‌یزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس،‌ثبلیٕب٘سٜ‌ضٚـ‌اٚیّط‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌سؼطیف‌‌

‌ 1( ) ( ) ( 1) ( , ( )) .k k gH k k ky x y x f x y x ‌
‌

‌قٛزثٝ‌نٛضر‌ظیط‌سؼطیف‌ٔیثطای‌ضٚـ‌اٚیّط‌ذُبی‌ثطـ‌ٔٛيؼی‌. 2-5-3تعزیف 

‌.1
k k

h
 

‌
 اٌط‌( )y xسبثؼی‌‌[( ) ]i gH آٍ٘بٜ‌‌،زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس. ( )

2
k i gH k

h
y ‌‌

 اٌط‌( )y xسبثؼی‌‌[( ) ]ii gH ‌ٜزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس،‌آٍ٘ب.( 1) ( )
2

k ii gH k

h
y  ‌

 

1ke،‌ذُبی‌خبٔغضٚـ‌اٚیّط‌در . 3-5-3تعزیف  ،‌ٝ1ی‌زض‌ِحظkx ثطاثط‌اؾز‌ثب‌‌‌

 اٌط‌( )y xسبثؼی‌‌[( ) ]i gH آٍ٘بٜ‌،زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس 

 

1 1 1

1 0 0 0 1 1

( )

( ) ( , ) ( , ) ( , ) .

k k gH k

k gH k k

e y x y

y x y h f x y h f x y h f x y

  

  



  
 

 اٌط‌( )y xسبثؼی‌‌[( ) ]ii gH آٍ٘بٜ‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس 

 

1 1 1

1 0 0 0 1 1

( )

( ) ( 1) ( , ) ( 1) ( , ) ( 1 ) , ) .) ( 1 (

k k gH k

k gH k k

e y x y

y x y h f x y h f x y h f x y

  

   



 

‌

وٝ‌اٌط‌ََٛ‌ٌبْ‌زض‌آٖ‌ثٝ‌ؾٕز‌نفط‌ٔیُ‌وٙس،‌آٍ٘بٜ‌زض‌نٛضسی‌ضٚـ‌ػسزی‌ضا‌ٍٕٞطا‌ٌٛیٙس‌‌.4-5-3تعزیف 

‌ثٝ‌نفط‌ٔیُ‌وٙس.‌٘یع‌ذُبی‌خبٔغ‌

‌ 1 1 1
0 0

        or  limmax ( ,0) 0 limmax ( ), 0      k k k
h hk k

D e D y x y  
 

 
‌

 

‌زاضیz‌‌ٓثٝ‌اظای‌سٕبْ‌ٔمبزیط‌حمیمی‌ [24].1-5-3لن 

1 .zz e   
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‌.  2-5-3قضیه  ‌وٙیس فطو 0( , ) | [0,  ],  ( , ),  , 0x y x p y B y q p q   ‌ ،( )y xٔٙحهطثفطز‌‌‌ خٛاة

‌ی‌ٔمساض‌اِٚیٝ‌ٔؿبِٝ

(4.34)‌
0

( ) ( , ( ))    ,    [0, ]

(0) .

.gHy x f x y x x T

y y

  


 
‌

1kyثبقس،‌ ٞبی‌حبنُ‌اظ‌ضٚـ‌اٚیّط‌ثبقٙسسمطیت‌‌،( )gHy x‌‌ٚٔٛخٛز‌ثبقس‌( , )f x yزض‌قطٌ‌ِیخ‌قیشؽ‌زض‌‌

‌ایٗ‌نٛضر‌ضٚـ‌ػسزی‌اٚیّطنسق‌وٙس‌‌ٔدٕٛػٝ ‌زض ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌. ‌زٚ ‌اظای‌ٞط ‌ث‌ثٝ ٝ‌ٍٕٞطا

‌اؾز.‌(4.34)ی‌فبظیخٛاة‌ٔؿبِٝ‌ٔمساض‌اِٚیٝ

‌.‌اثثات

i. ‌ٝفطو‌وٙیس‌و( )y xسبثؼی‌‌[( ) ]i gH .زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز 

ٚ‌فطو‌ایٗ‌وٝ‌‌(4.30)یثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ٔؼبزِٝ‌
2

. ( )
2

k i gH k

h
d y x‌ِٝی‌ظیط‌زض‌ٔؼبزِٝ‌(4.34)ی،‌خٛاة‌زلیك‌ٔؼبز

‌وٙسنسق‌ٔی

‌1( ) ( ) ( , ( ))k k k k ky x y x h f x y x d   ‌
‌زاضیٓ‌(4.30)یوٓ‌وطزٖ‌ایٗ‌ٔؼبزِٝ‌اظ‌ٔؼبزِٝ‌ثب

‌     1 1( ), ( ), ( , ( )), ( , ) ( ,0)k k k k k k k k kD y x y D y x y h D f x y x f x y D d      ‌
)چٖٛ‌ , )f x yوٙس‌زض‌قطٌ‌ِیخ‌قیشؽ‌نسق‌ٔی‌‌

‌ ( , ( )), ( , ) ( ( ), )k k k k k k kD f x y x f x y L D y x y‌
‌سٛاٖ‌٘شیدٝ‌ٌطفز‌وٝ٘بٔؿبٚی‌ٔثّثی‌ٚقطٌ‌ِیخ‌قیشؽ‌ٔی‌ثب‌اؾشفبزٜ‌اظ

(4.35)‌   1 1( ), (1 ) ( ), ( ,0)k k k k k kD y x y hL D y x y D d    ‌

‌فطو‌وٙیس‌

‌
0 0
max    ,               max ( ,0)k k

k N k N
L L d D d

   
 ‌

‌سٛاٖ‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌٘ٛقز‌ضا‌ٔی‌(4.35)یثٙبثطایٗ‌ٔؼبزِٝ

‌1 1( ( ), ) (1 ) ( ( ), )k k k kD y x y hL D y x y d    ‌
‌ثطلطاض‌اؾز‌دؽ‌‌kی‌ٔمبزیط‌چٖٛ‌ایٗ‌٘بٔؿبٚی‌ثٝ‌اظای‌ٕٞٝ

     2

1 1 1 1 1 1( ), (1 ) (1 ) ( ), (1 ) ( ), [1 (1 )]k k k k k kD y x y hL hL D y x y d d hL D y x y d hL                

‌ثب‌ازأٝ‌زازٖ‌ٕٞیٗ‌ضٚ٘س‌زاضیٓ‌

   1

1 1 0 0( ), (1 ) ( ( ), ) [1 (1 ) (1 ) ]k k

k kD y x y hL D y x y d hL hL

         ‌
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‌ثب‌اؾشفبزٜ‌اظ‌فطَٔٛ‌ؾطی‌ٞٙسؾی‌‌

‌
1

0

(1 ) 1
(1 )

kk
i

i

hL
hL

hL





 
 ‌

‌ثٙبثطایٗ‌

‌   1 1

1 1 0 0( ), (1 ) ( ), (1 ) 1k k

k k

d
D y x y hL D y x y hL

hL

 

 
      ‌

)ٚ‌ایٙىٝ‌ثٝ‌اظای‌ٔمبزیط‌(‌1-4-5-3)ثب‌اؾشفبزٜ‌اظ‌ِٓ 1) ( 1)k N  ‌‌ٓ0زاضی ( 1)k h T  ٌیطیٓ‌٘شیدٝ‌ٔی‌

‌وٝ‌

‌   1 1 0 0( ), ( ), 1LT LT

k k

d
D y x y e D y x y e

hL
 

    ‌

‌ػلاٜٚ‌ثطایٗ‌

‌
2

.
0 1 0
max ( ,0) max ( ( ),0)

2
k i gH

k N x T

h
d D d D y x

    
 ‌

0ٚايح‌اؾز‌وٝ‌ 0( ( ), ) 0D y x y ‌ٗثٙبثطای‌‌.‌

‌1 1 .
0

( ( ), ) 1 max ( ( ),0)
2

LT

k k i gH
x T

h
D y x y e D y x

L
 

 
   ‌

1ثٙبثطایٗ‌ 1
0

lim ( ( ), ) 0k k
h

D y x y 


ٍٕٞطا‌اؾز..‌زض‌ایٗ‌حبِز‌ضٚـ‌اٚیّط‌‌

ii. ‌ٝحبَ‌فطو‌وٙیس‌و( )y xسبثؼی‌‌[( ) ]ii gH ‌ٚزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس‌
2

.( 1) ( )
2

k ii gH k

h
d y x .‌

‌دؽ‌‌وٙسنسق‌ٔی‌‌(4.31)یزض‌ٔؼبزِٝ‌(4.29)یخٛاة‌زلیك‌ٔؼبزِٝ

‌1( ) ( ) ( 1) ( , ( ))k k k k ky x y x h f x y x d   ‌
‌ثٙبثطایٗ‌

‌     1 1( ), ( ), ( , ) ( , ( )),0 ( ,0)k k k k k k g k k kD y x y D y x y h D f x y f x y x D d 
   
 

‌

( , )f x yوٙس‌ثٙبثطایٗ‌زض‌قطٌ‌ِیخ‌قیشؽ‌نسق‌ٔی‌‌

‌   ( , ) ( , ( )),0 ( , ), ( , ( )) ( ( ), )k k g k k k k k k k k kD f x y f x y x D f x y f x y x L D y x y ‌
‌سٛاٖ‌٘شیدٝ‌ٌطفز‌٘بٔؿبٚی‌ٔثّثی‌ٚ‌قطٌ‌ِیخ‌قیشؽ‌ٔیثب‌اؾشفبزٜ‌اظ‌

(4.36)‌1 1( ( ), ) (1 ) ( ( ), ) ( ,0)k k k k k kD y x y hL D y x y D d    ‌

‌فطو‌وٙیس‌

‌
0 1 0 1
max ,            max ( ,0)k k

k N k N
L L d D d

     
 ‌

‌سٛاٖ‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌٘ٛقز‌ضا‌ٔی‌(4.36)یدؽ‌ٔؼبزِٝ
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‌   1 1( ), (1 ) ( ),k k k kD y x y hL D y x y d    ‌
‌ثطلطاض‌اؾز،‌ثٙبثطایk‌‌ٗچٖٛ‌ایٗ‌٘بٔؿبٚی‌ثٝ‌اظای‌سٕبْ‌ٔمبزیط‌

       2

1 1 1 1 1 1( ), (1 ) (1 ) ( ( ), ) (1 ) ( ), 1 (1 )k k k k k kD y x y hL hL D y x y d d hL D y x y d hL              

‌،‌زاضیٓ‌فٛق‌ضٚ٘س‌ثب‌سىطاض

‌ 1

1 1 0 0( ( ), ) (1 ) ( ), 1 (1 ) (1 )k k

k kD y x y hL D y x y d hL hL

 
         ‌

ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ؾطی‌ٞٙسؾی‌‌
1

0

1 (1 )
(1 )

kk
i

i

hL
hL

hL





 
 ‌ِٝسٛاٖ‌ثٝ‌فطْ‌ظیط‌٘ٛقز‌ی‌ثبلا‌ضا‌ٔیٔؼبز‌

(4.37)‌   1 1

1 1 0 0( ), (1 ) ( ), 1 (1 )k k

k k

d
D y x y hL D y x y hL

hL

 

 
      ‌

zلطاض‌زٞیس‌‌(‌1-4-5-3)حبَ‌زض‌ِٓ hL ‌ٗثٙبثطای‌،‌

‌1 ( 1) 1
(1 )k hL k

LT
hL e

e

    ‌

)زاضیٓ 1)k h T 1ثٝ‌اظای‌ٕٞٝ‌ٔمبزیط‌‌ 1k N  ُٝضا‌ٔی‌(4.37)یی‌ثبلا‌ٔؼبزِٝ.‌ثٙبثطایٗ‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ضاث-

‌سٛاٖ‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌٘ٛقز‌

‌ 1 1 0 0

1 1
( ), ( ( ), ) 1k k LT LT

d
D y x y D y x y

e hL e
 

 
   

 
‌

‌فطو‌وٙیس

‌   
2

.
0 1 0
max ,0 max ( ),0

2
k ii g

k N x T

h
d D d D y x

    
  ‌

ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ایٙىٝ‌ 0 0( ), 0D y x y سٛاٖ‌٘شیدٝ‌ٌطفز‌ٔی‌‌

‌   1 1 .
0

1
( ), 1 max ( ),0

2
k k ii gLT x T

h
D y x y D y x

L e
 

 

 
   

 
‌

دؽ‌ 1 1
0

lim ( ), 0k k
h

D y x y 


‌.زض‌ایٙحبِز‌٘یع‌ضٚـ‌اٚیّط‌ٍٕٞطا‌اؾز‌.□‌
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 ها هثال 3-5-5

ٚ‌‌سوٙٔثبَ‌ٞبیی‌ثطای‌٘كبٖ‌زازٖ‌وبضایی‌ضٚـ‌اٚیّط‌زض‌حبلار‌ٔرشّف‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ثیبٖ‌ٔیایٗ‌لؿٕز‌

‌ا٘دبْ‌ٌطفشٝ‌اؾز.‌‌Matlabٔحبؾجبر‌ثب‌٘طْ‌افعاض‌‌قٛز.‌وّیٝٔمساض‌ذُبی‌خبٔغ‌٘كبٖ‌زازٜ‌ٔی

‌ی‌فبظی‌ظیط‌ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس‌ی‌زیفطا٘ؿیُ‌ٔمساض‌اِٚیٝٔؼبزِٝ. 1-5-3هثال 

‌. ( ) ( )   (1.3,2,2.1),         0 1,

(0) (0.82,1,1.2)

i gHy x y x x

y

    



‌

)چٖٛ‌ )y xسبثؼی‌‌[( ) ]i gH ،خٛاة‌ٚالؼی‌ایٗ‌ٔؿبِٝ‌ثب‌حُ‌زؾشٍبٜ‌ظیط‌ثٝ‌زؾز‌ٔی‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز-

‌آیس

‌
( ) ( ; ) ( ; ) 1.3 0.7 ,         0 1,

( ) ( ; ) ( ; ) 2.1 0.1 ,         0 1,

(0; ) [0.82 0.18 ,1.2 0.2 ].

y x y x x

y x y x x

y

  

  

  

 

 

     


     
   

‌

‌ایٗ‌خٛاة‌زلیك‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌

‌( ; ) 2.12 1.3 0.7 0.88 , [0,1]

( ; ) 3.3 2.1 0.1 0.3 , [0,1]

x x

x x

y x e e

y x e e

   

   





      


     
‌

ـ‌اٚیّط‌فبظی‌اظ‌خٛاة‌ػسزی‌ثطای‌ایٗ‌ٔؼبزِٝ‌ثط‌اؾبؼ‌ضٚ‌ثیبٖ‌قس،‌(1-5-3)لؿٕزثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ضٚ٘سی‌وٝ‌زض‌

‌‌قٛزضٚـ‌ظیط‌حبنُ‌ٔی

‌
 

0

1

(0.82,1,1.2),

(1.3,2,2.1) ,        0,1,..., 1.k k k

y

y y h y k N




   
‌

-(‌ٔكبٞسٜ‌ٔی4-3)ٌٛ٘ٝ‌وٝ‌زض‌قىُ(‌ضؾٓ‌قسٜ‌اؾز.‌ٕٞب3ٖ-3زیفطا٘ؿیُ‌زض‌قىُ)خٛاة‌ٚالؼی‌ایٗ‌ٔؼبزِٝ‌

)]قٛز‌سبثغ‌زض‌٘ظط‌ٌطفشٝ‌قسٜ‌سبثؼی‌ ) ]i gH .زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز‌

0.025hخبٔغ‌ثٝ‌اظای‌ذُبی‌ی‌زٞٙسٜ٘كبٖ‌(1-3)ٔمبزیط‌خسَٚ‌ ‌،‌0.005h [0,1]ٚ‌ٔمبزیط‌‌x‌.اؾز 

‌

‌
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‌‌
[0,1](‌ثٝ‌اظای‌1-5-3).‌ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثب3َ-3شکل  ٕ٘بیف‌ٔكشك‌‌.4- 3شکل‌gH‌َ(‌ثٝ‌اظای‌1-5-3)سبثغ‌خٛاة‌ٔثب

[0,1] ‌

‌

‌(1-5-3ٔثبَ‌)‌ضٚـ‌اٚیّط‌زض‌.‌ذُبی‌خبٔغ1-3جذول 

0.005h  ‌0.025h ‌‌‌

 ‌‌xذُب‌  خطا

0.0  ‌0.0‌‌0.0 

44.44089 10  ‌34.48149 10‌‌0.1 

32.00812 10  ‌39.89954 10‌‌0.2 

33.32856 10  ‌21.64009 10‌‌0.3 

34.90422 10  ‌22.41529 10‌‌0.4 

36.77416 10  ‌23.33459 10‌‌0.5 

38.98281 10  ‌24.41964 10‌‌0.6 

21.15806 10  ‌25.69503 10‌‌0.7 

21.46252 10  ‌27.18871 10‌‌0.8 

21.81815 10  ‌28.93237 10‌‌0.9 

22.23235 10  ‌11.09619 10‌‌1.0 

‌

 

 

 



57 

 

‌ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌ٔمساض‌اِٚیٝ‌ظیط‌ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس. 2-5-3هثال 

‌. ( ) ( ) (0.7,1,1.8),      0 1,

(0) (0,1,2.2).

ii gHy x y x x x

y

     



‌

‌آیسخٛاة‌زلیك‌ایٗ‌ٔؿبِٝ‌ثب‌حُ‌زؾشٍبٜ‌ظیط‌ثٝ‌زؾز‌ٔی

‌
( ) ( ; ) ( ; )  [1.8 0.8 ],          0 1,

( ) ( ; ) ( ; ) [0.7 0.3 ],          0 1,

(0; ) [ ,2.2 1.2 ].

y x y x x x

y x y x x x

y

  

  

  

 

 

      


      
  

‌

‌ایٗ‌خٛاة‌ثطاثطاؾز‌ثب‌

‌
 

 

( ; ) 1.8 1.8 1.8 0.2 0.8 0.8 , [0,1]

( ; ) 2.9 0.7 0.7 0.9 0.3 0.3 , [0,1]

x x x x x

x x x x x

y x e e xe e xe

y x e e xe e xe

    

    

 

 

        


       

‌

‌سٛاٖ‌٘ٛقزٔی‌(2-5-3ضٚـ‌اٚیّط‌ثیبٖ‌قسٜ‌زض‌لؿٕز)‌ثط‌اؾبؼ‌ٚ

‌
 

0

1

(0,1,2.2),

( 1) (0.7,1,1.8) ,           0,1,..., 1.k k k k

y

y y h y x k N




     ‌
ی‌ٞبوٛٞبضا‌خٛاة‌(‌ٔكشك‌سؼٕیٓ‌یبفش6ٝ-3)یٗ‌ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌اؾز.‌زض‌قىُ(‌سبثغ‌خٛاة‌زلیك‌ا5-3)قىُ

)]زٞس‌وٝ‌سبثغ‌خٛاة‌ایٗ‌ٔثبَ‌قىُ‌٘كبٖ‌ٔیایٗ‌زلیك‌ضؾٓ‌قسٜ‌اؾز.‌ ) ]ii gH ‌.زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز‌

‌

  
(‌ثٝ‌اظای‌2-5-3)سبثغ‌خٛاة‌ٔثبgH‌َٕ٘بیف‌ٔكشك‌‌.6-3 شکل

[0,1] ‌

[0,1](‌ثٝ‌اظای‌2-5-3).‌ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثب5َ-3شکل   

 

‌
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‌(2-5-3).‌ذُبی‌خبٔغ‌ضٚـ‌اٚیّط‌زض‌ٔثب2َ-3جذول 

0.005h  ‌0.025h ‌‌‌

 ‌‌xذُب‌  خطا

0.0  ‌0.0‌‌0.0 

46.58119 10  ‌33.33362 10‌‌0.1 

31.19083 10  ‌36.02895 10‌‌0.2 

31.61606 10  ‌38.17763 10‌‌0.3 

31.94945 10  ‌39.85964 10‌‌0.4 

32.20464 10  ‌21.11446 10‌‌0.5 

32.39351 10  ‌21.20932 10‌‌0.6 

32.52638 10  ‌21.27580 10‌‌0.7 

32.61220 10  ‌21.31847 10‌‌0.8 

32.65874 10  ‌21.34127 10‌‌0.9 

32.67269 10  ‌21.34763 10‌‌1.0 

 

‌ی‌ظیط‌ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیسی‌ٔمساض‌اِٚیٝٔؿبِٝ. 3-5-3هثال 

(4.38)‌( ) (1 )  ( ),           0 2,

(0) (0,1,2).

gHy x x y x x

y

    



‌

)]خٛاة‌زلیك‌ ) ]i gH ِٝآیس.ثب‌حُ‌زؾشٍبٜ‌ظیط‌ثٝ‌زؾز‌ٔی‌(4.38)یزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ٔؿب‌

‌

 

(1 ) ( ; ),          0 1,
( ) ( ; )

(1 ) ( ; ),         1  2,

(1 ) ( ; ),          0 1,
( ) ( ; )

(1 ) ( ; ),         1  2,

(0; )  ,  2

x y x x
y x

x y x x

x y x x
y x

x y x x

y











  













    
  

  



   
  

  



 

‌

)]ٚ‌خٛاة‌زلیك‌ ) ]ii gH ِٝآیسثب‌حُ‌زؾشٍبٜ‌ظیط‌ثٝ‌زؾز‌ٔی‌(4.38)یزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ٔؼبز‌
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‌

(1 ) ( ; ),          0 1,
( ) ( ; )

(1 ) ( ; ),         1  2,

(1 ) ( ; ),          0 1,
( ) ( ; )

(1 ) ( ; ),         1  2,

(0; ) [  ,  2 ]

x y x x
y x

x y x x

x y x x
y x

x y x x

y











  













    
  

  


    

  
  




 

‌

)]سبثؼی‌‌[0,1]ٚايح‌اؾز‌وٝ‌سبثغ‌خٛاة‌زض‌ثبظٜ‌ ) ]i gH ٚ1ی٘مُٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز‌x ‌ُٝی‌یه‌٘م

)]سبثؼی‌‌[1,2)زض‌ثبظٜ‌‌اؾز‌ٚ‌سبثغ‌خٛاة‌Iؾٛیچ‌٘ٛع‌ ) ]ii gH ٗزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز.‌ضٚـ‌اٚیّط‌زض‌ای‌

‌قٛز‌ر‌ظیط‌فطَٔٛ‌ثٙسی‌ٔیحبِز‌ثٝ‌نٛض

‌ 

 

0

1

1

(0,1,2),

  (1 )                ,0 1,      0,1, , 1,
2

( 1)    (1 )         ,1 2,     , , .
2

k k k k k

k k k k k

y

N
y y h x y x k

N
y y h x y x k N






 



       



      

‌

(‌ٔكبٞسٜ‌ٔی‌وٙیس‌8-3ٌٛ٘ٝ‌وٝ‌زض‌قىُ)ی‌قىُ‌خٛاة‌ٚالؼی‌ایٗ‌ٔثبَ‌اؾز.‌ٕٞبٖ(‌٘كبٖ‌زٞٙس7ٜ-3)قىُ

1xی‌ٔكشك‌ٔطسجٝ‌اَٚ‌ایٗ‌سبثغ‌زض‌٘مُٝ ‌ُٝ1ی‌ؾٛیچ‌وطزٜ‌اؾز.‌دؽ‌٘مx ‌ُٝی‌ؾٛیچ‌٘ٛع‌٘مIثطای‌سبثغ‌‌

( )y x‌‌.ٕ٘بیف‌زازٜ‌قسٜ‌اؾز‌.‌(3-3ٔسٜ‌اظ‌ضٚـ‌ػسزی‌اٚیّط‌زض‌خسَٚ)ذُبی‌ثطـ‌خبٔغ‌ثٝ‌زؾز‌آاؾز‌

‌

‌‌
[0,1](‌ثٝ‌اظای‌3-5-3)ٕ٘بیف‌سبثغ‌خٛاة‌ٔثبَ.‌7-3شکل  ‌ ٕ٘بیف‌8-3شکل‌.gH(َ3-5-3ٔكشك‌ٔطسجٝ‌اَٚ‌ٔثب)ثٝ‌اظای‌‌

[0,1] ‌
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‌

‌(3-5-3)ذُبی‌خبٔغ‌ضٚـ‌اٚیّط‌زض‌ٔثبَ‌.3-3جذول 

0.005h  ‌0.025h ‌‌‌

 ‌‌xذُب‌  خطا

0.0  ‌0.0‌‌0.0 

42.21057 10  ‌31.05772 10‌‌0.2 

49.48966 10  ‌34.62954 10‌‌0.4 

32.18262 10  ‌21.07346 10‌‌0.6 

33.78194 10  ‌21.87015 10‌‌0.8 

35.48657 10  ‌22.72488 10‌‌1.0 

33.73717 10  ‌21.84424 10‌‌1.2 

31.85160 10  ‌38.95003 10‌‌1.4 

55.51592 10  ‌46.46455 10‌‌1.6 

31.84070 10  ‌39.62457 10‌‌1.8 

33.35558 10  ‌21.72255 10‌‌2.0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



61 

 

 حل هعادلات دیفزانسیل فاسی خطی هزتثه اول 3-6

‌سٛخٝ‌ثٝ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌سؼٕیٓ‌ایٗ‌ثرف‌ ‌ثب ی‌یبفشٝخٛاة‌ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ذُی‌ٔطسجٝ‌اَٚ‌ضا

(‌ثطای‌ثٝ‌زؾز‌آٚضزٖ‌خٛاة‌ٔؼبز8‌ِٝ-3آٚضز.‌ایٗ‌ضٚـ‌حُ‌زض‌ٕٞیٗ‌فهُ‌زض‌ثرف)ٞبوٛٞبضا‌ثٝ‌زؾز‌ٔی

‌ٌیطز.ٝ‌زْٚ‌وبُٔ‌ٔٛضز‌اؾشفبزٜ‌لطاض‌ٔیزیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔطسج

 

‌َ‌فبظی‌ظیط‌ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیسٔؼبزِٝ‌ذُی‌ٔطسجٝ‌اٚ

(4.39)‌( ) ( ) ( ) ( ).
gH

y x P x y x Q x  ‌

)وٝ‌زض‌آٖ‌ ) :[ , )P x a  ‌‌ٚ‌ٝسبثغ‌حمیمی‌دیٛؾش( ) :[ , )Q x a  سبثؼی‌دیٛؾشٝ‌فبظی‌ٞؿشٙس.‌ٔمساض‌‌

0اِٚیٝ‌فبظی‌
( )y a ‌‌.وٝ‌سبثغ‌فبظی‌ٞسف‌آٖ‌اؾز‌ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس( ) :y x ای‌ثٝ‌زؾز‌ثٝ‌ٌٛ٘ٝضا‌‌

‌وٙس.‌نسق‌(4.39)وٝ‌زض‌ٔؼبزِٝ‌آٚضز

‌ٔؼبزِٝ ‌حُ ‌‌سٙیوفطو‌‌،(4.39)ثطای )وٝ )y x‌‌ )]سبثؼی ) ]i gH‌‌ )]یب ) ]ii gH ‌ ‌ثبقس ‌دصیط ثٝ‌زیفطا٘ؿیُ

]زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌زض‌ثبظgH‌ٜوٝ‌٘ٛع‌‌یقطَ , )a سغییطی‌٘ىٙس.‌سبثغ‌‌( )

( ) a

x

P t dt

u x e


‌‌ ‌زض‌ثٍیطیس. ثٝ‌ضا

‌‌وٙیسضا‌زض‌سبثغ‌فبوشٛض‌ا٘شٍطاَ‌ٌیطی‌يطة‌‌(4.39)َطفیٗ‌ٔؼبزِٝ‌ی‌ٌٛییٓ.ایٗ‌سبثغ‌فبوشٛض‌ا٘شٍطاَ‌ٌیط

(4.40)‌( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,

xx x

a a a
P t dt P t dt P t dt

gH
y x e P x e y x Q x e

    ‌

‌سٛاٖ‌٘ٛقز‌ٔی‌(3-2-3)لًیٝثب‌اؾشفبزٜ‌اظ‌

‌( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) , a

x x

a

x

a
P t dt P t dt P t dt

gH

gH

y x e P x e y x y x e
       

 
‌

‌قٛزثٝ‌نٛضر‌ظیط‌ٕ٘بیف‌زازٜ‌ٔی‌(4.40)ٔؼبزِٝثٙبثطایٗ‌

(4.41)‌( ) ( )

( ) ( ) .

x x

a a
P t dt P t dt

gH

y x e Q x e
 

 



 

‌

‌زاضیٓ‌‌(1-9-2)لًیٝثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ثٍیطیٓ،‌ا٘شٍطاَ‌‌(4.41)طفیٗ‌ٔؼبزِٝاظ‌َ‌اٌط

‌( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

x a

a a a

x

P t dt P t dt P t dt

gH
a

x

y x e y a e Q x e dx
  

 ‌

‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌

‌( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

x

a

x

a
P t dt P t dt

g

x

H
a

e y x y a Q x e dx
 

 ‌

‌وّی‌زاضیٓدؽ‌ثٝ‌َٛض‌
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 خٛاة‌[( ) ]i gH زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ٔؼبزِٝ‌فبظی‌ذُی‌ٔطسجٝ‌اَٚ‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌‌

‌( ) ( )

0
.( ) ( )

x x

a a
P t dt P t

a

x dt

y x e Q x e dx
 

 
 
 
 

‌

 خٛاة‌[( ) ]ii gH زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ٔؼبزِٝ‌ذُی‌ٔطسجٝ‌اَٚ‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌‌

‌( ) ( )

0
.( ) ( 1) ( )

x x

a a
P t dt P t dt

a

x

y x e Q x e dx
  

 


 
 


‌

‌

)ی‌اِىشطیىی‌ٔیعاٖ‌٘یطٚی‌ٔحطوٝ‌ظیط‌ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس.‌ِٔٛس‌ثطق‌ثب‌LRٔساض‌. 1-6-3هثال  )E tٔمبٚٔز‌‌،R‌

 .((9-3قىُ)‌‌)زٞٙسضا‌سكىیُ‌ٔی‌LRٔساض‌Lٚ‌ذٛز‌اِمبیی‌ثب‌يطیت‌ذٛز‌اِمبیی‌

‌ٔحبؾجٝ‌وطز‌(4.42)‌ثب‌اؾشفبزٜ‌اظ‌حُ‌ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌ذُی‌ٔطسجٝ‌اَٚسٛاٖ‌ضا‌ٔی‌tی‌زض‌ِحظI‌ٝٔمساض‌ِٚشبغ‌

‌‌

(4.42)‌   ( ) ( ) ( )gHL I t R I t E t   

‌فطو‌وٙیس‌(4.42)ی‌زض‌ٔؼبزِٝ‌

1. ‌2(0.2,1.5,3.5)E t ‌ٚ1, 2L R ‌. 

(0)ٔمساض‌ِٚشبغ‌اِٚیٝ‌ثطاثط‌‌ .2 (0.4,2.5,5)I  اؾز‌. 

3. ‌( )I tسبثؼی‌‌[( ) ]i gH ‌.زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز 

‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌خٛاة‌ٔؼبزِ‌،ٚ‌فطيیبر‌ٔثبَ‌(6-3)خٝ‌ثٝ‌ضٚـ‌سٛيیح‌زازٜ‌قسٜ‌زض‌ثرفثب‌سٛ ٝ‌زازٜ‌قسٜ‌ضا

‌زاضیٓ

   2 2 2 2 2 21 1
( ) (0.4 2.1 ) (0.2 1.3 ) (1 2 2 ) 1   ,  (5 2.5 ) (3.5 2 ) (1 2 2 ) 1 .

4 4

t t t tI t e e t t e e t t        
                

    

وٙیس‌ایٗ‌(‌ٔكبٞسٜ‌ٔی11-3)ٕٞبٍ٘ٛ٘ٝ‌وٝ‌زض‌قىُ‌(‌٘كبٖ‌زازٜ‌قسٜ‌اؾز.10-3)خٛاة‌ثٝ‌زؾز‌آٔسٜ‌زض‌قىُ

)]خٛاة‌ ) ]i gH .زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز‌

‌
‌(1-6-3) هثال LR. هذار 9-3شکل 
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‌‌
[0,1](‌ثٝ‌اظای‌ٔمبزیط1-6-3)ٔثبَٕ٘بیف‌خٛاة‌‌.11-3شکل  ‌ ٕ٘بیف‌ٔكشك11-3شکل‌.‌gH(1-6-3)خٛاة‌ٔثبَ‌ٔطسجٝ‌اَٚ‌سبثغ‌‌‌

[0,1]ثٝ‌اظای‌ٕٞٝ‌ٔمبزیط ‌
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 حل هعادلات دیفزانسیل فاسی هزتثه دوم هقذار هزسی  3-7

اظ‌ضٚـ‌فبوشٛض‌ا٘شٍطاَ‌ٌیطی‌ثب‌زض‌ٔؼبزِٝ‌ی‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌ٔمساض‌ٔطظی‌زض‌ایٗ‌ثرف‌ثب‌اؾشفبزٜ‌

ی‌فبظی‌ٌطٔب‌ٔٛضز‌ٔؼبزِٝ‌ٝ‌زؾز‌آٚضزٖ‌خٛاةقٛز.‌ایٗ‌ضٚـ‌حُ‌زض‌فهُ‌ثؼسی‌ثطای‌ث٘ظط‌ٌطفشٗ‌حُ‌ٔی

‌اؾشفبزٜ‌لطاض‌ذٛاٞس‌ٌطفز.

‌

‌ٔؼبزِٝ‌فبظی‌ٔمساض‌ٔطظی‌ظیط‌ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس‌

(4.43)‌
0 1

( ) ( ) ( ) 0,

( )  ,    ( ) .

gH gH
y x p x y x

y a C y b C

  

 





‌

0وٝ‌زض‌آٖ‌ 1
,C C ‌‌ٚ( )p x ‌.‌

)،‌َطفیٗ‌ایٗ‌ٔؼبزِٝ‌ضا‌زض‌فبوشٛض‌ا٘شٍطاَ‌ٌیطی‌(4.43)یثطای‌ثٝ‌زؾز‌آٚضزٖ‌خٛاة‌ٔؼبزِٝ )p t dt

eوٙیس.‌يطة‌‌

‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌زاضیٓ‌

(4.44)‌( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0,
p t dt p t dt

gH gH
e y x p x e y x   ‌

‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌٘ٛقز‌‌ضا‌(4.44)سٛاٖ‌ٔؼبزِٝ،‌ٔی(3-2-3)لًیٝثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌

‌( )

( ) 0,
p t dt

gH

gH

e y x
 

 
 

  ‌

0ٌیطیٓ‌وٝ‌ٔمساض‌ثبثز‌فبظی‌(‌٘شیدٝ‌ٔی2-2-3)ض‌ِٓ(‌ز3)ثٙب‌ثط‌لؿٕز
‌‌ٝٚخٛز‌زاضز‌ثٝ‌َٛضی‌و‌

‌(4.45)‌( )

0
( ) ,

p t dt

gH
e y x   ‌

‌آیس،‌ٔؼبزِٝ‌ظیط‌ثٝ‌زؾز‌ٔی(4.45)یثب‌ا٘شٍطاَ‌ٌیطی‌اظ‌َطفیٗ‌ٔؼبزِٝ

‌( )

0
( )    ,

x x p t dt

gH
a a

y t dt e dt
  ‌

‌(1-9-2)ثٙبثط‌لًیٝ

‌( )

0 0
( )    ,

p t dt

gH
a

x

y x C e dt
 ‌

)دؽ‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ )y x‌ٚآیسثٝ‌زؾز‌ٔی‌(4.43)یخٛاة‌ثطای‌ٔؼبزِٝ‌ز‌‌

 اٌط‌( )y xسبثؼی‌‌[( ) ]i gH آٍ٘بٜ‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس‌، 

(4.46)‌( )1 0

0 ( )
( )    .

  

p t dtgH

b p t dt a

a

xC C
y x C e dt

e dt





 
 


 

 اٌط‌( )y xسبثؼی‌‌[( ) ]ii gH آٍ٘بٜ‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس‌، 
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(4.47)‌( )1 0

0 ( )
( ) ( 1)    .

  

p t dtgH

b p t dt

a

x

a

C C
y x C e dt

e dt





 
 


 

‌

‌ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌ٔمساض‌ٔطظی‌ظیط‌ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس‌.1-7-3هثال 

‌( ) tan( ) ( ) 0,

(0) (2.3,6,7.5) ,    (1) (4.2,7,9.5).

gH gH
y x x y x

y y

  

 





‌

)‌فطو‌وٙیس )y xسبثؼی‌‌[( ) ]i gH .(‌ٚ‌ٔؼبز7‌ِٝ-3)ب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ضٚ٘س‌ثیبٖ‌قسٜ‌زض‌لؿٕزث‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس

‌ی‌زازٜ‌قسٜ‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌،‌خٛاة‌ٔؼبزِٝ(4.46)

‌
 

    tan( )

1 t 0an( )

0

4.2 2.8 2.3 3.7 7.5 1.5
( ) 2.3 3.

  ;    9.5-2.5   ;    
  ;    

(1.9 0.9 ) (2 )
 ;    

sin(1) sin(

7 7.5 1.5    .

  

sin( ) sin( )
( ) 2.3 3.7 7.5 1.5 .

1)

dtgH

dt

x t

t
y x e dt

e dt

x x
y x

 

   
 

 





      


 
      



 




 

‌زٞس.غ‌خٛاة‌ضا‌ٕ٘بیف‌ٔی(‌سبث12-3)قىُ

‌

‌
[0,1](‌ثٝ‌اظای‌ٕٞٝ‌ٔمبزیط‌1-7-3)ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثبَ‌.12-3شکل  ‌
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 حل هعادلات دیفزانسیل فاسی هزتثه دوم کاهل  3-8

زیفطا٘ؿیُ‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌ٞؿشٙس.‌ایٗ‌ٔؼبزلار‌زض‌ایٗ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌وبُٔ‌٘ٛع‌ذبنی‌اظ‌ٔؼبزلار‌

‌سٛخٝ‌ثٝ‌ٌ٘یط٘س‌ٚ‌خٛاةثرف‌ٔٛضز‌ثطضؾی‌لطاض‌ٔی ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ٔحبؾجٝ‌ٞبی‌فبظی‌ایٗ‌ٔؼبزلار‌ثب

‌٘س.قٛٔی
 

‌ظیط‌ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس‌‌ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌فبظی

(4.48)‌2 1 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

gH gH
a x y x a x y x a x y x f x   ‌

2وٝ‌زض‌آٖ‌ 1 0
( ), ( ), ( )a x a x a x ‌‌ٚسٛاثؼی‌حمیمی‌( )f x‌.سبثؼی‌فبظی‌اؾز‌

‌

‌1ٔ-8-3تعزیف  .‌ ‌زْٚؼبزِٝ ‌وبُٔ‌ٌٛیٙس‌(4.48)زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔطسجٝ ‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ضا ‌سٛاثغ )اٌط )p x‌‌ٚ

( )q xضا‌ثشٛاٖ‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌٘ٛقز‌‌(4.48)ی‌وٝ‌ٔؼبزِٝٔٛخٛز‌ثبقٙس‌ثٝ‌َٛض‌‌

‌ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
gH gH

p x y x q x y x f x
  ‌

‌

‌فبظی‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌‌ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌.1-8-3قضیه 

(4.49)‌2 1 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

gH gH
a x y x a x y x a x y x f x   ‌

‌اؾز‌اٌط وبُٔ
2 1 0

( ) ( ) ( ) 0a x a x a x   ِٝٔؼبز‌ ‌ثٛزٖ ‌فطو‌وبُٔ ‌ثب ‌ٔی(4.49)ی. ‌ضا ‌ٔؼبزِٝ ‌ایٗ ‌ثٝ‌، سٛاٖ

‌نٛضر‌ظیط‌٘ٛقز

‌ 2 1 2
( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ).

gH gH
a x y x a x a x y x f x  


 ‌

‌.‌ثطای‌اثجبر‌ایٗ‌لًیٝ‌ثبیس‌٘كبٖ‌زاز‌وٝ‌اثثات

(4.50)‌ 2 1 2 2 1 0
( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

gH gH gHgH
a x y a x a x y x a x y x a x y x a x xx y      


‌

‌سٛاٖ‌٘ٛقز‌ٔی‌(3-2-3)(‌1ٚ-2-3لًبیبی)ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌

‌
 2 1 2 2 2 1 2 1 2

2 1 1 2

2 1 0

) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) [ ( ) ( )] ( )

( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( )

( ) ( ) ( ) ( ) (

(

) ( ).

( )
gH gH gH gHgH

gH gH

gH gH

a y a x a x y x a x y x a x y x a x a x y x a x a x y x

a x y x a x y x a x a x y x

a x y x a x y x a x

x

y

x

x

               

      

   



‌

 □زاضیٓ‌ٚ‌اثجبر‌وبُٔ‌اؾز.‌ضا‌(4.50)ٔؼبزِٝثٙبثطایٗ‌

‌ظیط‌ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس‌‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌‌وبُٔ‌ٔؼبزِٝ
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(4.51)‌2 1 0

0 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( )  , .                                 ( )  

gH gH

gH

a x y x a x y x a x y x f x

y a y a 

   

 





‌

‌آٖ‌ ‌زض 0وٝ 1
,  ‌‌ ٚ2 1 0

( ) , ( ) , ( ) : [ , )a x a x a x a فطو‌ ‌ایٙدب ‌زض )وٙیس‌. ) ( )f x s xزض‌‌ وٝ

‌ایٗ‌ٔؼبزِٝ ‌‌ٚ( )s xثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌‌سبثؼی‌حمیمی‌ٔمساض‌‌ )اؾز. )y x‌‌ٚ( )
gH

y x‌،

‌.‌قٛزثطضؾی‌ٔی‌(4.51)ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌وبُٔخٛاة‌

‌

 .حالت اول 3-8-1

)فطو‌وٙیس‌وٝ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ثطای‌سٛاثغ‌ )y x‌‌ٚ( )
gH

y x‌‌ٜیىؿبٖ‌ثبقس‌ٚ‌زض‌ثبظ[ , ]a x‌ُٝی‌ٞیچ‌٘م

‌سٛاٖ‌٘ٛقزٔی‌(1-8-3)لًیٝ(‌11‌ٚ-8-2)سؼطیفثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌‌ؾٛیچی‌ٚخٛز‌٘ساقشٝ‌ثبقس.

(4.52)‌ 2 1 2
( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ).

gH gH
a x y x a x a x y x f x  


 ‌

‌ثٍیطیس،‌آٍ٘بٜا٘شٍطاَ‌‌(4.52)َٝطفیٗ‌ضاثُاظ‌‌(1-9-2)لًیٝ‌اٌط‌ثطاؾبؼ

‌2 1 2 1
( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ,

x

gH gH
a

a x y x a x a x y x C s t dt    ‌

‌ ‌ٔمساض ‌آٖ ‌زض 1وٝ
C‌‌ ‌اِٚیٝ ‌ٔمساض ‌ثٝ ‌سٛخٝ 1ثب

( )
gH

y a  زؾ‌‌ ‌وٝ‌آیس.ز‌ٔیثٝ ‌ایٗ‌زِیُ )‌ثٝ )
gH

y xسبثؼی‌‌

[( ) ]i gH ثٙبثطایٗ‌،زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز‌‌

‌2 1 2 1
( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ,

g

x

H
a

a x y x a x a x y x C s t dt     ‌

‌ثب‌فطو‌ایٙىٝ‌

‌1 2
1 2

2 2 2

   
( )[ ( ) ( )] 1

( ) , ( ) , ( ) ,
( ) (

     
) (

  
)

 

x

a
s t dta x a x

p x q x q x
a x a x a x


  

‌

‌‌قٛزظیط‌حبنُ‌ٔیٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔطسجٝ‌اَٚ‌ذُی‌

‌1 1 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

gH
y x p x y x C q x q x   ‌

)٘ظطلطاضزازٖ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌(‌ثیبٖ‌قس،‌ثب‌ٔس6-3)زض‌ثرفوٝ‌ٕٞبُ٘ٛض‌ )y x‌ٝایٗ‌ٔؼبزِٝ‌ی‌فبظی‌ٔطسج‌،

‌ٞبیی‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌زاضزاَٚ‌ذُی‌خٛاة

 اٌط‌‌( )y xسبثؼی‌‌[( ) ]i gH ‌ُدؽ‌‌دصیط‌ثبقسزیفطا٘ؿی 

‌( ) ( ) ( )

0 1 1 2
( ) ( ) ( ) .

x x

a a a

x
x xp t dt p t dt p t dt

a a
y x e C q t e dx q x e dx 

  
  

 
 
 

  

 اٌط‌( )y xسبثؼی‌‌[( ) ]ii gH زض‌ایٗ‌نٛضر‌‌،زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس 
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‌( ) ( ) ( )

0 1 1 2
( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) .

x x

a a

x

a
xp t dt p t dt p t dt

a a

x

y x e C q x e dx q x e dx 
  

  
 
 
 

  

 حالت دوم  3-8-2

)زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌سٛاثغ‌gHفطو‌وٙیس‌وٝ‌٘ٛع )y x‌‌ٚ( )
gH

y x‌‌ٜٔشفبٚر‌ثبقس‌ٚ‌زض‌ثبظ[ , ]a x‌ُٝیٞیچ‌٘م‌

‌قٛز‌وٝ٘شیدٝ‌ٔی‌(1-8-3)لًیٝ(‌11‌ٚ-8-2)سؼطیفاظ‌‌ؾٛیچی‌ٔٛخٛز‌٘جبقس.

(4.53)‌ 2 1 2
( ) [ ( ) ( )] ( )( ) ( )

gH gH
a x y a x a x y xx f x   

‌

‌آیسٔؼبزِٝ‌ظیط‌ثٝ‌زؾز‌ٔی‌(4.53)یثب‌ا٘شٍطاَ‌ٌیطی‌اظ‌َطفیٗ‌ضاثُٝ

‌2 1 2 1
( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ,) )(

x

gH gH
a

a x y a x a x y x C tx s t d   ‌

‌1،زضایٗ‌ٔؼبزِٝ
C‌‌ٝثبثشی‌اؾز‌وٝ‌ثب‌اؾشفبزٜ‌اظ‌ٔمساض‌اِٚی

1
( )

gH
y a  اظ‌آ٘دبیی‌وٝ‌آیس.‌ثٝ‌زؾز‌ٔی( )

gH
y x‌

)]سبثؼی‌ ) ]ii gH ‌ُسٛاٖ‌٘ٛقز‌یدصیط‌اؾز،‌ٔؼبزِٝ‌ظیط‌ضا‌ٔزیفطا٘ؿی‌

‌2 1 2 1
( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( 1) ( ) ,

x

gH
a

a x y x a x a x y x C s t dt     ‌

‌ثب‌فطو‌ایٙىٝ

‌1 2
1 2

2 2 2

   
( )[ ( ) ( )] 1

( ) , ( ) , ( ) ,
( ) (

     
) (

  
)

 

x

a
s t dta x a x

p x q x q x
a x a x a x


  

‌

‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌وبُٔفبظی‌ظیط‌ثطای‌خٛاة‌ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌‌زٚ‌حبِز‌(،6-3)ثرف‌ٚ‌ضٚ٘س‌سٛيیح‌زازٜ‌قسٜ‌زض

‌آیسثٝ‌زؾز‌ٔی‌(4.51)

 اٌط‌( )y xسبثؼی‌[( ) ]i gH آٍ٘بٜ،‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس 

‌( ) ( ) ( )

0 1 1 2
( ) ( ) ( 1) ( ) .

x x

a

x

a a
x xp t dt p t dt p t dt

a a
y x e C q x e dx q x e dx 

  
 
 

  
    

 اٌط‌‌( )y xسبثؼی‌‌[( ) ]ii gH ٜزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس،‌آٍ٘ب‌ 

‌( ) ( ) ( )

0 1 1 2
( ) ( 1) ( ) ( ) .

x x x

a a a
xp t dt p t dt p t dt

a

x

a
y x e C q x e dx q x e dx 

  
 



  


  

‌

‌

‌

‌

‌
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 ها هثال 3-8-3

).‌فطو‌وٙیس‌1-8-3هثال  ) :[0,1]y x ِٝی‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌ظیط‌ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس.‌ٔؼبز‌

(4.54)‌

3 2( 3) ( ) 6 ) 6 ( ) (10,12,13.5) ,

(0) (0.82,1,1.2),

(0) (3.1,4,5.3).

(
gH gH

gH

x y x x y xy x xx

y

y

     



  

‌

زض‌ایٗ‌ٔؼبزِٝ‌‌اظ‌آ٘دب‌وٝ
2 1 0

( ) ( ) ( ) 0a x a x a x   ‌ ِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌ٔطسجٝ‌ٔؼبزِٝ‌زازٜ‌قسٜ‌یه‌ٔؼبز‌ثٙبثطایٗ،

‌اؾز ‌وبُٔ ‌زْٚ ‌‌اوٖٙٛ. ‌وٝ )فطو‌وٙیس )y x‌‌ ٚ( )
gH

y x‌‌ )]سٛاثؼی ) ]i gH ثبقٙس‌ ‌دصیط ‌ثٙبثط‌.زیفطا٘ؿیُ

‌‌ظیط‌اؾزٔطسجٝ‌اَٚ‌ذُی‌‌فبظی‌ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌(،‌حبن1ُ-8-‌3)لؿٕز(‌ٚ‌ضٚ٘س‌ثیبٖ‌قسٜ‌زض‌1-8-3)لًیٝ

‌ 3 2

. 1
0

( 3) ( ) 3 ( ) 10,12,13.5 .
x

ii gH gH
x y tx x y x C dt  ‌

)زض‌ایٗ‌ٔؼبزِٝ‌ )
gH

y xسبثؼی‌[( ) ]i gH ‌ٚزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز‌ (0) 3.1,4,5.3
gH

y دؽ‌‌،‌

‌
2 2

. 3 3 3

3 1
( ) ( ) (3.1,4,5.3) (10,12,13.5) ,

3 1 2( 1)
ii gH

x

x

x
y x x

xx
y   

  
‌

)ایٙىٝ‌‌(‌6ٚ-3)ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ضٚ٘س‌ٌفشٝ‌قسٜ‌ثطای‌حُ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔطسجٝ‌اَٚ‌ذُی‌زض‌ثرف )y x‌

)]سبثؼی‌ ) ]i gH اؾززی‌ ‌فطا٘ؿیُ‌دصیط ‌زْٚ ‌زیفطا٘ؿیُ‌ٔطسجٝ ‌خٛاة‌ٔؼبزِٝ ‌ثٝ‌‌(4.54)وبُٔ، ثٝ‌نٛضر‌ظیط

‌آیسزؾز‌ٔی

‌     
3

3

1
( ) 0.82 0.18 ;1.2 0.2 3.1 0.9 ;5.3 1.3 10 2 ;13.5 1.5

3 6
y x x

x

x
     

 
         

  
‌

‌زٞٙس.وٛٞبضا‌ثطای‌ایٗ‌خٛاة‌ضا‌٘كبٖ‌ٔیی‌ٞبیٓ‌یبفشٝ(‌ٔكشك‌سؼ14ٕ-3)(‌سبثغ‌خٛاة‌ٚ‌قى13ُ-3قىُ)

‌‌
‌ٔمبزیط‌(‌ثٝ‌اظای‌1ٕٝٞ-8-3)خٛاة‌ٔثبَٕ٘بیف‌‌.13-3شکل 

[0,1] ‌

(‌ث1‌ٝ-5-3)خٛاة‌ٔثبَٔطسجٝ‌اَٚ‌ٔكشك‌gH.‌ٕ٘بیف‌14-3شکل 

[0,1]اظای‌ٕٞٝ‌ ‌
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)فطو‌وٙیس‌‌.2-8-3هثال  ) :[1,2 ]y x  وٙس‌طا٘ؿیُ‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌وبُٔ‌ظیط‌نسق‌زض‌ٔؼبزِٝ‌زیف‌‌

‌
sinh( ) ( ) 2cosh( ) ( ) sinh( ) ( ) 0,

(1) (0.5,2,4.5),

(1) (4.8,5,6.2).

gH gH

gH

x y x x y x x y x

y

y

    



  

‌

)سٛاثغ‌‌ٚ )y x‌‌ٚ( )
gH

y x‌‌ٚٞط‌ز[( ) ]ii gH ُ(،8-‌3)ٔٛخٛز‌زض‌ثرف.‌ثطاؾبؼ‌ضٚ٘س‌دصیط‌ثبقٙس‌زیفطا٘ؿی‌

‌سٛاٖ‌٘ٛقز‌ٔی

‌1 1

cosh( ) cosh( )

sinh( ) sinh( )

1

1
( ) (0.5,2,4.5) ( 1)(4.8,5,6.2)

sin (
,

h )

x xt t
dt dt

t t
x

y x e e dx
x

  
  


 




 ‌

‌خٛاة‌سحّیّی‌ٔؼبزِٝ‌زازٜ‌قسٜ‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌‌زض‌ایٗ‌نٛضر
2

2 2

( 1) ( ) 2 ( 1) 2 ( 1)
( ) (0.5 1.5 ) (6.2 1.2 )    ;  (4.5 2.5 ) (4.8 0.2 ) .

2 1 1

e csch x e x e x
y x

e e e
   

   
         

‌

)وٙیس‌ٔكبٞسٜ‌ٔی‌(17-3)(‌16ٚ-3ٞبی)قىُٕٞبٍ٘ٛ٘ٝ‌وٝ‌زض‌ )y x‌ٚ( )
gH

y xسٛاثؼی‌‌[( ) ]ii gH ‌ُزیفطا٘ؿی

‌دصیط‌ٞؿشٙس.

‌

‌‌
(‌ثٝ‌اظای‌ٕٞٝ‌ٔمبزیط2-8-3)ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثبَ‌.15-3شکل 

[0,1] ‌

(‌ث2‌ٝ-8-3)ٔكشك‌ٔطسجٝ‌اَٚ‌خٛاة‌ٔثبgHَ.‌ٕ٘بیف‌16-3 شکل

[0,1]اظای‌ٕٞٝ‌ٔمبزیط‌ ‌

‌
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‌
[0,1](‌ثٝ‌اظای‌ٕٞٝ‌ٔمبزیط‌2-8-3)ٔكشك‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌خٛاة‌ٔثبgHَٕ٘بیف‌‌.17-3شکل  ‌

‌

‌.‌ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌وبُٔ‌ظیط‌ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس‌3-8-3هثال 

‌
(2 ) ( ) 2 ( ) ( ) 0,

(0) (2,4,8),

(0) (3,6,12).

x x x x

gH gH

gH

e e y x e y x e y x

y

y

      



  

‌

)فطو‌وٙیس‌ )y xسبثؼی‌‌[( ) ]ii gH زیفطا٘ؿیُ‌ٚ‌سبثغ‌( )
gH

y xسبثؼی‌‌[( ) ]i gH ُصیط‌ثبقس.‌دؽ‌د‌زیفطا٘ؿی

‌ی‌زازٜ‌قسٜ‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌خٛاة‌سحّیّی‌ٔؼبزِٝ

   221 1
( ) (2 2 ) (12 6 ) ln(3) ln(2 )   ;  (8 4 ) (3 3 )  ln(3) ln(2 )

2 2
.x x xy x e e e       

               
 


  

‌

)زٞٙس‌وٝ‌سبثغ‌٘كبٖ‌ٔی(‌14-3)(‌13ٚ-3ٞبی)قىُ )y xسبثؼی‌‌[( ) ]i gH ‌ٚزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌( )
gH

y xسبثؼی‌‌

[( ) ]ii gH .زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز‌

‌
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(‌ث3‌ٝ-8-3ٔكشك‌ٔطسجٝ‌اَٚ‌خٛاة‌ٔثبَ)gH.‌ٕ٘بیف‌19-3شکل 

[0,1]اظای‌ٕٞٝ‌ٔمبزیط‌ ‌

(‌ثٝ‌اظای‌ٕٞٝ‌ٔمبزیط‌3-8-3ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثبَ)‌.18-3شکل 

[0,1] ‌

 

 
[0,1](‌ثٝ‌اظای‌ٕٞٝ‌ٔمبزیط‌3-8-3ٔثبَ)ٔكشك‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌خٛاة‌gHٕ٘بیف‌. 21-3شکل  ‌
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 4فصل 

 هعادلات دیفزانسیل جشئی غیزقطعی 
 

 

 

 هقذهه  4-1

وٙس.‌ثطضؾی‌ٔیی‌ٞبوٛٞبضا‌ثطای‌سٛاثغ‌زٚ‌ٔشغیطٜ‌فبظی‌ذهٛنیبر‌ٔكشك‌خعئی‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ‌اثشسا‌ایٗ‌فهُ‌‌‌‌

ی‌فبظی‌ٌطٔب‌ضا‌سكطیح‌ٚ‌یىشبیی‌ٞبی‌لجُ،‌ٔؼبزِٝقسٜ‌زض‌فهُهٛنیبر‌ٚ‌سؼبضیف‌ثیبٖ‌آٍ٘بٜ‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ایٗ‌ذ

ی‌ٌطٔب‌طی،‌خٛاة‌سحّیّی‌ٔؼبزِٝوٙس.‌ؾذؽ‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیایٗ‌ٔؼبزِٝ‌ضا‌اثجبر‌ٔی‌خٛاة‌ثطای

,0)ی‌ثٝ‌ََٛ‌ثی‌ٟ٘بیز‌ٚ‌ؾُحی‌ثٝ‌ََٛزض‌ؾیٕ )ٞبیی‌خٟز‌ٔثبَ‌زٞس.‌زض‌ا٘شٟبضا‌ٔٛضز‌ثطضؾی‌لطاض‌ٔی‌

‌ٕ٘بیس.‌ط‌یه‌اظ‌حبلار‌ثیبٖ‌قسٜ‌اضائٝ‌ٔیسكطیح‌ٞ

 

 

 تواتع فاسی دو هتغیزه  درحساب دیفزانسیل و انتگزال  4-2

‌‌.1-2-4لن  )فطو‌وٙیس , )p x t‌‌ ٚ‌ ‌نؼٛزی ‌ٔثجز ‌حمیمی ‌سبثغ ‌ثٙبثطایu‌‌ٗیه ‌ثبقس. ‌فبظی ػسزی

[ ]gH p ‌ ‌سبثغ ‌ثطای )ٔكشك , ) ( , )g x t p x t uٔشغیط‌‌ ‌ثٝ ‌ثب‌‌‌t٘ؿجز ‌اؾز ثطاثط

. ( , ) ( , )
gHt tg x t p x t u  ‌

‌.‌زاضیٓاثثات

‌ ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,gH gHg x t k g x t p x t k u p x t u p x t k p x t u     ‌
‌سٛاٖ‌٘ٛقز‌ٔی(‌1-6-2)ؾشفبزٜ‌اظ‌ذهٛنیبر‌فبنّٝ‌ٞبؾسٚضفثب‌ا

 
0 0

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
lim , ( , ) lim , ( , )

( , ) ( ,
 

 

)
lim , ( , )

0,

gH

t t
k k

t
k

g x t k g x t p x t k p x t u
D p x t u D p x t u

k k

p x t k p x t
D u p x t u

k

 



    
    

   

  
  

 

‌
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)(،‌زاضی2‌ٓ-10-2)سصوطثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌‌دؽ , ) ( , )g x t p x t u.□‌

‌

).‌فطو‌وٙیس‌1-2-4قضیه  , ) :f x t سبثؼی‌‌[ ]gH p ‌ٝزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌٘ؿجز‌ثt‌‌ٚثبقس‌c ‌‌.

)زض‌ایٗ‌نٛضر‌ )( , )
gHt c f x t‌‌ٚٚخٛز‌زاضز‌‌

‌( )( , ) ( , ).
gH gHt tc f x t c f x t  ‌

)ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ایٗ‌فطو‌وٝ‌.اثثات , )f x tسبثؼی‌‌[ ]gH p ٘ؿجز‌ثٝ‌‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطtاؾز‌‌‌

( )( , ) ( )( , )
, ( , )

( , ) ( , )
, ( , )

( , ) ( , )
, ( , ) 0.

gH

gH

gH

gH

t

gH

t

gH

t

c f x t k c f x t
D c f x t

k

c f x t k c f x t
D c f x t

k

f x t k f x t
cD f x t

k

 
  

 

 
  

 

 
 

 


‌

‌□زض‌ایٗ‌نٛضر‌اثجبر‌سٕبْ‌اؾز..‌0kٚلشی‌وٝ‌

‌

)فطو‌وٙیس‌‌.هثال 4-2-1 , ) :[0, ] [1,4]f x t   ‌‌ٚ‌

‌ ( , ; ) 0.7 0.3   , 1  .8 0.8 sin( ).f x t t x    ‌
](،‌1-2-4)لًیٝ‌ثط‌اؾبؼ ]gH p ‌ٝٔكشك‌ایٗ‌سبثغ‌٘ؿجز‌ثxثٝ‌نٛضر‌ظیط‌اؾز‌‌‌

‌

(0.7 0.3 ) cos( ),         [1,4],  [0, ],
2

( )( , ; )

(1.8 0.8 ) cos( ),         [1,4],  [ , ].
2

(1.8 0.8 ) cos( ),         [1,4],  [0, ],
2

( )( , ; )

(0.7 0.3 ) cos( ),         [1,4]

x

x

t x t x

f x t

t x t x

t x t x

f x t

t x t







 













  

  
   


  

 

  ,  [ , ].
2

x
















 


‌

)ٚايح‌اؾز‌وٝ‌سبثغ‌فبظی‌ , )f x t[1,4]‌بظٜزض‌ث‌ [0, ]
2


‌ ،[( ) ]i p ایٗ‌سبثغ‌ثٝ‌اظای‌اؾز‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ .

‌ ٕٝٞ[1,4]t‌‌ٌ٘مب‌ )زض , )
2

t
سبثؼی‌‌‌ )]ثٝ ) ]ii p زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ؾٛیچ‌ٔی‌ )٘مبٌ‌ثٙبثطایٗ‌وٙس. , )

2
t

‌‌ٝث
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)سبثغ‌وٙیس‌(‌ٔكبٞسٜ‌ٔی2-4)ٕٞبٍ٘ٛ٘ٝ‌وٝ‌زض‌قىُ‌٘مبٌ‌ؾٛیچ‌ٞؿشٙس.‌t[1,4]اظای‌ٕٞٝ‌ٔمبزیط‌ , )f x tزض‌‌

)٘مبٌ‌ , )
2

t
‌‌ٕٝٞ[1,4]ثٝ‌اظای‌tزاضای‌ؾٛیچ‌٘ٛع‌‌I‌.اؾز‌

‌

‌‌
).‌ٕ٘بیف‌‌1-4شکل  , )f x t‌َ‌0(‌ثٝ‌اظای1-2-4)ٔثب ‌ ٕ٘بیف‌‌.2-4شکل( , )

gH
f x t‌َ0(‌ثٝ‌اظای‌1-2-4)ٔثب ‌

‌

f:.‌فطو‌وٙیس‌2-2-4لن  ‌‌ٚسبثؼی‌دیٛؾشٝ‌فبظی‌[ ]gH p یفطا٘ؿیُ‌دصیط‌٘ؿجز‌ثٝ‌زx‌ٚثبقس‌‌

]زض‌ثبظf‌‌ٜسبثغ‌ , ]a s‌ُٝی‌ؾٛیچی‌٘ساقشٝ‌ثبقس.‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌ٞیچ‌٘م‌

‌( , ) ( , ) ( , ).
gH

s

t gH
a

f x t dt f x s f x a ‌

‌ُٝاٌط‌ٞیچ‌٘م‌اثثات. ]ی‌ؾٛیچی‌زض‌ثبظٜ , ]a s‌،سٛخٝ‌ثٝ‌‌آٍ٘بٜ‌ٚخٛز‌٘ساقشٝ‌ثبقس‌ ‌6-10-2)سؼطیفثب سبثغ(،

( , )f x tیب‌‌[( ) ]i p یب‌‌[( ) ]ii p و‌وٙیس‌وٝ‌ایٗ‌سبثغزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز.‌فط‌[( ) ]ii p زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌

‌ثبقس.‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌

‌
.

( , ; ) ( , ; ), ( , ; )

( , ; ) ( , ; ), ( , ; ) ( , ; )

( ,

 

)

   

( , ).    

ii gH

s s

t t t
a a

gH

f x t dt f x t f x t dt

f x s f x a f x s f x a

f x s f x a

  

   

 

   

     

    



 
‌

)]اثجبر‌حبِز‌ ) ]i p ثٝ‌نٛضر‌ٔكبثٝ‌اؾززیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌.□‌

‌

1,2,3.‌فطو‌وٙیس‌2-2-4قضیه  , ( ) :[ , ] ([ , ]) :  i i ii x t a b x a b   ‌‌ٝسٛاثؼی‌اویسا‌نؼٛزی‌ٚ‌دیٛؾش

ثبقس‌ثٝ‌َٛضی‌و3‌‌ٝای‌ثبظ‌اظ‌ظیط‌ٔدٕٛػU‌ٝ،ثبقٙس
3

1i

U


‌‌ٚ:f U فبظی‌دیٛؾشٝ‌ثبقس.‌سبثؼی‌‌

‌ ‌ایٗ ‌ثط    ػلاٜٚ 1,2,3 , :
igH

xi f U  ‌‌ ‌ثٍیطیس ‌٘ظط ‌زض ‌ٞؿشٙس. ‌فبظی ‌دیٛؾشٝ ٚ‌ :ٔٛخٛز ( )i ix x t‌‌ٚ

1 2 3: ( ) : ( , , )z z t f x x x زض‌ایٗ‌نٛضر‌‌.
gHt zٚ‌اؾز‌ٔٛخٛز‌‌
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‌
1 2 31 2 3 1 1 2 3 2 1 2 3 3( , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( ).

gH gH gH gH
t x t x t x tz f x x x x t f x x x x t f x x x x t       ‌

  وٝ‌زض‌آٖ‌ 1,2,3 , ( )t ii x t ‌ٜٔكشك‌سبثغ‌‌٘كبٖ‌زٞٙس( )ix t‌‌ٝ٘ؿجز‌ثt‌‌.اؾز‌

‌فطو‌وٙیس‌اثثات .( , )t a bٔمساض‌ثبثز‌‌ .1 2 3( , , )x x x U‌‌ٚزض‌٘ظط‌ثٍیطیس‌‌ 1,2,3 ضا , 0ii x  ٔمساضی‌‌

‌وٛچه‌ثبقس.‌حبَ‌لطاض‌زٞیس

‌‌
1 1 1 2 2 3 3 1 2 2 3 3

2 1 2 2 3 3 1 2 3 3

3 1 2 3 3 1 2 3

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

( , , ) ( ,

.

.

, .)

gH

gH

gH

f x x x x x x f x x x x x

f x x x x x f x x x x

f x x x x f x x x







     

    

 





‌

‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌

‌
*3

1 1 2 2 3 3 1 2 3

1

( , , ) ( , ,, )gH i

i

f x x x x x x f x x x 


    ‌

‌زض‌ایٗ‌ٔؼبزِٝ
*

‌ٜٔكشك‌‌بظی‌اؾز.‌ثٝ‌زِیُ‌ایٙىٝخٕغ‌ف‌٘كبٖ‌زٞٙس[ ]gH pثطای‌سٛاثغ‌‌
igH

x f‌‌،ٚخٛز‌زاضز

,1,2,3ی‌ٞبوٛٞبضا‌ثطای‌دؽ‌سفبيُ‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ ii 0ثٝ‌اظای‌ٔمبزیط‌وٛچه‌‌ix ٔٛخٛز‌زض‌فًبی‌‌‌

‌وٙیٓ‌سؼطیف‌ٔی‌حبَ‌اؾز.

‌: ( ) ( ) ( ) ,     : ( ),   0,     1,2,3.i i i i i i i ix t t t t t x x x t t i              ‌
 ‌اظ‌آ٘دبیی‌وٝ 1,2,3 , ii نؼٛزی‌ٞؿشٙس‌‌ ‌0ixٌفز‌سٛأٖی‌ٔمبزیطی‌اویسا سٛخٝ‌ثٝ‌دیٛؾشٍی‌‌ ‌دؽ‌ثب .

 سٛاثغ‌ 1,2,3 , ii ‌،‌ٝ0ٚلشی‌وt ‌‌ٓ0زاضیix ‌.ٗثٙبثطای‌‌
*3

1 2 3 1 2 3

1 2 3
0

1

*3
1 1 2 2 3 3 1 2 3

1 2 3
0

1

1

0

( ( ), ( ), ( )) ( ( ), ( ), ( ))
lim , ( , , ) ( )

( , , ) ( , , )
lim , ( , , ) ( )

lim

i gH

i gH

gH

x t i
t

i

gH

x t i
t

i

i

t

f t t t t t t f t t t
D f x x x x t

t

f x x x x x x f x x x
D f x x x x t

t

D

     

 


 




 

      
  

  

      
  

 



 





1

*3

*3

1 2 3

1

1 1 2 2 3 3 1 2 2 3 3 1

0
1

1 2 1

, ( , , ) ( )

( , , ) ( , , )
lim

, ( , , ) ( )

i gH

gH

i

x t i

i

gH

t

x n t

f x x x x t
t

f x x x x x x f x x x x x x
D

x t

f x x x x t





 

 
 
  
 
 
 

          
 

 

 




‌‌
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‌

2

3

1 1

1
1

1 2 2 3 3 1 2 3 3 2
1 2 3 2

0
2

1 2 3 3 1 2 3 3
1 3

0
3

2 2

0

( , , ) ( , , )
lim , ( , , ) ( )

( , , ) ( , , )
lim , ( ,..., ) ( )

( , ,
lim

gH

gH

gH

gH

x t
t

gH

x n t
t

x x

x
x

t

f x x x x x f x x x x x
D f x x x x t

x t

f x x x x f x x x x
D f x x x t

x t

f t x x x
D

 

 



 

      
  

  

  
  




  

  




 

1

2 2

2
2

2

3 3

3 3
1

1 2 3 1

1

1 3 3
2

1 2 3 2
0

2

1 2 3 3 1 2 3 3

)
, ( , , ) ( )

( , , )
lim , ( , , ) ( )

( , , ) ( ), ( , , ) ( ) **

gH

gH

gH

gH gH

x t

x x

x
x

x t
t

x x f t

x dt x
f x x x x t

x t

f x t x x dt x
D f x x x x t

x t

D f x x x x t x x x x t



 



    
    

 

     
     

 

    



‌‌

‌(‌زاضی2ٓ-6-2)(‌1ِٓ‌ٚ-6-2ِٓ)ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌

 

 

1 1

1 1
1

2 2

2 2
2

2 2

2
2

1 2 2 3 3 1 1 2 3
0

1

2 1 3 3 2 1 2 3
0

2

2 1 3
0

2

1
** ( ) lim ( , , )

   

, ( , , )

1
( ) lim ( , , ) , ( , , )

1
( ) lim ( , ,  

gH gH

gH gH

gH

x x

t x x
xt

x x

t x x
xt

x x

t x
xt

x t D f t x x x x dt x f x x x
x

x t D f x t x x dt x f x x x
x

x t D f x t x x
x



 



 



 

        


      


    






 

  

  

2

1 1

1 1
1

2 2

2 2
2

1

3 2 1 2 3

1
2 2 3 3 1 2 3

0
1

2
1 3 3 1 2 3

0
2

1

0 [1

   

 

) , ( , , )

( )
lim ( , , ) , ( , , )

( )
lim ( , , ) , ( , , )

( )
lim su

  

   p

gH

gH gH

gH gH

x

x x
t

x x
xt

x x
t

x x
xt

t

t x

dt x f x x x

x t
D f t x x x x dt f x x x dt

x

x t
D f x t x x dt f x x x dt

x

x t

x 



 



 

  

 


      




    












 

 

1 1

1 1

2 2

2 2 2

2 2 3 3 1 2 3 1
, ]

2
1 3 3 1 2 3 2

0 [ , ]2

( , , ) ( , , )

( )
lim sup ( , , )   ( , , ) **

gH gH

gH gH

x x
x x

t
x x

t x x x

D f x x x x f x x x x

x t
D f x x x f x x x x

x 







   

      




 
 
 

 
      




 

‌

0tٚلشی‌وٝ‌ 0دؽ‌‌ix ‌.1,2زض‌ایٗ‌نٛضر‌ثٝ‌اظای‌i ‌‌ٓزاضیi ix ‌ٚ‌‌

‌   1 1 2 21 1 2 3 1 2 3 2 1 2 3 1 2 3** ( ) ( , , ), ( , , ) ( ) ( , , ), ( , , ) 0.
gH gH gH gH

t x x t x xx t D f x x x f x x x x t D f x x x f x x x        ‌

 ,ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌دیٛؾشٍی‌ 1,2,3
igH

x f i .اثجبر‌وبُٔ‌اؾز‌،□ 
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 نهایت تا طول تی ایی فاسی گزها در هیلههعادله 4-3

ٌطٔب‌زض‌ََٛ‌ٔیّٝ‌ثٝ‌نٛضر‌یىٙٛاذز‌وٝ‌‌ػبیك‌ثٙسی‌قسٜ‌ثبقسای‌ی‌ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس‌وٝ‌ثٝ‌ٌٛ٘ٝفّعای‌ٔیّٝ

وٝ‌ََٛ‌ٔیّٝ‌‌فطو‌وٙیس‌ػبیك‌ثٙسی‌ثبقس.‌٘كٛز‌ٚ‌زٚا٘شٟبی‌ٔیّٝ‌فبلسُح‌ٔیّٝ‌ثٝ‌ثیطٖٚ‌ٔٙشمُ‌اظ‌ؾ‌،قٛز‌درف

)‌ثیٟٙبیز‌ثبقس )x  ‌ٚ‌ٝی‌فبظی‌ٌطٔب‌اِٚی( )f x ٔیعاٖ‌((.‌3-4)قىُ‌قٛز)ثٝ‌اثشسای‌ٔیّٝ‌ٚاضز‌‌

‌قٛز‌فطَٔٛ‌ثٙسی‌ٔی‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌فٛق‌یٔیّٝ‌ا٘شمبَ‌ٌطٔب‌زض

‌( , ) ( , ) ( , ),
gH gHt gH xx

u x t u x t F x t  ‌
:وٝ‌زض‌آٖ‌ (0, )  ‌‌ٚ يطیت‌٘فٛش‌ٌطٔب‌اؾز.‌سبثغ‌‌( , ) :u x t  ‌ٜٔیعاٖ‌‌٘كبٖ‌زٞٙس

فبظی‌ی‌یىشبیی‌خٛاة‌ٔؼبزِٝیٗ‌ثرف‌اثشسا‌زض‌ااؾز‌.‌‌tی‌زض‌ِحظx‌ٌٝطٔبی‌ٔٛخٛز‌زض‌ٔیّٝ‌فّعی‌زض‌ٔىبٖ‌

)قٛز.‌ؾذؽ‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ثطضؾی‌ٔیٌطٔبی‌ثیبٖ‌قسٜ‌ , )u x t٘ؿجز‌ثٝ‌ٔشغیطٞبی‌‌x‌‌ٚt‌،

‌آیس.ی‌فبظی‌ٌطٔب‌ثٝ‌زؾز‌ٔیخٛاة‌سحّیّی‌ٔؼبزِٝ
 

‌
‌ػبیك‌ثب‌ََٛ‌ثیٟٙبیز‌ٔیّٝ‌‌.3-4شکل 

‌

‌

 قضیه اصل هاکشیون  4-3-1

.‌قٛزانُ‌ٔبوعیٕٓ‌اؾشفبزٜ‌ٔیوٙس.‌ثٝ‌ٕٞیٗ‌ٔٙظٛض‌ضا‌اثجبر‌ٔیایٗ‌ثرف‌یىشبیی‌خٛاة‌ثطای‌ٔؼبزِٝ‌فبظی‌ٌطٔب‌

اظ‌اثشسا‌یب‌‌فمٍ‌ثشٛا٘سزاقشٝ‌ثبقیٓ‌وL‌‌ٝاٌط‌یه‌ٔیّٝ‌ػبیك‌ثٝ‌ََٛ‌ی‌انُ‌ٔبوعیٕٓ‌ثط‌ایٗ‌اؾبؼ‌اؾز‌وٝ‌٘ظطیٝ

‌ٔیّٝ‌قٛز.‌اثشسا‌یب‌ا٘شٟبسٛا٘س‌ثیكشط‌اظ‌ٌطٔبی‌َٛ‌ٔیّٝ‌ٕ٘یزض‌َ،‌آٍ٘بٜ‌ٌطٔبی‌ٔٛخٛز‌زضیبفز‌وٙسا٘شٟب‌ٌطٔب‌

‌

)انُ‌ٔبوعیٕٓ‌فبظی(‌فطو‌وٙیس‌وٝ‌‌). 1-3-4قضیه  , )u x tٌطٔب‌فبظی‌یزِٝخٛاة‌ٔؼب‌‌

(5.1)‌( , ) ( , ) 0.
gH gHt gH xx

u x t u x t ‌
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‌ ‌ٔدٕٛػٝ )زض , ) 0 , 0{ | }R x t x L t T    ‌‌ ‌زض ٚ‌ ‌ثبقس )ٔدٕٛػٝ , ) 0 , 0{ | }R x t x L t T    

‌ ‌ثٙبثطایٗ ‌ثبقس. ‌فبظی )دیٛؾشٝ , )u x t‌‌ٝٔدٕٛػ‌ ‌زض ‌ضا ‌ذٛز ‌ٔمساض ٔبوعیٕٓ

( , ) 0,0 ; ,0 ;0 , 0{ | }x t x t T x L t T x L t          وٙس.زضیبفز‌ٔی‌‌

)‌وٙیٓ‌وٝ‌اٌط.‌اثشسا‌اثجبر‌ٔیاثثات , )v x t‌‌ٝزض‌ٔدٕٛػٝ‌فبظی‌سبثؼی‌دیٛؾشRثبقس‌ٚ‌زض‌٘بٔؿبٚی‌‌

(5.2)‌( , ) ( , ) 0,
gH gHt gH xx

v x t v x t ‌

زاضای‌ٔبوعیٕٓ‌ٔٛيؼی‌‌vوٙس.‌فطو‌وٙیس‌وٝ‌ٔیزضیبفز‌‌ٔبوعیٕٓ‌ٔمساض‌ذٛز‌ضا‌زض‌‌آٍ٘بٜ‌،وٙسنسق‌‌Rزض‌

زض‌
0 0

( , )P x t R ‌‌‌ٝزاضیٓ‌(9-2-3)(‌5ٚ-2-3لًبیبی)ثبقس.‌ثب‌سٛخٝ‌ث‌

‌
0 0 0 0

( , ) 0 ,       ( , ) 0.
gH gHt xx

v x t v x t  ‌
0چٖٛ‌ ‌،٘مُٝ‌زض،‌(2-5-2)(‌زض‌ٌعاض3ٜلؿٕز)‌ثطاؾبؼPٓزاضی‌

‌( , ) ( , ) 0,
gH gHt gH xx

v x t v x t ‌
)ٔؼبزِٝ‌‌فٛق‌زض‌سٙبلى‌ثب‌ایٗ‌انُ‌اؾز‌وٝ‌ثبیس‌یٔؼبزِٝ , )v x t‌ِٝنسق‌وٙس.‌(5.2)زض‌ٔؼبز‌

)ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌دیٛؾشٝ‌ثٛزٖ‌ , )v x tزض‌‌R‌ٚ‌(ٝ3-7-2لًی‌،)( , )v x tٔمساض‌ٔبوعیٕٓ‌ذٛز‌ضا‌زض‌‌وٙس.اذشیبض‌ٔی‌‌

maxفطو‌وٙیس‌وٝ‌ ( , )M u x t


‌(M )‌‌ٖوٝ‌زض‌آ( , )u x t‌‌ٝنسق‌ٔی‌(5.1)ٔؼبزِٝزض‌ٔمساضی‌اؾز‌و-

)وٙس.‌سبثغ‌وٕىی‌ , )v x tضا‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس‌‌

‌2( , ) ( , )  ,     0.v x t u x t x  ‌
‌ثٙبثطایٗ‌

‌
2( , ) ( , ) ( , ) ( ( , ) )

( , ) ( , ) 2 2 0.

 
gH gH gH gH

gH gH

t gH xx t gH xx

t gH xx

v x t v x t u x t u x t x

u x t u x t

 

  

     

     
‌

‌قٛزوٝ‌اظ‌آٖ‌٘شیدٝ‌ٔی

(5.3)‌( , ) ( , ) 0
gH gHt gH xx

v x t v x t ‌‌

)ثط‌اؾبؼ‌٘شبیح‌ثٝ‌زؾز‌آٔسٜ‌وٙس‌ٚ‌نسق‌ٔی‌(5.2)زض‌ٔؼبزِٝ‌(5.3)‌ٔؼبزِٝ , )v x tٔمساض‌ٔبوعیٕٓ‌ذٛز‌ضا‌زض‌‌‌

)وٙس.‌دؽ‌ثٝ‌اظای‌ٞط‌٘مُٝ‌زضیبفز‌ٔی , )x t R2ثبیس‌‌ 2( , ) ( , )v x t u x t x M L  ‌‌ٝثٝ‌ایٙىٝ‌ٚ‌ثب‌سٛخ‌

)‌زاضیٓ‌،ٔمساضی‌زِرٛاٜ‌ٚ‌ثؿیبض‌وٛچه‌اؾز , ) ( , )u x t v x t M‌ٗثٙبثطای‌( , )u x t M‌.□‌

‌

‌

‌
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‌.‌ٔؼبزِٝ‌ٌطٔب‌فبظی‌ظیط‌2-3-4قضیه 

(5.4)‌
( , ) ( , ) ( , ), ,    0;

( ,0) ( ), ,

 

 

gH gHt gH xx
u x t u x t F x t x t

u x f x x

       


    
‌

)}‌وٝ‌زض‌٘بحیٝ‌زاضزحساوثط‌یه‌خٛاة‌ , ) | ,  0 } R x t x t   ‌.دیٛؾشٝ‌ٚ‌وطا٘ساض‌اؾز‌

‌M.‌ػلاٜٚ‌ثطایٗثبقٙس‌(5.4)زٚخٛاة‌ٔؼبزv‌ٚw‌ِٝ.‌فطو‌وٙیس‌وٝ‌اثثات ‌،0Mٚخٛز‌زاقشٝ‌ثبقس‌‌

‌ ‌وٝ ‌َٛضی |ثٝ |w M‌‌ ٚ| |v M‌ ‌فطو‌وٙیس .
gH

u w v‌ ‌نٛضر ‌ایٗ ‌زض .uفبظی‌‌‌ ‌ٌطٔب ‌ٔؼبزِٝ زض

( , ) ( , ) 0
gH gHt gH xx

u x t u x t  ‌،( ,0) 0u x وٙس‌ٚ‌نسق‌ٔی‌| | 2u Mزض‌‌R.‌

)ٔؿشُیS‌‌ُفطو‌وٙیس‌ , ) | ,0{ }S x t L x L t T     ‌‌ٖثبقس‌وٝ‌زض‌آL‌ٚTٜ‌زٚ‌ٔمساض‌ٔثجز‌زِرٛا‌

‌وٙیٓ‌اؾز.‌حبَ‌سبثغ‌ظیط‌ضا‌سؼطیف‌ٔی

(5.5)‌
2

2

4
( , ) ( ).

2

M x
g x t t

L
 ‌

‌(،‌زاضی1ٓ-2-4)ِٓثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌

‌
2 2

4 4
( , )  ,     ( , ) ,

gH gHt xx

M M
g x t g x t

L L


   ‌

ٚ‌( , ) ( , ) 0
gH gHt gH xx

g x t g x t  زض‌‌Sٓٞ‌.ِٝزاضیٓ‌(5.5)یچٙیٗ‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ٔؼبز‌

‌
2

2 2
             ,   

2 4
( ,0) 0 ( ,0) ( ,        ) 2 2 ( , ).

Mx M t
g x u x g L t M M u L t

L L


     ‌‌

)زاضیٓ‌،‌S(‌زض‌ٔدٕٛػ1‌ٝ-3-4)لًیٝثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ , ) ( , )g x t u x t.‌

)‌ضاثُٝثٝ‌َطیك‌ٔكبثٝ‌ , ) ( , )u x t g x t‌ٔ‌ ‌ثٙبثطثٝ‌ز‌سٛاٖیضا ثٝ‌‌(1-5-2)سصوط(‌2‌ٚ-5-2)سؼطیف‌ؾز‌آٚضز.

‌٘مُٝ ‌ٞط ‌اظای )ی , )x t‌،0t ثبثز‌ ،‌ ‌‌Lٞبی ٚTزاض‌‌ ‌٘ٚخٛز ‌وٝ ‌َٛضی ‌ثٝ )س , )x t S‌‌ٚ
2

2

4
| ( , ) | ( , ) ( )

2

M x
u x t g x t t

L
 ‌ٝفطو‌وٙیس‌و‌.L،| ( , ) | 0u x t ثٝ‌اظای‌ٞط‌ثٝ‌اظای‌.‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌

x ‌‌ٚ0 t T ‌‌ٓزاضی( , ) ( , )v x t w x t‌.‌ٖٛچTزِرٛاٜ‌اؾز‌دؽ‌زض‌ٔدٕٛػٝ‌ٔمساضی‌‌Rٔی‌-

‌vسٛاٖ‌٘شیدٝ‌ٌطفز w‌ٗقسٜ‌اؾزٔمساض‌اِٚیٝ‌زازٜ‌ٞطٌطٔب‌زاضای‌خٛاة‌یىشب‌ثٝ‌اظای‌فبظی‌ٔؼبزِٝ‌.‌ثٙبثطای.□‌

‌

‌

‌

‌

‌
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  فاسی گزهاجواب تحلیلی هعادله  4-3-2

‌ٔؼبزِٝ‌فبظی‌ظیط‌ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس

(5.6)‌
0

( , ) ( , ) 0,

, 0;
( ,0)

0. 0,

 

gH gHt gH xx
u x t u x t

u x
u x

x




  



    
 

‌

)فطو‌وٙیس‌وٝ‌سبثغ‌فبظی‌‌ؾز.ا‌{0}٘كبٖ‌زٞٙسٜ‌ٔدٕٛػٝ‌حمیمی‌‌0وٝ‌زض‌آٖ , ) :u x t  خٛاة‌‌

‌ثبقس.‌(5.6)ٔؼبزِٝ

‌‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیسظیط‌ضا‌سدب٘ؽ‌ٍ٘بقز‌‌(5.6)ٌطٔبفبظی‌ی‌خٛاة‌سحّیّی‌ٔؼبزِٝثطای‌یبفشٗ‌

‌( )  ,          ( )  ,      , 0,a bx x t t a b     ‌
ٚ‌

‌( , ) ( , ),  ,      0.c a bw u c          ‌
)ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ایٙىٝ‌ )t‌ٚ( )x(2-2-4)لًیٝٚ‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌،‌دؽ‌ثب‌ایٗ‌سغییط‌ٔشغیط‌یسا‌نؼٛزی‌ٞؿشٙسسٛاثؼی‌او‌‌

‌سٛاٖ‌٘ٛقز‌ٔی

‌

  2

( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ).

 

 

gH gH gH gH

gH gH gH gH

gH gH gH gH gH

c b c

t t

c a c

x x

a c a c

xx x

u x t w w

u x t w w

u x t w w

 

 

  

      

      

      

 

 

 

     

     

      

‌

‌قٛز‌بظی‌ٌطٔب‌ثٝ‌ٔؼبزِٝ‌ظیط‌سجسیُ‌ٔیٔؼبزِٝ‌فآٍ٘بٜ‌

‌ 2 2( , ) ( , ) 0 ( , ) ( , ) 0.
gH gH gH gH

b c a c b c a bw w w w                           ‌

2bزاقشٝ‌ثبقی‌‌ٓاظای‌ٞطحبَ‌اٌط‌ثٝ‌ a‌ٜاٌطٔمساض‌ثٝ‌زؾز‌آٔسٜ‌سحز‌ایٗ‌ٍ٘بقز‌یىشب‌اؾز.‌دؽ‌،‌آٍ٘بu‌

x,‌خٛاة‌ثٝ‌زؾز‌آٔسٜ‌زض tآٍ٘بٜ‌،ثبقس‌‌cw u خٛاة‌ٔؼبزِٝ‌ضا‌زض‌‌ax  ‌‌ٚ  bt  ثٝ‌زؾز‌ٔی‌-

‌آٚضز.

‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیسثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ٍ٘بقز‌زازٜ‌قسٜ،‌ٔشغیطٞبی‌ٔؿشمُ‌ظیط‌ضا‌

‌
( )

a

a a a

bb b b

x x

t t

 

 

 ‌

2bثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ایٙىٝ‌ a،ٔشغیط‌‌( , )
2

x
x t

t



‌‌.ٓزض‌ایٗ‌نٛضر‌ضا‌زاضی‌
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‌( ).

( )

c

c c c

bb b b

w u
v

t t




 

  ‌

)2ثٝ‌نٛضر‌‌(5.6)ٌطٔبفبظی‌خٛاة‌ٔؼبزِٝ‌ٞسف‌دیسا‌وطزٖ‌ , ) ( )
c

au x t t v وٝ‌زض‌آٖ‌‌اؾز‌( )v  ‌.ثب‌

)سٛخٝ‌ثٝ‌٘ٛع‌ٔكشك‌دصیطی‌سبثغ‌ , )u x t٘ؿجز‌ثٝ‌ٔشغیطٞبی‌‌x‌‌ٚt‌،ثطضؾی‌‌(5.6)ٌطٔب‌ی‌فبظی‌ٔؼبزِٝخٛاة‌

‌سٛخٝ‌ثٝ‌ٔكشك‌سبثغ‌قٛزٔی ‌ثب ‌ثطای‌ایٗ‌ٔٙظٛض‌اثشسا .٘ؿجز‌ثٝ‌ٔشغیطٞبی‌‌x‌‌ٚt،سغییط‌٘ٛع‌ٔكشك‌دصیطی‌‌

( , )u x tٌیطز.ٔٛضز‌ثطضؾی‌لطاض‌ٔی‌‌

‌سٛاٖ‌ٌفزٔی(‌4-2-3)لًیٝ‌ثطثٙب

 0اٌط‌x ‌‌:0
2(2 2 )

t

x

tt t






 
   ‌ٜآٍ٘ب‌‌، 

(5.7)‌
.

1 1
2 2 2

. .

1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

2 2i gH

c c c

a a a
t t ii gH gH ii gH

c c
u x t t v t v t v v

a a
     

 


 
 
 

    ‌

(5.8)‌
.

1 1
2 2 2

. .

1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

2 2ii gH

c c c

a a a
t t i gH gH i gH

c c
u x t t v t v t v v

a a
     

 

     
 
 
 

‌

 0اٌط‌‌x ‌:0
22 2

t

x

tt t






 
   زض‌ایٗ‌نٛضر‌‌، 

(5.9)‌
.

1 1
2 2 2

. .

1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

2 2i gH

c c c

a a a
t t i gH gH i gH

c c
u x t t v t v t v v

a a
     

 

     
 
 
 

‌

(5.10)‌
.

1 1
2 2 2

. .

1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2ii gH

c c c

a a a
t t ii gH gH ii gH

c c
u x t t v t v t v v

a a
     

 

   
 
 





‌

1ػلاٜٚ‌ثط‌ایٗ‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ایٙىٝ‌
0

2
x

t



  ‌ٓزاضی‌،‌

‌
1

2 2
2( , ) ( ) , ( )

2gH

c
c a
a

x gH x gH

t
u x t t v v  





    

‌
‌ٚ‌

(5.11)‌
1

2

( , ) ( )
2gH

c

a

xx gH

t
u x t v 





 ‌

xثٙبثطایٗ‌
٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌‌( , )u x t‌‌ٝضا‌٘ؿجز‌ثxزٞس.ضا‌سغییط‌ٕ٘ی‌‌

)ثط‌اؾبؼ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ , )u x t٘ؿجز‌ثٝ‌ٔشغیطٞبی‌‌x‌‌ٚtضا‌زاضیٓ‌ٚ‌آ٘چٝ‌وٝ‌ثیبٖ‌قس،‌حبلار‌ظیط‌.‌

‌

‌
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 حالت اول 4-3-2-1

‌ ‌٘ٛع ‌وٝ ]فطو‌وٙیس ]gH p ‌ ‌ثطای ‌دصیطی )زیفطا٘ؿیُ , )u x t‌‌ ٚ( , )
x
u x t‌‌ ‌ثٝ ‌٘ىٙس‌x٘ؿجز )سغییطی

( , )
x
u x tسبثؼی‌‌[( ) ]i p ِٝٔؼبز‌ ‌ثٝ ‌سٛخٝ ‌ایٗ‌نٛضر‌ثب ‌زض ‌‌(5.11)زیفطا٘ؿیُ‌ثبقس(. (‌11-8-2)سؼبضیفٚ

‌‌(‌زاضی2-10-8ٓٚ)

‌

)]-جواب  4-3-2-1-1 ) - ]i pدیفزانسیل پذیز 

)فطو‌وٙیس , )u x t‌‌ ‌ثٝ )]‌t٘ؿجز ) ]i p ٔؼبزلارزیفطا٘ؿی‌ ‌ثٝ ‌سٛخٝ ‌ثب ‌ثبقس. ‌دصیط ُ(5.7)‌ ،(5.9)‌

بزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌ثٝ‌ٔؼ‌(5.6)ٌطٔب‌ی‌فبظیٔؼبزِٝ‌،ٚ‌سغییط‌ٔشغیطٞبی‌اػٕبَ‌قسٜ‌(5.11)ٚ

‌‌قٛزسجسیُ‌ٔیظیط‌

‌
 

 

1
2

. .

1
2

. .

            
    

        

( ) ( ) ( ) 0, 0;

( ) ( ) ( ) 0,    0  

 

.

i gH ii gH gH

i gH i gH gH

t v v v if x

t v v v if x





    

    






   


    


‌

cوٝ‌زض‌آٖ‌

a
 ‌‌ٝ2ثٝ‌َٛضی‌و( , ) ( )u x t t v



‌ٚ
2

x

t



.‌

،‌اٌط(5.6)ٌطٔبفبظی‌ی‌سٛخٝ‌ثٝ‌قطایٍ‌اِٚیٝ‌ٔؿبِٝثب‌ ٜ2ثبیس‌،‌آٍ٘ب
0

( )u t v u


 ‌‌ٖوٝ‌زض‌آ

0ٔمساض‌
u‌‌ٝثtٚاثؿشٝ‌٘یؿز‌دؽ‌‌ثبیس‌نفط‌ثبقس‌ٚ‌اٌط‌ ‌،‌ٜ0ثبیسآٍ٘بv .‌ٗثٙبثطای‌( )v ‌

‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔمساض‌ٔطظی‌ظیط‌اؾز‌‌رٔؼبزلاخٛاة‌

(5.12)‌

. .

0

. .

( ) ( ) 0
, 0;

( )

( ) ( ) 0
, 0.

( ) 0

i gH ii gH

i gH i gH

v v
if x

v u

v v
if x

v

  

  

    


  




    
  

‌

‌‌قٛز.حُ‌ٔی‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌آٔسٜ،‌ٔؼبزلار‌ثٝ‌زؾز‌(4-3ب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ضٚ٘س‌ثیبٖ‌قسٜ‌زض‌لؿٕز)ث

 0اٌط‌x ‌:ٝقٛز‌٘شیدٝ‌ٔی(‌3-2-3)اظ‌لًی 

‌
2 2 2

2 2 2
. . .

.

( ) ( ) 0 ( ) 0.
i gH ii gH ii gH

i gH

e v e v e v
  

   

 
       

 

 

‌ٚخٛز‌زاضز‌ثٝ‌َٛضی‌و0‌‌ٌٝیطیٓ‌وٝ‌ٔمساض‌ثبثز‌فبظی‌(‌‌٘شیدٝ‌ٔی2-2-3(‌زض‌ِٓ)3)ثٙبثط‌لؿٕز
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‌
2 2

2 2
. 0 . 0

( ) ( ) ,
ii gH ii gH

e v v e
 

   


   ‌
]ثبلا‌زض‌فبنّٝ‌‌اظ‌ضاثُٝ , ) ٌیطیٓا٘شٍطاَ‌ٔی‌‌

‌
2

2
. 0

( ) .
y

ii gH
v y dy e dy

 


  

  ‌

‌زاضیٓ(‌1-9-2)لًیٝثٙبثط‌

(5.13)‌2

2

2

( ) ( ) .s

gH
v v e ds 


  ‌

)ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌فطو‌اِٚیٝ‌زض‌ایٗ‌حبِز،‌ )v سبثؼی‌‌[( ) ]ii gH .زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز‌

 0اٌط‌‌x ‌:ٓزض‌ایٗ‌حبِز‌زاضی 

‌
2 2 2

2 2 2
. . .

.

( ) ( ) ( ) 0.
i gH i gH i gH

i gH

e v e v e v
  

   

 
      

 

‌

 سٛاٖ‌ٌفزٔی(‌3-2-3)ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ِٓ

‌
2 2

2 2
. 0 . 0

( ) ( ) ,
i gH i gH

e v v e
 

   


   ‌
‌ی‌ثبلا‌زاضیٓ‌ثب‌ا٘شٍطاَ‌ٌیطی‌اظ‌ضاثُٝ

‌
2

2
. 0

( ) ,
y

i gH
v y dy e dy

 




 
  ‌

‌دؽ

(5.14)‌2
2

2
( ) ( ) .s

gH
v v e ds



  


  ‌

)زض‌ایٗ‌حبِز‌ )v سبثؼی‌‌[( ) ]i gH ‌ُدصیط‌اؾز‌.زیفطا٘ؿی‌

2ثطای‌ثٝ‌زؾز‌آٚضزٖ‌ٔمساض‌ثبثز‌‌
ٔ‌ٚوٝ‌زض‌ایٗ‌نٛضروٙیٓ‌ضا‌خٕغ‌ٔی‌(5.14)ٚ‌(5.13)ؼبزِٝ،‌ز‌

‌2 2
2

2

2

( ) ( ) .s s

gH
v v e ds e ds






 



 
 


  


  ‌

‌2seثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ایٙىٝ ds 





دؽ‌،‌

(5.15)‌ 2
0

0 2 20 .s

gH

u
u e ds 







  ‌

‌ٟ٘بیز‌ 0xثٝ‌اظای‌زض ،اٌط‌( )v سبثؼی‌‌[( ) ]ii gH زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس،‌‌ ی‌خٛاة‌ٔؼبزِٝآٍ٘بٜ

‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌(5.12)زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔمساض‌ٔطظی
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‌2
0

0

2

( ) ( 1) .su
v u e ds




   ‌

)زض‌حبِشی‌وٝ‌‌(5.15)ٚ‌(5.14)ٚ‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ٔؼبزلار‌ )v سبثؼی‌‌[( ) ]i gH زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌

‌ٚ0x ُ‌فبظی‌ٔمساض‌ٔطظی‌ثطاثط‌اؾز‌ثبخٛاة‌ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿی،‌اؾز‌‌

‌2
0 2( ) su

v e ds








 ‌

‌
‌

‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌(5.6)ی‌ٌطٔبيیحبر‌ٚ‌فطيیبر‌ثبلا‌خٛاة‌ٔؼبزِٝثب‌زض‌٘ظط‌ٌطفشٗ‌سٕبْ‌سٛ

‌

2

2

0
0

2

0 2

( , ) ( 1)  ,                    0;

( , )  ,                                  0.

s
x

t

x

st

u
u x t u e ds if x

u
u x t e ds if x
















   

 





‌

‌‌

)]-جواب ‌4-3-2-1-2 ) - ]ii pدیفزانسیل پذیز‌

)فطو‌وٙیس‌‌ , )u x tسبثؼی‌‌[( ) ]ii p ‌ٝزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌٘ؿجز‌ثtسٛخٝ‌ثٝ‌ثب‌‌ ‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌ثب قس.

‌زض‌ثرف ‌1-1-2-3-4)ضٚ٘س‌سٛيیح‌زازٜ‌قسٜ ‌ز(، ؾز‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔمساض‌ٔطظی‌ظیط‌ضا

‌آیٙسٔی

‌

. .

0

. .

                

             

( ) ( ) 0
, 0;

( )

( ) ( ) 0
, 0;

( ) 0
   

i gH i gH

i gH ii gH

v v
if x

v u

v v
if x

v

  

  

    


  




    
  

‌

‌زضایٗ‌حبِز‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌(5.6)ٟبیز‌خٛاة‌ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌ٌطٔبزض‌٘

‌

2

2

0

0

2

0 2

( , )  ,                             0;

( , )  ,                                       0.

s

xgH

t

x

st

u
u x t u e ds if x

u
u x t e ds if x
















 

 




‌

‌
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‌حالت دوم  4-3-2-2

]فطو‌وٙیس‌وٝ‌٘ٛع‌ ]gH p زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌سٛاثغ‌( , )u x t‌‌ٚ‌( , )
x
u x t‌‌ٝ٘ؿجز‌ثx‌‌ٗای‌ ‌زض سغییط‌وٙس،

‌زض٘ظط‌ٌطفزسٛاٖ‌ٔیحبلار‌ظیط‌ضا‌‌(5.11)(‌ٚ‌ٔؼبز8ِٝ-10-2نٛضر‌ثط‌اؾبؼ‌سؼطیف)

‌

)]-جواب  4-3-2-2-1 ) - ]i pدیفزانسیل پذیز 

)اٌط‌ , )u x tسبثؼی‌‌[( ) ]i p ‌ٝزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌٘ؿجز‌ثt1-2-3-4).‌ثطاؾبؼ‌آ٘چٝ‌وٝ‌زض‌ثرفثبقس‌-

‌آیسثٝ‌زؾز‌ٔی،‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔمساض‌ٔطظی‌ظیط‌(5.9)ٚ‌(5.7)ٔؼبزلار‌اثجبر‌ٌطزیس‌ٚ(‌1

‌

. .

0

. .

      
( )

  
( ) 0

, 0;
( )

( ) ( ) 0
, 0

        

             
(

 .
) 0

  

ii gH ii gH

ii gH i gH

v v
if x

v u

v v
if x

v

  

  

    


  




    
  

‌

‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌(5.6)ٌطٔبفبظی‌‌یزض‌ایٗ‌حبِز‌خٛاة‌سحّیّی‌ٔؼبزِٝ

‌

2

2

0

0

2

0 2

( , ) ( 1)  ,                             0;

( , )  ,                                           0.

s

x

t

x

st

u
u x t u e ds if x

u
u x t e ds if x
















   

 




‌

‌

)]-جواب  4-3-2-2-2 ) - ]ii pدیفزانسیل پذیز 

)زض‌ایٗ‌حبِز‌فطو‌وٙیس‌وٝ‌ , )u x tسبثؼی‌‌[( ) ]ii p ‌ٝزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌٘ؿجز‌ثtدؽ‌ثب‌سٛخٝ‌ثبقس‌‌،

‌سٛاٖ‌٘ٛقزٔی‌(5.10)ٚ‌(5.8)ثٝ‌ٔؼبزلار

‌

. .

0

. .

                

                

( ) ( ) 0
, 0;

( )

( ) ( ) 0
, 0.

( ) 0

ii gH i gH

ii gH ii gH

v v
if x

v u

v v
if x

v

  

  

    


  




    
  

‌

‌اؾزخٛاة‌ٔؼبزِٝ‌ٌطٔب‌فبظی‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌



87 

 

‌

2

2

0

0

2

0 2

( , )  ,                             0;

( , )  ,                                       0.

s

xgH

t

x

st

u
u x t u e ds if x

u
u x t e ds if x
















 

 





‌

‌‌

صیطی‌سبثغ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌د‌ثطاؾبؼٌطٔب‌فبظی‌‌ی،‌خٛاة‌ٔؼبزِٝسٛيیح‌زازٜ‌قسٜ‌زض‌ثبلاثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌سٕبْ‌حبلار‌

( , )u x t٘ؿجز‌ثٝ‌ٔشغیط‌‌tسبثغ‌آیس‌ٚ‌ثٝ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ثٝ‌زؾز‌ٔی‌( , )u x t٘ؿجز‌ثٝ‌ٔشغیط‌‌xثؿشٍی‌

‌٘ساضز.‌زض‌ٔدٕٛع‌زاضیٓ

 اٌط‌( , )u x tسبثؼی‌‌[( ) ]i p ‌ٝزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌٘ؿجز‌ثtآٍ٘بٜ‌ثبقس‌، 

‌

2

2

0

0

2

0 2

( , ) ( 1) , 0;     

( , ) , 0.

     

          

 s

x

t

x

st

u
u x t u e ds for x

u
u x t e ds for x

















   



  






‌

 اٌط‌( , )u x tسبثؼی‌‌[( ) ]ii p ‌ٝزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌٘ؿجز‌ثtآٍ٘بٜ‌ثبقس‌، 

‌

2

2

0

0

2

0 2

( , ) , 0;

(

          

       , ) ,     

 

0.

s

xgH

t

x

st

u
u x t u e ds for x

u
u x t e ds for x

















 



  





‌

 ها هثال 4-3-3

ٔحبؾجبر‌ثب‌اؾشفبزٜ‌اظ‌‌وّیٝ.‌وٙسٔی(‌اضائ2‌ٝ-3-4)زض‌ثرف‌ثیبٖ‌قسٜٞبیی‌ثطای‌٘كبٖ‌زازٖ‌ضٚـ‌ایٗ‌ثرف‌ٔثبَ

‌.‌فطو‌وٙیس‌ا٘دبْ‌قسٜ‌اؾزMathematica 8 زض‌ٔحیٍ‌‌بٔٝ‌٘ٛیؿیثط٘

‌2

0

2
( )

z
terf z e dt



 ‌

 

‌فبظی‌ٌطٔب‌ظیط‌ضا‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس‌‌.‌ٔؼبز1ِٝ-3-4 هثال 

‌
. .

( , ) ( , ) 0,

(1,3,         

        

5), 0;
( ,0)

0

 

, 0 .

i gH ii gHt gH xx
u x t u x t

if x
u x

if x

  


 
 



‌

)ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ایٙىٝ‌سبثغ‌ , )u x t‌‌ٝ٘ؿجز‌ثtسبثؼی‌‌[( ) ]i p زاضیٓ‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز‌،‌

 ‌0ثٝ‌اظایx : 



88 

 

‌1 1
( , ; ) (2 1) ( 2 5) ( ) 1   ,  ( 2 5) (2 1) ( ) 1 .

2 22 2

x x
u x t erf erf

t t
    

    
              

    
 

 ‌0ثٝ‌اظایx : 

‌1 1
( , ; ) (2 1) ( ) 1   ,   ( 2 5) ( ) 1 .

2 22 2

x x
u x t erf erf

t t
  

    
         

    
 

1ثٝ‌اظای‌‌خٛاة‌ثٝ‌زؾز‌آٔسٜ

2
 ،[1,4]t‌،0x ‌‌ٚ0x ُٕ٘بیف‌زازٜ‌قسٜ‌‌(5-4)(‌4ٚ-4)ٞبیزض‌قى

‌اؾز.

‌

‌‌
0x(‌ثٝ‌اظای‌1-3-4)ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثبَ‌.4-4شکل  ‌ٚثٝ‌اظای‌ثطـ‌‌

1

2
 .‌

0x(‌ثٝ‌اظای‌1-3-4)ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثبَ‌.5-4شکل  ‌ٚثٝ‌اظای‌ثطـ‌‌

1

2
 .‌

‌

‌

‌‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیسی‌فبظی‌زازٜ‌قسٜ‌ضا‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط.‌ٔؼبزِٝ‌ٌطٔب‌ثب‌قطایٍ‌اِٚی2ٝ-3-4هثال 

(5.16)‌
. .

( , ) 2 ( , ) 0,

( 3.5, 2, 1              

      

), 0;
(

     
,0)

0, 0.  

ii gH i gHt gH xx
u x t u x t

if x
u x

if x

  


    
 



‌‌

‌ایٗ‌حبِز‌ )زض , )u x t‌‌ )]سبثؼی‌‌t٘ؿجز‌ثٝ ) ]ii p ‌ ‌ثٙبثطایٗ‌ثب ‌اؾز. ‌سٛيیحبرزیفطا٘ؿیُ‌دصیط ‌اظ ‌اؾشفبزٜ

‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌(5.16)ی‌ٌطٔب(،‌خٛاة‌ٔؼبز2ِٝ-3-4لؿٕز)

 0ثٝ‌اظای‌x :‌

‌3 1 3 2 1 2
( , ; ) ( 3.5) ( 3.5) ( ) 1   ,  ( 1) ( 1) ( ) 1 .

2 2 2 24
 

4

x x
u x t erf erf

t t
    

    
                 
     

‌
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 0ثٝ‌اظای‌x :‌

‌1 3 2 1 2
( , ; ) ( 3.5) ( ) 1   ,   ( 1  ) ( ) 1 .

2 2 24 4

x x
u x t erf erf

t t
  

    
            
     ‌

0xی‌زازٜ‌قسٜ‌ضا‌ثٝ‌اظای‌(‌خٛاة‌ٔؼبز6ِٝ-4قىُ) ‌ُ0(‌خٛاة‌ضا‌ثٝ‌اظای‌7-4)ٚ‌قىx س.‌زٞ٘كبٖ‌ٔی‌

x{0}خٛاة‌وّی‌ٔؼبزِٝ‌ی‌زازٜ‌قسٜ‌ثٝ‌اظای‌سٕبْ‌ ‌ٚ1

3
 ‌ُ(‌٘كبٖ‌زازٜ‌قسٜ‌اؾز.8-4)زض‌قى‌

‌

‌‌
0x(‌ثٝ‌اظای‌2-3-4)ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثبَ‌.6-4شکل  ٚ‌ثٝ‌اظای‌‌

1ثطـ‌

3
 .‌

0x(‌ثٝ‌اظای‌2-3-4)ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثبَ‌.7-4شکل  ٚ‌ثٝ‌اظای‌‌

1ثطـ‌

3
 .‌

  

‌
x{0}(‌ثٝ‌اظای‌2-3-4).‌ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثب8َ-4شکل  ‌‌ٚ1

.
3

 
‌

‌

‌

‌

‌
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‌.‌ٔؼبزِٝ‌ٌطٔب‌ضا‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس‌3-3-4هثال 

‌
. .

( , ) 0.76 ( , ) 0,

(0.6,2.2,4.7),                  

               

0;
( ,0)

0, .  0

i gH i gHt gH xx
u x t u x t

if x
u x

if x

  


 
 



‌

‌‌آیسزض‌زٚحبِز‌ظیط‌ثٝ‌زؾز‌ٔیٌطٔب‌زازٜ‌قسٜ‌‌(‌خٛاة‌ٔؼبز2ِٝ-3-4)سٛخٝ‌ثٝ‌سٛيیحبر‌ثرفثب‌

 0ثٝ‌اظای‌x :‌

‌1 1
( , ; ) (1.6 0.6) ( 2.5 4.7) ( ) 1        ( 2.5 4.7) (1.6 0.6) ( ) 1

2 219 19
2 2

25 2

  

5

( ) , ( )x x
u x t erf erf

t t

    

 
 
           
 
 
 

‌

‌

 0ثٝ‌اظای‌x : 

‌1 1
( , ; ) (1.6 0.6) ( ) 1   ,   ( 2.5 4.7) ( ) 1

2 219 19
2 2

25

 

25

( ) ( )x x
u x t erf erf

t t

  

 
 
      
 
 
 

‌

0xی‌خٛاة‌ثٝ‌زؾز‌آٔسٜ‌ثٝ‌اظای‌(‌٘كبٖ‌زٞٙس10ٜ-4)(‌9ٚ-4)ٞبیقىُ ‌‌ٚ0x ‌.ٞؿشٙس‌

‌

‌‌
‌0x(‌ثٝ‌اظای3-3-4)ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثبَ‌.9-4شکل  ٚ‌زض‌ثطـ‌‌

1

3
 .‌

0x(‌ثٝ‌اظای3-3-4)ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثبَ‌.11-4شکل  ٚ‌زض‌ثطـ‌‌

1

3
 .‌

‌

‌

‌
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,0)طول سطح فلشی تافاسی گزها در  هعادله 4-4 ) 

زض‌ایٗ‌ؾُح‌ثطاثط‌‌ِٚیٌٝطٔبی‌ا‌.قٛزٖ‌ثٝ‌نٛضر‌یىٙٛاذز‌ٔٙشمُ‌ٔیزض‌٘ظط‌ثٍیطیس‌وٝ‌ٌطٔب‌زض‌آ‌ؾُح‌فّعی‌ضا

,0)ایٗ‌ؾُح‌ََٛ‌ٚنفط‌ )ثبثز‌ اؾز.‌ٔمساض‌ٌطٔبی‌‌qیب‌قٛزثٝ‌اثشسای‌ؾُح‌ٚاضز‌ٔی٘بٌٟب٘ی‌ثٝ‌َٛض‌‌(

)ؾُح‌ثٝ‌ا٘ساظٜ‌اثشسای‌ 1)q0ٚ‌ایٗ‌ٌطٔب‌ثٝ‌اظای‌سٕبْ‌‌(قٛزؾطز‌ٔی‌t اظ‌َطفی‌‌.ثٝ‌َٛض‌ٔساْٚ‌ٚخٛز‌زاضز‌

‌((.11-4)قىُ‌)وٙسٔی‌ثٝ‌نفط‌ٔیُ‌ایٗ‌ؾُح(‌ٌطٔب‌زض‌x)ؾُح‌ََٛ‌ثب‌افعایف

‌قٛزٔؼبزِٝ‌ٌطٔبی‌ظیط‌فطَٔٛ‌ثٙسی‌ٔی‌ثٝ‌نٛضر‌tظٔبٖ‌‌ٚ‌زض‌x٘مُٝ‌ا٘شمبَ‌ٌطٔب‌زض‌

(5.17)‌
             

              

( , ) ( , ) 0, 0,  0;

( ,0) 0, (0       

                                          

, ) , 0,  0;

( , ) 0      .     

gH gH

gH

t gH xx

x

u x t u x t x t

u x u t q x t

u x t as x

     

     



 




 

 

 
,0)ؾُح‌فّعی‌ثب‌ََٛ‌‌.11-4 شکل ) 

‌

‌وطزٖ‌خٛاة‌ٔؼبزِٝ‌ٞسف ثطای‌سغییط‌‌،(‌سٛيیح‌زازٜ‌قس3-4)ٕٞبٍ٘ٛ٘ٝ‌وٝ‌زض‌ثرف‌اؾز.(5.17)ی‌ٌطٔبدیسا

ُٔبثك‌ثب‌ضٚ٘س‌سٛيیح‌‌.ضٚزثٝ‌وبض‌ٔی‌سدب٘ؽٍ٘بقز‌،‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌زضخٝ‌زْٚ‌ٔؼبزِٝ‌فبظی‌ٌطٔب‌ثٝ‌ٔؼبزِٝ

‌ٌیطیٓ‌ی‌ٌطٔب‌ضا‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌زض‌٘ظط‌ٔیفطْ‌خٛاة‌ٔؼبزِٝ‌،(3-4)ثرفزازٜ‌قسٜ‌زض‌

(5.18)‌2( , ) ( )u x t t v


 

)وٝ‌زض‌آٖ‌ )v  ‌،( , )
2

x
x t

t



‌

‌
‌ٚc

a
 .‌

0xچٖٛ‌‌ ‌‌ٚ0t 0دؽ‌‌
22 2

t

x

tt t






 
   زاضیٓ‌‌(5.18)ٚ‌ٔؼبزِٝ‌(4-2-3)لًیٝ.‌ثٙب‌ثط‌ 
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(5.19)‌ 
.

1 1
2 2 2

. .

1
( , ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

2 2
,

i gHt t ii gH ii gHu x t t v t v t v v
  


      

 

       
 

(5.20)‌ 
.

1 1
2 2 2

. .

1
( , ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

2
,

2ii gHt t i gH i gHu x t t v t v t v v
  


      

 

       ‌

1چٙیٗ‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ایٙىٝ‌ٞٓ
0

2
x

t



  سٛاٖ‌٘ٛقزٔی‌‌

(5.21)‌
. .

1
1

2 2
2

. .( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ),
22ii gH i gHx gH x ii gH xx i gH

t t
u x t t v v u x t v

 


   





        

 

(5.22)‌
. .

1
2

. .

1
( , ) ( ) ( , ) ( ),

22
   

i gH i gHx i gH xx i gH

t
u x t v u x t v



 




     ‌

)٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌‌xدؽ‌ , )u x t‌‌ٝضا‌٘ؿجز‌ثxزٞسسغییط‌ٕ٘ی‌.‌

ی‌فبظی‌ٌطٔب‌ثٝ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌خٛاة‌ثٝ‌زؾز‌آٔسٜ‌ثطای‌ٔؼبزِٝ‌،قس(‌ثیب3‌ٖ-4)ٍٛ٘ٝ‌وٝ‌زض‌ثرفٕٞب٘

)سبثغ‌ , )u x t٘ؿجز‌ثٝ‌ٔشغیط‌‌tسٛخٝ‌ثٝ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی٘یع‌زض‌ایٗ‌لؿٕز‌‌.ٚاثؿشٝ‌اؾز‌‌ )ثب , )u x tزض‌‌

-ٔرشّف‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ثٝ‌زؾز‌ٔیی‌فبظی‌ٌطٔب‌زض‌حبلار‌،‌خٛاة‌ٔؼبزtِٝ٘ؿجز‌ثٝ‌ٔشغیط‌‌(5.17)ٔؼبزِٝ

‌آیس.

‌

)]-جواب  4-4-1 ) - ]i p دیفزانسیل پذیز 

)فطو‌وٙیس‌وٝ‌ , )u x t‌‌ٝ٘ؿجز‌ثtسبثؼی‌‌[( ) ]i p ‌ٝزیفطا٘ؿیُ‌دصیط،‌‌٘ؿجز‌ثxسبثؼی‌[( ) ]ii p ‌ُزیفطا٘ؿی

)دصیط‌ثبقس‌ٚ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ , )u x t‌‌ٝ٘ؿجز‌ث,x tاِٚیٝ‌‌ؾطٔبیسغییطی‌٘ىٙس.‌ٔمساض‌‌( 1)qثٝ‌اثشسای‌‌

‌فبظی‌ٌطٔب‌ضا‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌زاضیٓی‌قٛز.‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌ٔؼبزِٝٚاضز‌ٔی‌ی‌ٚ‌ٔساْٚ٘بٌٟب٘ثٝ‌َٛض‌ؾُح‌فّعی‌

(5.23)‌

. .

.

           

                                          

         

( , ) ( , ) 0, 0,  0;

( ,0) 0,
0,  0;

(0, ) ( 1) ,

( , ) 0     

                     

                 .

i gH i gH

ii gH

t gH xx

x

u x t u x t x t

u x
x t

u t q

u x t as x

     


  

  

                                 









‌

‌.‌qاؾز‌ٚ‌‌{0}٘كبٖ‌زٞٙسٜ‌ٔدٕٛػٝ‌لُؼی‌‌0وٝ‌زض‌آٖ‌

‌ٝ‌ٌطفزسٛاٖ‌٘شیدٔی‌(5.23)ی‌ثیبٖ‌قسٜ‌زض‌ٔؼبزِٝٚ‌قطایٍ‌اِٚیٝ‌(5.21)ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ٔؼبزِٝ

(5.24)‌
.

1

2

.(0, ) (0) ( 1) ,
2ii gHx ii gH

t
u t v q







    

1ثبیس‌‌(5.24)٘یؿز،‌دؽ‌زض‌ٔؼبزِٝٚاثؿشt‌‌ٝثq‌‌ٝثٝ‌زِیُ‌ایٙىٝ زض‌ایٗ‌نٛضر‌‌.ثطاثط‌ثب‌نفط‌ثبقس‌‌
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(5.25)‌. (0) ( 1) 2 .ii gHv q   ‌

‌‌قٛزحبنُ‌ٔیظیط‌ٔؼبزِٝ‌(5.21)ٚ‌(5.19)‌،(5.23)ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌ٔؼبزلار

(5.26)‌
. . . .     

1
( 1) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( ) ( ) 0 .    ii gH gH i gH ii gH gH i gHv v v v v v

t
                 ‌

‌ذٛاٞس‌ثٛزخٛاة‌ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌ذُی‌فبظی‌‌v،‌سبثغ‌(5.26)ٚ‌(5.25)ٔؼبزلارٚ‌ثطاؾبؼ‌

(5.27)‌. .

.

( ) ( ) ( ) 0

(0) ( 1) 2             0      .

i gH ii gH gH

ii gH

v v v

v q and v as

   

 

   

    

‌

‌.qوٝ‌زض‌آٖ‌

)ٞبیی‌ثٝ‌نٛضر‌ٞسف‌دیسا‌وطزٖ‌خٛاة‌(5.27)ٔؼبزِٝ‌زض ) ( 1) ( )v z   ثٝ‌َٛضی‌وٝ‌‌اؾز‌( )z  ‌‌ٚ

( )v سبثؼی‌‌[( ) ]ii gH ‌ٚزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌( )gHv سبثؼی‌‌[( ) ]i gH .زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقس‌

)‌سٛاثغ‌(1-2-3)سصوط‌دؽ‌ثٙبثط )z ‌‌ٚ. ( )i gHz ثبیس‌‌[( ) ]i gH دؽ‌ثب‌زض‌٘ظط‌ٌطفشٗ‌.‌طا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقٙسزیف

‌سٛاٖ‌٘ٛقزٔی‌(1-2-3)سصوط(‌3‌ٚ-2-3)لًیٝ

‌. .

. . .

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ),

( ) ( 2) ( ) ( 1) ( ).

ii gH i gH

i gH i gH ii gH

v z z

v z z

   

   

    

     
‌

‌ ‌‌ٍٞٙبٞیٚ وٝ ‌‌ 0vزاضیٓ دؽ‌‌( ) 0z  خبی‌ ‌ثب .ٌ‌ ‌ٔؼبزِٝ ‌زض ‌ایٗ‌ٔٛاضز ‌،(5.27)صاضی‌سٕبْ

‌آیسثٝ‌زؾز‌ٔیٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌ذُی‌ظیط‌

‌
2

. .

(2 )
( ) ( ) 0.ii gH i gHz z


 




  ‌

-ٔی(‌ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌زازٜ‌قسٜ‌ثٝ‌ضٚـ‌فبوشٛض‌ا٘شٍطاَ‌ٌیطی‌ح4‌ُ-3)ضٚـ‌ثیبٖ‌قسٜ‌زض‌لؿٕزُٔبثك‌ثب‌

‌.‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌زاضیٓ‌قٛز

‌
2 2 2

2
2 2 22 2 2

. . .

.

2
( ) ( ) ( ) 0 ( ) 0i gH i gH i gH

ii gH

e z e z e z
  


     






 
    
 







‌
0(‌٘شیدٝ‌ٔی‌ٌیطیٓ‌وٝ‌ٔمساض‌ثبثز‌فبظی‌2-2-3(‌زض‌ِٓ‌)3ثٙب‌ثط‌لؿٕز‌)

‌‌ٝٚخٛز‌زاضز‌ثٝ‌َٛضی‌و‌
2

2
2

2 2
. 0 . 0 2

( ) ( ) .i gH i gH

e
e z z




    




   ‌

‌قٛزی‌ظیط‌حبنُ‌ٔی(‌ضاث1ُٝ-9-2ٚ‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌لًیٝ)ثبلا‌‌اثُٝثب‌ا٘شٍطاَ‌ٌیطی‌اظ‌َطفیٗ‌ض

‌

2

2

1 0 2
( ) .

s

gH

e
z ds

s



  



 ‌
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)زض‌ایٗ‌حبِز‌‌ )z سبثؼی‌‌[( ) ]i gH 3)لًیٝ‌ا٘شٍطاَ‌ٌیطی‌خعء‌ثٝ‌خعءثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌.‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز-

‌سٛاٖ‌٘ٛقزٔی‌(3-3

‌

2

2
2

2
3 2

0
) ,(

s
e

z e ds





  





 
 












 


‌

‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌خٛاة‌ثطاثط‌اؾز‌ثب

‌
2 2

2 2
3 2

0
( ) ( ) ,1) ( 1

s

v e e ds




   
 

    
 
 
 
 

‌

‌آیٙس‌ب‌سٛخٝ‌ثٝ‌قطایٍ‌اِٚیٝ‌ثٝ‌زؾز‌ٔیٔمبزیطی‌ٞؿشٙس‌وٝ‌ث‌3‌‌ٚ‌2وٝ‌زض‌آٖ‌

‌
2

2
. 3 2

0
( ) ( 1) ( 1) ,

s

ii gHv e ds


  
 

 






  




‌

‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌

‌. 3(0) ( 1) ( 1) 2 .ii gHv q     ‌

دؽ‌
3 2q ٓٞ.‌ چٙیٗ‌ٚلشی‌وٝ ‌‌ٓزاضی

2

2
3 2

0
~ ( 1) ( 1) 0

s

v e ds  
  

    
 
 

‌ٝسٛخ‌ ‌دؽ‌ثب .

ثٝ‌ایٙىٝ‌
2

2

0 2

s

e ds
 

‌‌ٓزاضی‌
2

4
gH q





‌.‌

‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌(5.27)دؽ‌خٛاة‌ٔؼبزِٝ

‌
2

2
2 2

0

4
( ) ( 1) 2 ( 1) 2 ,h

gHv q q e e dh



   






 
    

 
 

‌

)]زض‌ٟ٘بیز‌خٛاة‌ ) ]i p زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌( , )u x tثطاثط‌اؾز‌ثب‌‌‌

‌
2

2
4 2

0

4
( , ) ( 1) ( 1) .

x x

ht t
gH

x x
u x t q q e e dh

t t

 


 




 

    
 
 

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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)]-جواب  4-4-2 ) - ]ii p دیفزانسیل پذیز 

)]ثطای‌ثٝ‌زؾز‌آٚضزٖ‌خٛاة‌ ) ]ii p فطو‌وٙیس‌وٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ٔؼبزِٝ‌ٌطٔب‌،( , )u x t‌‌ٚ
.

( , )
i g Hx u x t‌

)]سٛاثؼی‌‌x٘ؿجز‌ثٝ‌ ) ]i p ‌ٚزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثبقٙس‌( , )u x t‌‌ٝ٘ؿجز‌ثtسبثؼی‌‌[( ) ]i p زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌

‌ٌیطیٓی‌فبظی‌ٌطٔب‌ضا‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌زض‌٘ظط‌ٔیزض‌ایٗ‌حبِز‌ٔؼبزِٝ‌ثبقس.

(5.28)‌

. .

.

 

 

( , ) ( , ) 0, 0,  0;

( ,0) 0, 0;

(0, ) , 0;

0  

 

    0.

ii gH i gH

i gH

t gH xx

x

u x t u x t x t

u x x

u t q t

u as x t

     


  

   
    

‌

‌.qاؾز‌ٚ‌‌{0}ی‌ٔدٕٛػٝ‌لُؼی‌٘كبٖ‌زٞٙس0‌ٜوٝ‌زض‌آٖ‌

‌لجلاً ‌ثٝ‌نٛضر‌‌(5.28)ی‌فبظی‌ٌطٔبزیٓ‌خٛاة‌ٔؼبزِٝثیبٖ‌وط‌ٕٞبٍ٘ٛ٘ٝ‌وٝ ضا
1

2( , ) ( )u x t t v ٔیزض‌٘ظط‌‌-

ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌،‌(5.22)ٚ‌(5.20)يیح‌زازٜ‌زض‌حبِز‌لجّی‌ٚ‌ٔؼبزلارٌیطیٓ.‌ثط‌اؾبؼ‌ضٚ٘س‌سٛ

‌ظیط‌ضا‌زاضیٓ‌

(5.29)‌. .

.

( ) ( ) ( ) 0

(0) 2             0      .

i gH i gH gH

i gH

v v v

v q and v as

   

 

   

   

‌

‌ ‌زْٚفطو‌وٙیس‌وٝ ‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔطسجٝ ‌فطْ‌(5.29)ٔؼبزِٝ )زاضای‌خٛاثی‌ثٝ ) ( )v z  ‌‌ ‌آٖ‌ثبقس ‌زض وٝ

( )z  ٌٝ٘ٛ‌ٝث‌ ‌ایٗ‌خٛاة‌ضا ‌ٔیا. )وٙیٓ‌وٝ‌ی‌دیسا )v ‌‌ٚ( )gHv سٛاثؼی‌‌[( ) ]i gH زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌

‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌زاضیٓ‌.ثبقٙس

‌
2 2

2 2
3 2

0
) .(

s

v e e ds




   
 

  
 
 
 
 

‌

‌،‌زاضی2‌ٚ‌3ٓثطای‌دیسا‌وطزٖ‌ٔمبزیط‌ثبثز‌

‌
2

2
. 3 2 .

0
              ( ) (0) 2 ,

s

i gH i gHv e ds v q


   
 

    
 
 
‌

‌ 3دؽ 4q ‌ ‌ٚلشی. ‌ایٗ ‌ثط ‌ػلاٜٚ وٝ ‌‌ زاضیٓ
2

2
3 2

0
~ 0

s

v e ds  
  

  
 
 

ٗثٙبثطای‌ ،‌

2 3

2
gH 


ِٝثطاثط‌اؾز‌ثب‌(5.29)‌ی.‌زض‌ایٗ‌نٛضر‌خٛاة‌ٔؼبز‌

‌
2

2
2 2

0

8
( ) 4 2 .h

gHv q q e e dh



   






 
  

 
 

‌
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)]زض‌ٟ٘بیز‌خٛاة‌ ) ]ii p ِٝزض‌ایٗ‌حبِز‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌(5.28)ی‌ٌطٔبزیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ٔؼبز‌

‌
2

2
4 2

0

2 8
( , )

x x

ht t
gH

x
u x t x q q e e dh

t t

 
 

 




 

  
 
 

‌

‌
‌‌

 ها هثال 4-4-3

‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیس‌یؾُح. 1-4-4هثال  اؾز‌ٚ‌ٔمساض‌ؾطٔبی‌‌0.76ثبثز‌ٞسایز‌ٌطٔب‌زض‌آٖ‌ثطاثط‌‌وٝ‌فّعی‌ضا

 (-1) ‌‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌اؾزٔسَ‌ی‌ٞسایز‌ٌطٔب‌ثطای‌ایٗ‌قٛز.‌ٔؼبزِٝٔیثٝ‌اثشسای‌آٖ‌ٚاضز‌0.6,2.2,4.7

‌

. .

.

( , ) 0.76 ( , ) 0, 0,  0;

( ,0) 0;

(0, ) ( 1)(0.6,2.2,4.7);

0     

 

.

i gH i gH

ii gH

t gH xx

x

u x t u x t x t

u x

u t

u as x

     




  
  

‌

)وٙیس‌ٕٞبٍ٘ٛ٘ٝ‌وٝ‌ٔكبٞسٜ‌ٔی , )u x t‌‌ٚ( , )
gHx u x t‌‌ٚٞط‌ز[( ) ]ii gH ‌ ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ٞؿشٙس.

)]خٛاة‌(،‌1-4-4ضٚـ‌ثیبٖ‌قسٜ‌زض‌لؿٕز) ) ]i p زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌ثطای‌ایٗ‌ٔؼبزِٝ‌ثطاثط‌اؾز‌ثب‌‌

   
2

3.04
0.76

( , ; ) (2.5 4.7) , ( 0.6 1.6 ) (4.7 2.5 ) , (0.6 1.6 ) 2 .
2 0. 6

 
7

x

t
t x

u x t x e x erf
t

    


  
             

٘ؿجز‌ثٝ‌ی‌ٞبوٛٞبضا‌سؼٕیٓ‌یبفشٝخعئی‌‌كشك(‌13ٔ-4(‌خٛاة‌ثٝ‌زؾز‌آٔسٜ‌ثطای‌ایٗ‌ٔثبَ‌ٚ‌قىُ)12-4قىُ)

tٕٞبٍ٘ٛ٘ٝ‌وٝ‌ٔكبٞسٜ‌ٔی‌قٛز‌‌.زٞٙسٔی‌ٕ٘بیف‌ضا‌( , )u x tسبثؼی‌‌[( ) ]i p ٘ؿجز‌ثٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌t‌.اؾز‌

‌

‌‌
1(‌ثٝ‌اظای‌ٔمساض3-4-4ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثبَ‌). 12-4شکل 

4
 ‌ ٕ٘بیف‌ٔكشك‌. 13-4شکلgH1ٔطسجٝ‌اَٚ‌ثٝ‌اظای‌ٔمساض‌

4
 ‌
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‌ی‌فبظی‌ٌطٔب‌ضا‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌زض‌٘ظط‌ثٍیطیسٔؼبزِٝ. 2-4-4هثال 

‌

. .

.

( , ) 2 ( , ) 0, 0, 0;

( ,0) 0

(1,2,3.

;

(0, )

0     .

5 ;

 

)

ii gH i gH

i gH

t gH xx

x

u x t u x t x t

u x

u t

u as x

    




 
  

‌

‌ٔؼبزِٝ ‌ثٝ ‌سٛخٝ ‌ثب ‌ثبلا )ی , )u x t‌‌ ٚ( , )
gHx

u x t‌‌ ‌٘ؿجز‌ثٝ ‌زٚ ‌xٞط ،[ ( ) ]i i p ‌ٚ‌ ‌ٞؿشٙس ‌دصیط زیفطا٘ؿیُ

( , )u x t‌‌ٝ٘ؿجز‌ثtسبثؼی‌‌[( ) ]i p ‌ٝخٛاة‌ٔؼبزِٝ‌‌(2-4-4لؿٕز)زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌اؾز.‌ثٙبثطایٗ‌ثب‌سٛخٝ‌ث

‌ثٝ‌نٛضر‌ظیط‌اؾز‌فٛق‌
2 2

8 8
2 16 2 16

( , ) (1 ) (1 ) , (3.5 1.5 ) (3.5 1.5 ) .
2 2 2 22 2 2 2

x x

t t
x x x x

u x t x e erf x e erf
t t t tt t

   
   

 

        
                          

(‌ ‌)14-4قىُ ‌قىُ ‌زض ‌وٝ ‌ٕٞبٍ٘ٛ٘ٝ ‌زٞس. ‌ٔی ‌٘كبٖ ‌ضا ‌خٛاة ‌ایٗ ‌خٛاة‌4-15( ‌ایٗ ‌قٛز ‌ٔی ‌ٔكبٞسٜ )

[( ) ]ii p اؾز.‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌

‌

‌‌
1(‌ثٝ‌اظای‌2-4-4).‌ٕ٘بیف‌خٛاة‌ٔثب14َ-4شکل

3
 ‌ُٕ٘بیف‌ٔكشك‌15-4قى‌.[ ]gH p‌(‌َ٘ؿجز‌2-4-4خٛاة‌ٔثب‌)

1ثٝ‌اظای‌‌tثٝ‌

3
 ‌
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 5فصل 

 گیزی و پیشنهادات نتیجه
 

 

 

 نتیجه گیزی  5-1

ثٙسی‌اؾز‌وٝ‌ظٔیٙٝ‌ی‌ٔٙبؾجی‌ثطای‌ٔسَ‌ی‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌یىی‌اظ‌ٔجبحث‌دطَطفساض‌ػّٕیُٔبِؼٝ

‌لُؼی ‌ٔؿبئُ‌ز٘یبی‌ٚالؼی‌فطاٞٓ‌ٔیػسْ ‌ز‌زض ‌ٔؼبزلار‌وٙس. ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔؼِٕٛی‌ٚ ایٗ‌ضؾبِٝ

‌ٔٛضز‌ثطضؾی‌لطاض‌زیفطا٘ؿ ‌زض‌ٔجحث‌ٔطثٌٛ‌ثٝ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔؼِٕٛییُ‌فبظی‌خعئی‌ضا ثطای‌‌زاز.

ك‌ٚ‌لًبیبیی‌ٔب٘ٙس‌ٔكش‌ثطضؾی‌وطز‌ضا‌لًبیبی‌اؾبؾی‌زض‌حؿبة‌زیفطا٘ؿیُ‌ٚ‌ا٘شٍطاَ‌سٛاثغ‌یه‌ٔشغیطٜ‌اِٚیٗ‌ثبض

‌،‌ا٘شٍطاَ‌ٌیطی‌خعء‌ثٝ‌خعءی‌ٔمساض‌ٔیب٘ی،‌آظٖٔٛ‌ٔكشك‌اَٚ،‌آظٖٔٛ‌ٔكشك‌زْٚسبثغ‌یه‌ٔشغیطٜ،‌لًیٝسطویت‌زٚ‌

ی‌ٞبوٛٞبضا‌زض‌یبفشٝ‌زض‌ازأٝ‌ثؿٍ‌سیّٛض‌فبظی‌ثط‌اؾبؼ‌ٔكشك‌دصیطی‌سؼٕیٓ.‌ٚ‌لًبیبیی‌ٔب٘ٙس‌آٖ‌ضا‌اثجبر‌وطز

ّط‌فبظی‌ثطای‌سٛاثغ‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیط‌زض‌ٔرشّف‌ثیبٖ‌ٚ‌اثجبر‌قس.‌ثب‌اؾشفبزٜ‌اظ‌ایٗ‌ثؿٍ‌ضٚـ‌اٚیچٟبض‌حبِز‌

‌ث ‌ثٝ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ٚ ‌سٛخٝ ‌دبضأشطی‌ثیبٖ‌حبلار‌ٔرشّف‌ثب ‌ٔفْٟٛ‌سٖٚ‌سجسیُ‌ثٝ‌فطْ ‌اظ ‌اؾشفبزٜ ‌ثب ٚ

ثب‌سٛخٝ‌ثٝ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌‌ایٗ‌خٛاة‌سحّیّی‌ضٚـ‌اٚیّط‌‌اثجبر‌قس.‌ػلاٜٚ‌ثط‌ٍٕٞطایی‌،ذُبی‌ُّٔك

‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظیبظی‌ٔطسجٝ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فثطای‌ ٔطظی‌ٚ‌ٔؼبزلار‌ٔمساض‌ٔطسجٝ‌زْٚ‌‌اَٚ‌ذُی،

‌زؾز‌آٔس.ثٝ‌ی‌ٞبوٛٞبضا‌ْٚ‌وبُٔ‌ثطاؾبؼ‌ٔكشك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝزیفطا٘ؿیُ‌ٔطسجٝ‌ز

ضا‌ثطای‌سٛاثغ‌زٚ‌ی‌ٞبوٛٞبعئی‌اثشسا‌ٔكشك‌خعئی‌سؼٕیٓ‌یبفشٝزض‌ٔجحث‌ٔطثٌٛ‌ثٝ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌خ

‌یُٝزض‌ازأٝ‌زض‌ٔٛضز‌ا٘ٛاع‌ٔكشك‌دصیطی‌ٞبوٛٞبضا‌زض‌سٛاثغ‌زٚ‌ٔشغیطٜ‌ثحث‌قس‌ٚ‌ثط‌ایٗ‌اؾبؼ‌٘م‌ٚٔشغیطٜ‌ثیبٖ‌

‌‌ؾٛیچ‌ثطای‌ٔكشك‌ایٗ‌سٛاثغ‌سؼطیف‌ٌطزیس.

ثطای‌‌ٚ‌قس‌ی‌فبظی‌ٌطٔب‌سؼطیفٔؼبزِٝ‌،خعئی‌ٔثبِی‌وبضثطزی‌اظ‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌اضائٝ‌ثٝ‌ٔٙظٛض‌

ای‌ثب‌ََٛ‌ثیٟٙبیز‌ٚؾُحی‌فّعی‌ثب‌زض‌زٚ‌حبِز‌ٔرشّف)‌ٔیّٝی‌فبظی‌ٌطٔب‌دیسا‌وطزٖ‌خٛاة‌سحّیّی‌ٔؼبزِٝ

لًبیبیی‌ٔب٘ٙس‌ٔكشك‌سطویت‌سٛاثغ‌چٙس‌ٔشغیطٜ،‌اظ‌‌اضائٝ‌وطز‌وٝ‌ثطای‌اثجبر‌آٖضٚـ‌خسیسی‌(‌ََٛ‌

.‌ساؾشفبزٜ‌ق‌ٚ‌ضٚـ‌اضائٝ‌قسٜ‌ثطای‌حُ‌ٔؼبزِٝ‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔؼِٕٛی‌ٔمساض‌ٔطظیا٘شٍطاَ‌سٛاثغ‌چٙس‌ٔشغیطٜ‌

(0, )
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.‌ٚاثؿشٝ‌اؾز‌٘ؿجز‌ثٝ‌‌ثٝ‌٘ٛع‌زیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌ی‌فبظی‌ٌطٔب‌خٛاة‌سحّیّی‌ٔؼبزِٝفٛق‌زض‌ضٚـ‌

‌ی‌فبظی‌ٌطٔب‌اؾز.‌ضٚـ‌اضائٝ‌قسٜ‌ضٚقی‌وبضآٔس‌ٚ‌ٔٙبؾت‌ثطای‌دیسا‌وطزٖ‌خٛاة‌سحّیّی‌ٔؼبزِٝ

‌

)ی‌فبظی‌ٌطٔب‌ضا‌زض‌٘ظط‌ٌطفشٝ‌اؾز‌وٝ‌ثٝ‌فطْ‌ایٗ‌ضؾبِٝ‌سٟٙب‌خٛاثی‌اظ‌ٔؼبزِٝ‌ , ) ( )au x t t v ‌‌.اؾز

‌ٔحسٚزیز ‌اظ ‌یىی ‌٘ىشٝ ‌ثطایٗ ‌ػلاٜٚ ‌اؾز. ‌ضؾبِٝ ‌ایٗ ‌زض ‌ٔٛخٛز ‌٘ٛع‌‌ٞبی ‌ثٝ ‌سٛخٝ ‌ثب ‌حبيط ‌سحمیك ایٗ

سٛاٖ‌آٖ‌ضا‌ثٝ‌ػٙٛاٖ‌سیّٛض‌ضا‌زض‌٘ظط‌ٌطفشٝ‌اؾز‌وٝ‌ٔیحبِز‌اظ‌حبِز‌ٞبی‌ٔشؼسز‌ثؿ4‌‌ٍزیفطا٘ؿیُ‌دصیطی‌سٟٙب‌

‌.سٚزیز‌زیٍطی‌اظ‌سحمیك‌ٍ٘طیؿزٔح

‌

 پیشنهادات  5-2

ی‌ٞبوٛٞبضا‌ٕٞٛاضٜ‌ٚخٛز‌٘ساضز‌ٚ‌ثبیس‌ؾبِٝ‌زازٜ‌قس،‌سفطیك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝسٛيیحبسی‌وٝ‌زض‌اثشسای‌ض‌ثب‌سٛخٝ‌ثٝ

ٕٞیٗ‌اؾبؼ‌ثِسِ‌ٚ‌‌ی‌ٞبوٛٞبضا‌ٔٛخٛز‌ثبقس.‌ثطثطلطاض‌ثبقس‌سب‌ٔكشك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝقطایٍ‌ٚخٛزی‌ثطای‌ایٗ‌سفطیك‌

-ٕٞٛاضٜ‌ٚخٛز‌زاضز.‌ثٙبثطایٗ‌دیكٟٙبز‌ٔی‌ضؾسفشٝ‌ضا‌سؼطیف‌وطز٘س‌وٝ‌ثٝ‌٘ظط‌ٔیسفطیك‌سؼٕیٓ‌یباؾشفبٖ‌٘ی‌٘ی‌

‌ٌطزز

زض‌ذهٛل‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌ٔؼِٕٛی‌سؼطیف‌قسٜ‌ثطاؾبؼ‌سفطیك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ‌سحمیك‌ .1

 قٛز.

ٔكشك‌سٛاثغ‌زٚ‌ٔشغیطٜ‌ثط‌اؾبؼ‌ٔكشك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ‌سؼطیف‌ٚ‌لًبیب‌اؾبؾی‌زض‌ایٗ‌٘ٛع‌ٔكشك‌ .2

 دصیطی‌اثجبر‌قٛ٘س.

 

بی‌ٚالؼی‌زاض٘س.‌ثب‌ایٗ‌ٚخٛز‌وبضثطزٞبی‌فطاٚا٘ی‌زض‌ٔسَ‌ؾبظی‌ٔؿبئُ‌ز٘ی‌ٔؼبزلار‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌خعئی

‌ایٗ ٌٝ٘ٛ‌ ‌لطاض ‌سٛخٝ ‌ٔٛضز ‌وٕشط ‌ٔجبحث‌فبظی ‌ضٚـٌطفشٝٔؼبزلار‌زض ٚ‌ ‌ٔؼبزلار‌ا٘س ‌ثطای‌حُ ‌ظیبزی ٞبی

ی‌فبظی‌حُ‌ٔؼبزِٝ‌ضٚـ‌اضائٝ‌قسٜ‌زض‌ایٗ‌ضؾبِٝ‌زض‌خٟز‌ا٘س.‌ثٙبثطایٗ‌سؼٕیٓاضائٝ‌٘كسٜ‌زیفطا٘ؿیُ‌فبظی‌خعئی

-ی‌فبظی‌ٌطٔب‌ضا‌ٔیطای‌حُ‌ٔؼبزِٝضٚـ‌اضائٝ‌قسٜ‌ث‌ٌطزز.زیٍط‌ٔؿبئُ‌فبظی‌خعئی‌دیكٟٙبز‌ٔیثطای‌حُ‌ٌطٔب،‌

‌ٔؼبزِٝ‌فبظی‌دشب٘ؿیُ‌ی‌فبظی‌ٔٛجحُ‌ٔؼبزلاسی‌ٔب٘ٙس‌ٔؼبزِٝسٛاٖ‌ثطای‌ ‌ایٗ‌ٌطزز‌اثشثٝ‌وبض‌ثطز.‌دیكٟٙبز‌ٔی، سا

‌ثیبٖ‌قٛ٘س‌ؾذؽ‌خٛاة‌ٞط‌ٔؼبزِٝ‌ثطاؾبؼ‌٘ٛع‌ٔكشك‌ی‌ٞبوٛٞبٔؼبزلار‌ثطاؾبؼ‌ٔكشك‌خعئی‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ ضا

 دصیطی‌ٞبوٛٞبضا‌ثٝ‌زؾز‌آیس.

 

 

( , )u x tt
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 واصه ناهه انگلیسی ته فارسی 

 

‌‌Analyticalسحّیّی‌

 ‌Characteristic functionسبثغ‌ٔكرهٝ‌

 ‌Closureثؿشبض

 ‌Compactفكطزٜ

 ‌Convexٔحسة

  ‌Coreٞؿشٝ‌

 ‌Crispلُؼی

 ‌Generalized Hukuhara differenceی‌ٞبوٛٞبضاسؼٕیٓ‌یبفشٝ‌سفطیك

 ‌Greatest lower boundثعضٌشطیٗ‌وطاٖ‌دبییٗ‌‌

 ‌Hukuhara differenceسفطیك‌ٞبوٛٞبضا

 ‌Least upper boundوٛچىشطیٗ‌وطاٖ‌ثبلا

 ‌Levelثطـ

 ‌Membership functionسبثغ‌ػًٛیز

 ‌Partial orderingسطسیت‌خعئی‌

 ‌Singletonلُؼی

 ‌Supportسىیٝ‌ٌبٜ

 ‌Switching pointی‌ؾٛیچ٘مُٝ

 ‌Trapezoidal fuzzy numberایػسز‌فبظی‌شٚظ٘مٝ

 ‌Triangular fuzzy numberػسز‌فبظی‌ٔثّثی

 ‌Upper semi continuousدیٛؾشٝ‌ثبلایی٘یٓ

 ‌Weak absolute valueلسضُّٔك‌يؼیف
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 نوادهای ته کار رفته 

 

‌فًبی‌اػساز‌فبظی‌

 Dفًبی‌ٞبؾسٚضف‌‌

‌يطة‌فبظی‌

gH‌ٝی‌ٞبوٛٞبضاسمؿیٓ‌سؼٕیٓ‌یبفش‌

‌سفطیك‌ٞبوٛٞبضا‌

‌خٕغ‌فبظی‌+

gH
‌ی‌ٞبوٛٞبضاسفطیك‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ‌

Hسفطیك‌ٞبوٛٞبضا‌‌

‌وٛچىشطٚ‌ٔؿبٚی‌

‌وٛچىشط‌

gH‌ٝی‌ٞبوٛٞبضأكشك‌سؼٕیٓ‌یبفش‌

[( ) ]i gH ‌ٝی‌ٞبوٛٞبضأكشك‌٘ٛع‌اَٚ‌سؼٕیٓ‌یبفش‌

[( ) ]ii gH ‌ٝی‌ٞبوٛٞبضا‌ٔكشك‌٘ٛع‌زْٚ‌سؼٕیٓ‌یبفش‌

gHx‌ٝی‌‌ٞبوٛٞبضا‌٘ؿجز‌ثٝ‌ٔكشك‌خعئی‌سؼٕیٓ‌یبفشx‌

gHt‌‌ٓی‌‌ٞبوٛٞبضا‌٘ؿجز‌ثٝ‌یبفشٝٔكشك‌خعئی‌سؼٕیt‌

.i gHx‌‌ٝٔكشك‌خعئی‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ‌ی‌ٞبوٛٞبضا‌٘ٛع‌اَٚ‌‌٘ؿجز‌ثx ‌

.ii gHx‌‌ٝٔكشك‌خعئی‌سؼٕیٓ‌یبفشٝ‌ی‌ٞبوٛٞبضا‌٘ٛع‌زْٚ‌‌٘ؿجز‌ثx ‌

‌

‌

‌

‌
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Abstract 

 

This thesis focuses on two central topics. The first part is devoted to studying the 

ordinary fuzzy differential equation based on the generalized Hukuhara 

differentiability ([ ]gH differentiability). Several properties of this concept of 

differentiability are obtained on the topic, such as the univariate fuzzy chain rules, 

fuzzy mean value theorem and first and second derivative test, among others. 

In this thesis a new approach is introduced in the fuzzy numerical analysis by 

presenting fuzzy Taylor expansion based on [ ]gH differentiability. Therewith the 

Euler method for solving fuzzy initial value problems is obtained and the 

convergence of this method is asserted by the concept of global truncation error. In 

addition, based on the type of differentiability the analytical solutions of some 

fuzzy ordinary differential equation are obtained. 

In the second part, a fuzzy heat equation under generalized Hukuhara partial 

differentiability is considered. To introduce a fuzzy heat equation, generalized 

Hukuhara partial derivative ([ ]gH p  derivative) is introduced for two variable 

fuzzy functions and the type of differentiability of [ ]gH p  derivative is studied in 

detail. Moreover, some properties are demonstrated for [ ]gH p  derivative. These 

properties are used to prove the uniqueness of the solution of a fuzzy heat equation 

and to find the analytical solution for a fuzzy heat equation. Analytical solution for 

a fuzzy heat equation in the infinite and semi-infinite Region based on the type of 

[ ]gH p  differentiability of the function ( , )u x t  with respect to t  is derived. 

 

 

Keywords: Fuzzy ordinary differential equation, Fuzzy partial differential 

equation, generalized Hukuhara differentiability, Fuzzy heat equation, fuzzy chain 

rule; Mean value theorem, the fuzzy maximum principle. 
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