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اسلامͬ آزاد دانشͽاه
تحقیقات و علوم واحد

رساله اصالت تعهدنامه

١٣٩۵/١١/٢٨ تاریخ در که کاربردی ریاضͬ رشته در دکتری مقطع آموخته دانش وثوقͬ حسین اينجانب

و ١٨٫۵ نمره کسب با سوئیچ» نقاط و فازی داده های درونیابی «مطالعه ی عنوان تحت خود پایان نامه از

ͬ شوم : م متعهد بدینوسیله نموده ام دفاع خوب بسیار درجه

از که مواردی در و بوده اینجانب توسط شده انجام پژوهش و تحقیق حاصل پایان نامه این .١

نموده ام، استفاده (... و مقاله کتاب، پایان نامه، از ( اعم ديͽران پژوهشͯ و علمͬ دستاوردهاي

ذكر فهرست در را آن مشخصات سایر و استفاده مورد منبع نام موجود، رويه های و ضوابط مطابق

کرده ام. درج و

سایر در بالاتر ) یا پایین تر سطح ، ( هم تحصیلͬ مدرک هیچ دریافت برای قبلا́ پایان نامه این .٢

است. نشده ارائه عالͬ آموزش مؤسسات و دانشͽاه ها

ثبت کتاب ، چاپ از اعم برداری بهره هرگونه و استفاده قصد تحصیل، از فراغت از بعد چنانچه .٣

را مربوطه مجوزهای واحد پژوهشͬ معاونت حوزه از باشم ، داشته پایان نامه این از ... و اختراع

نمایم . اخذ

واحد و بپذیرم را آن از ناشͬ عواقب شود ، ثابت فوق موارد خلاف زمانͬ مقطع هر در چنانچه .۴

مدرک ابطال صورت در و نموده رفتار مقررات و ضوابط مطابق اینجانب با است مجاز دانشͽاهͬ

داشت . نخواهم ادعایی هیچͽونه ͬ ام تحصیل

وثوقͬ حسین خانوادگͬ: نام و نام
امضاء: و تاريخ

ج



اسلامͬ آزاد دانشͽاه

تحقیقات و علوم واحد

ریاضͬ گروه پایه، علوم دانشͺده

(Ph.D) ریاضͬ رشته دکتری رساله

کاربردی گرایش:

عنوان:

سوئیچ نقاط و فازی داده های درونیابی مطالعه ی

راهنما: استادان

عباسبندی سعید دکتر
الهویرنلو توفیق دکتر

مشاور: استاد

بابلیان اسماعیل دکتر

نگارش:

وثوقͬ حسین

١٣٩۵ زمستان

د



کارم तدا భما و زേॐتࢁش ৮در ଘ ৎقد৤م
و

د౱ඁندم ඼່ز৯د و ીࣤور ঙࢡඥر ଘ ৎقد৤م

ه



عا൐࣌ॻنابان ୁرদوارم اণتادان از ඼່اوان ণپاس با
بابൎیان اॶماࣅࣱل دන඿ر آ༚ی

ࣅباඋඁندی ൌॣید دන඿ر آ༚ی
اঀࢭوୌن࢖و ৔وਮ࣪ق دන඿ر آ༚ی

و



مطالب فهرست

ط تصاویر فهرست

ی نرم افزاری برنامه های فهرست

١ چͺیده

٢ مقدمه ١

٧ اساسͬ مفاهیم و تعاریف ٢

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢-١

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی مجموعه ٢-٢

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی اعداد دستگاه ٢-٣

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلثͬ فازی عدد ٢-٣-١

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حسابی اعمال ۴-٢

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جمع ١-۴-٢

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تفریق ٢-۴-٢

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی عدد در اسͺالر ضرب ٣-۴-٢

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هاسدورف ͷمتری فضای ۵-٢

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی توابع پیوستگͬ ۶-٢

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی توابع مشتق پذیری ٢-٧

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی درونیاب ٢-٨

ز



مطالب فهرست

٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرفازی قضایای و تعاریف مفاهیم، ٢-٩

٣۶ فازی قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای ٣

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣-١

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رونگه‐مری پدیده ی ٣-٢

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل هرمیت درونیاب چندجمله ای ٣-٣

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای ۴-٣

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . غیرقطعͬ قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای ۵-٣

۵٠ فازی پنجم درجه و مͺعبی خطͬ، قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای ۴

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١-۴

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . فازی خطͬ قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای ٢-۴

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . فازی مͺعبی قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای ٣-۴

۶۴ . . . . . . . . . . . . . فازی پنجم درجه قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای ۴-۴

٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال ها ۵-۴

٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رسم نرم افزاری برنامه های ۶-۴

١٠٠ پیشنهادات و نتیجه گیری ۵

١٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه گیری ١-۵

١٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادات ٢-۵

١٠٢ مراجع

١٠۶ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه

ح



تصاویر فهرست

ازای به s(x) فازی خطͬ قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای α‐برش های نمایش ١ . ۴

٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[١, ۴] بازه در و α = ٠, ١
٢ , ١

α = ٠, ١
٢ , ١ ازای به s(x) مͺعبی هرمیت درونیاب چندجمله ای نمایشα‐برش های ٢ . ۴

٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[٠, ٢] بازه در و

α = ازای به فازی مͺعبی قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای α‐برش های نمایش ٣ . ۴

٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[١, ۴] بازه در و ٠, ١
٢ , ١

به s٣(x) فازی مͺعبی قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای α‐برش های نمایش ۴ . ۴

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[١, ۴] بازه در و α = ٠, ١
٢ , ١ ازای

به فازی پنجم درجه از قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای α‐برش های نمایش ۵ . ۴

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[٠, ۶] بازه در و α = ٠, ١
٢ , ١ ازای

بازه در و α = ٠, ١ ازای به فازی هرمیت درونیاب چندجمله ای α‐برش های نمایش ۶ . ۴

٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[١, ۴]

مͺعبی قطعه ای هرمیت و فازی هرمیت درونیاب چندجمله ای α‐برش های مقایسه ٧ . ۴

٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[١, ۴] بازه در و α = ٠, ١ ازای به فازی

ط



نرم افزاری برنامه های فهرست

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١-۵-۴ مثال در ١ . ۴ شͺل رسم به مربوط برنامه ١-۶-۴

٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢-۵-۴ مثال در ٢ . ۴ شͺل رسم به مربوط برنامه ٢-۶-۴

٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣-۵-۴ مثال در ٣ . ۴ شͺل رسم به مربوط برنامه ٣-۶-۴

٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴-۵-۴ مثال در ۴ . ۴ شͺل رسم به مربوط برنامه ۴-۶-۴

٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵-۵-۴ مثال در ۵ . ۴ شͺل رسم به مربوط برنامه ۵-۶-۴

٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶-۵-۴ مثال در ۶ . ۴ شͺل رسم به مربوط برنامه ۶-۶-۴

٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٧-۵-۴ مثال در ٧ . ۴ شͺل رسم به مربوط برنامه ٧-۶-۴

ی



چͺیده

از و کلͬ حالت در فازی داده های برای قطعه ای هرمیت نوع از درونیابی معرفͬ رو پیش رساله هدف

از منحصربفرد کلاسͬ بͺارگیری با خطͬ فضای مفهوم براساس روش این ایده ͬ باشد. م ٢m− ١ درجه

خواصͬ از متوالͬ مجزای بازه های روی موردنظر پایه های از ͷی هر و است استوار اصل١ͬ پایه ایِ توابع

برخوردارند. فرˁار٢ و مشخص

بیان صریح فرمول هایی و جزئیات کلیه با شده، معرفͬ قطعه ای و معمولͬ عددی روش های از ͷی هر

ͬ باشند. م محاسبه قابل راحتͬ به نتایج و شده اند

اثبات قضایایی طͬ که است نیاز شده گرفته به کار اصلͬ پایه های مفید خواص برخͬ به پژوهش این در

پنج۴ درجه و سه٣ درجه خطͬ، پرکاربردِ حالتِ سه در مثال هایی نیز موضوع بهتر درک برای ͬ شوند. م

ͬ شود. م ارائه

مͺعبی و خطͬ خاص حالت دو m = ٢ و m = ١ فرض با ترتیب به و مشترک فازی داده های ازای به

حالت و است دوم مرتبه فازی اسپلاین مشابه اول حالت ͬ شوند. م حاصل شده ارائه روش کلͬ حالتِ از

رساله متن در بدان ها که باشد مرجع مقالات در ساده هرمیت فازی درونیاب برای جایͽزینͬ ͬ تواند م دوم

است. شده اشاره آن از منتج مقالات ارجاعات و

فازی. داده های درونیابی هرمیت، قطعه ای درونیاب چندجمله ای اصلͬ، پایه ای توابع کلیدی: کلمات

١ Cardinal basis functions
٢ Vanishing property
٣ Cubic
۴ Quintic

١



اول ઔधل
ଓقدग़

٢



مقدمه .١ فصل

است. شده تنظیم بخش دو در فازی هرمیت درونیابی بر نگاهͬ با حاضر رساله ی

درونیابی دوم بخش و ͬ پردازد م کلͬ حالت در فازی داده های هرمیت درونیابی معرفͬ به اول بخش

ͬ دهد. م قرار مطالعه مورد را دلخواه درجه از فازی داده های هرمیت قطعه ای

 ͬ لطف پروفسور توسط بار نخستین برای ١٩۶۵ سال در که است ریاضیات از شاخه ای فازی ریاضیات

در و شد ابداع فازی مجموعه های نظریه زمینه در [٣٢] مقاله ای انتشار با زاده١ به مشهور عسͽرزاده

مورد گسترده به طور پایه علوم و اقتصاد صنعت، و فن آوری مهندسͬ، گوناگون بخش های در حاضر حال

سیستم های توسط را نامشخص و غیرقطعͬ پدیده های دقیق تئوری ͷی براساس و گرفته قرار استفاده

ͬ کند. م توصیف فازی

است: چنین شد طرح زاده توسط که فازی درونیابی مسأله

RF در فازی مقداری آنها از ͷی هر برای و داریم R در x٠, x١, . . . , xn متمایز نقطه (n+١) کنیم فرض

به گونه ای بسازیم است شده تشͺیل فازی مقادیر از که بردی با R روی تابعͬ ͬ توانیم م آیا است. متناظر

هموار برای تابع این و باشد برابر مسأله در مفروض مقدار با تابع مقدار مفروض، نقطه (n+ ١) در که

کند؟ صدق شرایطͬ چه در باید بودن

وجود هاسدورف، فضاهای از بهر ه گیری با و لاگرانژ چندجمله ای های درونیابی قضیه براساس [٢٠] لوئن٢

ارائه با [١٧] کالوا٣ کرد. ثابت را هاسدورف ͷمتری تحت فازی درونیاب چندجمله  ای ͷی پیوستگͬ و

به فازی اسپلاین های و فازی لاگرانژ درونیاب چندجمله ای های آوردن به دست برای محاسباتͬ روش های

بخشید. کاربردی جنبه [٢٠] لوئن کار

l = ٢ فرض با آن پرکاربرد و خاص حالت های مهمترین که نمود معرفͬ l درجه از فازی اسپلاین ͷی او

اسپلاین او مقاله همان در بودند. فازی مͺعبی اسپلاین و خطͬ قطعه ای درونیاب ترتیب به l = ۴ و
١ Zadeh
٢ Lowen
٣ Kaleva

٣



مقدمه .١ فصل

کرد. معرفͬ گره»١ ͷی «نبود شرط با دیͽری مͺعبی فازی

اسپلاین های ساده، هرمیتͬ درونیاب های معرفͬ به همͺاران و عباسبندی توسط فازی داده های درونیابی

یافت. گسترش [١۵ ،٨ ،١–٣] کامل و طبیعͬ فازی اسپلاین های ،E(٣) مͺعبی

زاده توسط شده مطرح درونیابی مسأله ی دو̰م قسمت خصوص در [١٩] سانتز٣ و ٢ͷلودوی توسط مقاله ای

درونیابی گره نقاط از α‐برش هر در ͬ داد م نشان که شد نگاشته فازی درونیاب بودن هموار شرایط یعنͬ

اسپلاین مفروضِ گره های در α‐برش هر برای همچنین ͬ رود م دست از همواری شرط فازی لاگرانژ

او بنابراین ناپیوسته اند. او̰ل مرتبه مشتق های ،k درجه از گره» ͷی «نبود شرط رعایت از حاصل فازی

نمود. معرفͬ را خاصͬ فازی رویه های ناهمواری، این رفع برای

درونیابی برای روشͬ درونیاب α‐برش نمودار در ناهمواری ها این رفع جهت نیز [٣۴] همͺاران۴ و زینالͬ

در که نمودند معرفͬ مͺعبی هرمیت قطعه ای و سوم درجه هرمیت چندجمله ای های توسط فازی داده های

شد. انجام خاص بسیار شرایط اعمال با هاکوهارا یافته  تعمیم مشتق حالت چهار از حالت ͷی

بیشتر گره های اختیار با و دارد بسیاری استفاده هرمیت قطعه ای درونیابی پائین درجات قطع۵ͬ حالت در

درجه با قطعه ای چندجمله ای درونیاب های از استفاده بنابراین ͬ کند. م میل صفر به یͺنواخت به طور خطا

مشترک داده های ازای به و یͺسان مفروضات برای بالاتر درجات از چندجمله ای درونیاب های به جای کمتر

ͬ رسد. م نظر به مناسب روشͬ درونیاب کیفͬ ارتقاء و خطا و درونیاب منحنͬ نوسانات کاهش جهت در

تا است بوده مؤلف برای انگیزه ای و محرک اصلͬ، پایه ای توابع به کارگیری دیدگاه کنار در موضوع این

هرمیت قطعه ای چندجمله ای ͷی و بچیند هم کنار در را هرمیت چندجمله ای های فازی، داده های برای

درجه از و کلͬ حالت در فازی درونیاب محاسبه برای مختصر و مفید الͽوریتمͬ و صریح فرمولͬ با فازی

١ Not-a-knot
٢ Lodwick
٣ Santos
۴ Zeinali
۵ Crisp

۴
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آورد. به دست ٢m− ١

کلͬ کلاس ͷی ͬ باشد. م فازی درونیابی مهم و وسیع مبحث از گوشه ای معرفͬ بر سعͬ رساله این در

برای جایͽزینͬ ͬ تواند م آن از خاصͬ حالت تنها که ٢m− ١ درجه از فازی درونیاب چندجمله ای های از

کلاس این برای درجه کمترین از درونیاب چندجمله ای و شود [١۵] مرجع در فازی ساده هرمیت درونیاب

در شده معرفͬ فازی خطͬ اسپلاین با مشابه کاملا́ به طور ͬ تواند م ͬ آید م به دست m = ١ اختیار با که

همچنین قطعه ای، درونیاب چندجمله ای های اصلͬ پایه های علامت تعیین برای شود. قیاس [١٧] مرجع

آنها رسم صحت بررسͬ در که فازی درونیاب چندجمله ای های α‐برش های طول برای حدودی تعیین

ͬ شود. م ارائه قضایایی ͬ باشد، م مفید

تا فازی توابع برای شده تعریف مشتقات از استفاده با تا بود نظر در رساله این از ͷکوچ بخشͬ به عنوان

بالاتر، و اول مرتبه مشتقات مقادیر به عنوان فازی اعداد فرض بجای که شود ورود مبحثͬ به مقدور حدّ

مطالعه به امͺان صورت در و رود به کار مختلف مراتب مشتقات فازی، درونیاب تعریف در و عمل در

قابل مشخص نتایج به مطالعه از شاخه این امˁا بپردازیم، f مجهول تابع سوئیچ نقاط در درونیاب رفتار

برسد. نتیجه به و گردیده فراهم پژوهشͬ چنین زمینه آینده در است امید که نرسید بیان

است. شده تشͺیل مجزا فصل پنج از حاضر رساله

بیان و فازی اعداد فضای تعاریف و مفید خصوصیات معرفͬ و بررسͬ به فصل این دو̰م. فصل •

ͬ نماید. م بیان را اصلͬ پایه ای توابع مفهوم و ͬ پردازد م رساله شاکله در نیاز مورد قضایای

برای نیاز مورد پایه های و هرمیت قطعه ای درونیاب چندجمله ای بررسͬ به فصل این سو̰م. فصل •

چند و بیان پایه هایی چنین منحصربفرد و مهم خواص برخͬ ͬ  پردازد. م آنها تولید و ساخت

اثبات قضایایی قالب در نیازند مورد درونیابی چنین فازی نوع معرفͬ برای که آنها از خاصیت

برای قضیه چند و بیان لازم جزئیات تمام با هرمیت قطعه ای فازی درونیاب چندجمله ای ͬ شوند. م

است. شده اثبات آن از خواصͬ معرفͬ

۵
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پنج درجه و مͺعبی خطͬ، کاربرد پر حالت سه شده، ارائه کلͬ روش بهتر درک برای چهارم. فصل •

درونیاب از ابتدایی و پایین درجه حالت های بین و ͬ شوند م معرفͬ هرمیت قطعه ای فازی درونیاب

ͬ گیرد. م صورت مقایسه ای [١٧ ،١۵] مراجع در شده معرفͬ فازی درونیاب های با کلͬ فازی

پاره ای و شده بیان خلاصه به طور پژوهش این از حاصل نتایج پایانͬ فصل در پنجم. فصل •

است. گردیده ارائه حوزه این در آتͬ تحقیقات برای پیشنهادات

از: است عبارت پژوهش این از شده چاپ مقالات

[1 ] Vosoughi, H. and Abbasbandy, S., 2016. Cardinal Basis Piecewise Hermite

Interpolation on Fuzzy Data. Advances in Fuzzy Systems.

[2 ] Vosoughi, H. and Abbasbandy, S., 2016. Interpolation of Fuzzy Data by Cu-

bic and Piecewise-Polynomial Cubic Hermites. Indian Journal of Science and

Technology, 9(8).
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مقدمه ١�٢

ͬ باشد. م آتͬ فصول در رفته به کار فازی اساسͬ مفاهیم و اولیه تعاریف شامل فصل این

فازی مجموعه ٢�٢

است. مرجع مجموعه X کنید فرض فازی مجموعه های نظریه پایه ای مفاهیم بیان و شروع برای

معمولا˟ قطعͬ مجموعه های .(A ⊆ X) Xباشد Aزیرمجموعه ی کنید فرض .([٣٢] ) تعریف ١�٢�٢

عضو هر و باشند شمارا ͬ توانند م اعضاء این که ͬ شوند م تعریف x ∈ X نماد با عضو تعدادی صورت به

درجه ی A مجموعه ی به تعلّق صورت در نباشد. یا باشد A قطعͬ مجموعه ی به متعلق ͬ تواند م X

ͬ کنیم م تعریف را زیر تابع بنابراین است. صفر آن عضویت درجه ی این صورت غیر در و ͷی آن عضویت

χA(x) =


١, x ∈ A,

٠, x ̸∈ A.

ͬ گویند. م X در A مجموعه مشخصه١ تابع آن به که

A : X → [٠, نگاشت[١ صورت به (X فازی فازیA(زیرمجموعه مجموعه .([٣٢] ) تعریف ٢�٢�٢

است. A فازی مجموعه در x عضویت درجه دهنده نشان A(x) آن در که ͬ شود م تعریف

علامت از عضویت٢ تابع دادن نشان برای هم چنین ͬ شود. م شناخته عضویتش تابع با فازی مجموعه

برای عضویت تابع است. فازی مجموعه ͷی قطعͬ مجموعه هر هم چنین ͬ شود. م استفاده µA(x)

١ Characteristic function
٢ Membership function

٨
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است. آن مشخصه تابع A ⊆ X قطعͬ مجموعه های

µA(x) =


١, x ∈ A,

٠, otherwise.

α‐برش های مجموعه است. فازی مجموعه ͷی A : X → [٠, ١] کنید فرض .([٧] ) تعریف ٣�٢�٢

که است X از عناصری همه شامل و است قطعͬ مجموعه ای ،α ∈ [٠, ١] هر ازای به A مجموعه ی

ͬ دهند. م نشان Aα با را آن و است α معین مقدار مساوی یا بزرگ تر ،A در عناصر این عضویت درجه

دیͽر عبارت به

Aα = {x ∈ X | µA(x) ≥ α}.

در مرجع مجموعه ی عناصر که است مجموعه ای فازی مجموعه ͷی تکیه گاه١ .([٧] ) تعریف ۴�٢�٢

ͬ شود: م داده نشان زیر صورت به و دارند غیرصفر عضویت درجه آن

Supp(A) = {x ∈ X | µA(x) > ٠}.

فازی اعداد دستگاه ٣�٢

فازی اعداد است. بیشتری خصوصیات دارای که است حقیقͬ خط از فازی زیرمجموعه ی فازی عدد ͷی

اعداد مجموعه ی ͬ باشند. م قطعیت عدم و ابهام مدل بندی به قادر و هستند ͷکلاسی حقیقͬ اعداد تعمیم

ͬ دهیم. م نشان RF با را فازی

مجموعه های در کاربردی ابزاری و است فازی عددی آنالیز و ریاضͬ آنالیز پایه ی و اساس فازی عدد مفهوم

ͬ باشد. م فازی منطق و فازی

هرگاه ͬ گویند م فازی عدد را u : R → [٠, ١] فازی مجموعه .([١٣] ) تعریف ١�٣�٢

١ Support

٩
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.u(x٠) = ١ که به طوری دارد وجود x٠ ∈ R مقدار یعنͬ باشد نرمال u .i

باشیم داشته t ∈ [٠, ١] و x, y ∈ R هر ازای به یعنͬ باشد محدب u .ii

u[tx+ (١ − t)y] > min[u(x), u(y)].

یعنͬ باشد، R در بالایی١ نیم پیوسته u .iii

∀ε > ٠,∃δ > ٠ Such that u(x)− u(x٠) < ε, |x− x٠| < δ.

cl(A) آن در که باشد، فشرده cl{x ∈ R; u(x) > ٠} یعنͬ باشد، فشرده تکیه گاه دارای u .iv

ͬ باشد. م A مجموعه بستار٢

داریم ،٠ < α ≤ ١ هر به ازای .([٧] ) تعریف ٢�٣�٢

[u]α = {x ∈ R | u(x) ≥ α},

و

[u]٠ = cl{x ∈ R | u(x) > ٠}.

مجموعه و فازی عدد هسته۴ را ١‐برش مجموعه ،u فازی عدد α‐برش٣ مجموعه را [u]α آن در که

گویند. فازی عدد تکیه گاه را ٠‐برش

صورت به ٠ ≤ α ≤ ١ هر ازای به را فازی عدد ͷی پارامتری فرم .([٧] ) تعریف ٣�٣�٢

که ͬ دهیم م نشان [u]α = [u−(α), u+(α)]

است. [٠, ١] بازه روی پیوسته راست از و کراندار غیرکاهشͬ تابع ͷی u−(α) .١

١ upper semi continuous
٢ closure
٣ α-level
۴ core

١٠
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است. [٠, ١] بازه روی پیوسته راست از و کراندار غیرافزایشͬ تابع ͷی u+(α) .٢

∀α ∈ [٠, ١]; u−(α) ≤ u+(α) .٣

ͬ باشد. م فازی اعداد دیͽر تعاریف معادل تعریف این

آن برش مجموعه دهنده ی نشان [u]α و فازی عدد ͷی u ∈ RF کنید فرض .([٢١] ) قضیه ١�٣�٢

این صورت در باشد١.

.[u]α = [u−(α), u+(α)] داریم α ∈ [٠, ١] هر ازای به است. بسته بازه ی ͷی [u]α .i

.[u]α٢ ⊆ [u]α١ آنگاه ،٠ ≤ α١ ≤ α٢ ≤ ١ اگر .ii

داریم α ∈ [٠, ١] به پایین از همͽرا αnهای دنباله ی هر ازای به .iii

∞∩
n=١

[u]αn = [u]α

داریم ٠ به همͽرا αnهای از دنباله هر ازای به .iv

cl

[
∞∪
n=١

[u]αn

]
= [u]٠

مثلثͬ فازی عدد ١�٣�٢

بتوی حقیقͬ اعداد از است تابعͬ ،u = (m, l, r)LR فازی L − R عدد .([١] ) تعریف ١�١�٣�٢

ͬ کند م صدق زیر خاصیت در که [٠, ١] بازه

u(x) =



L
(
m−x

l

)
, m− l ≤ x ≤ m,

R
(
x−m
r

)
, m ≤ x ≤ m+ r,

٠, otherwise,

١ Stacking Theorem

١١
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ͬ کنند م صدق زیر شرایط در که هستند [٠, ١] به [٠, ١] از کاهشͬ و پیوسته توابعͬ R و L بالا تعریف در

R(٠) = L(٠) = ١, R(١) = L(١) = ٠.

است فازی L − R عددی ،u = (m, l, r) مانند فازی L − L عدد ͷی .([١] ) تعریف ٢�١�٣�٢

ͬ باشد. م [m− l,m+ r] بسته ی بازه u تکیه گاه ،R(x) = L(x) = ١ − x آن در که

ͬ شود م تعریف زیر صورت به ،u = (m, l, r) مثلث١ͬ فازی عدد .([٨] ) تعریف ٣�١�٣�٢

u(x) =



x−m+l
l

, m− l ≤ x ≤ m,

m+r−x
r

, m ≤ x ≤ m+ r,

٠, otherwise,

.l, r > ٠ آن در که

ͬ باشند. م مثلثͬ فازی اعداد شامل فازی L− L اعداد مجموعه که داد نشان ͬ توان م

باشد، مثلثͬ فازی عدد ͷی دهند. نمایش u = (m, l, r) ∈ R٣ ͬ که صورت در تعریف. ۴�١�٣�٢

با است برابر عدد این α‐برش

uα = m+ (α− ١)l, uα = m+ (١ − α)r

حسابی اعمال ۴�٢

عملیات با معادلͬ تعاریف ͬ شود، م انجام غیرقطعͬ پارامترهای با محاسبات موارد اغلب که آن جا از

فازی اعداد کنید فرض بخش این در ͬ گردد. م بیان نیز فازی اعداد برای حقیقͬ اعداد بین ͷکلاسی

که باشند فازی مثلثͬ فازی اعدادی u, v, w ∈ RF

uα = [uα, uα] , vα = [vα, vα] , wα = [wα, wα] .
١ triangular fuzzy number
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جمع ١�۴�٢

و ͬ باشد م مثلثͬ فازی عدد ͷی مثلثͬ، فازی عدد دو حاصل جمع

[u+ v]α = {x+ y | x ∈ uα, y ∈ vα} = uα + vα

خصوصیات ١ . ١�۴�٢

+u؛ (v + w) = (u+ v) + w .i

u + ٠ = یعنͬ است فازی جمع عمل خنثͬ عضو ٠ = χ(٠) ∈ RF که ١٠ قطعͬ مجموعه .ii

٠؛ + u = u

.λ ∈ R اگر λ(u+ v) = λu+ λv .iii

تفریق ٢�۴�٢

ͬ شود م تعریف این گونه (⊖ (H‐تفاضل، هاکوهارا٢ تفریق .([۶] ) تعریف ١�٢�۴�٢

u⊖ v = w ⇐⇒ u = v + w

براساس باشد، داشته وجود u⊖v اگر است. فازی عدد دو بین استاندارد جمع نشان دهنده ی + آن در که

است برقرار زیر رابطه ی α‐برش دیدگاه

[u⊖ v]α = [uα − vα, uα − vα]

١ Singleton
٢ Hukuhara difference

١٣
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فازی عدد دو برای (gH‐تفاضل) هاکوهارا١ تعمیم یافته ی تفریق .([٢٧ ،٢۶] ) تعریف ٢�٢�۴�٢

ͬ شود م تعریف زیر صورت به u, v ∈ RF

u⊖gH v = w ⇐⇒


(i). u = v + w

or (ii). v = u+ (−١)w.

ͬ شود م داده نمایش زیر رابطه ی با α‐برش صورت به بالا تعریف

[u⊖gH v]α = [min{uα − vα, uα − vα},max{uα − vα, uα − vα}]

[٢۶] از عبارت اند باشد RF فضای از عضوی u⊖gH v آن که برای لازم شرایط

باید α ∈ [٠, ١] همه ی ازای به (i) حالت در
√

wα = uα − vα, wα = uα − vα •

.wα ≤ wα و نزولͬ تابعͬ wα صعودی، تابعͬ wα؛ •

باید α ∈ [٠, ١] همه ی ازای به (ii) حالت در
√

wα = uα − vα, wα = uα − vα •

.wα ≤ wα و نزولͬ تابعͬ wα صعودی، تابعͬ wα؛ •

دراین صورت باشند، فازی عدد دو u, v ∈ RF کنید فرض .([٢٨] ) گزاره ١�٢�۴�٢

یͺتاست. باشد، موجود gH تفریق اگر .i

موجود راست سمت عبارت که فرض این با .u⊖gH v = −(v ⊖ u) یا u⊖gH v = u⊖ v .ii

.u⊖gH u = u⊖ u = ٠ خاص حالت در باشند.

١ generalized Hukuhara difference

١۴
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(ii) حالت در v ⊖gH u آنگاه باشد موجود (٢-١-۴-٢) تعریف (i) حالت در u ⊖gH v اگر .iii

برعکس. و دارد وجود

،(u+ v)⊖gH v = u .iv

٠ ⊖gH (u⊖gH v) = v ⊖gH u .v

.u = v اگروتنهااگر w = ٠ این بر علاوه w؛ = −w اگروتنهااگر u⊖gH v = v⊖gH u = w .vi

.u⊖ v = u⊖gH v آنگاه باشد، موجود هاکوهارا تفریق اگر .([۶] ) تذکر ١�٢�۴�٢

موجودند. همواره u⊖gH v و u⊖ v ∈ RF که آنست بر فرض این جا در تذکر. ٢�٢�۴�٢

بیان فازی L − L اعداد و ͬ تر کل حالت در زیر تعریف دو شدند بیان α‐برش منظر از بالا تعاریف

ͬ شوند. م

N = (m٢, l٢, r٢) و M = (m١, l١, r١) فازی L− L عدد دو تفریق .([١٣] ) تعریف ٣�٢�۴�٢

ͬ شود م تعریف

M ⊖N = (m١ −m٢, l١ − r٢, r١ − l٢)

ͬ شود م تعریف N و M فازی L− L عدد دو جمع تعریف. ۴�٢�۴�٢

M ⊕N = (m١ +m٢, l١ + l٢, r١ + r٢)

فازی عدد در اسͺالر ضرب ٣�۴�٢

M = (m١, l١, r١) فازی L − L عدد در λ ∈ R عدد ضرب حاصل .([١۴] ) تعریف ١�٣�۴�٢

ͬ شود م تعریف

λ⊙ (m١, l١, r١) = (λm١, λl١, λr١), λ ≥ ٠

λ⊙ (m١, l١, r١) = (λm١,−λr١,−λl١), λ < ٠

١۵



اساسͬ مفاهیم و تعاریف .٢ فصل

نوشت ͬ توان م فازی اعداد α‐برش اساس بر

[λM ]α = λMα = {λx | x ∈Mα}

هاسدورف ͷمتری فضای ۵�٢

هاسدورف فاصله ابتدا فازی مجموعه های روی آن خواص و هاسدورف١ ͷمتری فضای تعریف منظور به

خصوصیت چند همراه به ͬ باشد م R محدب و فشرده ناتهͬ فازی زیرمجموعه های برای متر کاراترین که

ͬ شود. م بیان آن

باشد. R محدب و ناتهͬ فشرده، زیرمجموعه های تمام Kمجموعه کنید فرض .([١٣] ) تعریف ١�۵�٢

با است برابر A مجموعه تا x نقطه فاصله آنگاه A ∈ K اگر (i

d(x,A) = inf{∥x− a∥ : a ∈ A}

با است برابر B از A و A از B هاسدورف تفاضل آنگاه A,B ∈ K اگر (ii

d∗H(B,A) = sup{d(b, A) : b ∈ B},

d∗H(A,B) = sup{d(a,B) : a ∈ A}.

با است برابر A,B ∈ K بین هاسدورف فاصله (iii

d(A,B) = max {d∗H(A,B), d∗H(B,A)} .

آنگاه باشد، K در شده تعریف هاسدورف فاصله d اگر .([١٣] ) تعریف ٢�۵�٢

در فازی عدد دو بین هاسدورف فاصله ͬ شود م تعریف زیر صورت به که D : R× R → R+ ∪ {٠}

١ Hausdorff metric space

١۶
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ͬ باشد م RF

D(u, v) = sup
α∈[٠,١]

d(u(α), v(α)) = sup
α∈[٠,١]

max
{∣∣u−(α)− v−(α)

∣∣ , ∣∣u+(α)− v+(α)
∣∣} .

فشرده موضعͬ صورت به و جداشدنͬ کامل، (RF , D) ͷمتری فضای .([١٨] ) خصوصیات ١�۵�٢

است: زیر خواص دارای فضا این است.

.D(u+ w, v + w) = D(u, v) و D(u, v) = D(v, u) و u, v, w ∈ RF هر ازای به .١

.D(λu, λv) = |λ|D(u, v) و ∀λ ∈ R و u, v ∈ RF هر ازای به .٢

وجود معنͬ به که (λ+µ)u = λu+µu داریم باشند علامت هم λ, µ ∈ R اگر بالا خاصیت براساس

است. RF در چپ از جمع به نسبت ضرب پخشͬ خاصیت

است. هاسدورف ͷمتری تحت اسͺالر ضرب و جمع پیوستگͬ گویای نیز اول خاصیت

ͬ پردازیم. م مقدار فازی توابع برای پیوستگͬ مفهوم مورد در قضایایی ذکر و فازی پیوستگͬ بیان به ادامه در

فازی توابع پیوستگͬ ۶�٢

توابع و ریاضͬ ͷکلاسی قضایای ͬ توان م آن براساس که است ابزاری کاراترین از ͬͺی گسترش١ اصل

عملͽرهای تعمیم در همچنین اصل این نمود. بیان مقدار فازی توابع و قضایا به متناظر طور به را حقیقͬ

است. مفید فازی اعداد برای عملͽرها این تعریف و حقیقͬ اعداد بین جبری

مجموعه های Y و X آن در که f : X → Y مفروض تابع گسترش) (اصل .([٣٣] ) تعریف ١�۶�٢

١ Extension prenciple

١٧
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آن در که v = f(u) به طوری که داد گسترش F : F(X) → F(Y ) فازی تابع به ͬ توان م را ͬ اند قطع

v(y) =


sup{u(x) : x ∈ X, f(x) = y}, f−١(y) ̸= ∅

٠, f−١(y) = ∅

و X١, X٢, . . . , Xn قطعͬ مرجع مجموعه های بعدی، n یا کلͬ حالت در گسترش اصل توسیع برای

فازی زیرمجموعه های برای ͬ گیریم. م درنظر را X = X١ × X٢ × · · · × Xn دکارتͬ حاصلضرب

ͬ باشد م X از فازی مجموعه ͷی صورت به دکارتͬ حاصلضرب مرجع مجموعه n از A١, A٢, . . . , An

که

(A١ × A٢ × · · · × An)(x١, x٢, . . . , xn) = min{A١(x١), A٢(x٢), . . . , An(xn)}

فازی مجموعه n بر f عمل حاصل آنگاه است قطعͬ مجموعه ای Y که f : X → Y تابع فرض با

ͬ شود م تعریف زیر صورت به Y از B فازی زیرمجموعه  عنوان به A١, A٢, . . . , An

B = f(A١, A٢, . . . , An) = {(y,B(y)) | y = f(x١, x٢, . . . , xn), x١ ∈ X١, x٢ ∈ X٢, . . . , xn ∈ Xn}

آن در که

B(y) =


sup

(x١,x٢,...,xn),y=f(x١,x٢,...,xn)

min{A١(x١), A٢(x٢), . . . , An(xn)}, f−١(y) ̸= ∅

٠, f−١(y) = ∅

ͬ آوریم. م پایین صورت به را گسترش اصل کلͬ تعریف ساده تر و خلاصه طور به

بتوان را f : X١ × X٢ × · · · × Xn → Y متغیره n تابع کنید فرض .([۵] ) تعریف ٢�۶�٢

که طوری به داد گسترش F : F(X١) × F(X٢) × · · · × F(Xn) → F(Y ) تابع صورت به

آن در که w = F (A١, A٢, . . . , An)

w(y) =


sup{min{Ai(xi) | i = ١, ٢, . . . , n}, f(x١, x٢, . . . , xn) = y}, f−١(y) ̸= ∅

٠, f−١(y) = ∅

١٨
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هر ازای به f : I → RF فازی تابع α‐برش های مجموعه باشد. باز بازه ی ͷی I ⊆ R کنید فرض

ͬ گردد. م بیان f(x;α) = [f−(x;α), f+(x;α)] صورت به α ∈ [٠, ١] ،x ∈ I

صورتͬ در است پیوسته x٠ ∈ Ī نقطه در را f : Ī → RF مقدار فازی تابع .([١۶] ) تعریف ٣�۶�٢

|x− x٠| < δ اگر x ∈ Ī هر ازای به که طوری به باشد موجود δ مانند مثبتͬ عدد ε > ٠ هر ازای به که

است. پیوسته Ī بر f گوییم باشد پیوسته Ī نقاط تمام در f اگر .D(f(x), f(x٠)) < ε آنگاه

فازی توابع مشتق پذیری ٧�٢

هر برای اگر گویند هاکوهارا١ مشتق پذیر را x٠ ∈ I در f : I → RF نگاشت .([٢٨] ) تعریف ١�٧�٢

f(x٠ + h)⊖ f(x٠) و f(x٠)⊖ f(x٠ − h) هاکوهارای تفاضلات ،ͷکوچ کافͬ اندازه ی به h > ٠

که باشند موجود به گونه ای f ′(x٠) ∈ RF مقدار و

lim
h→+٠

D

(
f(x٠ + h)⊖ f(x٠)

h
, f ′(x٠)

)
= lim

h→+٠
D

(
f(x٠)⊖ f(x٠ − h)

h
, f ′(x٠)

)
= ٠

ͬ شود. م نامیده x٠ ∈ I نقطه ی در f هاکوهارای مشتق ،f ′(x٠) فازی مقدار

دیͽر بیان به

f ′(x٠) ∈ RF اگر گویند هاکوهارا مشتق پذیر را x٠ ∈ I در f : I → RF نگاشت تعریف. ٢�٧�٢

حد دو که باشد موجود گونه ای به

lim
h→+٠

f(x٠ + h)⊖ f(x٠)

h
, lim

h→+٠

f(x٠)⊖ f(x٠ − h)

h

نقاط در و ͬ شوند م گرفته (RF , D) ͷمتری فضای در حدود این جا در باشند. f ′(x٠) مساوی و موجود

باشد، مشتق پذیر x٠ ∈ I در f : I → RF اگر بنابراین ͬ شود. م گرفته طرفه ͷی مشتق تنها ،I انتهایی

است. x٠ نقطه ی در f هاکوهارای مشتق f ′(x٠) گوییم آنگاه
١ Hukuhara differentiable

١٩
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و باشد مشتق پذیر f : I → RF کنید فرض سیͺالا١) (مشتق .([٢۵] ) نتیجه ١�٧�٢

و هستند مشتق پذیر f(x;α), f(x;α) آنگاه ،f(x;α) =
[
f(x;α), f(x;α)

]
f ′(x;α) =

[
(f)′(x;α), (f)′(x;α)

]
; α ∈ [٠, ١]

.(f)′(x;α) ≤ (f)′(x;α) که

است. غیرکاهشͬ سیͺالا مشتق پذیر توابع در تکیه گاه بستار .([۵] ) گزاره ١�٧�٢

باشد فازی عدد ͷی f(x٠) دارد امͺان که است آن f تابع هاکوهارا مشتق در اساسͬ مشͺلات از ͬͺی

نباشد. فازی عدد ͷی lim
h→+٠

f(x٠+h)⊖f(x٠)
h

اما

‐gH) قوی٢ تعمیم یافته ی مشتق پذیر را x٠ ∈ I در f : I → RF نگاشت .([۶] ) تعریف ٣�٧�٢

که باشد موجود به گونه ای f ′(x٠) ∈ RF اگر گویند مشتق پذیر)

f(x٠+h)⊖f(x٠) و f(x٠)⊖f(x٠−h) مقادیر ،ͷکوچ کافͬ اندازه ی به h > ٠ هر ازای به .١

باشند موجود D ͷمتری فضای در زیر حدود و

lim
h↘٠

f(x٠ + h)⊖ f(x٠)

h
= lim

h↘٠

f(x٠)⊖ f(x٠ − h)

h
= f ′(x٠)

یا

f(x٠−h)⊖f(x٠) و f(x٠)⊖f(x٠+h) مقادیر ،ͷکوچ کافͬ اندازه ی به h > ٠ هر ازای به .٢

باشند موجود زیر حدود و

lim
h↘٠

f(x٠)⊖ f(x٠ + h)

−h
= lim

h↘٠

f(x٠ − h)⊖ f(x٠)

−h
= f ′(x٠)

یا

١ Seikkala
٢ strongly generalized differentiable

٢٠
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f(x٠+h)⊖f(x٠) و f(x٠−h)⊖f(x٠) مقادیر ،ͷکوچ کافͬ اندازه ی به h > ٠ هر ازای به .٣

باشند موجود زیر حدود و

lim
h↘٠

f(x٠ + h)⊖ f(x٠)

h
= lim

h↘٠

f(x٠ − h)⊖ f(x٠)

−h
= f ′(x٠)

یا

f(x٠)⊖f(x٠+h) و f(x٠)⊖f(x٠−h) مقادیر ،ͷکوچ کافͬ اندازه ی به h > ٠ هر ازای به .۴

باشند موجود زیر حدود و

lim
h↘٠

f(x٠)⊖ f(x٠ + h)

−h
= lim

h↘٠

f(x٠)⊖ f(x٠ − h)

h
= f ′(x٠)

در f : I → RF مقدار فازی نگاشت برای هاکوهارا تعمیم یافته ی مشتق .([٢٨] ) تعریف ۴�٧�٢

ͬ شود م تعریف زیر صورت به x٠ نقطه ی

f ′
gH(x٠) = lim

h→٠

f(x٠ + h)⊖gH f(x٠)

h

نقطه ی در (gH‐دیفرانسیل پذیر) هاکوهارا١ تعمیم یافته ی مشتق پذیر f گوییم آنگاه f ′
gH(x٠) ∈ RF اگر

است. x٠

گوییم باشد. gH‐دیفرانسیل پذیر تابعͬ f : I → RF که کنید فرض .([٢٨] ) تعریف ۵�٧�٢

اگر است x٠ نقطه ی در −(i)]‐دیفرانسیل پذیر gH] تابعͬ f(x) •

f ′
i.gH(x٠;α) =

[
(f)′(x٠;α), (f)

′(x٠;α)
]
. (٢-١)

اگر است x٠ نقطه ی در −(ii)]‐دیفرانسیل پذیر gH] تابعͬ f(x) •

f ′
ii.gH(x٠;α) =

[
(f)′(x٠;α), (f)

′(x٠;α)
]
. (٢-٢)

١ generalized Hukuhara differentiable
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به اگر است f(x) دیفرانسیل پذیری برای سوئیچ١ نقطه ی ͷی ξ٠ ∈ I نقطه ی .([٢٨] ) تعریف ۶�٧�٢

طوری که به باشد موجود x١ < ξ٠ < x٢ نقاط ξ٠ از V ͬͽهمسای هر ازای

برقرار (٢-٢) x٢ نقطه ی در و نباشد برقرار (٢-٢) و باشد برقرار (٢-١) ،x١ نقطه ی در . I نوع •

نباشد. برقرار (٢-١) و باشد

برقرار (٢-١) ،x٢ نقطه ی در و نباشد برقرار (٢-١) و باشد برقرار (٢-٢) ،x١ نقطه ی در . II نوع •

نباشد. برقرار (٢-٢) و باشد

فازی درونیاب ٨�٢

فرض بͽیرید. درنظر را x٠ < x١ < · · · < xn حقیقͬ نقطه (n + ١) .([١٧] ) تعریف ١�٨�٢

درونیاب را f : R → RF فازی پیوسته تابع باشد. متناظر ui ∈ RF فازی عدد ،xi نقطه هر به کنید

تساوی i = ٠, ١, . . . , n هر ازای به ͬ که صورت در ͬ نامند م ٠ ≤ i ≤ n, (xi, ui) داده های فازی

باشد. برقرار f(xi) = ui

داده های (xi, ui), ٠ ≤ i ≤ n کنید فرض فازی) لاگرانژ (چندجمله ای .([١٧] ) تعریف ٢�٨�٢

آنگاه باشد، لاگرانژ چندجمله ای Li(x) =
n∏

j=٠
j ̸=i

(x−xj)

(xi−xj)
و (٢-٨-١) تعریف فازی

pd٠,...,dn(x) =
n∑

i=٠

diLi(x)

α‐برش تعریف با و di ∈ uαi که است d٠ < d١ < . . . < dn حقیقͬ نقاط لاگرانژ درونیاب

ͬ شود. م نوشته p(x) =
∑n

i=٠ Liui به صورت فازی لاگرانژ چندجمله ای pα(x) =
∑n

i=٠ Li(x)u
α
i

ان در که ͬ باشد م ٠ ≤ i ≤ n ،xi گره های ازای به ℓ مرتبه از اسپلاین های خانواده Sℓ تعریف. ٣�٨�٢

ͬ که صورت در s ∈ Sℓ

١ switching point

٢٢
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.s ∈ Cℓ−٢[x٠, xn] (i

.٠ ≤ i ≤ n− ١ به ازای است [xi, xi+١] بازه در ℓ درجه از چندجمله ای ͷی s (ii

α‐برش ،fsα(x) ͬ که صورت در (fs(x) فازی ℓ مرتبه اسپلاین (درونیاب .([١٧] ) تعریف ۴�٨�٢

sd٠,...,dn ∈ Sℓ که ،fsα(x) = {y ∈ R | y = sd٠,...,dn(x), di ∈ uαi } آنگاه باشد fs(x)

si ∈ Sℓ اگر ͬ کند. م درونیابی را ٠ ≤ i ≤ n, (xi, di) داده های که ͬ باشد م ℓ مرتبه اسپلاین

غیر این صورت در و j = i هرگاه fj = ١ که کند درونیابی را ٠ ≤ j ≤ n, (xj, fj) داده های

به صورت ℓ مرتبه اسپلاین درونیاب چندجمله ای و sd٠,...,dn(x) =
∑n

i=٠ disi(x) آن گاه ،fj = ٠

ͬ باشد. م پیوسته [x٠, xn] روی fs بنابراین و ͬ باشد م fs(x) =
∑n

i=٠ si(x)ui

لاگرانژ چندجمله ای های پایه ی بر که مقدار فازی درونیاب های که داد نشان لوئن .([١٩] ) گزاره ٢�٨�٢

است. پیوسته ͬ شوند، م ساخته ℓi(xi) = δij  ͬ ویژگ با {ℓ٠, ℓ١, . . . , ℓn}

مͺعبی اسپلاین ،٠ ≤ i ≤ n, (xi, fi) ∈ R٢ درونیابی داده های به ازای .([١٧] ) تعریف ۵�٨�٢

به صورت سه درجه چندجمله ای ͷی گره١ ͷی نبود شرط با s(x)

s(x) = ai + bix+ cix
٢ + dix

٣, ∀x ∈ [xi, xi+١], ٠ ≤ i ≤ n− ١

ͬ کند م صدق زیر پیوستگͬ شرایط در که ͬ شود م تعریف

،s(xi) = fi, ٠ ≤ i ≤ n .١

،s(j)(x+i ) = s(j)(x−i ), ١ ≤ i ≤ n− ١, j = ٠, ١, ٢ .٢

.s′′′(x+١ ) = s′′′(x−١ ), s
′′′(x+n−١) = s′′′(x−n−١) .٣

ͬ دهند. م نمایش snk(x٠, xn) نماد با را اسپلاین هایی چنین تمام گردایه

درونیابی را ٠ ≤ i ≤ n, (xi, fi) ∈ R٢ داده های و si ∈ snk(x٠, xn) اگر .([١٧] ) تعریف ۶�٨�٢

١ not-a-knot
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که sy٠,...,yn(x) =
∑n

i=٠ si(x)yi ͬ کنیم م تعریف آنگاه fj = δij به طوری که کند

فرض با و ͬ کند م درونیابی را ٠ ≤ i ≤ n, (xi, yi) داده های و sy٠,...,yn ∈ snk(x٠, xn)

Fα(x) = {t ∈ R | ∃y ∈
n∏

i=٠

uαi : sy٠,...,yn(x) = t} =
n∑

i=٠

si(x)u
α
i , yi ∈ uαi

فازی داده های برای گره ͷی نبود شرط با اسپلاین فازی درونیاب چندجمله ای آنگاه

ͬ شود. م بیان F (x) =
∑n

i=٠ si(x)ui به صورت {(xi, ui) | ui ∈ RF , ٠ ≤ i ≤ n}

فرد درجه از طبیع١ͬ اسپلاین چندجمله ای ͷی s : [x٠, xn] → R تابع .([٢] ) تعریف ٧�٨�٢

باشند برقرار زیر روابط که شرطͬ به ͬ شود م نامیده m ≥ ٢, ℓ = ٢m− ١

،s ∈ Cℓ−١[x٠, xn] •

ͬ باشد، م ℓ درجه از چندجمله ای ͷی s(x) ،٠ ≤ i ≤ n− ١ ،x ∈ [xi, xi+١) هر به ازای •

.s(v)(x٠) = s(v)(xn) = ٠; v = m, . . . , ٢m− ٢ •

ͬ دهند. م نمایش sℓ(x٠, xn) با را اسپلاین هایی چنین گردایه

که کند درونیابی را ٠ ≤ i ≤ n, (xj, fj) داده های si ∈ sℓ(x٠, xn) اگر .([٢] ) تعریف ٨�٨�٢

،sy٠,...,yn(x) =
∑n

i=٠ si(x)yi ͬ شود م تعریف sy٠,...,yn ∈ sℓ(x٠, xn) طبیعͬ اسپلاین آنگاه fj = δij

ͬ کند. م درونیابی را ٠ ≤ i ≤ n و (xi, yi) ∈ R٢ داده های که

α‐برش به توجه با .([٢] ) تعریف ٩�٨�٢

F α(x) = {t ∈ R | ∃ȳ ∈
n∏

i=٠

uαi : sy٠,...,yn(x) = t} =
n∑

i=٠

si(x)u
α
i

ͬ شود. م تعریف F (x) =
∑n

i=٠ si(x)ui به صورت ℓ درجه فازی طبیعͬ اسپلاین درونیاب چندجمله ای

(n+ ١) ،x٠ < x١ < · · · < xn کنید فرض فازی) هرمیت (چندجمله ای .([١۵] ) تعریف ١٠�٨�٢

فازی هرمیت چندجمله ای باشد. RF در فازی مقدار (٢n + ٢) ،{vi}ni=٠ و {ui}ni=٠ و R در نقطه
١ natural spline
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ͬ کند م صدق زیر شرایط در f : [x٠, xn] → RF

مشتق f ′(x) که برقرارند f ′(xi) = vi و f(xi) = ui تساوی های ،٠ ≤ i ≤ n هر به ازای •

ͬ باشد. م f(x) سیͺالای

ͬ باشد. م اول مرتبه از سیͺالا مشتق پذیر f •

چندجمله ای باشند، R در حقیقͬ اعداد ،٠ ≤ i ≤ n ،vi = zi و ui = yi ͬ که صورت در •

هر به ازای به طوری که دارد وجود ٢n + ١ از نابیشتر درجه از py٠,...,yn
z٠,...,zn

هرمیت منحصربفرد

برقرارند. py٠,...,yn
z٠,...,zn

(xi) = yi, p′y٠,...,yn
z٠,...,zn

= zi تساوی های ،٠ ≤ i ≤ n

ͬ شود م داده نمایش چنین فازی هرمیت چندجمله ای این صورت در

py٠,...,yn
z٠,...,zn

(x) =
n∑

j=٠

Hj(x)uj +
n∑

j=٠

Ĥjvj

آن در که

Hj =
[

١ − ٢(x− xj)L
′
j(x)

]
L٢

j(x) & Ĥj = (x−xj)L٢
j(x) & Lj(x) =

n∏
i=٠
i̸=j

(x− xi)

(xj − xi)
.

غیرفازی قضایای و تعاریف مفاهیم، ٩�٢

انتهای تا که ͬ پردازیم م تقریب و درونیابی تئوری به مربوط قضایای و تعاریف معرفͬ به بخش این در

رساله انتزاع١ͬ چارچوب و گشته استوار آنها بر بررسͬ و بحث مورد فازی مفاهیم از مهم بخشͬ رساله

ͬ شوند. م شامل را

طبق بردارها ͬ شود. م شامل را بردار نام به ریاضͬ اشیاء از مجموعه ای که ͬ پردازیم م خطͬ فضای به ابتدا

خطͬ فضای از برداری حاصل، که شوند جمع هم با یا ضرب حقیقͬ اعداد در ͬ توانند م حساب قوانین

بود. خواهد
١ Abstract framework
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عضو دو هر که ͬ باشد م x, y, . . . بردارهای از مجموعه ای X خطͬ فضای .([١٢] ) تعریف ١�٩�٢

ͬ شود. م نامیده دو آن جمع که ͬ کنند م مشخص را x + y ∈ X منحصربفرد عضو ͷی x, y ∈ X

αx ∈ X بفرد منحصر عضو F مانند مفروض میدان ͷی به متعلق α اسͺالر هر و x ∈ X عضو هر

پیروی زیر قوانین از اسͺالر ضرب و برداری جمع ͬ نامیم. م اسͺالر ضرب را آن که ͬ کنند م مشخص را

ͬ کنند: م

x+ y = y + x .١

x+ (y + z) = (x+ y) + z .٢

،∀x ∈ X که دارد وجود بͽونه ای ͬ نامیم م صفر بردار را آن که ٠ ∈ X فرد به منحصر عضو .٣

x+ ٠ = x

x+ (−x) = ٠ که دارد وجود به گونه ای −x بفرد منحصر بردار x ∈ X هر ازی به .۴

α(βx) = (αβ)x ،α, β ∈ F و x ∈ X هر ازای به .۵

α(x+ y) = αx+ αy .۶

(α + β)x = αx+ βx .٧

١(x) = x .٨

حقیقͬ خطͬ فضای را X بنابراین ͬ باشد. م حقیقͬ اعداد میدان F که است این بر فرض حاضر رساله در

ͬ نامیم. م نیز

ͬ دهیم: م نمایش زیر صورت به را X اعضای از خطͬ ترکیب ͷی .([١٠] ) تعریف ٢�٩�٢

α١x١ + α٢x٢ + · · ·+ αnxn; αi ∈ F, xi ∈ X

ضرائب اگر ͬ اند خط مستقل x١, x٢, . . . , xn بردارهای از متناهͬ مجموعه ͷی .([٢٣] ) تعریف ٣�٩�٢
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که باشند موجود گونه ای به نیستند صفر ͬͽهم که α١, α٢, . . . , αn اسͺالر

α١x١ + α٢x٢ + · · ·+ αnxn = ٠

ͬ نامیم. م خطͬ وابسته را آنها نباشند،  ͬ خط مستقل xiها که صورتͬ در

x١, x٢, . . . , xn بردار n که صورتͬ در باشد. مثبت و صحیح عدد n کنید فرض .([١٢] ) تعریف ۴�٩�٢

آنگاه باشند، خطͬ وابسته دلخواه بردار n+١ هر که باشند موجود گونه ای به خطͬ مستقل و X به متعلق

بعد از را X باشد، نداشته وجود nای چنین که صورتͬ در ͬ نامیم. م n بعد از خطͬ فضای ͷی را X

ͬ نامیم. م نامتناهͬ

مستقل xiها اگر ͬ شود م نامیده X برای پایه ͷی x١, x٢, . . . , xn بردارهای .([١٢] ) تعریف ۵�٩�٢

نوشت. xiها از خطͬ ترکیبی صورت به بفرد منحصر طور به بتوان را X به متعلق x بردار هر و بوده خطͬ

داشته عضو n با پایه ای اگر تنها و اگر ͬ شود م نامیده بعدی n خطͬ فضای X .([١٠] ) قضیه ١�٩�٢

ͬ دهند. م پایه ͷی تشͺیل خطͬ مستقل بردار n هر باشد، بعدی n خطͬ فضای ͷی X اگر باشد.

حقیقͬ اعداد محور روی نقاط از مجموعه ای S کنید فرض توابع) خطͬ (فضای .([١٠] ) نتیجه ١�٩�٢

چنین بردار دو جمع f, g ∈ T ازای به ͬ نامند. م T را S دامنه با مقدار حقیقͬ توابع تمام مجموعه باشد.

ͬ شود: م تعریف

(f + g)(x) = f(x) + g(x), x ∈ S

ͬ شود: م تعریف اسͺالر ضرب

(αf)(x) = αf(x), x ∈ S

ͬ شود: م تعریف −f ∈ T تابع بͽیرید. درنظر صفر بردار را T در صفر ثابت تابع

(−f)(x) = −f(x), x ∈ S.

توابع خطͬ فضای را T هستند. تابع ͬͽهم که است بردارهایی از خطͬ فضای ͷی T بالا، تعاریف با

ͬ باشد. م نامتناهͬ بعد از T باشد، نامتناهͬ S شامل نقاط تعداد اگر ͬ نامند. م S روی
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نقطه در را f(x) باشد. شده تعریف I بازه روی f(x) تابع کنید فرض .([٢٣] ) تعریف ۶�٩�٢

باشد: موجود زیر حد که صورتͬ در ͬ نامیم م مشتق پذیر x٠ ∈ I

lim
x→x٠

f(x)− f(x٠)

x− x٠
= f ′(x٠)

روی مشتق پذیر را f(x) تابع ͬ نامند. م یͺطرفه مشتق ͷی را f ′(x٠) باشد، I انتهایی نقطه ͷی x٠ اگر

باشد. مشتق پذیر ،I نقطه هر ازای به هرگاه نامیم I

ͬ شوند. م بیان زیر صورت به میانگین٢ مقدار و رل١ قضایای مشتق پذیر توابع برای

مشتق پذیر (a, b) نقطه ی هر در و f(x) ∈ C[a, b] کنید فرض رل) (قضیه .([٢٣] ) قضیه ٢�٩�٢

.f ′(c) = ٠ که دارد وجود گونه ای به a < c < b که x = c نقطه آنگاه f(a) = f(b) اگر باشد.

(a, b) نقطه هر در f(x) ∈ C[a, b] کنید فرض میانگین) مقدار (قضیه .([٢٣] ) قضیه ٣�٩�٢

.f(b) = f(a)+(b−a)f ′(c) که دارد وجود ای گونه به a < c < b که c نقطه آنگاه باشد. مشتق پذیر

پیوسته [a, b] روی آنها مشتق که توابع مجموعه باشد. پیوسته f(x) مانند I روی f ′(x) تابع است ممͺن

ͬ دهند. م نمایش C١[a, b] با است

نیز f (n)(x) اگر و باشد بار n برای مشتق پذیر [a, b] روی f(x) تابع اگر .([٢٣] ) تعریف ٧�٩�٢

ͬ باشد. م توابع از خطͬ فضای ͷی Cn[a, b] .f(x) ∈ Cn[a, b] ͬ نویسیم م باشد پیوسته [a, b] روی

ͬ باشد. م توابع از خطͬ فضای ͷی Cn[a, b] .([١٢] ) نتیجه ٢�٩�٢

ͬ کند. م صدق بالا مراتب از مشتق پذیر توابع برای ͬ باشد، م ٢-٩-٢ رل قضیه بر تعمیمͬ که زیر قضیه

موجود (a, b) نقطه هر در f (n−١)(x) و f ∈ C[a, b] ،n ≥ ٢ کنید فرض .([١٢] ) قضیه ۴�٩�٢

باشیم داشته a ≤ x١ < x٢ < · · · < xn ≤ b ازای به که صورتͬ در باشد.

f(x١) = f(x٢) = · · · = f(xn) = ٠

١ Roll’s Theorem
٢ Mean Value Theorem
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.f (n−١)(c) = ٠ که دارد وجود گونه ای به (x١, x٢) به متعلق c نقطه آنگاه

ͬ شود: م تعریف زیر شͺل به که است تابعͬ n درجه از چندجمله ای هر .([١٠] ) تعریف ٨�٩�٢

pn(x) = a٠x
n + a١x

n−١ + · · ·+ an, a٠ ̸= ٠.

{١, x, x٢, . . . , xn} پایه ی با خطͬ فضای ͷی n مساوی یا کمتر درجه از چندجمله ای های تمام گردایه

ͬ دهند. م نشان Pn با را آن و ͬ باشد م

برای شود. وابسته شده اختیار توابع از گردایه ای از که تابعͬ به عددی تا است لازم مسائل از بسیاری در

دهند: ربط را زیر عدد دارد پیوسته مشتق [a, b] روی که f(x) تابع هر به است ممͺن مثال

∫ b

a

(
١ + [f ′(x)]٢) ١

٢ dx

ͬ کند. م عمل خطͬ که آنست تابعک مهم ویژگͬ ͷی ͬ شناسند. م تابعک ͷی عنوان به را پیوندی چنین

حقیقͬ عدد آن در x بردار هر به و است خطͬ فضای ͷی X کنید فرض .([١٢] ) تعریف ٩�٩�٢

β و α حقیقͬ دلخواه اعداد و x, y ∈ X ازای به که صورتͬ در ͬ باشد. م مرتبط L(x) بفرد منحصر

باشیم داشته

L(αx+ βy) = αL(x) + βL(y)

ͬ نامند. م X روی خطͬ تابعک ͷی را L آنگاه

اعدادی aiها و x = (x١, x٢, . . . , xn) که ͬ باشد م X = Rn خطͬ تابعک ͷی L(x) =
n∑

i=١
aixi

ͬ باشند. م ثابت

از که معینͬ تابعک های اطلاعات براساس مجهول مطلوب توابع بازسازی بر ست متکͬ درونیابی نظریه

شده اند. شناخته قبل

باشند. آن روی خطͬ تابعک های L٢ و L١ و خطͬ فضای ͷیX کنید فرض .([١٢] ) تعریف ١٠�٩�٢
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ͬ شوند: م تعریف چنین L١ و α اسͺالر ضرب همچنین L٢ و L١ جمع

(L١ + L٢)(x) = L١(x) + L٢(x), x ∈ X

(αL١)(x) = αL١(x)

(٢-٣)

روی خطͬ تابعک های مجموعه باشد. دلخواهͬ خطͬ فضای X کنید فرض .([١٢] ) تعریف ١١�٩�٢

نامیده X جبری١ مزدوج فضای که ͬ دهند م تشͺیل خطͬ فضای ͷی (٢-٣) ضرب و جمع همراه به X

ͬ شود. م داده نشان X∗ با و ͬ شود م

ترکیب خطͬ، تابعک های خطͬ استقلال خصوص در ͬ توان م بنابراین ͬ اند. خط تابعک های X∗ اعضای

کرد. بحث آنها برای بعد و مبنا خطͬ،

باشند. [a, b] در متمایز نقاطͬ x١, x٢, . . . , xn و X = C[a, b] کنید فرض .([٢٣] ) مثال ١�٩�٢

مستقل X∗ در L١, L٢, . . . , Ln آنگاه ،Lk(f) = f(xk) : f ∈ X هر ازای به کنیم تعریف اگر

بود. خواهند خطͬ وابسته بالا تابعک های nتایی مجموعه ی ،X = Pn−٢[a, b] ͬ که صورت در ͬ اند. خط

بعدی n نیز X∗ تابعک های خطͬ فضای باشد، n بعد از X خطͬ فضای اگر .([٢٣] ) قضیه ۵�٩�٢

است.

تابعک  n از خطͬ ترکیب صورت به ͬ توان م را X خطͬ فضای روی خطͬ تابعک هر نتیجه. ٣�٩�٢

هستند. X∗ برای پایه ای که نوشت X روی خطͬ مستقل ثابت خطͬ

حقیقͬ مقدار n+ ١ و x٠, x١, . . . , xn متمایز نقطه n+ ١ درونیابی) (قضیه .([١٠] ) قضیه ۶�٩�٢

که دارد وجود چنان pn(x) ∈ Pn بفرد منحصر چندجمله ای مفروضند. w٠, w١, . . . , wn

pn(xi) = wi i = ٠, ١, . . . , n.

است. شده بازسازی معلوم مقدار n+ ١ براساس Pn به متعلق درونیاب چندجمله ای بالا قضیه در

خطͬ معلومات از دلخواه قطعه n + ١ براساس ͬ توان م آیا ͬ کند م بیان متناهͬ درونیابی عمومͬ مسأله
١ Algebraic conjugate space

٣٠
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سئوالات این چندجمله ای ها؟ جز به باشد تابعͬ ͬ تواند م درونیاب آیا اینکه و آورد به دست را درونیاب

ͬ کنند. م ارائه را زیر عمومͬ مسأله

L١, L٢, . . . , Ln و بعدی n خطͬ فضای ͷیX کنید فرض درونیابی) عمومͬ (مسأله .([١٢] ) مسأله ١�٩�٢

ͬ توان م w١, w٢, . . . , wn شده داده مقادیر مجموعه ازای به آیا Xباشند. روی مفروض خطͬ تابعک های

که یافت به گونه ای x مانند X از عضوی

Li(x) = wi i = ١, ٢, . . . , n. (۴-٢)

باشند. خطͬ مستقل X∗ در Li تابعک های که صورتͬ در است مثبت پاسخ

باشند. خطͬ مستقل آن در x١, x٢, . . . , xn و بعدی n خطͬ Xفضای کنید فرض .([١٢] ) لم ١�٩�٢

آنگاه باشند خطͬ مستقل X∗ در L١, L٢, . . . , Ln که درصورتͬ

|Li(xj)| ̸= ٠. (۵-٢)

آنگاه باشد برقرار (۵-٢) و باشند خطͬ مستقل L١, L٢, . . . , Ln یا x١, x٢, . . . , xn اگر برعکس، و

است. خطͬ مستقل نیز دیͽر مجموعه

بͽیرید. درنظر ∗Xرا در L١, L٢, . . . , Ln بردارهای Xو بعدی n خطͬ فضای .([١٢] ) قضیه ٧�٩�٢

در Liها اگر تنها و اگر است حل دارای w١, w٢, . . . , wn دلخواه مقادیر ازای به (۴-٢) درونیابی مسأله

بود. خواهد منحصربفرد حل این صورت در باشند. خطͬ مستقل X∗

فضای ͷی x مؤلفه های با X حقیقͬ خطͬ فضای داخلͬ) ضرب (فضای .([١٠] ) تعریف ١٢�٩�٢

(x١, x٢) با که حقیقͬ عدد ͷی x٢ و x١ عضو دو هر ازای به که صورتͬ در ͬ شود م نامیده داخلͬ ضرب

شود: تعریف زیر خواص با ͬ دهیم م نشان

بودن) (خطͬ (x١ + x٢, x٣) = (x١, x٣) + (x٢, x٣) .١

(تقارن) (x١, x٢) = (x٢, x١) .٢

٣١



اساسͬ مفاهیم و تعاریف .٢ فصل

(همͽنͬ) (αx١, x٢) = α(x١, x٢), α ∈ R .٣

بودن) (مثبت (x, x) ≥ ٠ و (x, x) = ٠ اگر تنها و اگر x = ٠ .۴

ͬ شود. م نامیده x٢ و x١ داخلͬ ضرب (x١, x٢) مقدار

بͽیرید. درنظر را داخلͬ ضرب فضای ͷی در x١, x٢, . . . , xn اعضای دنباله ی تعریف. ١٣�٩�٢

n× n ماتریس

G = ((xi, xj)) =


(x١, x١) (x١, x٢) · · · (x١, xn)

... ... ...

(xn, x١) (xn, x٢) · · · (xn, xn)


آن دترمینان و ͬ شود م معرفͬ x١, x٢, . . . , xn برای گرام١ ماتریس

g = g(x١, x٢, . . . , xn) = |(xi, xj)| = |(xj, xi)|

ͬ شود. م شناخته xn تا x١ مؤلفه های گرام٢ دترمینان عنوان به

امͺان با است مترادف آن نشدن صفر و است یافته تعمیم گرام دترمینان ͷی (۵-٢) در |Li(xj)| دترمینان

.(۴-٢) درونیابی مسأله حل

مربوط سیستم های و توابع فضای از نمونه ͷی کامل٣) هرمیت درونیابی (مسأله .([١٢] ) مسأله ٢�٩�٢

هرمیت درونیابی مسأله است شده حل تفصیل به آنها مورد در درونیابی مسأله که مستقل تابعک های به

ͬ شود: م بیان تابعک ها ازای به زیر اطلاعات براساس X = PN فرض با که است کامل

L١(f) = f(x٠), L٢(f) = f ′(x٠), . . . , Lm١+٠(f) = f (m٠)(x٠)

Lm٢+٠(f) = f(x١), Lm٣+٠(f) = f ′(x١), . . . , Lm٠+m٢+١(f) = f (m١)(x٠)

١ Gram matrix
٢ Gram determinant
٣ Full Hermite Interpolation
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... ...

LN−mn−١(f) = f(xn), LN−mn(f) = f ′(xn), . . . , LN(f) = f (mn)(x٠)

(xi ̸= xj, N = m٠ +m١ + · · ·+mn + n).

با که است منحصربفرد خطͬ دارای X = PN خطͬ فضای در ٢-٩-٢ مسأله ،٢-٩-٧ قضیه بنابر

ͬ شود. م داده نشان pN(x) ∈ X

گره n+ ١ ،x٠, x١, . . . , xn کنید فرض حل) منحصربفردی و وجود (قضیه .([١٠] ) قضیه ٨�٩�٢

k = ٠, ١, . . . , αi و N = α٠ +α١ + . . .+αn+n مثبت، صحیح اعداد α٠, α١, . . . , αn متمایز،

و w(x) =
n∏

i=٠
(x− xi)

αi+١ که صورتͬ در باشند.

lik(x) = w(x)
(x− xi)

k−αi

k!(x− xi)αi+١−k
· d

(αi−k)

dx(αi−k)

[
(x− xi)

αi+١

w(x)

]
x=xi

چندجمله ای آنگاه

pN(x) =
n∑

i=٠

rili٠(x) +
n∑

i=٠

r′ili١(x) + · · ·+
n∑

i=٠

r
(αi)
i liαi

(x) (۶-٢)

آن در که ͬ باشد م ٢-٩-٢ مسأله برای بفردی منحصر حل ͷی PN خطͬ فضای به متعلق

pN(x٠) = r٠, p
′
N(x٠) = r′٠, . . . , p

(α١−٠)
N (x٠) = r(α٠)

٠

... ...

pN(xn) = rn, p
′
N(xn) = r′n, . . . , p

(αn−١)
N (xn) = r(αn)

n .

ͬ شود م نامیده یͺه١ متعامد S مانند داخلͬ ضرب فضای ͷی اعضای از مجموعه ای تعریف. ١۴�٩�٢

اگر

(x, y) =


٠ x ̸= y

١ x = y

x, y ∈ S

١ Orthonormal
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ͬ نامیم. م متعامد١ را S آنگاه (x, y) = ٠ ،x ̸= y باشیم داشته صرفاً که صورتͬ در

است: زیر شͺل به است مشهور لاگرانژ درونیابی قضیه به که ۶-٢-٩ درونیابی قضیه برای حل ͷی

pn(x) =
n∑

i=٠

wili(x) (٢-٧)

li(x) =
w(x)

(x− xi)w′(xi)
=

(x− x٠) · · · (x− xi−١)(x− xi+١) · · · (x− xn)

(xi − x٠) · · · (xi − xi−١)(xi − xi+١) · · · (xi − xn)

آن در که

li(xj) = δij :=


١ , i = j

٠ , i ̸= j

, ٠ ≤ i, j ≤ n. (٢-٨)

ͬ نامند. م کرونکر٢ دلتای را δij

اصل٣ͬ) پایه ی (روش .([٢٣] ) نتیجه ۴�٩�٢

محاسبه ͬ باشد. م Pn خطͬ فضای برای پایه ͷی {l٠(x), l١(x), . . . , ln(x)} مجموعه (٢-٧) بنابه

ͬ باشد. م {١, x, x٢, . . . , xn} براساس محاسبه از آسان تر بسیار پایه این براساس Pn چندجمله ای های

ͬ نامند. م اصلͬ پایه ی روش را (٢-٧) ͬ های ویژگ با درونیابی مسأله حل خطͬ فضای برای پایه ای انتخاب

xiها در f تابع متناظر مقادیر f٠, f١, . . . , fn و x٠, x١, . . . , xn متمایز گره های تعریف. ١۵�٩�٢

که باشد ϕj اصلͬ پایه ای پیوسته توابع توسط شده تولید خطͬ فضای Φ اگر مفروضند.

که F ∈ Φ آنگاه ،(i = ٠, ١, . . . , n) ،ϕj(xi) = δij و ϕj : R → R, (j = ٠, ١, . . . , n)

Φ اصلͬ پایه های براساس مسأله داده های درونیاب ͷی ͬ شود م بیان F (x) =
n∑

j=٠
fjϕj(x) صورت به

ͬ نامند. م اصلͬ پایه ای توابع روش را درونیاب محاسبه در روندی چنین و است

لزوماً ͬ دهند م نشان که دارند وجود متساوی الفاصله نقاط درونیابی در رونگه۴ تابع جمله از مثال هایی

ͬ یابد. نم کاهش درونیاب نقاط تعداد افزایش با تقریب دقت با درونیابی خطای
١ Orthogonal
٢ Kroneker’s delta
٣ Cardinal basis method
۴ Runge’s function
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در به خصوص متساوی الفاصله گره های روی و بالا درجه ی از چندجمله ای های توسط درونیابی واقع در

مواردی چنین در درونیاب دقت ارتقاء برای و است نامناسب بارزی شͺل به درونیابی بازه انتهایی نقاط

استفاده متساوی الفاصله گره های از یا برد بهره کم١ درجه با قطعه ای چندجمله ای درونیاب های از ͬ توان م

نکرد.

مختلف روش های به که هستند درونیاب هایی جمله از اسپلاین توابع مانند قطعه ای چندجمله ای توابع

کاربرد جزئͬ و معمولͬ دیفرانسیل معادله عددی حل و عددی انتگرال گیری و مشتق تقریب٢، نظریه در

ͬ گیرند. م قرار بحث مورد قطعه ای چندجمله ای توابع درونیابی تئوری منظر از تنها پیش رو رساله در دارند.

از که ͬ کند م بروز زمانͬ همͽرایی مشͺل متساوی الفاصله گره های با درونیابی در که کنیم توجه دیͽر بار

شود. استفاده فاصله هم گره های زیادی تعداد و بالا مرتبه درونیاب

به یͺنواخت طور به را خطا قطعه ای درونیاب بردن بͺار همواره است، زیاد گره ها تعداد که مواقعͬ در

ͬ یابد م اهمیت آنجا از امر این شود. استفاده کم درجه با درونیاب از که زمانͬ حتͬ ͬ کند، م ͷنزدی صفر

ͬ باشد. م کاربردی توجهͬ قابل طور به متساوی الفاصله نقاط با درونیابی که

عدم و پایین درجه قطعه ای چندجمله ای های به کارگیری مورد در گفته پیش پیشنهاد دو سوم، فصل در

و برده کار به بالا مرتبه درونیاب های برای جایͽزینͬ عنوان به را متساوی الفاصله نقاط از استفاده

پایه هایی ͬ شوند. م بررسͬ و معرفͬ دلخواه متمایز گره های روی هرمیت قطعه ای درونیاب چندجمله ای های

چندجمله ای های رده ͬ توان م بفردشان منحصر ویژگͬ دلیل به که ͬ شود م ارائه آنها ساخت برای خاص

نمود. تولید و نهاده بنا آنها بر گسترش اصل براساس را کلͬ هرمیت قطعه ای فازی درونیاب

١ low order piecewise polynomial
٢ Approximation theory
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مقدمه ١�٣

منظور این برای ͬ پردازد. م قطعه ای هرمیت نوع از فازی درونیاب چندجمله ای های معرفͬ به فصل این

حالت ͬ شوند. م بیان قطعͬ هرمیت قطعه ای و هرمیت درونیاب چندجمله ای های از خصوصیاتͬ و قضایا

این به پاسخ ابتدا در ͬ شود. م معرفͬ و شده بنا مفروضات همین بر نیز درونیابی مساله فازی یا غیرقطعͬ

تابع درونیاب چندجمله ای های شامل {Pn} دنباله ی آیا که است اهمیت با بسیار نظری لحاظ از سوال

خیر؟ یا ͬ باشد م همͽرا f به n→ ∞ که صورتͬ در f پیوسته

رونگه‐مری پدیده ی ٢�٣

نقاط در pn درونیاب چندجمله ای درجه n = ٠, ١, ٢, · · · کنید فرض .([٢٩] ) تعریف ١�٢�٣

پیوسته تابع برای و [−۵, ۵] روی xi = −۵ + i , i = ٠, ١, ٢, . . . , ١٠ الفاصله متساوی درونیاب

f(x) =
١

١ + x٢ , x ∈ [−۵, ۵],

−۵ ≤ x ≤ ۵ ازای به pn(x) , f(x) بین تفاضل قدرمطلق مقدار بیشترین یا خطا بیشترین باشد.

درونیاب نقاط تعداد افزایش با خطا این ویژه به یابد. افزایش n که ͬ یابد م افزایش نمایی طور به زمانͬ

رفتار این ͬ کند. م رشد و یافته جهش نمایی طور به بازه انتهایی نقاط یا ±۵ ͬͺنزدی در [−۵, ۵] بازه در

ͬ نامند. م رونگه‐مری١ پدیده ی را شده گفته شرایط در pn درونیاب چندجمله ای های

١ Runge- Meray Phenomenon
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کامل هرمیت درونیاب چندجمله ای ٣�٣

ͬ پردازد. م مساله ای چنین حل منحصربفردی و وجود و کامل هرمیت درونیابی مساله معرفͬ به قسمت این

ͷی گونه ای به که صورت بدین ͬ باشد، م (٢-٧) لاگرانژ درونیاب بر تعمیمͬ هرمیت، درونیاب درواقع

مفروضͬ تعداد گره، هر در f تابع بر علاوه چندجمله ای که ͬ نماید م برازش f تابع بر چندجمله ای

نماید. درونیابی نیز را f متوالͬ مشتقات

,m٢,m١اعداد ...,mk و حقیقͬ اعدادی x١ < x٢ < · · · < xk کنید فرض .([٢٣] ) تعریف ١�٣�٣

m١ +m٢ + · · ·+mk −١ درجه از p(x) منحصربفرد چندجمله ای اگر باشند. صفر از بزرگتر صحیح

درونیابی مساله برای جواب ͷی که یافت گونه ای به بتوان را

p(j)(xi) = f (j)(xi), ١ ≤ i ≤ k , ٠ ≤ j ≤ mi − ١ (٣-١)

درونیاب چندجمله ای را p(x) و دارد mi مرتبه از صفر ͷی xi در p(x) − f(x) ͬ گویند م آنگاه باشد،

ͬ نامند. م xi گره نقاط در f تابع هرمیت

اعدادی و x١ < x٢ < · · · < xk حقیقͬ اعداد منحصربفردی) و (وجود .([٢٣] ) قضیه ١�٣�٣

از کمتر یا مساوی درجه از p(x) منحصربفرد چندجمله ای مفروضند. m١,m٢, · · · ,mk مثبت صحیح

مساله ،i = ١, ٢, · · · , k ،xi گره هر در که دارد وجود گونه ای به m١ +m٢ + · · ·+mk − ١ = N

ͬ باشد. م xi گره هر در mi − ١ مرتبه از مشتق پذیر تابعͬ f که ͬ کند م حل را (٣-١) درونیابی

گونه ای به را p(x) =
∑N

i=٠ aix
i چندجمله ای .N = m١ +m٢ + · · ·+mk−١ کنید فرض اثبات.

باشیم داشته ،١ ≤ i ≤ k ،xi نقطه ی هر در که ͬ یابیم م

p(j)(xi) = f (j)(xi), ٠ ≤ j ≤ mi − ١. (٣-٢)

فرض ثابت این از بعد و نموده اختیار را i ͬ یابیم. م ٠ ≤ i ≤ N که را ai مجهول N + ١ بنابراین

ͬ شود. م برقرار خطͬ معادله mi تعداد ، (٣-٢) شرایط بنابه مساله، مجهولات از ͷی هر ازای به ͬ کنیم. م

٣٨



فازی قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای .٣ فصل

ͬ دهد: م نتیجه p′′(x٢) = f ′′(x٢) مثال عنوان به

N(N − ١)xN−٢
٢ aN + (N − ١)(N − ٢)xN−٣

٢ aN−١ + · · ·+ a٢ = f ′′(x٢)

در ،a٠, a١, · · · , aN مجهول N + ١ برای که داریم معادله mi تعداد به ،xi گره های از ͷی هر در حال

m١ +m٢ + · · ·+mk = N + ١ طرفͬ ͬ شود.از م ایجاد خطͬ معادله m١ +m٢ + · · ·+mk کل

بایستͬ مساله، بفرد منحصر جواب وجود برای است. موجود خطͬ معادله مجهولات، تعداد به بنابراین

دستگاه نگاری ساده برای است. نامنفرد حاصل خطͬ معادلات دستگاه ضرایب ماتریس که شود ثابت

و Y = (aN , aN−١, · · · , a٠)
T که AY = b ͬ نویسیم، م ماتریسͬ شͺل به را معادلات

b = (f(x١), f
′(x١), · · · , f (m١−١)(x١), f(x٢), · · · , f (mk−١)(xk))

T .

aN = aN−١ = · · · = a٠ = ٠ بدیهͬ جواب دارای AY = ٠ ماتریسͬ معادله دهیم نشان کافیست

فرض مساله کلیت در خلل بدون منظور این برای است. نامنفرد A ماتریس که شود نتیجه تا ͬ باشد م

به که طوری به هستیم p(x) چندجمله ای جستجوی در که است آن معنͬ به فرض این .f(x) ≡ ٠ کنید

،xi گره هر ازای

p(j)(xi) = ٠ , ٠ ≤ j ≤ mi − ١.

چندجمله ای مشتقات آن در که باشد داشته x = r مانند صفری ،N درجه از چندجمله ای ͷی اگر ͬ دانیم م

صفر معادل چندجمله ای یا است ℓ+ ١ مرتبه از تکراری ریشه ی ͷی x = r یا آنگاه صفرند ام ℓ مرتبه تا

یا کمتر درجه از چندجمله ای ͷی q(x) که p(x) = α(x − ٣)ℓ+١q(x) مورد در ویژه به ͬ باشد. م

ͷی xi هر بنابراین باشد. صفر معادل p(x) است ممͺن است، ثابت عددی α و N − (ℓ+ ١) مساوی

نوشت چنین ͬ توان م را p(x) و باشد مͬ mi مرتبه از تکراری ریشه

p(x) = α(x− x١)
m١(x− x٢)

m٢ · · · (x− xk)
mk

چندجمله ای ͷی فرض بنابه حالیͺه در بود خواهد N + ١ درجه از چندجمله ای ͷی p(x) ،α ̸= ٠ اگر

حال .p(x) ≡ ٠ آنگاه f(x) ≡ ٠ هرگاه ͬ شود م نتیجه آنجا از و α = ٠ لذا ͬ باشد. م N درجه از
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بنابراین دارد. بدیهͬ جواب ͷی تنها AY = ٠ معادلات دستگاه لذا و aN = aN−١ = · · · = a٠ = ٠

ͬ باشد. م برقرار مساله حͺم و است نامنفرد A ماتریس

قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای ۴�٣

متساوی گره های از استفاده یا درونیاب چندجمله ای درجه بردن بالا و درونیابی نقاط تعداد بر افزودن

نشان (٣-٢) رونگه‐مری پدیده ی مانند مثالͬ درواقع ͬ باشد. نم درونیابی بالای دقت بر دلیلͬ الفاصله

دارای الفاصله متساوی نقاط زیادی تعداد روی بر و بالا درجه از چندجمله ای های توسط درونیابی ͬ دهد م

از استفاده دیͽر طرف از درونیابی. فاصله سر دو انتهایی نقاط در ویژه به است، توجه قابل خطایی

بنابراین ͬ طلبد. م را فراوانͬ محاسبات و بوده وقت گیر بسیار (٣-٣) کامل هرمیت مانند درونیاب هایی

درجه با قطعه ای درونیاب چندجمله ای های از استفاده ͬͺی ͬ شود، م پیشنهاد راه دو درونیابی ارتقاء برای

نباشند. الفاصله متساوی که درونیابی نقاط از استفاده دیͽری و کم

طور به درونیابی نقاط تعداد افزایش با همواره خطا که آنست قطعه ای درونیاب از استفاده مزیت ͷی

نقاط از استفاده دیͽر طرفͬ از کم. درجه با درونیاب های برای حتͬ [٢٣] ͬ کند م میل صفر به یͺنواخت

ͬ رود. م بͺار درونیابی خطای اندازه گیری در و است توجه مورد بسیار عمل در الفاصله متساوی درونیاب

روی بر کم درجه با بخصوص قطعه ای درونیاب چندجمله ای های از استفاده یعنͬ اول حل راه بنابراین

همان روی بر بالا درجه با درونیاب های از استفاده برای مناسب جایͽزینͬ درونیاب، نقاط از زیادی تعداد

ͬ باشد. م نقاط

عدد و I = [a, b] بازه برای ∆ : a = x٠ < x١ < · · · < xn = b افراز .([٢٣] ) تعریف ١�۴�٣

چندجمله ای ،١ ≤ i ≤ n ،[xi−١, xi] زیربازه هر در که صورتͬ در بͽیرید. درنظر را m مثبت صحیح

درونیابی مساله برای حل ͷی که شود ساخته گونه ای به ٢m− ١ درجه از pi(x) هرمیت

p(j)(xi−١) = f (j)(xi−١)
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p(j)(xi) = f (j)(xi) , ٠ ≤ j ≤ m− ١, (٣-٣)

و داده نشان s(x) با f تابع برای ٢m − ١ درجه از قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای آنگاه باشد،

ͬ شود: م تعریف

s(x) = pi(x) , xi−١ ≤ x ≤ xi , ١ ≤ i ≤ n. (۴-٣)

قیود از بنابراین برابرند هم با ،١ < i < n ،xi در m)ام − ١) مرتبه تا pi−١, pi متوالͬ مشتقات چون

.s ∈ Cm−١[a, b] که است واضح (٣-٣)

I = [a, b] در ٢m−٢ مرتبه تا آن متوالͬ مشتقات و s(x) قطعه ای چندجمله ای .([٢٣] ) قضیه ١�۴�٣

ͬ باشند. م همͽرا f تابع به یͺنواخت طور به

مفهوم بر مبتنͬ ͬ بریم م بͺار قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای ساختن برای که روشͬ نظری پایه های

ͬ باشد. م فضا آن به مربوط اصلͬ پایه های بر استوار و خطͬ فضای

باشد، I = [a, b] بازه برای افرازی ∆ : a = x٠ < x١ < · · · < xn = b و مثبت دلخواه عدد m اگر

تشͺیل خطͬ فضای ͷی I بر ٢m− ١ حداکثر درجه از قطعه ای هرمیت چندجمله ای های تمام مجموعه

ͬ باشد. م بعدی m(n+ ١) فضای و ͬ دهیم م نشان H٢m−١(∆; I) با که ͬ دهند م

قطعه ای چندجمله ای توابع تمام شامل ;∆)١−H٢mمجموعه ای I) خطͬ فضای .([٣٠] ) تعریف ٢�۴�٣

با مرتبط تابع .s ∈ Cm−١(I) که طوری به ͬ باشد م ٢m − ١ حداکثر درجه از I روی s(x) حقیقͬ

قطعه ای هرمیت چندجمله ای ͷی که ͬ شود م داده نشان si(x) با ١ ≤ i ≤ n ،[xi−١, xi] بازه  روی s(x)

ͬ باشد. م m− ١ مرتبه تا مشتق پذیر پیوسته طور به و ٢m− ١ درجه از

H٢m−١(∆; I)برای مبنا ͷی ϕN , · · · , ϕ٢, ϕ١ , N = m(n+١) کنید فرض .([٢٣] ) قضیه ٢�۴�٣

درونیاب چندجمله ای باشد.

s(x) =
N∑
i=٠

ciϕi(x) (۵-٣)
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که طوری به دارد وجود منحصربفرد طور به

Dks(xi) = Dkf(xi), ٠ ≤ K ≤ m− ١, ٠ ≤ i ≤ n , Dk =
dk

dxk
(۶-٣)

(۶-٣) قیود با و xi درونیاب نقاط در f تابع قطعه ای هرمیت درونیاب ،s(x) درونیاب چندجمله ای

ͬ باشد. م

(۶-٣) قیود که آنجا از است. شده ارائه [١٢] مرجع در کامل هرمیت درونیاب منحصربفردی و وجود

فضای به متعلق تابع هر بنابراین کامل اند هرمیت درونیاب از خاصͬ حالت I بازه روی ∆ افراز براساس

[٣٠] ͬ باشد م H٢m−١(∆; I) فضای به متعلق منحصربفردی درونیاب دارای f مانند Cm−١(I) خطͬ

.

پایه ی تابع و [٣٠] است H٢m−١(∆; I) برای ویژه اصلͬ پایه ͷی B = {ϕik(x)}n,m−١
i=٠,k=٠ مجموعه

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به ϕik(x)

Dℓϕik(xj) = δkℓδij , ٠ ≤ ℓ ≤ m− ١ , ٠ ≤ j ≤ m− ١ , Dℓ =
dℓ

dxℓ
(٣-٧)

xj گره های تمامͬ ازای به ϕi٠(xj) = ٠ , ϕi٠(xi) = ١ که دید ͬ توان م (٣-٧) درونیابی مساله از

به لذا ͬ کند م اختیار صفر مقدار s(x) همواره ١ ≤ i ≤ n ،[xi−١, xi] بازه خارج همچنین و است برقرار

درجه چندجمله ای برای .ϕi٠ ≡ ٠ داریم، xi+١ ≤ x ≤ xn , x٠ ≤ x ≤ xi−١ که هایی x تمامͬ ازای

بجز دیͽر گره های تمام در ولͬ (ϕ′
i١(xi) = ١) است ͷی برابر xi در اول مشتق ،ϕi١(x) ام (٢m− ١)

مقادیر [xi−١, xi+١] بازه از خارج در ϕi١(x) تابع اینکه بدلیل بعلاوه، .ϕ′
i١(xj) = ٠, i ̸= j داریم xi

برابر x ≤ xi−١ , x ≥ xi+١ که هایی x تمامͬ ازای به تابع این بایستͬ بنابراین ͬ کند م اختیار صفر

ͬ توان م مشابه دلایل به نمود. مراجعه [٣١ ،٢٣ ،١١] مراجع به ͬ توان م بیشتر اطلاعات برای باشد. صفر
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داد: نشان چنین را ϕi١

ϕi١(x) =



(x− xi−١)
m(x− xi)

∑m−٢
j=٠ ajx

j xi−١ ≤ x ≤ xi,

(x− xi+١)
m(x− xi)

∑m−٢
j=٠ bjx

j xi ≤ x ≤ xi+١,

٠, نقاط سایر در

(٣-٨)

از ویژگͬ چند به اصلͬ پایه ای توابع براساس فازی قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای ساختن برای

ͬ کنیم. م اثبات زیر در که داریم نیاز B اعضای

داریم: بنابراین کند. صدق (۶-٣) قیود در و ϕik ∈ B کنید فرض قضیه. ٣�۴�٣

∀x ∈ (xi, xi+١) , i = ٠, ١, · · · , n− ١, ϕi٠(x) + ϕi+١٠(x) ≥ ١ (i

و صفر یا منفͬ ϕi١ مقادیر ،[xi−١, xi] زیربازه ی هر در ͬ کند. م تغییر ϕi١ علامت ،xi گره هر در (ii

.i = ١, ٢, · · · , n− ١ که ͬ باشد م صفر یا مثبت ،[xi, xi+١] زیربازه هر در

ͬ کنند. م اختیار نامنفͬ مقادیر I فاصله در B اعضای سایر (iii

درجه از [xi−١, xi+٢] بازه ی در ϕi٠(x) + ϕi+١٠(x) چندجمله ای ، (٣-٧) قیود به توجه با اثبات.

در و ͬ کند م درونیابی ،fj = ١ داریم j = i, i+ ١ ازای به که را (xj, fj) داده های و ͬ باشد م ٢m− ١

،x ∈ (xi, xi+١) ازای به و ٠ < i < n − ١ کنیم فرض ͬ گیرد. م صفر مقدار ∆ افراز گره های سایر

تابع این اول مشتق ( ٢-٩-٣ (قضیه میانگین مقدار قضیه از استفاده با .ϕi٠(x) + ϕi+١٠(x) < ١

هر و اُم (m − ٢) مرتبه ی صفرهای ͷهری xi+١, xi گره های همچنین دارد. (xi, xi+١) در صفر ͷی

[xi−١, xi+٢] بازه در بنابراین ͬ باشند، م ϕi٠(x) + ϕi+١٠(x) صفر ͷی نیز xi+٢, xi−١ گره های از ͷی

مشابه اثباتͬ نیز i = n − ١ , i = ٠ حالت های ͬ باشد. م تناقض ͷی که دارد صفر ٢m − ١ حداقل

دارند.

نقطه ی ͷی تنها و ͬ باشد م ٢m − ١ درجه از ϕi١ چندجمله ای (٣-٧) قیود و (٣-٨) نمایش براساس
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دارد. [xi, xi+١] روی ماکزیمم نقطه ͷی و [xi−١, xi] روی مینیمم

مشتق میانگین، مقدار قضیه از بنابراین باشند، ͬͺی از بیش ماکزیمم و مینیمم نقطه دو از ͷهری کنیم فرض

همچنین دارد. دیͽر صفر سه حداقل نیز (xi, xi+١) در و صفر سه حداقل (xi−١, xi) در ϕi١(x) اول

مشتق برای صفر ٢m+٢ حداقل وجود دارد. xi+١, xi−١ در اُم (m−٢) مرتبه از صفر دو آن دوم مشتق

(xi, xi+١), (xi−١, xi) بازه های از ͷی هر در صفر ͷی تنها ϕ′
i١(x) لذا است. تناقض ͷی ϕi١(x)

نامنفͬ [xi−١, xi] در و صفر یا منفͬ [xi−١, xi] در ϕi١(x) یعنͬ ،ϕ′
i١(xi) = ١ ͬ دانیم م طرفͬ از دارد.

ͬ دهد. م نتیجه را (ii) حͺم این که است

ͬ کند. م اثبات را (iii) حͺم (٣-٨) و (٣-٧) پایه ای توابع تعریف براساس مشابه اثباتͬ

هرمیت درونیاب ،Cm−١(I) به متعلق f(x) دلخواه تابع ازای به که دید ͬ توان م [٣١،٢٣] به مراجعه با

ͬ شود: م بیان زیر صورت به صریح طور به s(x) ∈ H٢m−١(∆; I) آن قطعه ای

s(x) =
m−١∑
k=٠

n∑
i=٠

f (k)(xi)ϕik(x) (٣-٩)

غیرقطعͬ قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای ۵�٣

فازی درونیابی داده های برای تعریف. ١�۵�٣

{(
xi, fi, f

′
i , · · · , f

(m−١)
i

)
| f (k)

i ∈ RF , ٠ ≤ k ≤ m− ١ , ٠ ≤ i ≤ n
}

کند: صدق زیر شرایط در که را s : I → RF مقدار فازی تابع

s(k)(xi) = f (k)(xi) = uki ∈ RF , ٠ ≤ k ≤ m− ١ , ٠ ≤ i ≤ n

ͬ نامند. م مفروض داده های روی فازی قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای
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حقیقͬ اعداد uki = y
(k)
i , ٠ ≤ k ≤ m− ١ , ٠ ≤ i ≤ n که صورتͬ در .([٢٠] ) تعریف ٢�۵�٣

چندجمله ای ͷی [xi−١, xi] ،٠ ≤ i ≤ n متوالͬ بازه های در آنگاه ،f (k)(xi) = χ
y
(k)
i

و باشند قطعͬ

صدق s(k)(xi) = y
(k)
i , ٠ ≤ k ≤ m − ١, ٠ ≤ i ≤ n شرط در که دارد وجود ٢m − ١ درجه از

.s(x) = χf(x) ∀x ∈ R که طوری به ͬ کند م

بیان فازی درونیاب چندجمله ای براساس را آن مایلیم باشد موجود فازی تابع چنین که صورتͬ در درواقع

نمائیم. محاسبه و ساخته [٢٠] لوئن توسط شده

چندجمله ای s(x) ،[x٠, xn] به متعلق x هر ازای به ͬ کنیم م فرض [٢٢ ،١٧] مراجع بررسͬ و رجوع با

بدست زیر شͺل به s(x) برش های ‐α آنگاه باشد. Λ = {y(k)i }n,m−١
i=٠,k=٠ و فازی قطعه ای هرمیت

ͬ آید: م

sα(x) = {t ∈ R | µ(t)
s(x) ≥ α}

= {t ∈ R | ∃y(k)i : µ
y
(k)
i

uki
≥ α , ٠ ≤ k ≤ m− ١ , ٠ ≤ i ≤ n & sΛ(x) = t}

= {t ∈ R | t = sΛ(x), y
(k)
i ∈ uαki , ٠ ≤ k ≤ m− ١ , ٠ ≤ i ≤ n}

=
m−١∑
k=٠

n∑
i=٠

uαkiϕik(x).

بالا رابطه در که

sΛ(x) =
m−١∑
k=٠

n∑
i=٠

y
(k)
i ϕik(x)

ͬ باشد. م قطعͬ حالت در قطعه ای هرمیت چندجمله ای

.uαki = µ−١
ki
[α, ١] ،٠ ≤ k ≤ m− ١ , ٠ ≤ i ≤ n , α ∈ (٠, ١] هر ازای به

ͬ شود م بیان زیر صورت به s(x) برش های ‐α مجموعه تعریف. ٣�۵�٣

sα(x) =
m−١∑
k=٠

n∑
i=٠

uαkiϕik(x) (٣-١٠)
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با است برابر که ͬ شود م حاصل s(x) محاسبه برای کارا فرمولͬ آنجا از و

s(x) =
m−١∑
k=٠

n∑
i=٠

ukiϕik(x). (٣-١١)

uαki هر تا نیازمندیم روشͬ به ،s(x) فازی قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای کارگیری به برای اکنون

بازه ای uαki که آنجا از کنیم. محاسبه سادگͬ به ٠ ≤ k ≤ m−١ , ٠ ≤ i ≤ n , α ∈ (٠, ١] ازای به را

و بالایی انتهایی نقطه را uαki و ͬ دهند م نمایش uαki = [uαki , u
α
ki
] صورت به را آن است کراندار و بسته

دارای بنابراین است، کراندار و بسته بازه x هر ازای به نیز sα(x) ͬ نامند. م پایینͬ انتهایی نقطه را uαki

که ͬ گیریم م بهره زیر بهینه سازی مساله دو از انتهایی نقاط تعیین برای ͬ باشد. م پایین و بالا انتهایی نقاط

ͬ کند: م مشخص را sα(x) پایین و بالا کرانهای یا انتهایی نقاط آنها حل

max & min
∑m−١

k=٠
∑n

i=٠ y
(k)
i ϕik(x) . بهینه سازی مسائل ١�۵�٣

uαki ≤ y
(k)
i ≤ uαki , ٠ ≤ k ≤ m− ١ , ٠ ≤ i ≤ n به  طوری که

بالایی انتهایی نقطه ٣-۴-٣ قضیه در ها ϕij علامت از استفاده با . بالایی انتهایی نقطه ١�١�۵�٣

است: زیر مساله جواب sα(x) برای

max s(x)

s.t. uαki ≤ y
(k)
i ≤ uαki , ٠ ≤ k ≤ m− ١ , ٠ ≤ i ≤ n.

از عبارتست جواب که

y
(k)
i =


uαki , ϕik(x) ≥ ٠

uαki , ϕik(x) < ٠

٠ ≤ k ≤ m , ٠ ≤ i ≤ n

است: زیر مساله جواب sα(x) برای نقطه این . پایینͬ انتهایی نقطه ٢�١�۵�٣

min s(x)

s.t. uαki ≤ y
(k)
i ≤ uαki , ٠ ≤ k ≤ m− ١ , ٠ ≤ i ≤ n
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از عبارتست سازی مینیمم مساله جواب

y
(k)
i =


uαki , ϕik(x) ≥ ٠

uαki , ϕik(x) < ٠

٠ ≤ k ≤ m , ٠ ≤ i ≤ n

و نمودارها نوسان مطالعه در که ͬ کنیم م تعیین sα(x) فاصله ی طول برای حدودی قضیه ای، طͬ ادامه در

است. مفید آنها رسم

قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای s(x) =
∑m−١

k=٠
∑n

i=٠ ukiϕik(x) کنید فرض قضیه. ١�۵�٣

زیر نامساوی i ∈ {٠, ١, · · · , n − ١} و x ∈ [xi, xi+١] ،α ∈ [٠, ١] هر ازای به آنگاه باشد، فازی

است برقرار

len sα(x) ≥ min {len sα(xi), len sα(xi+١)}

آن در که

sα(x) = [sα(x), sα(x)] , len sα(x) = sα(x)− sα(x).

نوشت: ͬ توان م s(x) برش های ‐α برای (٣-١٠) نمایش و ٣-۴-٣ قضیه طبق اثبات.

sα(xi) = uα٠i , s
α(xi+١) = uα٠i+١,

بنابراین و

len sα(xi) = len uα٠i , len sα(xi+١) = len uα٠i+١.

ͬ نویسیم: م (٣-١٠) از ͬ گردد نم حاصل بازه طول شدن کم باعث بازه ها، نمودن جمع چون

sα(x) =
m−١∑
k=٠

n∑
i=٠

uαkiϕik(x)

داریم آنجا از و

len sα(x) = len
m−١∑
k=٠

n∑
j=٠

uαkjϕjk(x) ≥
m−١∑
k=٠

n∑
j=٠

|ϕjk(x)| len uαkj
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≥
n∑

j=٠

|ϕj٠(x)| len uα٠j

≥ |ϕi٠(x)| len uα٠i + |ϕi+١ ٠(x)| len uα٠i+١

≥ min
{
len uα٠i, len u

α
٠i+١
}
(|ϕi٠(x)|+ |ϕi+١ ٠(x)|)

≥ min
{
len uα٠i, len u

α
٠i+١
}

= min {len sα(xi), len sα(xi+١)} .

باید انتهایی پهنا دو بین فاصله طول ،xi, xi+١ گره دو هر بین و sα(x) نمودار در قضیه، این حͺم طبق

ͬ باشد. م محاسبات صحت بر آزمونͬ این و باشد ناکمتر uα٠i+١, u
α
٠i بازه ها طول از

گرفتن بͺار در پیچیده محاسبات به نیازی اینکه و (٣-١١) و (٣-١٠) روابط از استفاده شدن ساده برای

تعریف در مثلثͬ فازی L−L اعداد صورت به را uki فازی اعداد باشیم، نداشته گسترش اصل پی در پی

ͬ گیریم. م درنظر ٢-٣-١-٣

عددی uki = (mki, ℓki, rki) , ٠ ≤ k ≤ m − ١ , ٠ ≤ i ≤ n ازای به که صورتͬ در

صورت به و فازی L − L عددی ،x هر ازای به نیز (٣-١١) در s(x) آنگاه باشد فازی L − L

. بود خواهد s(x) = (m(x), ℓ(x), r(x))

L− L اعداد uki = (mki, ℓki, rki) , ٠ ≤ k ≤ m− ١ , ٠ ≤ i ≤ n کنید فرض قضیه. ٢�۵�٣

x هر ازای به نیز فازی قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای ،s(x) صورت این در باشند. مثلثͬ فازی

ͬ باشد. م مثلثͬ فازی L− L عدد ͷی

بنابراین ͬ باشد. م [m− ℓ,m+ r] بسته بازه ،u = (m, ℓ, r) مثلثͬ فازی L− L عدد تکیه گاه اثبات.

نوشت: ͬ توان م چنین (٣-١١) رابطه در را uki ،x هر ازای به

s(x) =

(
m−١∑
k=٠

n∑
i=٠

ukiϕik(x)

)
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=

[∑ ∑
ϕik≥٠

(mki − lki)ϕik(x) +
∑ ∑

ϕik<٠

(mki + rki)ϕik(x),

∑ ∑
ϕik≥٠

(mki + rki)ϕik(x) +
∑ ∑

ϕik<٠

(mki − lki)ϕik(x)

]

=

[
m−١∑
k=٠

n∑
i=٠

mkiϕik(x)− (
∑ ∑

ϕik≥٠

lkiϕik(x)−
∑ ∑

ϕik<٠

rkiϕik(x))

,
m−١∑
k=٠

n∑
i=٠

mkiϕik(x) + (
∑ ∑

ϕik≥٠

rkiϕik(x)−
∑ ∑

ϕik<٠

lkiϕik(x))

]
= (m(x)− l(x) , m(x) + r(x)). (٣-١٢)

مثلثͬ فازی L − L عدد مولفه سه از هرکدام ،x هر ازای به یعنͬ (٣-١٢) تساوی معادل بیان به

با: است برابر s(x) = (m(x), ℓ(x), r(x))

m(x) =
m−١∑
k=٠

n∑
i=٠

mkiϕki(x),

l(x) =
∑ ∑

ϕik≥٠

lkiϕik(x)−
∑ ∑

ϕik<٠

rkiϕik(x),

r(x) =
∑ ∑

ϕik≥٠

rkiϕik(x)−
∑ ∑

ϕik<٠

likϕik(x).
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مقدمه ١�۴

از شدند. بررسͬ دلخواه درجه از قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای های خواص پاره ای قبل فصل در

انعطاف پذیری چندجمله ای ها این است نیاز بالا درجه چندجمله ای های بیان برای بیشتری داده که آنجا

بالا درجه چندجمله ای های از استفاده هزینه اما دارند پایین تر درجات چندجمله ای های به نسبت بیشتری

است. محاسبات پیچیدگͬ

بیان پنجم درجه و مͺعبی خطͬ، قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای های از خصوصیاتͬ فصل این

هم مستقیم خطوط نیز و ͬ شوند. م ظاهر سهمͬ شͺل به تنها اساساً دوم درجه چندجمله ای های ͬ کند. م

به نسبت بیشتر ترسیمͬ تنوع با خم هایی سوم درجه چندجمله ای های ندارند. خود شͺل و خم در تنوعͬ

عددی حل در بیشتر که دارد وجود آنها در نیز راست خط و سهمͬ از حالاتͬ و ͬ باشند م دوم و اول درجات

قرار استفاده مورد عددی انتگرال گیری و مشتق گیری و تقریب نظریه جزیی، مشتقات و انتگرال معادلات

ساختن مͺعبی حالت از رفتن فراتر و پنجم درجه به درونیاب چندجمله ای درجه دادن افزایش با ͬ گیرند. م

فازی حالت بیان از بعد ͬ باشند. م دارا را بودن هموار از بالاتری مراتب که ͬ شود م مسیر تکه ای خم های

ͬ شود. م ارائه حالات از ͷی هر تشریح برای مثال هایی فصل انتهای در شده، یاد درونیاب سه از ͷی هر

فازی خطͬ قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای ٢�۴

،I = [a, b] و باشند فازی داده های {(xi, fi) | fi ∈ RF , ٠ ≤ i ≤ n} کنید فرض تعریف. ١�٢�۴

ͬ کند م صدق زیر شرایط در که را s : I → RF مقدار فازی تابع a = x٠ < x١ < · · · < xn = b

s(xi) = f(xi) = ui ∈ RF , ٠ ≤ i ≤ n

ͬ نامند. م فازی خطͬ قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای

تابع f(xi) = χyi و باشند قطعͬ حقیقͬ اعداد ui = yi ،٠ ≤ i ≤ n کنید فرض تعریف. ٢�٢�۴
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است خطͬ چندجمله ای ͷی [xi−١, xi] , ١ ≤ i ≤ n متوالͬ بازه های در s(xi) = yi , ٠ ≤ i ≤ n

.s(x) = χf(x) , ∀x ∈ R که

به ٢-١-۴ تعریف در s(x) عضویت تابع ( ١-۶-٢ (تعریف گسترش اصل طبق تعریف. ٣�٢�۴

است: چنین I = [a, b] به متعلق x هر ازای

µt
s(x) =


supmin

{
µy٠
u٠ , · · · , µ

yn
un

}
, sy٠,y١,··· ,yn(x) = t

٠ , s−١
y٠,y١,··· ,yn(x) = ∅

ͬ شود: م بیان زیر صورت به s(x) فازی تابع برش های ‐α تعریف. ۴�٢�۴

sα(x) =
{
t ∈ R | µ(t)

s(x) ≥ α
}

=
{
t ∈ R | ∃yi : µyi

ui
≥ α , i = ٠, ١, · · · , n , s(x) = t

}
= {t ∈ R | t = s(x) = sy٠,y١,··· ,yn(x) , y٠ ∈ uαi , i = ٠, ١, · · · , n}

=

{
t ∈ R | t = sy٠,y١,··· ,yn(x) =

n∑
i=٠

yiϕi(x) , y٠ ∈ uαi , i = ٠, ١, · · · , n

}

=
n∑

i=٠

uαi ϕi(x)

اولین عنوان به فازی خطͬ قطعه ای درونیاب محاسبه و m = ١ دادن قرار با (٣-١١) رابطه در درواقع

فازی داده های مفروض مجموعه ی ازای به و (٣-١١) براساس شده ارائه روش از حالت

{(xi, fi) | fi ∈ RF , ٠ ≤ i ≤ n}

ͬ آید م بدست

s(x) =
n∑

i=٠

u٠iϕi٠(x) (١-۴)

.u٠i = fi , ٠ ≤ i ≤ n آن در که
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H١(∆; I) بعدی (n + ١) خطͬ فضای برای اصلͬ پایه های از مجموعه ͷی .([٣٠] ) قضیه ١�٢�۴

ͬ شوند: م تعریف زیر به صورت ϕi٠(x) پایه های از ͷهری که B = {ϕi٠(x)}ni=٠ از عبارتست

ϕi٠(xj) = δij , ٠ ≤ i, j ≤ n. (٢-۴)

زیر صورت به H١(∆; I) بعدی (n + ١) خطͬ فضای پایه های ، (٢-۴) رابطه از تعریف. ۵�٢�۴

ͬ آید: م بدست

ϕ٠٠(x) =


٠, x ≥ x١

(
x١ − x

x١ − x٠
), x٠ ≤ x ≤ x١

ϕi٠(x) =



٠, x ≤ xi−١, x ≥ xi+١

(
x− xi−١

xi − xi−١
), xi−١ ≤ x ≤ xi ١ ≤ i ≤ n− ١

(
xi+١ − x

xi+١ − xi
), xi ≤ x ≤ xi+١

ϕn٠(x) =


٠, x ≥ xn−١

(
x− xn−١

xn − xn−١
), xn−١ ≤ x ≤ xn.

معرفͬ [١٧] کالوا که ͬ باشد م ℓ = ٢ مرتبه از فازی اسپلاین مشابه (١-۴) در آمده بدست چندجمله ای

یͺسانند. توابعͬ (٢-۴) در اصلͬ پایه های و پایه اسپلاین های زیرا نمود

در ͬ شود. م تعریف زیر صورت به ℓ مرتبه از fs فازی اسپلاین درونیاب .([١٧] ) تعریف ۶�٢�۴

آنگاه باشد fs درونیاب α‐برش fsα(x) که صورتͬ

fsα(x) = {y ∈ R | y = sd٠,··· ,dn(x) , dj ∈ uαi = [aαi , b
α
i ]}

درونیابی را (xi, di) و i = ٠, · · · , n داده های که است قطعͬ اسپلاین sd٠,··· ,dn ∈ Sℓ آن در که

ͬ کند. م

در و fj = ١ ،i = j هرگاه که کند درونیابی را (xj, fj) ،j = ٠, ١, ..., n داده های si ∈ Sℓ اگر
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fsα(x) =
∑n

i=٠ si(x)u
α
i ͬ دهد م نتیجه sd٠,··· ,dn(x) =

∑n
i=٠ disi(x) آنگاه fj = ٠ غیراینصورت

ͬ آید م بدست بنابراین و

fs(x) =
n∑

i=٠

si(x)ui. (٣-۴)

نیز fs(x) باشند، فازی L − L اعداد ها ui اگر و است پیوسته [x٠, xn] در fs تابع (٣-۴) رابطه از

است. فازی L− L عددی [x٠, xn] به متعلق x هز ازای به

ͬ آید. م بدست خطͬ اسپلاین یا قطعه ای خطͬ درونیاب شود، فرض ℓ = ٢ که صورتͬ در

نیستند، [xi−١, xi+١] به متعلق که هایی x ازای به و si(x) > ٠ ،(xi−١, xi+١) به متعلق x ازای به

،i = ٠, ١, · · · , n− ١ و [xi−١, xi+١] فاصله در x هر ازای به لذا si(x) = ٠

fs(x) =
(xi+١ − x)

(xi+١ − xi)
ui +

(x− xi)

(xi+١ − xi)
ui+١ (۴-۴)

نوشت: ͬ توان م برش ها ‐α براساس حال

sα(x) =
(xi+١ − x)

(xi+١ − xi)
aαi +

(x− xi)

(xi+١ − xi)
aαi+١ ∀x ∈ [xi, xi+١]

و

sα(x) =
(xi+١ − x)

(xi+١ − xi)
bαi +

(x− xi)

(xi+١ − xi)
bαi+١ ∀x ∈ [xi, xi+١]

fsα(x) = [sα(x), sα(x)] , ∀α ∈ [٠, ١] که

روی l = ٢ مرتبه فازی اسپلاین و فازی خطͬ قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای قضیه. ٢�٢�۴

یͺسانند. توابعͬ {(xi, fi) | fi ∈ RF , i = ٠, ١, . . . , n} مقدار فازی داده های

اثبات حͺم ۵-٢-۴ تعریف و (۴-۴) رابطه درونیاب، دو در رفته بͺار پایه های به توجه با اثبات.

ͬ شود. م

مثال در مربوط نمودار رسم همراه به فازی خطͬ قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای به مربوط مثال

است. آمده ١-۵-۴

۵۴



فازی پنجم درجه و مͺعبی خطͬ، قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای .۴ فصل

فازی مͺعبی قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای ٣�۴

قطعه ای لاگرانژ چندجمله ای های براساس فازی خطͬ قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای قبل بخش در

تشͺیل و اول درجه لاگرانژ چندجمله ای های شدن وصل قطعͬ، حالت در اما شدند. ساخته خطͬ

ͷی ͬ باشد. م اتصال محل گره های در تیز گوشه های و زوایا حاوی خطͬ قطعه ای لاگرانژ چندجمله ای

درونیاب چندجمله ای های از استفاده مشͺل، بر غلبه و قطعه ای چندجمله ای بودن هموار ارتقاء برای راه

ͬ آیند. م به دست گره ها محل در هرمیت چندجمله ای های اتصال از که ͬ باشد م قطعه ای هرمیت

که دارد وجود p(x) = a٠ + a١x + a٢x
٢ + a٣x

٣ حقیقͬ سوم درجه چندجمله ای قضیه. ١�٣�۴

درونیابی مسأله

p(a) = f(a) , p′(a) = f ′(a)

p(b) = f(b) , p′(b) = f ′(b)

ͬ کند. م حل یͺتا طور به را

ͬ باشد م آن ساختن p(x) وجود اثبات برای ساده روش ͷی اثبات.

p(x) = p(a)ϕ١(x) + p(b)ϕ٢(x) + p′(a)ψ١(x) + p′(b)ψ٢(t)

آن در که

ϕ١(x) =
(x− x٢)

٢[(x١ − x٢) + ٢(x١ − x)]

(x١ − x٣(٢

ϕ٢(x) =
(x− x١)

٢[(x٢ − x١) + ٢(x٢ − x)]

(x٢ − x٣(١

(۵-۴)

ψ١(x) =
(x− x١)(x− x٢)

٢

(x١ − x٢(٢

ψ٢(x) =
(x− x١)

٢(x− x٢)

(x١ − x٢(٢

۵۵



فازی پنجم درجه و مͺعبی خطͬ، قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای .۴ فصل

که نمود توجه باید .x٢ = b و x١ = a و

ϕi(xj) = δij

ϕ′
i(xj) = ٠,

١ ≤ i, j ≤ ٢

و

ψi(xj) = ٠

ψ′
i(xj) = δij,

١ ≤ i, j ≤ ٢.

درونیاب سوم درجه چندجمله ای که صورتͬ در ͬ آید. م به دست رˀل قضیه از p(x) بودن منحصربفرد

اول مشتق ٢-٩-٢ قضیه از و نامیده s(x) را درونیاب دو تفاضل باشد موجود p(x) جز به دیͽری

ͬ باشد. م منحصربفرد p(x) بنابراین و است تناقض ͷی که ͬ باشد م صفر سه دارای s(x)

آنگاه باشند، [a, b] به متعلق x١ < x٢ حقیقͬ اعداد و f ∈ C١[a, b] کنید فرض تعریف. ١�٣�۴

صورت به که p(x) چندجمله ای

p(x) =
٢∑

i=١

ϕi(x)f(xi) +
٢∑

i=١

ψi(x)f
′(xi)

در و ͬ باشد م f برای x٢ و x١ درونیاب نقاط با مͺعبی هرمیت درونیاب چندجمله ای ͬ شود، م تعریف

ͬ کند م صدق زیر شرایط

p(xi) = f(xi), p′(xi) = f ′(xi), i = ١, ٢.

در باشند. (۵-۴) روابط در شده تعریف توابع ψi(x) و ϕi(x) ،i = ١, ٢ کنید فرض قضیه. ٢�٣�۴

این صورت

∀x ∈ [x١, x٢], ϕ١(x) + ϕ٢(x) = ١ (i

∀x ∈ (x١, x٢), ϕi(x), ψ١(x) > ٠, i = ١, ٢, ψ٢(x) < ٠ (ii

ͬ باشد. م بدیهͬ اثبات (۵-۴) روابط به رجوع با اثبات.

۵۶



فازی پنجم درجه و مͺعبی خطͬ، قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای .۴ فصل

داده های ازای به ͬ اند. حقیق اعدادی x١ < x٢ که I = [x١, x٢] کنید فرض تعریف. ٢�٣�۴

{(xi, fi, f ′
i) | f

(k)
i ∈ RF , k = ٠, ١, i = ١, ٢},

ͬ کند، م صدق s(k)(xi) = f (k)(xi) = uki ∈ RF رابطه در که s : I → RF مقدار فازی تابع

و بوده حقیقͬ اعداد uki = y
(k)
i اگر آن در که ͬ شود م نامیده I روی فازی مͺعبی چندجمله ای

.s(x) = χf(x) ،R به متعلق x هر ازای به و s(k)(xi) = y
(k)
i آنگاه ،f (k)(xi) = χ

y
(k)
i

تعریف s(x) فازی مͺعبی چندجمله ای عضویت تابع ،[x١, x٢] به متعلق x هر ازای به تعریف. ٣�٣�۴

ͬ شود م

µt
s(x) =


supmin{µy١

u٠١
, µy٢

u٠٢
, µ

y′١
u١١ , µ

y′٢
u١٢} , t = sy١,y٢,y′١,y

′
٢
(x)

٠ , s−١
y١,y٢,y′١,y

′
٢

(t) = ∅.

،[٢٢ ،١٧] مراجع براساس آنگاه دارد وجود ٣-٣-۴ در شده تعریف فازی چندجمله ای شود فرض اگر

ͬ گیرد. م شͺل α‐برش ها از استفاده با چندجمله ای

است زیر صورت به ٣-٢-۴ تعریف در s(x) فازی چندجمله ای α‐برش های تعریف. ۴�٣�۴

sα(x) = {t ∈ R | µt
s(x) ≥ α}

= {t ∈ R | ∃y(k)i : µ
y
(k)
i

uki ≥ α, k = ٠, ١, i = ١, ٢, s(x) = t}

= {t ∈ R | t = s(x) = sy١,y٢,y′١,y
′
٢
(x), y

(k)
i ∈ uαki, k = ٠, ١, i = ١, ٢}

=
٢∑

i=١

(uα٠iϕi(x) + uα١iψi(x)) (۶-۴)

٣-١-۴ تعریف در مͺعبی هرمیت چندجمله ای sy١,y٢,y′١,y
′
٢
(x) =

٢∑
i=١

(yiϕi(x) + y′iψi(x)) آن در که

ͬ باشد. م

s(x) نمایش برای ساده کارای روش ͷی ͬ شود م نتیجه (۶-۴) رابطه از و شد گفته آنچه براساس
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فازی پنجم درجه و مͺعبی خطͬ، قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای .۴ فصل

است زیر صورت به فازی مͺعبی درونیاب چندجمله ای

s(x) =
٢∑

i=١

(u٠iϕi(x) + u١iψi(x)) . (٧-۴)

مسائل uαki = [uαki, u
α
ki] به توجه با و (۶-۴) رابطه در sα(x) تعیین برای . بهینه سازی مسائل ٢�٣�۴

ͬ شوند م حل زیر بهینه سازی

max & min
٢∑

i=١
(yiϕi(x) + y′iψi(x))

s.t. uαki < y
(k)
i ≤ uαki, k = ٠, ١, i = ١, ٢.

است. زیر جواب های دارای بهنیه سازی مسأله دو ٣-٢-۴ قضیه از استفاده با که

مقدار برابر ٣-٢-۴ قضیه بنابر بیشینه سازی مسأله حل از نقطه این . بالایی انتهایی نقطه ١�٢�٣�۴

است آمده به دست زیر

y
(k)
i =


uαki , (k, i) ̸= (١, ٢),

uαki , (k, i) = (١, ٢),

k = ٠, ١, i = ١, ٢

با است برابر کمینه سازی مسأله حل با نقطه این . پایینͬ انتهایی نقطه ٢�٢�٣�۴

y
(k)
i =


uαki , (k, i) = (١, ٢),

uαki , (k, i) ̸= (١, ٢),

k = ٠, ١, i = ١, ٢

بازه به متعلق α هر ازای به باشد. فازی مͺعبی هرمیت چندجمله ای s(x) کنید فرض قضیه. ٣�٣�۴

است برقرار زیر رابطه [٠, ١]

len sα(x) ≥ min{len sα(x١), len s
α(x٢)}

.x ∈ [x١, x٢] آن در که

داریم: (۵-۴) در پایه ای توابع و (۶-۴) در sα(x) تعریف از استفاده با اثبات.

sα(x١) = uα٠١, sα(x٢) = uα٠٢

۵٨



فازی پنجم درجه و مͺعبی خطͬ، قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای .۴ فصل

بنابراین

len sα(x١) = lenuα٠١, len sα(x٢) = len uα٠٢

(۶-۴) در s(x) α‐برش های تعریف از ͬ توان م ͬ دهد نم کاهش را بازه طول بازه ها، زدن جمع آنجاکه از

نوشت

len sα(x) = len
٢∑

i=١

uα٠iϕi(x) + uα١iψi(x) =
٢∑

i=١

(|ϕi(x)|lenuα٠i + |ψi(x)|lenuα١i)

≥
٢∑

i=١

|ϕi(x)|lenuα٠i ≥ ϕ١(x)lenu
α
٠ ١ + ϕ٢(x)lenu

α
٠ ٢

≥ min {lenuα٠ ١, lenu
α
٠ ٢} (ϕ١(x) + ϕ٢(x)) = min {len sα(x١), len s

α(x٢)} .

I = [a, b] بازه برای افرازی ،∆ : a = x٠ < x١ < · · · < xn = b کنید فرض تعریف. ۵�٣�۴

روی بر حقیقͬ ضرائب با سه درجه از حداکثر قطعه ای چندجمله  ای های تمام مجموعه H٣(∆; I) باشد.

ͬ باشد. م I فاصله

متعلق قطعه ای چندجمله ای باشد، C(I) به متعلق مقدار حقیقͬ تابع f(x) کنید فرض تعریف. ۶�٣�۴

ͬ شود م تعریف داده نشان s٣(x) با ͬ کند م درونیابی را f(x) که H٣(∆; I) به

Dkf(xi) = Dks٣(xi), k = ٠, ١, ٠ ≤ i ≤ n, D =
d

dx
(٨-۴)

به متعلق مقدار حقیقͬ تابع هر [٢٣ ،١٢] بنابر است هرمیت درونیاب از خاصͬ حالت (٨-۴) چون

ͬ باشد. م H٣(∆; I) به متعلق منحصربفرد درونیاب ͷی دارای C١(I)

مانند H٣(∆; I) بعدی ٢(n + ١) خطͬ فضای اصلͬ پایه های از مجموعه ای قضیه. ۴�٣�۴

منحصربفردی خطͬ ترکیب صورت به s٣(x) چندجمله ای که دارد وجود B = {ϕik(x)}n,١i=٠,k=٠

ͬ شود م نوشته آن اعضای از

s٣(x) =
n∑

i=٠

١∑
k=٠

f (k)(xi)ϕik(x) (٩-۴)

۵٩



فازی پنجم درجه و مͺعبی خطͬ، قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای .۴ فصل

.f(x) ∈ C١(I) و

درونیاب چندجمله ای ساخت برای لازم پایه های معرفͬ قضیه ای چنین اثبات راه های از ͬͺی اثبات.

١ ≤ i ≤ n− ١ ازای به ϕik پایه های تعریف و f ∈ C١(I) و I روی ∆ افراز به توجه با که ͬ باشد م

ͬ شود م نوشته زیر صورت به

ϕi٠(x) =



(x−xi−١)
٢

(xi−xi−١)٣ [٢(xi − x) + (xi − xi−١)] , xi−١ ≤ x ≤ xi

(xi+١−x)٢

(xi+١−xi)٣ [٢(xi+١ − x)− (xi+١ − xi)] , xi ≤ x ≤ xi+١

٠, نقاط سایر

ϕi١(x) =



(x−xi−١)
٢(x−xi)

(xi−xi−١)٢ , xi−١ ≤ x ≤ xi

(x−xi+١)
٢(x−xi)

(xi+١−xi)٢ , xi ≤ x ≤ xi+١

٠, نقاط سایر

به ϕn١ و ϕ٠١ ،ϕn٠ ،ϕ٠٠ تعریف همچنین ͬ باشند، م صفر برابر (xi, xi+١) بازه از خارج در ͷی هر که

است زیر صورت

ϕ٠٠(x) =


(x١−x)٢

(x١−x٠)٢ [٢(x١ − x) + (x١ − x٠)] , x٠ ≤ x ≤ x١

٠, x١ ≤ x ≤ xn

ϕn٠(x) =


(x−xn−١)

٢

(xn−xn−١)٢ [٢(xn−١ − x) + (xn − xn−١)] , xn−١ ≤ x ≤ xn

٠, x٠ ≤ x ≤ xn−١

ϕ٠١(x) =


(x−x١)

٢(x−x٠)
(x١−x٠)٣ , x٠ ≤ x ≤ x١

٠, x١ ≤ x ≤ xn

ϕn١(x) =


(x−xn−١)

٢(x−xn)
(xn−xn−١)٣ , xn−١ ≤ x ≤ xn

٠, x٠ ≤ x ≤ xn−١

۶٠



فازی پنجم درجه و مͺعبی خطͬ، قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای .۴ فصل

ͬ آید: م به دست زیر منحصربفرد صورت به s٣(x) درونیاب چندجمله ای

s٣(x) =
n∑

i=٠

f(xi)ϕi٠(x) +
n∑

i=٠

f ′(xi)ϕi١(x).

منحصربفرد طور به که ۴-٣-۴ قضیه در B مجموعه عضو ٢(n+ ١) تمامͬ .([٢٣] ) تعریف ٧�٣�۴

ͬ نامند. م مͺعبی اصلͬ پایه ای توابع را شدند ساخته I بازه روی ∆ افراز بر

ͬ شوند م مشخص زیر قیود با منحصربفرد طور به B در ϕij(x) پایه ای توابع کلیه .([٢٣] ) قضیه ۵�٣�۴
ϕi٠(xj) = δij

ϕ′
i٠(xj) = ٠, ٠ ≤ i, j ≤ n

(i


ϕi١(xj) = ٠, ٠ ≤ i, j ≤ n

ϕ′
i١(xj) = δij

(ii

آنگاه باشند. H٣(∆; I) خطͬ فضای اصلͬ پایه های ϕik(x) کنید فرض قضیه. ۶�٣�۴

ϕi ٠(x) + ϕi+١ ٠(x) = ١, ∀x ∈ (xi, xi+١), i = ٠, ١, . . . , n− ١ (i

ϕi١(x) < ٠, ∀x ∈ (xi−١, xi), i = ١, . . . , n (ii

ϕik(x) > ٠, ∀x ∈ (xi, xi+١), k = ٠, ١, i = ٠, ١, . . . , n− ١ (iii

است. برقرار حͺم ۴-٣-۴ قضیه اثبات در ϕik(x)ها ساختار به رجوع با اثبات.

درآن که s : I → RF مقدار فازی تابع تعریف. ٨�٣�۴

s(k)(xi) = f (k)(xi) = uki ∈ RF , k = ٠, ١, ١ ≤ i ≤ n

uki = y
(k)
i حقیقͬ اعداد ازای به اگر ͬ شود م نامیده فازی مͺعبی قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای

{(xi, fi, f ′
i) | fi, f ′

i ∈ RF , ٠ ≤ درونیابی داده های مجموعه  و f (k)(xi) = χ
y
(k)
i

مقادیر و

۶١



فازی پنجم درجه و مͺعبی خطͬ، قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای .۴ فصل

که طوری به باشد داشته وجود ٠ ≤ i ≤ n ،[xi−١, xi] روی سوم درجه چندجمله ای ،i ≤ n}

.s(k)(xi) = y
(k)
i , k = ٠, ١, ٠ ≤ i ≤ n آن در که s(x) = χf(x), x ∈ R

ͬ کنیم. م تعریف α‐برش ها براساس را آن دارد، وجود فازی تابع چنین شود فرض اگر

ͬ شود م تعریف زیر صورت به ٣-٨-۴ تعریف در s(x) فازی تابع α‐برش های تعریف. ٩�٣�۴

sα(x) =

{
t ∈ R | t = sy٠,...,yn

y′٠,...,y
′
n

(x), y
(k)
i ∈ u

(α)
ki , k = ٠, ١, ٠ ≤ i ≤ n

}

(٩-۴) رابطه بنابر مشخص طور به و ͬ باشد م ۶-٣-۴ تعریف طبق s(x) = sy٠,...,yn
y′٠,...,y

′
n

(x) آن در که

ͬ شود م نوشته

sα(x) =
n∑

i=٠

١∑
k=٠

uαkiϕik(x). (١٠-۴)

شͺل به وجود صورت در ٣-٨-۴ تعریف در s(x) فازی قطعه ای مͺعبی هرمیت درونیاب چندجمله ای

ͬ شود م بیان زیر

s(x) =
n∑

i=٠

١∑
k=٠

ukiϕik(x).

(١٠-۴) رابطه در sα(x) .uαki = [uαki, u
α
ki] , k = ٠, ١, ٠ ≤ i ≤ n کنید فرض قضیه. ٧�٣�۴

ͬ کند م حل را بهینه سازی مسائل

max & min
n∑

i=٠

١∑
k=٠

y
(k)
i ϕk(x)

s.t. uαki ≤ y
(k)
i ≤ uαki , k = ٠, ١, ٠ ≤ i ≤ n,

ͬ باشد م زیر صورت به ۶-٣-۴ قضیه بنابر ماکزیمم سازی مساله بهینه جواب اثبات.

y
(k)
i =


uαki , ϕik ≥ ٠

uαki , ϕik < ٠

, k = ٠, ١, ٠ ≤ i ≤ n,

۶٢
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از عبارتست مینیمم سازی مساله برای و

y
(k)
i =


uαki , ϕik ≥ ٠

uαki , ϕik < ٠

, k = ٠, ١, ٠ ≤ i ≤ n.

قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای شرایط در که درونیابی تابع s(x) کنید فرض قضیه. ٨�٣�۴

آنگاه ͬ کند م صدق فازی مͺعبی

len sα(x) ≥ min {len sα(xi), len sα(xi+١} , ∀α ∈ [٠, ١], x ∈ (xi, xi+١).

تجمیع اینکه و (١٠-۴) رابطه در s(x) α‐برش های نمایش و (۶-٣-۴) قضیه او̰ل قسمت طبق اثبات.

ͬ نویسیم م ͬ شود نم حاصل بازه طول شدن کم باعث بازه ها

len sα(x) = len
n∑

j=٠

١∑
k=٠

uαkjϕjk(x) ≥
n∑

j=٠

ϕj٠(x)lenu
α
٠j

≥ (ϕi ٠(x) + ϕi+١ ٠(x))min {lenu٠ i, lenu٠ i+١}

= min
{
lenuα٠ i, lenu

α
٠ i+١

}
= min{len sα(xi), len s(xi+١)}.

s(x) فازی مͺعبی قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای ،x حقیقͬ عدد هر ازای به قضیه. ٩�٣�۴

نیز uki = (mki, lki, uki) , k = ٠, ١, , ٠ ≤ i ≤ n که صورتͬ در است مثلثͬ فازی L − L عدی

باشد. مثلثͬ فازی L− L عددی ͷی هر

ازای به ͬ باشد. م [m− l,m+ r] بسته فاصله u = (m, l, r) مثلثͬ فازی L−L عدد تکیه گاه اثبات.

نوشت: ͬ توان م مفروض uki و x هر

s(x) =

(
n∑

i=٠

١∑
k=٠

ukiϕik(x)

)

۶٣
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=

[∑∑
ϕik≥٠

(mki − lki)ϕik(x) +
∑∑
ϕik<٠

(mki + rki)ϕik(x),

∑∑
ϕik≥٠

(mki + rki)ϕik(x) +
∑∑
ϕik<٠

(mki − lki)ϕik(x)

]

=

[
n∑

i=٠

١∑
k=٠

mkiϕik(x)−

(∑∑
ϕik≥٠

lkiϕik(x)−
∑∑
ϕik<٠

rkiϕik(x)

)
,

n∑
i=٠

١∑
k=٠

mkiϕik(x) +

(∑∑
ϕik≥٠

rki(x)ϕik(x)−
∑∑
ϕik<٠

likϕik(x)

)]

= (m(x)− l(x),m(x) + r(x))

٣-۵-۴ مثال در نمودار رسم همراه به فازی مͺعبی قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای به مربوط مثال

است. آمده

فازی پنجم درجه قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای ۴�۴

قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای قطعه ای هرمیت درونیاب های خانواده از عضو سومین عنوان به

بین منحنͬ ͷی یافتن از عبارت پنجم درجه هرمیت درونیابی مساله ͬ شود. م گرفته درنظر پنجم١ درجه

حل ساده ترین باشد. معلوم نقطه دو هر در منحنͬ دوم مرتبه مشتقات تا مقادیر که است معلوم نقطه دو

یعنͬ جایͽزین روش از ماتریسͬ محاسبات جای به که ͬ باشد م پنج درجه چندجمله ای منحنͬ ͷی مساله

مورد در روش همین است. شده استفاده پنج درجه اصلͬ پایه ای توابع براساس موردنظر منحنͬ نمایش

ͬ یابد. م تعمیم نیز قطعه ای درونیاب

،C٢[x١, x٢] به متعلق f مفروض تابع ازای به .x١ < x٢ و x١, x٢ ∈ R کنید فرض قضیه. ١�۴�۴

١ Quintic

۶۴
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ͬ کند م حل را زیر درونیابی مساله که دارد وجود q(x) پنجم درجه منحصربفرد چندجمله ای

q(k)(xi) = f (k)(xi) , k = ٠, ١, ٢, i = ١, ٢.

ͬ سازیم م اصلͬ پایه ای توابع از استفاده با را آن چندجمله ای، چنین وجود اثبات برای اثبات.

q(x) =
٢∑

i=١

f(xi)ϕi(x) +
٢∑

i=١

f ′(xi)ψi(x) +
٢∑

i=١

f ′′(xi)χi(x)

آن در که

ϕ١(x) =
(x٢ − x)٣

(x٢ − x١)۵

[
(x٢ + ٣x)(x٢ − ۵x١) + ۶x٢ + ١٠x٣

١
]

ϕ٢(x) =
(x١ − x)٣

(x١ − x٢)۵

[
(x١ + ٣x)(x١ − ۵x٢) + ۶x٢ + ١٠x٣

٢
]

ψ١(x) =
(x٢ − x)٣

(x١ − x٢)
(x١ − x)

[
١ + ٣

x١ − x

x١ − x٢

]
(١١-۴)

ψ٢(x) =
(x١ − x)٣

(x١ − x٢)
(x− x٢)

[
١ + ٣

x− x٢

x١ − x٢

]
χ١(x) =

(
x− x٢

x١ − x٢

)٣
(x١ − x)٢

٢

χ٢(x) =

(
x١ − x

x١ − x٢

)٣
(x٢ − x)٢

٢

داده نقاط در را f و کرده صدق قضیه شرایط در که p(x) درونیاب پنج درجه چندجمله ای ͬ که صورت در

حداکثر درجه از چندجمله ای ͷی درونیاب دو تفاضل باشد، موجود q(x) از مجزا نماید درونیابی شده

مانند ریشه ای چهار، درجه از s′(x) چندجمله ای ٢-٩-٢ قضیه از ͬ نامیم. م s(x) را آن ͬ باشد. م پنج

قضیه همان از بنابراین ،s′(x١) = s′(x٢) = ٠ طرفͬ از .s′(c) = ٠ به طوری که دارد c ∈ (x١, x٢)

ͬ باشد م ζ٢ و ζ١ ریشه دو دارای ترتیب به (c, x٢) و (x١, c) فواصل در s′′(x) سوم درجه چندجمله ای

تناقض که شده اند شمارش s′′(x) سوم درجه چندجمله ای برای ζ٢ و ζ١ ،x٢ ،x١ ریشه های تاکنون یعنͬ

ͬ باشد. منحصربفرد م q(x) درونیاب لذا است.

ͬ باشد م ١ ≤ i, j ≤ ٢ آن در که ͬ کنند م صدق زیر روابط در (١١-۴) رابطه پایه ای توابع قضیه. ٢�۴�۴

۶۵
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ϕi(xj) = ψ′
i(xj) = χ′′

i (xj) = δij (i

ϕ′
i(xj) = ϕ′′

i (xj) = ψi(xj) = ψ′′
i (xj) = χi(xj) = χ′

i(xj) = ٠ (ii

بͽیرید. درنظر را (١١-۴) رابطه پایه ای توابع قضیه. ٣�۴�۴

علامت و مثبت ψ١(x) و i = ١, ٢ ،χi(x) و ϕi(x) علامت ،(x١, x٢) به متعلق x هر ازای به (i

ͬ باشد. م منفͬ ψ٢(x)

.ϕ١(x) + ϕ٢(x) = ١ داریم، [x١, x٢] به متعلق x هر به ازای (ii

ͬ باشد. م برقرار سادگͬ به حͺم (١١-۴) روابط بررسͬ با اثبات.

باشد. I = [a, b] از افرازی ∆ : a = x٠ < x١ < · · · < xn = b کنید فرض تعریف. ١�۴�۴

فضای ͷی که ͬ دهند م ;∆)H۵نشان I) با را پنج درجه از قطعه ای هرمیت چندجمله ای های تمام مجموعه

ͬ باشد. م ٣(n+ ١) بعد از برداری

نقاط در را f که H۵(∆; I) به متعلق قطعه ای چندجمله ای .f ∈ C٢(I) کنید فرض تعریف. ٢�۴�۴

ͬ کنند م تعریف داده نمایش q۵(x) با ͬ کند م درونیابی ∆ به متعلق

D(k)q۵(xi) = D(k)f(xi) , k = ٠, ١, ٢, ٠ ≤ i ≤ n , D(k) =
d(k)

dx(k)

ͷی ͬ دهند م نمایش B = {ϕik(x)}n,٢i=٠,k=٠ با که ϕik(x) پایه های مجموعه .([٢٣] ) قضیه ۴�۴�۴

ͬ کنند: م صدق زیر رابطه در که ͬ دهد م تشͺیل H۵(∆; I) فضای برای مبنا

Dlϕik(xj) = δklδij , ٠ ≤ k, l ≤ ٢, ٠ ≤ i, j ≤ n , Dl =
dl

dxl
(١٢-۴)

آنگاه کند، صدق (١٢-۴) رابطه در ϕik(x) کنید فرض قضیه. ۵�۴�۴

.ϕi٠(x) + ϕi+١ ٠(x) ≥ ١ ،٠ ≤ i ≤ n− ١ و (xi, xi+١) به متعلق x هر به ازای (i

است. منفͬ (xi−١, xi) روی ،٠ ≤ i ≤ n ،ϕi١(x) علامت (ii

۶۶
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است. مثبت (xi, xi+١) روی ،k = ٠, ١, ٢ و ٠ ≤ i ≤ n− ١ ،ϕik(x) علامت (iii

تمامͬ بود. خواهد بدیهͬ قضیه اثبات بسازیم، زیر شͺل به را B مجموعه اعضای که صورتͬ در اثبات.

از عبارتند ١ ≤ i ≤ n− ١ ازای به (١٢-۴) رابطه در B عضو ٣(n+ ١)

ϕi٠(x) =



(xi−١−x)٣

(xi−١−xi)۵

[
(xi−١ + ٣x)(xi−١ − ۵xi) + ۶x٢ + ١٠x٢

i

]
, xi−١ ≤ x ≤ xi,

(xi+١−x)٣

(xi+١−xi)۵

[
(xi+١ + ٣x)(xi+١ − ۵xi) + ۶x٢ + ١٠x٢

i

]
, xi ≤ x ≤ xi+١,

٠, otherwise,

ϕi١(x) =



(
xi−١−x
xi−١−xi

)٣
(x− xi)

[
١ + ٣ x−xi

xi−١−xi

]
, xi−١ ≤ x ≤ xi,(

xi+١−x
xi−xi+١

)٣
(xi − x)

[
١ + ٣ xi−x

xi−xi+١

]
, xi ≤ x ≤ xi+١,

٠, otherwise,

ϕi٢(x) =



(
xi−١−x
xi−١−xi

)٣
(xi−x)٢

٢ , xi−١ ≤ x ≤ xi,(
x−xi+١
xi−xi+١

)٣
(xi−x)٢

٢ , xi ≤ x ≤ xi+١,

٠, otherwise,

ϕ٠٠(x) =


(x١−x)٣

(x١−x٠)۵ [(x١ + ٣x)(x١ − ۵x٠) + ۶x٢ + ١٠x٣
٠] , x٠ ≤ x ≤ x١

٠, x١ ≤ x ≤ xn,

ϕn٠(x) =


(xn−١−x)٣

(xn−١−xn)۵ [(xn−١ + ٣x)(xn−١ − ۵xn) + ۶x٢ + ١٠x٢
n] , xn−١ ≤ x ≤ xn

٠, x٠ ≤ x ≤ xn−١,

ϕ٠١(x) =


(

x١−x
x٠−x١

)٣
(x٠ − x)

[
١ + ٣ x٠−x

x٠−x١

]
, x٠ ≤ x ≤ x١,

٠, x١ ≤ x ≤ xn,

۶٧
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ϕn١(x) =


(

xn−١−x
xn−١−xn

)٣
(x− xn)

[
١ + ٣ x−xn

xn−١−xn

]
, xn−١ ≤ x ≤ xn,

٠, x٠ ≤ x ≤ xn−١,

ϕ٠٢(x) =


(

x−x١
x٠−x١

)٣
(x٠−x)٢

٢ , x٠ ≤ x ≤ x١,

٠, x١ ≤ x ≤ xn,

ϕn٢(x) =


(

xn−١−x
xn−١−xn

)٣
(xn−x)٢

٢ , xn−١ ≤ x ≤ xn,

٠, x٠ ≤ x ≤ xn−١.

رابطه در اصلͬ پایه ای توابع براساس پنج درجه از قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای قضیه. ۶�۴�۴

ͬ شود م بیان زیر صورت به (١٢-۴)

q۵(x) =
n∑

i=٠

٢∑
k=٠

f (k)(xi)ϕik(x) (١٣-۴)

،k = ٠, ١, ٢ و ٠ ≤ i ≤ n ازای به که q : I → RF مقدار فازی تابع تعریف. ٣�۴�۴

داده های برای اگر ͬ شود م نامیده پنج مرتبه قطعه ای فازی تابع q(k)(xi) = f (k)(xi) = uki ∈ RF

uki = y
(k)
i حقیقͬ اعداد و

{
(xi, f

(k)
i ) | f (k)

i ∈ RF , k = ٠, ١, ٢, ٠ ≤ i ≤ n
}

درونیابی فازی

باشد داشته وجود ١ ≤ i ≤ n ،[xi−١, xi] روی سوم درجه چندجمله ای ،f (k)(xi) = χ
y
(k)
i

مقادیر و

.k = ٠, ١, ٢ و ٠ ≤ i ≤ n ،s(k)(xi) = y
(k)
i آن در که q(x) = χf(x) ،x ∈ R هر ازای به به طوری که

وجود صورت در ٣-۴-۴ تعریف در q(x) پنج مرتبه قطعه ای فازی تابع α‐برش های تعریف. ۴�۴�۴

ͬ شوند: م تعریف زیر شͺل به

qα(x) =
n∑

i=٠

٢∑
k=٠

uαkiϕik(x) (١۴-۴)

ͬ شود: م تعریف q(x) قطعه ای مقدار فازی تابع و

q(x) =
n∑

i=٠

٢∑
k=٠

ukiϕik(x) (١۵-۴)

۶٨
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(١۴-۴) رابطه در qα(x) ،uαki = [uαki, u
α
ki] , k = ٠, ١, ٢, ٠ ≤ i ≤ n فرض با قضیه. ٧�۴�۴

ͬ کند م حل را زیر بهینه سازی مسائل

max & min
n∑

i=٠

٢∑
k=٠

y
(k)
i ϕik(x)

s.t. uαki ≤ y
(k)
i ≤ uαki, ٠ ≤ k ≤ ٢, ٠ ≤ i ≤ n,

جواب بیشینه سازی مساله برای ۵-۴-۴ قضیه در ϕik(x) پایه ای توابع علامت از استفاده با اثبات.

از عبارتست

y
(k)
i =


uαki , ϕik ≥ ٠

uαki , ϕik < ٠

, ٠ ≤ k ≤ ٢, ٠ ≤ i ≤ n

از عبارتست کمینه سازی مساله جواب و

y
(k)
i =


uαki , ϕik ≥ ٠

uαki , ϕik < ٠

, ٠ ≤ k ≤ ٢, ٠ ≤ i ≤ n.

قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای شرایط در که است درونیابی تابع q(x) کنید فرض قضیه. ٨�۴�۴

هر ازای به و (xi, xi+١) درونیابی بازه های در واقع x نقطه هر در آنگاه ͬ کند م صدق فازی پنجم درجه

است برقرار زیر رابطه α ∈ [٠, ١]

len qα(x) ≥ min {qα(xi), len qα(xi+١)}

.len qα(x) = qα(x)− qα(x) و qα(x) =
[
qα(x), qα(x)

]
آن در که

است. بدیهͬ اثبات قدرمطلق خواص و ۵-۴-۴ قضیه اول قسمت از استفاده با اثبات.
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مثال ها ۵�۴

ارائه (۴-۴) و (٣-۴) ،(٢-۴) بخش های در شده بیان روش دادن نشان برای مثال هایی قسمت این

گرفته انجام Mathematica 8 برنامه نویسͬ نرم افزار از بهره گیری با مربوطه محاسبات تمامͬ ͬ کند. م

است.

بسته بازه ،u = (m, l, r) مثلثͬ فازی L − L عدد تکیه گاه ٢-٣-١-٢ تعریف بنابه ͬ شود م یادآوری

به صورت u α‐برش هر ۴-٢-٣-١ تعریف طبق و ͬ باشد م [m− l,m+ r]

هرمیت درونیاب تکیه گاه محاسبه طرز نمونه برای که است uα = [m − (١ − α)l,m + (١ − α)r]

‐α = ١
٢ نیز ([١٧] مرجع در l = ٢ مرتبه فازی اسپلاین ،٢-٢-۴ قضیه طبق (یا فازی خطͬ قطعه ای

ͬ باشد: م زیر به صورت ١-۵-۴ مثال داده های براساس و (١-۴) رابطه از استفاده با آن برش

s٠(x) =
۵∑

i=٠

u٠
٠iϕi ٠(x) = ϕ٠ ٠(x)[−٢, ١] + ϕ١ ٠(x)[۴, ٧] + ϕ٢ ٠(x)[١, ۴] + ϕ٣ ٠(x)[٠, ٧]

+ ϕ۴ ٠(x)[−٣, ٢] + ϕ۵ ٠(x)[٠, ٢]

s
١
٢ (x) =

۵∑
i=٠

u
١
٢

٠iϕi ٠(x) = ϕ٠ ٠(x)[−١, ٠٫۵] + ϕ١ ٠(x)[۴٫۵, ۶] + ϕ٢ ٠(x)[١, ٢٫۵]

+ ϕ٣ ٠(x)[٢, ۵٫۵] + ϕ۴ ٠(x)[−١٫۵, ١] + ϕ۵ ٠(x)[٠٫۵, ١٫۵]

خطوط رئوس ابتدا خطͬ درونیاب این رسم برای آمده نیز (١-۶-۴) برنامه در که همان طور حقیقت در

هم به هستند u٠
i یا تکیه گاه پائینͬ پهنای به ترتیب آنها عرض و xi گره نقاط رئوس طول که شͺسته ای

ͬ باشند م miها یا هسته آنها عرض و xiها رئوس طول که شͺسته ای خطوط رئوس سپس ͬ کنیم. م وصل

u٠
i یعنͬ تکیه گاه بالای پهنای عرضشان و xiها آنها طول که شͺسته ای خطوط رئوس سوم مرحله در و

با را روند همین ͬ که صورت در ͬ آید. م به دست ١ . ۴ شͺل توپر خطوط و ͬ نمائیم م متصل هم به ͬ باشند م

قطعه ای هرمیت درونیاب ‐برش ١
٢ یا خط چین خطوط دهیم، ادامه xi گره های در u

١
٢
i و u

١
٢
i عرض های

١ . ۴ شͺل همان که نمودار ͷی در را حاصل نمودار دو سپس ͬ شود م حاصل نظر مورد مثال فازی خطͬ
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ͬ دهیم. م نمایش یͺجا ͬ باشد م

به کارگیری با را روش همین نیز ٢-۵-۴ مثال در فازی مͺعبی هرمیت درونیاب چندجمله ای رسم برای

این به مربوط ٢-۶-۴ شماره برنامه که ͬ دهیم م انجام (۵-۴) رابطه در ψi(x) و ϕi(x) پایه ای توابع

است. درونیاب

فازی مͺعبی قطعه ای هرمیت درونیاب های شده ارائه برنامه های و بالا توضیحات طبق نیز بعدی مثال سه

ͬ شوند. م رسم فازی قطعه ای پنجم درجه هرمیت و

هرمیت درونیاب دو مقایسه منظور به و (٧-۵-۴) مثال به مربوط آخر برنامه که است توضیح به لازم

شده یاد مرجع از مثال که ͬ باشد م رساله این در شده ارائه فازی مͺعبی قطعه ای هرمیت و [١۵] فازی

داده های به ازای را فازی هرمیت روش به رساله این شده ارائه روش برتری ٧ . ۴ شͺل و گردیده انتخاب

قطعه ای هرمیت α‐برش های پهنای بودن کمتر برتری، ملاک ͬ دهد. م نشان شده ذکر مثال درونیابی

ͬ باشد. م رساله در شده ارائه فازی

،(٣, (۴, ۴, ٣)) ،(١٫٢, (١, ٠, ٣)) ،(١٫١, (۵, ١, ٢)) ،(١, (٠, ٢, ١)) کنید فرض مثال. ١�۵�۴

متعلق x هر ازای به (١ . ۴) شͺل در ͬ باشند. م درونیابی داده های (۴, (١, ١, ١)) و (٣٫۵, (٠, ٣, ٢))

توپر خطوط و s(x) فازی خطͬ قطعه ای هرمیت درونیاب ‐برش ١
٢ مجموعه  چین ها خط ،[١, ۴] بازه به

ͬ دهند. م نشان را s(x) هسته و تکیه گاه

(٢, (−۶٫٧, ٢, ٨٫٧), (٠٫۵, ٢, ٢٫۵)) و (٠, (−١, ٠٫۵, ١), (−٣, ١, درونیابی((٢ داده های مثال. ٢�۵�۴

رنگ پر خط تکیه گاه، توپر خطوط ،[٠, ٢] بازه به متعلق x هر ازای به (٢ . ۴) شͺل در بͽیرید. درنظر را

نشان را s(x) ‐برش ١
٢ مجموعه خط چین ها و s(x) فازی مͺعبی هرمیت درونیاب چندجمله ای هسته

ͬ دهند. م

،(١٫٣, (۵, ١, ٢), (٠, ٢, ١)) ،(١, (٠, ٢, ١), (١, ٠, ٣)) کنید فرض مثال. ٣�۵�۴

(٣٫۵, (٠, ٣, ٢), (١, ١, ١)) ،(٣, (۴, ۴, ٣), (۵, ١, ٢)) ،(٢٫٢, (١, ٠, ٣), (۴, ۴, ٣))

توپر خطوط ‐برش ، ١
٢ مجموعه خط چین ها، باشند. درونیابی داده های (۴, (١, ١, ١), (٠, ٣, ٢)) و
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α = ازای به s(x) فازی خطͬ قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای α‐برش های نمایش :١ . ۴ شͺل

.[١, ۴] بازه در و ٠, ١
٢ , ١
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در و α = ٠, ١
٢ , ١ ازای به s(x) مͺعبی هرمیت درونیاب چندجمله ای α‐برش های نمایش :٢ . ۴ شͺل

.[٠, ٢] بازه

ͬ باشند. م [١, ۴] بازه روی s٣(x) فازی مͺعبی قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای هسته و تکیه گاه
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α = ٠, ١
٢ , ١ ازای به فازی مͺعبی قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای نمایشα‐برش های :٣ . ۴ شͺل

.[١, ۴] بازه در و

،(١٫۵, (۵, ١, ٢), (٠, ٢, ١)) ،(١, (٠, ٢, ١), (١, ٠, ٣)) داده های مثال. ۴�۵�۴

و (٣٫٧, (٠, ٣, ٢), (١, ١, ١)) ،(٣, (۴, ۴, ٣), (۵, ١, ٢)) ،(٢٫٧, (١, ٠, ٣), (۴, ۴, ٣))

هرمیت درونیاب چندجمله ای ‐برش های ١
٢ مجموعه (۴ . ۴) شͺل در مفروضند. (۴, (١, ١, ١), (٠, ٣, ٢))

[١, ۴] بازه در ͬͽهم توپر خطوط با s٣(x) تکیه گاه و هسته و خط چین ها با s٣(x) فازی مͺعبی قطعه ای

است. شده داده نشان

،(٠, (٠, ١, ٣), (٠, ٢, ٢), (١, ۴, ۴)) کنید فرض مثال. ۵�۵�۴

،(٢, (٢, ۶٫٧, ۵٫٣), (٢, ٠٫۵, ٣٫۵), (١, ٢٫۶, ٢٫۴)) ،(١٫٣, (٠٫٠۵, ١٫٩, ٣٫۵), (٠٫٣, ٣٫٢, ٠٫٨), (١, ٣٫١, ٣))

و (۵٫٣, (١۴, ١٣, ١٢), (۵٫٣, ٠٫٢, ٣٫٨), (١, ١٫۵, ١٫٧)) ،(۴, (٨, ١٠٫١, ٩٫٩), (۴, ۴, ٠), (١, ٠٫۶, ٠٫۵))

ازای به (۵ . ۴) شͺل در باشند. درونیابی داده های (۶, (١٨, ١٣٫٢, ١۴٫٨), (۶, ٠٫٩, ٣), (١, ٣٫۴, ٣٫٢))

فازی پنجم درجه از قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای هسته و تکیه گاه توپر خطوط ،[٠, ۶] بازه xهای

ͬ دهند. م نمایش را q۵(x) ‐برش ١
٢ مجموعه چین ها خط و q۵(x)

هسته و تکیه گاه ،[١, ۴] بازه xهای به ازای بͽیرید. درنظر را ٣-۵-۴ مثال فازی داده های مثال. ۶�۵�۴

است. شده داده نمایش ۶ . ۴ شͺل در فازی هرمیت درونیاب
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ازای به s٣(x) فازی مͺعبی قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای α‐برش های نمایش :۴ . ۴ شͺل

.[١, ۴] بازه در و α = ٠, ١
٢ , ١
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ازای به فازی پنجم درجه از قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای α‐برش های نمایش :۵ . ۴ شͺل

.[٠, ۶] بازه در و α = ٠, ١
٢ , ١

،[١, ۴] بازه xهای به ازای ٧ . ۴ شͺل در بͽیرید. درنظر را ٣-۵-۴ مثال فازی داده های مثال. ٧�۵�۴

‐α همان خط چین ها و فازی مͺعبی قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای هسته و تکیه گاه توپر خطوط
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1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

-6

-4

-2

0

2

4

6

.[١, ۴] بازه در و α = ٠, ١ ازای به فازی هرمیت درونیاب چندجمله ای α‐برش های نمایش :۶ . ۴ شͺل

قطعه ای درونیاب برتری مثال این در ͬ باشند. م ٢-٨-١٠ تعریف فازی هرمیت درونیاب برای برش ها

مشهود گره ها بین هسته کمتر نوسانات و تکیه گاه پهنای بودن کمتر دلیل به فازی هرمیت درونیاب بر فازی

است.

به فازی مͺعبی قطعه ای هرمیت و فازی هرمیت درونیاب چندجمله ای α‐برش های مقایسه :٧ . ۴ شͺل

.[١, ۴] بازه در و α = ٠, ١ ازای
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رسم نرم افزاری برنامه های ۶�۴

١-۵-۴ مثال در ١ . ۴ شͺل رسم به مربوط برنامه .١�۶�۴

(1, (-2, 0, 1)), (1.1, (4, 5, 7)), (1.2, (1, 1, 4)), (3, (0, 4, 7)),

(3.5, (-3, 0, 2)), (4, (0, 1, 2))

a1 = {{1, -2}, {1.1, 4}, {1.2, 1}, {3, 0}, {3.5, -3}, {4, 0}};

a2 = {{1, 0}, {1.1, 5}, {1.2, 1}, {3, 4}, {3.5, 0}, {4, 1}};

a3 = {{1, 1}, {1.1, 7}, {1.2, 4}, {3, 7}, {3.5, 2}, {4, 2}};

gh1 = ListLinePlot[{a1, a2, a3}, PlotStyle -> Gray]

b1 = {{1, -1}, {1.1, 4.5}, {1.2, 1}, {3, 2}, {3.5, -.5}, {4, .5}};

b2 = {{1, .5}, {1.1, 6}, {1.2, 2.5}, {3, 5.5}, {3.5, 1}, {4, 1.5}};

gh2 = ListLinePlot[{b1, b2}, PlotStyle -> {{Gray, Dashed}} ]

Show[gh1, gh2, Ticks -> {{1, 1.1, 1.2, 3, 3.5, 4}, Automatic}, Axes -> False,

Frame -> True, PlotRange -> {{1, 4.00}, {-3.1, 7}}, ImageSize -> {500, 400}]

٢-۵-۴ مثال در ٢ . ۴ شͺل رسم به مربوط برنامه .٢�۶�۴

x = {0, 2}

y = {g[-1, -1, 0], g[-8.7, -6.7, 3.4]}

yp = {g[-3, -3, -1], g[-1.5, 2, 4.5]}

y1 = Apply[#1 &, y, 1];

y2 = Apply[#2 &, y, 1];

y3 = Apply[#3 &, y, 1];
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yp1 = Apply[#1 &, yp, 1];

yp2 = Apply[#2 &, yp, 1];

yp3 = Apply[#3 &, yp, 1];

Clear[s1, s2];

n = Length[x] - 1;

s1[t_] = Sum[

h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y1[[i]] +

h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y1[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp1[[i]] +

h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp3[[i + 1]], {i, 1, n}];

s2[t_] = Sum[

h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y2[[i]] +

h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y2[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp2[[i]] +

h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp2[[i + 1]], {i, 1, n}];

s3[t_] = Sum[

h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y3[[i]] +

h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y3[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp3[[i]] +

h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp1[[i + 1]], {i, 1, n}];

p1 = Transpose[{x, y1}];

p2 = Transpose[{x, y2}];

p3 = Transpose[{x, y3}];

gs1 = Plot[{s1[t], s2[t], s3[t]}, {t, 0, 2},(*Prolog->{PointSize[.02],

Black,Point[p2],Point[p1],Point[p3]},PlotPoints->300,*)

PlotStyle -> {{Brown}, {Blue, Thick}, {Brown}}, PlotRange -> All, Axes -> False, Frame -> True]

�= 1/2;
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x = {0, 2}

y = {g[-1, -1, -1/2], g[(-8.7 - 6.7)/2, -6.7, (-6.7 + 3.4)/2]}

yp = {g[-3, -3, -2], g[(-1.5 + 2)/2, 2, (2 + 4.5)/2]}

y1 = Apply[#1 &, y, 1];

y2 = Apply[#2 &, y, 1];

y3 = Apply[#3 &, y, 1];

yp1 = Apply[#1 &, yp, 1];

yp2 = Apply[#2 &, yp, 1];

yp3 = Apply[#3 &, yp, 1];

Clear[s1, s2];

n = Length[x] - 1;

s1[t_] = Sum[

h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y1[[i]] +

h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y1[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp1[[i]] +

h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp3[[i + 1]], {i, 1, n}];

s2[t_] = Sum[

h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y2[[i]] +

h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y2[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp2[[i]] +

h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp2[[i + 1]], {i, 1, n}];

s3[t_] = Sum[

h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y3[[i]] +

h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y3[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp3[[i]] +

h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp1[[i + 1]], {i, 1, n}];
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p1 = Transpose[{x, y1}];

p2 = Transpose[{x, y2}];

p3 = Transpose[{x, y3}];

gs2 = Plot[{s1[t], s2[t], s3[t]}, {t, 0, 2},(*Prolog->{PointSize[.02],

Black,Point[p2],Point[p1],Point[p3]},PlotPoints->300,*)

PlotStyle -> {{Dashing[.02], Brown}, {Blue, Thick}, {Dashing[.02], Brown}},

PlotRange -> All, Axes -> False, Frame -> True]

Show[gs1, gs2, AspectRatio -> 1]

٣-۵-۴ مثال در ٣ . ۴ شͺل رسم به مربوط برنامه .٣�۶�۴

Clear[g]

Clear[g,a,b,c,x,z];

g[a_,b_,c_][x_]:=0/;x<=a||x>=c;

g[a_,b_,c_][x_]:=(x-a)/(b-a)/;a<=x<=b;

g[a_,b_,c_][x_]:=(c-x)/(c-b)/;b<=x<=c;

(*g[a_,b_,c_][x_]:=0/;x>=c;*)

Times[t_,g[a_,b_,c_]]^:=g[t a,t b , t c]/;t>=0;

Times[t_,g[a_,b_,c_]]^:=g[t c,t b , t a]/;t<0;

g[a_,b_,c_]+g[a1_,b1_,c1_]^:=g[a+a1,b+b1,c+c1];

(*g[a_,b_,c_]*g[a1_,b1_,c1_]^:=g[Min[a a1,a c1,c b1,c c1],b b1,

Max[a a1,a c1,c b1,c c1]];*)

Clear[sph];

sph[t_, p_] := Module[{p0 = p, u, v, vp, s, sp, sz, n, a, b, c, d, mo1,

mo2, i, x, mo, mt, so},

{u, v, vp} = Transpose[p0];
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s[i_, x_] = a[i] x^3 + b[i] x^2 + c[i] x + d[i];

sp[i_, x_] = D[s[i, x], x];

n = Length[p];

mo1 = Flatten[{Table[{s[i, u[[i]]] == v[[i]], s[i, u[[i + 1]]] == v[[i + 1]]}, {i, 1, n - 1}],

Table[{sp[i, u[[i]]] == vp[[i]], sp[i, u[[i + 1]]] == vp[[i + 1]]}, {i, 1, n - 1}]}];

mt = Flatten[Table[{a[i], b[i], c[i], d[i]}, {i, 1, n - 1}]];

so = Solve[mo1, mt];

Piecewise[ Table[ {s[i, t] /. so[[1]], u[[i]] <= t < u[[i + 1]]},

{i, n - 1}] ,

0]

]

x = {a, b};

(*xiha betartib*)

y = {1, 0};(*yiha betartib*)

yp = {0, 0};(*y prim-ha betartib vared con *)

p1 = Transpose[{x, y, yp}];

h1[t_, a_, b_] = sph[t, p1] // Simplify

x = {a, b};

(*xiha betartib*)

y = {0, 1};(*yiha betartib*)

yp = {0, 0};(*y prim-ha betartib vared con *)

p1 = Transpose[{x, y, yp}];

h2[t_, a_, b_] = sph[t, p1] // Simplify

x = {a, b};

(*xiha betartib*)

y = {0, 0};(*yiha betartib*)
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yp = {1, 0};(*y prim-ha betartib vared con *)

p1 = Transpose[{x, y, yp}];

h3[t_, a_, b_] = sph[t, p1] // Simplify

x = {a, b};

(*xiha betartib*)

y = {0, 0};(*yiha betartib*)

yp = {0, 1};(*y prim-ha betartib vared con *)

p1 = Transpose[{x, y, yp}];

h4[t_, a_, b_] = sph[t, p1] // Simplify

\[Piecewise] ((3 a-b-2 t) (b-t)^2)/(a-b)^3 a<=t<b

0 True

\[Piecewise] ((a-t)^2 (a-3 b+2 t))/(a-b)^3 a<=t<b

0 True

\[Piecewise] -(((a-t) (b-t)^2)/(a-b)^2) a<=t<b

0 True

\[Piecewise] ((a-t)^2 (-b+t))/(a-b)^2 a<=t<b

0 True

q1 = {{1, {-2, 0, 1}, {1, 1, 4}}, {1.3, {4, 5, 7}, {-2, 0, 1}}, {2.2, {1, 1,

4}, {0, 4, 7}}, {3, {0, 4, 7}, {4, 5, 7}}, {3.5, {-3, 0, 2}, {0, 1,

2}}, {4, {0, 1, 2}, {-3, 0, 2}}}

{{1, {-2, 0, 1}, {1, 1, 4}}, {1.3, {4, 5, 7}, {-2, 0, 1}}, {2.2, {1, 1,

4}, {0, 4, 7}}, {3, {0, 4, 7}, {4, 5, 7}}, {3.5, {-3, 0, 2}, {0, 1,

2}}, {4, {0, 1, 2}, {-3, 0, 2}}}
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x = Table[q1[[i, 1]], {i, 6}]

{1, 1.3, 2.2, 3, 3.5, 4}

y1 = Table[q1[[i, 2, 1]], {i, 6}]

{-2, 4, 1, 0, -3, 0}

y2 = Table[q1[[i, 2, 2]], {i, 6}]

{0, 5, 1, 4, 0, 1}

y3 = Table[q1[[i, 2, 3]], {i, 6}]

{1, 7, 4, 7, 2, 2}

yp1 = Table[q1[[i, 3, 1]], {i, 6}]

{1, -2, 0, 4, 0, -3}

yp2 = Table[q1[[i, 3, 2]], {i, 6}]

{1, 0, 4, 5, 1, 0}

yp3 = Table[q1[[i, 3, 3]], {i, 6}]

{4, 1, 7, 7, 2, 2}

٨٢



فازی پنجم درجه و مͺعبی خطͬ، قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای .۴ فصل

Clear[s1, s2];

n = Length[x] - 1;

s1[t_] = Sum[

h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y1[[i]] + h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y1[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp1[[i]] +

h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp3[[i + 1]], {i, 1, n}];

s2[t_] = Sum[

h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y2[[i]] + h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y2[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp2[[i]] +

h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp2[[i + 1]], {i, 1, n}];

s3[t_] = Sum[

h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y3[[i]] + h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y3[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp3[[i]] +

h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp1[[i + 1]], {i, 1, n}];

p1 = Transpose[{x, y1}];

p2 = Transpose[{x, y2}];

p3 = Transpose[{x, y3}];

gs2 = Plot[{s1[t], s2[t], s3[t]}, {t, 1, 4},(*Prolog->{PointSize[.02],Black,

Point[p2],Point[p1],Point[p3]},PlotPoints->300,*)PlotPoints -> 150,

Axes -> False, Frame -> True, PlotRange -> {{0.9, 4.1}, {-4, 8}},

PlotStyle -> Gray]

Clear[q1, x, y1, y2, y3, yp1, yp2, yp3];

q1 = {{1, {-1, 0, .5}, {1, 1, 2.5}}, {1.3, {4.5, 5, 6}, {-1,

0, .5}}, {2.2, {1, 1, 2.5}, {2, 4, 5.5}}, {3, {2, 4, 5.5}, {4.5,

5, 6}}, {3.5, {-1.5, 0, 1}, {.5, 1, 1.5}}, {4, {.5, 1,

1.5}, {-1.5, 0, 1}}}
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{{1, {-1, 0, 0.5}, {1, 1, 2.5}}, {1.3, {4.5, 5, 6}, {-1, 0,

0.5}}, {2.2, {1, 1, 2.5}, {2, 4, 5.5}}, {3, {2, 4, 5.5}, {4.5, 5,

6}}, {3.5, {-1.5, 0, 1}, {0.5, 1, 1.5}}, {4, {0.5, 1, 1.5}, {-1.5,

0, 1}}}

x = Table[q1[[i, 1]], {i, 6}]

{1, 1.3, 2.2, 3, 3.5, 4}

y1 = Table[q1[[i, 2, 1]], {i, 6}]

{-1, 4.5, 1, 2, -1.5, 0.5}

y2 = Table[q1[[i, 2, 2]], {i, 6}]

{0, 5, 1, 4, 0, 1}

y3 = Table[q1[[i, 2, 3]], {i, 6}]

{0.5, 6, 2.5, 5.5, 1, 1.5}

yp1 = Table[q1[[i, 3, 1]], {i, 6}]

{1, -1, 2, 4.5, 0.5, -1.5}

yp2 = Table[q1[[i, 3, 2]], {i, 6}]

{1, 0, 4, 5, 1, 0}

yp3 = Table[q1[[i, 3, 3]], {i, 6}]

{2.5, 0.5, 5.5, 6, 1.5, 1}
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Clear[s1, s2];

n = Length[x] - 1;

s1[t_] = Sum[

h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y1[[i]] +

h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y1[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp1[[i]] +

h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp3[[i + 1]], {i, 1, n}];

s2[t_] = Sum[

h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y2[[i]] +

h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y2[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp2[[i]] +

h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp2[[i + 1]], {i, 1, n}];

s3[t_] = Sum[

h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y3[[i]] +

h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y3[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp3[[i]] +

h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp1[[i + 1]], {i, 1, n}];

p1 = Transpose[{x, y1}];

p2 = Transpose[{x, y2}];

p3 = Transpose[{x, y3}];

gs1 = Plot[{s1[t], s2[t], s3[t]}, {t, 1, 4},(*Prolog->{PointSize[.02],

Black,Point[p2],Point[p1],Point[p3]},PlotPoints->300,*)

PlotPoints -> 150, Axes -> False, Frame -> True,

PlotRange -> {{0.9, 4.1}, {-4, 8}}, PlotStyle -> {{Gray, Dashed}}]

Show[gs1, gs2, ImageSize -> {500, 400}]

۴-۵-۴ مثال در ۴ . ۴ شͺل رسم به مربوط برنامه .۴�۶�۴
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یعنͬ ۴-۵-۴ مثال گره نقاط ،(١, ١٫٣, ٢٫٢, ٣, ٣٫۵, ۴) گره نقاط به جای کافیست قبل برنامه در

فازی اول مشتق مقادیر و فازی تابع مقدار بابت داده ها سایر شوند. جاگذاری (١, ١٫۵, ٢٫٧, ٣, ٣٫٧, ۴)

مشترکند. مثال دو هر در

۵-۵-۴ مثال در ۵ . ۴ شͺل رسم به مربوط برنامه .۵�۶�۴

Clear[g, a, b, c, x, z];

g[a_, b_, c_][x_] := 0 /; x <= a || x >= c;

g[a_, b_, c_][x_] := (x - a)/(b - a) /; a <= x <= b;

g[a_, b_, c_][x_] := (c - x)/(c - b) /; b <= x <= c;

(*g[a_,b_,c_][x_]:=0/;x>=c;*)

Times[t_, g[a_, b_, c_]] ^:= g[t a, t b , t c] /; t >= 0;

Times[t_, g[a_, b_, c_]] ^:= g[t c, t b , t a] /; t < 0;

g[a_, b_, c_] + g[a1_, b1_, c1_] ^:= g[a + a1, b + b1, c + c1];

g[a_, b_, c_]*g[a1_, b1_, c1_] ^:=

g[Min[a a1, a c1, c b1, c c1], b b1, Max[a a1, a c1, c b1, c c1]];

Clear[sph5];

sph5[t_, p_] :=

Module[{p0 = p, u, v, vp, vz, e, f, s, sp, sz, n, a, b, c, d, mo1, mo2, i, x,

mo, mt, so},

{u, v, vp, vz} = Transpose[p0];

s[i_, x_] = a[i] x^5 + b[i] x^4 + c[i] x^3 + d[i] x^2 + e[i] x + f[i];

sp[i_, x_] = D[s[i, x], x];

sz[i_, x_] = D[s[i, x], x, x];

n = Length[p];

mo1 = Flatten[{Table[{s[i, u[[i]]] == v[[i]],

s[i, u[[i + 1]]] == v[[i + 1]]}, {i, 1, n - 1}],

Table[{sp[i, u[[i]]] == vp[[i]], sp[i, u[[i + 1]]] == vp[[i + 1]]}, {i,
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1, n - 1}],

Table[{sz[i, u[[i]]] == vz[[i]], sz[i, u[[i + 1]]] == vz[[i + 1]]}, {i,

1, n - 1}] }];

mt = Flatten[Table[{a[i], b[i], c[i], d[i], e[i], f[i]}, {i, 1, n - 1}]];

so = Solve[mo1, mt];

Piecewise[ Table[ {s[i, t] /. so[[1]], u[[i]] <= t <= u[[i + 1]]},

{i, n - 1}] ,

0]

]

x = {a, b};

(*xiha betartib*)

y = {1, 0};(*yiha betartib*)

yp = {0, 0};(*y prim-ha betartib vared con *)

yz = {0, 0};

p1 = Transpose[{x, y, yp, yz}];

h1[t_, a_, b_] = sph5[t, p1] // Simplify

x = {a, b};

(*xiha betartib*)

y = {1, 0};(*yiha betartib*)

yp = {0, 0};(*y prim-ha betartib vared con *)

yz = {0, 0}

p1 = Transpose[{x, y, yp, yz}];

h1[t_, a_, b_] = sph5[t, p1] // Simplify

x = {a, b};
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(*xiha betartib*)

y = {0, 1};(*yiha betartib*)

yp = {0, 0};(*y prim-ha betartib vared con *)

yz = {0, 0};

p1 = Transpose[{x, y, yp, yz}];

h2[t_, a_, b_] = sph5[t, p1] // Simplify

x = {a, b};

(*xiha betartib*)

y = {0, 0};(*yiha betartib*)

yp = {1, 0};(*y prim-ha betartib vared con *)

yz = {0, 0};

p1 = Transpose[{x, y, yp, yz}];

h3[t_, a_, b_] = sph5[t, p1] // Simplify

x = {a, b};

(*xiha betartib*)

y = {0, 0};(*yiha betartib*)

yp = {0, 1};(*y prim-ha betartib vared con *)

yz = {0, 0};

p1 = Transpose[{x, y, yp, yz}];

h4[t_, a_, b_] = sph5[t, p1] // Simplify

x = {a, b};

(*xiha betartib*)

y = {0, 0};(*yiha betartib*)

yp = {0, 0};(*y prim-ha betartib vared con *)

yz = {1, 0};

p1 = Transpose[{x, y, yp, yz}];

h5[t_, a_, b_] = sph5[t, p1] // Simplify

x = {a, b};

(*xiha betartib*)
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y = {0, 0};(*yiha betartib*)

yp = {0, 0};(*y prim-ha betartib vared con *)

yz = {0, 1};

p1 = Transpose[{x, y, yp, yz}];

h6[t_, a_, b_] = sph5[t, p1] // Simplify

{0, 0}

D[{-1 + 2 t + t^2/2 + 2 Sin[t]^2}, t, t]

{1 + 4 Cos[t]^2 - 4 Sin[t]^2}

NSolve[1 + 4 Cos[t]^2 - 4 Sin[t]^2 == 0]

{{t -> ConditionalExpression[1. (-0.911738 + 6.28319 C[1]), C[1] \[Element] Integers]},

{t -> ConditionalExpression[1. (2.22985\[VeryThinSpace]+ 6.28319 C[1]), C[1]

\[Element] Integers]},

{t -> ConditionalExpression[1. (0.911738\[VeryThinSpace]+ 6.28319 C[1]), C[1]

\[Element] Integers]},

{t -> ConditionalExpression[1. (-2.22985 + 6.28319 C[1]), C[1] \[Element] Integers]}}

x = {0, 1/3, 2, 4, 5.3, 6};

y = (�= g[-1 - 2 t + t^2/2 - 2 Sin[t]^2, t^2/2, 1 + 2 t + t^2/2 + 2 Cos[t]^2])

/. ({t -> #1} & /@ x) // N

yp = (D[#1, t] & /@ �) /. ({t -> #1} & /@ x) // N

yz = (D[#1, t, t] & /@ �) /. ({t -> #1} & /@ x) // N

y1 = Apply[#1 &, y, 1];

y2 = Apply[#2 &, y, 1];

y3 = Apply[#3 &, y, 1];
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yp1 = Apply[#1 &, yp, 1];

yp2 = Apply[#2 &, yp, 1];

yp3 = Apply[#3 &, yp, 1];

yz1 = Apply[#1 &, yz, 1];

yz2 = Apply[#2 &, yz, 1];

yz3 = Apply[#3 &, yz, 1];

Clear[s1, s2];

n = Length[x] - 1;

s1[t_] = Sum[

h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y1[[i]] + h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y1[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp1[[i]] +

h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp3[[i + 1]] +

h5[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yz1[[i]] +

h6[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yz1[[i + 1]], {i, 1, n}];

s2[t_] = Sum[

h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y2[[i]] + h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y2[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp2[[i]] +

h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp2[[i + 1]] +

h5[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yz2[[i]] +

h6[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yz2[[i + 1]], {i, 1, n}];

s3[t_] = Sum[

h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y3[[i]] + h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y3[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp3[[i]] +

h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp1[[i + 1]] +

h5[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yz3[[i]] +

h6[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yz3[[i + 1]], {i, 1, n}];
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p1 = Transpose[{x, y1}];

p2 = Transpose[{x, y2}];

p3 = Transpose[{x, y3}];

gsh = Plot[{s1[t], s2[t], s3[t]}, {t, 0, 6},(*Prolog->{PointSize[.02],Black,

Point[p2],Point[p1],Point[p3]},PlotPoints->300,*)PlotPoints -> 150,

Axes -> False, Frame -> True, PlotRange -> {{0, 7}, {-10, 35}}]

{g[-1., 0., 3.], g[-1.82522, 0.0555556, 3.50811], g[-4.65364, 2., 7.34636],

g[-2.1455, 8., 17.8545], g[1.05966, 14.045, 26.2597],

g[4.84385, 18., 32.8439]}

{g[-2., 0., 2.], g[-2.90341, 0.333333, 1.09659], g[1.5136, 2., 5.5136],

g[0.0212835, 4., 4.02128], g[5.14555, 5.3, 9.14555], g[5.07315, 6., 9.07315]}

{g[-3., 1., -3.], g[-2.14355, 1., -2.14355], g[3.61457, 1., 3.61457],

g[1.582, 1., 1.582], g[2.54135, 1., 2.54135], g[-2.37542, 1., -2.37542]}

�= 1/2

x = {0, 1/3, 2, 4, 5.3, 6};

y = (�=

g[-1 - 2 t + t^2/2 - 2 Sin[t]^2, t^2/2,

1 + 2 t + t^2/2 + 2 Cos[t]^2]) /. ({t -> #1} & /@ x);

yp = (D[#1, t] & /@ �) /. ({t -> #1} & /@ x) // N

yz = (D[#1, t, t] & /@ �) /. ({t -> #1} & /@ x) // N

{g[-2., 0., 2.], g[-2.90341, 0.333333, 1.09659], g[1.5136, 2., 5.5136],

٩١



فازی پنجم درجه و مͺعبی خطͬ، قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای .۴ فصل

g[0.0212835, 4., 4.02128], g[5.14555, 5.3, 9.14555], g[5.07315, 6., 9.07315]}

{g[-3., 1., -3.], g[-2.14355, 1., -2.14355], g[3.61457, 1., 3.61457],

g[1.582, 1., 1.582], g[2.54135, 1., 2.54135], g[-2.37542, 1., -2.37542]}

z1 = Apply[#1 &, y, 1];

z2 = Apply[#2 &, y, 1];

z3 = Apply[#3 &, y, 1];

y1 = (z1 + z2)/2;

y2 = z2;

y3 = (z2 + z3)/2;

zp1 = Apply[#1 &, yp, 1];

zp2 = Apply[#2 &, yp, 1];

zp3 = Apply[#3 &, yp, 1];

yp1 = (zp1 + zp2)/2;

yp2 = zp2;

yp3 = (zp2 + zp3)/2

zz1 = Apply[#1 &, yz, 1];

zz2 = Apply[#2 &, yz, 1];

zz3 = Apply[#3 &, yz, 1];

yz1 = (zz1 + zz2)/2;

yz2 = zz2;

yz3 = (zz2 + zz3)/2;

{1., 0.714964, 3.7568, 4.01064, 7.22278, 7.53657}
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Clear[s1, s2];

n = Length[x] - 1;

s1[t_] = Sum[

h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y1[[i]] + h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y1[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp1[[i]] +

h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp3[[i + 1]] +

h5[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yz1[[i]] +

h6[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yz1[[i + 1]], {i, 1, n}];

s2[t_] = Sum[

h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y2[[i]] + h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y2[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp2[[i]] +

h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp2[[i + 1]] +

h5[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yz2[[i]] +

h6[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yz2[[i + 1]], {i, 1, n}];

s3[t_] = Sum[

h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y3[[i]] + h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y3[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp3[[i]] +

h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp1[[i + 1]] +

h5[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yz3[[i]] +

h6[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yz3[[i + 1]], {i, 1, n}];

p1 = Transpose[{x, y1}];

p2 = Transpose[{x, y2}];

p3 = Transpose[{x, y3}];

g2 = Plot[{s1[t], s2[t], s3[t]}, {t, 0, 6},(*Prolog->{PointSize[.02],Black,

Point[p2],Point[p1],Point[p3]},PlotPoints->300,*)PlotStyle -> {Dashed},

Axes -> False, Frame -> True, PlotRange -> {{0, 7}, {-10, 35}}]

Show[gsh, g2]
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۶-۵-۴ مثال در ۶ . ۴ شͺل رسم به مربوط برنامه .۶�۶�۴

Clear[l, x, lp, lag, p, h, j, hh];

l[i_, x_, t_] := Product[t - x[[j]], {j, i - 1}] Product[ t - x[[j]], {j, i + 1, Length[x]}]/

(Product[x[[i]] - x[[j]], {j, i - 1}] Product[ x[[i]] - x[[j]], {j, i + 1, Length[x]}]);

lag[x_, y_, t_] := Sum[y[[i]] l[i, x, t], {i, Length[x]}];

lp[i_, x_, t_] := D[l[i, x, t], t];

h[j_, x_, t_] := (1 - 2 (t - x[[j]]) (lp[j, x, t] /. t -> x[[j]])) l[j, x, t]^2;

hh[j_, x_, t_] := (t - x[[j]]) l[j, x, t]^2;

p[t_, x_, u_, up_] := Sum[h[j, x, t] u[[j]], {j, Length[x]}] + Sum[hh[j, x, t] up[[j]],

{j, Length[x]}]

x = {0, 1}

y = {0, 5}

yp = {4, 7}

p[t, x, y, yp] // Simplify

t (4 + t^2)

Clear[x, y, yp];

x = {1, 1.3, 2.2, 3, 3.5, 4};

y = {g[-2, 0, 1], g[4, 5, 7], g[1, 1, 4], g[0, 4, 7], g[-3, 0, 2], g[0, 1, 2]};

yp = {g[1, 1, 4], g[-2, 0, 1], g[0, 4, 7], g[4, 5, 7], g[0, 1, 2], g[-3, 0, 2]};

qq[t_] = p[t, x, y, yp] // Simplify;

Clear[g]

Clear[g, a, b, c, x, z];

g[a_, b_, c_][x_] := 0 /; x <= a || x >= c;

g[a_, b_, c_][x_] := (x - a)/(b - a) /; a <= x <= b;

g[a_, b_, c_][x_] := (c - x)/(c - b) /; b <= x <= c;

٩۴
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(*g[a_,b_,c_][x_]:=0/;x>=c;*)

Times[t_, g[a_, b_, c_]] ^:= g[t a, t b , t c] /; t >= 0;

Times[t_, g[a_, b_, c_]] ^:= g[t c, t b , t a] /; t < 0;

g[a_, b_, c_] + g[a1_, b1_, c1_] ^:= g[a + a1, b + b1, c + c1];

g[a_, b_, c_]*g[a1_, b1_, c1_] ^:= g[Min[a a1, a c1, c b1, c c1], b b1, Max[a a1, a c1, c b1, c c1]];

ghs2 = Plot[{(qq[t])[[1]], qq[t][[2]], (qq[t])[[3]]}, {t, 1, 4},

PlotStyle -> {{Black, Dashing[{.08, .01, .01, .01}], Thick}},

PlotRange -> All, Axes -> False, Frame -> True]

٧-۵-۴ مثال در ٧ . ۴ شͺل رسم به مربوط برنامه .٧�۶�۴

Clear[g]

Clear[g, a, b, c, x, z];

g[a_, b_, c_][x_] := 0 /; x <= a || x >= c;

g[a_, b_, c_][x_] := (x - a)/(b - a) /; a <= x <= b;

g[a_, b_, c_][x_] := (c - x)/(c - b) /; b <= x <= c;

(*g[a_,b_,c_][x_]:=0/;x>=c;*)

Times[t_, g[a_, b_, c_]] ^:= g[t a, t b , t c] /; t >= 0;

Times[t_, g[a_, b_, c_]] ^:= g[t c, t b , t a] /; t < 0;

g[a_, b_, c_] + g[a1_, b1_, c1_] ^:= g[a + a1, b + b1, c + c1];

g[a_, b_, c_]*g[a1_, b1_, c1_] ^:=

g[Min[a a1, a c1, c b1, c c1], b b1, Max[a a1, a c1, c b1, c c1]];

Clear[sph];

sph[t_, p_] := Module[{p0 = p, u, v, vp, s, sp, sz, n, a, b, c, d, mo1, mo2, i, x,

mo, mt, so}, {u, v, vp} =Transpose[p0];

s[i_, x_] = a[i] x^3 + b[i] x^2 + c[i] x + d[i];

sp[i_, x_] = D[s[i, x], x];
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n = Length[p];

mo1 = Flatten[{Table[{s[i, u[[i]]] == v[[i]],

s[i, u[[i + 1]]] == v[[i + 1]]}, {i, 1, n - 1}],

Table[{sp[i, u[[i]]] == vp[[i]], sp[i, u[[i + 1]]] == vp[[i + 1]]}, {i, 1, n - 1}]}];

mt = Flatten[Table[{a[i], b[i], c[i], d[i]}, {i, 1, n - 1}]];

so = Solve[mo1, mt];

Piecewise[ Table[ {s[i, t] /. so[[1]], u[[i]] <= t < u[[i + 1]]}, {i, n - 1}] ,

0]

]

x = {a, b};

(*xiha betartib*)

y = {1, 0};(*yiha betartib*)

yp = {0, 0};(*y prim-ha betartib vared con *)

p1 = Transpose[{x, y, yp}];

h1[t_, a_, b_] = sph[t, p1] // Simplify

x = {a, b};

(*xiha betartib*)

y = {0, 1};(*yiha betartib*)

yp = {0, 0};(*y prim-ha betartib vared con *)

p1 = Transpose[{x, y, yp}];

h2[t_, a_, b_] = sph[t, p1] // Simplify

x = {a, b};

(*xiha betartib*)

y = {0, 0};(*yiha betartib*)

yp = {1, 0};(*y prim-ha betartib vared con *)

p1 = Transpose[{x, y, yp}];

h3[t_, a_, b_] = sph[t, p1] // Simplify

x = {a, b};
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(*xiha betartib*)

y = {0, 0};(*yiha betartib*)

yp = {0, 1};(*y prim-ha betartib vared con *)

p1 = Transpose[{x, y, yp}];

h4[t_, a_, b_] = sph[t, p1] // Simplify

\[Piecewise] {{(((3 a - b - 2 t) (b - t)^2)/(a - b)^3), a <= t < b}, {0, \!\(\*

TagBox["True", "PiecewiseDefault", AutoDelete->False, DeletionWarning->True]\)}}

\[Piecewise] { {(((a - t)^2 (a - 3 b + 2 t))/(a - b)^3), a <= t < b}, {0, \!\(\* TagBox["True",

"PiecewiseDefault", AutoDelete->False, DeletionWarning->True]\)}}

\[Piecewise] {{-(((a - t) (b - t)^2)/(a - b)^2), a <= t < b}, {0, \!\(\* TagBox["True",

"PiecewiseDefault", AutoDelete->False, DeletionWarning->True]\)}}

\[Piecewise] { {(((a - t)^2 (-b + t))/(a - b)^2), a <= t < b}, {0, \!\(\* TagBox["True",

"PiecewiseDefault",

AutoDelete->False, DeletionWarning->True]\)}}

y1 = Apply[#1 &, y, 1];

y2 = Apply[#2 &, y, 1];

y3 = Apply[#3 &, y, 1];

yp1 = Apply[#1 &, yp, 1];

yp2 = Apply[#2 &, yp, 1];

yp3 = Apply[#3 &, yp, 1];

(1, (-2, 0, 1), (1, 1, 4)),
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(1.3, (4, 5, 7), (-2, 0, 1)),

(2.2, (4, 1, 4), (2, 4, 7)),

(3, (0, 4, 7), (4, 5, 7)),

(3.5, (-3, 0, 2), (0, 1, 2))

(4, (0, 1, 2), (-3, 0, 2))

Clear[x, y1, y2, y3];

x = {1, 1.3, 2.2, 3, 3.5, 4};

y1 = {-2, 4, 1, 0, -3, 0};

y2 = {0, 5, 1, 4, 0, 1};

y3 = {1, 7, 4, 7, 2, 2};

yp1 = {1, -2, 0, 4, 0, -3};

yp2 = {1, 0, 4, 5, 1, 0};

yp3 = {4, 1, 7, 7, 2, 2};

Clear[s1, s2];

n = Length[x] - 1;

s1[t_] = Sum[ h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y1[[i]] + h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y1[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp1[[i]] + h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp3[[i + 1]], {i, 1, n}];

s2[t_] = Sum[ h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y2[[i]] + h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y2[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp2[[i]] + h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp2[[i + 1]], {i, 1, n}];

s3[t_] = Sum[ h1[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y3[[i]] + h2[t, x[[i]], x[[i + 1]]] y3[[i + 1]] +

h3[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp3[[i]] + h4[t, x[[i]], x[[i + 1]]] yp1[[i + 1]], {i, 1, n}];

p1 = Transpose[{x, y1}];

p2 = Transpose[{x, y2}];

p3 = Transpose[{x, y3}];

gsh2 = Plot[{s1[t], s2[t], s3[t]}, {t, x[[1]], x[[-1]]}, PlotStyle -> {{Gray, Thick}},

Prolog -> {PointSize[.02], Black, Point[p2], Point[p1], Point[p3]},

PlotPoints -> 300, Axes -> False, Frame -> True]
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ClearAll[PlotLegends]

Needs["PlotLegends`"]

ShowLegend[{Show[ghs2, gsh2, AspectRatio -> 1, Axes -> False, Frame -> True,

ImageSize -> {700, 500},

Prolog -> {PointSize[.03], Black, Point[p2], Point[p1], Point[p3]}],

{{{Graphics[{Black, Thick, Line[{{0, 0}, {1, 0}}]}]},

Graphics[{Black, PointSize[.009],

Point[{{1/2, 0.2}, {1/2, 1/2}, {1/2, .8}}]}]}, {Graphics[{Black, PointSize[.2],

Thick, Line[{{0, 0}, {.3, 0}}], Line[{{1, 0}, {.7, 0}}]}]}}, LegendSize -> {1, .5},

LegendPosition -> {1, .4}}]
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نتیجه گیری ١�۵

از متشͺل مبنای براساس فازی قطعه ای هرمیت چندجمله ای توسط فازی داده های درونیابی حاضر مطالعه

آن و ͬ دهد م قرار بررسͬ مورد را H٢m−١(∆; I) بعدی m(n+ ١) خطͬ فضای برای اصلͬ پایه ای توابع

کم درجه از هرمیت چندجمله ای های وسیله به فازی داده های درونیاب برای کلͬ تعمیم ͷی عنوان به را

معرفͬ درونیاب های محاسبه منظور به موجز رابطه ͷی و ͬ نماید م معرفͬ خطͬ فضای مفهوم بر مبتنͬ و

ترتیب به که روش ابتدایی حالت دو ازای به علاوه به ͬ دهد. م ارائه (٢m− ١) دلخواه درجات از و شده

جایͽزین ͬ توانند م آمده به دست درونیاب چندجمله ای های ͬ شوند، م حاصل m = ٢ و m = ١ اختیار با

از قطعه ای هرمیت درونیاب اینجا در گردند. فازی ساده هرمیت درونیاب و l = ٢ مرتبه از فازی اسپلاین

اصل براساس و m = ٣ اختیار با کلͬ درونیاب چندجمله ای از ویژه حالتͬ زیر نقش در فازی پنجم درجه

قطعه ای هرمیت درونیاب چندجمله ای های کلیه و ͬ آید م به دست صریح فرمولͬ با و سادگͬ به گسترش

ͬ شوند. م کاربردی و محاسبه قابل فرد درجه از فازی

پیشنهادات ٢�۵

کردن وارد همچنین کلͬ، درونیاب برای خطا برآورد ͷی معرفͬ پژوهش این ارتقاء جهت بعدی قدم

ͬ باشد. م مطالعه در سوئیچ نقاط و هاکوهارا تعمیم یافته ی مشتق

بررسͬ نیز خطͬ فضاهای متعامد پایه های براساس را فازی داده های درونیاب های ͬ توان م دیͽر منظری از

ͬ باشد. م فازی نرم های بͺارگیری به نیاز صورت این در که نمود

پژوهش ادامه چندمتغیره، توابع به ویژه توابع، از پاره ای ساختار در اصلͬ پایه ای توابع از استفاده به دلیل

هرمیت‐بیرخوف فازی درونیابی مشخص به طور گیرد. انجام توابع این فازی درونیابی برای ͬ تواند م

ͬ باشد. م بالا پیشنهاد بر مثالͬ
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فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه

Abstract framework انتزاعͬ چارچوب

Algebraic conjugate space جبری مزدوج فضای

Approximation theory تقریب نظریه

Cardinal basis method اصلͬ پایه ی روش

Characteristic function مشخصه تابع

Closure بستار

Core هسته

Crisp قطعͬ

Extension prenciple گسترش اصل

Full Hermite Interpolation کامل هرمیت درونیابی

Generalized Hukuhara difference هاکوهارا تعمیم یافته ی تفریق

Gram determinant گرام دترمینان

Gram matrix گرام ماتریس

Hausdorff metric space هاسدورف ͷمتری فضای

Hukuhara difference هاکوهارا تفریق
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Hukuhara differentiable هاکوهارا مشتق پذیر

Kroneker’s delta کرونکر دلتای

Low order piecewise polynomial کم درجه با قطعه ای چندجمله ای

Membership function عضویت تابع

Natural spline طبیعͬ اسپلاین

Not-a-knot گره ͷی نبود

Orthogonal متعامد

Orthonormal یͺه متعامد

Runge- Meray Phenomenon رونگه‐مری پدیده ی

Runge’s function رونگه تابع

Strongly generalized differentiable قوی تعمیم یافته ی مشتق پذیر

Support تکیه گاه

Switching point سوئیچ نقطه ی

Triangular fuzzy number مثلثͬ فازی عدد

Upper semi continuous بالایی نیم پیوسته

α-level α‐برش
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A b s t r a c t

This thesis focuses on introduce interpolation of fuzzy data by the fuzzy-valued piece-

wise Hermite polynomial in general case of 2m−1 degree, based on the cardinal basis

functions, which satisfy a vanishing property on the successive intervals.

In this thesis a numerical method in full detail using the linear space notions for calcu-

lating the presented interpolant is provided. In order to illustrate the method in compu-

tational examples, we take recourse to three prime cases: linear, cubic and quintic.

An outstanding feature of this thesis is that, by exactly the same data and with assume

m = 1 and m = 2 two linear and cubic cases have produced, first case is as same as

fuzzy spline of order ℓ = 2 and second case is an alternative to simple fuzzy Hermite

polynomial interpolation.

Keywords: Cardinal basis functions, Fuzzy data interpolation, Piecewise Hermite in-

terpolation.
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