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شعاعͬ، پایه�ای توابع شبͺه، بدون جزئͬ،روش�های مشتقات با دیفرانسیل معادلات کلیدی: واژگان
معادله شرودینͽر، معادله انتشار، معادله ویژه، های جواب گالرکین، روش�های محلͬ، هم روش�های

تومور انتشار معادله بعدی، دو هذلولوی

چͺیده
دیفرانسیل معادلات حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش�های از رساله این در
تابع تقریب ها روش این اصلͬ ایده است. شده استفاده آن�ها بهبود و زمان به وابسته جزئͬ مشتقات با
آزمودن اصلͬ رده دو هر مͬ�باشد. شعاعͬ پایه�ای توابع از خطͬ ترکیب ͷی صورت به جواب مجهول
) حاکم معادلات ضعیف فرم و محلͬ) هم (روش�های حاکم معادلات قوی فرم بر مبتنͬ که ها جواب
برای روش دو از زمان، به وابسته معادلات حل برای گرفته�اند. قرار بررسͬ مورد گالرکین) روش�های
استاندارد های ͷنیͺت از ها روش از اول رده در است، شده استفاده معادلات زمانͬ مشتق با مواجهه
سازی گسسته معادلات سپس و است شده استفاده زمانͬ مشتقات سازی گسسته برای متناهͬ تفاضلات
ناشͬ خطای حذف منظور به دوم رده در شده�اند. حل گالرکین یا محلͬ هم روش�های توسط حاصل شده
ادامه در است. شده استفاده مدل دامنه در سوم بعد عنوان به زمان متغیر از زمان، مشتق سازی گسسته از
بدون روش�های از دسته این از حاصل خطͬ معادلات دستͽاه شرطͬ بد از ناشͬ مشͺلات به توجه با
اطلاعات کاهش برای همچنین شده�اند. استفاده و معرفͬ ها روش این موضعͬ های فرم برخͬ شبͺه،
تقریبͬ ویژه های جواب های روش ضعیف و قوی های فرم از جواب فضاهای همواری برای نیاز مورد

. است شده استفاده
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චاری... ণپاس໋�
در و نͺرد دریغ محبتͬ هیچ از و رسیده علم از مرحله این به تا داد را فرصت این من به که منان ایزد سپاس

بود. قلب قوت مرا زندگیم مراحل تمام
آقای جناب گرامͬ استاد ارزشمند های راهنمایͬ و ها تلاش دریغ، بͬ زحمات از دانم مͬ لازم خود بر ابتدا

نمایم. دانͬ قدر و تشͺر پروژه این انجام راستای در بندی عباس سعید پروفسور
. نمایم قدردانͬ و تشͺر رستمͬ داود دکتر آقای جناب مشاور استاد زحمات از است لازم

عطایͬ امین عظیم دکتر بهشتͬ)، شهید (دانشͽاه یوسفͬ سهرابعلͬ دکتر آقایان رساله این علمͬ داوران از
دارم. را فراوان سپاس و تشͺر (ره)) خمینͬ امام المللͬ بین (دانشͽاه آبͺار علͬ دکتر نصیر)، خواجه (دانشͽاه
علیپور، محسن دکتر هاشمͬ، سجاد میر دکتر آقایان گرامیم دوستان الطاف و زحمات از است شایسته همچنین
اسلامیان، محمد دکتر پارسا، لطفͬ مرتضͬ دکتر بابͷآذرنوید، دکتر شیرزادی، احمد دکتر الیاسشیوانیان، دکتر
متعال خداوند از و باشم داشته را سپاس و تشͺر کمال کریمͬ کبری دکتر خانم و طاهریان مصطفͬ سید

خواستارم. را ایشان موفقیت
سالیان این طول در من پناه و مشوق همواره که گرامیم خواهران و عزیزم مادر و پدر از همه از مهمتر و پایان در

دارم. را تشͺر کمال اند بوده
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ඒࣂพ࢈ൈتار

متنوع های پدیده بندی مدل در وسیعͬ طور به زمان به وابسته جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات
برای ریاضͬ های مدل از رده این های جواب گرفته�اند. قرار استفاده مورد مهندسͬ علوم و پایه علوم در طبیعͬ
و تجربͬ شرایط از حاصل نتایج بر کاملا́ که نحوی به مͬ�روند، کار به مختلف های پدیده رفتار بینͬ پیش
این دقیق های جواب محاسبه برای تحلیلͬ روش ͷی موارد اغلب در سفانه متأ مͬ�باشند. منطبق آزمایشͽاهͬ
متنوعͬ عددی روش�های مͬ�باشند. ای ویژه اهمیت دارای مسائل این عددی بررسͬ لذا ندارد، وجود مسائل
روش�های به مͬ�توان جمله آن از که شده�اند ارائه زمان به وابسته مشتقاتجزیͬ با دیفرانسیل معادلات برایحل

کرد. اشاره ۴ مرزی عناصر روش�های و ٣ متناهͬ حجم ،٢ متناهͬ عناصر ،١ متناهͬ تفاضلات استاندارد
نظریه اخیر های دهه در که مͬ�باشد عددی روش�های ترین قوی و ترین متدوال از ͬͺی متناهͬ عناصر روش
مبنای بر وسیعͬ کاربردی و افزاری نرم های بسته همچنین و مهندسͬ علوم در فرگیر کاربردهای تحلیلͬ، های
دو دارای متأسفانه ولͬ مͬ�باشد مهندسͬ علوم در پرکاربرد روشͬ متناهͬ روشعناصر چند هر شده�اند. ارائه آن
محدودیت مͬ�باشند): بندی شبͺه بر مبتنͬ روش�های اصلͬ معایب از اشͺال، دو (این مͬ�باشد اساسͬ اشͺال
حل برای محاسباتͬ پیچیدگͬ همچنین و پیچیده هندسͬ های شͺل با هایͬ دامنه با مسائل بندی شبͺه در

بالا. ابعاد با مسائل
به موارد اغلب در بندی شبͺه بر مبتنͬ روش�های از استفاده با مسائل از بسیاری عددی حل در کلͬ طوری به
پیچیدگͬ سبب که مͬ�باشد مرزها ͷنزدی خصوص به دامنه، از خاصͬ نواحͬ در ها شبͺه کردن اصلاح
مناسب بزرگ ابعاد با مسائل حل برای بندی شبͺه بر مبتنͬ روش�های علاوه به شد. خواهد محاسباتͬ
و پیچیده بسیار بعدی سه مسائل حل همچنین بندی، شبͺه مدرن روش�های از استفاده با حتͬ نمͬ�باشند،
مانند شبͺه، بر مبتنͬ معمول روش�های کارگیری به عملا́ سه، از بالاتر ابعاد با مسائل در مͬ�باشند. دشوار

نمͬ�باشند. پذیر امͺان متناهͬ عناصر و متناهͬ تفاضلات
حل برای دامنه، بندی شبͺه به نیاز بدون که یافته�اند توسعه و ارائه عددی روش�های برخͬ اخیر های دهه در
شبͺه مشͺل بر آمدن فائق شبͺه، بدون روشهای توسعه و ارائه هدف مهمترین مͬ�شوند. استفاده معادلات
به شبͺه بدون روش�های برای جامع تعریف ͷی کلͬ طور به باشد. دامنه کل مجدد بندی شبͺه و بندی

١finite differences
٢finite elements
٣finite volume
۴boundary element methods



چ قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش

شده تعیین قبل از بندی شبͺه ͷی از استفاده بدون که است روشͬ شبͺه، بدون روش مͬ�باشد: زیر صورت
پخش آن مرزهای و مساله دامنه در پراکنده نقاط مجموعه ͷی از استفاده با تنها و دامنه سازی گسسته برای
در که نقاطͬ مجموعه ͷی از شبͺه، بدون روشهای نماید. تبدیل خطͬ معادلات سیستم ͷی به را مساله شده،
استفاده دامنه) سازی گسسته برای نه (و آن مرزهای و دامنه نمایش برای شده پخش آن مرزهای و مساله دامنه
به نمͬ�سازند، شبͺه ͷی نقاط این و مͬ�شوند، نامیده ۵ میدانͬ نقاط شده، پخش نقاط مجموعه این مͬ�کند.
... و مجهول تابع تقریب یا درونیابͬ برای گرهها این بین رابطه درباره قبلͬ اطلاعات هیچͽونه که معنͬ این
در خوبͬ کاربردهای و شده�اند معرفͬ شبͺه بدون های ش رو بر مبتنͬ متنوعͬ های ͷنیͺت اخیراً نیست. نیاز
ͷی به شدن تبدیل برای بالایͬ پتانسیل که است شده داده نشان و داشته�اند مختلفͬ پیچیده مسائل عددی حل
مسائل و سوالات هنوز و دارند قرار توسعه مرحله در هنوز روشها این وجود، این با دارند. قوی عددی وسیله

شوند. داده پاسخ باید که دارند وجود ͬͺنیͺت
اشاره زیر موارد به مͬ�توان آنها رده مهمترین از که شده�اند معرفͬ شبͺه بدون روش چندین اخیر های سال در
روش ،[٧٧] ٧ (DEM) شده پخش عناصر روش [۶٧] (SPH) ۶ هموار ͬͺهیدرودینامی ذرات روش کرد:
،[١۵] ١٠ (EFG) آزاد عناصر با گالرکین روش ،[۴٣]٩ کلود اچ-پͬ روش ،[٧٠] ٨ (PUM) یͺه افراز
شعاعͬ پایه�ای توابع اساس بر محلͬ هم شبͺه بدون روش ،[۶٣] ١١ (RKPM) هسته عناصر بازتولید روش
انتͽرال معادلات شبͺه بدون روش ،[٧۵] ١٢ (BNM) مرزی نودهای روش .[٨۶ ،٧٣ ،۵٩] (RBF)
١۴(MLPG) پتروف-گالرکین محلͬ شبͺه بدون روش ،[٧٢ ،٣٣ ،٨٨ ،١٠۵] ١٣ (LBIE) محلͬ مرزی
آنها همه بیان روشها، این کثرت علت به . [۶۶] ١۵ نقاط شعاعͬ درونیابͬ روش ،[۶٨ ،٣٢ ،٣۴ ،١٠ ،٩]

است. داده ارائه روشها این از کلͬ) حدی (تا بازنͽری ͷی [٧٨] مرجع اما، نیست پذیر امͺان
عددی حل برای را شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش ͷی کانسا بار اولین برای ١٩٩٠ سال در
توابع از خطͬ ترکیب ͷی کانسا مقاله این در حقیقت در نمود. ارایه جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات
شعاعͬ پایه�ای توابع کرد. ارایه جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله جواب تقریب عنوان به را شعاعͬ پایه�ای
ولͬ بود شده معرفͬ ١٩٧٠ سال در پراکنده های داده با توابع درونیابͬ برای و هاردی توسط بار اولین برای
قرار استفاده مورد جزیͬ مشتقات معادلات حل برای کانسا بارتوسط اولین برای مستقیم طور به وجود این با
معادلات جواب تقریب برای آن�ها زیاد توانایͬ علت به شبͺه بدون روش�های از رده این ادامه در گرفتند.

۵Field nodes
۶Smoothed Particle Hydrodynamic
٧Diffuse element method
٨Partition of unity method
٩Hp-cloud method
١٠Element free Galerkin method
١١Reproducing kernel particle method
١٢Boundary node method
١٣Meshless local boundary integral equation method
١۴Meshless local Petrov-Galerkin method
١۵Radial point interpolation method
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اصلͬ مزیت کل طور به گرفت. قرار مهندسان و محققان توجه مورد شدت به اجرا سادگͬ و بالا ابعاد با
زیر صورت به مͬ�توان را بندی شبͺه بر مبتنͬ روش�های بر شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش�های

کرد: خلاصه
در مͬ�شود ها دامنه بندی شبͺه صرف محاسباتͬ هزینه عمده شبͺه بر مبتنͬ روش�های در معمول طور به (١
بین ͬͽوابست هیچ و آزاد کاملا́ نقاط انتخاب شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش�های در که حالͬ

نیست. نیاز نقاط
شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش�های در فضا بعد به ͬͽوابست عدم شد اشاره که گونه همان (٢

مͬ�باشد. ها روش این های مزیت عمده از بالا ابعاد با مسایل برای آن آسان گیری کار به امͺان و

بررسͬ آن�ها خواص و معرفͬ شعاعͬ پایه�ای توابع اول فصل در مͬ�باشد. فصل شش شامل رساله این
ریاضͬ مدل ͷی سوم فصل در مͬ�شوند. معرفͬ شبͺه بدون روش�های برخͬ دوم فصل در شد. خواهند
فصل در مͬ�شود. ارائه آن حل برای شبͺه بدون روش ͷی و ارائه تومور ͷی رشد در مویرگͬ انتشار بررسͬ
و تولید از جلوگیری برای مͬ�شود، گرفته نظر در بعدی دو و مͺعبͬ شرودینͽر خطͬ غیر معادله ͷی چهارم
فصل در است. شده استفاده و معرفͬ بعدی سه شبͺه بدون روش ͷی زمانͬ، سازی گسسته خطای انتشار
نهایت در شده�اند. اجرا و معرفͬ بعدی دو تلͽراف معادله حل برای موضعͬ شبͺه بدون روش�های برخͬ پنجم
برای شعاعͬ پایه�ای توابع از استفاده با گالرکین - پتروف روش بر مبتنͬ شبͺه بدون روش ͷی ششم فصل در

است. شده ارایه استاندارد غیر مرزی شرایط با بعدی دو گرمای مدل ͷی حل
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٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقاط تولید ٢.٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جواب تقریب ٣.٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محلͬ) (روش�هم سراسری قوی فرم به آزمودن ۴.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متقارن) (نا کانسا محلͬ روش�هم ١.۴.٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . سراسری تقریبͬ ویژه های روش�جواب ٢.۴.٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعͬ قوی فرم به آزمودن ٣.۴.٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سراسری ضعیف فرم به آزمودن ۴.۴.٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محلͬ ضعیف فرم به آزمودن ۵.۴.٢

خ
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٣٢ تومورها انتشار در مویرگͬ رشد عددی بررسͬ برای شبͺه بدون روش ͷی ٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی های ͷنیͺت ٢.٣
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانͬ سازی گسسته ١.٢.٣
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . شعاعͬ پایه��ای توابع بر مبتنͬ محلͬ هم روش ٢.٢.٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایداری بررسͬ ٣.٢.٣
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ٣.٣
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ حالت ١.٣.٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ حالت ٢.٣.٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ حالت ٣.٣.٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ حالت ۴.٣.٣
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵ حالت ۵.٣.٣
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۴.٣

۴٨ شبͺه بدون روش توسط بعدی دو شرودینͽر معادله عددی بررسͬ ۴
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسئله بندی فرمول ٢.۴
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانسا شبͺه بدون روش ١.٢.۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ای مرحله چند نیوتن الͽوریتم ٢.٢.۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ٣.۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ مثال ١.٣.۴
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ مثال ٢.٣.۴
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ مثال ٣.٣.۴
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ مثال ۴.٣.۴
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۴.۴

٧٠ بعدی دو تلͽراف معادله عددی حل برای موضعͬ شبͺه بدون های روش ۵
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۵
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانͬ سازی گسسته ٢.۵
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͺانͬ سازی گسسته ٣.۵
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سراسری کانسا محلͬ هم روش ١.٣.۵
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعͬ کانسا نامتقارن محلͬ هم روش ٢.٣.۵
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٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریبͬ ویژه های جواب روش ٣.٣.۵
٧٩ . . . . . . . . . . . . . تقریبͬ ویژه های جواب روش از موضعͬ فرم ͷی ۴.٣.۵
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ۴.۵
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ مثال ١.۴.۵
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ مثال ٢.۴.۵
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ مثال ٣.۴.۵
٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ مثال ۴.۴.۵
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۵.۵

مرزی شرایط با انتشار معادله حل برای ویژه های جواب توابع بر مبتنͬ گالرکین � پتروف روش ۶
٩٢ استاندارد غیر
٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۶
٩٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانͬ سازی گسسته ٢.۶
٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͺانͬ سازی گسسته ٣.۶
٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریبͬ ویژه های جواب روش ١.٣.۶
٩٧ . . . تقریبͬ ویژه های جواب اساس بر ضعیف فرم بر مبتنͬ شبͺه بدون روش ٢.٣.۶
١٠٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ۴.۶
١٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ مثال ١.۴.۶
١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ مثال ٢.۴.۶
١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۵.۶

١٠٩ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

١١٢ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

١١۵ مراجع
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تصاویر لیست

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R١ فضای بر گاوسͬ توابع از برخͬ ١.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R٢ فضای بر گاوسͬ تابع ٢.١

٢۵ . . بعدی. سه و بعدی دو آزمون های دامنه در یͺنواخت صورت به شده تولید های داده ١.٢
٢۵ . . . . . . . . . بعدی. سه و بعدی دو آزمون های دامنه در شده تولید چبیشف نقاط ٢.٢

t = ٣٧۵(n = ٣٧۵٠), N فرض= با εتغییرات به نسبت روش پایداری نمایش گراف ١.٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۵٠
۴٢ t = های۵٠٠,٧۵٠,۵٠,١۵٠,٣٠٠,٢,٣,١٠ زمان در ١ برایحالت تقریبͬ جوابهای ٢.٣
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ حالت برای شده محاسبه تقریبͬ های جواب ٣.٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ حالت برای شده محاسبه تقریبͬ های جواب ۴.٣
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ حالت برای شده محاسبه تقریبͬ های جواب ۵.٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵ حالت برای شده محاسبه تقریبͬ های جواب ۶.٣

۵۵ . . . . . . اند شده پراکنده دامنه در تصادفͬ طور به که (xk, yk, tk)تست نقاط نمایش ١.۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . دامنه در (xk, yk, tk) الفاصله متساوی نقاط نمایش ٢.۴

c١ = c٢ فرض= با تیخونوف روش برای بهینه سازی منظم پارامتر و GCV تابع نمایش ٣.۴
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٠٫ ۶١, N = ١٠٠٠
۵٨ . . . . ١ مثال در N = ١٠٠٠ و c١ = c٢ = ٠٫ ۶١ فرض با نسبͬ خطای های کانتور ۴.۴

c١ = c٢ = ١٫ ٠, N = ١٣٣١ فرض با بهینه سازی منظم پارامتر و GCV تابع نمایش ۵.۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢ مثال در

و c١ = c٢ = ٠٫ ٨ فرض با معͺوس ربعͬ چند توابع از استفاده با شده محاسبه نتایج ۶.۴
۶٠ . . . . . . . . . . . مطلق خطای .٢ مثال برای زمانͬ سطوح برخͬ در N = ١٣٣١

t = ١ زمان در N = ١٧٢٨ و c١ = c٢ = ١٫ ١٨ مفروضات با دقیق و عددی توابع ٧.۴
۶٣ . . . . . . . . موهومͬ� قسمت -(b) شͺل و حقیقͬ قسمت -(a) شͺل .٣ مثال برای

ز
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برخͬ در ٣ مثال برای N = ١٧٢٨ و c١ = c٢ = ١٫ ١٨ مفروضات با مطلق خطای ٨.۴
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانͬ. سطوح

و c١ = c٢ = ٠٫ ۶٩ فرض با شده محاسبه تقریبͬ جواب و دقیق جواب های گراف ٩.۴
۶٧ موهومͬ. قسمت (b)− و حقیقͬ قسمت (a)− .۴ مثال برای t = ١ لحظه در N = ١٠٠٠

و c١ = c٢ = ٠٫ ۶٩ فرض با شده محاسبه تقریبͬ جواب و دقیق جواب های گراف ١٠.۴
قسمت (b)− و حقیقͬ قسمت (a)− .۴ مثال برای t = ٠٫ ١ لحظه در N = ١٠٠٠

۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موهومͬ.
سطوح برخͬ در N = ١٠٠٠ و c١ = c٢ = ٠٫ ۶٩ فرض با شده محاسبه خطا توابع ١١.۴

۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴ مثال در زمانͬ

N = ١٠٠, n = ١٣, δt = فرض با شͺل پارامتر تغییرات به نسبت خطا توابع گراف ١.۵
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١ مثال در t = ١ لحظه در ٠٫ ٠٠١

c = ٠٫ ۵, n = ١٣, δt = فرض با نقاط تعداد تغییرات به نسبت خطا توابع گراف ٢.۵
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١ مثال در t = ١ لحظه در ٠٫ ٠٠١

لحظه در N = ۴٠٠, n = ١٣, δt = ٠٫ ٠٠١ فرض با خطا توابع کانتور های گراف ٣.۵
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢ مثال در t = ٢

N = ١٠٠, n = فرض,١٣ با شͺل پارامتر تغییرات به نسبت خطا تابع به مربوط گراف ۴.۵
٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٣ مثال در t = ١ لحظه در δt = ٠٫ ٠٠١ و

، c = ٠٫ ۴, n = ١٣ فرض با نقاط تعداد تغییرات به نسبت خطا تابع به مربوط گراف ۵.۵
٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٣ مثال در t = ١ لحظه در δt = ٠٫ ٠٠١

لحظه در δt = ٠٫ ٠٠١ Nو = ۴٠٠, n = ١٣ فرض با خطا توابع های کانتور گراف ۶.۵
٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴ مثال برای t = ٢٫ ۵

نقطه ͷی I نقطه .Γ٣ طبیعͬ مرز و (Γ١,Γ٢))لهͺدیری) ضروری مرز ،ΩQ موضعͬ ناحیه ١.۶
٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͬ�باشد. طبیعͬ مرز روی نقطه ͷی K و درونͬ

در c = ٠٫ ۶۵, N = ۴٠٠, δt = ٣−١٠ فرض با تیخونوف روش در GCV تابع گراف ٢.۶
١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١ مثال

در c = ٠٫ ۶۵ و N = ۴٠٠, δt = ٠٫ ٠٠١ مفروضات با خطا توابع کانتور های گراف ٣.۶
١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١ مثال در زمانͬ سطوح برخͬ
١٠۴ . . . . . . . . . .١ مثال در δt زمانͬ گام طول تغییرات به نسبت نسبͬ خطای مقادیر ۴.۶
١٠۴ . . . . . . . . . . . .١ مثال در c شͺل پارامتر تغییرات به نسبت نسبͬ خطای مقادیر ۵.۶
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c = ٠٫ ٧۵, N فرض= GCVبا تابع توسط شده سازیمحاسبه منظم پارامتر بهینه مقادیر ۶.۶
١٠۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢ مثال در ٩٠٠, δt = ٢−١٠

برخͬ در c = ٠٫ ٧۵ و N = ٩٠٠, δt = ٠٫ ٠١ فرض با خطا توابع های کانتور گراف ٧.۶
١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.و مثال در زمانͬ سطوح

محلͬ هم نقاط تعداد تغییرات به نسبت حاصل نتایج نسبͬ خطای مقدار تغییرات نمایش ٨.۶
١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢ مثال در c = ٠٫ ٧۵ و δt = ٠٫ ٠١ فرض با



جداول لیست

t = ٣٧۵(n = فرض(٣٧۵٠ با ρ(P) و ∥un+١−nn∥∞ بر ε شͺلͬ پارامتر تغییرات اثر ١.٣
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١ حالت در N = ۵٠ و
۴١ . . . . . . . . . . .١ مثال در مختلف های زمان در شده محاسبه نتایج نسبͬ خطای ٢.٣
۴١ . . . . . . . . . . ٢ حالت در مختلف های زمان در شده محاسبه نتایج نسبͬ خطای ٣.٣
۴۶ . . . . . . . . . . ۵ حالت در مختلف های زمان در شده محاسبه نتایج نسبͬ خطای ۴.٣

۵۶ .١ مثال در N مختلف مقادیر ازای به c١ = c٢ = cفرض با εrel نسبͬ و ε∞ مطلق خطای ١.۴
c١ = c٢ = ٠٫ ۶١, N = فرض١٠٠٠ با ١ مثال برای شده محاسبه مطلق خطای مقادیر ٢.۴

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف زمانͬ سطوح در
۵٩ . . . .٢ مثال در N محلͬ هم نقاط تعداد متفاوت مقادیر ازای به نسبͬ و مطلق خطای ٣.۴

در مختلف زمانͬ سطوح در N = ١٣٣١ ،c١ = c٢ = ١ فرض با مطلق خطای نتایج ۴.۴
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢ مثال

c١ = c٢ = مفروضات با استاندارد نیوتن الͽوریتم از استفاده با شده محاسبه مقادیر ۵.۴
۶٢ . . . . .٣ مثال در نقطه ١٧٢٨ با ثابت محلͬ هم نقاط مجموعه ͷی انتخاب و ١٫ ١٨

c١ = c٢ مفروضات= با ای مرحله چند نیوتن الͽوریتم از استفاده با شده محاسبه مقادیر ۶.۴
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٣ مثال در ١٫ ١٨

،c١ = c٢ = ١٫ ١٨ مفروضات با شبͺه بدون روش توسط شده محاسبه مطلق خطای ٧.۴
۶٣ . .٣ مثال در زمانͬ سطوح برخͬ در ای مرحله چند نیوتن الͽوریتم توسط N = ١٧٢٨

همچنین و c١ = c٢ = ٠٫ فرض۶٩ با استاندارد نیوتن الͽوریتم توسط شده محاسبه نتایج ٨.۴
۶۴ . . . . . . . . . . . . .۴ مثال در نقطه ١٠٠٠ با نقاط مجموعه ͷی گرفتن نظر در

در c١ = c٢ = ٠٫ ۶٩ فرض با ای مرحله چند نیوتن الͽوریتم توسط شده محاسبه نتایج ٩.۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴ مثال

در N = ١٠٠٠ ،c١ = c٢ = ٠٫ ۶٩ مفروضات با زمانͬ سطوح برخͬ در مطلق خطای ١٠.۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴ مثال

ش



ص قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش

متفاوت مقادیر ازای به و c١ = c٢ = cفرض با ۴ مثال در نسبͬ و مطلق خطای مقادیر ١١.۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N محلͬ هم نقاط تعداد

٨٢ .١ مثال در N = ٢٢۵, m = ١٣, δt = ٠٫ ٠٠١ فرض با εRMS و ε∞ خطاهای مقادیر ١.۵
٨۴ .٢ مثال در N مختلف مقادیر ازای mبه = ١٣, δt = ٠٫ ٠٠١ فرض با εRMS خطا مقادیر ٢.۵
٨۶ . . . . . . . . . . . . . .N = ۴٠٠ فرض با ٣ مثال در εRMS و ε∞ خطای مقادیر ٣.۵

N متفاوت مقادیر ازای به n = ١٣, δt = ٠٫ ٠٠١, T = ۵ فرض با ε∞ خطای مقادیر ۴.۵
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴ مثال در
٨٩ . . . . . .۴ مثال در N = ۴٠٠, δt = ٣−١٠ فرض با εRMS و ε∞ خطاهای مقادیر ۵.۵

در c = ٠٫ ۶۵ و N = ۴٠٠, δt = ٠٫ ٠٠١ فرض با εR(u) و ε∞(µ) خطاهای مقادیر ١.۶
١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١ مثال

c = ٠٫ ٧۵ و N = ٩٠٠, δt = ٠٫ ٠١ گرفتن نظر در با εR(u) و ε∞(µ) خطای مقادیر ٢.۶
١٠۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢ مثال در



١ فصل

شعاعͬ پایه�ای توابع

نیاز مورد قضایای و تعاریف ١.١

تابع ͷی که آن بر مشروط مͬ�شود، نامیده ١ شعاعͬ تابع ͷی Φ : Rs → R تابع .١.١.١ تعریف
که: طوری به باشد موجود φ : [٠,∞) → R

Φ(x) = φ(r), r =∥ x ∥,

Rsاست. روی نرم ͷی ∥.∥ آن در که

هرگاه مͬ�شود، نامیده ٢ شعاعͬ پایه�ای تابع ͷی Φ : Rs → R تابع .٢.١.١ تعریف
∀x١, x٢ ∈ Rs : ∥x١∥ = ∥x٢∥ =⇒ Φ(x١) = Φ(x٢).

Rsاست. روی ٣ اقلیدسͬ نرم ͷی دهنده نشان ∥.∥ که طوری به

مͬ�باشد. شعاعͬ پایه�ای توابع از ساده�ای حالت Φ(x) = ∥x∥٢ اقلیدسͬ فاصله تابع مثال:
این زیر در دارند. برعهده شعاعͬ پایه�ای توابع آنالیز وتحلیل تجزیه در اساسͬ نقش ۴ ها هسته که جا آن از

مͬ�شود. آن�هابررسͬ خواص از برخͬ و کرده معرفͬ را توابع

متغیره دو تابع گاه آن باشد. (Rs) Cs از ناتهͬ مجموعه زیر ͷی Ω کنید فرض .٣.١.١ تعریف
K : Ω× Ω → C(R), K : (x,y) → K(x,y)

هرگاه گویند، Ω روی شعاعͬ هسته ͷی را K(., .) هسته مͬ�نامند. Ω روی حقیقͬ) (یا مختلط هسته ͷی را
که: باشد موجود چنان κ : [٠,∞) → C(R)

K(x,y) = κ(∥x− y∥), ∀x,y ∈ Ω,

١Radial function
٢Radial basis function
٣Euclidean norm
۴Kernels
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باشیم: داشته هرگاه گویند، Ω ⊆ Cs روی ۵ هرمیتͬ هسته ͷی را K(., .) مختلط هسته همچنین
∀x,y ∈ Ω, K(x,y) = K(y,x)

مͬ�گویند. متقارن هسته ͷی را آن باشد، فوق خاصیت با حقیقͬ هسته ͷی K(., .) که صورتͬ در

گاوسͬ هسته مثال عنوان به
K(x,y) = κ(∥x− y∥) = e−ε٢∥x−y∥٢

, κ(r) = e−ε٢r٢
,

مͬ�باشد. متقارن و شعاعͬ حقیقͬ هسته ͷی

شعاعͬ پایه�ای درونیاب توابع ٢.١

داده درونیابͬ آن�هادر زیاد پذیری انعطاف علت به شعاعͬ پایه�ای درونیاب توابع از استفاده اخیر های دهه در
است. گرفته قرار محققین از بسیاری توجه مورد بالا بعد با فضاهای در ها داده همچنین و پراکنده های

فضای در پراکنده های داده از یͷمجموعه {(xi, yi), i = ١,٢, . . . , N, : xi ∈ Rs, yi ∈ R} فرضکنید
: که طوری به مͬ�دهیم نشان Pf صورت به را نقاط از مجموعه این درونیاب تابع مͬ�باشند. Rs

Pf (xi) = yi, i = ١,٢, . . . , N, (١.١)

گرفته نظر در زیر صورت به درونیاب تابع ͷی شعاعͬ، پایه�ای توابع درونیابͬ به توجه با منظور این برای
مͬ�شود:

Pf (x) =
N∑

j=١
λjϕ(∥x− xj∥) +

M∑
k=١

ζkpk(x), (٢.١)

ͷی {p١(x), p٢(x), . . . , pM (x)} مجموعه و شعاعͬ پایه�ای تابع ͷی ϕ(∥x − xi∥) آن در که طوری به
این بعد مͬ�باشد. Rs فضای در q شده) تعیین پیش (از درجه از πsq کامل های چندجمله�ای فضای برای پایه

چندجمله�ای فضای برای ها پایه این مثال عنوان به .M =

(
q + s
s

)
با است برابر جمله�ای چند فضای

عبارتند π٢
٢ مربعͬ های جمله�ای چند فضای برای همچنین و {١, x, y} از عبارتند π٢

١ ، R٢ در خطͬ های
و (٢.١) پیشنهادی درونیاب تابع بر (١.١) درونیاب شرایط تحمیل با اکنون . {١, x, y, x٢, xy, y٢} از

، مͬ�باشند معروف ۶ لحظه�ای شرایط به که زیر شرایط تحمیل همچنین
N∑

j=١
λjpk(xj) = ٠, k = ١,٢, . . . ,M. (٣.١)

۵Hermitian Kernel
۶Moment conditions
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شد. خواهد نتیجه ({λj}Nj=١ ∪{ζk}Mk=١) مجهول N ×M و معادله N ×M با خطͬ معادلات دستͽاه ͷی
داد: نمایش زیر ماتریسͬ فرم به مͬ�توان را خطͬ معادلات دستͽاه )این

Φ P
P ٠

)(
λ
ζ

)
=

(
y
٠

)
(۴.١)

ماتریس ،y = [y١, y٢, . . . , yN ]T ،ζ = [ζ١, ζ٢, . . . , ζM ]T ،λ = [λ١, λ٢, . . . , λN ]T آن در که طوری به
: صورت به N ×M ماتریس ͷی P

P = [pk(xj)]N×M , j = ١,٢, . . . , N, k = ١,٢, . . . ,M.

صورت به N ×N ماتریس ͷی Φنهایت در و
Φ = [ϕ(∥ xi − xj ∥)]N×N , i, j = ١,٢, . . . , N.

مͬ�نامند. درونیاب ماتریس را (۴.١) دستͽاه در ضرایب ماتریس مͬ�باشند.
موجود Pf فرد به منحصر درونیاب تابع ͷی یعنͬ است، وضع خوش فوق درونیاب مسئله که است بدیهͬ
بودن نامنفرد برای کافͬ و لازم شرایط تاکنون متاسفانه باشد. نامنفرد درونیاب ماتریس اگر تنها و اگر است
تعریف خوش بررسͬ منظور به است. نشده ارایه کلͬ حالت در شعاعͬ پایه�ای توابع درونیاب های ماتریس

مͬ�دهیم. ارایه را زیر تعریف ابتدا شعاعͬ پایه�ای توابع ی ها درونیاب بودن

گاه: آن باشد، n مرتبه حقیقͬ ماتریس ͷی ،A ∈ Rn×n کنید فرض .١.٢.١ تعریف

.x ̸= ٠ و x ∈ Rn هر برای xTAx > ٠ هرگاه گویند، ٧ مثبت معین را A •

.x ̸= ٠ و x ∈ Rn هر برای xTAx ≥ ٠ هرگاه گویند، ٨ مثبت معین نیمه را A •

بدین مͬ�باشند. نامنفرد لذا مͬ�باشند، ٩ مثبت ویژه مقادیر دارای مثبت معین های ماتریس که جایͬ آن از
آن�هامعین به متناظر درونیاب های ماتریس که مͬ�پردازیم شعاعͬ پایه�ای توابع بررسͬ به بعد بخش در منظور

باشند. مثبت

مثبت معین توابع ١.٢.١

عنوان به مثبت معین توابع کارگیری به آن�هامͬ�پردازیم. خواص و مثبت معین توابع معرفͬ به بخش این در
بررسͬ و معرفͬ لذا شد. خواهند مثبت معین درونیاب های ماتریس شدن ظاهر به منجر درونیابͬ در پایه توابع

مͬ�باشد. اهمیت آن�هاحایز

٧Positive definite
٨Semi-positive definite
٩Eigen value
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متمایز نقاط از مجموعه هر ازای به هرگاه گویند، مثبت معین تابع ͷی را φ : Rn → C تابع .٢.٢.١ تعریف
باشیم: داشته c = [c١, c٢, . . . , cn]T ∈ Cn بردار هر و x١,x٢, . . . ,xn ∈ Rn

n∑
i=١

n∑
j=١

cicjφ(xi − xj) ≥ ٠

باشد. اکید صورت به بالا رابطه در نابرابری هرگاه مͬ�شود نامیده ١٠ اکید مثبت معین تابع ͷی φ تابع همچنین

مͬ�باشد. Rn روی مثبت معین تابع ͷی φ(x) = eIεx, ∀x ∈ Rn تابع مثال:

٢.٢.١ تعریف به توجه اثباتبا
n∑

i=١

n∑
j=١

cicjφ(xi − xj) =
n∑

i=١

n∑
j=١

cicje
Iε(xi−xj)

=

n∑
i=١

cie
Iεxi

n∑
j=١

cje
−Iεxj

= |
n∑

k=١
cke

Iεxk |٢≥ ٠.

شعاعͬ پایه�ای توابع با آن�هارا ارتباط همچنین و مثبت معین توابع های ویژگͬ از برخͬ مͬ�شود تلاش ادامه در
معرفͬ به خلاصه طور به آغاز در دارند. انتͽرالͬ توصیف خواص این از بسیاری که جایͬ آن از کنیم. بررسͬ

مͬ�پردازیم. نیاز مورد انتͽرالͬ تبدیلات از برخͬ

: [٨٢] مͬ�شود تعریف زیر صورت به f ∈ L١(Rn) تابع فوریه تبدیل .٣.٢.١ تعریف

f̂(ω) =
١√
(٢π)n

∫
Rn

f(x)e−iωxdx, x ∈ Rn, (۵.١)

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به معͺوس فوریه تبدیل و
f̌(x) = ١√

(٢π)n

∫
Rn

f(ω)eiωxdω, x ∈ Rn, (۶.١)

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به Rn روی µ دار) (علامت متناهͬ اندازه ͷی فوریه تبدیل همچنین،
µ̂(ω) =

١√
(٢π)n

∫
Rn

e−iωxdµ(x), ω ∈ Rn, (٧.١)

که مͬ�شود ارایه اساسͬ قضیه ͷی زیر در است، شعاعͬ پایه�ای توابع خواص بررسͬ ما هدف که جایͬ آن از
مͬ�باشد. شعاعͬ تابع ͷی خود شعاعͬ تابع هر فوریه تبدیل مͬ�دهد، نشان

١٠strictly positive definite
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فوریه تبدیل گاه آن Φ(x) = φ(∥x∥) یعنͬ باشد، شعاعͬ و پیوسته Φ ∈ L١(Rn) فرضکنید .۴.٢.١ قضیه
: آن در که .Φ̂(ω) = Fnφ(∥ω∥) یعنͬ است، شعاعͬ نیز Φ̂ آن

Fnφ(∥ω∥) =
١√
rn−٢

∫ ∞

٠
φ(t)t

n
٢ Jn−٢

٢
(rt)dt. (٨.١)

مͬ�باشد. n−٢
٢ مرتبه از و اول نوع ͷکلاسی بسل تابع Jn−٢

٢
که طوری به

شود. مراجعه [٩٨] مرجع به اثبات:

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به d مرتبه از اول نوع ͷکلاسی بسل تابع

Jd(x) =

∞∑
i=٠

(−١)i(x/٢)d+٢i

i!Γ(d+ i+ ١) ,

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به Γ(.) گاما تابع آن در که

Γ(ν) =

∫ ∞

٠
tν−١e−tdt.

مͬ�نامند. نیز ١٢ هنͺل تبدیل یا ١١ فوریه-بسل تبدیل را (٨.١) انتͽرالͬ تبدیل
ارایه فوریه تبدیلات حسب بر مثبت معین توابع توصیف از معروف بسیار و مهم نتیجه ͷی زیر قضیه در

مͬ�شود.

تبدیل اگر وتنها اگر است مثبت معین Rn بر Φ ∈ C(Rn) (مختلط) تابع بوچنر) (قضیه .۵.٢.١ قضیه
یعنͬ باشد، Rn روی µ متناهͬ نامنفͬ برل اندازه ͷی از فوریه�ای

Φ(x) = µ̂(x) = ١√
(٢π)n

∫
Rn

e−iy.xdµ(y), x ∈ Rn, (٩.١)

شود. مراجعه [١۶, ٩٨] مرجع اثباتبه

قضیه از توسیع ͷی امͺان صورت در مͬ�شود تلاش درونیاب، مساله بودن تعریف خوش تضمین منظور به
اکید مثبت معین تابعͬ که این برای لازم شرط ͷی زیر قضیه شود.در ارایه اکید مثبت معین توابع برای بوچنر

مͬ�شود. ارایه باشد

از مجموعه�ای آن محمل اینͺه بر مشروط باشد Rn بر نامنفͬ متناهͬ برل اندازه µ کنید فرض .۶.٢.١ قضیه
است. اکید مثبت معین Rn بر µ فوریه تبدیل گاه آن نباشد. صفر ͹لب اندازه

١١Fourier-Bessel transform
١٢Hankel transform
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شود. مراجعه [۴۵] مرجع به اثبات:

را اکید مثبت معین توابع تولید برای صریح روش ͷی حقیقت در که مͬ�شود ارایه مهم قضیه ͷی زیر در
مͬ�کند. مشخص

روی f فوریه تبدیل گاه آن باشد. L١(Rn)بر نامنفͬ و پیوسته غیرصفر تابع ͷی f کنید فرض .٧.٢.١ قضیه
بود. خواهد اکید مثبت معین Rn

شود. مراجعه [۴۵] مرجع به اثبات:

مͬ�شود. ارایه توابع بودن اکید مثبت معین بررسͬ برای ͷمح ͷی زیر قضیه در

Φ اگر وتنها اگر است اکید مثبت معین Φ باشد. L١(Rn) بر پیوسته تابعͬ Φ کنید فرض .٨.٢.١ قضیه
نباشد. صفر ارز هم و نامنفͬ آن فوریه تبدیل و بوده کراندار

شود. مراجعه [٩٨] مرجع به اثبات:

توابع به را خود توجه است، شعاعͬ پایه�ای توابع بررسͬ همانا که رساله این اصلͬ هدف به توجه با اکنون
بودن (اکید) مثبت معین خاصیت شد، مشاهده قبلا که گونه همان کرد. خواهیم معطوف مثبت معین شعاعͬ
شعاعͬ توابع (اکید) مثبت معین بررسͬ هنͽام است تر مناسب حال این با شد. بررسͬ گانه چند توابع برای

شود. بررسͬ φ متغییره ͷت تابع بودن (اکید) مثبت معین ،Φ(x) = φ(∥x∥)

بر Φ گاه آن باشد Rn بر شعاعͬ و (اکید) مثبت معین تابع ͷی Φ(.) = φ(∥.∥) تابع اگر .٩.٢.١ لم
بود. خواهد شعاعͬ و (اکید) مثبت معین نیز Rs, s ≤ n

تبدیل ͷی اگر وتنها اگر است شعاعͬ و مثبت معین Rn بر φ : R≥٠ → R پیوسته تابع .١٠.٢.١ قضیه
یعنͬ باشد. R≥٠ بر µ متناهͬ نامنفͬ برل اندازه تحت فوریه-بسل

φ(r) =

∫ ∞

٠
Ωn(rt)dµ(t),

آن در که طوری به

Ωn =

{
cos(r), n = ١,
Γ(n٢)(

٢
r )

(n−٢)/٢J(n−٢)/٢(r), n ≥ ٢.

شود. مراجعه [٩١] مرجع به اثبات:

شود. ارایه فوریه تبدیلات مبنای بر شعاعͬ اکید مثبت معین توابع برای توصیف ͷی مͬ�شود تلاش اکنون
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Rn بر شعاعͬ اکید مثبت معین تابع ͷی φ : R≥٠ → R پیوسته تابع شوئنبرگ) (قضیه .١١.٢.١ قضیه
باشد: زیر فرم به نمایش قابل اگر تنها و اگر است

φ(r) =

∫ ∞

٠
e−r٢t٢dµ(t),

مͬ�باشد. [٠,∞] بر متناهͬ نامنفͬ برل اندازه ͷی µ که طوری به

شود. مراجعه [٩١] مرجع به اثبات:

که مͬ�شود کارگرفته به نحوی به [٠,∞] بر متناهͬ نامنفͬ برل اندازه ͷی که شد مشاهده شوئنبرگ، قضیه در
باشد: نمایش قابل زیر فرم به φ شعاعͬ اکید مثبت معین تابع

φ(r) =

∫ ∞

٠
e−r٢t٢dµ(t),

باشبم: داشته هرگاه است φ(r) تابع ریشه r٠ بنابراین

φ(r٠) =
∫ ∞

٠
e−r٢

٠t
٢
dµ(t) = ٠,

µ که است برقرار زمانͬ بالا تساوی لذا است نامنفͬ µ برل اندازه و مثبت e−r٢
٠t

٢ نمایͬ تابع که به�این توجه با
تابع ͷی φ تابع که مͬ�شود نتیجه شوئنبرگ قضیه به توجه با صورت این در باشد. [٠,∞) بر صفر اندازه ͷی
نمͬ�تواند Rn بر بدیهͬ غیر شعاعͬ اکید مثبت معین تابع ͷی که گرفت نتیجه مͬ�توان بنابراین است. صفر

کرد: برداشت را زیر جالب نتایج مͬ�توان بالا توضیحات از علاوه به باشد. ریشه دارای

باشد. شعاعͬ اکید مثبت معین که نیست موجود Rn بر n هر ازای به نوسانͬ پیوسته متغیری ͷت -تابع
اکید مثبت معین که نیست موجود Rn بر n هر ازای به فشرده محمل با و پیوسته متغیری ͷت تابع -

باشد. شعاعͬ

اکید مثبت معین شعاعͬ پایه�ای توابع از های مثال

مͬ�شوند: تعریف زیر صورت به گاوسͬ شعاعͬ پایه توابع گاوسͬ: .توابع
φ(r) = e−εr٢

, ε > ٠,

.φ ∈ C∞(Rn) همچنین و بوده، نزولͬ r فاصله به نسبت یͺنواخت طور به گاوسͬ شعاعͬ پایه�ای توابع
است: زیر صورت به آن فوریه تبدیل ،φ(r) = Φ(x) = e−ε∥x∥٢ فرض با همچنین

Φ̂(ω) =
١

(
√

٢ε)n
e
− ∥ω∥٢

۴ε٢ > ٠,

ویژه طور به مͬ�باشد گاوسͬ تابع ͷی خود گاوسͬ تابع ͷی فوریه تبدیلات مͬ�شود مشاهده که گونه همان
مͬ�شود نتیجه ،(٨.٢.١) قضیه در شده ارایه ͷمح به توجه با بنابراین .Φ = Φ̂ گاه آن ε = ١√

٢ که زمانͬ
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R١ فضای بر گاوسͬ توابع از برخͬ :١.١ شͺل

R٢ فضای بر گاوسͬ تابع :٢.١ شͺل

مͬ�شود ملاحظه ، مناسب µ برل های اندازه فرض با علاوه به مͬ�باشند. اکید مثبت معین گاوسͬ توابع که
با را گاوسͬ توابع بودن اکید مثبت معین مͬ�توان بنابراین و مͬ�کنند شوئنبرگصدق قضیه در گاوسͬ توابع که
این در شده ارایه مطالب به استناد با متفاوت طرق به و راحتͬ به لذا گرفت. نتیجه نیز شوئنبرگ قضیه به توجه
پایه�ای توابع از گاوسͬ توابع گرفت. نتیجه مͬ�توان را گاوسͬ شعاعͬ پایه توابع بودن اکید مثبت معین بخش
١.١ های شͺل در مͬ�باشند. شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ روش�هایعددی و ها درونیاب در کاربرد پر شعاعͬ

اند. شده رسم گاوسͬ توابع از ٢.١برخͬ و

خاصیت بررسͬ برای فوریه تبدیلات مبنای بر انتͽرالͬ توصیفات برخͬ که شد مشاهده قبل بخش در
امͺان سادگͬ به توابع از بسیاری فوریه تبدیلات محاسبه متاسفانه شد. ارایه توابع بودن (اکید) مثبت معین
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یͺنوایͬ کاملا́ خاصیت مبنای بر جایͽذین توصیف ͷی مͬ�شود تلاش قسمت این در بنابراین نیست. پذیر
شود. ارایه (اکید) مثبت معین توابع تشخیص برای

کند: صدق زیر رابطه در که C[٠,∞) ∩ C∞(٠,∞) به متعلق و φ : [٠,∞) → R تابع .١٢.٢.١ تعریف
(−١)lφ(l)(r) ≥ ٠, r > ٠, l = ٠,١,٢, . . . ,

گویند. [٠,∞) بر یͺنوا کاملا́ را

مͬ�باشند. یͺنوا کاملا́ بر(∞,٠] زیر توابع مثال عنوان به

φ(r) = ε, ε ≥ ٠ تابع .
زیرا φ(r) = e−εr, ε ≥ ٠ تابع .

(−١)lφ(l)(r) = εle−εr ≥ ٠

زیرا ،φ(r) = ١
(١+r)β

, β ≥ ٠ تابع .

(−١)lφ(l)(r) = (−١)٢lβ(β + ١) . . . (β + l − ١) ١
(١ + r)β+l

≥ ٠,

پرداخته مثبت معین توابع آن�هابا ارتباط و یͺنوا کاملا́ توابع خواص بررسͬ به مͬ�شود تلاش قسمت این در
انتͽرالͬ توصیفات این مͬ�شود. ارایه یͺنوا کاملا́ توابع برای انتͽرالͬ توصیف ͷی ابتدا منظور این برای شود.

مͬ�باشند. ١٣ لاپلاس تبدیلات مبنای بر

برخͬ ازای به که نحوی به باشد [٠,∞) بر وکراندار پیوسته تͺه�ای تابع ͷی f کنید فرض .١٣.٢.١ تعریف
مͬ�شود: تعریف زیر صورت به f تابع لاپلاس تبدیل گاه آن ،|f(t) ≥Meat ,Mداریم aثابت مقادیر

Lf(s) =
∫ ∞

٠
f(t)e−stdt, s > a,

: صورت به [٠,∞) بر برل اندازه ͷی لاپلاس تبدیل مشابه، طور به
Lµ(s) =

∫ ∞

٠
e−stdµ(t),

باشد. متناهͬ برل اندازه ͷی µ اگر وتنها اگر است پیوسته مبدا در اخیر لاپلاس تبدیل مͬ�شود. تعریف

یͺنوا کاملا́ [٠,∞) بر φ : [٠,∞) → R تابع (١۴ برنشتاین-وایدر هاسدورف- قضیه ) .١۴.٢.١ قضیه
به نمایش قابل φ یعنͬ، باشد. [٠,∞) بر متناهͬ نامنفͬ برل اندازه ͷی لاپلاس تبدیل φ اگر وتنها اگر است

: فرم

φ(r) = Lµ(r) =
∫ ∞

٠
e−rtdµ(t),

شود. مراجعه [٢٢] مرجع به اثبات:
١٣Laplace transform
١۴Hausdorff-Bernstein-Widder
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مͬ�باشد. یͺنوا کاملا́ توابع و شعاعͬ پایه�ای توابع بین ارتباط بیانͽر که مͬ�شود ارایه قضیه ͷی ادامه در

R بر n هر ازای به Φ = φ(∥ . ∥٢) تابع اگر تنها اگرو یͺنواست کاملا́ [٠,∞) بر φ تابع .١۵.٢.١ قضیه
باشد. شعاعͬ مثبت معین

شود. مراجعه [٩٨] مرجع به اثبات:

اکید مثبت معین توابع لزوماً نه و شعاعͬ مثبت معین توابع و یͺنوا کاملا́ توابع بین ارتباط ͷی قبل قضیه در
اکید مثبت معین توابع و یͺنوا کاملا́ توابع بین ارتباط که مͬ�شود ارایه قضیه ͷی ادامه در شد. ارایه شعاعͬ

مͬ�کند. توصیف را شعاعͬ

n هر ازای به φ(∥.∥٢) اگر وتنها اگر است ثابت غیر یͺنوای کاملا́ φ : [٠,∞) → R تابع .١۶.٢.١ قضیه
باشد. شعاعͬ اکید مثبت معین Rn بر

شود. مراجعه [٩٨] مرجع به اثبات:

مͬ�شوند: تعریف زیر صورت به یافته تعمیم های ربعͬ چند توابع مثال:

Φ(x) = φ(∥ x ∥٢) = (∥x∥٢ + ε٢)−β, β, ε > ٠,

که داد نشان مͬ�توان سادگͬ به همچنین و بوده C∞(Rn) به متعلق یافته تعمیم معͺوس های ربعͬ چند توابع
داریم: φ(r) = (r + ε٢)−β تابع برای منظور این برای مͬ�باشند. شعاعͬ اکید مثبت معین

(−١)lφ(l)(r) = (−١)٢lβ(β + ١)(β + ٢) . . . (β + l − ١)(r + ε٢)−β−l ≥ ٠, l = ٠,١,٢, . . . .

هر ازای به Φ(x) تابع مͬ�شود نتیجه ١۶.٢.١ قضیه به توجه با مͬ�باشد. ثابت وغیر یͺنوا کاملا́ φ تابع بنابراین
چندربعͬ توابع بودن مثبت معین بررسͬ شد مشاهده که گونه همان است. شعاعͬ اکید مثبت معین Rn بر n
تبدیل خواص بررسͬ از تر ساده بسیار آن بودن یͺنوا کاملا́ خاصیت از استفاده با یافته تعمیم معͺوس های

مͬ�باشد. آن فوریه
های داده درونیاب مسایل شد. پرداخته اکید مثبت معین شعاعͬ پایه�ای توابع بررسͬ به گذشته مطالب در
های جمله�ای چند های پایه به نیاز بدون اکید مثبت معین شعاعͬ پایه�ای توابع از استفاده با ٢.١ پراکنده
به اکید مثبت معین توابع کارگیری به حالت این در مͬ�باشند. تعریف خوش مسایل خود خودی به و کامل
پایه�ای توابع کارگیری به لذا مͬ�شوند. نامنفرد و مثبت معین درونیاب های ماتریس تولید به منجر پایه عنوان
معرفͬ به ادامه در دارد. قرار بسیار توجه مورد روش�هایعددی و درونیاب مسایل در اکید مثبت معین شعاعͬ
مشروط مثبت معین شعاعͬ پایه�ای توابع عنوان تحت شعاعͬ پایه�ای توابع از ویژه�ای خواصکلاس بررسͬ و

مͬ�پردازیم.
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هرگاه گویند، Rn mروی مرتبه مشروط مثبت معین تابع ͷی را φ : Rn → C پیوسته تابع .١٧.٢.١ تعریف
به که c = [c١, c٢, . . . , cN ]T ∈ Cn بردار هر و x١,x٢, . . . ,xN ∈ Rn متمایز پراکنده داده N هر ازای به

رابطه در m− ١ درجه از حداکثر p چندجمله�ای هر ازای
N∑

j=١
cjp(xj) = ٠,

باشیم: داشته مͬ�کنند، صدق
N∑

j=١

N∑
k=١

cj c̄kφ(xj − xk) ≥ ٠,

شود. صفر برابر c = ٠ ازای به تنها بالا رابطه هرگاه گویند اکید مشروط مثبت معین را φ تابع

مشروط مثبت معین تابع ͷی Rn فضای بر m مرتبه (اکید) مشروط مثبت معین تابع هر .١٨.٢.١ قضیه
هر از مشروط مثبت معین تابع ͷی (اکید) مثبت معین تابع هر علاوه به مͬ�باشد. نیز بالاتر مراتب از (اکید)

مͬ�باشد. مرتبه

ارایه زیر قضیه قالب در شعاعͬ و مشروط مثبت معین توابع تشخیص برای کاربردی ͷمح ͷی ادامه در
مͬ�شود.

مثبت معین تابع ͷی ϕ = φ(∥.∥٢
٢) تابع گاه آن .φ ∈ C[٠,∞)∪C∞(٠,∞) کنید فرض .١٩.٢.١ قضیه

کاملا́ (٠,∞) بر (−١)mφ(m) اگر وتنها اگر مͬ�باشد، شعاعͬ Rs بر s هر ازای به و m مرتبه از مشروط
باشد. یͺنوا

شود. مراجعه [٩٨] مرجع به برهان.

معین شعاعͬ توابع و یͺنوا کاملا́ توابع بین ارتباط که مͬ�شود ارائه اخیر قضیه از تر کلͬ فرم ͷی زیر در
مͬ�کند. بیان را اکید مشروط مثبت

از حداکثر جمله�ای چند ͷی ϕ علاوه به و کند صدق ١٩.٢.١ قضیه شرایط در ϕ تابع اگر .٢٠.٢.١ قضیه
مͬ�باشد. شعاعͬ و m مرتبه از اکید مشروط مثبت معین Rs بر s هر ازای به ϕ تابع گاه آن نباشد، m درجه

شود. مراجعه [٩٨] مرجع به برهان.

معین شعاعͬ توابع تشخیص برای ساده�ای کاربردی و عملͬ های ͷمح ٢٠.٢.١ و ١٩.٢.١ قضایای
مͬ�دهند. ارایه اکید مشروط مثبت معین شعاعͬ توابع و مشروط مثبت
شد. خواهد ارایه مشروط مثبت معین شعاعͬ توابع از هایͬ مثال زیر در

مشروط مثبت معین شعاعͬ توابع از های مثال
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مͬ�شوند: تعریف زیر صورت به یافته توسعه ربعͬ چند توابع :١۵ یافته توسعه ربعͬ چند .توابع
ϕ(x) = (−١)⌈β⌉(ε+ ∥x∥٢)β, ε > ٠, β > ٠, β /∈ N.

تابع برای طرفͬ از
φ(r) = (−١)⌈β⌉(ε+ r)β, ε > ٠, β > ٠, β /∈ N.

داریم:
φ(l)(r) = (−١)⌈β⌉β(β − ١) . . . (β − l + ١)(ε+ r)β−l,

: داریم l = ⌈β⌉ ازای به که است بدیهͬ بنابراین
(−١)⌈β⌉φ(⌈β⌉)(r) = β(β − ١) . . . (β − ⌈β⌉+ ١)(ε+ r)β−⌈β⌉ ≥ ٠,

به مͬ�باشد، m برای مقدار کوچͺترین m = ⌈β⌉ علاوه به مͬ�باشد. یͺنوا کاملا́ φ تابع نتیجه در و
چندجمله�ای تابع ͷی φ لذا β /∈ N چون طرفͬ از است. یͺنوا کاملا́ (−١)mφ(m) تابع که نحوی

یافته توسعه ربعͬ چند توابع بنابراین نمͬ�باشد.
ϕ(x) = (−١)⌈β⌉(ε+ ∥x∥٢)β, ε > ٠, β > ٠, β /∈ N.

شعاعͬ Rs بر s هر ازای به علاوه به و بوده m ≥ ⌈β⌉ مرتبه از و اکید مشروط مثبت معین توابع
مͬ�باشند.

مͬ�شوند: تعریف زیر صورت به توانͬ توابع :١۶ شعاعͬ توانͬ .توابع
ϕ(x) = (−١)⌈β/٢⌉∥x∥β, β > ٠, β /∈ ٢N.

تابع ازای به ازطرفͬ
φ(r) = (−١)⌈β/٢⌉rβ/٢, β > ٠, β /∈ ٢N.

داریم

φ(l)(r) = (−١)⌈β/٢⌉β
٢(
β

٢ − ١) . . . (β٢ − l + ١)rβ/٢−l,

داریم: بالا رابطه به بنا وضوح به

(−١)⌈β/٢⌉φ(l)(r) =
β

٢(
β

٢ − ١) . . . (β٢ − ⌈β/٢⌉+ ١)rβ/٢−⌈β/٢⌉ ≥ ٠,

به که است ممͺن مقدار کمترین l = ⌈β/٢⌉ و بوده یͺنوا کاملا́ فوق تابع l = ⌈β/٢⌉ ازای به بنابراین
نمͬ�باشد چندجمله�ای تابع ͷی φ لذا β /∈ ٢N چون طرفͬ از مͬ�باشد. یͺنوا کاملا́ فوق تابع آن ازای

توانͬ توابع نتیجه در و
ϕ(x) = (−١)⌈β/٢⌉∥x∥β, β > ٠, β /∈ ٢N.

١۵Generalized multiquadrics
١۶Radial Powers



١٣ قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش

شعاعͬ Rs بر s هر ازای به علاوه به و بوده m ≥ ⌈β/٢⌉ مرتبه از اکید مشروط مثبت معین توابع
مͬ�باشند.

مͬ�شوند: تعریف زیر صورت به ها همسازه چند توابع :١٧ ها همسازه چند توابع .
ϕ(x) = (−١)β+١∥x∥٢β log(∥x∥), β ∈ N.

به علاوه به و بوده m ≥ β + ١ مرتبه از و اکید مشروط مثبت معین توابعͬ ، ها همسازه چند توابع
داریم: موضوع این بررسͬ برای مͬ�باشند. شعاعͬ Rs بر s هر ازای

٢ϕ(x) = (−١)β+١∥x∥٢β log(∥x∥٢), β ∈ N.

فرض با بنابراین
φ(r) = (−١)β+١rβ log(r), β ∈ N.

طرفͬ از و نمͬ�باشد چندجمله�ای ͷی φ(r) که مͬ�شود مشاهده وضوح به
φ(l)(r) = (−١)β+١β(β − ١) . . . (β − l + ١)rβ−l log(r) + pl(r), ١ ≤ l ≤ β,

خواهیم فوق رابطه در l = βفرض با بنابراین مͬ�باشد. β− l درجه از جمله�ای یͷچند pl که طوری به
داشت:

φ(β)(r) = (−١)β+١β! log(r) + C,

بنابراین
φ(β+١)(r) = (−١)β+١β!

r
,

نتیجه در
(−١)β+١φ(β+١)(r) =

β!

r
≥ ٠,

مشروط مثبت معین ها همسازه چند توابع بنابراین بوده، یͺنوا کاملا́ φ تابع مͬ�شود نتیجه بالا رابطه از
مͬ�باشند. اکید

شعاعͬ توابع کارگیری به با ، ٢.١ پراکنده های داده درونیابͬ مسأله بودن تعریف خوش و پذیری حل ادامه در
مͬ�شود. بررسͬ پایه�ای توابع عنوان به مشروط مثبت معین

مثبت معین توابع Φ پایه�ای توابع ،٢.١ پراکنده های داده درونیاب مسأله در کنید فرض .٢١.٢.١ قضیه
طور به x١,x٢, . . . ,xN نقاط مجموعه کنید فرض همچنین و باشند Rs فضای بر m مرتبه اکید مشروط
ماتریسضرائب گاه آن مشخصکند. ١−mرا درجه از حداکثر های جمله�ای چند فضای برای پایه ͷی یͺتا
در دارد، فرد به منحصر جواب ۴.١ خطͬ معادلات دستͽاه لذا و است نامنفرد ۴.١ خطͬ معادلات دستͽاه

مͬ�باشد. تعریف خوش ٢.١ درونیابͬ مسأله نتیجه
١٧thin plate splines



١۴ قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش

شود. مراجعه [٩٨] مرجع به برهان.

محلͬ فضاهای و هیلبرت فضاهای کننده بازتولید های هسته ٣.١

پایه�ای توابع بر مبتنͬ درونیابͬ مسایل در خطا های کران آنالیز و بررسͬ برای مقدماتͬ بیان به بخش این در
١٨ هیلبرت فضاهای کننده بازتولید های هسته مفهوم ابتدا منظور این برای شد. خواهد پرداخته شعاعͬ
به مربوط نتایج برخͬ و معرفͬ (مشروط) اکید مثبت معین توابع به متناظر ١٩ محلͬ فضاهای همچنین و

مͬ�شوند. آن�هابررسͬ

هیلبرت فضاهای کننده بازتولید های هسته ١.٣.١

ضرب به مجهز و f : Ω ⊆ Rs → R توابع از حقیقͬ هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض .١.٣.١ تعریف
در گاه هر مͬ�نامند H هیلبرت فضای بازتولیدی هسته را k : Ω× Ω → R تابع گاه آن باشد. ⟨., .⟩H داخلͬ

کند: صدق زیر شرایط

١ ) k(.,x) ∈ H, ∀x ∈ Ω,

٢ ) f(x) = ⟨f, k(.,x)⟩H, ∀x ∈ Ω, ∀f ∈ H,

از برخͬ است. شده مشتق (٢) کنندگͬ بازتولید خاصیت از بازتولیدی های هسته عنوان که شود توجه
از: عبارتند تولیدی باز های هسته اساسͬ خواص

یͺتاست. هیلبرت فضای ͷی بازتولیدی هسته •

سنجشنقطه�ای تابعͷهای که است این هیلبرتHمعادل یͷفضای برای بازتولیدی یͷهسته وجود •
که باشد موجود Mچنان =Mx مثبت ثابت مقدار یعنͬ باشند Ω روی دار کران خطͬ های ͷتابع δx

|δxf | = |f(x)| ≤M∥f∥H, ∀f ∈ H, ∀x ∈ Ω.

گاه آن باشد، H فضای برای بازتولیدی هسته ͷی k(., .) تابع اگر •
δx = f(x) = ⟨f, k(.,x)⟩H

مͬ�باشد. نیز دار کران شوارتز - کوشͬ رابطه بنابر و است خطͬ δx ͷتابع مͬ�دهد نشان فوق رابطه
زیرا:

|δxf | = |f(x)| = |⟨f, k(.,x)⟩H|

≤ ∥f∥H∥k(.,x)∥H.
١٨Reproducing Kernel Hilbert Spaces
١٩Native Spaces



١۵ قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش

آن باشد، k بازتولیدی هسته با f : Ω ⊆ Rs → R توابع از هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض .٢.٣.١ قضیه
گاه:

x,y ∈ Ω هر برای k(x,y) = ⟨k(.,y), k(.,x)⟩H (١

x,y ∈ Ω هر برای k(x,y) = k(y,x) (٢

یعنͬ مͬ�دهد. نتیجه را نقطه�ای همͽرایͬ هیلبرت، فضای نرم در همͽرایͬ (٣
lim
n→∞

∥f − fn∥H → ٠ =⇒ lim
n→∞

|f(x)− fn(x)| → ٠, ∀x ∈ Ω.

شود. مراجعه [۴۵] مرجع به برهان.

زیر صورت به δxf نقطه�ای سنجش ͷتابع برای را Mx مقدار مͬ�توان قبل قضیه در (١) خاصیت از نͺته:
کرد: محاسبه

|δxf | = |⟨f, k(.,x)⟩H|

≤ ∥f∥H∥k(.,x)∥H = ∥f∥H
√

⟨k(.,x), k(.,x)⟩H

= ∥f∥H
√
k(x,x),

مͬ�شود نتیجه لذا
Mx =

√
k(x,x)

مͬ�شود: نتیجه شعاعͬ های هسته در ویژه طور به

k(x,x) = κ(∥x− x∥) = κ(٠),

مͬ�باشد. x از مستقل و مثبت ثابت مقدار ͷی بالا کران Mxکه�این =
√
κ(٠) بنابراین

بوده k : Ω×Ω → R هسته با بازتولیدی های هسته هیلبرت توابع فضای ͷی H کنید فرض .٣.٣.١ قضیه
H روی دار کران و خطͬ های ͷتابع فضای منظور جا این در ) آن دوگان فضای H∗ کنید فرض همچنین و
ͷتابع اگر تنها و اگر مͬ�باشد اکید مثبت معین k علاوه به مͬ�باشد. مثبت معین k گاه آن باشد. مͬ�باشد)

باشند. خطͬ مستقل H∗ بر δx نقطه�ای سنجش های

شود. مراجعه [۴۵] مرجع به برهان.

آن از مͬ�دهد. نشان را بازتولیدی های هسته و اکید مثبت معین توابع بین مستقیم ارتباط ͷی فوق قضیه
فضای ͷی تولید ͬͽونͽچ تا شد خواهد تلاش ادامه در مͬ�باشند، رساله این مبنای شعاعͬ پایه�ای توابع که جا
هیلبرت فضای این شود. بررسͬ اکید مثبت معین شعاعͬ پایه�ای توابع به متناظر بازتولیدی های هسته هیلبرت

مͬ�نامند. توابع آن محلͬ فضای را اکید مثبت معین شعاعͬ پایه�ای توابع به متناظر بازتولیدی های هسته



١۶ قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش

اکید مثبت معین توابع محلͬ فضاهای ٢.٣.١

مͬ�باشد: زیر فرم به توابعͬ همه شامل H هیلبرت فضای ١.٣.١ تعریف طبق که شود اشاره باید اول گام در

f =
N∑

j=١
cjk(.,xj), xj ∈ Ω.

مͬ�شود: نتیجه ٢.٣.١ قضیه همچنین و فوق رابطه به توجه با طرفͬ از

∥f∥H = ⟨f, f⟩H = ⟨
N∑

j=١
cjk(.,xj),

N∑
j=١

cjk(.,xj)⟩H

=

N∑
j=١

N∑
i=١

cjci⟨k(.,xj), k(.,xi)⟩H

=
N∑

j=١

N∑
i=١

cjcik(xj ,xi).

کرد. محاسبه فوق صورت به را f تابع هیلبرت فضای نرم مͬ�توان راحتͬ به بنابراین
متناهͬ خطͬ ترکیبات از فضای ͷی مͬ�توانیم ادامه در

Hk(Ω) = span{k(.,y) : y ∈ Ω}

⟨., .⟩k وابسته دوخطͬ فرم ͷی همراه به

⟨
N∑

j=١
cjk(.,xj),

N∑
i=١

dik(.,yi)⟩k =

N∑
j=١

N∑
i=١

cjdik(xj ,yi).

داد نمایش زیر فرم به مͬ�توان را Hk(Ω) فضای از عضو هر بنابراین �کنیم. راتعریف

f =

N∑
j=١

cjk(.,xj).

به توجه با نیز ها xj انتخابͬ نقاط و N مقادیر بلͺه ها، cj ضرائب تنها نه فوق نمایش در که شود توجه
مͬ�کنند. تغییر ،f تغییر

⟨., .⟩k خطͬ دو فرم گاه آن باشد متقارن و اکید مثبت معین هسته ͷی k : Ω× Ω → R اگر .۴.٣.١ قضیه
با ٢٠ هیلبرت پیش- فضای ͷی Hk(Ω) فضای علاوه، به مͬ�کند. تعریف Hk(Ω) روی داخلͬ ضرب ͷی

مͬ�باشد. k تولیدی باز هسته

شود. مراجعه [۴۵] مرجع به برهان.
٢٠Pre-Hilbert space



١٧ قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش

باشد. هیلبرت یͷفضای آن ساز کامل که مͬ�باشد داخلͬ ضرب هیلبرتیͷفضای پیش- فضای نͺته:

نمͬ�باشد کامل لزوماً یعنͬ مͬ�باشد هیلبرت - پیش فضای ͷی Hk(Ω) فضای شد اشاره که گونه همان
هیلبرت فضای ترین بدیهͬ ،∥.∥k نرم به متناظر Hk(Ω) فضای ساز کامل که مͬ�رسد نظر به منطقͬ بنابراین

مͬ�باشد. k بازتولیدی هسته به متناظر

پیش فضای ساز کامل هیلبرت یͷفضای k تولیدی باز هسته به Nk(Ω)متناظر محلͬ فضای تعریف٣.١.۵.
طرفͬ از و بوده Ω روی پیوسته توابع همه شامل که است Hk(Ω)هیلبرت -

∥f∥k = ∥f∥Nk(Ω), ∀f ∈ Hk(Ω).

بازتولیدی های هسته عنوان به Φ(x − y) = k(x,y) اکید مثبت معین توابع با که زمانͬ ویژه طور به
به فوریه تبدیلات حسب بر و محلͬ فضاهای از را متداولͬ نمایش گاه آن ،Ω = Rs علاوه به و داریم سروکار

داد. نشان مͬ�توان زیر صورت

و باشد حقیقͬ و اکید مثبت معین تابع ͷی Φ ∈ C(Rs) ∩ L١(Rs) کنید فرض .۶.٣.١ قضیه

ℑ = {f ∈ L٢(Rs) ∩ C(Rs) :
f̂√
Φ̂

∈ L٢(Rs)}

مجهز ℑ فضای فرضکنید همچنین مͬ�باشند. Φ و f توابع فوریه تبدیلات ترتیب به Φ̂ و f̂ که طوری به
دوخطͬ فرم به

⟨f, g⟩ℑ =
١√
(٢π)s

⟨ f̂√
Φ̂
,
ĝ√
Φ̂
⟩L٢(Rs) =

١√
(٢π)s

∫
Rs

f̂(ω)¯̂g(ω)

Φ̂(ω)
dω.

Φ(. − .) تولیدی باز هسته و ⟨., .⟩ℑ داخلͬ ضرب با حقیقͬ هیلبرت فضای ͷی ℑ صورت این در باشد.
تابع هر ویژه طور به .ℑ = NΦ(Rs) یعنͬ مͬ�باشد Rs روی Φ از محلͬ فضای ͷی ℑ بنابراین مͬ�باشد.

کرد. بازیابͬ f̂ ∈ L١(Rs) ∩ L٢(Rs) آن به متناظر فوریه تبدیل توسط مͬ�توان را f ∈ NΦ(Rs)

شود. مراجعه [۴۵] مرجع به برهان.

صورت به مͬ�توان را Rs روی بازتولیدی های هسته برای محلͬ فضاهای که مͬ�دهد نشان فوق قضیه
گرفت. نظر در ٢١ استاندارد سوبولف فضاهای تعمیم

مͬ�شوند: تعریف زیر صورت به استاندارد سوبولف فضاهای
٢١Standard Sobolev Spaces.



١٨ قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش

Wm
٢ (Ω) = {f ∈ L٢(Ω) ∩ C(Ω) : Dαf ∈ L٢(Ω), ∀|α| ≤ m, α ∈ Ns}

داد: نشان مͬ�توان نیز زیر صورت به Wmرا
٢ سوبولف فضای m > s/٢ هر ازای به متناظر طور به

Wm
٢ (Rs) = {f ∈ L٢(Rs) ∩ C(Rs) : f̂(.)(١ + ∥.∥٢

٢)
m/٢ ∈ L٢(Rs)}

صورت Wmبه
٢ (Rs)سوبولف فضای نرم علاوه به

∥f∥Wm
٢ (Rs) = {

∑
|α|≤m

∥Dαf∥٢
L٢(Rs)}

١
٢

فرم به متناظر طور به یا

∥f∥Wm
٢ (Rs) = {

∫
Rs

|f̂(ω)|١)٢ + ∥ω∥٢
٢)

m dω}
١
٢

مͬ�شود. تعریف

صدق زیر شرایط در و بوده اکید مثبت معین هسته ͷی Φ ∈ L٢(Rs) ∩ C(Rs) کنید فرض .٧.٣.١ نتیجه
کند:

c١)١ + ∥ω∥٢
٢)

−m ≤ Φ̂(ω) ≤ c١)٢ + ∥ω∥٢
٢)

−m, ω ∈ Rs

صورت به Φ هسته فوریه تبدیل یعنͬ ،c١ ≤ c٢ همچنین و مثبت مقادیر c١, c٢ و m > s/٢ که طوری به
سوبولف فضای با دقیقاً Φ بازتولیدی هسته به متناظر NΦ(Rs) محلͬ فضای گاه آن یابد. کاهش جبری

مͬ�باشند. یͺسان سوبولف فضای نرم با محلͬ فضای نرم علاوه به و بوده یͺسان Wm
٢ (Rs)

مثال
مͬ�شوند: تعریف زیر صورت به ٢٢ مترن توابع

Φβ(x) =
Kβ− s

٢
(∥x∥)∥x∥β− s

٢

٢β−١Γ(β)

هموار تͺه�ای و شعاعͬ تابعͬ Φβ تابع مͬ�باشد. ν مرتبه از و دوم نوع یافته توسعه بسل تابع Kν طوری به
مͬ�باشند: زیر صورت به مترن توابع فوریه تبدیل طرفͬ از مͬ�باشد.

Φ̂β(ω) = (١ + ∥ω∥٢)−β > ٠
٢٢Matérn functions
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به توجه با همچنین و مͬ�باشد اکید مثبت معین β > s
٢ هر ازای به و Rs فضای بر مترن توابع بنابراین

مͬ�باشد: زیر صورت به مترن توابع برای محلͬ فضای که مͬ�شود مشاهده قبل نتیجه

NΦ(Rs) =W β
٢ (R

s) β >
s

٢ .

پایه�ای توابع متفاوت انواع محلͬ فضاهای با رابطه در بیشتر جزییات مطالعه برای علاقمند، خوانندگان
فرمایند. مراجعه [٩٨ ،۴۵] مراجع به مͬ�توانند شعاعͬ

شعاعͬ پایه�ای درونیاب مسائل پایداری ۴.١

مͬ�باشد. روشعددی ٢٣ شرطͬ عدد مقدار به وابسته روش پایداری و نتایج دقت روش�هایعددی از بسیاری در
ماتریس شرطͬ عدد شعاعͬ، پایه�ای توابع از استفاده با پراکنده های داده درونیاب مسأله ͷی در ویژه طور به
زیر صورت به A ماتریس شرطͬ عدد -L٢ ،A ماتریس برای مͬ�کند. مشخص را مسأله پایداری درونیاب

مͬ�شود: تعریف
cond(A) = ∥A∥٢∥A−٢∥١ =

σmax

σmin
,

اگر مͬ�باشند. A ماتریس تͺین مقادیر کوچͺترین و بزرگترین ترتیب به σmin و σmax آن در که طوری به
گاه آن باشد، مثبت معین Aماتریس

cond(A) =
λmax

λmin
,

موارد اغلب در مͬ�باشند. Aماتریس ویژه مقدار کوچͺترین و بزرگترین ترتیب به λmin و λmax که طوری به
متأسفانه مͬ�باشند. بزرگ شرطͬ عدد با های ماتریس ٢.١ پراکنده های داده درونیابͬ مسائل ضرائب ماتریس
ذخیره خطاهای مانند ورودی های داده در ͷکوچ یͷخطای بروز معادلاتخطͬ دستͽاه از گونه این حل در
داریم: Ax = b معادلاتخطͬ دستͽاه در شد. خواهد مدل در زیادی خطای انتشار و بروز سبب اعداد سازی

١
cond(A)

∥δb∥
∥b∥

≤ ∥δx∥
∥x∥

≤ cond(A)
∥δb∥
∥b∥

ماشین در سازی ذخیره خطای از ناشͬ مͬ�تواند که مͬ�باشد سمت بردار نسبͬ خطای بیانͽر ∥δb∥
∥b∥ که طوری به

بزرگ مقادیر ازای به که مͬ�شود مشاهده بالا رابطه اینصورتاز در است. اجتنابناپذیر اغلبموارد در و باشد
تقریبͬ های جواب نسبͬ خطای با رابطه در دقیقͬ اطلاعات ∥δb∥∥b∥ نسبͬ خطای ضرائب، ماتریس شرطͬ عدد
روش�هایعددی پایداری و دقت میزان در ضرائب ماتریس شرطͬ عدد تأثیر و اهمیت به توجه با لذا نمͬ�دهد.
پایه�ای توابع انواع از استفاده با درونیابͬ مسائل از حاصل ماتریسهای شرطͬ عدد بخشتلاشمͬ�شود این در

٢٣Condition Number
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داریم: شود) مشاهده [۶٩] (مرجع ٢۴ گرشͽورین قضیه به توجه با منظور این برای شود. بررسͬ شعاعͬ

|λmax − aii| ≤
N∑

j = ١
j ̸= i

|aij |

داریم: بنابراین
λmax ≤ N max |aij |, i, j = ١, . . . , N

بنابراین: است، aij = ϕ(xi − xj) درونیابͬ، مسائل ضرائب ماتریس در طرفͬ از
λmax ≤ N max{|aij |, i, j = ١, . . . , N} = N max{|ϕ(xi − xj)|, i, j = ١,٢, . . . , N},

به متناظر N مقدار گاه آن باشند، نشده پراکنده بد خیلͬ نقاط مجموعه اگر که مͬ�شود نتیجه بالا رابطه از
ماتریس ویژه مقادیر برای قبول قابل بالای کران ͷی لذا و مͬ�کند رشد (h−s

χ,Ω) نقاط مجموعه تراکم فاصله
عدد برای بالا کران ͷی محاسبه برای بنابراین نباشد. زیاد (s) فضا بعد اگر مخصوصأ مͬ�شود ایجاد ضرائب
محاسبه λmin برای پایین کران ͷی متناظرأ یا ∥A−١∥ برای بالا کران ͷی است کافͬ ماتریسضرائب، شرطͬ
به توجه با کرد. خواهیم متمرکز مثبت معین های ماتریس بر را خود توجه ، فوق موارد بررسͬ برای شود.
رابطه مثبت معین های ماتریس ویژه مقدار کوچͺترین برای همواره که مͬ�شود نتیجه ٢۵ ریلͬ قسمت خارج

است: برقرار زیر

λmin = inf
c ∈ RN\{٠}

cTAc

cT c
,

همچنین و باشد Rs فضای بر متمایز نقاط از مجموعه�ای x = {x١,x٢, . . . ,xN} کنید فرض .١.۴.١ لم
ϕ(٠) ≤ ٠ خاصیت و ͷی مرتبه از مشروط اکید منفͬ معین تابع یا اکید مثبت معین تابع ͷی ϕ : Rs → R

این در باشد. aij = ϕ(xi − xj) های درایه با درونیاب ماتریس ͷی Aماتریس کنید فرض همچنین باشد.
: باشیم داشته

∑n
j=١ cj = ٠ فرض با c بردار هر ازای به اگر صورت

N∑
i=١

N∑
j=١

cicjaij ≥ θ∥c∥٢,

گاه آن
∥A−٢∥١ ≤ θ−١.

.θ = λmin که مͬ�شود نتیجه ریلͬ قسمت خارج به توجه با مثبت، معین ماتریسهای ازای به که شود توجه
ماتریس نرم برای بالا کران ͷی A ماتریس ویژه مقدار کوچͺترین چͽونه که مͬ�دهد نشان فوق لم بنابراین

مͬ�دهد. ارائه A−١

٢۴Gershgorin’s theorem
٢۵Rayleigh quotient
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در بیشتر مطالعه برای مͬ�شود. اجتناب A−١ ماتریس نرم برای کران محاسبه ͬͽونͽچ بیان از قسمت این در
،٧۶ ،٩٨] مراجع به مͬ�توانند علاقمندان ، A−١ ماتریس نرم برای ها�ی کران محاسبه�این های ͷنیͺت با رابطه
از زیر های مثال در مͬ�شوند. گزارش [٩٨] مرجع از شده محاسبه ها کران برخͬ ادامه در کنند. مراجعه [٩٠

است: شده استفاده زیر مشخص های ثابت

Ms = ١٢
(πΓ٢( s+٢

٢ )

٩
) ١

s+١ ≤ ۶٫ ٣٨s, Cs =
١

٢Γ( s+٢
٢ )

(
Ms√

٨
)s.

است[٩٨]. شده محاسبه ٢۶ ͹استرلین فرمول کارگیری به با Ms برای شده ارائه بالای کران بالا روابط در
ها مثال

: داریم ϕ(x) = e−ε∥x∥٢ گاوسͬ توابع برای گاوسͬ ١�توابع

λmin ≥ Cs(٢ε)
−s
٢ e−۴٠٫٧١s٢/(q٢

χε)q−s
χ ,

یافته تعمیم معͺوس های ربعͬ چند توابع برای یافته تعمیم معͺوس های ربعͬ چند ٢�توابع
ϕ(x) = (∥x∥٢ + ε٢)β, β ∈ R\Z

داریم:
λmin ≥ C(ε, β, s)q

β− s
٢+

١
٢

χ e−٢εMs/qχ

مͬ�باشد. مشخص ثابت ͷی C(ε, β, s) آن در که

مشاهده یافته تعمیم معͺوس های ربعͬ چند و گاوسͬ توابع برای شده محاسبه های کران از که گونه همان
qχ نقاط ͷیͺتف فاصله میزان کاهش اثر در ،ε مقدار بودن ثابت فرض با درونیابͬ مسأله ͷی در مͬ�شود،
مͬ�رود انتظار نتیجه در مͬ�کند، میل صفر به نمایͬ طور به λmin پایین کران درونیابͬ) نقاط تعداد (افزایش
دامنه در درونیابͬ نقاط افزودن موارد اغلب در لذا یابد. افزایش نمایͬ طور به درونیاب ماتریس شرطͬ عدد
از مͬ�توان موارد برخͬ در شد. خواهد مسأله بیشتر شرطͬ بد سبب درونیابͬ، دقت بهبود منظور به نظر مورد
فاصله میزان کاهش اثر در شرطͬ بد مͬ�شود مشاهده که همانͽونه زیرا کرد جلوگیری شرطͬ بد افزایش این
شده محاسبه های کران از که همانͽونه علاوه، به درونیابͬ. نقاط افزایش اثر در لزومأ نه و مͬ�دهد رخ ͷیͺتف
نقاط)، ͷیͺتف فاصله بودن ثابت ویژه طور به (یا درونیابͬ نقاط تعداد بودن ثابت فرض با مͬ�شود، مشاهده
کاهش با مͬ�رود انتظار بنابراین مͬ�شود. شرط بد صعودی طور به درونیاب ماتریس ،ε مقدار کاهش اثر در

یابد. کاهش مسأله شرطͬ بد ،ε مقدار
داریم: ͷباری صفحه�ای های اسپلاین توابع برای ͷباری صفحه�ای های اسپلاین ٣�توابع

ϕ(x) = (−١)β+١∥x∥٢β log(∥x∥), β ∈ N.
٢۶Stirling’s formula
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داشت: خواهیم
λmin ≥ C(ε, β, s)cβ(٢Ms)

−s−٢β(qχ)
٢β,

مͬ�باشد. مشخص ثابت ͷی cβ که طوری به
میزان کاهش اثر در ،ͷباری صفحه�ای های اسپلاین توابع برای مͬ�شود مشاهده بالا رابطه از که گونه همان
شرطͬ عدد مقدار نتیجه در و کاهشمͬ�یابد λmin پایین کران مقدار درونیابͬ مسأله در qχ نقاط ͷیͺتف فاصله

مͬ�باشد. چندجمله�ای مرتبه از مسأله شرطͬ بد افزایش این هرچند مͬ�یابد. افزایش درونیاب ماتریس
: شعاعͬ توانͬ توابع برای شعاعͬ توانͬ ۴�توابع

ϕ(x) = (−١)⌈β/٢⌉∥x∥β, ٠ < β /∈ ٢N.

داشت: خواهیم
λmin ≥ C(ε, β, s)cβ(٢Ms)

−s−β(qχ)
β,

مͬ�باشد. مشخص ثابت ͷی( ͷباری صفحه�ای اسپلاین توابع در cβ ثابت با متفاوت ) cβ که طوری به
اثر در ،ͷباری صفحه�ای های اسپلاین توابع مشابه حالت این در مͬ�شود مشاهده بالا رابطه از که گونه همان
نتیجه در و مͬ�یابد کاهش λmin پایین کران مقدار درونیابͬ مسأله در qχ نقاط ͷیͺتف فاصله میزان کاهش
چندجمله�ای مرتبه از مسأله شرطͬ بد افزایش این هرچند مͬ�یابد. افزایش درونیاب ماتریس شرطͬ عدد مقدار

مͬ�باشد.



٢ فصل

شبͺه بدون روش�های بر مروری

مقدمه ١.٢

به منجر پایه علوم و مهندسͬ علوم صنعت، در ͬͺفیزی و طبیعͬ های پدیده از بسیاری ریاضͬ سازی مدل
جواب محاسبه به نیاز ها پدیده این توصیف برای لذا مͬ�شوند. زمان به وابسته جزیͬ مشتقات با معادلات
پذیر امͺان معادلات این اغلب برای دقیق جواب محاسبه که جا آن از مͬ�باشد. معادلات از دسته این های
ارایه جزیͬ مشتقات با معادلات حل برای متنوعͬ عددی های والͽوریتم روش�ها که است شده سبب نیست
روش�های به مͬ�توان جزیͬ مشتقات با معادلات حل برای استاندارد و کاربرد پر عددی روش�های از شوند.
عددی روش�های را روش�ها از رده این کرد. اشاره متناهͬ حجم و متناهͬ تفاضلات شده، تقسیم تفاضلات
شبͺه بالای محاسباتͬ هزینه به مͬ�توان روش�ها این عمده معایب از مͬ�نامند. جواب ناحیه بندی شبͺه بر مبتنͬ
اطلاعات از نمͬ�توان تر ظریف های بندی شبͺه به نیاز صورت در طرفͬ از کرد. اشاره روش�ها این در بندی
برای روش�ها این کارگیری به علاوه به شود. انجام اول از باید محاسبات کلیه و کرد استفاده قبلͬ های شبͺه
پذیر انجام یا و دشوار بسیار موارد اغلب در متعارف نا هندسͬ اشͺال با های دامنه یا و بالا ابعاد با مسایل
شبͺه بدون روش�های مهندسͬ پیچیده مسایل تقریبͬ های جواب آسان و سریع محاسبه برای لذا نمͬ�باشند.
داخل در پراکنده نقاط از ای مجموعه از ناحیه بندی شبͺه از اجتناب برای روش�ها این در اند. شده معرفͬ
شده ارائه متعددی شبͺه بدون روش�های چند هر مͬ�شود. استفاده بندی شبͺه جای به آن مرز روی و ناحیه

مͬ�باشد: استوار معمول و اساسͬ گام سه روش�بر اجرای روش�ها، این همه در ولͬ اند
:١ نقاط تولید -١

دامنه که صورت این به مͬ�باشد، نقاط تولید شبͺه بدون روش�های اجرای در اساسͬ و مشترک گام اولین
صورت به مͬ�توانند پوششͬ نقاط این مͬ�شوند. داده پوشش نقاط از پراکنده مجموعه ͷی توسط مسأله مرز و

باشند. (تصادفͬ) نامنظم یا منظم پراکنده های داده
١Node generation
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٢ جواب: تقریب -٢

پایه�ایمشخص توابع از ترکیبخطͬ ͷی صورت به مجهول تابع شبͺه، بدون روش�های اجرای دوم گام در
مͬ�نامیم. جواب تقریب را عمل این مͬ�شوند. زده تقریب جواب اعضای از

٣ آزمودن: -٣
در پیشنهادی جواب تقریب در مجهول ضرائب محاسبه برای شبͺه، بدون روش�های اجرای آخر گام در
مͬ�تواند آزمون این مͬ�نامند. جواب آزمودن را گام این کند. صدق حاکم معادلات در جواب آن باید دوم، گام

باشد. کلͬ یا محلͬ و قوی یا ضعیف فرم به
هدف رساله این در اند. شده متفاوتͬ شبͺه بدون روشهای به منجر آزمودن و جواب تقریب متفاوت روشهای
اجرای گانه سه اجزاء ادامه در مͬ�باشد. پایه�ایشعاعͬ توابع مبنای بر شبͺه روش�بدون ͷی توسعه و بررسͬ

شد. خواهند بررسͬ ویژه طور به شبͺه بدون روش�های

نقاط تولید ٢.٢

مسأله ناحیه در میدانͬ نقاط تولید به نیاز شبͺه بدون روش�های اجرای اول گام در شد، اشاره که گونه همان
پراکنده های داده انتخاب در عمل آزادی شبͺه بدون روش�های اصلͬ های مزیت از ͬͺی مͬ�باشد. نظر مورد
در پراکنده های داده انتخاب در متداول های فرم از برخͬ ادامه در مͬ�باشد. ها مرز روی و دامنه داخل در

مͬ�شوند: ارائه Ω ∈ R٣ همچنین و Ω ∈ R٢ آزمون های دامنه
با نقاط انتخاب شبͺه، بدون روش�های در نقاط انتخاب نوع ترین متداول از ͬͺی : یͺنواخت های داده �

که: صورت این به مͬ�باشد. دامنه در یͺنواخت پراکندگͬ

xi = x٠ + ih, i = ٠,١, . . . , n,

اند. شده رسم بعدی سه و بعدی دو آزمون های فضا در یͺنواخت های داده (١.٢) شͺل در

شبͺه بدون روش�های در انتخابͬ نقاط از دیͽری معمول رده چبیشف، نقاط مجموعه : چبیشف۴ نقاط �
بیشتر مرز به ͷنزدی نقاط در جواب حساسیت که مسائلͬ حل برای اغلب نقاط از مجموعه این مͬ�باشد.
مͬ�باشند. دامنه در واقع چبیشف های ای جمله چند های ریشه نقاط این حقیقت در مͬ�شوند. استفاده است،

اند. شده رسم بعدی سه و دو آزمون های دامنه در نقاط از مجموعه این (٢.٢) شͺل در

٢Trial approximation
٣Testing
۴Chebyshev data
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٢۶ قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش

در میدانͬ نقاط عنوان به که مͬ�باشند موجود دامنه در پراکنده نقاط از دیͽری متفاوت های رده همچنین
شد. خواهند استفاده شبͺه بدون روش�های

جواب تقریب ٣.٢

مͬ�باشد. جواب تقریب شبͺه، بدون روش�های در مشترک و اساسͬ گام دومین شد، اشاره قبلا́ که گونه همان
مͬ�شود. گرفته نظر در زیر صورت به و پایه�ای توابع از خطͬ ترکیب ͷی صورت به مسأله جواب گام این در

uh(x) =
N∑

j=١
λjΦj(x),

سوم گام در که مͬ�باشند مجهول ضرائب λ و مشخص پایه�ای توابع Φj(.) فوق، رابطه در که طوری به
توابع و شعاعͬ پایه�ای توابع ای، پایه توابع از رده دو قبل فصل در مͬ�شوند. محاسبه شبͺه بدون روش�های
جامع طور به پراکنده های داده درونیابͬ مسائل در ها آن به مربوط قضایای و شدند معرفͬ ویژه های جواب
عنوان به ویژه های جواب توابع همچنین و شعاعͬ پایه�ای توابع از رساله این در کلͬ طور به شدند. بررسͬ
با دیفرانسیل معادلات با مواجه در که داشت توجه باید مͬ�شود. استفاده ها جواب تقریب گام در پایه�ای توابع
برخͬ اعمال با یا و مͬ�باشند اعتبار فاقد درونیابͬ مسائل در معتبر قضایای و نتایج از بسیاری جزیͬ مشتقات
بررسͬ قضایا و نتایج این شبͺه، بدون روش�های بررسͬ هنͽام و ادامه در مͬ�باشند. استفاده قابل تغییرات

شد. خواهند
صدق حاکم معادلات قوی یا ضعیف فرم در پیشنهادی های جواب شبͺه، بدون روش�های سوم گام در
که اند گردیده ارائه حال به تا روش�آزمودن چندین مͬ�شوند. محاسبه مجهول ضرائب سپس و مͬ�شود داده

کرد: بندی دسته زیر های گروه در را آنها مͬ�توان

محلͬ) (روش�هم سراسری قوی فرم به آزمودن ۴.٢

کار به هموار ͬͺهیدرودینامی روش�ذرات همچنین و شعاعͬ پایه�ای توابع تقریب در گسترده طور روش�به این
معادلات قوی و اصلͬ درفرم محلͬ) هم نقاط(نقاط از یͷمجموعه در باید تقریب تابع روش، این در مͬ�رود.
در باشند. مجزا باید نقاط این و باشد کمتر مجهول ضرایب تعداد از نباید نقاط این تعداد کند. صدق حاکم
ͷروش�ی این وضوح به هستند. تقریبمجهول ضرایب که مͬ�شود معادلات یͷدستͽاه به تبدیل مساله نتیجه

است. ناپایداری آن اصلͬ مشͺل اما مͬ�باشد، سریع و روش�ساده
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متقارن) (نا کانسا محلͬ روش�هم ١.۴.٢

شعاعͬ پایه�ای توابع روش�از دراین مͬ�باشد. شبͺه بدون روش�های معروفترین از ͬͺی [۵٩ ،۵٨] ۵ روش�کانسا
نیز شعاعͬ پایه�ای توابع محلͬ روش�هم روش�را این موارد اغلب در لذا مͬ�شود، استفاده جواب تقریب برای
کانسا توسط ١٩٩٠ سال در بار اولین برای و مسأله بر حاکم معادلات قوی فرم بر روش�مبتنͬ این مͬ�نامند.
علت به . [۵٨] گرفت قرار استفاده مورد بیضوی جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای و معرفͬ
گرفت قرار دانشمندان و مهندسان توجه مورد سرعت روش�به این روش�کانسا، بالای کارایͬ و اجرا در سادگͬ
زیادی های توسعه اخیر های سال در شد. استفاده پایه علوم و مهندسͬ مسائل حل در وسیعͬ طور به و
خطا کران با رابطه در جالبͬ تحلیلͬ نتایج علاوه به و است شده روش�داده این دقت و کارایͬ افزایش برای
با مواجه در آن پذیری انعطاف و بالا دقت در کانسا روش� اصلͬ مزیت اند. شده روش�اثبات این همͽرایͬ و
روش�کانسا در نیاز مورد هندسͬ اطلاعات تنها که شد متذکر باید مͬ�باشد. نامنظم هندسͬ های دامنه با مسائل
بالا ابعاد با مسائل برای را آن مͬ�توان راحتͬ به لذا و مͬ�باشد دامنه در شده انتخاب میدانͬ نقاط بین فاصله

داد. تعمیم
بͽیرید: نظر در را زیر کلͬ مرزی مقدار مسأله روش�کانسا، توضیح برای

Lu(x) = f(x), x ∈ Ω, (١.٢)

Bu(x) = g(x), x ∈ Γ, (٢.٢)

به و معلوم توابع f, g مرزی، دیفرانسیلͬ عملͽر B دیفرانسیلͬ، عملͽر L فوق رابطه در که طوری به
کنید فرض .Ω̄ = Ω ∪ Γ نهایت در و Ω مرز Γ مدل، دامنه داخلͬ ناحیه Ω ∈ Rd هموار، کافͬ اندازه
متمایز میدانͬ نقاط ،{(xj , g(xj)}Nj=Ni+١ و Ω دامنه داخل در متمایز و میدانͬ Niنقطه ،{(xj , f(xj)}Ni

j=١

دادن نشان برای Nb نماد از و داخلͬ نقاط تعداد دادن نشان برای Ni نماد از بخش این ادامه در باشند. مرزی
شد. خواهد استفاده مرزی نقاط تعداد

زیر خطͬ معادلات دستͽاه صورت به {ξk}Nk=١ محلͬ هم نقاط انتخاب با را ١.٢ مدل محلͬ، هم روش�های
مͬ�کنند: تبدیل

Lu(ξk) = f(ξk), k = ١,٢, . . . ,Ni, (٣.٢)

Bu(ξk) = g(ξk), k = Ni + ١, . . . ,N , (۴.٢)

مͬ�باشد: شعاعͬ پایه�ای توابع از صورتیͷترکیبخطͬ به uجواب تابع تقریب روش�کانسا، اساسͬ ایده

uN (x) =
N∑
j=١

λjϕ(∥x− xj∥), (۵.٢)

۵Kansa’s method
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مدل در (۵.٢) رابطه جایͽذاری با مͬ�باشند. مجهول ضرائب ها λj و مرکزی نقاط ها xj که طوری به
مͬ�شود: نتیجه (١.٢) شده ارائه

N∑
j=١

λjLϕ(∥x− xj∥) = f(x), x ∈ Ω, (۶.٢)

N∑
j=١

λjBϕ(∥x− xj∥) = g(x), x ∈ Γ, (٧.٢)

مͬ�شود: نتیجه محلͬ، هم دستͽاه از استفاده با ادامه در و

N∑
j=١

λjLϕ(∥ξk − xj∥) = f(ξk), k = ١,٢, . . . ,Ni, (٨.٢)

N∑
j=١

λjBϕ(∥ξk − xj∥) = g(ξk), k = Ni + ١, . . . ,N , (٩.٢)

این در ولͬ مͬ�شوند، گرفته نظر در یͺسان محلͬ هم نقاط و مرکزی نقاط روش�کانسا اجرای در معمولا˟
دستͽاه حل با ادامه در نباشند. یͺسان محلͬ هم نقاط و شعاعͬ پایه�ای توابع مراکز مͬ�شود فرض بخش
در روش�کانسا واعتبار کارایͬ مͬ�شود. محاسبه شده ارائه مدل برای تقریبͬ جواب ͷی (٨.٢) معادلات
توابع محلͬ روش�هم از که روش�ها از ای مجموعه [۵٩] مقاله در کانسا است. شده بررسͬ متنوعͬ مقالات
توابع عنوان به ها ربعͬ چند توابع از استفاده روش�با این کارایͬ و داده شرح را مͬ�کنند استفاده شعاعͬ پایه�ای
روش�تفاضلات با را حاصل نتایج و داده قرار تحلیل و تجزیه مورد دقت و محاسباتͬ پیچیدگͬ دید از را پایه�ای
سازی گسسته از حاصل دستͽاه که است این روش�کانسا اساسͬ مشͺل متأسفانه است. کرده مقایسه متناهͬ
بررسͬ به مفصل طور به نویسندگان [۵۵] مقاله در باشد. منفرد مͬ�تواند نقاط از آرایشخاصͬ برای محلͬ هم

اند. پرداخته موضوع این

سراسری تقریبͬ ویژه های روش�جواب ٢.۴.٢

روش�عددی سه و کرده مطرح را ٧ ویژه جوابهای ایده بار اولین برای [٨] مقاله در ۶ ١٩٨۵اتͺینسون سال در
روش�جواب [٢١] مقاله در همͺارانش و چن اخیراً کرد. ارائه ٨ پوآسون معادله ویژه های جواب محاسبه برای
قوی فرم بر مبتنͬ و شبͺه روش�بدون ͷی تقریبͬ ویژه های روش�جواب اند. کرده رامعرفͬ ٩ تقریبͬ ویژه های

۶Atkinson
٧Particular Solutions
٨Poisson’s equation.
٩Method of Approximate Particular Solutions
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ویژه های روش�جواب در بͽیرید. نظر در را ١.٢ معادله روش، این توصیف برای مͬ�باشد. حاکم معادلات
: صورت به وابسته دیفرانسیل معادله ͷی MAPSابتدا تقریبͬ

LΨ(r) = ϕ(r), (١٠.٢)

تابع فوق معادله حل از مͬ�باشد. معلوم و شعاعͬ پایه�ای تابع ͷی ϕ(r) که طوری به مͬ�شود، گرفته نظر در
f(x) تابع ادامه در مͬ�نامند. ϕ(r) تابع به وابسته L عملͽر ویژه جواب را تابع این که مͬ�شود محاسبه Ψ(r)

مͬ�گیرند: نظر در زیر صورت به و ϕ(r) مانند مشخص شعاعͬ پایه�ای تابع ͷی از خطͬ ترکیب صورت به را

Lu(x) = f(x)

=
N∑
j=١

λjϕ(∥x− xj∥), (١١.٢)

مͬ�شود: نتیجه فوق رابطه همچنین و (١١.٢) رابطه به باتوجه بنابراین

uN (x) =

N∑
j=١

λjΨ(∥x− xj∥), (١٢.٢)

مͬ�شود: نتیجه (١.٢) حاکم معادلات در uN جایͽذاری با ادامه در

LuN =
N∑
j=١

λjϕ(∥x− xj∥) = f(x), x ∈ Ω,

BuN =

N∑
j=١

λjBΨ(∥x− xj∥) = g(x), x ∈ Γ, (١٣.٢)

رابطه در ها آن جایͽذاری و {ξk}Nk=١ محلͬ هم نقاط انتخاب با محلͬ، هم روش�های اساس بر نهایت در
مͬ�شوند: حاصل زیر معادلات دستͽاه فوق

N∑
j=١

λjϕ(∥ξk − xj∥) = f(ξk), k = ١,٢, . . . ,Ni,

N∑
j=١

λjBΨ(∥ξk − xj∥) = g(ξk), k = Ni + ١, . . . ,N . (١۴.٢)

کرد: بازنویسͬ زیر ماتریسͬ فرم به مͬ�توان را فوق خطͬ معادلات دستͽاه
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Mλ = b, (١۵.٢)

b = [f(ξ١), . . . , f(ξNi), g(ξNi+١), . . . , g(ξN )]T ،λ = [λ١, λ٢, . . . , λN ]T فوق رابطه در طوریکه به
مͬ�باشند: Mkjزیر عناصر با N ×N ماتریس ͷیM و

Mkj =

{
ϕ(∥ξk − xj∥), k = ١,٢, . . . ,Ni, j = ١, . . . , N,

BΨ(∥ξk − xj∥), k = Ni + ١,٢, . . . ,N , j = ١, . . . , N,

حل از مͬ�توان را λ مجهول ضرائب بردار نتیجه در باشد، پذیر معͺوس M ماتریس کنید فرض اکنون
مͬ�شود. حاصل (١٢.٢) رابطه از مفروض معادله تقریبͬ جواب نهایت در کرد. محاسبه (١۵.٢) دستͽاه

MAPS روش� در اساسͬ مرحله ͷی (١٠.٢) معادله برای ویژه جواب ͷی یافتن شد مشاهده که گونه همان
دیفرانسیلͬ عملͽر هر ازای به و (١٠.٢) معادله برای ویژه یͷجواب یافتن موارد اغلب در متأسفانه مͬ�باشد.
بازنویسͬ زیر صورت به (١٠.٢) رابطه تلاشمͬ�شود ایراد این رفع برای لذا است. ممͺن غیر حتͬ و دشوار L

شود:

L̃u(x) = f(x) + (L̃ − L)u(x), x ∈ Ω,

ویژه جواب ،ϕ(r) معلوم شعاعͬ پایه�ای تابع ازای به که مͬ�باشد دیفرانسیلͬ عملͽر ͷی L̃ که طوری به
معادله

L̃(r) = ϕ(r),

گاه آن باشد، معلوم تابع ͷی γ(x) کنید فرض مثال عنوان به باشد. محاسبه قابل راحتͬ به

(∆± γ(x))u = f(x) −→ L̃ = ∆,

(∆− ∂

∂n
)u = f(x) −→ L̃ = ∆,

(∆٢ +∆+ γ(x))u = f(x) −→ L̃ = ∆٢.

مͬ�باشد. لاپلاسین عملͽر ∆ = ( ∂
∂x١

+ ∂
∂x٢

+ . . .+ ∂
∂xd

) آن در که طوری به

موضعͬ قوی فرم به آزمودن ٣.۴.٢

اخیر های سال در که مͬ�باشد قوی فرم به آزمودن بر مبتنͬ روش�های از کارا و جالب توسعه ͷی روش� این
های جواب که سراسری قوی فرم به آزمودن روش�های خلاف روش�بر این در است. شده استفاده و معرفͬ
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نقاط مجموعه از مͬ�کرد، استفاده جواب آزمودن برای اصلͬ دامنه در پراکنده نقاط از مجموعه ͷی در تقریبͬ
کاهش روش�و افزایشپایداری سبب آزمودن نوع این مͬ�کند. استفاده اصلͬ دامنه در موضعͬ نواحͬ در پراکنده

مͬ�شود. روش� پارامترهای تغییرات روش�به حساسیت

سراسری ضعیف فرم به آزمودن ۴.۴.٢

عناصر با روش�گالرکین است. مساله تغییراتͬ یا ضعیف فرم از استفاده نیازمند روش�گالرکین اجرای جهت
از حاصل انتͽرالهای محاسبه برای و روش�گالرکین از هسته اجزای روش�بازتولید یͺه، روش�افراز ١٠ آزاد،
کرده بیان چنین روش، این اجرای از آمده دست به نتایج در مͬ�کنند. استفاده عددی گیری انتͽرال روشهای
بیشتر متناهͬ روش�عناصر از مͬ�تواند همͽرایͬ سرعت و ١١ نمͬ�رسد بست بن به جا هیچ روش�در این که اند

کرد. اشاره دامنه) کل در روش(انتͽرالͽیری این اجرای بالای هزینه به روش�مͬ�توان این معایب از شود.

محلͬ ضعیف فرم به آزمودن ۵.۴.٢

معادلات شبͺه روش�بدون نمودند: ارائه شبͺه روش�بدون نوع دو ١٣ ژو(٢٠٠٠) و اتلوری و ١٢ (١٩٩٩) ژو
مربعات کمترین تقریب روش�از دو هر ١۵ محلͬ. پتروف-گالرکین شبͺه روش�بدون و ١۴ محلͬ مرزی انتͽرال
از �MLPGروش هستند) تابع مقادیر اینجا در مجهولات(که آوردن دست به برای اما مͬ�کنند. استفاده محلͬ
روی باید معادلات مͬ�کنند. استفاده محلͬ مرزی انتͽرال معادلات از �LBIEروش و محلͬ انتͽرال معادلات

مͬ�شوند. محاسبه آنها مرز و ها زیردامنه این روی ها انتͽرال و باشند برقرار منظم شͺل با های زیردامنه
بررسͬ ویژه طور به زیر در که مͬ�شود استفاده ها جواب آزمودن برای بالا در شده یاد روش�های از رساله این در

شد. خواهند

١٠Element Free Galerkin(EFG)
١١do not exhibit any volumetric locking
١٢Zhu
١٣Atluri and Zhu
١۴meshless local boundary integral equation (LBIE)
١۵meshless local Petrov-Galerkin (MLPG)



٣ فصل

رشد عددی بررسͬ برای شبͺه بدون روش ͷی
تومورها انتشار در مویرگͬ

مقدمه ١.٣

از بسیاری درک اساس قدیمͬ عروق توسعه و رشد از حاصل جدید عروق عنوان به زایͬ رگ پیچیده فرآیند
خونͬ عروق آن در استکه فرآیندی رگزایͬ طبیعͬ، شرایط در باشد. پاتولوژیͷمͬ فیزیولوژیͷو های پدیده
پاتولوژی، اصول مبنای بر و کلͬ حالت در شود. مͬ جنین رشد سبب و شده تشͺیل جنین وجود در جدید
ͷی زایͬ رگ فرآیند خاص طور به است. ترومبوز و روماتوئید بیماری ها، زخم درمان برای اساسͬ زایͬ رگ
در زایͬ رگ فرآیند اخیر نقش دارد. عهده بر جامد تومورهای انواع از بسیاری رشد و ایجاد در کلیدی نقش
زایͬ رگ فرآیند اخیر های سال در چند هر شد. خواهد بررسͬ رساله ار بخش این در تومورها انتشار و تولید
زایͬ رگ فرآیند بررسͬ حال این با اند، گرفته قرار بررسͬ مورد کامل طور به ها جنین رشد و توسعه در طبیعͬ
و ها زخم بهبود در زایͬ رگ فرآیند بررسͬ اول حالت در دارد. قرار محققان علاقه مورد ویژه حالت دو در
جدید عروقͬ های شبͺه که شود مͬ مشاهده اخیر حالت در تومورها. انتشار در زایͬ رگ فرآیند بررسͬ دیͽر
ابتدا تومورها، زایͬ رگ به منجر فرآیند توضیح منظور به گیرند. مͬ شͺل عروق جدید های جوانه طریق از
اندوتلیال های سلول شود. مͬ ارایه خونͬ عروق اندوتلیال مرکزی های سلول اهمیت از مختصری شرح با
و مسطح های سلول از لایه ͷت ͷی آنها ها، مویرگ داخل در دهند. مͬ تشͺیل را خونͬ عروق همه پوشش
هر است نشده شناسایͬ کامل طور به شده القا زایͬ رگ عامل انتشار چͽونه دهند. مͬ تشͺیل را یافته توسعه
١ لوین اخیرأ باشد. آن انتشار و تولید در اصلͬ عامل ͷی است ممͺن هیپوکسͬ علت به انرژی تعادل عدم چند
.[۶١] اند کرده ارائه تومورها انتشار در مویرگͬ رشد و گیری شͺل فرآیند برای ریاضͬ مدل ͷی همͺارانش و
٢ اندوتلیال های سلول حرکت بر حاکم های رفتار از اولیه ریاضͬ مدل ͷی نویسندگان شده، ارائه مدل این در

١Levine
٢endothelial cells
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زیر: سهموی جزئͬ مشتقات معادله ͷی صورت به را

∂u

∂t
= D

∂

∂x

(
u
∂

∂x

(
ln

u

f(x)

))
, ٠ < x < ١, ٠ < t ≤ τ, (١.٣)

مرزی و اولیه شرایط با

u(x,٠) = ١, ٠ < x < ١,

Du
∂

∂x
(ln

u

f(x)
)
∣∣
x=٠ = ٠, ٠ ≤ t ≤ τ, (٢.٣)

Du
∂

∂x
(ln

u

f(x)
)
∣∣
x=١ = ٠, ٠ ≤ t ≤ τ,

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به و مͬ�باشد انتقال احتمال تابع f(x) تابع که طوری به کردند، ارائه

f(x) =
(a+Axs(١ − x)s

b+Axs(١ − x)s
)β١(e+ ١ −Bxs(١ − x)s

d+ ١ −Bxs(١ − x)s
)β٢

پارامترهای همچنین و سلول انتشار Dثابت توصیفکرده، را اندوتلیال های ,u(xغلظتسلول t) علاوه به
فوق ریاضͬ مدل حل برای تحلیلͬ روش تاکنون مͬ�باشند. مشخص های ثابت β٢ و a, b, d, e, A,B, s, β١

اخیر های سال در مدل، این برای دقیق و تحلیلͬ جواب ͷی وجود عدم علت به بنابراین است. نشده ارائه
روش بر مبتنͬ عددی روش ͷی ابتدا در است. شده واقع توجه مورد مدل این عددی های جواب بررسͬ
ͷنیͺت ͷی همͺارانش و سعادتمندی ادامه در . [٧٩] شد ارائه مدل این عددی حل برای متناهͬ تفاضلات
این عددی تحلیل و تجزیه برای شده داده شیفت لژاندر های پایه از استفاده با طیفͬ روش بر مبتنͬ عددی
حل ٣برای شونده تͺرار عملͽر تقسیم روش بر مبتنͬ کارا عددی روش ͷی نیز اخیرأ .[٨٣] کردند ارائه مدل
شده اشاره مقاله سه هر در که است اهمیت حائز دارای نͺته این ذکر .[۵١] است شده کارگرفته به مدل این
مورد (D = ٠٫ ٠٠٠٢۵) سلولͬ انتشار ثابت ͷکوچ بسیار مقادیر ازای به تنها عددی های روش دربالا،
سلولͬ انتشار ثابت بزرگتر مقادیر ازای به مدل این خطا، انتشار از جلوگیری برای و اند گرفته قرار استفاده
هم روش بر مبتنͬ کارا عددی روش ͷی مͬ�شود تلاش بخش این در است. نͽرفته قرار بررسͬ مورد تاکنون

شود. ارایه شعاعͬ پایه��ای توابع از استفاده با و حاکم ریاضͬ مدل قوی فرم و محلͬ

عددی های ͷنیͺت ٢.٣

(١.٣)با معادله در شده ارائه مدل حل برای شعاعͬ پایه��ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش ͷی بخش این در
(١.٣) معادله F (x) = f(x)/f ′(x) فرض با منظور این برای شد. خواهد ارائه (٢.٣) اولیه و مرزی شرایط

شد: خواهد تبدیل زیر صورت به
٣Iterative operator splitting method
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∂u

∂t
= D

(∂٢u

∂x٢ − ∂(uF )

∂x

)
, ٠ < x < ١, ٠ < t ≤ τ, (٣.٣)

شد: خواهند بازنویسͬ زیر صورت به (٢.٣) مرزی و اولیه شرایط همچنین و

u(x,٠) = ١, ٠ < x < ١, (۴.٣)

D
(∂u
∂x

∣∣
x=٠ − u(٠, t)F (٠)

)
= ٠, ٠ ≤ t ≤ τ, (۵.٣)

D
(∂u
∂x

∣∣
x=١ − u(٠, t)F (٠)

)
= ٠, ٠ ≤ t ≤ τ. (۶.٣)

قرار بررسͬ مورد (۶.٣) و (۵.٣) مرزی شرایط و (۴.٣) اولیه شرایط با (٣.٣) معادل مسئله ادامه در
گرفت. خواهد

زمانͬ سازی گسسته ١.٢.٣

وابسته مشتق سازی گسسته برای (٠ ≤ θ ≤ ١) دار −θوزن متناهͬ تفاضلات روش ͷی ابتدا بخش این در
مͬ�شود: ارائه زیر صورت به متوالͬ زمانͬ سطح دو در (٣.٣) معادله در زمان به

un+١ − un

δt
= Dθ(un+١

xx − un+١
x F − un+١Fx) +D(١ − θ)(unxx − unxF − unFx),

صورت به فوق معادله سازی ساده با .un = u(x, tn) و زمانͬ گام اندازه δt = tn+١ − tn که طوری به
مͬ�شود: بازنویسͬ زیر

un+١ − δtDθ(un+١
xx − un+١

x F − un+١Fx) = un + δtD(١ − θ)(unxx − unxF − unFx). (٧.٣)

صورت به (۴.٣) اولیه شرط کارگیری به با (٧.٣) شده گسسته رابطه در مͬ�شود مشاهده که گونه همان
زمانͬ سطح روی بر جواب تابع مقدار به un ،n زمانͬ سطح در زمان به وابسته جواب تابع ،u٠ = u(x,٠)
معادل ترتیب به حاصل معادلات ،θ = ٠,٠٫ ۵,١ گرفتن نظر در با (٧.٣) رابطه در است. وابسته آن قبلͬ
θ مختلف مقادیر اثر ادامه در مͬ�باشند. پسرو تفاضلات و ۴ نیͺلسون ͷکران پیشرو، تفاضلات های روش

شد. خواهد بررسͬ نیز شده ارائه عددی روش پایداری بر
۴Crank-Nicolson



٣۵ قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش

شعاعͬ پایه��ای توابع بر مبتنͬ محلͬ هم روش ٢.٢.٣

مͬ�شود. استفاده مسئله های جواب تقریب برای کانسا روش بر مبتنͬ شبͺه، بدون روش ͷی بخش این در
و شعاعͬ پایه��ای توابع از خطͬ ترکیب ͷی صورت به زمانͬ سطح هر در مسئله های جواب منظور، این برای

مͬ�شود: پیشنهاد زیر فرم به

un(x) ≈
N∑

j=١
λnj φ(rj),

xj و مͬ�باشد xj و x نقاط بین اقلیدسͬ فاصله rj = ∥x − xj∥ و شعاعͬ پایه��ای تابع φ که طوری به
مͬ�باشند. مجهول و ام n زمانͬ سطح در ضرائب مجموعه ،{λnj }Nj=١ علاوه به مͬ�باشند. مرکزی نقاط ها
و x١ = ٠ که نحوی به [٠,١] دامنه در xi محلͬ هم نقطه N انتخاب با کانسا روش به توجه با بنابراین

مͬ�شود: درونیابͬ زیر صورت به ام n زمان سطح در un جواب تابع ،xN = ١

un(xi) =

N∑
j=١

λnj φ(rij), i = ١,٢, . . . , N, (٨.٣)

زیر ماتریسͬ فرم به مͬ�توان را (٨.٣) رابطه اختصار، برای شود توجه .rij = ∥xi − xj∥ که طوری به
داد: نشان

un = Φλn, (٩.٣)

که طوری به

Φ =


φ(r١١) φ(r١٢) . . . φ(r١N )
φ(r٢١) φ(r٢٢) . . . φ(r٢N )

... ... ... ...
φ(rN١) φ(rN٢) . . . φ(rNN )

 , un =


un(x١)
un(x٢)

...
un(xN )

 , λn =


λn١
λn٢
...
λnN

 ,

ماتریس مͬ�شود مشاهده سادگͬ به گونه همان مͬ�باشد. محلͬ هم ضرائب ماتریس Φ فوق رابطه در
مͬ�باشد. ۵ پر و (φ(rij) = φ(rji)) متقارن ماتریس ͷی Φ محلͬ هم ضرائب

عنوان به مͬ�توان را شده معرفͬ شعاعͬ پایه��ای توابع از متنوعͬ انواع شد اشاره اول فصل در که گونه همان
توابع عنوان به ها آن از ویژه طور به ها، ربعͬ چند توابع اهمیت به توجه با بخش این در گرفت. نظر در پایه
(C∞) همواری دارای ربعͬ چند توابع شد، اشاره قبلا́ که گونه همان مͬ�شود. استفاده جواب تقریب پایه��ایدر
مشتقات و ربعͬ چند توابع که جا آن از مͬ�باشند. درونیابͬ مسائل در نمایͬ همͽرایͬ مرتبه دارای همچنین و

۵ Dense matrix
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با و (٧.٣) رابطه در (٨.٣) گذاری جای با مͬ�باشند معلوم xi محلͬ هم نقاط در مرتبه هر از ها آن مͺانͬ
مͬ�شود: حاصل زیر دستͽاه دامنه، داخل در واقع محلͬ هم نقاط از استفاده

∑N
j=١ λ

n+١
j φ(rij)− δtDθ

[∑N
j=١ λ

n+١
j φ′′(rij)−

∑N
j=١ λ

n+١
j φ′(rij)F (xi)−

∑N
j=١ λ

n+١
j φ(rij)Fx(xi)

]
=
∑N

j=١ λ
n
j φ(rij) + δtD(١ − θ)

[∑N
j=١ λ

n
j φ

′′(rij)−
∑N

j=١ λ
n
j φ

′(rij)F (xi)−
∑N

j=١ λ
n
j φ(rij)Fx(xi)

]
i = ٢,٣, . . . , N − ١.

(١٠.٣)
معادلات دسته ،(۶.٣-۵.٣) مرزی شرایط در (٨.٣) پیشنهادی تقریبͬ جواب گذاری جای با همچنین

مͬ�شوند: حاصل زیر

D
[∑N

j=١ λ
n+١
j φ′(r١j)−

∑N
j=١ λ

n+١
j φ(r١j)F (x١)

]
= ٠,

D
[∑N

j=١ λ
n+١
j φ′(rNj)−

∑N
j=١ λ

n+١
j φ(rNj)F (xN )

]
= ٠. (١١.٣)

زیر ماتریسͬ فرم به اختصار برای مͬ�توان را (١٠.٣-١١.٣) روابط در شده ارائه خطͬ معادلات دستͽاه
کرد: نویسͬ باز

[
Φd + Φ̃−Dδtθ(C − A− B)

]
λn+١ =

[
Φd +Dδt(١ − θ)(C − A− B)

]
λn, (١٢.٣)

که طوری به

Φd =
[
φ(rij) : ٢ ≤ i ≤ N − ١,١ ≤ j ≤ N ;

]
,

Φ̃ =
[
φ′(rij)− φ(rij)F (xi) : i = ١, N,١ ≤ j ≤ N

]
,

C =
[
φ′′(rij) : ٢ ≤ i ≤ N − ١,١ ≤ j ≤ N

]
,

A =
[
φ′(rij)F (xi) : ٢ ≤ i ≤ N − ١,١ ≤ j ≤ N

]
,

B =
[
φ(rij)Fx(xi) : ٢ ≤ i ≤ N − ١,١ ≤ j ≤ N

]
.

نتیجه (١٢.٣) رابطه به توجه با بنابراین باشند. مͬ صفر برابر فوق های ماتریس دیͽر های درایه که شود توجه
مͬ�شود:

λn+١ =
[
Φd + Φ̃−Dδtθ(C − A− B)

]−١[
Φd +Dδt(١ − θ)(C − A− B)

]
λn,

مͬ�شود: ارائه زیر صورت به زمانͬ سطح هر در ها جواب تقریب برای صریح فرآیند ͷی لذا

un+١ = Pun (١٣.٣)

که طوری به
P = Φ

[
Φd + Φ̃−Dδtθ(C − A− B)

]−١[
Φd +Dδt(١ − θ)(C − A− B)

]
Φ−١
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.
منحصر طور به زمانͬ سطح هر در un+١ تقریبͬ جواب بردار که مͬ�شود مشاهده وضوح به بالا روابط از
نامنفرد Φ و

[
Φd + Φ̃ −Dδtθ(C − A − B)

]
های ماتریس که این بر مشروط است، محاسبه قابل فرد به

پذیر امͺان راحتͬ به و کلͬ حالت در ها ماتریس این پذیری معͺوس اثبات باشند. پذیر معͺوس نتیجه در و
مͬ�شود. مشاهده مسائل برخͬ در ندرت به ها ماتریس این بودن منفرد که شد متذکر باید ولͬ نیست

دستͽاه این مͬ�شود. حاصل λn+١
j مجهول N و معادله N دستͽاه ͷی (١٢.٣) رابطه به توجه با اکنون

روش برخͬ و کم بعد با مسائل ۶برای گاوس حذفͬ روش یا مستقیم صورت به مͬ�توان را خطͬ معادلات
در تقریبͬ جواب ͷی λn+١

j مجهول مقادیر محاسبه از پس کرد. حل بزرگتر بعد با مسائل برای تͺراری های
مقادیر به روش پایداری و دقت شده ارائه شبͺه بدون روش این در مͬ�شود. مشخص n + ١ زمانͬ سطح
مͬ�شود تلاش ادامه در مͬ�باشد. وابسته محلͬ هم نقاط بین فاصله همچنین و ε شͺلͬ پارامتر ،θ وزن پارامتر

شود. بررسͬ روش پایداری بر عوامل این تغییرات اثر

پایداری بررسͬ ٣.٢.٣

شده اشاره قبلا́ که گونه همان شود. بررسͬ روش پایداری بر θ وزن پارامتر اثر مͬ�شود تلاش بخش این در
این برای مͬ�باشد. وابسته θ ∈ [٠,١] وزن پارامتر مقادیر به زیادی حد تا روش دقت نتیجه در و پایداری
شبͺه بدون روش از حاصل دستͽاه ضرائب ماتریس ویژه مقادیر براساس پایداری تحلیل روش ͷی منظور
طوری به مͬ�باشد ام n زمانͬ سطح در خطا بردار ͷی en = un − u∗n کنید فرض مͬ�شود. ارائه (١٣.٣)
رابطه از بنابراین مͬ�باشند. ام n زمانͬ سطح در تقریبͬ و دقیق های جواب گر بیان ترتیب به u∗n و un که

مͬ�شود: نتیجه (١٣.٣)

en+١ = Pen.

به ،n → ∞, وقت هر ∥en∥ → ٠ نتیجه در و ρ(P) ≤ ١ باشیم، داشته باید روش پایداری برای اکنون
روابط((٣.۵)،(٣.۶)،(١٣.٣)) به توجه با بنابراین ماتریسPمͬ�باشد. طیفͬ شعاع دهنده نشان ρ(P) طوریکه

مͬ�شود: نتیجه

en+١ =
[
Q−DδtθT

]−١[
Q+Dδt(١ − θ)T

]
en,

=
[
I−DδtθQ−١T

]−١[
I+Dδt(١ − θ)Q−١T

]
en,

(١۴.٣)

که طوری به
Q = (Φd + Φ̃)Φ−١

۶ Gaussian eliminations
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T = (C − A− B)Φ−١. و
باشد: برقرار باید زیر شرط روش پایداری منظور به بنابراین

∣∣١ +Dδt(١ − θ)λQ−١T

١ −DδtθλQ−١T

∣∣ ≤ ١, (١۵.٣)

به λQ−١T = a + ib کنید فرض همچنین مͬ�باشد. Q−٢T ماتریس ویژه مقدار λQ−١T که طوری به
کرد: بازنویسͬ زیر صورت به مͬ�توان را بالا رابطه بنابراین باشند. حقیقͬ مقادیر b و a که طوری

∣∣(١ +Dδt(١ − θ)a) + i (Dδt(١ − θ)b)

(١ −Dδtθa) + i (−Dδtθb)
∣∣ ≤ ١,

باشد: برقرار باید زیر شرط روش، پایداری برای لذا

Dδt(١ − ٢θ)(a٢ + b٢) + ٢a ≤ ٠. (١۶.٣)

مͬ�باشد. پایدار (a < ٠) اینͺه بر مشروط (θ ≥ ١
٢) ازای به روش که مͬ�شود مشاهده (١۶.٣) رابطه از

مشاهده که گونه همان مͬ�باشد. وابسته δt و D پارامترهای مقادیر به روش پایداری θ < ١
٢ مقادیر ازای به

به زیادی میزان به ویژه مقادیر این طرفͬ از و است وابسته P ماتریس ویژه مقادیر به فوق روش پایداری شد
عددی صورت به روش پایداری بر شͺلͬ پارامتر تغییرات اثر بعد فصل در مͬ�باشند. وابسته ε شͺلͬ پارامتر

شد. خواهد بررسͬ

عددی نتایج ٣.٣

مدل پارامترهای ازای به و شبͺه بدون روش توسط (٣.٣) مسئله برای شده محاسبه عددی نتایج بخش این در
مدل عددی نتایج مͬ�شود تلاش لذا مͬ�شود. ارائه ،[٨٣ ،٧٩] اند گرفته قرار استفاده مورد قبلͬ مقالات در که
a = ٠٫ ١, b = ٢, e = ١٠, d = ٠٫ ١, β١ = β٢ = ١, A = پارامترهای مقادیر گرفتن نظر در با را
کرد. محاسبه (D) سلول انتشار ثابت مختلف مقادیر ازای به و ،١٠٧×٢٨, B = ٠٫ ١٠٩×٢٢, s = ١۶
این برای عددی های جواب وجود عدم همچنین و (١.٣) مسئله دقیق جواب وجود عدم علت به شود توجه

٧ ای نقطه تقریبͬ نسبͬ خطای ͷی شده ارایه روش کارایͬ و دقت بررسͬ برای مدل،
گرفت: خواهد قرار استفاده مورد و تعریف زیر صورت به

ε =

√√√√∑N
j=١(u

Ñ (xj , tn)− uN (xj , tn))٢∑N
j=١(u

Ñ (xj , tn))٢
,

.Ñ = ٢N,۴N و ٠ ≤ tn ≤ τ که طوری به
٧ Pointwise approximate relative error
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و t = ٣٧۵(n = ٣٧۵٠) فرض با ρ(P) و ∥un+١ − nn∥∞ بر ε شͺلͬ پارامتر تغییرات اثر :١.٣ جدول
.١ حالت در N = ۵٠

c ∥un+١ − nn∥∞ ρ(P)

٠٫ ٠١ ٧٫ ۵٠ × ١٠−۵ ٠٫ ٩٩٩٩٣١٢۴
٠٫ ٠٢ ٣٫ ٩٠ × ١٠−۵ ٠٫ ٩٩٩٩۶۵۵٢
٠٫ ٠۴ ١٫ ۶٨ × ١٠−۵ ٠٫ ٩٩٩٩٨٧٢۵
٠٫ ٠۶ ١٫ ١١ × ١٠−۵ ٠٫ ٩٩٩٩٩۴٨٢
٠٫ ٠٨ ٨٫ ۵٧ × ١٠−۶ ٠٫ ٩٩٩٩٩٧٨٣
٠٫ ١٠ ٧٫ ۶١ × ١٠−۶ ٠٫ ٩٩٩٩٩٩٠۶
٠٫ ١١ ٧٫ ٨۴ × ١٠−۶ ٠٫ ٩٩٩٩٩٩٢٩
٠٫ ١٣ ٨٫ ۴٣ × ١٠−۶ ٠٫ ٩٩٩٩٩۵٩۴
٠٫ ١۴ ٨٫ ٨۵ × ١٠−۶ ٠٫ ٩٩٩٠۵٧۵٩
٠٫ ١۵ ٢٫ ٠۴ × ١٠١٢۴ ١٫ ٠٨٣۴٠۶۵۵

١ حالت ١.٣.٣

مقالات در که τ = ٧۵٠ و D = ٠٫ ٠٠٠٢۵ سلول انتشار ثابت با را (١.٣) مسئله حالت، اولین عنوان به
فصل، این در شده ارائه شبͺه بدون روش ادامه در بͽیرید. نظر در اند، گرفته قرار استفاده مورد [٨٣ ،٧٩]
تفاضلات θ،روش = ١/٢ و δt = ٠٫ ١ فرض با همچنین پایه��ایو توابع عنوان به ربعͬ چند توابع انتخاب با
محاسبه برای مͬ�باشد، O(δt٢) خطای مرتبه از و پایدار سازی گسسته ͷی که نیͺلسون، -ͷکران متناهͬ
شده معرفͬ شبͺه بدون روش پایداری شد، اشاره قبلا́ که گونه همان شد. خواهد استفاده تقریبͬ های جواب
شͺلͬ پارامتر برای مناسب مقدار ͷی گام اولین در دلیل بدین مͬ�باشد. ε شͺلͬ پارامتر مقادیر به وابسته
های مقدار ازای به L∞ = ∥un+١ − un∥∞ مقادیر زمانͬ سطح هر در منظور این برای مͬ�شود. محاسبه
توابع در شͺلͬ پارامتر مختلف مقادیر بین ارتباط ١.٣ جدول در مͬ�شود. محاسبه شͺلͬ پارامتری مختلف
است. شده گزارش N = ۵٠ فرض با و t = τ/٢ = ٣٧۵ در ρ(P) همچنین و L∞ مقادیر با ها ربعͬ چند
مقادیر ازای به شده استفاده عددی روش که مͬ�شود مشاهده ،١.٣ جدول در شده ارائه نتایج به توجه با
مقادیر ازای به روش پایداری نمایش گراف ١.٣ شͺل در مͬ�باشد. پایدار [٠٫ ١,٠٫ ١۴] بازه در شͺل پارامتر
پارامتر مقادیر ازای به روش مͬ�شود مشاهده شͺل از که گونه همان است، شده رسم شͺل پارامتر مختلف
مقادیر برای معتبر بازه ͷی ε ∈ [٠٫ ٠١,٠٫ ١۴] حالت این در لذا مͬ�باشد. ناپایدار ٠٫ ١۴ از بزرگتر شͺل

مͬ�باشد. شͺل پارامتر
یͷروشکاربردی شͺل پارامتر برای معتبر مقادیر تعیین برای روشپیشنهادی شد، مشاهده که گونه همان
خواهد استفاده شعاعͬ پایه��ای توابع در آن از شͺل، پارامتر برای معتبر مقادیر محاسبه از پس مͬ�باشد. موثر و
Ñ = ١٠٠ فرض با ها زمان برخͬ در شده محاسبه عددی نتایج تقریبͬ نسبͬ خطای ٢.٣ جدول در شد.
زمانͬ های بازه ازای به روش پایداری که مͬ�شود مشاهده ٢.٣ جدول در شده ارائه نتایج از اند. شده گزارش
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.t = ٣٧۵(n = ٣٧۵٠), N = ۵٠ فرض با εتغییرات به نسبت روش پایداری نمایش گراف :١.٣ شͺل

(u(x, t)) اندوتلیال های سلول غلظت تابع برای شده محاسبه مقادیر ٢.٣ شͺل در مͬ�شود. حفظ زیاد
مقالات در شده گزارش عددی نتایج بر ٢.٣ شͺل در شده رسم نتایج اند. شده رسم ها زمان برخͬ در
انتشار ثابت برای ͷکوچ بسیار مقدار با (١.٣) مدل ،١ مثال در شود توجه مͬ�باشند. منطبق [٨٣ ،٧٩]
این ذکر .[٨٣ ،٧٩] مقالات در شده گرفته نظر در مدل شبیه است، شده گرفته نظر در ( D = ٠٫ ٠٠٠٢۵)
ناپایدار انتشار ثابت بزرگتر مقادیر با مدل این حل برای عددی های روش از بسیاری که است ضروری نͺته

مͬ�باشند.

٢ حالت ٢.٣.٣

انتشار ثابت مقدار و τ = ١٠٠ فرض با همچنین و ١ حالت مدل پارامترهای با (١.٣) مسئله دوم، حالت در
با شده ارائه شبͺه بدون روش حالت، این عددی بررسͬ برای مͬ�شود. گرفته نظر در D = ٠٫ ٠٠۵ سلولͬ
قبل حالت شبیه مͬ�شود. گرفته کار به ای، پایه توابع عنوان به ربعͬ چند توابع و δt = ٠٫ ١ ،θ = فرض١/٢
پایداری آن ازای به که شͺل پارامتر مقادیر برای اطمینان مورد و منطقͬ بازه ͷی ابتدا در نیز حالت این در
اطمینان مورد و معتبر بازه ͷی N = ١٠٠ فرض با منظور این برای مͬ�شود. محاسبه شود، تضمین روش
شده محاسبه مقادیر ٣.٣ جدول در است. شده زده تخمین ε ∈ [٠٫ ٠١,٠٫ صورت[٠٧ به شͺل پارامتر برای
در شده ارائه نتایج اند. شده گزارش Ñ = ١٠٠ فرض با و مختلف های زمان در تقریبͬ نسبͬ خطای برای
تقریبͬ مقادیر های گراف ٣.٣ شͺل در همچنین مͬ�دهد. نشان را روش پایداری و دقت وضوح به جدول این
اند. شده رسم مختلف زمانͬ زمانͬ سطوح در u(x, t) اندوتلیال های سلول غلظت تابع برای شده محاسبه
اند. شده محاسبه N = ١٠٠ و ε = ٠٫ ٠٧ فرض با و شده معرفͬ شبͺه بدون روش از استفاده با نتایج این
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.١ مثال در مختلف های زمان در شده محاسبه نتایج نسبͬ خطای :٢.٣ جدول

t N = ٢۵ نسبͬ خطای N = ۵٠ نسبͬ خطای
ε = ٠٫ ٢٧١ ε = ٠٫ ١۴

١ ٨٫ ٩٩۶٠٩ × ١٠−۶ ٢٫ ٠٨٩٣۵ × ١٠−۶

٢ ١٫ ۴٣۵۵٩ × ١٠−۵ ٢٫ ۶٠٧١٩ × ١٠−۶

١٠ ٢٫ ۵۶٣١۵ × ١٠−۵ ۴٫ ۵٩۴٠٩ × ١٠−۶

۵٠ ٣٫ ٠٠٣٢۶ × ١٠−۵ ٣٫ ۵٨٣٣١ × ١٠−۶

١٠٠ ٨٫ ٣١٠۴۴ × ١٠−۵ ١٫ ١٨٣٣٨ × ١٠−۵

٢٠٠ ١٫ ٠٢٠٠٧ × ١٠−۴ ١٫ ١٠١۵١ × ١٠−۵

٣٧۵ ٧٫ ۴٧٣٢٢ × ١٠−۵ ١٫ ۶١۴٢٢ × ١٠−۵

۵٠٠ ٧٫ ٧٣٠١٣ × ١٠−۵ ٣٫ ٣۶١٨٨ × ١٠−۵

۶٠٠ ٩٫ ٩٧۴۵۶ × ١٠−۵ ۴٫ ٨۴٧۵١ × ١٠−۵

٧۵٠ ١٫ ۵١٠٠٢ × ١٠−۴ ٧٫ ١٢۵٠۵ × ١٠−۵

٢ حالت در مختلف های زمان در شده محاسبه نتایج نسبͬ خطای :٣.٣ جدول

t N = ٢۵ error relative N = ۵٠ error relative
ε = ٠٫ ٣ ε = ٠٫ ١۴

٠٫ ۵ ۶٫ ٢۵٩٣٧ × ١٠−۵ ١٫ ١٧٢۴٨ × ١٠−۵

١ ٨٫ ١٨۴٩٢ × ١٠−۵ ١٫ ٧١۶٣٢ × ١٠−۵

۵ ١٫ ٢٨٨٧٨ × ١٠−۴ ٢٫ ٧٧١٩٢ × ١٠−۵

١٠ ٢٫ ٠۵۴٠٨ × ١٠−۴ ۴٫ ٩١٠١۴ × ١٠−۵

٣٠ ۵٫ ۴۴٢۶٧ × ١٠−۴ ١٫ ٧١٢٢۴ × ١٠−۴

۵٠ ٩٫ ٠٣٣۶٣ × ١٠−۴ ٣٫ ٠٢٨٠٢ × ١٠−۴

۶٠ ١٫ ٠٨۵۶۵ × ٣−١٠ ٣٫ ۶٩٩٣٨ × ١٠−۴

٧۵ ١٫ ٣۶٠۵۵ × ٣−١٠ ۴٫ ٧١٣٢٧ × ١٠−۴

٩٠ ١٫ ۶٣۶۴۴ × ٣−١٠ ۵٫ ٧٣١٣٠ × ١٠−۴

١٠٠ ١٫ ٨٢٠٧۴ × ٣−١٠ ۶٫ ۴١١۵١ × ١٠−۴



۴٢ قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.97

0.98

0.99

1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

x

u(
x,

3)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.985

0.99

0.995

1

1.005

1.01

1.015

1.02

1.025

x

u(
x,

2)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.85

0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

1.3

x

u(
x,

50
)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

1.06

1.08

1.1

1.12

1.14

x

u(
x,

10
)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

x

u(
x,

30
0)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

x

u(
x,

15
0)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

x

u(
x,

75
0)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

x

u(
x,

50
0)

t = ٢,٣,١٠,۵٠,١۵٠,٣٠٠,۵٠٠,٧۵٠ های زمان در ١ حالت برای تقریبͬ های جواب :٢.٣ شͺل



۴٣ قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

x

u(
x,

t)

t= 1 : 1 : 10

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.95

1

1.05

1.1

1.15

x

u(
x,

t)

t = 0.2: 0.1: 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

x

u(
x,

t)

t= 10 : 10: 100 

٢ حالت برای شده محاسبه تقریبͬ های جواب :٣.٣ شͺل



۴۴ قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

x

u(
x,

t)

t = 0.01 : 0.01: 0.1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.97

0.98

0.99

1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

x

u(
x,

t)

t =0.001: 0.001: 0.01

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

x

u(
x,

t)

t = 1: 1: 10

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

x

u(
x,

t)

t =0.1 : 0.1 : 1

٣ حالت برای شده محاسبه تقریبͬ های جواب :۴.٣ شͺل

٣ حالت ٣.٣.٣

سلول انتشار ثابت گرفتن نظر در با بار این و ١ حالت در شده ارائه مدل پارامترهای با را مسئله ٣ حالت برای
فرض با شده معرفͬ شبͺه بدون روش حالت این برای مͬ�کنیم. بررسͬ τ = ١٠ همچنین و D = ٠٫ ٠٨
شده گرفته کار به ای، پایه توابع عنوان به ربعͬ چند توابع از استفاده و N = ٨٠, δt = ٠٫ ٠٠١, θ = ١/٢
شده زده تخمین ε ∈ [٠٫ ٠١,٠٫ ٠٨٨] صورت به شͺل پارامتر برای معتبر بازه ͷی حالت این برای است.
متناظر های گراف ۴.٣ شͺل در مͬ�کند. حفظ را خود پایدار بازه این مقادیر ازای به روش که طوری به است
اند، شده رسم زمانͬ سطوح برخͬ در u(x, t) اندوتلیال های سلول غلظت تابع برای شده محاسبه مقادیر به
سلول غلظت نمو شͺل این در اند. شده محاسبه ε = ٠٫ ٠٨٨ فرض با و شبͺه بدون روش توسط نتایج این

مͬ�شود. مشاهده وضوح به زمان گذشت اثر در اندوتلیال های

۴ حالت ۴.٣.٣

بدون روش گرفت. خواهد قرار بررسͬ مورد τ = ٢ همچنین و D = ٠٫ ٣ فرض با مسئله حالت این در
گرفتن نظر در همچنین و δt = ٠٫ ٠٠١ ،N = ١٠٠, θ = ٢/٣ فرض با فصل این در شده معرفͬ شبͺه
نتایج است. شده گرفته قرار استفاده مورد پایه��ای تابع عنوان به ε = ٠٫ ٠٧٨ شͺل پارامتر با ربعͬ چند توابع
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۴ حالت برای شده محاسبه تقریبͬ های جواب :۵.٣ شͺل

اند. شده گزارش ۵.٣ شͺل طریق از مختلف زمانͬ سطوح در شده محاسبه عددی

۵ حالت ۵.٣.٣

مͬ�شود. بررسͬ τ = ١ همچنین Dو = ١ سلول انتشار فرضثابت با مسئله حالت، آخرین عنوان به نهایت در
شبͺه بدون روش نیز حالت این در اند. شده گرفته نظر در قبل های حالت همانند مدل های پارامتر دیͽر
در شͺل پارامتر عنوان به ε = ٠٫ ٠٧٨ همچنین و δt = ٠٫ ٠٠١ ،N = ١٠٠, θ = ٢/٣ مفروضات با
شده گزارش حالت این در تقریبͬ نسبͬ خطای مقادیر ۴.٣ جدول در است. شده استفاده شعاعͬ پایه��ای تابع
اندوتلیال های سلول غلظت تابع برای شده محاسبه تقریبͬ و عددی های جواب ۶.٣ شͺل در همچنین اند.

اند. شده رسم زمانͬ سطوح برخͬ در u(x, t)
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۵ حالت در مختلف های زمان در شده محاسبه نتایج نسبͬ خطای :۴.٣ جدول

t N = ۵٠ نسبͬ خطای
ε = ٠٫ ١۵

٠٫ ٠٠۵ ۶٫ ٣٧٨٨٨ × ١٠−۶

٠٫ ٠١ ١٫ ۵۴٢٩٣ × ١٠−۵

٠٫ ٠٢۵ ۴٫ ١٨٨۵٢ × ١٠−۵

٠٫ ٠۵ ۶٫ ٣٠٧۵٢ × ١٠−۵

٠٫ ٠٧۵ ٧٫ ۴١٩٩۴ × ١٠−۵

٠٫ ١ ٨٫ ۴٠۴۶٨ × ١٠−۵

٠٫ ٢۵ ١٫ ۴٢٢۴٧ × ١٠−۴

٠٫ ۵ ٢٫ ٣٩٠٣٩ × ١٠−۴

٠٫ ٧۵ ٣٫ ٣۶٠٧۴ × ١٠−۴

١ ۴٫ ٣٣٠۵ × ١٠−۴
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۵ حالت برای شده محاسبه تقریبͬ های جواب :۶.٣ شͺل
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گیری نتیجه ۴.٣

عددی حل برای شعاعͬ پایه��ای توابع مبنای بر و مدل قوی فرم بر مبتنͬ شبͺه بدون روش ͷی فصل این در
بندی فرمول موفقیت با تومورها، انتشار در مویرگͬ رشد و گیری شͺل فرآیند کننده توصیف ریاضͬ مدل ͷی
تفاضلات روش اساس بر زمانͬ سازی گسسته روش ͷی ابتدا ،ͷنیͺت این در گرفت. قرار استفاده مورد و
برای شعاعͬ، پایه��ای توابع از خاصͬ رده ربعͬ، چند توابع از سپس و شد استفاده زمان مشتق برای متناهͬ
از ترکیبͬ صورت به شده ارائه عددی روش پایداری شد. استفاده محلͬ هم روش در مͺان بعد سازی گسسته
شͺل پارامتر معتبر مقادیر عددی روش ͷی معرفͬ با گرفت. قرار بررسͬ مورد عددی و تحلیلͬ های استدلال
سلول غلظت تابع شده اشاره های پارامتر کارگیری به با نهایت در و شد زده تخمین فرآیند در استفاده مورد
این در شد. بررسͬ زمان گذشت اثر در آن نمو همچنین و شد محاسبه تقریبͬ طور به u(x, t) اندوتلیال های
روش از بسیاری که است شده محاسبه D سلول انتشار ثابت مختلف مقادیر ازای به مدل عددی یج نتا فآیند

مͬ�باشند. استفاده قابل غیر و ناپایدار آن ازای به موجود های



۴ فصل

بعدی دو شرودینͽر معادله عددی بررسͬ
شبͺه بدون روش توسط

مقدمه ١.۴

معادله ͷی صورت به توان مͬ را ͬͺفیزی فرآیندهای و ها پدیده از بسیاری شد اشاره قبلا́ که گونه همان
دسته این از ͬͺی ١ مͺعبͬ شرودینͽر خطͬ غیر معادلات کرد. ریاضͬ بندی مدل جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل
توصیف در معادله این دارد. نوین ͷفیزی نظریه در پایه�ای و ویژه اهمیت که باشد مͬ دیفرانسیل معادلات
مͬ قرار استفاده مورد ها موج انتشار و ͷاپتی کوانتوم، ͷفیزی در ͬͺفیزی و طبیعͬ های پدیده از مختلفͬ موارد
،[٨۵ ،۵] خطͬ غیر ͷاپتی نظریه ،[٧] کوانتوم ͷانیͺم در آن وسیع کاربرد به توان مͬ ها آن جمله از گیرد.
کرد. اشاره [۵۴] نوری ͷترونیͺال ویژه دستͽاههای طراحͬ همچنین و [۶٢] الͺترومغناطیسͬ موج انتشار

صورت: به Ψ(x, y, t) موج تابع با مͺعبͬ شرودینͽر خطͬ غیر معادلات از کلͬ فرم ͷی فصل این در

i
∂Ψ

∂t
+ a

∂٢Ψ

∂x٢ + a
∂٢Ψ

∂y٢ + q | Ψ |٢ Ψ+ ω(x, y)Ψ = ٠, (x, y) ∈ Ω, t ≥ ٠, (١.۴)

دیریͺله مرزی و آغازین شرایط با و

Ψ(x, y,٠) = Ψ٠(x, y), (x, y) ∈ Ω,

Ψ(x, y, t) = g(x, y, t), (x, y) ∈ ∂Ω, t > ٠, (٢.۴)

و i =
√
−١ مجهول، و مختلط موج تابع Ψ(x, y, t) روابط این در که طوری به شد، خواهد گرفته نظر در

و مشخص توابع g(x, y, t) و Ψ٠(x, y) ،Ω دامنه مرز ∂Ω مستطیلͬ، دامنه ͷی Ω = [a, b]× [a, b] همچنین
١Cubic nonlinear Schrödinger (CNS) equation
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است. مشخص پتانسیل تابع ͷی ω(x, y)نهایت در و هموار
بر مهندسͬ و ͬͺفیزی متنوع های پدیده توصیف در اساسͬ نقش شرودینͽر معادلات شد اشاره که گونه همان
تاکنون یا ندارد وجود معادلات از رده این تحلیلͬ و دقیق های جواب موارد اغلب در که جا آن از دارد. عهده
در نویسندگان منظور بدین است. توجه مورد بسیار معادله این های جواب عددی بررسͬ لذا اند، نشده ارائه
انواع حل برای متناهͬ تفاضلات روش متفاوت های فرم از ،[١٠٠ ،۴٠ ،٢٩ ،۶ ،٩۴] مقالات مجموعه
بدون عددی های روش برخͬ همچنین اند. کرده استفاده خطͬ غیر و خطͬ شرودینͽر معادلات مختلف

.[۴١ ،۴ ،٣۶ ،٧۴ ،٣۵ ،٣٢] اند شده برده کار به و بندی مدل مسائل این حل برای نیز شبͺه
الͽوریتم و شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش از ترکیبͬ که کارا عددی روش ͷی فصل، این در

شود. مͬ ارائه شرودینͽر معادله عددی حل برای باشد، مͬ نیوتن

مسئله بندی فرمول ٢.۴

شرایط با (١.۴) شرودینͽر معادله حل برای کانسا الͽوریتم اساس بر شبͺه بدون یͷروشعددی فصل این در
معادله در Ψ مختلط تابع ابتدا فوق، ͷنیͺت بندی فرمول اول گام در شد. خواهد ارائه (٢.۴) ومرزی آغازین

: صورت به و آن موهومͬ و حقیقͬ قسمت از ترکیب ͷی توسط (١.۴)
Ψ(x, y, t) = u(x, y, t) + iv(x, y, t), (١.۴)

جایͽذاری با باشند. مͬ مجهول و حقیقͬ توابع v(x, y, t) و u(x, y, t) توابع که طوری به شود، مͬ تجزیه
شود: مͬ حاصل زیر خطͬ غیر معادلات دستͽاه (٢.۴)-(١.۴) حاکم معادلات در (١.۴) رابطه

−∂v
∂t + a∂٢u

∂x٢ + a∂٢u
∂y٢ + q(u٢ + v٢)u+ ωu = ٠,

∂u
∂t + a ∂٢v

∂x٢ + a∂٢v
∂y٢ + q(u٢ + v٢)v + ωv = ٠,

(٢.۴)

مرزی و آغازین شرایط با

u(x, y,٠) = Re(Ψ٠(x, y)), (x, y) ∈ Ω,
v(x, y,٠) = Im(Ψ٠(x, y)), (x, y) ∈ Ω,

u(x, y, t) = Re(g(x, y, t)), (x, y) ∈ ∂Ω, t > ٠,
v(x, y, t) = Im(g(x, y, t)), (x, y) ∈ ∂Ω, t > ٠.

(٣.۴)

کرد: بازنویسͬ زیر ماتریسͬ فرم به توان مͬ را فوق دستͽاه سادگͬ برای وضوح به
∂U
∂t +A٢∆U+ F(U)U+A٣U = ٠,

U(x, y,٠) = C٢(x, y), (x, y) ∈ Ω, t = ٠,
U(x, y, t) = C٣(x, y, t), (x, y) ∈ ∂Ω, t > ٠,

(۴.۴)

آن در که طوری به

U =

(
u
v

)
, A١ =

(
٠ a
−a ٠

)
F(U) =

(
٠ z
−z ٠

)
, A٢ =

(
٠ ω
−ω ٠

)
,
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∆U = Uxx+Uyy, z = q(u٢+v٢), C٢(x, y) =
(
Re(Ψ٠)
Im(Ψ٠)

)
, C٣(x, y, t) =

(
Re(g)
Im(g)

)
.

شود. مͬ گرفته کار به (۴.۴) دستͽاه حل برای روشکانسا بر مبتنͬ شبͺه بدون یͷروش بعدی بخش در

کانسا شبͺه بدون روش ١.٢.۴

مبتنͬ نامتقارن محلͬ هم روش کارگیری به با (۴.۴) مسئله برای عددی حل ͷی شود مͬ تلاش بخش این در
توابع شامل که U مجهول توابع بردار منظور بدین شود. [۵٩]ارائه کانسا) (روش شعاعͬ پایه�ای توابع بر
سه شعاعͬ پایه�ای توابع از خطͬ ترکیب ͷی توسط باید باشد، مͬ v(x, y, t) و u(x, y, t) مجهول و حقیقͬ

شود: زده تقریب بعدی

U(x, y, t) ≃
N∑
i=١

λiφ(ri) =

(∑N
i=١ λ

(١)
i φ(١)(ri)∑N

i=١ λ
(٢)
i φ(٢)(ri)

)
, (۵.۴)

علاوه به و باشند. مͬ بعدی سه شعاعͬ پایه�ای توابع بیانͽر φ(٣)(.) و φ(٢)(.) که طوری به

rk =
√

(x− xk)٢ + (y − yk)٢ + (t− tk)٢, (x, y, t) ∈ Ω× [٠, T ],

نقاط باشد. مͬ (xk, yk, tk) و (x, y, t) ای گره نقاط بین اقلیدسͬ فاصله بیانͽر
{(xk, yk, tk), k = ٠, . . . , N}

ضریب ٢N از مجموعه ͷی {λi}Ni=١ بردار همچنین باشند. مͬ (Ω× [٠, T ]) مسئله دامنه در محلͬ هم نقاط
عبارت جایͽذاری با کانسا روش اساس بر بنابراین شوند. محاسبه فرآیند روند در باید که باشد مͬ مجهول
که طوری به ، Ω̄ = Ω× [٠, T ] مسئله دامنه از هم گره N انتخاب سپس و (۴.۴) معادلات در (۵.۴) های
در نقاط این جایͽذاری با نهایت در و باشند گرفته قرار ∂Ω̄ دامنه مرز روی بر NB و دامنه درون در نقطه NI

شود: مͬ نتیجه زیر خطͬ غیر دستͽاه حاصل، رابطه
∂
∂t(
∑N

i=١ λiφ(rij)) +A٢∆(
∑N

i=١ λiφ(rij)) + F((
∑N

i=٢ λiφ(rij)))(
∑N

i=٢ λiφ(rij))
+A٣(

∑N
i=١ λiφ(rij)) = ٠, j = ١, . . . , NI ,∑N

i=١ λiφ(rij) = Ck(xj), j = NI + ١, . . . , NI +NB = N, k = ١,٢.
(۶.۴)

انتخاب دلخواهͬ فرم به توانند مͬ و نیستند یͺسان لزوماً محلͬ هم نقاط و مرکزی نقاط که شود توجه
مجهول ٢N و معادله ٢N با خطͬ غیر و بلوکͬ معادلات دستͽاه ͷی (۶.۴) دستͽاه وضوح به شوند.
بر کارا الͽوریتم ͷی بعد بخش در کرد. حل نیوتن روش توسط توان مͬ را دستͽاه این باشد. مͬ {λi}Ni=١

شود. مͬ ارائه اخیر دستͽاه حل برای نیوتن روش مبنای
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ای مرحله چند نیوتن الͽوریتم ٢.٢.۴

های روش در و ابداع محققان توسط ای مرحله چند نیوتن تͺراری های روش براساس متنوعͬ های الͽوریتم
مطالعه (برای اند گرفته قرار استفاده مورد ،Lu = f مانند خطͬ غیر معادلات های دستͽاه حل برای عددی
های الͽوریتم مبنای بر الͽوریتم ͷی بخش این در شوند). مͬ پیشنهاد [۴٨ ،۴٧ ،۴۶] مراجع زمینه این در

شود: مͬ پیشنهاد زیر فرم به شرودینͽر خطͬ غیر معادله حل برای ای مرحله چند نیوتن

Algorithm 1: �������� ����� ��� ����� ��
1) Create collocation point sets X1, X2, . . . ,XK ⊂ Ω,

and choose an initial guess u0.
2) For k = 1, 2, . . . ,K.

a) Solve the linearized problem: Luk−1
v = f − Luk−1, on Xk.

b) Perform the Newton update of the k-th iterate uk = uk−1 + v.

K ،{Xk}Kk=١ و بوده uk−١ ازای به و L اصلͬ عملͽر از شده خطͬ عملͽر Luk−١ الͽوریتم این در
محلͬ هم نقاط مجموعه

Xk = {x(k)
١ ,x

(k)
٢ , . . . ,x

(k)

N(k)} ⊂ Ω,

غیر معادله حل برای ١ الͽوریتم بͺارگیری در .(N (١) ≤ N (٢) ≤ . . . ≤ N (K)) که طوری به باشند مͬ
مͬ گرفته نظر در X١ نقاط مجموعه روی U٠بر = {C١(xj)}N

(١)
j=١ اولیه حدس اول گام در شرودینͽر، خطͬ

با: است برابر بحث مورد مسئله به متناظر L خطͬ غیر عملͽر همچنین شود.

LU :=
∂U

∂t
+A٢∆U+ F(U)U+A٣U.

: صورت به LU خطͬ غیر عملͽر به متناظر LUk−١ شده خطͬ عملͽر شده ارائه فرآیند در

LUk−١V :=
∂V

∂t
+A٢∆V + JUk−٢V +A٣V,

آن در که طوری به است شده محاسبه
JUk−٢ = q

(
٣u٢

k−١ + v٢
k−١ ٢uk−١vk−١

٢uk−١vk−١ ٣v٢
k−١ + u٢

k−١

)
مͬ F(U)U عملͽر جزیͬ مشتقات شامل حقیقت در که است خطͬ غیر عملͽر ژاکوبین ماتریس بیانͽر

شده خطͬ معادلات دستͽاه باید گام هر در ،١ الͽوریتم از ٢a سطر در بحث مورد مدل به متناظر باشد.

∂V

∂t
+A٢∆V + JUk−٢V +A٣V =

∂Uk−١
∂t

+A٢∆Uk−١ + F(Uk−٢)Uk−٢ +A٣Uk−١.
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شوند: مͬ مشخص زیر صورت به بالا روابط (۶.۴) خطͬ غیر معادلات دستͽاه برای لذا شود. حل

∑N(k)

j=١ λj
(k)LUk−١(φ(rij)) = LUk−٢(x

(k)
i ), i = ١, . . . , N (k)

I ,∑N(k)

j=١ λj
(k)φ(rij) = Cl(x

(k)
i ), i = N

(k)
I + ١, . . . , N (k).

(٧.۴)

کرد: نویسͬ باز زیر ماتریس فرم به مͬ�توان را (٧.۴) دستͽاه وضوح به

[
Υ١١ Υ١٢
Υ٢١ Υ٢٢
Υ٣١ O
O Υ۴٢

+ q


J١١ J١٢
J٢١ J٢٢
O O
O O

].(λ(١),(k)λ(٢),(k)

)
=


Γ
(k−١)
١

Γ
(k−١)
٢

Γ
(k−١)
٣

Γ
(k−١)
۴

 , (٨.۴)

که Nمͬ�باشند، (k) Nدر (k)
I حقیقͬ ,Υ٢٢,Υ٢١,Υ١٢,Υ١١ماتریسهای J١١, J١٢, J٢١, J٢٢ آن در که

مͬ�شوند: تعریف زیر صورت به

[Υ١١]ij = ( ∂
∂t)ϕ

(١)(∥x− x
(k)
j ∥)|

x=x
(k)
i

, [Υ١٢]ij = [a∆+ ω]ϕ(٢)(∥x− x
(k)
j ∥)|

x=x
(k)
i

,

[Υ٢١]ij = [a∆+ ω]ϕ(١)(∥x− x
(k)
j ∥)|

x=x
(k)
i

, [Υ٢٢]ij = ( ∂
∂t)ϕ

(٢)(∥x− x
(k)
j ∥)|

x=x
(k)
i

,

[J١١]ij = (٣u٢
k−١(x

(k)
i ) + v٢

k−١(x
(k)
i ))ϕ(١)(∥x(k)i − x

(k)
j ∥),

[J١٢]ij = (٢uk−١(x
(k)
i )vk−١(x

(k)
i ))ϕ(٢)(∥x(k)i − x

(k)
j ∥),

[J٢١]ij = (٢uk−١(x
(k)
i )vk−١(x

(k)
i ))ϕ(١)(∥x(k)i − x

(k)
j ∥),

[J٢٢]ij = (٣u٢
k−١(x

(k)
i ) + v٢

k−١(x
(k)
i ))ϕ(١)(∥x(k)i − x

(k)
j ∥), i = ١, . . . , N (k)

I , j = ١, . . . , N (k).

(N (k) −N
(k)
I ) صفر ماتریس O و N (k) در (N (k) −N

(k)
I ) حقیقͬ های ماتریس Υ٣١,Υ۴٢ همچنین

مͬ�باشد. N (k) در

[Υ٣١]ij = ϕ(١)(∥x(k)i − x
(k)
j ∥),

[Υ۴٢]ij = ϕ(٢)(∥x(k)i − x
(k)
j ∥), i = N

(k)
I + ١, . . . , N (k), j = ١, . . . , N (k).

مͬ�شوند: تعریف زیر صورت به Γk−١
۴ و Γk−١

١ ,Γk−١
٢ ,Γk−١

٣ های بردار نهایت در

[Γk−١
١ ]i = [(uk−١)t + a∆vk−١ + q(u٢

k−١ + v٢
k−١)vk−١ + ωvk−١]x=x

(k)
i

,

[Γk−١
٢ ]i = [−(vk−١)t + a∆uk−١ + q(u٢

k−١ + v٢
k−١)uk−١ + ωuk−١]x=x

(k)
i

, i = ١, . . . , N (k)
I ,

[Γk−١
٣ ]i = uk−١(x

(k)

î
), [Γk−١

۴ ]i = vk−١(x
(k)

î
), i = ١, . . . , (N (k) −N

(k)
I ), î = N

(k)
I + i, . . . , N (k).



۵٣ قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش

الͽوریتم فرآیند در شده ایجاد ضرائب ماتریس بودن نامنفرد که، است ضروری نͺته این ذکر اینجا در
کلͬ حالت در لذا و مͬ�باشد شͺل پارامتر مقادیر همچنین و شعاعͬ پایه�ای توابع به وابسته ،(٧.۴) نیوتن
ماتریس با ها دستͽاه بروز عددی های فرآیند اغلب در وجود این با نیست. پذیر امͺان بودن نامنفرد بررسͬ
های ماتریس شد اشاره نیز قبلا́ که گونه همان علاوه به . [۵۵] مͬ�شوند ظاهر ندرت به منفرد ضرائب های
عدد با و شرط بد های ماتریس اغلب شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون های روش از حاصل ضرایبͬ
عددی های روش از بسیاری معادلات دستͽاه از رده این با مواجهه در لذا مͬ�باشند. بزرگ بسیار حالت های
بخش این در مͬ�باشد. پیشرفته عددی های روش برخͬ از استفاده به نیاز و بود خواهند استفاده بلا معمول
است. شده استفاده حاصل شرط بد خطͬ معادلات دستͽاه حل برای [٩۵] ٢ تیخونوف سازی منظم روش از
چنان را Cα جواب بردار ͷی روش ،AC = b شرط بد دستͽاه ͷی حل برای تیخونوف سازی منظم روش در

مربعͬ ͷتابع Cα آن در که مͬ�کند محاسبه

∥ AC − b ∥ +α ∥ C ∥٢, (٩.۴)

همواری درجه حقیقت در که مͬ�شود نامیده سازی منظم پارامتر α > ٠ رابطه این در کند. مͬ�نیمم را
فرم به هایͬ جواب به منجر سازی مͬ�نیمم مسئله این حل مͬ�کند. کنترل را مسئله

Cα = (ATA+ αI)−١AT b, (١٠.۴)

رابطه شده منظم های جواب α = ٠ که زمانͬ وضوح به مͬ�باشد. همانͬ ماتریس I آن در که مͬ�شود
در عامل ترین اصلͬ سازی، منظم پارامتر برای آل ایده و معتبر مقدار ͷی انتخاب مͬ�باشد. ناپایدار (١٠.۴)
بخش این در است. شده ارائه α بهینه مقدار انتخاب برای متنوعͬ روشهای مͬ�باشد. سازی منظم روشهای
بار اولین برای GCV روش مͬ�شود. استفاده سازی منظم پارامتر بهینه مقدار محاسبه برای ٣ GCV روش از
این شد[۵٠]. استفاده و معرفͬ سازی، منظم پارامتر بهینه مقدار تخمین برای همͺارانش و گولاب۴ توسط

کرد: توصیف زیر صورت به مͬ�توان خلاصه طور به را روش
GCV تابع کننده مͬ�نیمم پارامتر ͷی عنوان به سازی منظم پارامتر GCV روش در حقیقت در

G(α) =
∥I −A(ATA+ αI)−١AT b∥٢

٢
trace(I −A(ATA+ αI)−١AT )٢ . (١١.۴)

اساس بر سازی منظم پارامتر تخمین برای کارا الͽوریتم ͷی هانسن اخیر های سال در مͬ�شود. زده تخمین
مͬ�شود). پیشنهاد [۵٣ ،٩٧ ،۵٠] مراجع بیشتر مطالعه (برای است کرده ارائه GCV تابع سازی مͬ�نیمم
٢Tikhonov regularization method
٣Generalized cross-validation method
۴G. H. Golub
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تیخونوف سازی منظم روش توسط الͽوریتم از حاصل شرط بد های دستͽاه فصل این در شده ارائه ͷنیͺت در
اند. شده حل GCV توابع از استفاده با

جواب ͷی گام هر در الͽوریتم ٢b گام از ،١ الͽوریتم توسط شده ارائه روند در شد اشاره که گونه همان
استفاده الͽوریتم بعدی گام در اولیه حدس عنوان به ها جواب این از سپس مͬ�شود. Ukمحاسبه شده روز به
X١ = X٢ = . . . =) ثابت نقاط مجموعه ͷی از که زمانͬ شده ارائه فرآیند در است ذکر به لازم مͬ�شود.

توقف شرط برقراری تا الͽوریتم های گام مͬ�شود، استفاده الͽوریتم در (XK

∥Uk −Uk−١∥ ≤ ϵ,

عددی نتایج برخͬ بعدی بخش در مͬ�باشد. الͽوریتم توقف معیار ϵ درآن که طوری به مͬ�شوند، تͺرار
مͬ�دهد. نشان را شده معرفͬ روش دقت و کارایͬ که اند شده ارائه

عددی نتایج ٣.۴

خواهند ارائه عددی نتایج برخͬ شده، معرفͬ شبͺه بدون روش کارایͬ و دقت دادن نشان برای بخش این در
های فرم شامل ها مدل این است. شده گرفته نظر در مͺعبͬ شرودینͽر معادله از ویژه های مدل برخͬ شد.
٣ های مثال در سپس و خطͬ مدل دو ٢ و ١ های مثال در بود. خواهند شرودینͽر معادله خطͬ غیر و خطͬ
از شده محاسبه نتایج دقت بررسͬ برای فصل، این سراسر در مͬ�شوند. گرفته نظر در خطͬ غیر مدل دو ۴ و

شد. خواهد استفاده مͬ�شوند، معرفͬ زیر صورت به که (εrel) نسبͬ و (ε∞) مطلق خطاهای

ε∞ = max{∥ũj − uj∥, ١ ≤ j ≤M},

εrel =

√∑M
j=١١(ũj−uj)٢∑M

j=١١(uj)٢ .

به uj و ũj مͬ�شوند. انتخاب دامنه در تصادفͬ طور به که مͬ�باشد تست نقاط تعداد M بالا، روابط در
فصل این در شده ارائه عددی های مثال کلیه در مͬ�باشند. ام j نقطه در تابع تقریبͬ و دقیق مقادیر ترتیب
استفاده εrel و ε∞ خطاهای مقادیر محاسبه تستدر نقاط عنوان به بعدی سه فضای در تصادفͬ نقاط مجموعه

مͬ�دهد. نشان را نقاط مجموعه این ١.۴ شͺل است. شده

١ مثال ١.٣.۴

(x, y) ∈ [٠,١]٢, ٠ ≤ t ≤ ٢, بازه در (٢.۴) شرایط با (١.۴) مͺعبͬ شرودینͽر معادله مثال، اولین عنوان به
پتانسیل تابع همچنین و a = ١, q = ٠ مدل های پارامتر با

ω(x, y) = ٣ − ٢ tanh٢ x− ٢ tanh٢ y.
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. اند شده پراکنده دامنه در تصادفͬ طور به که (xk, yk, tk)تست نقاط نمایش :١.۴ شͺل
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دامنه در (xk, yk, tk) الفاصله متساوی نقاط نمایش :٢.۴ شͺل

:[٣۶ ،۴ ،٣٢] مͬ�باشد زیر صورت به معادله این دقیق جواب مͬ�شود. گرفته نظر در

Ψ(x, y, t) =
i exp(it)

coshx cosh y
.

مورد پایه�ای توابع عنوان به ربعͬ چند توابع از استفاده با شده معرفͬ شبͺه بدون روش مدل، این حل برای
عنوان به ([٠,١]٢ × [٠,٢]) دامنه کل در الفاصله متساوی نقاط از مجموعه ͷی است. گرفته قرار استفاده

.( اند شده داده نشان ٢.۴ شͺل در نقاط مجموعه اند(این شده استفاده محلͬ هم و مرکزی نقاط
حاصل شرط بد معادلاتخطͬ دستͽاه نیست. لازم نیوتن الͽوریتم کارگیری به مسئله بودن علتخطͬ به
در فوق سازی منظم روش توصیف برای است. شده حل GCV و تیخونوف سازی منظم روش ترکیب توسط
در است. شده مشخص GCV روش توسط سازی منظم پارامتر برای شده محاسبه بهینه مقدار ،٣.۴ شͺل
با برابراست GCV روش توسط شده محاسبه سازی منظم پارامتر بهینه مقدار که مͬ�شود مشاهده شͺل این

. (α = ٨٫ ٩٨٧ × ١٢−١٠)
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for example 1

c١ = c٢ = فرض با تیخونوف روش برای بهینه سازی منظم پارامتر و GCV تابع نمایش :٣.۴ شͺل
٠٫ ۶١, N = ١٠٠٠

.١ مثال در N مختلف مقادیر ازای به c١ = c٢ = cفرض با εrel نسبͬ و ε∞ مطلق خطای :١.۴ جدول
موهومͬ قسمت حقیقͬ قسمت

N c εrel ε∞ εrel ε∞
٢١۶ ٠٫ ٣٨ ۴٫ ۶۵٩ × ١٠−۵ ۶٫ ٩٢٢ × ١٠−۵ ۵٫ ٠٣٣ × ١٠−۵ ٨٫ ١٨٢ × ١٠−۵

٣۴٣ ٠٫ ۴٠ ٢٫ ٨٨۵ × ١٠−۶ ۶٫ ٢١١ × ١٠−۶ ٢٫ ٨٨٣ × ١٠−۶ ۵٫ ۴٧٩ × ١٠−۶

۵١٢ ٠٫ ۵١ ٢٫ ۶٩٧ × ١٠−۶ ۴٫ ٨۴۴ × ١٠−۶ ٢٫ ١٨١ × ١٠−۶ ۵٫ ١۵٠ × ١٠−۶

٧٢٩ ٠٫ ۵۵ ١٫ ١٢٨ × ١٠−۶ ٣٫ ٢۵۵ × ١٠−۶ ١٫ ۴١٩ × ١٠−۶ ۴٫ ۴۶٣ × ١٠−۶

١٠٠٠ ٠٫ ۶١ ۶٫ ۶٧٠ × ٧−١٠ ٩٫ ۵٧٣ × ٧−١٠ ٧٫ ۶٢٧ × ٧−١٠ ١٫ ٠٢١ × ١٠−۶

های قسمت برای شده محاسبه تقریبͬ نتایج εrel نسبͬ خطای و ε∞ مطلق خطای مقادیر ١.۴ جدول در
M = فرض٩٢۶١ با و شده ارائه شبͺه توسطروشبدون نتایج این اند. موهومͬ�جوابگزارششده و حقیقͬ
جدول این در شده گزارش نتایج از وضوح به اند. شده محاسبه محلͬ هم نقاط متفاوت تعداد و تست نقطه

مͬ�یابند. کاهش خطا محلͬ، هم نقاط تعداد افزایش با که مͬ�شود مشاهده
تقریبͬ های موهومͬ�جواب و حقیقͬ های قسمت برای مطلق خطای مقادیر ٢.۴ جدول در همچنین
برای شده محاسبه تقریبͬ مقادیر با نتایج این همچنین و اند شده ارائه مختلف زمانͬ سطوح در شده محاسبه
شبͺه بدون روش دقت و کارایͬ نتایج این وضوح به اند. شده مقایسه دیͽر های روش توسط و مسئله این

مͬ�دهند. نشان را پیشنهادی
پراکندگͬ که اند. شده رسم زمانͬ سطوح برخͬ در حاصل نتایج مطلق خطای های کانتور ۴.۴ شͺل در
برای ها شͺل و ها جدول طریق از شده ارائه نتایج مͬ�دهند. نشان دامنه کل در را شده محاسبه نتایج خطای
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در c١ = c٢ = ٠٫ ۶١, N = ١٠٠٠ فرض با ١ مثال برای شده محاسبه مطلق خطای مقادیر :٢.۴ جدول
مختلف زمانͬ سطوح

[٣۶] [۴] حاضر روش
موهومͬ حقیقͬ موهومͬ حقیقͬ موهومͬ حقیقͬ زمان

٣٫ ٠٠e− ۵ ٢٫ ۴۴e− ۵ ٣٫ ٠١e− ۶ ٣٫ ۵۵e− ۶ ٨٫ ٩۶e− ٧ ٩٫ ٨٩e− ٧ ٠٫ ١
٢٫ ٣٩e− ۵ ٢٫ ٩۵e− ۵ ٣٫ ۵٠e− ۶ ٣٫ ٠۶e− ۶ ٧٫ ٢۴e− ٧ ٨٫ ٢٠e− ٧ ٠٫ ٣

٣٫ ۴٠ × ١٠−۵ ٢٫ ٧۵e− ۵ ۴٫ ٢٢e− ۶ ٣٫ ٨۶e− ۶ ۵٫ ٨٠e− ٧ ٢٫ ٢٨e− ٧ ٠٫ ۵
١٫ ٨٧ × ١٠−۵ ٢٫ ۵۵e− ۵ ٢٫ ٩٧e− ۶ ٣٫ ۶۵e− ۶ ٣٫ ۵۴e− ٧ ۶٫ ٩٧e− ٧ ٠٫ ٧
٢٫ ۴٢ × ١٠−۵ ٢٫ ٩۴e− ۵ ٣٫ ۵٣e− ۶ ٣٫ ٠۶e− ۶ ٣٫ ٩۴e− ٧ ۵٫ ٨٣e− ٧ ١

− − − − ٢٫ ٣٣e− ٧ ۵٫ ٣٣e− ٧ ١٫ ٢
− − − − ١٫ ۵٩e− ٧ ۵٫ ۶٧e− ٧ ١٫ ۵
− − − − ۴٫ ٧٨e− ٧ ۵٫ ۴٨e− ٧ ١٫ ٧
− − − − ٨٫ ٣٩e− ٧ ٩٫ ٩٢e− ٧ ٢

مͬ�کنند. تایید را روش این بالای دقت و کارایͬ مثال این

٢ مثال ٢.٣.۴

(x, y) ∈ [٠,١]٢, دامنه در (٢.۴)-(١.۴) مͺعبͬ شرودینͽر معادله از خطͬ مدل ͷی دوم، مثال عنوان به
ω(x, y) = ٢−١/x٢ −٢/y٢ پتانسیل تابع همچنین و a = ١, q = ٠ مدل های پارامتر با و ، t ∈ و[۵,٠]

:[۴ ،٣٢] است زیر صورت به مسئله این دقیق جواب مͬ�شود. گرفته نظر در

Ψ(x, y, t) = x٢y٢ exp(it),

انتخاب با شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش نیز مثال این عددی حل برای قبل، مثال همانند
و تیخونوف سازی منظم های روش ترکیب از است. شده کارگرفته به پایه�ای توابع عنوان به ربعͬ چند توابع
برای GCV تابع ۵.۴ شͺل در است. شده استفاده حاصل شرط بد خطͬ معادلات دستͽاه حل برای GCV
حالت این در بهینه سازی منظم پارامتر مͬ�شود مشاهده شͺل این از که گونه همان است. شده رسم مثال این

.(α = ۵٫ ٣٨٩۵ × ١٠−١٠) با است برابر
در (N) محلͬ هم نقاط تعداد متفاوت مقادیر ازای به نسبͬ و مطلق خطای برای شده محاسبه نتایج
این اند. شده ارائه زمانͬ سطوح برخͬ در مطلق خطای مقادیر ۴.۴ جدول در اند. شده گزارش ٣.۵ جدول
به M = ٩٢۶١ ،N = ١٣٣١ و ربعͬ چند توابع در شͺل پارامتر عنوان به c١ = c٢ = فرض,١ با نتایج

اند. شده محاسبه شده معرفͬ شبͺه بدون روش در تست، نقاط و محلͬ هم نقاط عنوان
وضوح به ها کانتور این اند. شده رسم شده محاسبه نتایج مطلق خطای های کانتور ۶.۴ شͺل در همچنین
جدول طریق از شده گزارش نتایج مͬ�دهند. نمایش را زمانͬ سطوح برخͬ در و دامنه کل بر خطا پراکندگͬ

مͬ�دهند. نشان را روش بالای دقت ها شͺل و ها
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١ مثال در N = ١٠٠٠ و c١ = c٢ = ٠٫ ۶١ فرض با نسبͬ خطای های کانتور :۴.۴ شͺل
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for example 2

در c١ = c٢ = ١٫ ٠, N = ١٣٣١ فرض با بهینه سازی منظم پارامتر و GCV تابع نمایش :۵.۴ شͺل
.٢ مثال

.٢ مثال در N محلͬ هم نقاط تعداد متفاوت مقادیر ازای به نسبͬ و مطلق خطای :٣.۴ جدول
c١ = c٢ = ٠٫ ٨ IMQ، c١ = c٢ = ١ MQ،

N موهومͬ حقیقͬ موهومͬ حقیقͬ
٣۴٣ ε∞ ۴٫ ۴٣٣ × ٣−١٠ ٣٫ ۵١۶ × ٣−١٠ ۵٫ ۵١۴ × ٣−١٠ ۴٫ ٨٢٧ × ٣−١٠

εrel ٣٫ ۶۶٨ × ٣−١٠ ٣٫ ٢٢۶ × ٣−١٠ ۴٫ ٨١٢ × ٣−١٠ ۴٫ ٣١٢ × ٣−١٠

۵١٢ ε∞ ١٫ ۶٣٠ × ٣−١٠ ١٫ ۶٧٢ × ٣−١٠ ٢٫ ١٨١ × ٣−١٠ ٢٫ ٢۴٧ × ٣−١٠

εrel ١٫ ۴۵١ × ٣−١٠ ١٫ ٣٣٧ × ٣−١٠ ١٫ ٩٢٩ × ٣−١٠ ١٫ ٨١۴ × ٣−١٠

٧٢٩ ε∞ ٩٫ ۵٢۴ × ١٠−۴ ٩٫ ٠٠۶ × ١٠−۴ ١٫ ٣٢۴ × ٣−١٠ ١٫ ٢٩١ × ٣−١٠

εrel ۶٫ ٢٣٠ × ١٠−۴ ۵٫ ٧٠١ × ١٠−۴ ٩٫ ٢۵٧ × ١٠−۴ ٨٫ ۴٩۵ × ١٠−۴

١٠٠٠ ε∞ ۵٫ ۵٨۵ × ١٠−۴ ۵٫ ٣٨۴ × ١٠−۴ ٨٫ ١٨۴ × ١٠−۴ ٨٫ ٣٧٨ × ١٠−۴

εrel ٣٫ ٢۵۵ × ١٠−۴ ٣٫ ٠٢٢ × ١٠−۴ ۵٫ ٠۵٠ × ١٠−۴ ۴٫ ٧٩٨ × ١٠−۴

١٣٣١ ε∞ ٢٫ ٨۵٧ × ١٠−۴ ٣٫ ٧٨۵ × ١٠−۴ ۴٫ ٢٧۴ × ١٠−۴ ۵٫ ۴٨۶ × ١٠−۴

εrel ١٫ ۵۶٧ × ١٠−۴ ١٫ ۶٢٣ × ١٠−۴ ٢٫ ۵١٨ × ١٠−۴ ٢٫ ۶۵۶ × ١٠−۴
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و c١ = c٢ = ٠٫ ٨ فرض با معͺوس ربعͬ چند توابع از استفاده با شده محاسبه نتایج :۶.۴ شͺل
مطلق خطای .٢ مثال برای زمانͬ سطوح برخͬ در N = ١٣٣١
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.٢ مثال در مختلف زمانͬ سطوح در N = ١٣٣١ ،c١ = c٢ = ١ فرض با مطلق خطای نتایج :۴.۴ جدول
c١ = c٢ = ٠٫ ٨ ،IMQ c١ = c٢ = ١ ،MQ

زمان موهومͬ حقیقͬ موهومͬ حقیقͬ
٠٫ ۵ ٧٫ ٣٩٩ × ١٠−۵ ١٫ ۶۴۶ × ١٠−۴ ١٫ ۵۵٠ × ١٠−۴ ٢٫ ٧٧۶ × ١٠−۴

١٫ ٠ ١٫ ۴٩۶ × ١٠−۴ ١٫ ٢١٩ × ١٠−۴ ٢٫ ۶۶۶ × ١٠−۴ ٢٫ ٠٩٧ × ١٠−۴

١٫ ۵ ٢٫ ٣٩٢ × ١٠−۴ ٢٫ ٨٨٩ × ١٠−۴ ۴٫ ٢٧۴ × ١٠−۴ ٣٫ ٢٨٩ × ١٠−۴

٢٫ ٠ ١٫ ٨٨٣ × ١٠−۴ ٩٫ ۵١٩ × ١٠−۵ ٣٫ ٢٧۴ × ١٠−۴ ١٫ ٩۶۵ × ١٠−۴

٢٫ ۵ ١٫ ۵٣۴ × ١٠−۴ ١٫ ۵١٢ × ١٠−۴ ٢٫ ۴٠٢ × ١٠−۴ ٢٫ ٧۶١ × ١٠−۴

٣٫ ٠ ۵٫ ۶٨٠ × ١٠−۵ ٢٫ ۶١١ × ١٠−۴ ١٫ ٠٨٢ × ١٠−۴ ۴٫ ١٩۴ × ١٠−۴

٣٫ ۵ ١٫ ٢٢۶ × ١٠−۴ ٢٫ ۵٩٩ × ١٠−۴ ١٫ ۶٩٢ × ١٠−۴ ۴٫ ۵۵۴ × ١٠−۴

۴٫ ٠ ١٫ ۵۴۶ × ١٠−۴ ١٫ ٨۵٢ × ١٠−۴ ٢٫ ٩١۶ × ١٠−۴ ٢٫ ۵٧٨ × ١٠−۴

۴٫ ۵ ١٫ ٩٠٧ × ١٠−۴ ١٫ ١٧٢ × ١٠−۴ ٣٫ ٢٠۵ × ١٠−۴ ١٫ ۵٩٠ × ١٠−۴

۵٫ ٠ ١٫ ۵٢٧ × ١٠−۴ ١٫ ٠٨٨ × ١٠−۴ ٢٫ ٨٠٨ × ١٠−۴ ١٫ ۴۶۵ × ١٠−۴

٣ مثال ٣.٣.۴

(x, y) ∈ [٠,١]٢, t ∈ [٠,۵] ناحیه بر (٢.۴)-(١.۴) شرودینͽر معادله از خطͬ غیر مدل ͷی سوم، مثال در
نظر در ω(x, y) = (٢π٢ − ١)(١ − cos٢ πx cos٢ πy) پتانسیل تابع و a = ١, q = ٢π٢ − ١ فرض با

صورت به مسئله این دقیق جواب مͬ�شود. گرفته

Ψ(x, y, t) = exp(−it) cosπx cosπy,

نیوتن الͽوریتم همراه به فصل این در شده معرفͬ شبͺه بدون روش مثال این برای . [٣٢] مͬ�باشد
منظم روش توسط حاصل شرط بد خطͬ معادلات دستͽاه الͽوریتم تͺرار گام هر در است. شده استفاده
چند توابع از استفاده با شده محاسبه عددی نتایج مͬ�شود. حل GCV روش با ترکیب و تیخونوف سازی
عددی فرآیند در اند. شده محاسبه شبͺه بدون روش در پایه�ای توابع عنوان به بعدی سه معͺوس های ربعͬ
بر تͺراری الͽوریتم ͷی اول روش در است. شده آزمایش نیوتن الͽوریتم از متفاوت اجرای دو شده ارائه
است. شده بررسͬ X١ = X٢ = . . . = XK ثابت نقاط مجموعه ͷی گرفتن نظر در با و نیوتن روش مبنای
قرار استفاده مورد مسئله حل برای نیز نیوتن ای مرحله چند الͽوریتم متفاوت، روش ͷی عنوان به همچنین
نقاط مجموعه ͷی نیوتن الͽوریتم اول گام در اند. شده مقایسه یͺدیͽر با حاصل نتایج نهایت در و گرفته
شده محاسبه مقادیر مطلق خطای ۵.۴ جدول در است. شده گرفته نظر در محلͬ هم نقطه ١٧٢٨ با X ثابت

اند. شده ارائه c١ = c٢ = ١٫ ١٨ فرض با و نیوتن الͽوریتم تͺرار هر در
گام هر در نقاط مجموعه که است شده گرفته کار به نیوتن ای مرحله چند الͽوریتم ͷی دوم حالت در
مرحله چند نیوتن الͽوریتم توسط مطلق خطای برای شده محاسبه نتایج ۶.۴ جدول در مͬ�کنند. تغییر الͽوریتم
مرحله چند الͽوریتم که مͬ�دهد نشان ۶.۴ و ۵.۴ های جدول در شده ارائه نتایج مقایسه اند. شده گزارش ای
مرحله چند الͽوریتم توسط شده محاسبه نتایج علاوه به مͬ�باشد. کاراتر نیوتن استاندارد الͽوریتم از نیوتن ای
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و c١ = c٢ = ١٫ ١٨ مفروضات با استاندارد نیوتن الͽوریتم از استفاده با شده محاسبه مقادیر :۵.۴ جدول
.٣ مثال در نقطه ١٧٢٨ با ثابت محلͬ هم نقاط مجموعه ͷی انتخاب

k N (k) موهومͬ قسمت حقیقͬ قسمت
١ ١٧٢٨ ١٫ ٢۶١ × ١−١٠ ۴٫ ۵٢۶ × ١−١٠

٢ ١٧٢٨ ٢٫ ٣٢۴ × ٢−١٠ ٢٫ ۶٩۴ × ١−١٠

٣ ١٧٢٨ ٣٫ ۶۴۵ × ٣−١٠ ١٫ ٨٨٣ × ٢−١٠

۴ ١٧٢٨ ٣٫ ۴٧۶ × ٣−١٠ ۶٫ ٠٢۵ × ٣−١٠

۵ ١٧٢٨ ٣٫ ۶۵۴ × ٣−١٠ ۶٫ ١٩٧ × ٣−١٠

۶ ١٧٢٨ ٣٫ ۶۵۴ × ٣−١٠ ۶٫ ١٩٧ × ٣−١٠

٧ ١٧٢٨ ٣٫ ۶۵۴ × ٣−١٠ ۶٫ ١٩٧ × ٣−١٠

٨ ١٧٢٨ ٣٫ ۶۵۴ × ٣−١٠ ۶٫ ١٩٧ × ٣−١٠

c١ = c٢ = ١٫ مفروضات١٨ با ای مرحله چند نیوتن الͽوریتم از استفاده با شده محاسبه مقادیر :۶.۴ جدول
.٣ مثال در

k N (k) موهومͬ قسمت حقیقͬ قسمت
١ ١٢۵ ۶٫ ۵۶۶ × ٢−١٠ ١٫ ۶٨٨ × ١−١٠

٢ ٢١۶ ١٫ ۴٨٢ × ٢−١٠ ٢٫ ۴۴۶ × ٢−١٠

٣ ٣۴٣ ۶٫ ۶٣٢ × ٣−١٠ ۵٫ ۵١١ × ٣−١٠

۴ ۵١٢ ٢٫ ۴٨٣ × ٣−١٠ ٢٫ ١٧٣ × ٣−١٠

۵ ٧٢٩ ١٫ ٢٨٢ × ٣−١٠ ١٫ ٠٩٨ × ٣−١٠

۶ ١٠٠٠ ۵٫ ٣١١ × ١٠−۴ ۵٫ ٢٨۶ × ١٠−۴

٧ ١٣٣١ ٣٫ ۴٠٣ × ١٠−۴ ٣٫ ٣٧٢ × ١٠−۴

٨ ١٧٢٨ ١٫ ۶۶٧ × ١٠−۴ ١٫ ٧٩١ × ١٠−۴

مͬ�باشد. استاندارد نیوتن الͽوریتم از حاصل نتایج از تر دقیق ای
c١ = c٢ فرض= با شده معرفͬ شبͺه بدون روش توسط شده محاسبه نتایج مطلق خطای ٧.۴ جدول در
اند. شده گزارش زمانͬ سطوح برخͬ در ای مرحله چند نیوتن الͽوریتم کارگیری به و N = ١٧٢٨ و ١٫ ١٨
رسم t = ١ زمان در تقریبͬ و دقیق جواب توابع ٧.۴ شͺل در مسئله، دقیق و عددی نتایج مقایسه برای
مͬ�باشند. ͷنزدی بسیار واقعͬ نتایج بر عددی نتایج که مͬ�دهد نشان شͺل این در شده ارائه نتایج اند. شده
خطا تابع های کانتور دامنه، در شده محاسبه نتایج ی خطا پراکندگͬ نحوه نمایش و توصیف برای ادامه در
نشان بخش این در شده گزارش عددی نتایج وضوح به اند. شده رسم ٨.۴ شͺل در زمانͬ سطوح برخͬ در

مͬ�باشد. خطͬ غیر معادلات حل برای دقیق و کارا ابزار ͷی شده، معرفͬ شبͺه بدون روش که مͬ�دهند
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،c١ = c٢ = ١٫ ١٨ مفروضات با شبͺه بدون روش توسط شده محاسبه مطلق خطای :٧.۴ جدول
.٣ مثال در زمانͬ سطوح برخͬ در ای مرحله چند نیوتن الͽوریتم توسط N = ١٧٢٨

t موهومͬ قسمت حقیقͬ قسمت
٠٫ ۵ ٧٫ ۵٢۵ × ١٠−۵ ١٫ ٣٨٧ × ١٠−۴

١٫ ٠ ١٫ ٣٧٩ × ١٠−۴ ٩٫ ۶٨١ × ١٠−۵

١٫ ۵ ١٫ ۶۶٧ × ١٠−۴ ۵٫ ٨١١ × ١٠−۵

٢٫ ٠ ١٫ ۵٧٢ × ١٠−۴ ٧٫ ۶٧٧ × ١٠−۵

٢٫ ۵ ١٫ ١١۶ × ١٠−۴ ١٫ ۴٠٠ × ١٠−۴

٣٫ ٠ ١٫ ١٢١ × ١٠−۴ ١٫ ۶۵۵ × ١٠−۴

٣٫ ۵ ١٫ ١٧١ × ١٠−۴ ١٫ ۶٧٠ × ١٠−۴

۴٫ ٠ ١٫ ٣٧۴ × ١٠−۴ ١٫ ٢٣٧ × ١٠−۴

۴٫ ۵ ١٫ ۵۴٢ × ١٠−۴ ١٫ ۶٩٩ × ١٠−۴

۵٫ ٠ ١٫ ۴۴۵ × ١٠−۴ ١٫ ٧٩١ × ١٠−۴
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مثال برای t = ١ زمان در N = ١٧٢٨ و c١ = c٢ = ١٫ ١٨ مفروضات با دقیق و عددی توابع :٧.۴ شͺل
موهومͬ� قسمت -(b) شͺل و حقیقͬ قسمت -(a) شͺل .٣
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در همچنین و c١ = c٢ = ٠٫ ۶٩ فرض با استاندارد نیوتن الͽوریتم توسط شده محاسبه نتایج :٨.۴ جدول
.۴ مثال در نقطه ١٠٠٠ با نقاط مجموعه ͷی گرفتن نظر

k N (k) موهومͬ قسمت حقیقͬ قسمت
١ ١٠٠٠ ٣٫ ۶۵۴ × ١−١٠ ۶٫ ١٣٨ × ١−١٠

٢ ١٠٠٠ ٣٫ ٧٣۵ × ١−١٠ ۴٫ ٠٠٨ × ١−١٠

٣ ١٠٠٠ ٩٫ ۴٧١ × ٢−١٠ ٩٫ ۶٨١ × ٢−١٠

۴ ١٠٠٠ ٢٫ ۴٠۵ × ٣−١٠ ٣٫ ٣٧۶ × ٣−١٠

۵ ١٠٠٠ ٨٫ ٧٣۶ × ١٠−۴ ٩٫ ٢۴۵ × ١٠−۴

۶ ١٠٠٠ ٨٫ ٧٣۶ × ١٠−۴ ٩٫ ٢۴۵ × ١٠−۴

٧ ١٠٠٠ ٨٫ ٧٣۶ × ١٠−۴ ٩٫ ٢۴۵ × ١٠−۴

۴ مثال ۴.٣.۴

مͬ�شود: گرفته نظر در زیر صورت به شرودینͽر معادله از خطͬ غیر مدل ͷی مثال، آخرین عنوان به

i
∂Ψ

∂t
+
∂٢Ψ

∂x٢ +
∂٢Ψ

∂y٢ + q | Ψ |٢ Ψ = ٠, (x, y) ∈ [٠, π]٢, t ∈ [٠,٣], (١٢.۴)

:[۴٩ ،١٠١] با است برابر مدل این دقیق جواب
Ψ(x, y, t) = A exp(i(k١x+ k٢y − βt)),

β = k٢
١ + k٢

٢ − q|A|٢.

مدل بخش این در .[۴٩] مͬ�باشد مدرن هواپیماهای پرواز از ناشͬ موج انتشار کننده توصیف مدل این
ارائه شبͺه بدون روش گرفت. خواهد قرار بررسͬ مورد A = ١

٢ , k١ = k٢ = q = ١ مفروضات با فوق
تابع عنوان به بعدی سه معͺوس ربعͬ چند توابع از و شده کارگرفته به مدل این حل برای فصل این در شده
در است. شده گرفته کار به فوق خطͬ غیر مدل حل برای نیوتن الͽوریتم همچنین است. شده استفاده پایه�ای
نظرگرفتن در با و استاندارد نیوتن الͽوریتم از استفاده با شده محاسبه نتایج مطلق خطای مقادیر ٨.۴ جدول
پارامتر گرفتن نظر در با نتایج این است. شده گزارش محلͬ هم نقطه ١٠٠٠ با X ثابت نقاط مجموعه ͷی
اند. شده محاسبه تست نقطه ٢٧٠٠٠ انتخاب و معͺوس ربعͬ چند توابع در c١ = c٢ = ٠٫ ۶٩ شͺل های
نقاط مجموعه گرفتن نظر در با فوق مدل عددی حل برای ای مرحله چند نیوتن الͽوریتم همچنین
جدول در حاصل نتایج است، شده استفاده c١ = c٢ = ٠٫ ۶٩ شͺل پارامتر مقادیر و {Xk}٧

k=١ ⊂ Ω

اند. شده ارائه ٩.۴
١١.۴ جدول در نهایت در اند. شده گزارش زمانͬ سطوح برخͬ در مطلق خطای مقادیر ١٠.۴ جدول در
و ٩.۴ های شͺل در اند. شده ارائه محلͬ هم نقاط تعداد مختلف مقادیر ازای به نسبͬ و مطلق خطای مقادیر
کانتور همچنین اند. شده رسم t = ٠٫ ١ و t = ١ زمانͬ سطوح در تقریبͬ و دقیق های جواب گراف ١٠.۴

اند. شده رسم ١١.۴ شͺل در زمانͬ سطوح برخͬ در خطا تابع به وابسته
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سطوح برخͬ در ٣ مثال برای N = ١٧٢٨ و c١ = c٢ = ١٫ ١٨ مفروضات با مطلق خطای :٨.۴ شͺل
زمانͬ.
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مثال در c١ = c٢ = ٠٫ ۶٩ فرض با ای مرحله چند نیوتن الͽوریتم توسط شده محاسبه نتایج :٩.۴ جدول
.۴

k N (k) موهومͬ قسمت حقیقͬ قسمت
١ ۶۴ ٣٫ ٠۵٢ × ١−١٠ ۴٫ ٣۵٨ × ١−١٠

٢ ١٢۵ ۶٫ ١٩٢ × ٢−١٠ ٨٫ ۴۶١ × ٢−١٠

٣ ٢١۶ ۶٫ ٠۵١ × ٢−١٠ ۶٫ ٣۴۴ × ٢−١٠

۴ ٣۴٣ ١٫ ٧۴٩ × ٢−١٠ ١٫ ٨٢۶ × ٢−١٠

۵ ۵١٢ ۴٫ ۶٩٢ × ٣−١٠ ۵٫ ١٨١ × ٣−١٠

۶ ٧٢٩ ٣٣٧٧ × ٣−١٠ ٣٫ ٢۴١ × ٣−١٠

٧ ١٠٠٠ ٢٫ ٨۴١ × ١٠−۴ ٢٫ ٨٣٠ × ١٠−۴

مثال در N = ١٠٠٠ ،c١ = c٢ = ٠٫ ۶٩ مفروضات با زمانͬ سطوح برخͬ در مطلق خطای :١٠.۴ جدول
.۴

موهومͬ قسمت حقیقͬ قسمت
t ε∞ ε∞

٠٫ ٢ ٨٫ ۶۶۶ × ١٠−۵ ١٫ ٠٧۶ × ١٠−۴

٠٫ ۵ ١٫ ٣۶۵ × ١٠−۴ ١٫ ٣٧۶ × ١٠−۴

١٫ ٠ ٧٫ ٠۴٣ × ١٠−۵ ٢٫ ٧۵٧ × ١٠−۴

١٫ ۵ ٢٫ ٨۴١ × ١٠−۴ ٧٫ ٨٠٣ × ١٠−۵

٢٫ ٠ ٢٫ ٠۵٨ × ١٠−۴ ١٫ ٣٨١ × ١٠−۴

٢٫ ۵ ٩٫ ٣٧٩ × ١٠−۵ ٢٫ ٢٧١ × ١٠−۴

٣٫ ٠ ٩٫ ۴٧٨ × ١٠−۵ ٢٫ ٧٣۶ × ١٠−۴

تعداد متفاوت مقادیر ازای به و c١ = c٢ = cفرض با ۴ مثال در نسبͬ و مطلق خطای مقادیر :١١.۴ جدول
.N محلͬ هم نقاط

موهومͬ قسمت حقیقͬ قسمت
N c εrel ε∞ εrel ε∞
٣۴٣ ٠٫ ۴٩ ٨٫ ٠۴٧ × ٣−١٠ ٨٫ ۶۴٩ × ٣−١٠ ۶٫ ۶٣٩ × ٣−١٠ ٧٫ ٧۵۴ × ٣−١٠

۵١٢ ٠٫ ٣٣ ۶٫ ٣٨۴ × ٣−١٠ ٧٫ ٢٨٩ × ٣−١٠ ۵٫ ۵٩۵ × ٣−١٠ ۶٫ ۵٠٧ × ٣−١٠

٧٢٩ ٠٫ ۴٠ ١٫ ١۴۴ × ٣−١٠ ٢٫ ٨٨۵ × ٣−١٠ ١٫ ٣٠٣ × ٣−١٠ ٢٫ ۶٢٧ × ٣−١٠

١٠٠٠ ٠٫ ۶٩ ١٫ ٩٣٣ × ١٠−۴ ٢٫ ٨۴١ × ١٠−۴ ٢٫ ٠١٢ × ١٠−۴ ٢٫ ٨٣٠ × ١٠−۴
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N = ١٠٠٠ و c١ = c٢ = ٠٫ فرض۶٩ با شده محاسبه جوابتقریبͬ و گرافهایجوابدقیق :٩.۴ شͺل
موهومͬ. قسمت (b)− و حقیقͬ قسمت (a)− .۴ مثال برای t = ١ لحظه در
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و c١ = c٢ = ٠٫ ۶٩ فرض با شده محاسبه تقریبͬ جواب و دقیق جواب های گراف :١٠.۴ شͺل
موهومͬ. قسمت (b)− و حقیقͬ قسمت (a)− .۴ مثال برای t = ٠٫ ١ لحظه در N = ١٠٠٠
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d ) Imaginary Part at t = 1.5
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f ) Imaginary Part at t = 3.0
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زمانͬ سطوح برخͬ در N = ١٠٠٠ و c١ = c٢ = ٠٫ ۶٩ فرض با شده محاسبه خطا توابع :١١.۴ شͺل
.۴ مثال در
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گیری نتیجه ۴.۴

سه شعاعͬ پایه�ای توابع از شد. ارائه حاکم معادلات قوی فرم اساس بر شبͺه بدون روش ͷی فصل این در
و کرده رفع را زمانͬ سازی گسسته به نیاز که شد استفاده جواب تقریب برای پایه�ای توابع عنوان به بعدی
حل برای موفق کاملا́ طور به روش این اند. شده حذف سازی گسسته های روش از ناشͬ خطای انتشار لذا
روش ͷی خطͬ غیر معادلات حل برای است. شده کارگرفته به مͺعبͬ شرودینͽر معادلات کلͬ فرم عددی
شد ملاحظه همچنین است. گرفته قرار استفاده مورد خوبͬ به و ارائه نیوتن الͽوریتم از استفاده با کارا ترکیبͬ
استفاده سازی منظم های روش از شرط بد ضرائب های ماتریس با خطͬ معادلات های دستͽاه حل برای که
به را روش بالای دقت و کارایͬ ها شͺل و ها جدول طریق از شده گزارش حاصل عددی است.نتایج گردیده

مͬ�کند. توصیف خوبͬ



۵ فصل

حل برای موضعͬ شبͺه بدون های روش
بعدی دو تلͽراف معادله عددی

مقدمه ١.۵

معرفͬ طبیعͬ و ͬͺفیزی های پدیده توصیف و سازی مدل برای هذلولوی دیفرانسیل معادلات از مختلفͬ انواع
در وسیعͬ کاربرد تلͽراف معادلات مͬ�باشد. تلͽراف معادله هذلولͬ، معادلات مهم انواع از ͬͺی اند. شده
تصادفͬ، زدن قدم نظریه ها، سیͽنال تجزیه قبیل، از علوم مختلف های شاخه در طبیعͬ های پدیده توصیف
: فرم به بعدی دو خطͬ تلͽراف معادلات از رده ͷی فصل این در . [٩٩ ،١۴ ،۵٧] دارد غیره و موج انتشار

utt(x, t) + ٢αut(x, t) + γu(x, t) = β∆u(x, t) + f(x, t), x ∈ Ω ⊆ R٢, t ≥ ٠, (١.۵)

زیر مرزی و آغازین شرایط با

u(x,٠) = f١(x), x ∈ Ω,

ut(x,٠) = f٢(x), x ∈ Ω,

u(x, t) = h(x, t) x ∈ Γ, t ≥ ٠,

و ثابت پارامترهای α, γ, β مجهول، تابع u(x, y, t) فوق، روابط در که طوری به شد، خواهد بررسͬ
Ω ⊆ R٢ همچنین مͬ�باشند. هموار کافͬ اندازه به و معلوم توابع h(x, t) و f(x, t), f١(x), f٢(x) مثبت،

مͬ�باشد. Ω دامنه مرز Γ و دامنه دهنده نشان
بعدی دو و بعدی ͷی تلͽراف معادلات مختلف انواع حل برای متعددی عددی های روش اخیر های سال در
را بعدی ͷی تلͽراف معادلات مختلف انواع [١ ،٨٩ ،٧٣ ،٣١ ،٣٧] مقالات در نویسندگان اند. شده ارائه
گرفته کار به ها آن حل برای را متنوعͬ عددی های روش و بررسͬ ͷکلاسی غیر و ͷکلاسی مرزی شرایط با
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دهقان اند. شده استفاده بعدی دو تلͽراف معادلات حل برای یافته توسعه عددی های روش برخͬ اخیراً اند.
ارائه بعدی دو تلͽراف معادلات عددی حل برای را یافته توسعه شبͺه بدون های روش برخͬ همͺارانش و

. [٣٩ ،٣٨ اند[٣٠، کرده
شعاعͬ ای پایه توابع بر مبتنͬ مستقیم غیر و مستقیم شبͺه بدون های روش از متفاوت نوع دو فصل این در
یͺدیͽر با حاصل نتایج و مͬ�شوند، بندی فرمول تلͽراف معادله حل برای ها آن موضعͬ های فرم همچنین

شد. خواهند مقایسه

زمانͬ سازی گسسته ٢.۵

برای متناهͬ تفاضلات بر مبتنͬ ͷنیͺت ͷی تلͽراف، معادله حل برای شبͺه بدون روش کارگیری به از قبل
روش ͷی زمانͬ سازی گسته های روش مͬ�شود. گرفته کار به تلͽراف معادله زمان مشتق سازی گسسته
که دار وزن θ− سازی گسسته روش ͷی فصل این در مͬ�باشند. زمان به وابسته مسائل عددی حل در معمول
و n − ١, n متوالͬ زمانͬ سطح سه در (١.۵) معادله زمان مشتق سازی گسسته برای (٠ ≤ θ ≤ ١) آن در

است: شده استفاده زیر فرم به n+ ١

θun+١
tt + (١ − ٢θ)un

tt + θun−١
tt =

un+١ − ٢un + un−١

(δt)٢ +O((δt)٢),

بنابراین .un = u(x, tn) همچنین و زمانͬ سازی گسسته گام δt = tn+١−tn فوق رابطه در که طوری به
مͬ�شود: نتیجه (١.۵) معادله و فوق رابطه به توجه با

un+١ − ٢un + un−١

(δt)٢ = θ(−٢αun+١
t − γun+١ + β∆un+١ + fn+١(x))

+ (١ − ٢θ)(−٢αun
t − γun + β∆un + fn(x))

+ θ(−٢αun−١
t − γun−١ + β∆un−١ + fn−١(x)),

مͬ�شود: نتیجه فوق رابطه بازنویسͬ با

θun+١
t + (١ − ٢θ)un

t + θun−١
t =

un+١ − un−١

٢δt +O(δt),

داریم: بنابراین
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un+١ − ٢un + un−١

(δt)٢ = −٢α
(un+١ − un−١

٢δt
)
+ θ(−γun+١ + β∆un+١ + fn+١(x))

+ (١ − ٢θ)(−γun + β∆un + fn(x))

+ θ(−γun−١ + β∆un−١ + fn−١(x)),

مͬ�شود: نتیجه زیر معادله فوق، رابطه از اکنون .fn(x) = f(x, tn) آن در که

[
١ + αδt+ δt٢θγ

]
un+١ − δt٢θβ∆un+١ =

[
٢ − δt١)٢ − ٢θ)γ

]
un

+ δt١)٢ − ٢θ)β∆un

+
[
− ١ + αδt− δt٢θγ

]
un−١

+ δt٢θβ∆un−١ + δt٢(θfn+١(x)

+ (١ − ٢θ)fn(x) + θfn−١(x)). (١.۵)

: آغازین شرایط از استفاده با (١.۵) شده سازی گسسته رابطه در
u٠ = u(x,٠)

آغازین شرط سازی گسسته همچنین و

u١ − u٠

δt
= f٢(x),

آن ماقبل زمانͬ سطح دو در تابع مقادیر به وابسته un, n ≥ ٢ زمانͬ سطح هر در زمان به وابسته مقادیر
مͬ�باشند. un−٢ و un−١ ها

مͺانͬ سازی گسسته ٣.۵

معادله عددی حل برای مسئله بر حاکم معادله قوی فرم بر مبتنͬ شبͺه بدون روش نوع چهار بخش این در
نیز قبلا́ که گونه همان شد. خواهد مقایسه یͺدیͽر با حاصل نتایج سپس و ارائه (١.۵) شده سازی گسسته
ربعͬ چند توابع از فصل این در مͬ�باشند. ها ربعͬ چند توابع شعاعͬ ای پایه توابع از مهم رده ͷی شد اشاره

مͬ�شود. استفاده ها جواب تقریب در پایه عنوان به توابع این از حاصل ویژه توابع همچنین و
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سراسری کانسا محلͬ هم روش ١.٣.۵

برای ربعͬ چند توابع بر مبتنͬ و سراسری کانسا محلͬ هم روش اساس بر شبͺه بدون روش ͷی بخش این در
منظور این برای شد. خواهد استفاده و بندی فرمول (٢.۵) مرزی و آغازین شرایط با (١.۵) معادلات حل
به و شعاعͬ ای پایه توابع از خطͬ ترکیب ͷی توسط باید (١.۵) معادله در زمانͬ سطح هر در u مجهول تابع

شود: زده تقریب زیر صورت

un(x) ≈
N∑

j=١
λnj φ(rj), (١.۵)

همچنین مͬ�باشند. ( φ(r) =
√
r٢ + c٢) ربعͬ چند توابع ای، پایه توابع بخش این در که طوری به

در شͺل پارامتر c و بوده xj مرکزی نقاط و x نقاط بین اقلیدسͬ فاصله rj = {∥x − xj∥,xj ∈ Ω ∪ Γ}

طول در که مͬ�باشند ام n زمانͬ سطح در مجهول ضرائب {λnj }Nj=١ مقادیر مجموعه مͬ�باشد. ربعͬ چند تابع
در (١.۵) پیشنهادی فرم جایͽذاری با کانسا متقارن غیر محلͬ روشهم به توجه با شد. خواهند محاسبه فرآیند
به {xi}Ni=١ ∈ Ω∪Γ محلͬ هم Nنقطه = Nd+Nb انتخاب و (٢.۵) مرزی شرایط همچنین و (١.۵) معادله
صورت به خطͬ معادلات دستͽاه ͷی باشند، واقع مرز روی بر نقطه Nb و دامنه داخل در نقطه Nd که طوری

مͬ�شود: حاصل زیر

[
١ + αδt+ δt٢θγ

] N∑
j=١

λn+١
j φ(rij)− δt٢θβ

N∑
j=١

λn+١
j ∆φ(rij) =

[
٢ − δt١)٢ − ٢θ)γ

] N∑
j=١

λnj φ(rij) + δt١)٢ − ٢θ)β
N∑

j=١
λnj∆φ(rij) i = ١, . . . , Nd

+
[
− ١ + αδt− δt٢θγ

] N∑
j=١

λn−١
j φ(rij) + δt٢θβ

N∑
j=١

λn−١
j ∆φ(rij) (٢.۵)

+δt٢(θfn+١(xi) + (١ − ٢θ)fn(xi) + θfn−١(xi)),

N∑
j=١

λn+١
j φ(rkj) = h(xk, t

n), k = ١, . . . , Nb,

داریم فوق روابط در که طوری به

rij = ∥xi − xj∥
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فرم به و ربعͬ چند توابع توسط درونیابͬ با صریح طور به j = ١, ..., N ،λ١
j و λ٠

j ضرائب که شود توجه
شد: خواهند محاسبه زیر

N∑
j=١

λ٠
j φ(rij) = f١(xi),

N∑
j=١

λ١
j φ(rij) =

N∑
j=١

λ٠
j φ(rij) + δtf٢(xi)

= f١(xi) + δtf٢(xi), i = ١, ..., N.

کرد: نویسͬ باز نیز زیر ماتریسͬ فرم به سادگͬ برای مͬ�توان را اخیر روابط

Φλ٠ = F١,

(٣.۵)

Φλ١ = F٢, (۴.۵)

که طوری به

λ٠ = [λ٠
١, λ

٠
٢, . . . , λ

٠
N ]T ,

λ١ = [λ١
١, λ

١
٢, . . . , λ

١
N ]T ,

F١ = [f١(x٢), f١(x٣), . . . , f١(xN)]T ,

F٢ = [f١(x٢) + δtf٢(x٢), f١(x٣) + δtf٢(x٣), . . . , f١(xN) + δtf٢(xN)]T ,

ماتریس که مͬ�شود مشاهده وضوح به مͬ�باشد. N در N و ضرائب ماتریس Φsk = φ(rsk) همچنین و
١ فصل در Φ ماتریس بودن نامنفرد مͬ�باشد، پر و (φ(rsk) = φ(rks)) متقارن ماتریس ͷی Φ ضرائب

شد. بررسͬ
کرد: بازنویسͬ زیر ماتریس فرم به مͬ�توان را (٢.۵) رابطه در شده معرفͬ خطͬ معادلات دستͽاه

Ψλn+١ = Ψ١λ
n +Ψ٢λ

n−١ + F, (۵.۵)

رابطه این در که طوری به
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Ψ = (١ + αδt+ δt٢θγ)Φ١ − δt٢θβΦ̃ + Φ٢,

Ψ١ =
(
٢ − δt١)٢ − ٢θ)γ

)
Φ١ + δt١)٢ − ٢θ)βΦ̃ + Φ٢,

Ψ٢ = (−١ + αδt− δt٢θγ)Φ١ + δt٢θβΦ̃ + Φ٢,

F = δt٢(θFn+١ + (١ − ٢θ)Fn + θFn−١),

همچنین و

Φ١ =
[
φ(rij) : ١ ≤ i ≤ Nd,١ ≤ j ≤ Nand٠elsewhere

]
,

Φ̃ =
[
∆φ(rij) : ١ ≤ i ≤ Nd,١ ≤ j ≤ Nand٠elsewhere

]
,

Φ٢ =
[
φ(rij) : Nd + ١ ≤ i ≤ N,١ ≤ j ≤ Nand٠elsewhere

]
,

Fn =
[
f(xi, t

n) : ١ ≤ i ≤ Ndandh(xi, t
n) : Nd + ١ ≤ i ≤ N

]
.

سطح هر در تقریبͬ های جواب محاسبه برای صریح روند ͷی ،un = Φλn و (۵.۵) روابط از اکنون
مͬ�باشد: ارائه قابل زیر صورت به (n = ١,٢, . . .) زمانͬ

un+١ = ΦΨ−١Ψ١Φ
−١un +ΦΨ−١Ψ٢Φ

−١un−١ +ΦΨ−١F.

که این بر مشروط است محاسبه قابل زمانͬ سطح هر در un+١ جواب تابع که مͬ�شود مشاهده وضوح به
پذیر امͺان کلͬ حالت در Ψ ماتریس پذیری معͺوس اثبات چند هر باشد. پذیر معͺوس Ψ ضرائب ماتریس
ظاهر عددی فرآیندهای نوع این در ندرت به منفرد ضرائب های ماتریس که است داده نشان تجربه ولͬ نیست

شد. خواهد ارائه روند این توسط شده محاسبه عددی نتایج برخͬ بعد بخش در مͬ�شوند.
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موضعͬ کانسا نامتقارن محلͬ هم روش ٢.٣.۵

بد ماتریس ͷی Ψ سراسری کانسا محلͬ هم روش از حاصل ضرائب ماتریس شد، اشاره قبلا́ که همانͽونه
اندازه کاهش برای مͬ�یابد. افزایش شدت به محلͬ هم نقاط تعداد افزایش با شرطͬ بد این و مͬ�باشد شرط
معروف موضعͬ کانسا روش به که کانسا روش از یافته توسعه روند ͷی کانسا های روش در ماتریسضرائب
حل برای یافته توسعه روش این بخش این در .[١٠۴ ،١٠٣ ،٩٢ ،٩۶ ،٩٣ ،٨٧ ،۶٠] است شده ارائه است،
m ،xj ∈ Ω ∪ Γ, j = ١, . . . , N مرکزی نقطه هر ازای به روش این در شد. خواهد استفاده تلͽراف معادله
Ωj = {xj

k}
m
k=١ با را موضعͬ ناحیه این انتخابمͬ�شوند. دارند قرار آن مفروضاز ͬͽهمسایͷی در که نقطه

قرار Ωj موضعͬ ناحیه در که مͬ�باشد xj موضعͬ محلͬ هم نقطه هر های اندیس k آن در که مͬ�دهند نشان
صورت به xj ∈ Ω∪ Γ مرکزی نقطه هر ازای به u مجهول تابع موضعͬ شبͺه بدون های روش این در دارند.
مͬ�شود: زده تقریب زیر صورت به و Ωj , j = ١, . . . , N موضعͬ ناحیه در ای پایه توابع از خطͬ ترکیب ͷی

u(xj , tn) =

m∑
k=١

φ(∥xj − xj
k∥)jλ

n
k , xj ∈ Ωj , (۶.۵)

و محلͬ هم روش توسط که مͬ�باشند ثابت و حقیقͬ مقادیر jλ
n
k , n = ١,٢, . . . . ضرائب که طوری به

شوند: مͬ محاسبه زیر صورت به

ζx
j
s

Ω

([
١ + αδt+ δt٢θγ

] m∑
k=١

φ(∥xj
s − xj

k∥)jλ
n+١
k − δt٢θβ

m∑
k=١

∆φ(∥xj
s − xj

k∥)jλ
n+١
k

)

+ ζx
j
s

Γ

m∑
k=١

φ(∥xj
s − xj

k∥)jλ
n+١
k = ζx

j
s

Ω

([
٢ − δt١)٢ − ٢θ)γ

] m∑
k=١

φ(∥xj
s − xj

k∥)jλ
n
k

+ δt١)٢ − ٢θ)β
m∑

k=١
∆φ(∥xj

s − xj
k∥)jλ

n
k +

[
− ١ + αδt− δt٢θγ

] m∑
k=١

φ(∥xj
s − xj

k∥)jλ
n−١
k

+ δt٢θβ
m∑

k=١
∆φ(∥xj

s − xj
k∥)jλ

n−١
k + δt٢(θfn+١(xj

s) + (١ − ٢θ)fn(xj
s) + θfn−١(xj

s))
)

+ ζx
j
s

Γ h(xj
s, t

n+١).

(٧.۵)

به که مͬ�باشند مرز و دامنه های شاخص ترتیب به ζx
j
s

Γ و ζx
j
s

Ω های نماد و s = ١, . . . ,m بالا رابطه در
مͬ�شوند: تعریف زیر صورت
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ζx
j
s

Ω =

{
١, xj

s ∈ Ω,

٠, xj
s /∈ Ω,

, ζx
j
s

Γ =

{
١, xj

s ∈ Γ,

٠, xj
s /∈ Γ.

(٨.۵)

کرد: بازنویسͬ زیر ماتریسͬ فرم به سادگͬ برای توان مͬ�� را (٧.۵) موضعͬ خطͬ معادلات دستͽاه

jΥjλ
n+١ =j r,

معلوم بردار ضرائب، ماتریس ترتیب به jr, jλ
n+١ ∈ Rm و jΥ ∈ Rm×m های ماتریس که طوری به

باشند: مͬ�� زیر صورت به ها بردار و ماتریس این باشند. مͬ�� مجهول بردار و راست سمت

jΥsk = ζx
j
s

Ω

([
١ + αδt+ δt٢θγ

]
φ(∥xj

s − xj
k∥)− δt٢θβ∆φ(∥xj

s − xj
k∥)
)
+ ζx

j
s

Γ φ(∥xj
s − xj

k∥),

jrs = ζx
j
s

Ω

([
٢ − δt١)٢ − ٢θ)γ

]
u(xj

s, t
n) + δt١)٢ − ٢θ)β∆u(xj

s, t
n) + δt٢θβ∆u(xj

s, t
n−١)

+
[
− ١ + αδt− δt٢θγ

]
u(xj

s, t
n−١) + δt٢(θfn+١(xj

s) + (١ − ٢θ)fn(xj
s) + θfn−١(xj

s))
)

+ ζx
j
s

Γ h(xj
s, t

n+١).

(٩.۵)

رابطه: از سادگͬ به توان مͬ�� را jλ
n+١ مجهول بردار وضوع به

jλ
n+١ =j Υ

−١
jr,

رابطه: از معادل طور به یا

jλ
n+١
s =

m∑
k=١

jΥ
−١
sk jrk, s = ١,٢, . . . ,m.

کرد: محاسبه زیر رابطه از توان مͬ�� را n+ ١ زمانͬ سطح در مسئله تقریبͬ جواب بنابراین کرد. محاسبه

u(xj , tn+١) =
m∑

s=١
φ(∥xj − xj

s∥)
m∑

k=١
jΥ

−١
sk jrk,
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بندی فرمول شود مͬ�� مشاهده که گونه همان شود. مͬ�� تͺمیل موضعͬ کانسا روش بندی فرمول جا این در
سراسری کانسا روش در که تفاوت این با باشد مͬ�� سراسری کانسا روش به شبیه بسیار موضعͬ کانسا روش
کانسا روش در که حالͬ در است N بزرگ بسیار اندازه با و شرط بد خطͬ معادلات دستͽاه ͷی حل به نیاز
بخش در که گونه همان لذا شوند. مͬ�� حل ͷکوچ بسیار های اندازه با خطͬ معادلات دستͽاه بار N موضعͬ

باشد. آن سراسری نوع از تر پایدار موضعͬ کانسا روش رود مͬ�� انتظار شد، خواهد مشاهده عددی نتایج

تقریبͬ ویژه های جواب روش ٣.٣.۵

عددی برایحل تقریبͬ ویژه روشجوابهای سراسری فرم بر مبتنͬ محلͬ هم شبͺه روشبدون بخش، این در
تابع لاپلاسین تقریبͬ، ویژه های جواب روش در شد. خواهد بندی مدل و (١.۵)-(٢.۵)ارائه تلͽراف معادله
زیر صورت به و ربعͬ چند توابع از خطͬ ترکیب ͷی توسط (١.۵) رابطه در n+١ زمانͬ سطح در u مجهول

شود: مͬ�� زده تقریب

∆un+١ =
N∑

j=١
λn+١
j φ(rj), (١٠.۵)

است: برقرار زیر رابطه ،r بعدی دو متغیر برای

∆ = ١/r(d/dr(r(d/dr)))

،
رابطه از گیری انتͽرال دوبار با سادگͬ به توان مͬ�� را un+١ مجهول تابع برای تقریبͬ ویژه جواب ͷی لذا

شود: مͬ�� نتیجه بنابراین . [١٠٢ ،١٠۴ ،١٠٣] کرد محاسبه (۵.۶)

un+١ =

∫ ١
r

∫
r(

N∑
j=١

λn+١
j φ(r))drdr,

=

N∑
j=١

λn+١
j (

∫ ١
r

∫
rφ(r)drdr),

=

N∑
j=١

λn+١
j ψ(r),

باشند: مͬ�� زیر فرم به تقریبͬ ویژه های جواب تابع ،φ(r) ربعͬ چند توابع برای که طوری به

ψ(r) =
١
٩(۴c٢ + r٢)

√
c٢ + r٢ − c٣

٣ ln(c+
√
c٢ + r٢). (١١.۵)
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مرزی شرایط گیری کار به همچنین و (١.۵) رابطه در (۶.۶) و (۵.۶) معادلات گذاری جای با اکنون
به توجه با کرد. محاسبه محلͬ هم روش از استفاده با توان مͬ�� را {λn+١

j }Nj=١ مجهول ضرائب شده، داده
شود: مͬ�� حاصل زیر صورت به مجهول N و معادله N با خطͬ معادلات دستͽاه ͷی فوق موارد

ζxi
Ω

([
١ + αδt+ δt٢θγ

] N∑
k=١

ψ(∥xi − xk∥)λn+١
k − δt٢θβ

N∑
k=١

φ(∥xi − xk∥)λn+١
k

)

+ ζxi
Γ

N∑
k=١

ψ(∥xi − xk∥)λn+١
k = ζxi

Ω

([
٢ − δt١)٢ − ٢θ)γ

] N∑
k=١

ψ(∥xi − xk∥)λnk

+ δt١)٢ − ٢θ)β
N∑

k=١
φ(∥xi − xk∥)λnk +

[
− ١ + αδt− δt٢θγ

] N∑
k=١

ψ(∥xi − xk∥)λn−١
k

+ δt٢θβ
N∑

k=١
φ(∥xi − xk∥)λn−١

k + δt٢(θfn+١(xi) + (١ − ٢θ)fn(xi) + θfn−١(xi))
)

+ ζxi
Γ h(xi, t

n+١),

(١٢.۵)

باشند. مͬ�� برقرار n = ١,٢,٣, . . . و i = ١, . . . , N هر ازای به فوق روابط که طوری به
های بردار این باشد. مͬ�� λ١ و λ٠ اولیه حدس دو نیازمند شروع برای فوق خطͬ معادلات دستͽاه وضوح به
محاسبه زیر صورت به ویژه های جواب توابع از استفاده با آغازین شرایط درونیابͬ توسط توان مͬ�� را آغازین

کرد:

ψλ٠ = F١,

ψλ١ = F٢,

شده مشخص (١٠.۶) رابطه در F٢ و F١ همچنین و ψij = ψ(rij), i, j = ١, . . . , N که طوری به
اند.

حاصل عددی نتایج شد. خواهند محاسبه تلͽراف معادله تقریبͬ های جواب فوق، معادلات دستͽاه حل از
اند. شده ارائه عددی نتایج بخش در ها مثال برخͬ برای روش این از
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تقریبͬ ویژه های جواب روش از موضعͬ فرم ͷی ۴.٣.۵

شد. خواهد ارائه تقریبͬ ویژه های جواب بر مبتنͬ شبͺه بدون عددی روش از موضعͬ فرم ͷی بخش این در
ترکیب صورت به جواب تقریب جای به نیز روش این در کانسا روش موضعͬ فرم برای شده ارائه روند شبه
توابع از خطͬ ترکیب ͷی صورت به را جواب که شود مͬ�� تلاش اصلͬ، دامنه کل بر ای پایه توابع از خطͬ
لاپلاسین تابع و un+١ مجهول تابع منظور این برای لذا زد. تقریب موضعͬ های دامنه و ویژه های جواب
زیر صورت به دامنه از ،{Ωj}Nj=دامنه١ زیر و موضعͬ نواحͬ در (١.۵) رابطه در و n+ ١ زمانͬ سطح در آن

شوند: مͬ�� زده تقریب

∆u(xj , tn+١) =

m∑
k=١

φ(∥xj − xj
k∥)jλ

n+١
k , xj

k ∈ Ωj ,

u(xj , tn+١) =

m∑
k=١

ψ(∥xj − xj
k∥)jλ

n+١
k , xj

k ∈ Ωj . (١٣.۵)

به و محلͬ هم روش توسط jλ
n+١
k , n = ١,٢, . . . . مجهول ضرائب ،{Ωj}Nj=١ دامنه زیر هر در لذا

شد: خواهند محاسبه زیر صورت

ζx
j
s

Ω

([
١ + αδt+ δt٢θγ

] m∑
k=١

ψ(∥xj
s − xj

k∥)jλ
n+١
k − δt٢θβ

m∑
k=١

φ(∥xj
s − xj

k∥)jλ
n+١
k

)

+ ζx
j
s

Γ

m∑
k=١

ψ(∥xj
s − xj

k∥)jλ
n+١
k = ζx

j
s

Ω

([
٢ − δt١)٢ − ٢θ)γ

] m∑
k=١

ψ(∥xj
s − xj

k∥)jλ
n
k

+ δt١)٢ − ٢θ)β
m∑

k=١
φ(∥xj

s − xj
k∥)jλ

n
k +

[
− ١ + αδt− δt٢θγ

] m∑
k=١

ψ(∥xj
s − xj

k∥)jλ
n−١
k

+ δt٢θβ
m∑

k=١
φ(∥xj

s − xj
k∥)jλ

n−١
k + δt٢(θfn+١(xj

s) + (١ − ٢θ)fn(xj
s) + θfn−١(xj

s))
)

+ ζx
j
s

Γ h(xj
s, t

n+١), s = ١,٢, . . . ,m.

(١۴.۵)

دستͽاه ͷی ((١۴.۵)) رابطه ،Ωj دامنه زیر از {xj}Nj=١ ∈ Ω ∪ Γ مرکزی نقطه هر برای وضوح به
شده، ارائه روش موضعͬ فرم طبق بنابراین کند. مͬ�� مشخص را مجهول m و معادله m با خطͬ معادلات

شوند: مͬ�� ارائه زیر صورت به زمانͬ سطح هر در مجهول های جواب
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u(xj , tn+١) =
m∑

s=١
ψ(∥xj − xj

s∥)
m∑

k=١
jΞ

−١
sk jξk,

که طوری به

jΞsk = ζx
j
s

Ω

([
١ + αδt+ δt٢θγ

]
ψ(∥xj

s − xj
k∥)− δt٢θβφ(∥xj

s − xj
k∥)
)
+ ζx

j
s

Γ ψ(∥xj
s − xj

k∥),

jξs = ζx
j
s

Ω

([
٢ − δt١)٢ − ٢θ)γ

]
u(xj

s, t
n) + δt١)٢ − ٢θ)β∆u(xj

s, t
n) + δt٢θβ∆u(xj

s, t
n−١)

+
[
− ١ + αδt− δt٢θγ

]
u(xj

s, t
n−١) + δt٢(θfn+١(xj

s) + (١ − ٢θ)fn(xj
s) + θfn−١(xj

s))
)

+ ζx
j
s

Γ h(xj
s, t

n+١), s, k = ١,٢, . . . ,m,

است. شده ارائه بیشتر پایداری با شبͺه بدون روش ͷی فوق روند به توجه با n = ١,٢, . . . . هر ازای به

عددی نتایج ۴.۵

مثال در بعدی دو تلͽراف معادله حل برای شده، معرفͬ شبͺه بدون های روش دقت و کارایͬ بخش این در
نقاط عنوان به ناحیه در الفاصله متساوی نقاط از عددی های روش روند در شود. مͬ�� بررسͬ مختلف های
انتخاب اصلͬ دامنه mاز = ١٣ با هایͬ دامنه زیر موضعͬ های فرم در است. شده استفاده محلͬ هم و مرکزی
ریشه خطای و ε∞ مطلق خطای خطا، نوع دو ها آن از حاصل نتایج و ها روش دقت بررسͬ برای اند. شده

است: شده استفاده εRMS میانͽین مربع

ε∞ = max{|u(xj, t)− ũ(xj, t)|, j = ١,٢, . . . , N},

εRMS =
١
N

√√√√ N∑
j=١

|u(xj, t)− ũ(xj, t)|٢,

باشند. مͬ�� تقریبͬ و واقعͬ های جواب بیانͽر ترتیب به ũ(xj, t) و u(xj, t) فوق روابط در که طوری به
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.١ مثال در N = ٢٢۵, m = ١٣, δt = ٠٫ ٠٠١ فرض با εRMS و ε∞ خطاهای مقادیر :١.۵ جدول
c = ٠٫ ۴٩ GKM، c = ٢٫ ۵ LKM،

t εRMS ε∞ εRMS ε∞
٠٫ ۵ ٧٫ ٨١۵ × ١٠−۶ ٣٫ ١٠۵ × ١٠−۵ ٨٫ ٠٠٣ × ١٠−۶ ٢٫ ٩٨٢ × ١٠−۵

١٫ ٠ ١٫ ٠٠٩ × ١٠−۵ ٢٫ ٠٧١ × ١٠−۵ ١٫ ۵٢٢ × ١٠−۵ ٢٫ ٩١۵ × ١٠−۵

٢٫ ٠ ٣٫ ٠٠٩ × ١٠−۶ ٨٫ ٢۵٢ × ١٠−۶ ۴٫ ٣۵٠ × ١٠−۶ ١٫ ٠۵۵ × ١٠−۵

٣٫ ٠ ۶٫ ١۵١ × ١٠−۶ ١٫ ۶٩٧ × ١٠−۵ ١٫ ١٩٣ × ١٠−۵ ٢٫ ۵٧٢ × ١٠−۵

۴٫ ٠ ۴٫ ٢۶۵ × ١٠−۵ ١٫ ١٨١ × ١٠−۵ ٧٫ ٧٩٢ × ١٠−۶ ١٫ ۶۵٢ × ١٠−۵

۵٫ ٠ ٢٫ ٢٠٣ × ١٠−۶ ۶٫ ۴١٨ × ١٠−۶ ٢٫ ٢۶٠ × ١٠−۶ ۵٫ ٠۴٣ × ١٠−۶

c = ٠٫ ٣۵ GMAPS، c = ٢ LMAPS،
t εRMS ε∞ εRMS ε∞

٠٫ ۵ ٩٫ ٧۴٧ × ١٠−۶ ٢٫ ٩۶۶ × ١٠−۵ ۵٫ ٨٨٩ × ١٠−۶ ١٫ ۶٣۶ × ١٠−۵

١٫ ٠ ۶٫ ٨۶۶ × ١٠−۶ ١٫ ۴٩٩ × ١٠−۵ ١٫ ٠٧١ × ١٠−۵ ٢٫ ١١٩ × ١٠−۵

٢٫ ٠ ١٫ ٧۴٩ × ١٠−۶ ٣٫ ۵٠٩ × ١٠−۶ ٢٫ ٩٣٢ × ١٠−۶ ٧٫ ١١٠ × ١٠−۶

٣٫ ٠ ٨٫ ٧٨٧ × ٧−١٠ ٣٫ ۶٨٣ × ١٠−۶ ۵٫ ٩١۵ × ١٠−۶ ١٫ ٣٠١ × ١٠−۵

۴٫ ٠ ۶٫ ٠١۶ × ٧−١٠ ٢٫ ٣۵٣ × ١٠−۶ ٣٫ ۴٧٧ × ١٠−۶ ٧٫ ۴۴۵ × ١٠−۶

۵٫ ٠ ١٫ ۶٩٩ × ٧−١٠ ٩٫ ۵۴٩ × ٧−١٠ ١٫ ٠٧٢ × ١٠−۶ ٢٫ ۴٢٨ × ١٠−۶

١ مثال ١.۴.۵

(x, y) ∈ [٠,١]٢ دامنه در (٢.۵) مرزی و آغازین شرایط ه همرا به (١.۵) تلͽراف معادله مثال، اولین عنوان به
این برای دقیق جواب شود. مͬ�� گرفته نظر در β = ١ و α = ١, γ = ١ مدل های پارامتر فرض با t ≥ ٠ و

.:[۵۶ ،٣٠] است زیر صورت به مسئله

u(x, y, t) = cos(t) sin(x) sin(y).

مͬ�� محاسبه قابل معادله در جواب تابع جایͽذاری از سادگͬ به مرزی و آغازین شرایط و f(x, t) منبع تابع
گرفته کار به مثال این عددی حل برای فصل، این در شده ارائه و بندی فرمول شبͺه بدون های روش باشند.
و δt = ٣−١٠ فرض با و شده معرفͬ شبͺه بدون های روش توسط حاصل نتایج ،١.۵ جدول در است. شده

اند. شده مقایسه یͺدیͽر با و گزارش متفاوت زمانͬ سطوح در مناسب شͺل های پارامتر انتخاب
پارامتر تغییرات به نسبت خطا تابع های گراف ،١.۶ شͺل در شده معرفͬ روشهای پایداری مقایسه برای
از وضوح به اند. شده رسم t = ١ زمانͬ سطح در N = ١٠٠, m = ١٣, δt = ٣−١٠ فرض با و c شͺل
پارامتر تغییرات به نسبت شده، معرفͬ شبͺه بدون های روش موضعͬ های فرم که شود مͬ�� نتیجه شͺل این
بسیار ها روش همه از حاصل نتایج که شود مͬ�� مشاهده طرفͬ از باشند. مͬ�� بیشتری پایداری دارای شͺل
پارامتر تغییرات از ͷکوچ بسیار بازه برای تنها سراسری های فرم که حالͬ در باشند مͬ�� یͺدیͽر به ͷنزدی
بیشتر موضعͬ های فرم بر مبتنͬ شبͺه بدون های روش پایداری ماندن برقرار که حالͬ در ماند مͬ�� پایدار شͺل
N تغییرات به نسبت و شده ارائه های روش از حاصل خطای توابع گراف ،٢.۵ شͺل در همچنین باشد. مͬ��
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.١ مثال در t = ١ لحظه در
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c = ٠٫ ۵, n = ١٣, δt = ٠٫ ٠٠١ فرض با نقاط تعداد تغییرات به نسبت خطا توابع گراف :٢.۵ شͺل
.١ مثال در t = ١ لحظه در

جدول این در شده رسم نتایج از اند. شده رسم t = ١ زمان در c = ٠٫ ۵, m = ١٣, δt = ٣−١٠ فرض با
باشند مͬ�� بیشتری دقت دارای سراسری های فرم هرچند شͺل، پارامتر مقدار بودن ثابت با که شود مͬ�� مشاهده

باشد. مͬ�� قرار بر چنان هم محلͬ هم نقاط تعداد افزایش با سراسری های فرم پایداری ولͬ

٢ مثال ٢.۴.۵

در زیر صورت به و (x, y) ∈ [٠,١]٢, t ≥ ٠ دامنه در (٢.۵) شرایط با (١.۵) معادله مثال، دومین عنوان به
شود: مͬ�� گرفته نظر

utt+۴πut+٢π٢u = ∆u+٢πt sinπ(x+y)e−(x+y)t+((x+y−٢π)٢−٢t٢) sin(πx) sin(πy)e−(x+y)t.
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.٢ مثال در N مختلف مقادیر ازای به m = ١٣, δt = ٠٫ ٠٠١ فرض با εRMS خطا مقادیر :٢.۵ جدول
c = ١٫ ۶ LKM، c = ٠٫ ٢٢ GKM، c = ٠٫ ۵۴ LMAPS، c = ٠٫ ١۶ GMAPS،

N εRMS εRMS εRMS εRMS

۶۴ ١٫ ٠۶٣ × ٣−١٠ ۴٫ ٣٢٠ × ٣−١٠ ١٫ ۴۴٣ × ٣−١٠ ٢٫ ۴٨٣ × ٣−١٠

١٠٠ ۶٫ ٣١٧ × ١٠−۴ ٢٫ ٣۶٣ × ٣−١٠ ٧٫ ۴٨٣ × ١٠−۴ ١٫ ٢۶٣ × ٣−١٠

١۴۴ ٢٫ ٧٨٩ × ١٠−۴ ١٫ ٣٨٩ × ٣−١٠ ٣٫ ٣٨٧ × ١٠−۴ ٧٫ ١۵٧ × ١٠−۴

٢٢۵ ٢٫ ۶٨١ × ١٠−۴ ۶٫ ۶٣۶ × ١٠−۴ ٣٫ ٠٢۶ × ١٠−۴ ٣٫ ۴٣۶ × ١٠−۴

٣٢۴ ٢٫ ۴٨١ × ١٠−۴ ٣٫ ٣٠٩ × ١٠−۴ ٢٫ ۵٣۵ × ١٠−۴ ١٫ ٧۴۵ × ١٠−۴

۴٠٠ ٢٫ ٨٠۵ × ١٠−۵ ٢٫ ١١٧ × ١٠−۴ ۵٫ ٣۵٠ × ١٠−۵ ٩٫ ٣۵١ × ١٠−۵

۶٢۵ ١٫ ۴٩٣ × ١٠−۴ ٧٫ ۴١٣ × ١٠−۵ ٨٫ ٠۵٢ × ١٠−۵ ۴٫ ١٢٢ × ١٠−۵

٩٠٠ ٨٫ ٣١۶ × ١٠−۵ ٣٫ ١٧۴ × ١٠−۵ ٩٫ ۴۵١ × ١٠−۵ ٢٫ ١٢۴ × ١٠−۵

:[۴٢ ،۵۶ باشد[٣٢، مͬ�� زیر صورت به معادله این دقیق جواب

u(x, y, t) = e−(x+y)t sin(πx) sin(πy).

روش نیز بخش این در کرد. مشخص مسئله دقیق جواب از سادگͬ به توان مͬ�� را ومرزی آغازین شرایط
جدول در است. شده کارگرفته به مدل این عددی حل برای فصل این در شده معرفͬ شبͺه بدون های
و m = ١٣, δt = ٣−١٠ های پارامتر گرفتن نظر در با εRMS ی خطا برای شده محاسبه نتایج ٢.۶
های روش همͽرایͬ که اند، شده گزارش N مختلف مقادیر ازای به مناسب شͺل پارامتر مقادیر انتخاب
فرض با شده محاسبه خطای توابع کانتور های گراف ٣.۵ شͺل در همچنین دهد. مͬ�� نشان را شده ارائه
به که اند شده رسم t = ٢ لحظه در مناسب شͺل پارامتر انتخاب و N = ۴٠٠, m = ١٣, δt = ٣−١٠

دهند. مͬ�� نشان را حاصل نتایج اعتبار و دقت روشنͬ

٣ مثال ٣.۴.۵

(x, y) ∈ [٠,١]٢ ناحیه در β = ١ و α = ١, γ = ١ مدل های پارامتر با تلͽراف معادله سوم، مثال عنوان به
:[٣٨ ،٣٠] باشد مͬ�� زیر صورت به معادله این دقیق جواب شد. خواهد گرفته نظر در t ≥ ٠ و

u(x, y, t) = exp(x+ y − t).

واقعͬ جواب از سادگͬ به ابتدایͬ و آغازین شرایط و f(x, t) منبع تابع نیز مثال این در قبل های مثال شبیه
N = ۴٠٠, m فرض= با شده ارائه های روش توسط حاصل نتایج ٣.۵ جدول در باشند. مͬ�� محاسبه قابل

اند. شده گزارش مناسب شͺل پارامتر مقادیر انتخاب و ١٣
در و موضعͬ و سراسری های فرم در δt = ٣−١٠ و δt = ١٠−۴ گرفتن نظر در با ترتیب به نتایج این
نسبت خطا تابع برای حاصل نتایج ۵.۵ و ۴.۵ های شͺل در همچنین اند. شده محاسبه زمانͬ مختلف سطوح
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t = ٢ لحظه در N = ۴٠٠, n = ١٣, δt = ٠٫ ٠٠١ فرض با خطا توابع کانتور های گراف :٣.۵ شͺل
.٢ مثال در

.N = ۴٠٠ فرض با ٣ مثال در εRMS و ε∞ خطای مقادیر :٣.۵ جدول
δt = ١٠−۴ c = ٠٫ ٣٣ GKM، c = ٠٫ ٢٧ GAPMS،

t εRMS ε∞ εRMS ε∞
٠٫ ۵ ٧٫ ٠٩٩ × ١٠−۴ ١٫ ١۶۵ × ٣−١٠ ١٫ ٢٣٢ × ١٠−۴ ۴٫ ٢٠١ × ١٠−۴

١٫ ٠ ۴٫ ٣۵٩ × ١٠−۴ ٩٫ ٢۴۶ × ١٠−۴ ١٫ ٢٠١ × ١٠−۴ ٢٫ ٢۶٨ × ١٠−۴

٢٫ ٠ ٧٫ ٢٣٣ × ١٠−۵ ٢٫ ٧۵٢ × ١٠−۴ ٢٫ ۵۵٨ × ١٠−۵ ۶٫ ٣۴۶ × ١٠−۵

٣٫ ٠ ۴٫ ١٨٢ × ١٠−۵ ١٫ ٢٧٠ × ١٠−۴ ٢٫ ١١٧ × ١٠−۵ ۴٫ ٢٧۶ × ١٠−۵

۴٫ ٠ ١٫ ٩۵۴ × ١٠−۵ ۶٫ ٠۴٣ × ١٠−۵ ٣٫ ٣۵٢ × ١٠−۶ ٧٫ ٣۴۴ × ١٠−۶

۵٫ ٠ ٣٫ ٩٣۵ × ١٠−۶ ١٫ ١۵۶ × ١٠−۵ ٢٫ ۵٩٢ × ١٠−۶ ۶٫ ۴۴۶ × ١٠−۶

δt = ٣−١٠ c = ٢ LKM، c = ٢ LAPMS،
t εRMS ε∞ εRMS ε∞

٠٫ ۵ ١٫ ٧٩٩ × ١٠−۴ ۵٫ ١٧٣ × ١٠−۴ ١٫ ١١٠ × ١٠−۴ ٣٫ ۶٩٢ × ١٠−۴

١٫ ٠ ۶٫ ٢۴١ × ١٠−۵ ١٫ ٢٩۴ × ١٠−۴ ٩٫ ٧٢۵ × ١٠−۵ ١٫ ٨۶٨ × ١٠−۴

٢٫ ٠ ٣٫ ٣٨٩ × ١٠−۵ ۶٫ ۴٨٣ × ١٠−۵ ١٫ ۶۴٩ × ١٠−۵ ٣٫ ٣٨۵ × ١٠−۵

٣٫ ٠ ١٫ ٠٢۴ × ١٠−۵ ٢٫ ۶٧۴ × ١٠−۵ ٩٫ ٠۶۵ × ١٠−۵ ٢٫ ٧٣۶ × ١٠−۵

۴٫ ٠ ٣٫ ۶٣٢ × ١٠−۶ ٩٫ ٣٨٩ × ١٠−۶ ۴٫ ٢٩١ × ١٠−۵ ١٫ ٠۴٨ × ١٠−۵

۵٫ ٠ ۴٫ ٩٢٢ × ١٠−۶ ١٫ ٧۵٩ × ١٠−۶ ١٫ ٨۶٠ × ١٠−۶ ١٫ ۴۶٣ × ١٠−۶
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و N = ١٠٠, n = ١٣, فرض با شͺل پارامتر تغییرات به نسبت خطا تابع به مربوط گراف :۴.۵ شͺل
.٣ مثال در t = ١ لحظه در δt = ٠٫ ٠٠١
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، c = ٠٫ ۴, n = ١٣ فرض با نقاط تعداد تغییرات به نسبت خطا تابع به مربوط گراف :۵.۵ شͺل
.٣ مثال در t = ١ لحظه در δt = ٠٫ ٠٠١

که شود مͬ�� مشاهده ها شͺل این از وضوح به اند. شده رسم نقاط تعداد همچنین و شͺل پارامتر تغییرات به
باشند. مͬ�� ها آن سراسری های فرم به نسبت بیشتری پایداری دارای موضعͬ های فرم

۴ مثال ۴.۴.۵

صورت به و t ≥ ٠ ازای به ،(x, y) ∈ [٠,١]٢ مربعͬ ناحیه در (٢.۵)-(١.۵) معادله مثال آخرین عنوان به
شود: مͬ�� گرفته نظر در زیر

utt + ٢ut + u = ∆u+ ١)/٢ + x+ y + t) + ln(١ + x+ y + t) + ١)/١ + x+ y + t)٢.

:[٣٢] است زیر فرم به معادله این دقیق جواب
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در N متفاوت مقادیر ازای به n = ١٣, δt = ٠٫ ٠٠١, T = ۵ فرض با ε∞ خطای مقادیر :۴.۵ جدول
.۴ مثال

c = ١LKM، c = ١ LMAPS، c = ٠٫ ٢۵GKM، c = ٠٫ ٢۵GMAPS،
N ε∞ ε∞ ε∞ ε∞
۶۴ ٨٫ ١٧۴ × ١٠−۴ ۵٫ ۴٠٢ × ١٠−۴ ۵٫ ١١٢ × ٣−١٠ ٨٫ ٧۵١ × ١٠−۴

١٠٠ ۴٫ ۶١٨ × ١٠−۴ ٢٫ ٧٩٧ × ١٠−۴ ٢٫ ٧۴۴ × ٣−١٠ ٣٫ ۵٢١ × ١٠−۴

١۴۴ ٣٫ ٨۴٢ × ١٠−۴ ٢٫ ٣٨٢ × ١٠−۴ ١٫ ١٢۴ × ٣−١٠ ١٫ ۶۶١ × ١٠−۴

٢٢۵ ٣٫ ۴٣١ × ١٠−۴ ٢٫ ٠۴۴ × ١٠−۴ ۶٫ ۵٧۵ × ١٠−۴ ٧٫ ٨١۵ × ١٠−۵

٣٢۴ ٢٫ ٨۶۶ × ١٠−۴ ١٫ ٧٠۵ × ١٠−۴ ٢٫ ٩٢۴ × ١٠−۴ ۵٫ ٣٠٧ × ١٠−۵

۴٠٠ ٧٫ ۵۵۵ × ١٠−۵ ۶٫ ٢۶١ × ١٠−۵ ١٫ ٧٢٣ × ١٠−۴ ۴٫ ٧٨١ × ١٠−۵

۶٢۵ ٩٫ ٢١٩ × ١٠−۵ ٩٫ ۴٠٧ × ١٠−۵ ۴٫ ۶۶٠ × ١٠−۵ −
٩٠٠ ٨٫ ۶٢۴ × ١٠−۵ ٧٫ ۴٧٠ × ١٠−۵ − −

١٢٢۵ ٧٫ ٨٧۴ × ١٠−۵ ٧٫ ٨٩۵ × ١٠−۵ − −
١۶٠٠ ۶٫ ٢٩٨ × ١٠−۵ ٨٫ ١۵٩ × ١٠−۵ − −

u(x, y, t) = ln(١ + x+ y + t).

مدل این عددی حل برای شده معرفͬ شبͺه بدون های روش نیز حالت این در قبل، های مثال شبیه
فرض با نتایج این اند. شده گزارش فوق های روش توسط حاصل نتایج ۴.۵ جدول در اند. شده استفاده
محاسبه N مقادیر ازای به و t = ۵ لحظه در مناسب شͺل پارامتر مقادیر انتخاب mو = ١٣, δt = ٣−١٠

های فرم هرچند دهد، مͬ�� نشان را ها روش همͽرایͬ وضوح به فوق جدول در شده گزارش نتایج اند. شده
شوند. مͬ�� ناپایدار N بزرگ مقادیر ازای به سراسری
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.۴ مثال در N = ۴٠٠, δt = ٣−١٠ فرض با εRMS و ε∞ خطاهای مقادیر :۵.۵ جدول
c = ٠٫ ٣۴ GKM، c = ٠٫ ٢۵ GAPMS،

t εRMS ε∞ εRMS ε∞
٠٫ ۵ ١٫ ١٣١ × ١٠−۵ ٣٫ ٨٧۴ × ١٠−۵ ١٫ ۴٨١ × ١٠−۵ ۴٫ ۵۶٩ × ١٠−۵

١٫ ٠ ١٫ ٧۵٨ × ١٠−۵ ٢٫ ۵۵٣ × ١٠−۵ ۵٫ ٩٧٣ × ١٠−۶ ١٫ ٣٧٨ × ١٠−۵

٢٫ ٠ ٨٫ ٩٢٩ × ١٠−۶ ١٫ ٩٧٩ × ١٠−۵ ۵٫ ۵٩۵ × ١٠−۶ ٨٫ ٣١٣ × ١٠−۶

٣٫ ٠ ١٫ ١٣٨ × ١٠−۵ ٢٫ ٠٩۴ × ١٠−۵ ۴٫ ٧٠٢ × ١٠−۶ ۶٫ ٧٢١ × ١٠−۶

۴٫ ٠ ١٫ ٣٢۴ × ١٠−۵ ٢٫ ٢٢٨ × ١٠−۵ ۴٫ ٣٧٧ × ١٠−۶ ٧٫ ٢٢۶ × ١٠−۶

۵٫ ٠ ١٫ ۴١٩ × ١٠−۵ ٢٫ ۵۴۶ × ١٠−۵ ۵٫ ٠٠٩ × ١٠−۶ ٧٫ ٧٢٢ × ١٠−۶

c = ٢ LKM، c = ٢ LAPMS،
t εRMS ε∞ εRMS ε∞

٠٫ ۵ ١٫ ٩٨٩ × ١٠−۵ ۵٫ ۶٢٣ × ١٠−۵ ١٫ ٠٨٠ × ١٠−۵ ٣٫ ۵٧۵ × ١٠−۵

١٫ ٠ ۵٫ ۵٩٨ × ١٠−۶ ١٫ ١٩٣ × ١٠−۵ ٨٫ ٠٩٨ × ١٠−۶ ١٫ ۶٢۵ × ١٠−۵

٢٫ ٠ ۴٫ ۶٩٩ × ١٠−۶ ٨٫ ٩٣٠ × ١٠−۶ ٢٫ ۴٣۶ × ١٠−۶ ۴٫ ۶٠١ × ١٠−۶

٣٫ ٠ ٢٫ ١٨٢ × ١٠−۶ ۴٫ ٧٧٣ × ١٠−۶ ١٫ ٩۴٩ × ١٠−۶ ۵٫ ٠٣٣ × ١٠−۶

۴٫ ٠ ١٫ ١٧۴ × ١٠−۶ ٢٫ ١٢۶ × ١٠−۶ ٩٫ ٠۵٢ × ٧−١٠ ١٫ ٨۴٨ × ١٠−۶

۵٫ ٠ ١٫ ۶٧٣ × ١٠−۶ ٢٫ ٩۵۴ × ١٠−۶ ١٫ ٣٠٧ × ١٠−۶ ٢٫ ٨٠٠ × ١٠−۶

ارائه زمانͬ سطوح برخͬ در و شده سازی مدل های روش توسط حاصل نتایج ۵.۵، جدول در ادامه در
طریق از شده ارائه نتایج از اند. شده رسم خطا توابع های کانتور ۶.۵ شͺل در نهایت در اند. شده مقایسه و
مͬ�� تقریب بالا بادقت را حاکم معادله جواب عددی، های روش که شود مͬ�� مشاهده ها، شͺل و ها جدول

زنند.

گیری نتیجه ۵.۵

ای پایه توابع براساس که حاکم معادله قوی فرم بر مبتنͬ شبͺه بدون های روش از مهم رده دو فصل این در
توسط مجهول تابع اول رده در گرفت. قرار استفاده مورد بعدی دو تلͽراف معادله حل برای باشند مͬ�� شعاعͬ
مجهول تابع لاپلاسین عملͽر دوم رده در که حالͬ در شد زده تقریب شعاعͬ ای پایه توابع از ترکیبخطͬ ͷی
محاسبه ویژه جواب توابع آن به توجه با سپس و شود مͬ�� زده تقریب شعاعͬ ای پایه توابع خطͬ ترکیب توسط
های روش برای موضعͬ های فرم ضرائب، ماتریس شرطͬ بد از جلوگیری و پایداری افزایش برای اند. شده
مبتنͬ سازی گسسته روند ͷی از ها روش همه در شدند. بندی مدل تلͽراف معادله عددی حل در و ارائه فوق
طریق از شده ارائه عددی نتایج شد. استفاده معادله زمان مشتقات سازی گسسته برای متناهͬ تفاضلات بر
های دقت دارای مختلف های روش از حاصل نتایج که کنند مͬ�� مشخص ها شͺل همچنین و ها جدول
باشند. مͬ�� تر دقیق اول رده از حاصل نتایج حدودی تا که شود مͬ�� مشاهده هرچند باشند مͬ�� یͺدیͽر به ͷنزدی
سراسری های فرم از تر کارا و تر پایدار بسیار مراتب به شده ارائه موضعͬ های فرم که شد مشاهده همچنین
خود از محلͬ هم نقاط تعداد و شͺل پارامتر تغییرات به نسبت کمتری بسیار حساسیت و باشند مͬ�� ها آن
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دهند. مͬ�� نشان



۶ فصل

جواب توابع بر مبتنͬ گالرکین � پتروف روش
شرایط با انتشار معادله حل برای ویژه های

استاندارد غیر مرزی

مقدمه ١.۶

ͷکلاسی غیر مرزی شرایط با مرزی مقدار مسائل صورت به مهندسͬ و علوم در طبیعͬ های پدیده از بسیاری
اصلͬ معادله در یا مرزی شرایط در انتͽرالͬ عبارت ͷی اغلب مسائل از دسته این در مͬ�شوند. بندی مدل
علوم در متنوعͬ های فرآیند بندی مدل در وسیع طور به ریاضͬ های مدل از ویژه رده این مͬ�شوند. ظاهر

.[٢٣ ،١٩ ،١٨ ،١٧ ،٢٠ ،٨٠] مͬ�روند کار به صنعت و شناسͬ زیست شیمͬ، حرارت، انتقال ،ͷفیزی
انتشار: بعدی دو معادله حل برای شبͺه بدون های روش بر مبتنͬ عددی روند ͷی فصل این در

∂u

∂t
= α(

∂٢u

∂x٢ +
∂٢u

∂y٢ ), x = (x, y) ∈ Ω ⊆ R٢, t ≥ ٠, (١.۶)

مرزی و آغازین شرایط با

u(x,٠) = f(x), x ∈ Ω,

u(x, t) = h١(x, t), x ∈ Γ١, t ≥ ٠,

u(x, t) = k(x)µ(t), x ∈ Γ٢, t ≥ ٠, (٢.۶)
∂u

∂n
(x, t) = h٢(x, t), x ∈ Γ٣, t ≥ ٠,

ͷکلاسی غیر مرزی شرایط همچنین ∫و ∫
Ω u(x, t)dx = m(t), t ≥ ٠, (٣.۶)
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مقدار همچنین و مͬ�باشند مجهول توابع µ(t) و u(x, t) روابط این در که طوری به شد، خواهد ارائه
بوده، هموار کافͬ اندازه به و معلوم توابع k(x) و f(x), h١(x, t), h٢(x, t) گرمایͬ، انتشار ضریب αثابت
دهنده نشان Ω = (Ω ∪ Γ) ∈ R٢ که نحوی به بوده Ω دامنه مرز و بسته منحنͬ ͷی Γ = (Γ١ ∪ Γ٢ ∪ Γ٣)

مͬ�باشد. زمان متغیر t و مسئله مͺانͬ های متغیر دامنه
مشͺلات با مسئله این تحلیلͬ بررسͬ که مͬ�شود سبب (٣.۶) مرزی شرط در شده ظاهر ͷکلاسی غیر عبارت
دهه در نباشد. پذیر امͺان عملا́ آن حل برای عددی های روش از بسیاری اجرای علاوه به و باشد همرا زیادی
و معرفͬ استاندارد غیر شرایط با دیفرانسیل معادلات از متنوعͬ های رده برای عددی های روش برخͬ اخیر،
معادله حل برای عددی های روش برخͬ ویژه طور به . [۴۴ ،٨۴ ،١٣ ،١٠۶ ،٨١ ،٨٩ ،١] اند شده استفاده
روش بر مبتنͬ عددی های روش برخͬ دهقان، اند. شده ارائه ͷکلاسی غیر مرزی شرایط با بعدی دو انتشار
است گرفته کار به و توسعه استاندارد غیر مرزی شرایط با دوبعدی انتشار معادله حل برای را متناهͬ تفاضلات
انتشار معادله عددی حل برای را شبͺه بدون روش دو شیرزادی، و بندی عباس . [٢٨ ،٢٧ ،٢۶ ،٢۵ ،٢۴]
ͷی دیͽران و کاظم اخیراً، .[٣ ،٢] اند برده کار به نیومن و دیریͺله مرزی شرایط با استاندارد غیر بعدی دو

.[۵٢] اند برده کار به مدل این حل برای را شعاعͬ ای پایه توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش
به ویژه های جواب توابع از استفاده با و معادله قوی فرم بر مبتنͬ شبͺه بدون روش ͷی ابتدا فصل این در
مͬ�شود تلاش سپس و شد خواهد استفاده و بندی مدل (٣.۶)-(١.۶) معادله حل برای ای پایه توابع عنوان
استفاده و معرفͬ (٣.۶)-(١.۶) معادله حل برای نیز حاکم معادله ضعیف فرم بر مبتنͬ شبͺه بدون روش ͷی

شد. خواهند مقایسه یͺدیͽر با فوق روش دو از حاصل نتایج نهایت در و شود

زمانͬ سازی گسسته ٢.۶

معادله در ظاهر زمانͬ یͷمشتق ابتدا ،(٣.۶)-(٢.۶) آغازین و مرزی شرایط با (١.۶) معادله عددی حل برای
با این بنابر شد. خواهد سازی گسسته ، (٠ ≤ θ ≤ ١) شده دار وزن θ− متناهͬ تفاضلات روش ͷی توسط
گسسته زیر صورت به متوالͬ زمانͬ سطح دو در (١.۶) دیفرانسیل معادله شده، معرفͬ سازی گسسته روش

شد: خواهد سازی

θ
∂un+١

∂t
+ (١ − θ)

∂un

∂t
=
un+١ − un

δt
+O(δt),

معادله به توجه با لذا .un = u(x, tn) و سازی گسسته زمانͬ گام طول δt = tn+١ − tn که طوری به
مͬ�شود: نتیجه (١.۶)

un+١ − un

δt
≃ θα∆un+١ + (١ − θ)α∆un,
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رابطه سازی ساده با وضوح به مͬ�باشد. لاپلاسین u∆عملͽر = (∂
٢u

∂x٢ +
∂٢u
∂y٢ ) فوق رابطه در که طوری به

مͬ�شود: نتیجه فوق،

un+١ − θδtα∆un+١ = un + δt(١ − θ)α∆un. (۴.۶)

مقادیر که مͬ�شود مشاهده u٠ = u(x,٠) آغازین شرط کارگیری به با فوق، سازی گسسته رابطه در
شود توجه مͬ�باشد. محاسبه قابل قبلͬ زمانͬ سطح در جواب مقدار به وابسته زمانͬ گام هر در un, n ≥ ١
گسسته از حاصل نتایج با معادل ترتیب به حاصل معادلات ،(۴.۶) رابطه در θ = ٠,١,١/٢ فرض با که

مͬ�باشند. پسرو تفاضلات و نیͺلسون - ͷکران پیشرو، تفاضلات های سازی

مͺانͬ سازی گسسته ٣.۶

حل برای شعاعͬ ای پایه توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون های روش از اساسͬ رده دو مͬ�شود تلاش بخش این در
مبتنͬ ها روش این شد. خواهد استفاده (٣.۶) -(٢.۶) حاکم معادله مرزی شرایط با (۴.۶) شده گسسته مدل
شعاعͬ ای پایه توابع از ها روش این دو هر در مͬ�باشند. مدل بر حاکم معادلات ضعیف و قوی فرم دو هر بر
ادامه در است. شده استفاده (۴.۶) مسئله در مجهول تابع لاپلاسین عملͽر تقریب برای ای پایه توابع عنوان به

شد. خواهند بندی فرمول حاکم معادله حل برای روش دو این

تقریبͬ ویژه های جواب روش ١.٣.۶

معادله حل برای تقریبͬ ویژه های جواب محلͬ روشهم بر مبتنͬ شبͺه بدون عددی ͷنیͺت ͷی بخش این در
سطح در مجهول تابع لاپلاسین عملͽر MAPS روش اساس بر شد. خواهد بندی فرمول (٣.۶)-(١.۶)
ای پایه توابع از خطͬ ترکیب ͷی توسط (۴.۶) شده سازی گسسته معادله قوی فرم در ام n + ١− زمانͬ

شد: خواهد زده تقریب زیر صورت به (φ(rj)) شعاعͬ

∆un+١ =
N∑

j=١
λn+١
j φ(rj), (۵.۶)

نقاط و x نقطه بین اقلیدسͬ فاصله دهنده نشان rj = {∥x − xj∥,xj ∈ Ω} رابطه این در که طوری به
ام n + ١− زمانͬ سطح در مجهول ضرائب از مجموعه ͷی {λn+١

j }Nj=١ همچنین و مͬ�باشد xj مرکزی
φ(rj) =

√
rj٢ + c٢ ربعͬ چند توابع از فصل این سراسر در شد. خواهند محاسبه ادامه در که مͬ�باشد

عملͽر چون شد، اشاره نیز قبل فصل در که گونه همان شد. خواهد استفاده شعاعͬ ای پایه توابع عنوان به
گرفت نظر در زیر صورت به مͬ�توان را آن مͬ�باشد بعدی دو عملͽر ͷی لاپلاسین

∆ = ١/r(d/dr(r(d/dr))),
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مͬ�شود: نتیجه (۵.۶) از پͬ پیا گیری انتͽرال بار دو با لذا

un+١ =

∫ ١
r

∫
r(

N∑
j=١

λn+١
j φ(r))drdr,

=
N∑

j=١
λn+١
j (

∫ ١
r

∫
rφ(r)drdr),

=
N∑

j=١
λn+١
j ψ(r), (۶.۶)

توابع بنابراین مͬ�باشد. φ(r) شعاعͬ ای پایه تابع به متناظر تقریبͬ ویژه جواب تابع ψ(r) که طوری به
شد: خواهند محاسبه زیر صورت به ربعͬ چند توابع به متناظر تقریبͬ ویژه جواب

ψ(r) =
١
٩(۴c٢ + r٢)

√
c٢ + r٢ − c٣

٣ ln(c+
√
c٢ + r٢).

سازی گسسته معادله در (۶.۶) و (۵.۶) روابط جایͽذاری با تقریبͬ ویژه روشجوابهای مبنای بر اکنون
مͬ�شوند: حاصل زیر روابط (٣.۶) و (٢.۶) استاندارد غیر و استاندارد مرزی شرایط همچنین و (۴.۶) شده

N∑
j=١

λn+١
j ψ(∥x− xj∥)− θδtα

N∑
j=١

λn+١
j φ(∥x− xj∥) =

N∑
j=١

λnj ψ(∥x− xj∥) + δt(١ − θ)α

N∑
j=١

λnj φ(∥x− xj∥) , k = ١, . . . , NΩ,

N∑
j=١

λn+١
j ψ(∥x− xj∥) = h١(x, t

n+١) , k = ١, . . . , NΓ١ , (٧.۶)

N∑
j=١

λn+١
j ψ(∥x− xj∥) = K(x)µ(tn+١) , k = ١, . . . , NΓ٢ ,

N∑
j=١

λn+١
j

∂ψ

∂n
(∥x− xj∥) = h٢(xk, t

n+١) , k = ١, . . . , NΓ٣ ,

{xi}Ni=١ ∈ محلͬ هم نقطه N = NΩ + NΓ١ + NΓ٢ + NΓ٣ انتخاب با محلͬ هم روش به بنا اکنون
و دامنه درون بر واقع نقاط تعداد دهنده نشان ترتیب به NΓi و NΩ که نحوی به Ω = (Ω ∪ Γ١ ∪ Γ٢ ∪ Γ٣)

مͬ�شوند: حاصل زیر روابط (٧.۶) روابط در مقادیر این جایͽذاری و مͬ�باشند دامنه مرزهای روی
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N∑
j=١

λn+١
j ψ(∥xk − xj∥)− θδtα

N∑
j=١

λn+١
j φ(∥xk − xj∥) =

N∑
j=١

λnj ψ(∥xk − xj∥) + δt(١ − θ)α
N∑

j=١
λnj φ(∥xk − xj∥) , k = ١, . . . , NΩ,

N∑
j=١

λn+١
j ψ(∥xk − xj∥) = h١(xk, t

n+١) , k = ١, . . . , NΓ١ , (٨.۶)

N∑
j=١

λn+١
j ψ(∥xk − xj∥) = K(xk)µ(t

n+١) , k = ١, . . . , NΓ٢ ,

N∑
j=١

λn+١
j

∂ψ

∂n
(∥xk − xj∥) = h٢(xk, t

n+١) , k = ١, . . . , NΓ٣ ,

مͬ�شود: نتیجه (٣.۶) استاندار غیر مرزی شرط از همچنین

∑N
j=١ λ

n+١
j

∫ ∫
Ω ψ(∥x− xj∥)dx = m(tn+١). (٩.۶)

ضریب N + ١ و معادله N + ١ با خطͬ معادلات دستͽاه ͷی (٩.۶) و (٨.۶) روابط وضوح به
کرد. مشخصخواهد ام n+ ١− زمانͬ سطح در µ(tn+١) و {λn+١

j }Nj=مجهول١
شروع برای شده، داده صریح و بازگشته روند از مجهول ضرائب محاسبه برای که مͬ�شود مشاهده بالا روابط از
به و معادله آغازین شرط درونیابͬ با مͬ�توان راحتͬ به را اولیه حدس این مͬ�باشد، نیاز λ٠ اولیه حدس ͷی به

کرد: محاسبه زیر صورت

N∑
j=١

λ٠
j ψ(∥xi − xj∥) = f(xi), i = ١, ..., N.

کرد: بازنویسͬ زیر ماتریس فرم به مͬ�توان را فوق رابطه در شده ارائه درونیابͬ مسئله

λ٠ = ψ−١F,

(١٠.۶)

ψij = ψ(∥xi−xj∥) و F = [f(x٢), f(x٣), . . . , f(xN)]T ،λ٠ = [λ٠
١, λ

٠
٢, . . . , λ

٠
N ]T که طوری به

.[٧١] مͬ�باشد متقارن نامنفرد ماتریس ͷی همواره ψماتریس که شود توجه مͬ�باشد. N در N ماتریس ͷی
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تقریبͬ ویژه های جواب اساس بر ضعیف فرم بر مبتنͬ شبͺه بدون روش ٢.٣.۶

معادله حل برای MLPG موضعͬ گالرکین - پتروف روش مبنای بر شبͺه بدون روش ͷی بخش این در
روش MAPS شبͺه بدون روش خلاف بر شد. خواهد استفاده و بندی فرمول مدل بر حاکم دیفرانسیل
خواهد بندی مدل مسئله Ω̄ اصلͬ دامنه از هایͬ دامنه زیر روی بر حاکم معادله ضعیف فرم مبنای MLPGبر

شد: خواهد آغاز داخلͬ نقاط برای (۴.۶) معادله ضعیف فرم محاسبه با فرآیند روش، این در شد.

∫
Ωi

Q

[un+١ − θδtα∆un+١]νdx =

∫
Ωi

Q

[un + δt(١ − θ)α∆un]νdx, (١١.۶)

این چه اگر مͬ�باشد. مرکزی نقطه امین i− حول موضعͬ ناحیه بیانͽر Ωi
Q و تست تابع ν که طوری به

های دامنه زیر بخش این طول در گرفت، نظر در دلخواه هندسͬ اندازه و شͺل هر با مͬ�توان را ها دامنه زیر
روابط به توجه با وضوح به مͬ�شوند. گرفته نظر در rQ شعاع و xi مرکز به ͷکوچ ای دایره نواحͬ ، Ωi

Q

∆uν = u,llν = (u,lν),l − u,lν,l,

مͬ�شود: بازنویسͬ زیر صورت به (١١.۶) رابطه ضعیف فرم معادله ،[١١ ،٣٠] ژانس دیور قضیه و

∫
Ωi

Q

un+١νdx− θδtα

∫
∂Ωi

Q

un+١
,l .nlνds+ θδtα

∫
Ωi

Q

un+١
,l .ν,ldx =

∫
Ωi

Q

unνdx+ δt(١ − θ)α

∫
∂Ωi

Q

un,l.nlνds− δt(١ − θ)α

∫
Ωi

Q

un,l.ν,ldx, (١٢.۶)

آن در که (),l = (∂()/∂x١, ∂()/∂x٢) ،Ωi
Q همچنین و بوده Ωi

Q دامنه زیر مرز بیانͽر ∂Ωi
Q که طوری به

عنوان به هویساید ای پله تابع از بخش این سراسر در مͬ�باشد. ∂Ωi
Q مرز از شونده خارج یͺه نرمال بردار nl

.[۶۵ ،١٢] شد خواهد استفاده ضعیف فرم در تست توابع

ν(x) =

{
١, x ∈ ΩQ

٠, x /∈ ΩQ

خواهد بازنویسͬ زیر صورت به (١٢.۶) رابطه لذا و مͬ�باشد صفر برابر ν ای پله تابع مشتقات وضوح به
شد:

∫
Ωi

Q

un+١dx− θδtα

∫
∂Ωi

Q

un+١
,l .nlds =

∫
Ωi

Q

undx+ δt(١ − θ)α

∫
∂Ωi

Q

un,l.nlds, (١٣.۶)

صورت به مͬ�توان را ∂Ωi
Q مرز ،Γ٣ طبیعͬ مرز بر واقع نقطه هر که مͬ�شود مشاهده ،١.۶ شͺل به توجه با

(١٣.۶) رابطه در شده ارائه ضعیف فرم ،xi ∈ Γ٣ طبیعͬ مرز بر نقطه هر برای بنابراین داد. نشان ΓΩi
Q
∪LΩi

Q

مͬ�باشد. نویسͬ باز قابل زیر صورت به
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درونͬ نقطه ͷی I نقطه .Γ٣ طبیعͬ مرز و (Γ١,Γ٢))لهͺدیری) ضروری مرز ،ΩQ موضعͬ ناحیه :١.۶ شͺل
مͬ�باشد. طبیعͬ مرز روی نقطه ͷی K و
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∫
Ωi

Q

un+١dx− θδtα(

∫
Γ
Ωi
Q

un+١
,l .nlds+

∫
L
Ωi
Q

un+١
,l .nlds) =

∫
Ωi

Q

undx+ δt(١ − θ)α(

∫
Γ
Ωi
Q

un,l.nlds+

∫
L
Ωi
Q

un,l.nlds), (١۴.۶)

مͬ�شود: نتیجه بالا رابطه در (٢.۶) نیومن مرزی شرط از استفاده با طرفͬ از

∫
Ωi

Q

un+١dx− θδtα

∫
L
Ωi
Q

un+١
,l .nlds =

∫
Ωi

Q

undx+ δt(١ − θ)α(

∫
Γ
Ωi
Q

hn٢ds+
∫
L
Ωi
Q

un,l.nlds) + θδtα

∫
Γ
Ωi
Q

hn+١
٢ ds. (١۵.۶)

تابع ،µn+١ مجهول مقدار همچنین و un+١ زمانͬ سطح در عددی های جواب محاسبه برای اکنون
جایͽذاری با مͬ�شود. زده تقریب (۶.۶) ویژه های جواب توابع از خطͬ ترکیب ͷی توسط un+١ مجهول
روی و دامنه درون در واقع نقاط برای ترتیب به (١۵.۶) و (١٣.۶) موضعͬ ضعیف فرمول در (۶.۶) رابطه

شد: خواهد حاصل زیر روابط طبیعͬ، مرز

N∑
j=١

λn+١
j [

∫
Ωi

Q

ψjdx]− (θδtα)
N∑

j=١
λn+١
j [

∫
∂Ωi

Q

ψj,l.nlds] =

N∑
j=١

λnj [

∫
Ωi

Q

ψjdx] + δt(١ − θ)α
N∑

j=١
λnj [

∫
∂Ωi

Q

ψj,l.nlds], ∀xi ∈ Ω, (١۶.۶)

همچنین و

N∑
j=١

λn+١
j [

∫
Ωi

Q

ψjdx]− θδtα

N∑
j=١

λn+١
j [

∫
L
Ωi
Q

ψj,l.nlds] =

N∑
j=١

λnj [

∫
Ωi

Q

ψjdx] + δt(١ − θ)α

∫
Γ
Ωi
Q

hn٢ds+ θδtα

∫
Γ
Ωi
Q

hn+١
٢ ds +

δt(١ − θ)α

N∑
j=١

λnj

∫
L
Ωi
Q

ψj,l.nlds, ∀xi ∈ Γ٣. (١٧.۶)
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ضعیف فرم در مستقیم طور به استاندارد غیر و دیریͺله مرزی شرایط که شد خواهد مشاهده وضوح به
،(Γ١∪Γ٢) هایضروری مرز برای لذا کرد. بررسͬ جداگانه طور به باید را شرایط این بنابراین نمͬ�شوند، ظاهر

مͬ�شود: استفاده زیر صورت به و مستقیم طور به دیریͺله مرزی شرط

N∑
j=١

λn+١
j ψj(∥xi − xj∥) = h١(xi, t

n+١), xi ∈ Γ١, (١٨.۶)

N∑
j=١

λn+١
j ψj(∥xi − xj∥) = k(xi)µ

n+١, xi ∈ Γ٢, (١٩.۶)

مͬ�رود: کار به زیر صورت به نیز استاندارد غیر مرزی شرط همچنین و

N∑
j=١

λn+١
j

∫ ∫
Ω
ψ(∥x− xj∥)dx = m(tn+١). (٢٠.۶)

و معادله N + ١ با خطͬ معادلات دستͽاه ͷی (٢٠.۶)-(١۶.۶) شده سازی گسسته معادلات دسته
روش در مͬ�کند. مشخص ام n + ١− زمانͬ سطح در را µ(tn+١) و {λn+١

j }Nj=١ مجهول ضریب N + ١
استفاده (١٠.۶) رابطه در شده داده بردار از λ٠ آغازین بردار برای MAPS روش همانند شده ارائه صریح

شد. خواهد

عددی نتایج ۴.۶

به (١.۶) معادله از ها مثال برخͬ حل برای قبلͬ های بخش در شده معرفͬ عددی های روش بخش این در
به h های گام طول به الفاصله متساوی نقاط مجموعه ͷی شده یاد روش دو هر در شد. خواهند گرفته کار
اصلͬ ناحیه کل که ها دامنه زیر تولید روشmlpgنحوه در اند. شده استفاده محلͬ هم و مرکزی نقاط عنوان
استفاده rQ = ٠٫ ٧۵h شعاع با ای دایره های دامنه زیر از بخش این در است. زیادی اهمیت دارای بپوشاند را
ای نقطه دو عددی های روش از ضعیف فرم در مͬ�پوشانند. را اصلͬ دامنه کل ها دامنه زیر این که مͬ�شوند
نقطه ٨ عددی گیری انتͽرال روش از همچنین و ها دامنه زیر روی در انتͽرال عددی محاسبه برای گاوسͬ
خطای و ε∞).٢٠.۶) رابطه در شده ظاهر های انتͽرال همچنین و مرز روی انتͽرال محاسبه برای گاوسͬ ای

است: شده استفاده زیر εR نسبͬ

ε∞ = max{|µ(tj)− µ̃(tj)|, j = ١,٢, . . . , N},

εR =

√√√√∑N
j=١(u(xj, t)− ũ(xj, t))٢∑N

j=١(u(xj, t))٢
,
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مͬ�باشند. تقریبͬ و دقیق جوابهای بیانͽر ترتیب به {ũ(xj, t), µ̃(tj)} و {u(xj, t), µ(tj)} که طوری به
و (٨.۶) خطͬ معادلات های دستͽاه از حاصل ضرائب ماتریس شرطͬ بد علت به شده ارائه روش دو هر در
تیخونوف سازی منظم روش ͷی از دوم حالت در (٢٠.۶)-(١۶.۶) دستͽاه همچنین و اول حالت در (٩.۶)

است. شده استفاده GCV توابع از استفاده با

١ مثال ١.۴.۶

زیر صورت به α = ١ مدل پارامتر با و (x, y) ∈ [٠,١]٢, t ≥ ٠ بازه در (١.۶) معادله مثال، اولین عنوان به
شد: خواهد گرفته نظر در

u(x, y,٠) = exp(x+ y), (x, y) ∈ Ω = [٠,١]٢,

u(x,١, t) = exp(x+ ١ + ٢t), x ∈ [٠,١], t ≥ ٠,

u(x,٠, t) = exp(x)µ(t), x ∈ [٠,١], t ≥ ٠,

∂u
∂n = ∂u

∂xnx = − exp(y + ٢t), y ∈ [٠,١], x = ٠, t ≥ ٠,

∂u
∂n = ∂u

∂xnx = exp(١ + y + ٢t), y ∈ [٠,١], x = ١, t ≥ ٠,

استاندارد: غیر مرزی شرایط ∫با ١
٠
∫ ١

٠ u(x, y, t)dx dy = exp(٢t)(exp(٢)− ٢ exp(١) + ١), t ≥ ٠,

: [۵٢ ،٣] است زیر صورت به مدل این دقیق جواب

u(x, y, t) = exp(x+ y + ٢t), µ(t) = exp(٢t).

های روش توسط شده محاسبه نتایج شد. خواهد استفاده مدل این حل برای شده ارائه روش دو ادامه در
هم و مرکزی نقاط N = ۴٠٠ انتخاب و δt = ٣−١٠, c = ٠٫ ۶۵ مفروضات با مدل این حل برای فوق
شده گزارش نتایج با حاصل نتایج علاوه به اند، شده گزارش متفاوت زمانͬ سطوح در ١.۶ جدول در محلͬ

مͬ�دهد. نشان را شده معرفͬ های روش بالای دقت روشنͬ به که اند شده مقایسه مقاله[٣] در
معادلات دستͽاه حل برای شده، معرفͬ شبͺه بدون های روش اجرای در شد اشاره قبلا́ که گونه همان
GCV توابع ترکیب با تیخونوف سازی منظم روش از مͬ�باشد شرط بد دستͽاه موارد اغلب در که حاصل
محاسبه برای تیخونوف سازی منظم روش در شده کارگرفته به GCV تابع ٢.۶ شͺل در است. شده استفاده
پارامتر بهینه مقدار که مͬ�شود مشاهده شͺل این در اند. شده رسم (α) سازی منظم پارامتر بهینه مقدار
α = و α = ١٫ ٣٩۵٣ × ١٣−١٠ برابر ترتیب به MAPS و MLPG − PS روش برای سازی منظم

مͬ�باشند. ٢٫ ۶٢۴٨ × ١٣−١٠



١٠١ قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش

مثال در c = ٠٫ ۶۵ و N = ۴٠٠, δt = ٠٫ ٠٠١ فرض با εR(u) و ε∞(µ) خطاهای مقادیر :١.۶ جدول
.١

[٣] MAPS MLPG-PS،
t εR(u) ε∞(µ) εR(u) ε∞(µ) εR(u) ε∞(µ)

٠٫ ١ ٧٫ ٢۴۵e− ۵ ٣٫ ٣٧۵e− ۴ ١٫ ۵٨١۴e− ۶ ۴٫ ٨۶٧e− ۶ ١٫ ٨٨٨٢e− ۵ ١٫ ١٠۴e− ۴
٠٫ ٢ ۶٫ ٠۴٨e− ۵ ٢٫ ٠۴۵e− ۴ ١٫ ۶٨٩٢e− ۶ ۶٫ ٠٢١e− ۶ ١٫ ٩٠٩١e− ۵ ١٫ ٣۵١e− ۴
٠٫ ٣ ۶٫ ۵٠٧e− ۵ ٣٫ ٩٠٨e− ۴ ١٫ ٧٠١٩e− ۶ ٧٫ ٣٨٠e− ۶ ١٫ ٩٠٩٣e− ۵ ١٫ ۶۵٠e− ۴
٠٫ ۴ ۶٫ ٢٢٧e− ۵ ٣٫ ۶۵٨e− ۴ ١٫ ٧٠۵٠e− ۶ ٩٫ ١۵٣e− ۶ ١٫ ٩٠٩۴e− ۵ ٢٫ ٠١۵e− ۴
٠٫ ۵ ۶٫ ٣٩۵e− ۵ ۵٫ ۴٢٢e− ۴ ١٫ ٧٠٣٠e− ۶ ١٫ ١٠۵e− ۵ ١٫ ٩١٠٠e− ۵ ٢٫ ۴۶١e− ۴
٠٫ ۶ ۶٫ ٢٧٧e− ۵ ۵٫ ٧٧۵e− ۴ ١٫ ٧٠۶٣e− ۶ ١٫ ٣٨١e− ۵ ١٫ ٩٠٩۵e− ۵ ٣٫ ٠٠۶e− ۴
٠٫ ٧ ۶٫ ٣۵٧e− ۵ ٧٫ ٨٢١e− ۴ ١٫ ٧٠١٠e− ۶ ١٫ ۶٣٧e− ۵ ١٫ ٩٠٩٢e− ۵ ٣٫ ۶٧١e− ۴
٠٫ ٨ ۶٫ ٢٩٩e− ۵ ٨٫ ٨۴٩e− ۴ ١٫ ٧٠٨٠e− ۶ ٢٫ ٠۶٩e− ۵ ١٫ ٩٠٩١e− ۵ ۴٫ ۴٨۴e− ۴
٠٫ ٩ ۶٫ ٣۴١e− ۵ ١٫ ١٠١e− ٣ ١٫ ٧٠٢٨e− ۶ ٢٫ ۴۶٨e− ۵ ١٫ ٩٠٩۵e− ۵ ۵٫ ۴٧٧e− ۴
١٫ ٠ ۶٫ ٣١٠e− ۵ ١٫ ٣٠١e− ٣ ١٫ ٧٠٣۶e− ۶ ٣٫ ٠٠٣e− ۵ ١٫ ٩٠٩٧e− ۵ ۶٫ ۶٩٠e− ۴

مثال در c = ٠٫ ۶۵, N = ۴٠٠, δt = ٣−١٠ فرض با تیخونوف روش در GCV تابع گراف :٢.۶ شͺل
.١



١٠٢ قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش
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برخͬ در c = ٠٫ ۶۵ و N = ۴٠٠, δt = ٠٫ ٠٠١ مفروضات با خطا توابع کانتور های گراف :٣.۶ شͺل
.١ مثال در زمانͬ سطوح

N = فرض MAPSبا شبͺه بدون روش توسط شده محاسبه خطای توابع کانتور های گراف علاوه به
و بالا دقت که اند شده رسم ٣.۶ شͺل در زمانͬ سطوح برخͬ در c = ٠٫ ۶۵ انتخاب و ۴٠٠, δt = ٣−١٠

مͬ�سازند. مشخص را روش کارایͬ
توسط شده محاسبه نتایج ،δt زمانͬ گام تغییراتطول به شده ارائه روشهای ͬͽوابست نمایشمیزان برای
این در شده رسم نتایج از اند. شده رسم ۴.۶ شͺل در c = ٠٫ ٧ و N = ٢٢۵ فرض با فوق های روش
نتایج از مͬ�کنند. حفظ را خود پایداری مختلف زمانͬ گام طول برای مثال دو هر که مͬ�شود مشاهده شͺل
دقت و کارایͬ دارای روش دو هر که مͬ�شود مشاهده ها شͺل و ها جدول طریق از بخش این در شده ارائه
دقت −MLPGدارای PS روش به MAPSنسبت روش که چند هر مͬ�باشند فوق مسئله حل برای بالایͬ
پارامتر تغییرات به نسبت شده محاسبه نتایج نسبͬ خطای مقادیر ۵.۶ شͺل در نهایت در مͬ�باشد. بیشتری
به MLPGنسبت − PS روش مͬ�دهد نشان که اند شده رسم δt = ٠٫ ٠١ و N = ٢٢۵ فرض با c شͺل

MAPSمͬ�باشد. روش از تر پایدار شͺل پارامتر تغییرات



١٠٣ قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش

.١ مثال در δt زمانͬ گام طول تغییرات به نسبت نسبͬ خطای مقادیر :۴.۶ شͺل
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.١ مثال در c شͺل پارامتر تغییرات به نسبت نسبͬ خطای مقادیر :۵.۶ شͺل



١٠۴ قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش

٢ مثال ٢.۴.۶

مرزی آغازین، شرایط و α = ١ فرض با (x, y) ∈ [٠,١]٢, t ≥ ٠ دامنه در (١.۶) معادله دوم، مثال عنوان به

u(x, y,٠) = (١ + y) exp(x), (x, y) ∈ Ω = [٠,١]٢,

u(x,١, t) = ٢ exp(x+ t), x ∈ [٠,١], t ≥ ٠,

u(x,٠, t) = exp(x)µ(t), x ∈ [٠,١], t ≥ ٠,

∂u
∂n = ∂u

∂xnx = −(١ + y) exp(t), y ∈ [٠,١], x = ٠, t ≥ ٠,

∂u
∂n = ∂u

∂xnx = (١ + y) exp(١ + t), y ∈ [٠,١], x = ١, t ≥ ٠,

استاندارد غیر مرزی شرط ∫و ١
٠
∫ ١

٠ u(x, y, t)dx dy = ٣
٢(exp(١)− ١) exp(t), t ≥ ٠,

: [۵٢ ،٣] مͬ�باشد زیر صورت به معادله دقیق جواب مدل این برای مͬ�شود. گرفته نظر در

u(x, y, t) = (١ + y) exp(x+ t), µ(t) = exp(t).

مͬ�رود. کار به مدل این عددی حل برای فصل این در شده معرفͬ شبͺه بدون های روش قبل، مثال مانند
این اند. شده گزارش مثال این حل برای شده معرفͬ های روش کارگیری به از حاصل نتایج ٢.۶ جدول در
اند. شده حاصل شده ذکر روش دو هر در c = ٠٫ ٧۵ و N = ٩٠٠, δt = ٠٫ ٠١ گرفتن نظر در با نتایج
مقاله در شده گزارش نتایج با آمده دست به نتایج حاصل، نتایج اعتبار و بالا دقت دادن نشان برای همچنین

اند. شده مقایسه [٣]
روشمنظم در استفاده مورد سازی منظم پارامتر GCVبرای تابع توسط شده محاسبه بهینه مقادیر ادامه در
محاسبه خطا توابع های کانتور گراف ٧.۶ شͺل در علاوه به اند. شده رسم ۶.۶ شͺل در تیخونوف سازی
زمانͬ سطوح برخͬ در c = ٠٫ ٧۵ و N = ٩٠٠, δt = ٢−١٠ گرفتن نظر در MAPSبا روش توسط شده
رسم محلͬ هم نقاط تعداد تغییرات به نسبت شده محاسبه خطای توابع گراف ٨.۶ شͺل در اند. شده رسم
مͬ�یابند کاهش محلͬ هم نقاط تعداد افزایش با خطا مقادیر که مͬ�شود نتیجه شͺل این از وضوح به اند. شده

مͬ�شوند. همͽرا واقعͬ مقدار به و

گیری نتیجه ۵.۶

ضعیف فرم همچنین و حاکم معادله قوی فرم بر مبتنͬ که شبͺه بدون های روش از اصلͬ رده دو فصل این در
فرمول استاندارد غیر مرزی شرط ͷی با گرما انتشار دوبعدی مسئله عددی حل برای و معرفͬ مͬ�باشند معادله
شد. استفاده ای پایه توابع عنوان به تقریبͬ ویژه جواب توابع از ها روش پایداری افزایش برای شدند. بندی



١٠۵ قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش

در c = ٠٫ ٧۵ و N = ٩٠٠, δt = ٠٫ ٠١ گرفتن نظر در با εR(u) و ε∞(µ) خطای مقادیر :٢.۶ جدول
.٢ مثال

[٣] MAPS MLPG-PS،
t εR(u) ε∞(µ) εR(u) ε∞(µ) εR(u) ε∞(µ)

٠٫ ١ ٧٫ ٨٢٠e− ۵ ٣٫ ١٨۶e− ۴ ٩٫ ۶١۴٨e− ٧ ٣٫ ٩٣٩e− ۶ ۶٫ ٣٠٩۵e− ۶ ٢٫ ٧٠٠e− ۵
٠٫ ٢ ۶٫ ٢۴۵e− ۵ ١٫ ۵٣۴e− ۴ ٩٫ ۴۶۵١e− ٧ ۴٫ ۴٠۵e− ۶ ۶٫ ۴٧۶٧e− ۶ ٢٫ ٩٩۴e− ۵
٠٫ ٣ ۶٫ ٩١١e− ۵ ٣٫ ١۴٨e− ۴ ٩٫ ۵٠٧۴e− ٧ ۴٫ ٩٩٢e− ۶ ۶٫ ۴٩٢۵e− ۶ ٣٫ ٣١٠e− ۵
٠٫ ۴ ۶٫ ۴۵٣e− ۵ ٢٫ ٢٧٢e− ۴ ٩٫ ۵٢١۶e− ٧ ۵٫ ۵۴۶e− ۶ ۶٫ ۴٩۵١e− ۶ ٣٫ ۶۵٨e− ۵
٠٫ ۵ ۶٫ ٧٧٢e− ۵ ٣٫ ۵٧٩e− ۴ ٩٫ ۵۵۵٢e− ٧ ۶٫ ١۶۴e− ۶ ۶٫ ۴٩۵١e− ۶ ۴٫ ٠۴٢e− ۵
٠٫ ۶ ۶٫ ۵١٣e− ۵ ٢٫ ٩٨٢e− ۴ ٩٫ ۵٧٣٢e− ٧ ۶٫ ٨٣٧e− ۶ ۶٫ ۴٩۵١e− ۶ ۴٫ ۴۶٨e− ۵
٠٫ ٧ ۶٫ ٧١٣e− ۵ ۴٫ ١٩٧e− ۴ ٩٫ ۵٧٣٢e− ٧ ٧٫ ۵۵٢e− ۶ ۶٫ ۴٩۴٨e− ۶ ۴٫ ٩٣٧e− ۵
٠٫ ٨ ۶٫ ۵۴٨e− ۵ ٣٫ ٧٩۶e− ۴ ٩٫ ۵۶۵٠e− ٧ ٨٫ ٣١٧e− ۶ ۶٫ ۴٩۵٢e− ۶ ۵٫ ۴۵٧e− ۵
٠٫ ٩ ۶٫ ۶٨٠e− ۵ ۴٫ ٩٨٧e− ۴ ٩٫ ۵۵٩١e− ٧ ٩٫ ١٨١e− ۶ ۶٫ ۴٩۵۵e− ۶ ۶٫ ٠٣١e− ۵
١٫ ٠ ۶٫ ۵۶٩e− ۵ ۴٫ ٧۶٢e− ۴ ٩٫ ۵۵٢۴e− ٧ ١٫ ٠١۶e− ۵ ۶٫ ۴٩۴٩e− ۶ ۶٫ ۶۶۵e− ۵

c = ٠٫ ٧۵, N = فرض با GCV تابع توسط شده محاسبه سازی منظم پارامتر بهینه مقادیر :۶.۶ شͺل
.٢ مثال در ٩٠٠, δt = ٢−١٠
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سطوح برخͬ در c = ٠٫ ٧۵ و N = ٩٠٠, δt = ٠٫ ٠١ فرض با خطا توابع های کانتور گراف :٧.۶ شͺل
٢.و مثال در زمانͬ
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فرض با محلͬ هم نقاط تعداد تغییرات به نسبت حاصل نتایج نسبͬ خطای مقدار تغییرات نمایش :٨.۶ شͺل
.٢ مثال در c = ٠٫ ٧۵ و δt = ٠٫ ٠١



١٠٧ قهساره روحانͬ هادی ... مسایل حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع بر مبتنͬ شبͺه بدون روش

حاضر زمان مشتق عبارت سازی گسسته برای متناهͬ تفاضلات بر مبتنͬ عددی روش ͷی از روش دو هر در
نتایج که مͬ�دهند نشان اند گزارششده ها شͺل و ها جدول طریق از که حاصل نتایج شد. استفاده معادله در
توسط آمده دست به نتایج از مͬ�باشد حاکم معادله قوی فرم بر مبتنͬ روشMAPSکه کارگیری به از حاصل
روش پایداری که چند هر مͬ�باشند. تر دقیق مͬ�باشد مدل ضعیف فرم اساس بر که MLPG − PS روش
نهایت در MAPSمͬ�باشد. روش پایداری از بیشتر بسیار شͺل پارامتر تغییرات به نسبت MLPG − PS

بدون های روش دیͽر توسط مدل این برای حاصل نتایج با شده ذکر روش دو هر از حاصل نتایج مقایسه از
مͬ�زنند. تقریب با�لا دقت با را معادله شده ارائه روش دو هر مͬ�شود نتیجه موجود، شبͺه



انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه
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