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 آوري معاونت پژوهش و فن   

 به نام خدا 

 منشور اخلاق پژوهش
 

ست و همواره ناظر بر اعمال انسان و به منظور پاس داشت مقام بلند دانش و  وند سبحان و اعتقاد به اين كه عالم محضر خدا گاه دانشگاه در اعتلاي فرهنگ و تمدن بشري، ما دانشجويان و با ياري از خدا پژوهش و نظر به اهميت جاي

 واحدهاي دانشگاه آزاد اسلامي متعهد مي گرديم اصول زير را در انجام فعاليت هاي پژوهشي مد نظر قرار داده و از آن تخطي نكنيم:اعضاء هيئت علمي 

 اصل حقيقت جويي: تلاش در راستاي پي جويي حقيقت و وفاداري به آن و دوري از هرگونه پنهان سازي حقيقت. -1
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 معاونت پژوهش و فن آوري

 به نام خدا

 تعهد اصالت رساله یا پایان نامه تحصیلی
 

که در تاریخ   آنالیز عددی -کاربردیریاضی در رشته دکتری دانش آموخته مقطع  فرزانه جواناینجانب صدیقه 

یک الگوریتم کارا در حل عددی معادلات انتگرال غیرخطی با استفاده از  "نامه خود تحت عنوان  از پایان 1396/6/29

 :شوم ام بدین وسیله متعهد می فاع نمودهدنمره                با کسب "توابع هسته هیلبرت بازتولیدی

 

تحقیق و پژوهش انجام شده توسط اینجانب بوده و در موواردی کوه از دسوتاوردهای    نامه حاصل  پایان این (1

ام، مطوابق ضووابط و رویوه     اسوتفاده نمووده   مقاله و ...( نامه، کتاب، )اعم از پایان علمی و پژوهشی دیگران

 ام. کرده را در فهرست مربوطه ذکر و درج نام منبع مورد استفاده و سایر مشخصات آن موجود،

ها و موسسسات  تر یا بالاتر( در سایر دانشگاه پایین )هم سطح، نامه قبلاً برای هیچ مدرک تحصیلی پایاناین  (2

 آموزش عالی ارائه نشده است.

ثبت اختراع و ...  کتاب،برداری اعم از چاپ  قصد استفاده و هرگونه بهره حصیل،چه بعد از فراغت از ت چنان (3

 عاونت پژوهشی واحد مجوزهای مربوطه را اخذ نمایم.از حوزه م نامه داشته باشم، از پایان

پوذیرم و دانشوگاه آزاد    عواقب ناشی از آن را می ابت شود،چه در هر مقطع زمانی خلاف موارد فوق ث چنان (4

وده و در صوورت  مجاز است با اینجانب مطابق ضوابط و مقوررات رفتوار نمو    علوم و تحقیقاتاسلامی واحد 

 گونه ادعایی نخواهم داشت. ام هیچ ابطال مدرک تحصیلی

 

 فرزانه جوانصدیقه  نام و نام خانوادگی:                                                              

 : تاریخ و امضاء                                     
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‌گزاری‌سپاس

ای پر از تلاش،  ی گذر دوره را که دفاع از آن نشانه این رسالهاکنون که به یاری یزدان پاک، 

ام، بر خود واجب  نظیر است را آماده کرده آموزش، کوشش و شاگردی در محضر اساتید بی

دانم از زحمات اساتید بزرگوارم آقایان: دکتر اسماعیل بابلیان، دکتر سعید عباسبندی و دکتر  می

ام تشکر و قدردانی  را داشتهاگردی در محضرشان شهنام جوادی که در طول این دوره افتخار ش

 نمایم.

علی فریبرزی دکتر محمدی خود را به آقایان: دکتر سعید عباسبندی و  دانم سپاس ویژه لازم می

 نامه صبورانه یاریم کردند نثار نمایم. ی این پایان عراقی، استادان راهنمایم که در تهیه

دی را در راستای های ارزشمن که مشاورهآقای دکتر توفیق الهویرانلو تقدیر و تشکر فراوان از 

 اند. نامه به این جانب ارایه نموده انجام این پایان

فرهاد اساتید بزرگوارم آقایان: دکتر منت و عالمانه  بی های تقدیر و تشکر به پاس راهنمایی

نامه از  تهیه نهایی این پایان امیرفخریان که دردکتر مجید عزتی و رضا  دکتر زاده لطفی، حسین

 ام. مند شده های ایشان بهره راهنمایی

 

 ی عزیزان پیروزی، سلامتی و شادکامی آرزومندم. از ایزد بزرگ برای همه
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‌پیشگفتار

های علوم از جمله اقتصاد، دارو، مهندسی الکترونیک،  ( در بسیاری از رشتهNIEمعادلات انتگرال غیرخطی )

ی  ها، مکانیک، الکترودینامیک، الکترواستاتیک، تئوری تصفیه، جنباننده تئوری صف، کنترل، تئوری بازی

سیال، تئوری نوسان، قابلیت ارتجاعی، قابلیت تغییرپذیری، گرما و انتقال انبوه و غیره کاربرد دارد. معمولا 

ها را به  رسند، بنابراین باید آن میصورت صریح به جواب ن انواع مختلفی از معادلات انتگرال غیرخطی به

 دست آورد. طور تقریبی به

اند. به عنوان  های عددی این معادلات را مورد تحقیق و بررسی قرار داده لذا بسیاری از نویسندگان جواب

مثال، عباسبندی کارایی روش تحلیل هموتوپی برای حل معادلات انتگرال ولترا و فردهلم غیرخطی نوع دوم 

برای روشن ساختن حل عددی  [2]بررسی کرده است. روش چندگامی خطی در  [13]و  [57]، [1]را در 

با استفاده  [40]در  2و سایگو ‎ ‎1کیلباسمعادلات انتگرال غیرخطی ولترا منفرد مورد بررسی قرار گرفته است. 

ولترا بهره جسته  –از تکنیک خط مجانب برای رسیدن به جواب عددی معادلات انتگرال غیرخطی آبل 

، به عنوان یک روش برای حل 4و کارمن ضرب نیشتروم را در مسائلی با هسته لگاریتمی 3است. ارسی

 .معادله انتگرال غیرخطی ولترا ارائه داد

5( را سیو مینگRKHSهسته بازتولیدی )هیلبرت فضای 
معرفی کرد. این روش در  1986در سال  [46]

ها از جمله تئوری تخمین، استاتیک، تئوری ماشین فراگیر، تئوری نمایش گروهی و  بسیاری از شاخه

ی روش تقریبی  هسته بازتولیدی، یک هسته بر پایههیلبرت ها کاربرد دارد. روش فضای  بسیاری از تحلیل

                                                           
1
 Kilbas 

2
 Saigo 

3
 Orssi 

4
 Karmen 

5
 Cui Minggen 
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مسائل عمومی غیرخطی  [60]و  [26]، [33]، [30]خطی باشد که برای حل مسائل مقدار مرزی غیر  می

 –معادلات کسری انتگرال  [4]و  [35] ،[10]دیفرانسیل  –، معادلات انتگرال 6لین -منفرد از نوع ادمن

هایی برای حل معادلات انتگرال غیرخطی  هدف این رساله ارائه روش و غیره کاربرد دارد. [24]دیفرانسیل 

 شود. است که در چهار فصل به شرح زیر ارائه می

 شوند. در فصل اول مفاهیم اولیه معادلات انتگرال از جمله فردهلم یا ولترا بودن و نوع آن معرفی می

 شود. هسته بازتولیدی اشاره می هیلبرت در فصل دوم به مفاهیم اولیه فضای

هسته بازتولیدی مطرح هیلبرت در فصل سوم روش حل معادلات انتگرال غیرخطی با استفاده از فضای 

 باشد. اشمیت می –که روش حل بر پایه روند متعامد سازی گرام  شود می

اشمیت و  –زی گرام در فصل چهارم با ارائه روش بازگشتی جدید با دو الگوریتم )حذف فرایند متعامد سا

اشمیت( به حل مسائل کاربردی در رشته الکترومغناطیس پرداخته و  –استفاده از فرایند متعامد سازی گرام 

در  پردازیم. در نهایت های استفاده از موجک هار و توابع بلک پالس می به مقایسه روش پیشنهادی و روش

 کنیم. بیان می گیری و بحث در مورد تحقیقات آتی را نتیجه فصل پنجم

انتگرال غیرخطی بر  مربوط به معادلات کار اصلی در این رساله، به کارگیری از تکنیکی است که مسائل

ی مستخرج از این رساله  حل نماید و مقالههسته بازتولیدی را با کاهش مقدار خطا  هیلبرت ی فضای  پایه

 :از است ارائه گردیده عبارتچهارم فصل  که در

S. Farzaneh Javan , S. Abbasbandy, M.A. Fariborzi Araghi,
 
Application of Reproducing 

Kernel Hilbert Space Method for Solving a Class of Nonlinear Integral Equations, 

Mathematical Problems in Engineering Volume 2017 (2017), Article ID 7498136, 10 pages. 

https://doi.org/10.1155/2017/7498136 
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‌چکیده

 

معادلات انتگرال جواب بر پایه فضای هیلبرت هسته بازتولیدی برای تقریب  جدیدیک روش در این رساله، 

اشمیت از روش  -جای روند متعامد سازی گرام  گردد. در این حالت، به غیرخطی نوع دوم پیشنهاد می

بخشی دارند، استفاده شده است. در این روش، جواب به  های رضایت جوابنسبت به خطا دیگری که 

روش پیشنهادی اثبات . به علاوه همگرایی تر است که به جواب واقعی نزدیک استصورت یک سری 

کاربردی به همراه الگوریتم ارائه شده   تاثیر روش، چهار مثال. همچنین برای روشن ساختن کارایی گردد می

 است.

 

.اشمیت -، روند متعامد سازی گرام غیر خطی روش هسته بازتولیدی، معادله انتگرالکلید‌واژه:‌



‌

‌

‌فصل‌اول

‌کلیات‌و‌پیشینه‌پژوهش‌

‌‌
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 مقدمه‌-1-1

عاریف پایه و مبانی تحقیق ئه تاز رساله به ارائه توضیحاتی از ساختار تحقیق و نیز ارادر این فصل 

پردازیم و همچنین مروری بر پیشینه تحقیق و استفاده از روش هسته بازتولیدی فضای هیلبرت در حل  می

 خصوص معادلات انتگرال داریم. ه مسائل ب

‌

‌بیان‌مسئله‌‌-1-2

شویم و در علوم مختلف مورد بررسی و مطالعه قرار  ها روبرو می در بسیاری از مسائلی که در طبیعت با آن

کنیم که روابطی بین توابع هدف و مشتقات یا  ها به معادلاتی برخورد می سازی ریاضی آن گیرند، در مدل می

های مناسب  آید و برای بدست آوردن تابع هدف نیازمند استفاده از روش دست می هها ب های آن انتگرال

های بسیار است و  باشیم. گاهی یافتن این تابع کاری بسیار دشوار است و به لحاظ نظری دارای پیچیدگی می

آن در هر  قدارشود و م واب آن در نقاط مختلف استفاده میهای عددی برای تقریب ج ها از روش برای آن

دو به معادلات انتگرال باشند.  این معادلات، معادلات انتگرال میشود. یک دسته از  نقطه تقریب زده می

های حل  شوند. معادلات غیر خطی به دلایل مختلف و پیچیدگی روش دسته خطی و غیرخطی تقسیم می

ها را به صورت تحلیلی یا نیمه  هایی که بتوان جواب آن ها بیشتر مورد توجه قرار دارند و یافتن روش آن

های عددی نیز  گیرند. البته روش های عددی قرار می روشبه تحلیلی یافت در اولویت بیشتری نسبت 

های هوموتوپی، آدومین و... تاکنون  هایی نظیر روش کاربردهای خاص خود را دارند ولی در کل روش

های جدید و دارای خطای  کوشش برای ارائه روشدست دهند. ه نسبتا مناسبی را ب یها اند جواب توانسته

 کمتر و نیز محاسبات و پیچیدگی کمتر ادامه دارد.

نواع معادلات انتگرال بازتولیدی در حل ا  های مبتنی بر فضای هیلبرت هسته در این رساله به بررسی روش

فضای هیلبرت هسته یک سری در  را به شکل ب معادلهجوا پردازیم. این روش  میغیرخطی  و یاعم از خط

ه جواب معادله انتگرال را ب تکنیکی جدیداستفاده از تا با  مدهد. در این رساله برآنی تولیدی نمایش میباز

 دست آوریم. 
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‌تحقیقاهمیت‌و‌ضرورت‌‌-1-3

 های نظری و یافتن لف و نیز نیاز به تحقیق در زمینهبا توجه به کاربرد فراوان معادلات انتگرال در علوم مخت

هایی که بتوانند این معادلات را به صورت نیمه تحلیلی حل کنند و جواب معادله را به صورت تابعی  روش

مورد بررسی و مطالعه قرار بگیرند هایی نظیر روش فضای هسته بازتولیدی  تقریب بزنند، لازم است تا روش

بیشترین جذابیت فضای تابعی در فضای  و از آن برای حل معادلات انتگرال فردهلم و ولترا استفاده گردد.

توابع مختلف برای تحلیل عددی، فضای هسته بازتولیدی است. حال با عنایت به کاربردهای فراوان 

ها ضروری  های مناسب حل آن تر فرایندهای فیزیکی، بررسی و ارائه روش معادلات انتگرال در حل دقیق

 باشد. می

‌

‌‌اهداف‌تحقیق‌-1-4

مقایسه با ررسی استفاده از روش توابع هسته بازتولیدی برای حل معادلات انتگرال در هدف این تحقیق ب

ها با روش  و مقایسه جواب الگوریتممطالعه دقت تحلیل خطا،  راستاباشد. در این  میهای موجود  سایر روش

هسته همچنین ارائه یک روش مبتنی بر فضای مورد توجه قرار گرفته است. هسته بازتولیدی کلاسیک 

تواند روش  نتایج یک این تحقیق میباشد.  ت انتگرال از اهداف این تحقیق میبازتولیدی برای حل معادلا

پایه و به طور کلی همه محققانی که در زمینه حل معادلات علوم دانشمندان و  مفیدی را در اختیار مهندسان

  .نمایند، قرار دهد انتگرال تحقیق و پژوهش می

‌

‌تحقیق‌سوالات‌‌-1-5

  :سوالاتی که در این تحقیق مدنظر قرار گرفته است عبارتند از

  ؟حل کرد را توان با استفاده از نظریه توابع هسته بازتولیدی معادله انتگرال غیرخطی آیا می .1

  ؟معادلات انتگرال را حل نمود دستگاهتوان با استفاده از نظریه توابع هسته بازتولیدی  می چگونه .2

‌

‌

‌
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‌های‌تحقیق‌‌فرضیه‌-1-6

روش هسته بازتولیدی می توان برای حل معادلات انتگرال و نیز بر این فرضیه استوار است که از  این تحقیق

دقت این روش متناسب با نوع فضای هسته بازتولیدی دستگاه معادلات انتگرال استفاده نمود. همچنین 

  .باشد میجملات مورد استفاده  تعداد وانتخاب شده 

‌

 پیشینه‌پژوهش‌-1-7

های طبیعی به  ها و موقعیت سیلی و انتگرالی برآمده از پدیدههای اخیر بسیاری از معادلات دیفران در سال

غیرمحلی صورت معادلات دیفرانسیل با شرایط مرزی مختلف نظیر شرایط مقدار مرزی تناوبی، خطی و 

با استفاده از روش فضای هسته بازتولیدی و اند و  ابعی از زمان باشد( مدل شده)شرایطی که مرز به صورت ت

اب معادله دیفرانسیل را اند. متناظر با شرایط مختلفی که جو مورد بررسی و مطالعه قرار گرفته توابع این فضا

توانیم فضای هسته  توانیم بسازیم. به عبارت دیگر می ضای هسته بازتولیدی خاص آن را میکنند، ف تعیین می

کار بگیریم. ه ه در شرایط جواب صدق کند و با استفاده از آن توابع هسته بازتولیدی را ببازتولیدی بسازیم ک

های اخیر مورد توجه بسیاری از دانشمندان قرار گرفته است، توابع  های ریاضیات که در سال یکی از شاخه

و مهندسی از  های فیزیک، شیمی، ریاضی ل مسائل شاخهباشد. این نوع معادلات در ح ی میهسته بازتولید

جمله مکانیک سیالات، شکست مکانیک و ... کاربردهای فراوانی دارد. خواص بازتولیدی به همراه قواعد 

کند. از جمله این  در این فضای توابع تضمین میرا های عملی  فضای هیلبرت، اثربخشی اجرای الگوریتم

انسیل جزیی و نیز حل معادلات انتگرال توان به مسائل مقدار مرزی ، حل عددی معادلات دیفر کاربردها می

 غیرخطی اشاره نمود.

اند.  بازتولیدی مورد بررسی قرار گرفتهدر مطالعات اخیر، بسیاری از معادلات غیرخطی توسط روش هسته 

که از آن برای مساله مقدار  [61]گردد  بر می 7در مقاله زارمبا 1900شروع مفهوم هسته بازتولیدی به دهه اول 

هایی که در  توسعه داده شد و بیشتر هسته 8رگمنمرزی توابع هارمونیک استفاده کرد. این روش توسط ب

های مربوط  . برگمن هسته[22-18]توسط برگمن ارائه شده است  ندا معرفی شده 1940تا  1930های  سال

به توابع هارمونیک را برای مسائل مقدار مرزی در معادلات دیفرانسیل جزیی بیضوی استفاده کرد و این 

 اولین مرحله در توسعه روش هسته بازتولیدی برای حل معادلات دیفرانسیل است. 
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ن نتیجه رسید و در معادلات خود به ای [45]( انجام شد 1909) 9ها توسط مرسر مرحله دوم توسعه این روش

هایی که این ویژگی را داشته باشند  تند و هستهکه هسته معادلات انتگرالی معین مثبت، خود معین مثبت هس

 های هرمیتی معین مثبت متناظر با یک خانواده از نامید. همچنین نشان داد که هسته را هرمیتی معین مثبت

 فضا دارای خاصیت بازتولیدی است.کنند که هسته در این  توابع، یک فضای هیلبرت تولید می

ین در مطالعات پیش 1950انجام شد. در دهه  10جانسمرحله سوم توسعه نظریه هسته بازتولیدی توسط آرون

بندی نمود و تئوری هسته بازتولیدی متقارن که شامل توابع هسته برگمن نیز بود  این زمینه را خلاصه و دسته

تر نمود.  سادههای قضایا را  و اثباتین نظریه بنیاد مناسبی را برای تحقیقات ارائه نمود . ا[9] را ارائه کرد

 ترین و پرکاربردترین فضاهای تابعی موجود در آنالیز عددی است. فضای هسته بازتولیدی یکی از جذاب

 11نمودند. بریلینسکیها استفاده  رای حل مسائل در بسیاری از زمینهجان، محققان از این روش بسبعد از آرون

یک هسته بازتولیدی برای حل مسائل خود در زمینه کوانتیزه کردن هامیلتونی عملگر [23] ( 1998و رانیا )

های هولومورفیک گسسته با استفاده از  تحقیقاتی در خصوص سری [58]( 2001) 12انرژی ساختند. ویلسون

تقریب بهینه در فضای هیلبرت تابعی را با  اصول [42]( 1970) 13هسته بازتولیدی انجام دادند. لارکین

 1974فضای هسته بازتولیدی ترکیب نمود و از خواص آن در فضای هسته بازتولیدی استفاده نمود. در سال 

ای  هسته بازتولیدی و با دقت چندجملهای برای فضای هیلبرت تابعی با استفاده از  تقریب بهینه 14چاوالا

توان به  اند می لیدی مورد بررسی و حل قرار گرفتهروش هسته بازتو که باپیشنهاد داد. از جمله مسائلی 

17فرایند تصادفی هالت ،[7] 1996 در سال 16و دیم 15توسط آلپایپردازش سیگنال 
و  [36] 2003 در سال 

 اشاره نمود.  [54] 2002در سال  19و استید 18استراستوسط تبدیل موجک 
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هایی که  اند. تکنیک گرفته رمورد استفاده قرا مختلفیهای  روشدر ادبیات حل معادلات انتگرال غیرخطی، 

یه آدومین و روش ای، تجز هتروم ذوزنقهای تصویر سازی، هم مکانی، نیش اند شامل روش عموما استفاده شده

یی محاسباتی زیاد و خطای تقریب در اهای مذکور در عمل دارای کار روش. [29]باشد آشوب هموتوپی می

 باشند.  معادله مییافتن جواب 

است   هارهای  اند روش موجک ای حل معادلات انتگرال ارائه شدهکنون برهای عددی که تا از جمله روش

 [8] اند  دهلم خطی نوع دوم بکار گرفته شدهبرای حل معادلات انتگرال فر های دیگری . همچنین روش[17]

، [41]های تکراری  همچنین روشاند.  بدست آوردههای عددی  ی در مقایسه با سایر روشهو نتایج قابل توج

 خطی و غیرخطی برای حل مسائل معادلات انتگرال و دستگاه معادلات انتگرال [16]پالس -بلکروش 

 استفاده شده است.

های  ال فردهلم خطی توسعه دادند و روشمحققان تحقیقات خود را برای حل عددی دستگاه معادلات انتگر

  کار گرفتند.ه ها ب برای آن [16]پالس -روش توابع بلاکو   [24] توابع هار کسری

ای حل معادلات انتگرال های اخیر مورد توجه محققان قرار گرفته و از آن بر های عددی که در سال از روش

روش ،   [17]ش موجک هارروتوان  اند می اه معادلات انتگرال استفاده کردهخطی و نیز دستگخطی و غیر

 را نام برد.  [26]گیری عددی  های انتگرال و روش [49]موجک گالرکین

، آنالیز های انتقال حرارت، اسپکتروسکپی ای فراوانی در زمینه آنالیز دادهمعادلات انتگرال نوع اول کاربرده

وق همگی از ( دارد. موارد فSLSهای انتشار نور مانا ) و آنالیز داده (NMRرزونانس مغناطیسی هسته ای )

، تقریبی از جواب آن سازی منظمبرای مسائل بدوضع با استفاده از روش باشند.  معکوس بدوضع میمسائل 

. ایده اصلی این روش جایگزین کردن [55] ارائه شد 20توسط تیخونف 1960یابیم. این روش در دهه  را می

ه معادله تغییر یافته ای ک باشد به گونه یک پارامتر کوچک میمعادله اصلی با یک معادله بسته است که شامل 

توان با روشی پایدار حل نمود و وقتی که پارامتر کوچک انتخاب شود، جواب آن به جواب مساله  را می

 اصلی نزدیک است. 

دیفرانسیل از -برای حل معادلات انتگرال هسته بازتولیدیهیلبرت از روش فضای و همکاران  21بوشناق

مطالعه خود را برای حل دستگاه معادلات  2014و سپس در سال  [25]مرتبه کسری استفاده نمودند 

                                                           
20

 Tikhonov 

21
 Bushnaq 
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ازتولید برای حل آن دیفرانسیل از مرتبه کسری توسعه دادند و یک روش مبتنی بر فضای هسته ب-انتگرال

 پیشنهاد دادند.

 مایا
که نسخه اصلاح شده روش تولیدی به نام روش فضای هیلبرت هسته بازالگوریتم جدیدی و همکاران 22

روش مایا و . [44] ه نمودندها ارائبرای حل مسائل غیرخطی اسیلاتورفضای هسته بازتولیدی است را 

ها روش  دهد. آن باشد را افزایش می واب معادله را که به صورت سری میهمکاران بازه همگرایی ج

ها از نظر محاسباتی  دهند که روش آن نشان میا مقایسه نمودند و نتایج کوت-پیشنهادی را با نتایج روش رانگه

 بسیار کارا است و به راحتی برای مسائل غیرخطی قابل استفاده است. 

محلی را با استفاده از روش  فضای له سهموی معکوس با شرایط مرزی غیر، دو مساو همکاران 23محمدی

نویسندگان جواب این معادله را با استفاده از یک . [50] اند ی مورد بررسی و مطالعه قرار دادههسته بازتولید

اند. همچنین  نشان داده ک سری محاسبهروش تکراری تقریب زده و به صورت تحلیلی و در قالب ی

دهد که از روش هسته  و نتایج عددی حاصل از آن نشان میهمگرایی روش تکراری را اثبات کرده 

 ا دقت بالا برای حل این نوع مسائل استفاده کرد.توان به عنوان یک روش ساده و ب بازتولیدی می

ای به مطالعه روش فضای هسته بازتولیدی در حل معادلات انتگرال نوع سوم پرداخت و  در مقاله 24جنگ

. این معادله کاربردهای فیزیکی [32] جواب آن را به صورت یک سری در فضای هسته بازتولیدی نشان داد

و پراکنش ذرات دارد. نتایج عددی حاصل از این روش در مقایسه با جواب فراوانی در تئوری الاستیسیته 

 دهد که این روش دقت بالایی دارد.  ن میدقیق معادلات مورد بررسی نشا

خطی با استفاده از دیفرانسیل جزیی غیردر تحقیقی به بررسی و حل دستگاه معادلات  25محمدی و مختاری

سازی یک فرایند تکراری برای آن ارائه دادند و  بی تحلیلی با پیادهی پرداخته جواروش فضای هسته بازتولید

. از این روش برای حل دستگاه معادله [48] اند ل دستگاه معادلات اثبات کردههمگرایی این روش برای ح

ها  ی دقیق آنها ببرگر و یک دستگاه هذلولی غیرخطی استفاده شده است و نتایج عددی حاصل با جوا

 مورد مقایسه و تحلیل قرار گرفته است. 

                                                           
22

 Maayah 

23
 Mohammadi 

24
 Geng 

25
 Mokhtari 
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برای تقریب جواب یک دسته از معادلات مقدار  پیاده سازی جدیدی از روش هسته بازتولیدی 26مرادی

. در این روش یک جواب تحلیلی برای مساله ارائه شده و [38]ع سوم با ضرایب متغیر ارائه داد مرزی نو

 ده است. نتایج پیاده سازی موفق آن نشان داده ش

فردهلم غیرخطی با استفاده از توابع پالس سه بعدی اصلاح -به مطالعه معادله ولترا 28و حدادیان 27میرزایی

یک معادله جبری غیرخطی  . این روش معادله انتگرال غیر خطی را به[47] اند ( پرداختهM3D-BFsشده )

 دهد.  دست میه قریبی از جواب معادله را بکند و با حل آن ت تبدیل می

به ارائه روشی برای حل معادله انتگرال های متعامد لژاندر  ای با استفاده از چندجمله  30و اردوخانی 29نعمتی

در برای تبدیل معادله انتگرال به لژان-. در این روش از نقاط گاوس[52]ولترا دوبعدی غیرخطی پرداختند 

دهنده دقت مناسب و  مطالعه نشانو نتایج حاصل از این معادله جبری غیرخطی استفاده شده است 

 کاربردپذیر بودن آن است. 

روش جدیدی مبتنی بر روش فضای هسته بازتولیدی برای حل دستگاه معادلات انتگرال   32و چن 31جیانگ

له از سری پیشنهادی تقریب زده جم n. جواب تقریبی این معادله با [39] ولترا خطی نوع دوم ارائه دادند

 شود و دقت بالایی دارد.  سازی می سادگی پیاده شود. این روش به می

ها  انتگرالی که در مسائل مکانیک جامدات معمولا با آن -ای از معادلات دیفرانسیلی به بررسی دسته 33دو

انتگرال فردهلم منفرد -فرانسیل. در این دسته از معادلات، که معادلات دی[28]کنیم پرداخت  برخورد می

ها بسیار  گیرند و حل آن ای عددی بیشتر مورد توجه قرار میه باشد. روش ل منفرد میباشند و هسته انتگرا می

دشوار است. نویسندگان با استفاده از روش فضای هسته بازتولیدی روشی برای حل این معادلات ارائه 

دهد که روش پیشنهادی  حل این دسته از معادلات نشان می دادند. نتایج عددی استفاده از این روش برای

 کارا و دارای دقت بالایی است. 

                                                           
26

 Mooradi 

27
 Mirzaee 

28
 Haddadiyan 

29
 Nemati 

30
 Ordokhani 

31
 Jiang 

32
 Chen 

33
 Du 
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روشی بر مبنای فضای هسته بازتولیدی برای حل مساله لایه مرزی با اغتشاش منفرد در  35و کیان 34جنگ

ه مرزی . در این تحقیق، مساله به دو معادله لای[34] نقاط بازگشت که دارای دو لایه مرزی است ارائه دادند

شوند . از شرایط  ز روش فضای هسته بازتولیدی حل میشود و سپس با استفاده ا بدیل میبا دامنه معمولی ت

دهند که جواب این روش در مقایسه با  شود. نتایج عددی نشان می جواب استفاده میمرزی برای پیوستگی 

 ها بسیار دقیق است. سایر روش

بازتولیدی در حل مسائل مقدار  روشی کارا برای تحلیل خطای تقریب در روش فضای هسته 37و وو 36لی

 مرزی ارائه کردند و ابزاری برای تخمین خطای تقریب آن برای مسائل مقدار مرزی خطی پیشنهاد نمودند

[43] . 

ای د که بر پایه فض/مرزی مرتبه دوم منفرد ارائه کردر مقاله خود روشی برای حل مسائل مقدار اولیه 38گائو

ست که برای ا . از مزایای این روش برای این دسته از مسائل این[31] دکن هسته بازتولیدی هیلبرت عمل می

 جواب معادله به صورت یک متناهیتواند مورد استفاده قرار گیرد.  ها به صورت عمومی می بسیاری از آن

شود و نشان داده شده است که به صورت تحلیلی به جواب مساله  الجمله از سری کلی تقریب زده می

 کنند.  ، صحت و دقت این روش را تایید مینتایج عددیهمگراست. 

 

  برخی‌مفاهیم‌از‌آنالیز‌تابعی‌-1-8

را نرم  دهیم و آن یک عدد حقیقی نامنفی نسبت می‌Xاز فضای برداری xبه هر عضو‌[53].‌1-1تعریف‌

x نامیم و با نماد  میx که: دهیم به طوری نشان می 

xالف( به ازای هر X  0داشته باشیمx  

0xب(    0است اگر وفقط اگرx . 

xج( به ازای هر X  وa F  داشته باشیم.ax a x  که در آنF  میدانی است کهX 

 شود. روی آن تعریف می

                                                           
34

 Geng 
35

 Qian 

36
 Li 

37
 Wu 

38
 Gao 
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x,د( برای هر دو عضو y  ازX باشد: نامساوی زیر )نامساوی مثلثی( برقرار 

x y x y   

xنامیم. عدد نامنفی  دار می فضای برداری نرم یک را X در این حالت y  را فاصله بین دونقطه,x y 

 نامیم. می

 

x,یک فضای برداری حقیقی باشد. به هر دو عضو‌Xفرض کنیم‌[53].‌2-1تعریف‌ y  از فضایX  یک

x,را ضرب داخلی  دهیم که آن عدد حقیقی نسبت می y نامیم و با نماد  می, yx طوریه دهیم ب نشان می 

 که:

xالف( برای هر X  :داریم, 0x x   و اگر, 0x x  0گاه  آنx  

x,ب( برای هر y X  :داریم, y y,x x 

xج( برای هر X  و هرk R  :داریم, , ykx y k x 

,د(  z y,z ,zx x y   

 

را از توابع حقیقی یک فضای خطی یا یک فضای برداری گویند در صورتی  Xفضای  [53] .3-1تعریف‌

f,که برای هر دو عضو g X و هر دو اسکالر,  :داشته باشیم 

f g X   

 

pfتابع اندازه پذیر ‌[53].‌4-1تعریف‌ L که: است در صورتی 

  

 

لذا تابع  2 ,f L a b  اگر 
2b

a
f t dt   .باشد 

‌

  , 1
pb

a
f t dt p  
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‌معادله‌انتگرال‌-1-9

ای گویند که درآن تابع مجهول، زیر علامت انتگرال قرار دارد یک نمونه از معادله  معادله انتگرال به معادله

انتگرال که درآن  y x  و بایستی تعیین شود بدین صورت است [59]تابعی مجهول است: 

                                                         

𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆 ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡
𝛽(𝑥)

𝛼(𝑥)

 (1-1) 

                                                                               
                       

 

 𝑓(𝑥)یا توابعی ثابت هستند.  𝑥توابعی بر حسب   𝛽(𝑥)و  𝛼(𝑥)عددی است ثابت و  𝜆که درآن 

,𝑘(𝑥و 𝑡) ای  عبارت دیگر معادله انتگرالی معادلهه که هسته معادله انتگرال گویند توابعی معلوم هستند. ب

 گیری ظاهر شود. در زیر یک یا چند علامت انتگرال است که در آن تابع مجهول

 

‌ اند. مه اشاره شدهچند نمونه از معادلات انتگرالی در ادا .1-1مثال‌

‌

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡               , 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏  
𝑏

𝑎

 
(1-2) 

 

𝑔(𝑥) = ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑔2(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 (1-3) 

𝑔(𝑥) = ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)sin (𝑔(𝑡))𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 (1-4) 

                                                                    

توانند  معادلات انتگرال بالا میعلوم در ند. توابع ما و بقیه توابع معلوم تابعی مجهول𝑔  ین معادلاتکه در ا

 صورت  ه تواند ب ( می2-1باشند. معادله انتگرال )  𝑥, 𝑡توابع مختلط یا حقیقی از متغیرهای حقیقی 
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φ[𝑔(𝑥)] = 𝑓(𝑥) (1-5) 

 

صورت تابعی خطی است یعنی ه است ب𝑔(𝑥)  که شامل تابع مجهول  φ[𝑔(𝑥)] که  طوریه نوشته شود ب

 که این

 

φ[𝜆1𝑔1(𝑥) + 𝜆2𝑔2(𝑥)] = 𝜆1φ(𝑔1(𝑥)) + 𝜆2φ(𝑔2(𝑥))     𝜆1و𝜆2  برای هر ثابت

  
(1-6) 

 

 خواهیم داشت.  (2-1)بنابراین برای معادله انتگرال 

 

φ[𝑔(𝑥)] = 𝑔(𝑥) − ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡    
𝑏

𝑎

 (1-7) 

 

تحت یک یا  𝑔(𝑥) عبارت خطی است و  φ[𝑔(𝑥)] را که  (2-1معادلات انتگرالی از نوع معادله انتگرال )

طی نباشد خ φنامیم و چنانچه عملگر  شود را معادلات انتگرال خطی می گیری ظاهر می چند علامت انتگرال

 اند. ( که غیرخطی4-1( و )3-1ت انتگرال )نامیم مانند معادلا معادلات انتگرال را غیرخطی می

 صورت زیر است.ه شکل کلی معادلات انتگرال خطی ب

ℎ(𝑥)  𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆 ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝛽(𝑥)

𝛼(𝑥)

 (1-8) 

 

,𝑘(𝑥 و 𝑓(𝑥) و ℎ(𝑥) که درآن 𝑡)  توابعی معلوم هستند و𝑔(𝑥)  تابعی مجهول است و بایستی تعیین

یک پارامتر مختلط یا حقیقی غیر صفر  𝜆هستند  یا توابعی ثابت اند و 𝑥 توابعی از 𝛽(𝑥)و   𝛼(𝑥)شود

,𝑘(𝑥است. به  𝑡)  یم.هسته معادله انتگرال گوی 
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‌انواع‌معادلات‌انتگرال‌-1-10

 [59]: شود ت انتگرال به چهار نوع تقسیم میمعادلا

 معادلات انتگرال فردهلم 

 معادلات انتگرال ولترا 

 دیفرانسیل -معادلات انتگرال 

 معادلات انتگرال منفرد 

 

‌غیرخطی‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌-1-10-1

گیری اعدادی ثابت و حقیقی هستند. شکل  لات انتگرال فردهلم حدود انتگرالمعاد در‌[59].‌6-1تعریف‌

 ها بدین صورت است: کلی آن

 

𝑏    u(𝑥)ℎ(𝑥)و 𝑎 اعداد حقیقی = 𝑓(𝑥) + 𝜆 ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝐹(𝑢(𝑡))𝑑𝑡     
b

𝑎
 (1-9) 

 

)که )u x است، تابع نامعلوم داخل و خارج انتگرال 𝜆  برای این است. یک پارامتر مختلط یا حقیقی غیر صفر

) نوع از معادلات، هسته  , )k x t و تابع ( )f x،  توابع با مقادیر حقیقی و( ( ))F u x  یک تابع غیرخطی از

( )u x  3مانند( )u x ،cos( ( ))u x .و ... است 

 شود. فردهلم خود به چند دسته تقسیم میمعادلات انتگرال 

 

‌نوع‌اول:غیرخطی‌الف(‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌

ℎ(𝑥)اگر = نوع اول تبدیل غیرخطی انتگرال فردهلم ( به معادله 9-1گاه معادله انتگرال ) باشد آن  0

 شود. می

 



17 

𝑓(𝑥) + 𝜆 ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝐹(𝑢(𝑡))𝑑𝑡 = 0    
b

𝑎

 (1-10) 

 

‌نوع‌دوم:غیرخطی‌ب(‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌

ℎ(𝑥)اگر  = نوع دوم تبدیل غیرخطی انتگرال فردهلم ( به معادله 9-1گاه معادله انتگرال ) باشد آن 1

 شود. می

 

𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆 ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝐹(𝑢(𝑡))𝑑𝑡  
b

𝑎

 (1-11) 

 

 همگن‌نوع‌دوم:غیرخطی‌ج(‌معادلات‌انتگرال‌فردهلم‌

𝑓(𝑥)در آن  نوع دوم است وغیرخطی حالتی خاص از معادلات انتگرال فردهلم  =  داریم:  است و 0

 

𝑢(𝑥) = 𝜆 ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝐹(𝑢(𝑡))𝑑𝑡  
b

𝑎

 (1-12) 

 
 

 

‌غیرخطی‌انتگرال‌فردهلم‌وجود‌جواب‌برای‌معادله‌-1-10-2

. قضیه و اثبات  [59]کنیم بازگو میجا شرایط وجود جواب معادلات انتگرال فردهلم غیرخطی را  در این

موجود است. ابتدا معادله انتگرال فردهلم غیرخطی نوع دوم را به صورت زیر  [5]و  [3]کامل آن در 

 کنیم: بازنویسی می
 

 𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆 ∫ 𝐺(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑡))𝑑𝑡  
b

𝑎
 (1-13) 
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 به صورت زیر است:  (1-13) رال غیرخطی فردهلممعادله انتگوجود جواب شرایط 

)تابع  -1 )f x ی  در بازهa x b  برای عدد مثبتی چون   دار باشد یعنی کرانR، ( )f x R. 

)تابع  -2 , , ( ))G x t u t  در,a x t b  برای عدد مثبت  است، یعنی 39پذیر دار و انتگرال کرانk، 

( , , ( ))G x t u t k 

)تابع  -3 , , ( ))G x t u t  برای عدد مثبت  صادق باشد، یعنینسبت به متغیر سوم در شرط لیپ شیتس

M، 

   , , , ,x t z x t zG G M z z    

 

1که  𝜆اثبات شده که سری جواب برای تمامی مقادیر  [37]با استفاده از روش تقریب، در 

( )K b a
 


و   

K 1ترین عدد بین  بزرگ
( )

R

k b a



باشد، به صورت یکنواخت  میمعرفی شده(  3)در بند  Mو 

 همگراست.

 

‌:غیرخطی‌ معادلات‌انتگرال‌ولترا‌-1-10-3

 بدین صورت است:غیرخطی شکل کلی معادلات انتگرال ولترا  [59] .7-‌1تعریف

 

ℎ(𝑥) 𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝐹(𝑢((𝑡))𝑑𝑡  
𝑥

0
 (1-14) 

 

برای  شود. ظاهرمی 𝑥 ی به جای یک عدد ثابت، متغیری چونگیر ی از حدود بالا یا پایین انتگرالکه درآن یک

)این نوع از معادلات، هسته  , )k x t  و تابع( )f x اند و  ، توابع با مقدار حقیقی( ( ))F u x  یک تابع

)غیرخطی از تابع نامعلوم  )u x  مانندsin( ( ))u x ،( )u xe باشد. و ... می 

                                                           

39
 .پذیر گویند انتگرال باشد به آن انتگرالاگر تابعی دارای  
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صورت معادلات انتگرال فرد هلم تبدیل کنیم مثلا برای معادله انتگرال ه توانیم ب معادلات انتگرال ولترا را می

 ( خواهیم داشت.14-1ولترا )

 

ℎ(𝑥)  𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆 ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝐹(𝑢(𝑡))𝑑𝑡   
b

𝑎

 (1-15) 

 

 که    طوریه ب  

     

𝑘(𝑥, 𝑡) = {
𝑘(𝑥, 𝑡)     𝑎 < 𝑡 < 𝑥 < 𝑏
0              𝑎 < 𝑥 < 𝑡 < 𝑏

   (1-16) 

 

 شود. به چند دسته تقسیم میغیرخطی معادلات انتگرال ولترا 

‌نوع‌اول:غیرخطی‌الف(‌معادلات‌انتگرال‌ولترا‌

ℎ(𝑥) اگر =  شود. نوع اول تبدیل میغیرخطی انتگرال ولترا  ( به معادله14-1باشد معادله انتگرال )  0

 

𝑓(𝑥) + ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝐹(𝑢(𝑡))𝑑𝑡 = 0 
𝑥

0
 (1-17) 

 

‌نوع‌دوم:غیرخطی‌ب(‌معادله‌انتگرال‌ولترا‌

ℎ(𝑥)( داشته باشیم 14-1اگر در معادله انتگرال ) = گاه معادله انتگرال حاصل را معادله انتگرال ولترا  آن 1

 نوع دوم نامیم.غیرخطی 

 

𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝐹(𝑢(𝑡))𝑑𝑡   
𝑥

0
 (1-18) 
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‌همگن‌نوع‌دوم:غیرخطی‌ج(‌معادلات‌انتگرال‌ولترا‌

𝑓(𝑥)ها  نوع دوم هستند که درآنغیرخطی حالت خاصی از معادلات انتگرال ولترا  =  است. 0

 

𝑢(𝑥) = ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝐹(𝑢(𝑡))𝑑𝑡  
𝑥

0
 (1-19) 

 

 چند نمونه از معادلات انتگرال غیر خطی در زیر آورده شده است..‌3-1مثال‌

 

  1)  𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆 ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑔2(𝑡)𝑑𝑡  
𝑥

𝑎
  

2)  𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆 ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑒𝑔(𝑡)𝑑𝑡   
𝑥

𝑎
  

 3)  𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆 ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡) sin(𝑔(𝑡)) 𝑑𝑡  
1

𝑎
  

 

‌غیرخطی‌ولتراانتگرال‌‌وجود‌جواب‌برای‌معادله‌-1-10-4

. قضیه و اثبات کامل [59] مدهی ارائه میغیرخطی را ولترا جا شرایط وجود جواب معادلات انتگرال  در این

غیرخطی نوع دوم را به صورت ولترا موجود است. ابتدا معادله انتگرال  [14]و  [12-11]، [6-5]، [3]آن در 

 کنیم: زیر بازنویسی می

 

 𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫ 𝐺(𝑥, 𝑡, 𝑢(𝑡))𝑑𝑡  
𝑥

𝑎
 (1-20) 

 

 است:ولترا غیرخطی شرایط خاص زیر برای وجود جواب معادله انتگرال 

)تابع  -1 )f x ی  در بازهa x b  دار باشد کرانپذیر و  انتگرال. 

)تابع  -2 )f x ی  باید در بازه( , )a bبرای عدد مثبتی چون  در شرط لیپ شیتس صدق کند. یعنی

k، 
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   x yf f k x y   

)تابع  -3 , , ( ))G x t u t  در,a x t b  برای عدد مثبتی چون  ، یعنیباشدپذیر  دار و انتگرال کران

k، 

( , , ( ))G x t u t k 

)تابع  -4 , , ( ))G x t u t  برای عدد  صادق باشد، یعنینسبت به متغیر سوم در شرط لیپ شیتس

 ،Mمثبت 

   , , , ,x t z x t zG G M z z    

 

‌دیفرانسیل‌ولترا‌-معادلات‌انتگرال‌‌-1-10-5

معادله  .شوند میظاهر و زیر انتگرال درسمت چپ تساوی  𝑔(𝑥)( مشتقات 14-1که در رابطه ) درصورتی

 عنوان مثال داریمه دیفرانسیل ولترا نامیم. ب-انتگرال حاصل را معادله انتگرال

 

𝑢"(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆 ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝐹(𝑢(𝑡))𝑑𝑡  
𝑥

𝑎

 (1-21) 

 

‌معادلات‌انتگرال‌منفرد‌-1-10-6

معادله گیری نامتناهی باشد یا هنگامی که هسته  نتگرال یک یا هر دو حدود انتگرالمعادله ا وقتی که در

صورت معادله  گیری در یک یا چند نقطه دارای انفصال باشد یا نامتناهی باشد در این انتگرال بازهانتگرال در 

 انتگرال را منفرد گوئیم.
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 معادلات انتگرال زیر منفرد هستند. .2-‌1مثال

 

1)  𝑔(𝑥) = ∫ (𝑥 − 𝑡)α𝑔(𝑡)𝑑𝑡
∞

0   

    2)   𝑔(𝑥) = ∫
𝑔(𝑡)

√𝑥−𝑡
𝑑𝑡

∞

0  

 

 کنیم.  ها برخورد می ترین معادلات انتگرالی هستند که با آن ولترا و فردهلم متداولمعادلات انتگرال 

 

‌چند‌نکته‌در‌مورد‌معادلات‌انتگرال‌ولترا‌و‌فردهلم‌-1-10-7

 پردازیم. ادلات انتگرال ولترا و فردهلم میدر این قسمت به ذکر چند نکته درمورد مع

 

‌فردهلم:(‌ساختمان‌معادلات‌انتگرال‌ولترا‌و‌1

ور خطی زیر علامت انتگرال تنها به ط 𝑔در معادلات انتگرال ولترا و فردهلم خطی نوع اول تابع مجهول  

اما در معادلات انتگرال ولترا و فردهلم خطی نوع دوم تابع مجهول هم در زیر علامت انتگرال ‌شود، ظاهرمی

 شود. ه صورت خطی ظاهر میب‌و هم درخارج ازعلامت انتگرال

 

‌گیری:‌حدود‌انتگرال‌(2

شود ولی در  متناهی با حدود ثابت انجام می بازهگیری روی یک  عادلات انتگرال  فردهلم، انتگرالدر م

گیری  و معمولا همان حد بالای انتگرال گیری متغیر است ولترا حداقل یکی از حدود انتگرالمعادلات انتگرال 

 شود. به عنوان متغیر انتخاب می
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‌هور‌معادلات‌انتگرال:(‌منشاء‌ظ3

البته معادلات  .[27]شوند ، فیزیک، شیمی و بیولوژی ظاهر میمعادلات انتگرال در بسیاری از مسائل مهندسی

که اگر معادله دیفرانسیل  طوریه روند ب ه کار میانتگرال به عنوان نمایش جواب معادلات دیفرانسیل هم ب

شود از نوع فردهلم  گاه معادله انتگرالی که ظاهر می آنصورت یک مساله مقدار مرزی باشد ه مورد نظر ب

قابل معادله این گاه  خواهد شد و اگر معادله دیفرانسیل مورد نظر در قالب یک مساله مقدار اولیه باشد آن

ای ظاهر  معادله انتگرال در چه نوع مساله که یک معادله انتگرال ولترا خواهد بود. برحسب این تبدیل به

 شود. ب معادله انتگرال به کار برده میهای مختلفی برای تعیین جوا ها وایده یکشود تکن می

 

‌(‌خاصیت‌خطی:4

در زیر علامت خطی در معادلات انتگرال ولترا و فردهلم   𝑔(𝑥)گونه که قبلاً بیان شد تابع مجهول   همان

ردهلم و ولترا خواهیم خطی ف، اما زمانی معادلات انتگرال غیرشود ه صورت توان یک ظاهر میانتگرال ب

فرم کلی معادلات انتگرال  آورده شود. 𝐹(𝑔(𝑥)) خطی نظیرعملگری غیر 𝑔(𝑥)جای ه داشت که ب

 باشد. ( می21-1)  غیرخطی به صورت

برای درک بیشتر ارتباط بین معادلات دیفرانسیل ومعادلات انتگرالی  به ذکر چند مثال خواهیم پرداخت. قبل 

 کنیم. شود اشاره می و یک لم که از این قاعده منتج میها به بیان قاعده لایبنیتز  از ارائه مثال

 

 [59]‌قاعده‌لایبنیتز‌تعمیم‌یافته‌-1-11

𝑓(𝑥) تابع  = ∫ 𝐹(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦
𝛽(𝑥)

𝛼(𝑥)
دارای مشتقات مرتبه اول پیوسته نسبت به  𝛽(𝑥)و  𝛼(𝑥)که درآن  

𝑥 داریم:صورت  در این .گیریم باشد را در نظر می می 

 

𝑓′(𝑥) = ∫
𝜕

𝜕𝑥
𝐹(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦

𝛽(𝑥)

𝛼(𝑥)

+ 𝛽′(𝑥)𝐹(𝑥, 𝛽(𝑥)) − 𝛼′(𝑥)𝐹(𝑥, 𝛼(𝑥)) (1-22) 

 

,𝐹(𝑥این رابطه وقتی برقرار است که  𝑦)  و مشتق جزئی𝜕𝐹

𝜕𝑥
 باشند. 𝑦 و 𝑥توابعی پیوسته از   
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وفردهلم تبدیل کرد  توان به ترتیب به معادلات انتگرال ولترا ی را میای ازمسائل مقداراولیه ومقدار مرز رده

 کند. نه را به انتگرال یگانه تبدیل میهای چندگا ولی برای انجام این کار نیاز به لم زیر داریم که انتگرال

 

 [59]‌.1-1لم‌

 

∫ … ∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑥

𝑎
𝑑𝑡 … 𝑑𝑡 =

1
(𝑛−1)!

∫ (𝑥 − 𝑡)𝑛−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
 (1-23) 

                     𝑛                    بار 

 .شود ساله مقدار مرزی زیر پیدا میمعادله انتگرال فردهلم متناظر با م.‌4-‌1مثال

 

𝑦″(𝑥) + 𝟦𝑦(𝑥) =  sin 𝑥                                  0 < 𝑥 < 1    

𝑦(0) = 𝑦(1) = 0 
(1-27) 

 

,0) گیری از طرفین تساوی در بازه ، با دوبار انتگرال ″u(𝑥) (x) 𝑦=  قرار می دهیم 𝑥)   :خواهیم داشت 

 

𝑦′(𝑥) = 𝑦′(0) + ∫ 𝑢(𝑡)
𝑥

0 𝑑𝑡       

𝑦(𝑥) = 𝑥𝑦′(0) + ∫ (𝑥 − 𝑡)
𝑥

0 𝑢(𝑡)𝑑𝑡     

𝑦(1) = 0 = 𝑦′(0) + ∫ (1 − 𝑡)
1

0 𝑢(𝑡)𝑑𝑡    ⇒  𝑦′(0) = − ∫ (1 − 𝑡)
1

0 𝑢(𝑡)𝑑𝑡  

 

y(𝑥) = 𝑥 ∫ (𝑡 − 1)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 + ∫ (𝑥 − 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡  
𝑥

0
1

0                                  

                                   

𝑢(𝑥) = sin 𝑥 − ∫ 4𝑥(𝑡 − 1)
1

0 𝑢(𝑡)𝑑𝑡 − 4 ∫ (𝑥 − 𝑡)
𝑥

0 𝑢(𝑡)𝑑𝑡   

= sin 𝑥 + ∫ 4𝑡(1 − 𝑥)
𝑥

0  𝑢(𝑡)𝑑𝑡 + ∫ 4𝑥(1 − 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 
1

𝑥
     

 

(1-28) 
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=  sin 𝑥 + ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)
1

0
𝑢(𝑡)𝑑𝑡 

 

(1-29) 

𝑘(𝑥, 𝑡) = {
4𝑡(1 − 𝑥)          0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥
4𝑥(1 − 𝑡)          𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 1 

 

(1-30) 

‌

 . شود میبه یک معادله انتگرال ولترای معادل با آن تبدیل  مساله مقدار اولیه زیر.‌5-1مثال‌

 

𝑦′′′(𝑥) + 𝑝(𝑥)𝑦′′(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑦′(𝑥) + 𝑟(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑔(𝑥)    

𝑦(0) = 𝛼 ,    𝑦′(0) = 𝛽 , 𝑦′′(0) = 𝛾  
(1-31) 

 

,𝛾که درآن  𝛽, 𝛼  ثابت هستند وتوابع  اعداد𝑝(𝑥) و 𝑞(𝑥)و  𝑟(𝑥) تند ودارای بسط توابع تحلیلی هس

 .مورد بحث پیوسته است فاصلهبازه مفروض روی  𝑔(𝑥)باشند و  تیلورحول مبدا می

 

 دهیم:    قرار می

 

𝑦′′′(𝑥) = 𝑢(𝑥)  (1-32) 

 

سه   (𝑥 . 0( دربازه )31-1است. از طرفین رابطه  )بازه مفروض پیوسته روی بازه یک تابع  𝑢(𝑥)که درآن 

 گیریم، بنابراین خواهیم داشت: بار انتگرال می

 

∫ 𝑦′′′(𝑡)𝑑(𝑡)
𝑥

0 = 𝑦′′(𝑥) − 𝑦′′(0) = 𝑦′′(𝑥) − 𝛾 = ∫ 𝑢(𝑡)𝑑(𝑡)
𝑥

0     

 
(1-33) 
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⇒    𝑦′′(𝑥) = 𝛾 + ∫ 𝑢(𝑡)
𝑥

0 𝑑𝑡    

 

∫ 𝑦′′𝑥

0
(𝑡)𝑑𝑡 =  𝑦′(𝑥) − 𝑦′(0) = 𝑦′(𝑥) − 𝛽 = 𝛾𝑥 + ∫ (𝑥 − 𝑡)

𝑥

0 𝑢(𝑡)𝑑𝑡  

 

⇒   𝑦′(𝑥) = 𝛽 + 𝛾𝑥 + ∫ (𝑥 − 𝑡)𝑢(𝑡)
𝑥

0
𝑑𝑡 

 

 

(1-34) 

∫ 𝑦′(𝑡)
𝑥

0 𝑑𝑡 = 𝑦(𝑥) − 𝛼 = 𝛽𝑥 +
1
2

𝛾𝑥2 +
1
2 ∫ (𝑥 − 𝑡)2𝑢(𝑡)

𝑥

0 𝑑𝑡   

 

⇒  𝑦(𝑥) = 𝛼 + 𝛽𝑥 +
1
2

𝛾𝑥2 +
1
2 ∫ (𝑥 − 𝑡)2𝑢(𝑡)

𝑥

0 𝑑𝑡      

 

 

(1-35) 

           

 ( خواهیم داشت:35-1( و )34-1( و )33-1( و )32-1( و )31-1با توجه به روابط )

 

𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)
𝑥

0 𝑢(𝑡)𝑑𝑡     (1-36) 

 

 که درآن 

 

𝑘(𝑥, 𝑡) = (𝑥 − 𝑡)2 = 𝑝(𝑥) + 𝑞(𝑥)(𝑥 − 𝑡) +
1
2!

𝑟(𝑥)(𝑥 − 𝑡)2     (1-37) 

 

 و بنابراین داریم

 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) − {𝛾𝑝(𝑥) + 𝛽𝑞(𝑥) + 𝛼𝑟(𝑥) + 𝛾𝑥𝑞(𝑥) + 𝑟(𝑥) (𝛽𝑥 +
1
2

𝛾𝑥2)}     (1-38) 
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  40خواص تابع دیراک 12-1

 تابع دیراک که به صورت  [53]

0
( )

0 0

x
x

x


 
 


 

 باشد: شود دارای خواص زیر می تعریف می

( ) [ , ]
( ) ( )

0

b

a

f y y a b
f x x y dx

otherwise



  


 .1 

1 0 ( , )
( )

0

b

a

a b
x dx

otherwise



 


 .2 

( ) ( )x x   .3 

  ( )
( ) ,

x
x R


  


  .4 

( ) 0x x  .5 

  41ای خواص تابع پله 13-1

 ای که به صورت  تابع پله [53] 

1 0

( ) 0.5 0

0 0

x

x x

x






 
 

 

 تابع دیراک است: باشد که در آن  شود دارای خواص زیر می تعریف می

                                                           
40

  Dirac function 
41

  step function 
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0

0

1. ( ) ( )

( )

x

x y dx x y

x y

 



  

 

  

( ) ( )
d

x y x y
dx

   .2 

 

 مهم ریفاتع 14-1

ها کل فضای برداری  ای از بردارهای مستقل خطی است که فضای پوشش داده شده توسط آن مجموعه پایه:

 .شود

 

‌مستقل‌خطی کدام را نتوان برحسب ترکیب  اگر هیچ ،گوییم می یک مجموعه از بردارها را مستقل خطی:

دیگر یک مجموعه از بردارها مستقل خطی است اگر هیچ ترکیب خطی ناصفر خطی بقیه نوشت. به عبارت 

 .ها مساوی بردار صفر نشود آن

‌

گوییم هرگاه دو عمل  می C را یک فضای برداری روی میدان اعداد مختلط V مجموعه‌فضای‌برداری:

 .جمع بردارها و ضرب اسکالر بر روی آن تعریف شده باشد

‌

از اعداد یا اسکالرها به همراه اعمال جمع و ضرب است که دارای خواصی  ای یک میدان مجموعه‌میدان:

‌.جایی باشند هپذیری و جاب پذیری، توزیع طبیعی مانند شرکت



‌

‌

‌

‌

‌فصل‌دوم

‌‌بازتولیدی‌هسته‌هیلبرتروش‌فضای‌
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 مقدمه‌-2-1

هسته بازتولیدی و قضایای آن هیلبرت  فضای های ای ویژگی در این فصل در ابتدا مفاهیم مقدماتی و پایه

هسته بازتولیدی در شرایط مختلف هیلبرت هسته بازتولیدی از فضای هیلبرت شود و تولید تابع  ارائه می

روش فضای هیلبرت هسته بازتولیدی ابزاری قدرتمند برای . قابل ذکر است که گیرد مورد بررسی قرار می

های  سازی مدل سادگی در پیاده ،های روش مبتنی به هسته یکی از مزیت باشد. مدل نمودن توابع غیرخطی می

 غیرخطی است.

 

 هسته‌بازتولیدی‌هیلبرت‌تعریف‌فضای‌-2-2

 ،[43] یک تابع تک متغیری باشد  fیک فضای هیلبرت به صورت زیر باشد که در آن  Hفرض کنیم 

 
 

H = { f(x) │ حقیقی یا مختلط باشد تابع   f(x)  یک , x ∈ 𝑋  )مجموعه مجرد از اشیاء (} 

 

 

 .  ,  . و ضرب داخلی 
H

∋برای هر تعریف شده روی این فضا باشد. اگر    𝑋  y تابع ، ثابت yR x  ای

داشته باشیم موجود باشد که     yR x H  و برای هرf(x) H  که در شرط    
 

 

    ,   y H
f x R x  = f(y)  (2-1)                                                                                      

 

 

گاه  صدق کند، آن yR x هیلبرت را هسته بازتولیدی H  و فضای هیلبرتH  هسته هیلبرت را فضای

 نامند. می بازتولیدی

 

 هسته بازتولیدی است.هیلبرت بعدی یک فضای  n. فضای اقلیدسی 1-2مثال 

1 2{ ( , ,..., ), ,1 }n

n ia a a a a a i n     
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0

( ) 0 ,
1

k

i k
e i i k n

i k


  


 

)و  )ke i هیلبرت  یک هسته بازتولیدیn  .استke بردار پایه استاندارد فضای اقلیدسی است و داریم 

 , k ka e a   

 باشد. ای می شایان ذکر است که ضرب داخلی تعریف شده در این فضا همان ضرب نقطه

 

مجموعه  Hبعدی  n. در فضای هیلبرت 2-2مثال 
1

{ }
n

ie  یک پایه متعامد یکه است که در آن 

 

0
( ) , ( )

1
i j H

i j
e t e t

i j





 

 

)لذا  ) ( ) ( )s i j

i

R t e t e s فضای  هیلبرت هسته بازتولیدیH  است. در واقع برای هر( )f t H :داریم 

 

 ( ) ( )i i

i

f t a e t 

 
( ) , ( ) ( ) , ( ) ( )

( ) ( )

s i i j j H

i j H

i i

i

f t R t a e t e t e s

a e s f s



 

 


 

 

 

فضای تابعی 
2 [ , ]mW a b [27] شود به صورت زیر تعریف می : 

 

2 [ , ]mW a b = } ( )f x │ ( 1)( )mf x )  و مطلقا پیوسته  ) 2( ) [ , ], [ , ]mf x L a b x a b             (2-2)  
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و نرم فضای  ضرب داخلی
2 [ , ]mW a b [27] به صورت زیر است: 

  

2, ( ) [ , ]mf g x W a b  

 

2

1
( ) ( ) ( ) ( )

0

, ( ) ( ) ( ) ( )m

bm
i i m m

w
i a

f g f a g a f x g x dx




    
(2-3) 

 

22

, mm ww
f f f  

 

(2-4) 

 

 هیلبرت‌های‌اساسی‌هسته‌بازتولیدی‌ویژگی‌-2-3

که در ادامه تحقیق مورد استفاده قرار  هیلبرت ای و اساسی هسته بازتولیدی ای پایهه در این بخش ویژگی

 .[27] شوند گیرند مطرح می می

 

 هیلبرت گاه هسته بازتولیدی هسته بازتولیدی باشد، آنهیلبرت یک فضای  Hاگر  [27] .1ویژگی‌   yR x 

)متقارن مزدوج است. به عبارت دیگر  Hدر فضای  ) ( )y xR x R y. 

)چون برهان:  )yR x H  داریم( 1-2بنابر تعریف فضای هیلبرت هسته بازتولیدی و )، لذا 

( ) (.) , (.)

(.) , (.) ( )

y y x H

x y H x

R x R R

R R R y



 
 

 

 هیلبرت گاه هسته بازتولیدی هسته بازتولیدی باشد، آنهیلبرت یک فضای  Hاگر  [27] .2ویژگی‌   yR x 

 . منحصر به فرد است Hدر فضای 

 دیگر باشد، لذاهیلبرت یک هسته بازتولیدی 𝑄𝑦(𝑥)  کنیم فرض: برهان

( ) (.) , (.)

(.) , (.)

( ) ( )

y y x H

x y H

x y

Q x Q R

R Q

R y R x





 
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)اگر  [27] .3ویژگی‌ )yR x  هیلبرت هسته بازتولیدیH گاه برای هر  باشد، آنx X  داریم( ) 0xR x  

)و  ) 0xR x   اگر و تنها اگر0H  . 

                برهان: 
2

( ) (.) , (.) 0x x x x HH
R x R R R  

 

 

2
( ) 0 0

0

(.),0 0

0

x x

x

H

R x R

R

f

H

  

 

 

 

 

 
 

) هیلبرت هسته بازتولیدی [27] .4ویژگی‌ )yR x  یک هسته معین مثبت است، هرگاه 

( ) 0
ix j i j i

i

R x t t x X   

 .ها اعداد مختلط هستندitکه در آن

 

هسته بازتولیدی است اگر و تنها اگر برای هر هیلبرت یک فضای  Hهیلبرت تابعی فضای  [27] .5ویژگی‌

x X   تابعک خطیI(f)=f(x)  دار باشد کران. 

 برهان: 

. باشد 𝑅𝑦(𝑥)  هیلبرت بازتولیدی هسته با بازتولیدی هستههیلبرت  فضای یک H کنیم فرض( لازم شرط

 .است دار کران I(f) میده یم نشان م،یریگ یم نظر در را I(f)=f(x) مانند یدلخواه تابع

 

 ( ) ( ) (.) , (.)

(.) ( )

( )

x H

x xH HH

x H

H

I f f x f R

f R f R x

M f

I f M

 

 



 
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 پس. برد کار به را 42ریس نمایش قضیه توان می ،I داری کران به توجه با( کافی شرط

( ) ( ) , x H
f x I f f R  

 

هسته‌بازتولیدی‌‌هیلبرت‌فضای‌-2-4
2 [ , ]mW a b ‌[27] 

 داده شده باشد و [a,b]بر بازه  fفرض کنیم تابع   
1

,
n

k k k
a b


دو به دو جدا از های  ای از بازه مجموعه 

 باشند که هم , [ , ]k ka b a b 0. اگر برای هر   0وجود داشته باشد   که برای( )i i

i

b a   

 داشته باشیم

1

( ) ( )
n

i i

i

f b f a 


  

]را مطلقا پیوسته بر بازه   fتابع   گاه آن , ]a b نامیم. می 

 

] هر تابع مطلقا پیوسته بر بازه [27] .6ویژگی‌ , ]a bپیوسته است ،. 

 لذا داریم: قرار دهیم. n=1 در تعریف توابع مطلقا پیوسته  کافی استبرهان: 

0برای هر     ،0  د که برای روجود داb a    خواهیم داشت ،( ) ( )f b f a  که این . 

]بر بازه  fتعریف پیوستگی تابع  , ]a b .است 

 

] بر بازه  شده تعریف  f برای تابع [27] .7ویژگی‌ , ]a b  اگر برای هر[ , ]x a b ،( )f x M  گاه  آنf  

 .تمطلقا پیوسته اس

  داریم، میانی مقدار قضیه کمک بهبرهان: 

( , ) [ , ] 1,2,...,
k k k

a b a b k n    

                                                           
42

 Riesz representation theorem 
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1 1

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

k k k k k

k k k

k k

n n

k k k k

k k

f b f a f b a

f b a

M b a

f b f a M b a

M
M








 

  

 

 

   

 

 

 

□‌

 

fاگر تابع  .1نتیجه‌  بر بازه [ , ]a b گاه  پیوسته باشد، آنf بر [ , ]a b .مطلقا پیوسته است 

 

]بر بازه  fاگر تابع  [27] .8ویژگی‌ , ]a b گاه تابع  پذیر باشد، آن انتگرال( )

x

a

f t dt  بر بازه[ , ]a b  مطلقا

 ت.پیوسته اس

 کنیم فرضبرهان:   
1

, [ , ]
n

k k k
a b a b


شرط در که باشند هم از جدا دو دوبه های بازه از خانواده یک 

( )i i

i

b a   کنند می صدق. 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

i i

i

i

i

i

b a

i i

a a

b

a

b

a

f b f a f t dt f t dt

f t dt

f t dt

  





 





 

) یعنی. است پذیر انتگرال [a,b] روی f تابع فرض بنابر )

b

a

f t dt . 

1 1

( ) ( ) ( )
i

i

bn n

i i

i i a

f b f a f t dt



 

 



  

‌
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 (:3-2بررسی‌خواص‌ضرب‌داخلی‌در‌تعریف‌)

‌

(i) 
2 [ , ]mf W a b   

2

1
( ) ( ) ( ) ( )

0

1
( ) 2 ( ) 2

0

, ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ) ( ( ))

0.

m

bm
i i m m

w
i a

bm
i m

i a

f f f a f a f x f x dx

f a f x dx









 

 



 

   

 

2

1
( ) ( ) ( ) ( )

0

1
( ) 2 ( ) 2

0

, 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ) ( ( ))

mw

bm
i i m m

i a

bm
i m

i a

f f

f a f a f x f x dx

f a f x dx











 

 

 

 

 

 

دهد که هر کدام از آن  صفر شده است. این نتیجه میحاصل جمع دو عبارت مثبت )توان دو( برابر 

 ها برابر صفر است و این بدان معنی است که عبارت

 

0.f   

 

 

 

(ii)           
2, [ , ]mf g W a b   

2

2

1
( ) ( ) ( ) ( )

0

1
( ) ( ) ( ) ( )

0

, ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, .

m

m

bm
i i m m

w
i a

bm
i i m m

i a

w

f g f a g a f x g x dx

g a f a g x f x dx

g f









 

 



 

   
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(iii) 
2, [ , ] ,mf g W a b k    

2

2

1
( ) ( ) ( ) ( )

0

1
( ) ( ) ( ) ( )

0

, ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, .

m

m

bm
i i m m

w
i a

bm
i i m m

i a

w

kf g kf a g a kf x g x dx

k f a g a k f x g x dx

k f g









 

 



 

   

 

 

(iv) 
2, , [ , ]mf g t W a b   

          

2 2

2

1
( ) ( ) ( ) ( )

0

1
( ) ( ) ( ) ( )

0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

, , ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( )) ( )

, .

m m

m

bm
i i m m

w w
i a

bm
i i m m

i a

bm
i i i m m m

i a

w

f t g t f a t a f x t x dx

g a t a g x t x dx

f a g a t a f x g x t x dx

f g t













  

 

   

 

 

 

 

 

 

 

فضای تابعی ‌[27].‌1-2قضیه‌
2 [ , ]mW a b یک فضای هیلبرت است. 

 

‌[27] .2-2قضیه‌
2 [ , ]mW a b  ت.هسته بازتولیدی اسهیلبرت یک فضای 

 

ساختن‌ی‌نحوه‌-2-5 yR x ‌[27]‌

اگر  yR x هیلبرت یک هسته بازتولیدی 
2 [ , ]mW a b  گاه برای هر  باشد، آن[ , ]y a b  هر تابع برای و

2( ) mf x W  داریم:با استفاده از تعریف 
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2

( ) ,   ( )   ( )
my w

f x R x f y  (2-5) 

 

     ( داریم:3-2از ) لذا

 

   
2

1
( ) ( )

0

( ) ( )
( ) ( ,   )

m

i mbm
y yi m

i mw
i

y

a

R a R x
ff x R x a f x dx

x x





 
 

 
   (2-6) 

                    

 های دوگانه پی در پی داریم: از انتگرال و همچنین

                      
21

( ) ( 1)

2
0

( ) ( ) ( )
( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

m m i mb bm
y y ym i m i m

m m i m
ia a

R x R x R xb
f x dx f x f x dx

x ax x x


 




  
   

  
   

 

(2-7) 

 

 متغیر خواهیم داشت:تغییر از 

                      
2 11 1

( 1) 1 ( )

2 1
0 0

( ) ( )
( 1) ( ) ( 1) ( )

m i m im m
y yi m i m i i

m i m i
i i

R x R x
f x f a

x x

   
   

  
 

 
  

 
   

(2-8) 

 

 ( داریم:7-2( در )8-2لذا با جایگذاری )
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2
2 11

( ) 1 ( ) 2
2 1

0

2 1 2 11 1
1 ( ) 1 ( )

2 1 2 1
0 0

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( 1) ( ) ( 1)

( ) ( )
( 1) ( ) ( 1) ( )

( 1) (

m
m m ib b ym

y ym m i i m m
m m i

ia a

m i m im m
y ym i i m i i

m i m i
i i

m

R x
bR x R x f x dx

f x dx f a x
x ax x

R x R x
f a f a

x b x ax x

f x

 
 

 


    
   

   
 


 

    
 

 
    

  



 

 

2

2

( )
)

mb

y

m

a

R x
dx

x





 

 پس

 

   
2

2 1

( ) 1 ( )

2 1

2 11
1 ( )

2 1
0

2

2

2 1

( ) 1

( ) ( )
( ) ( 1) ( )

( )
( 1) ( )

( )
( 1) ( )

( )
( ) (

 ,  

1)

mw

i m i

y yi m i i

i m i

m im
ym i i

m i
i

mb

ym

m

a

i m i

yi m i

i

y

R x R x
f a f b

x a x bx x

R x
f a

x ax

R x
f x dx

x

R x R
f

f x R x

a
x ax

 

 

 

 
 

 


 

 



  
  

   
 
  

  


 



 
  







1

2 1
0

2 1 21
1 ( )

2 1 2
0

( )

( ) ( )
( 1) ( ) ( 1) ( )

m
y

m i
i

m i mbm
y ym i i m

m i m
i a

x

x ax

R x R x
f b f x dx

x bx x



 


 
 

 


 
 

 

 
  

 



 

 

 

 :است زیر معادله جواب 𝑅𝑦(𝑥) بنابراین

 

(2-9) 

2 1

1

2 1

2 1

2 1

2

2

( ) ( )
( 1) 0

( )
0 0,1,..., 1

( )
( 1) ( )

i m i

y ym i

i m i

m i

y

m i

m

ym

m

R x R x

x a x ax x

R x
i m

x bx

R x
x y

x


 

 

 

 

 

 
  

  


  


 
   


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xاگر  y گاه  باشد، آن yR x  2جواب معادله دیفرانسیل زیر با مرتبه m است یعنی 

 

(2-10) 
2

2

( )
( 1) 0

m

ym

m

R x

x


 


 

 

 با شرایط مرزی

 

(2-11) 

2 1

1

2 1

2 1

2 1

( ) ( )
( 1) 0

( )
0 0,1,..., 1

i m i

y ym i

i m i

m i

y

m i

R a R a

x x

R b
i m

x

 

 

 

 

 

 
  

  



   

 

 

x اگر y ، کافی است از رابطه  گاه آن
2

2

( )
( 1) ( )

m

ym

m

R x
x y

x



  


در فاصله xنسبت به  

( , )y y    انتگرال گرفته و سپس یعنیدهیم را به صفر میل می . 

 

(2-12) 
2 1 2 1

2 1 2 1

( ) ( )
( 1) 1

m m

y ym

m m

lR y rR y

x x

   

 

  
   

  

 

 

 با تکرار فرایند انتگرال و حد، داریم:

 

(2-13) ( ) ( )
0,1,..., 2 2

i i

y y

i i

lR y rR y
i m

x x

 
  

 
 

 

 به صورت زیر است: (13-2( و )12-2(، )11-2) کمک روابطبه ( 9-2جواب عمومی معادله )و لذا 
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(2-14) 

2
1

1

2
1

1

( ) ( )

( ) ( )

m
i

y i

i

m
i

y i

i

lR x c y x x y

rR x d y x x y










 



  





= yR x 

 

)که  )ic y  و( )id y  توابعی برحسبy .هستند 

 

اگر  [27] .9ویژگی‌ yR x هیلبرت هسته بازتولیدی 
2 [ , ]mW a b گاه  باشد، آن 

 

(2-15) 2
( )

[ , ], 2 1

i j

y

i j

R x
L a b i j m

x y


   

 
 

 

 رابطهبرهان: 
2

2

( )
( 1) ( )

m

ym

m

R x
x y

x



  


) در را  1)m لذا داریم: .کنیم می ضرب 

 

(2-16) 
2

2

( )
( 1) ( )

m

y m

m

R x
x y

x



  


 

  

 گرفتن با حال
0

.

x

dx داریم ( 16-2رابطه ) طرفین از. 

 

(2-17) 
2 1

12 1

( )
( 1) ( )

m

y m

m

R x
x y c

x







   


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0 (17-2در ) اگر ، گاه آن 
2 1

2

12 1

( )m

y

m

R x
c L

x






 


1 (17-2در ) اگر و ، گاه آن 

2 1

2

12 1

( )
( 1)

m

y m

m

R x
c L

x






   


 پس

2 1

2

2 1

( )m

y

m

R x
L

x









 

 

2

1

2 1

1

( )
( 1) ( )

( 1) ( )

m

y m

m

m

R x
y x

x y y

x y











 
  

  

  

 

 

 .شود  اثبات می گزاره ، تابع دیراک خاصیت و روند این تکرار با

 

تابع  [27] .10ویژگی‌
( )i j

y

i j

R x

x y



 
  ،0 2 2i j m     یک تابع مطلقا پیوسته بر بازه[ , ]a b است. 

 

اگر  [27] .11ویژگی‌ yR x  هیلبرت هسته بازتولیدی
2 [ , ]mW a b  گاه  باشد، آن 

 

(2-18) 
2

( )
[ , ] , 1

i j

y m

i j

R x
W a b i j m

x y


   

 
 

 

فرض کنیم  [27] .12ویژگی‌
2 [ , ]mW a b  1,2هسته بازتولیدی باشد و برای هیلبرت یک فضای,...n  ،

2( ), ( ) m

nf x f x W اگر دنباله .( )nf x  در نرم
2

. mw
)به  )f x گاه دنباله  همگرا باشد، آن( ) ( )k

nf x  برای

0 1k m    به طور یکنواخت به( ) ( )kf x همگرا خواهند بود. 

 

 هیلبرت بازتولیدی هسته 𝑅𝑦(𝑥) اگربرهان: 
2 [ , ]mW a b  ،در این صورت باشد 
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2

( ) ( ) ( ) ( ), ( )
mn

Wn
f x f x

x
f y f y R y   

2

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ( ) ( ))

( ) ( ), ( )

( ) ( ), ( )

m

m

k k k k k

n n

k

k
W

W

n

k

n k

f x f x f x f x

xx

x

f y f y R y

f y f y R y
x

  














 

 

)2، 11طبق ویژگی  ) [ , ] , 0,1,..., 1
k

m

xk
R y W a b k m

x


  


 . بنابراین

 

2

2

2

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) . ( )

. ( ) ( )

m

m

m

k
k k

n n xkW

W

n W

f x f x f y f y R y
x

M f y f y


  



 

 

 

 با گرفتن حد از دو طرف داریم:

 

2

( ) ( )lim ( ) ( ) lim . ( ) ( )

0

m

k k

n n Wn n
f x f x M f y f y

 
  


 

 

)، لذا است xمستقل از کران بالای سمت چپ است و  Mاز طرفی  )k

nf .همگرای یکنواخت است  

 

 

 

 



44 

1هسته بازتولیدی فضای هیلبرت تابع  [27] .3-2مثال‌

2 [ , ]W a b به صورت زیر است. 

 

(2-19) 1
( )

1
y

a x x y
R x

a y x y

  


  
 

 

2هسته بازتولیدی فضای هیلبرت تابع  [27] .4-2مثال‌

2 [0,1]W به صورت زیر است. 

 

(2-20) 

5 4
2 2

5 4
2 2

1
1 ( 3) (1 )

120 12 24
( )

1
1 ( 3) (1 )

120 12 24

y

x x
x y x xy x y

R x
y y

x y y xy x y


     


      


 

‌

7هسته بازتولیدی فضای هیلبرت تابع  [27] .5-2مثال‌

2 [0,1]W به صورت زیر است. 

 

(2-21) 

2 6 5 4 2

3 3 2 4 5 6 13

11 2 9 2

3 7 3 4 5 4 5 3 5

6

1
{ ( ) (8192 (1716 1287 715

51011754393600

286 78 13 ) 8192(6227020800

13 ( 479001600) 78 (19958400 )

286 ( 604800) 715 (15120 ) 1287 ( 336)

1716 (7

yR x y x x y x y

x y x y xy y x

x x y x x y

x x y x x y x x y

x

  

     

   

     

 6 6 6

5 5 3 4 4 5

3 3 7 2 2 9

11 13

) ) 7028736 ( )

1317888 ( ) 183040 ( )

18304 ( ) 1248 ( )

52 ( ) ( ) ).}

x y x y x y y x

x y x y y x x y x y y x

x y x y y x x y x y y x

xy x y y x x y y x

    

       

       

       

 

 

 

1هسته بازتولیدی فضای هیلبرت تابع  [27] .6-2مثال‌

2 [0,1]W ر استبه صورت زی. 
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(2-22) 1
( )

1
y

x x y
R x

y x y

 


 
 

 

1mبا جایگذاری    0وi  ( داریم:4-2در ) 

1 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

y

y

lR x c y c y x x y

rR x d y d y x x y

  


  
 

 

 ( داریم:11-2ی ) همچنین از رابطه

 

0

1 2

2

(0) (0)
(0) ( 1) 0 (0) ( ) ( ) (*)

(1)
0 ( ) 0

y y

y y

y

R R
R R c y c y

x x

R
d y

x

 
        


   

 

 

 

 ( داریم:12-2ی ) از رابطه

 

1

2

( ) ( )
( 1) 1 ( ) 1

y ylR y rR y
c y

x x

   
     

  

 

 

)1طبق )*(  ) 1c y . 

 

 ( داریم:13-2همچنین از )

1( ) ( ) ( ) 1y ylR y rR y d y y    
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1هسته‌بازتولیدی‌هیلبرت‌فضای‌‌-2-6

2 ( )W [27]  

بایست فضای هسته بازتولیدی مناسب  اعداد حقیقی است و لذا می مجموعهدر برخی مسائل دامنه متغیر 

)2ها تعریف شوند. در این فضا  آن ) ( )f x L   است و نرم و ضرب داخلی این فضا به صورت زیر

 شوند: تعریف می

 

(2-23) 
1
2 ( )

( ), ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))
W

f x g x f x g x f x g x dx





   

 

(2-24) 
1 1
2 2( ) ( )

( ) ( ), ( )
W W

f x f x f x 

 

 به صورت زیر خواهد بود:هیلبرت جواب عمومی هسته بازتولیدی 

 

(2-25) 1 2

1 2

( ) ( )
( )

( ) ( )

x x

y x x

c y e c y e x y
R x

d y e d y e x y





  


 

 

 

)1که ضرایب را به صورت  )
2

ye
c y



 2و( ) 0c y  1و( ) 0d y   2و ( )
2

ye
d y  توانیم انتخاب کنیم.  می

 داریم برای هسته بازتولید لذا 

 

(2-26) ( )
2

x y

y

e
R x

 

 

 



‌

‌

‌

‌

‌فصل‌سوم

هسته‌هیلبرت‌با‌استفاده‌از‌روش‌فضای‌غیرخطی‌حل‌معادلات‌انتگرال‌

‌بازتولیدی

‌

‌  
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 مقدمه‌‌-3-1

های زیادی برای  آغاز گردید و تاکنون روش 1930تا  1920های  مطالعه معادلات انتگرال غیرخطی از سال

های معرفی شده برای حل این معادلات عمدتا مساله به یک معادله  ها ارائه شده است. در روش حل آن

شود. روش  هایی مثل نیوتن جواب مساله پیدا می روشبا شود و با حل آن معادله  جبری غیرخطی تبدیل می

واع خطی و غیرخطی یک تکنیک جدید برای حل این نوع مسائل است که برای انهیلبرت هسته بازتولیدی 

شود،  های متعامدسازی استفاده می که در فرایند اجرای این روش از تکنیک با توجه به این. آن کاربرد دارد

ای تولید شده توسط هسته بازتولیدی  اشمیت و توابع پایه -ایند متعامدسازی گرامهای مربوطه نظیر فر روش

این فصل بر استفاده از روش فضای هسته بازتولیدی در حل معادلات انتگرال  شوند. نیز ارائه میهیلبرت 

ل خطی و کارگیری آن برای حل مسائل معادلات انتگرا سازی و به نحوه پیادهفردهلم و ولترا تمرکز دارد و 

   شوند. جواب ارائه میهای  ث نظری آن شامل الگوریتم و ویژگیو نیز مباح غیرخطی

 

 [37]‌ اشمیت-فرآیند‌متعامدسازی‌گرام‌-3-2

ای مانند  پایه
1 2{ , ,..., }nx x x  برایn ای مانند  خواهیم از این پایه، پایه . می[51] داده شده است

1 2{ , ,..., }ny y y  به دست آوریم که اعضای آن دو به دو بر هم عمود باشند، یعنی. 0i jy y i j ‌. برای

‌دهیم: این کار مراحل زیر را انجام می

دهیم  الف( قرار می
1 1y x. 

   دهیم ب( قرار می

                2 1 2

2 1

x ay y

x ax

 

 
 

 

1y‌ بایستی بر
2y عمود باشد، پس باید داشته باشیم 

 

 
1 2

1 2 1 1

0 .

. .

y y

y x ay y



 
 

 

1جا داریم  از آن 2

1 1

.

.

y x
a

y y
   در نتیجه 
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1 2
2 2 1

1 1

.
.

.

y x
y x y

y y
  

 

 دهیم ( قرار میج
3 3 2 1y x ay by  ‌.،باید داشته باشیم 

 

1 3

1 3 1 2 1 1

0 .

. . .

y y

y x ay y by y



  
 

2 3

2 3 2 2 2 1

0 .

. . .

y y

y x ay y by y



  
 

 

 جا خواهیم داشت: از آن

 

1 3

1 1

.

.

y x
b

y y
 2و‌‌‌ 3

2 2

.

.

y x
a

y y
  

2 3 1 3
3 3 2 1

2 2 1 1

. .
. .

. .

y x y x
y x y y

y y y y
   

 

 آید با ادامه این روش به دست می

 

1 2 1
1 2 1

1 1 2 2 1 1

. . .
. . ... .

. . .

n n n n n
n n n n

n n n n

y x y x y x
y x y y y

y y y y y y

 
 

   

     

 

 تعریف کنیمجا اگر  از آن

 

1,2,...,i
i

i

y
z i n

y
  

 

پایه 
1 2{ , ,..., }nz z z  یک پایه متعامد نرمال برایn باشد. می 

 

 در این فرآیند، روش فوق ناپایدار است.انجام تعداد اعمال بالای ضرب و تقسیم البته به دلیل 
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‌ اشمیت یک پایه متعامد نرمال از پایه -با به کار بردن روش گرام .1-3مثال

1 2 3

1 1 1

{ 1 , 2 , 2 }

1 1 3

x x x

     
        
     
          

 به دست آورید. 3برای  

 

1 1

1

1

1

y x

 
  
 
  

 

 

1 2
2 2 1

1 1

1 1 1
. 0

. 2 1 2
. 3

1 1 1

y x
y x y

y y

     
           
     
          

 

 

2 3 1 3
3 3 2 1

2 2 1 1

1 1 1 1
. . 0 6

. . 2 2 1 0
. . 6 3

3 1 1 1

y x y x
y x y y

y y y y

       
              
       
              

 

 

3
3

3

1

2

0

1

2

y
z

y

 
 
 

   
 
 
 

2و‌‌‌‌
2

2

1

6

2

6

1

6

y
z

y

 
 
 
 

  
 
 
 
  

1و‌‌‌‌
1

1

1

3

1

3

1

3

y
z

y

 
 
 
 

 
 
 
 
  

 

‌

‌نوع‌اولحل‌معادله‌انتگرال‌فردهلم‌‌-3-3

شود و  حل معادله انتگرال فردهلم بدوضع از نوع اول ارائه میفضای هسته بازتولیدی در این قسمت روش 

این مسئله در فضای هسته بازتولیدی جواب شود. پایداری  می ارائهفضا این نمایش جواب دقیق آن در 
1

2 [ , ]W a b و اثبات شده است. نتایج  در این بخش مورد بررسی قرار گرفته ،خوش وضع استای  که مسئله

 شود.  اری جواب با کمترین نرم تبدیل میدهند که تحلیل پایداری هر جواب از معادله به تحلیل پاید نشان می

1فضای هسته بازتولیدی 

2 [ , ]W a b [27] شود به صورت زیر تعریف می: 
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(3-1)  1 2

2 [ , ] ( ) ( ) [ , ]W a b f x f x L a b  

 

1برای هر و 

2( ), ( ) [ , ]u x v x W a b ، 1ضرب داخلی و نرم فضای

2 [ , ]W a b [27]به صورت زیر است : 

   

(3-2) 1
2

, ( ) ( ) ( ) ( )

b

W

a

u v u a v a u x v x dx    

 

(3-3) 

 

1 1
2 2

,
W W

u u u 

 

 :[27] تابع هسته بازتولیدی آن به صورت زیر است

 

(3-4) 
1

( )
1

y

a x x y
R x

a y x y

  


  
 

  

‌نوع‌اولنمایش‌جواب‌دقیق‌معادله‌انتگرال‌فردهلم‌‌-3-3-1

 گیریم: معادله انتگرال فردهلم نوع اول به شکل زیر را درنظر می

 

(3-5) 
1

2( , ) ( ) ( ) , [ , ]

b

a

k s t u s ds f x u f W a b  

 

 بایست صدق کند در شرط زیر می kداده شده است و تابع   fتابع مشخص و نا  uتابع که 

 

(3-6) 
2

[ , ] [ , ]

( , ) ,
a b a b

k x t dxdt M M 



  

 

 :عملگر خطی این معادله به صورت زیر است
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(3-7) .( , ) ( )

b

a

Au k x s u s ds  

 

1این عملگر از 

2 [ , ]W a b  1به

2 [ , ]W a b ( 6-3تحت شرایط )دنباله دار است.  کران 
1i i

x



ای در  را به گونه 

]در بازه گیریم که  نظر می , ]a b باشد. اگر 43چگال*A آمیختهA  ،آوردن نمایش جواب دست  برای بهباشد

 دهیم  ( قرار می5-3دقیق معادله )

 

(3-8) *

( ) ( )

( ) ( )

ii x

i i

x R x

x A x



 




 

 

 کنیم:  تعریف می

 

(3-9) 
1

( ) ( )
i

i ik k

k

x x  


 

 

  کنیم اشمیت هستند. فرض می-ها ضرایب حاصل از فرایند متعامدسازی گرامikکه

 

(3-10)   2

1
1

( ) ,i i i i
i

u u c x c l







 
    

 
 

 

1عملگر تصویرسازی از را  pو 

2 [ , ]W a b به یعنیقرار می دهیم . 

 

(3-11) 1
2

1

, i iW
i

pu u  




 

 

p*قابل توجه است که  p  2وp p. 

                                                           
43

در یک فضای توپولوژی   ,  زیر مجموعه ،A  از  در  چگال است هرگاهA clA   [35]. 
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‌ فرض کنیم  [27] .1-3قضیه 
1i i

x



]در بازه   , ]a b ( جواب یکتا داشته 5-3چگال باشد. اگر معادله )

 باشد و تعریف کنیم

 

(3-12) 
1 1

( ) ( ) ( )
i

ik k i

i k

u x f x x 


 

 

 

)گاه  آن )u x ( خواهد بود.5-3جواب معادله ) 

‌

‌2-3قضیه‌ های دقیق آن به  ( دارای بیش از یک جواب باشد، نمایش تمام جواب5-3معادله )اگر ‌[27].

 صورت زیر است:

 

(3-13   ) 
1

( ) ( ) ( )i i

i

u x u x r x




  

 

که دنباله حقیقی   2

1i i
L




  و

1 1

( ) ( ( )) ( )
i

ik k i

i k

u x f x x 


 

  ( با کمترین نرم 5-3جواب معادله )

 است.

 

‌نوع‌اولمعادله‌انتگرال‌فردهلم‌‌پایداری‌جواب‌-3-3-2

( در فضای 5-3معادلات انتگرال فردهلم از نوع ) ,C a b  یا 2 ,L a b  باشد. حل این مساله  بدوضع می

در فضای هسته بازتولیدی  1

2 ,W a b  پردازیم.  تحلیل آن میارد و در این بخش به این مشکل را به دنبال ند

مساله پایداری جواب معادله انتگرال فردهلم نوع اول در فضای هسته بازتولیدی  1

2 ,W a b  مساله یک

 تواند منجر به خطای زیاد در جواب دقیق شود. ها نمی گیری داده خوش وضع است و خطای اندازه

( در فضای هسته بازتولیدی 5-3ابتدا مفهوم پایداری جواب معادله ) 1

2 ,W a b  کنیم. فرض  را تعریف می

)کنیم  )u x ( باشد. اگر 5-3جواب معادله )1
2

lim 0n Wn
f f


    1نتیجه دهد که

2

lim 0n Wn
u u


  ،

)گاه جواب تقریبی  آن )nu x  از( )u x  تقریبی با تابع( )nf x  از( )f x  در فضای هسته بازتولیدی

 1

2 ,W a b ( به صورت 5-3دست آمده، هر جواب از معادله )ه پایدار است. براساس نتایج بu u v  

u,است که  v  گاه داریم: . آن 
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(3-14) 
Au Au Av

Au

f

 





 

 

( معادل می باشد با پایداری جواب این معادله که دارای کمترین 5-3بنابراین پایداری هر جواب از معادله )

 نرم است. 

 

‌3-3قضیه‌ )و  ( دارای جواب باشد5-3اگر معادله )‌[27]. )u x ترین نرم باشد،  جواب این معادله با کم

)گاه تقریب این جواب با فرم  آن )nu x بازتولیدی  هسته هیلبرت در فضای 1

2 ,W a b .پایدار است 

  

 

‌فردهلم-حل‌معادله‌انتگرال‌غیرخطی‌ولترا‌-3-4

در فضای هسته بازتولیدی ارائه فردهلم غیرخطی -در این بخش نمایش جواب دقیق معادله انتگرال ولترا

جمله از آن مورد استفاده قرار باشد و تقریب متناهی  معادله به صورت یک سری میش جواب شود. نمای می

گیرد. نرم خطای جواب تقریبی معادله با استفاده از این سری در فضای  می 1

2 ,W a b  به صورت یکنواخت

نزولی است. از جمله مزایای این روش برای معادلات غیرخطی، سرعت همگرایی بالا و عدم نیاز به 

 مفروضات و شرایطی نظیر خطی سازی است.

 

 گیریم. فردهلم به صورت زیر را درنظر می-در این قسمت معادله انتگرال غیرخطی ولترا

 

 

 ( ) ( ) ( )u x f x Gu x  

(3-15) 
1 1 1 2 2 2( ) ( , ) ( ( )) ( , ) ( ( ))

x b

a a

Gu x k x t N u t dt k x t N u t dt    

 

1که در آن 

2 [ , ]u W a b  ،1تابع مجهول

2 [ , ]f W a b  تابع پیوسته در بازه[ , ]a b ،1 2, R   ،1 2,k k  توابع

]پیوسته در  , ] [ , ]a b a b 1و 2,N N  1جملات غیرخطی پیوسته در

2 [ , ]W a b باشند. در این بخش نمایش  می

 باشد.  شود که به فرم سری می فردهلم در فضای هسته بازتولیدی ارائه می-جواب دقیق معادله غیرخطی ولترا
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های عددی  نیازی نیست و خطای تقریب سازی هایی نظیر خطی از مزایای این روش این است که به تکنیک

 کند. از جواب معادله به طور یکنواخت به صفر میل می

1فضای هسته بازتولیدی 

2 [ , ]W a b و هسته بازتولیدی  (3-3( تا )1-3) های را همانند رابطه yR x  را از

دنباله گیریم.  ( در نظر می4-3رابطه ) 
1i i

x



]در بازه کنیم که  ای انتخاب می ه گونهرا ب  , ]a b  باشد و چگال

)دهیم  قرار می ) ( )
ii xx R x با استفاده از خاصیت هسته بازتولیدی داریم .: 

 

(3-16) 1
2

( ) , ( ) ( )i iW
u x x u x  

‌

‌

اگر ‌[27].‌4-3قضیه‌ 
1i i

x



]در بازه   , ]a b گاه  چگال باشد، آن 

1
( )i i
x




1یک پایه کامل از  

2 [ , ]W a b 

 خواهد بود.

‌

اگر  [27] .‌5-3قضیه‌ 
1i i

x



]در بازه   , ]a b ( جواب یکتا داشته باشد، آن15-3چگال باشد و معادله )  گاه

 جواب آن به فرم زیر خواهد بود:

 

(3-17) 
1 1

( ) ( ( ) ( )) ( )
i

ik k k i

i k

u x f x Gu x x 


 

  

 

 

 و برای آن داریم: باشد ( می17-3در فضای هسته بازتولیدی به فرم رابطه )( 15-3)جواب معادله 

 

(3-18) 
1 1

1

( ) ( ( ) ( )) ( )

( )

i

ik k k i

i k

i i

i

u x f x Gu x x

A x

 





 





 







 

  

 آنکه در 
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(3-19) 
1

( ( ) ( ))
i

i ik k k

k

A f x Gu x


  

 

iA ها نامعلوم هستند و توسطiBدهیم  شوند. برای محاسبات عددی قرار می تقریب زده می ها

1( ) ( )u x f x  و یک تقریبn ای از  جمله( )u x یم داشتبه صورت زیر خواه: 

 

(3-20) 1

1

( ) ( )n i i

i

u x B x






 

 

 که در آن

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3-21) 

 

1 11 1 1 1( ( ) ( ))B f x Gu x  

2 1 1( ) ( )u x B x 
2

2 2 2

1

( ( ) ( ))k k k

k

B f x Gu x


  

3 1 1 2 2( ) ( ) ( )u x B x B x   
... 

1

( ( ) ( ))
n

n nk k n k

k

B f x Gu x


  

 

1

1

( ) ( )
n

n k k

k

u x B x



 

                    

1اگر ‌[27].‌1-3لم‌
2

lim ( ) ( ) 0n Wn
u x u x


   وlim n

n
x y


 گاه  آنlim ( ) ( )n n

n
u x u y


. 

 

2و  N(.)1توابع با توجه به پیوستگی  (.)N داریم 
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(3-22) 
1 1

2 2

lim ( ( )) ( ( ))

lim ( ( )) ( ( ))

n n
n

n n
n

N u x N u y

N u x N u y








 

 

 داریم و لذا

 

(3-23) lim ( ) ( )n
n

Gu x Gu y


 

 

‌ ‌6-3قضیه 1مفرض کنی‌[27].
2

( )n W
u x ( کران20-3در رابطه )  دار باشد. اگر 

1i i
x




]در بازه   , ]a b 

)ای  جمله nگاه تقریب  چگال باشد، آن )nu x  به جواب دقیق( )u x ( همگرا خواهد بود و 15-3از معادله )

 نمایش آن به صورت زیر است:

 

(3-24) 
1

( ) ( )i i

i

u x B x




 

 

 آیند. ( به دست می15-3ها از رابطه )iBکه 

‌

)فرض کنیم  [27] .7-3قضیه‌ )u x ( و 15-3جواب معادله )( )nr x  1خطای جواب تقریبی( )nu x  طبق

 به طور یکنواخت نزولی است. neگاه خطای  ( باشد. آن15-3رابطه )

 

‌حل‌معادله‌انتگرال‌غیرخطی‌-3-5

 گیریم: به صورت کلی زیر در نظر می معادله انتگرال را

 

(3-25)  
 (or ) 

( ) ( , ) ( ) ( )  ,

b x

a

u x K x t N u t dt f x a x t b    
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1که در آن 

2 [ , ]u W a b 1 ،تابع مجهول

2 [ , ]f W a b  تابع پیوسته در بازه[ , ]a b،,a b ثابت های کران ،

( , )K x t  تابع پیوسته در بازه[ , ] [ , ]a b a b ، ( )N v x 1غیرخطی پیوسته در  هجمل

2 [ , ]W a b  که

 1

2( ,) Wv a bx   وa x b  ( در بازه 67-3معادله انتگرال )باشند.  می[ , ]a b باشد.  دارای جواب می 

 

 ( به صورت عملگری به فرم زیر است:67-3تگرال )معادله ان نمایش

 

(3-26) ( ) ( )u x u x 

 

 که در آن داریم

 

(3-27)  
 (or ) 

( ) ( , )( ) ( )

b x

a

f x K x t Nx u t du t  

 

1دار از  عملگری خطی و کران واضح است که 

2 [ , ]W a b  1به

2 [ , ]W a b  .نمایش جواب ادامه، در است

1ر فضای ( د67-3انتگرال )معادله تحلیلی 

2 [ , ]W a b باشد.  شود که به فرم سری می ارائه می 

1فضای هسته بازتولیدی 

2 [ , ]W a b و هسته بازتولیدی  (3-3( تا )1-3) های را همانند رابطه yR x  را از

دنباله گیریم.  ( در نظر می4-3رابطه ) 
1i i

x



]در بازه کنیم که  ای انتخاب می گونهه را ب  , ]a b  باشد. چگال

) دهیم قرار می ) ( )
ixi Rx x   و*( ) ( )i ix x  حقیقت برای  باشد. در می آمیخته اپراتور  * که

1  هر

2, [ , ]u W av b  ریمدا 26-3بنابر  ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x   و 

1 1
2 2[ , ] [ , ]

( ) ( )
W a b W a b

u x u x. 

 

‌

دنباله  .8-‌3قضیه 
1i i

x



]در بازه کنیم که  انتخاب میای  ه گونهرا ب  , ]a b  گاه  آن ،باشدچگال 

1
( )i i
x




 

1از  44یک سیستم کامل

2 [ , ]W a b و  است( ) ( ) |
ii t x t xx R t   که متغیرt  اشاره بر  در اپراتور

 .است tبه متغیر  وابستگی 

                                                           
44

]برای هر   , ]x a b  0,1و برای,...i  1، اگر
2

( ), ( ) 0i W
u x x   نتیجه دهد( ) 0u x  گاه به  آن

 
1

( )i i
x




1یک سیستم کامل در فضای  

2 [ , ]W a b [35]  گوییم. 
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 برهان. 

 داریم

1
2

1
2

*

[ , ]

[ , ]

( ) ( )( ),

(

( )

( )

( )

),

|
i

i i W ax

x

b

i t a b

t t x

W

x

R t

R t

x t

t L

L R t

 











 

 

1واضح است 

2( ) [ , ]i x W a b  . 1برای هر

2( ) [ , ]u x W a b  1فرض کنیم
2

( ) , ( ) 0i W
u x x   برای

1,2,...i  هسته بازتولیدی داریمخاصیت این مطلب و استفاده از . با 

 

(3-28) 

11
22

*

[ , ][ , ]
( )( ) (.( ) , (.) ,

( )( ) i

)

1,2,...

0

i

i i W a bW a b
u x

u x

x u 

 



 

 

با توجه به چگال بودن دنباله 
1i i

x



]در بازه   , ]a bبنابراین ،( )( ) 0u x  نهایتا با استفاده از وارون .

0uداریم  یری پذ  بنابراین . 
1

( )i i
x




1یک سیستم کامل از  

2 [ , ]W a b   .خواهد بود□ 

 

 فرض کنیم 
1i i

x



]در بازه   , ]a b  و چگال 

1
( )i i
x




1یک مجموعه مستقل خطی در فضای  

2 [ , ]W a b 

اشمیت به مجموعه متعامد نرمال -باشد. با استفاده از فرایند متعامد سازی گرام 
1

( )i i
x




1در  

2 [ , ]W a b 

 ای که  رسیم به گونه می

 

(3-29) 
1

( ) ( ) ,  0 ,  1,2,
i

i ik k ii

k

x x i   


   

‌

 فرض کنیم‌.9-3قضیه‌ 
1i i

x



]در بازه   , ]a b گاه جواب  ، آنیکتا باشد (3-26جواب معادله ) چگال و

 باشد ( به صورت زیر می3-26معادله )

 

(3-30) 
1 1

( ) ( ) ( )
i

ik k i

i k

u x u x x 


 

 
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 برهان. 

 ( داریم29-3با استفاده از معادله )

 

1
2

1
2

1 1
2 2

1
2

[ , ]
1 1 1 [ , ]

*

[ , ] [ , ]
1 1 1 1

[ , ]
1 1 1 1

( ) ( ), ( ) ( ) ( ), (

( )

( )

) ( )

( ), ( ) ( ) ( ), ( )

( ), ( )

i

i i ik k iW a b
i i k W a b

i i

ik k i ik iW a b W a b
i k i k

i i

ik i ikW a b
i k i

k

k

k x

u x u x x x u x x x

u x x x u x x

xxu x u

    

    

  

 

  

 

   

 

   

 

 

 

  

 

 

1 1

( ) ( )

( ) ( )

k i

i

ik k i

i k

x x

u x x



 


 



  

 

1به علاوه 

2 ( ) [ , ]u x W a b و
0

ˆ ˆ( ) ( ),  ( ), ( )i i i i

i

u x a x a u x x 




  های فوریه در  گسترده سری

مجموعه متعامد یکه  
1

( )i i
x




1هستند و  

2 [ , ]W a b سری در این صورت باشد.  فضای هیلبرت می

0

ˆ ( )i i

i

a x




 1در نرم
2

 .
w

  □ ( خواهد بود.3-30( به صورت )3-26همگراست و جواب معادله )

 

     

)حال برای تقریب جواب  )nu x،  ازn  جمله از جواب واقعی( )u x کنیم و لذا  استفاده می 

 

(3-31) 
1 1

( )( ) ( )
i

ik k i

i

n

n

k

u xx xu  
 

 

 

 

1اگر   .10-3قضیه‌

2 ( ) [ , ]u x W a b، 0گاه  آنM  وجود دارد به طوری که 

 

1[ , ]
2

( ) ( )
W a b

u x M u x. 

 

 برهان. 

, برای هر  [ , ]x t a b 1، داریم
2 [ , ]

( ) ( ), ( )x W a b
u x u R tt1دانیم  . از طرفی می

2 [ , ]
( )

W a bxR t M ،

 بنابراین  
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1
2

1 1
2 2

1
2

[ , ]

[ , ] [ , ]

[ , ]

( ) ( ),

( )

(

( )

( )

)

W a b

W a b W a b

a b

x

W

xu x u t

u t

M

R

u t

R t

t







 

□ 
 

‌

)جواب تقریبی .‌11-3قضیه‌ )nu x .همگرای یکنواخت است 

 برهان. 

] فرض کنیم  , ]x a b داریم 3-10و  3-9، با اسفاده از قضایای 

 

 
2
1

2
1

[ , ]

[ , ]

lim ( ) ( ) lim ( ) ( ), ( )

lim ( ) ( ) 0

n n x w a bn n

n w a bn

u x u x u x u x R x

M u x u x

 



  

  
 

□ 
 

 

‌بررسی‌یکتایی‌جواب:‌-3-5-1

)اگر هسته  , )K x t ی مربعی  ( در بازه25-3ی ) در معادلهa x b   وa t b  دار، پیوسته و  کران

)دارای مقدار حقیقی باشد و تابع  )f x گاه شرط لازم برای وجود  یک تابع با مقدار حقیقی پیوسته باشد، آن

)، (25-3ی ) یکتایی جواب معادله ) 1M b a   0باشد )که  می 1  ( وقتی 25-3ی ) در معادله)

( , )k x t M  [36]در . اثبات دقیق. 

( یک معادله 25-3ی ) دانیم معادله . از طرفی میبرای معادله انتگرال فردهلم بودتمامی موارد مطروحه بالا 

به  [11]و  [6-5] ،[3] باشد. یکتایی جواب درحالت ولترا در عمومی است که شامل نوع ولترا نیز می

)، x، [12]صورت کامل بحث شده است. در  )f x ،( , )K x t  و ( )N v x طوری که  اند به بررسی شده

اند. به علاوه جوادی در  نیز یکتایی جواب را اثبات کرده [14]( دارای جواب یکتا باشد. در 25-3معادله )

، [59]توان به  ( می25-3ئیات بیشتر یکتایی جواب معادله )جزبرای  باره توضیح داده است. نیز در این [38]

 مراجعه شود. [14]و  [11-12]، [5-6]، [3]
‌

‌

‌
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‌

‌

‌

‌

‌فصل‌چهارم

 بازتولیدی‌‌هستههیلبرت‌روش‌پیشنهادی‌مبتنی‌بر‌فضای‌
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 مقدمه‌‌-4-1

یک روش کارا برای حل معادله انتگرال نوع دوم مبتنی بر ، باشد میکه فصل اصلی از رساله، فصل در این 

با توجه به حجم محاسبات زیاد و نیز ناپایداری عددی روش شود.  هسته بازتولیدی ارائه میهیلبرت فضای 

شود که از  اشمیت روشی مبتنی بر تکنیک فضای هسته بازتولیدی هیلبرت ارائه می-متعامد سازی گرام

برای حذف فرآیند  [38]باشد. بدین منظور از روش مرادی  اشمیت مبرا می-گرام معایب روش متعامد سازی

0اشمیت استفاده کرده و با استفاده از تکنیک -متعامدسازی گرام 1 1( ) ( )u x u x  در رابطه بازگشتی ارائه

2در فضای هسته هیلبرت بازتولیدی به اثبات قضایا و حل مسائل  ،شده
1 [ , ]w a b دلیل استفاده از پردازیم.  می

2فضای 
1 [ , ]w a b  به توان در این فضا به دست آورد.  ها را می ترین جواب بررسی شده که دقیق [15]در

باشد از دو الگوریتم )با استفاده از روش  ها که بیشتر مسائل مدل شده الکترومغناطیس می علاوه در حل مثال

ایم تا بتوان  اشمیت( استفاده کرده-اشمیت و بدون استفاده از روش متعامد سازی گرام-متعامدسازی گرام

 باشد.  سری می در این روش نیز جواب به صورتهای محاسبات را مقایسه کنیم.  زمان

 

‌روش‌پیشنهادی‌‌-4-2

 . اگرگیریم را درنظر می( 26-3معادله )

 

(4-1) 
1

( )
i

i ik k

k

A u x


 

 

توان به  ( را می30-3گاه معادله ) آن، اشمیت هستند.-ها ضرایب حاصل از فرایند متعامدسازی گرامikکه

 :صورت زیر نوشت

 

(4-2) 
1

( ) ( )i i

i

u x A x




 

 

)، jxحال فرض کنیم برای برخی  )ju x که خللی در مسئله وارد شود، فرض کنیم  معلوم باشد. بدون این

1j  0. با قرار دادن 1 1( ) ( )u x u x  و با استفاده ازn  جمله از جواب( )u x داریم 
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(4-3) 
1

( ) ( )
n

n i i

i

u x B x


 

 

 که

 

(4-4) 1

1

( )
i

i ik k k

k

B u x 



 

 

 کنیم. ( اثبات می1-4( به جواب دقیق معادله )3-4در ادامه همگرایی یکنواخت جواب تقریبی معادله )

 

2 کنیمفرض .‌1-4قضیه‌
1 [ , ]

( )n w a b
u x  دار باشد. اگر  ( کران3-4) رابطهدر 

1i i
x




 در بازه  ,a b  چگال

)ای  جمله nتقریب گاه  باشد، آن )nu x ( به جواب 3-4در معادله )دقیق ( )u x  ( 68-3)در معادله

 صورت زیر خواهد بود:همگراست و نمایش آن به 

 

1

( ) lim ( )
n

i i
n

i

u x B x




  

 

 آیند. به دست می( 4-4ها از رابطه )iBکه 

 برهان. 

) همگرایی روش تکراریبتدا ا )nu x با توجه به فرایند ارائه شده در شود.  می اثبات (3-4) رابطه موجود در

 داریم:( 35-3رابطه )

 

(4-5) 1 1 1( ) ( ) ( ).n n n nu x u x B x    

 

با استفاده از ویژگی متعامد بودن  
1i i





 داریم: 
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(4-6) 
2 2
1 1

2 2 2

1 1[ , ] [ , ]

1
2

1

n n nw a b w

n

i

a b

i

u u

B

B 







 


 

 

بنابراین دنباله  2
1 [ , ]

( )n w a b
u x  داری آن، همگرا خواهد  است و با توجه به کران صعودیبه طور یکنواخت

2 بود. بنابراین

1

i

i

B




   دهد که نتیجه میو این کراندار است   2

1i i
B L




. 

 

mاگر  n  1با استفاده از خاصیت متعامد بودن( ) ( )n nu x u x   2,3برای,...n  :داریم 

 

 

 

(4-7) 

 

 

 6-3بنابر قضیه 

 

2 2
1 1

2 2
1 1

2
1

2
1

2 2

1 1 1

2 2

1 1

2

1

[ , ] [ , ]

[ , ] [ , ]

2

1

1 [ , ]

2

1 [ , ]
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

( ) ( ) ... ( )

(

( )

0

)

w a b w a b

w a b w a b

m

i i

i

m n

n w a b

m

i i w a b

m m m n n

m m n n

m
n

i

i

i n

n

u x u x u x u x u x

u

u x u x

u x u x u x u

u

B

u

x

u



 



  

 



 

 

      

 



    





  





 

     

1کامل بودن  برای اثبات

2 [ , ]W a b   نیاز بهu  1ای داریم که

2 [ , ]u W a b  کهnu u  وقتیn  .

 است. (26-3)جواب معادله  uتوانیم نشان دهیم  حال می

، داریم (3-4با گرفتن حد از دو طرف رابطه )
1

( ( ) ) i i

i

B xu x 




 بنابراین .
1

( ) ( )i i

i

x B xu 




. 

فرض کنیم   
1l i i

x x



ذا، ل 
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(4-8)  

1
2

1
2

1
2

1
2

[ , ]
1 1

*

[ , ]
1

[ , ]
1

1 1 [ , ]

1

( ) ( ) ( ), ( )

( ), ( )

( ), ( )

( ), (

)

)

)

(

(

l i i l i i l w a b
i i

i i l w a b
i

i i w a b
i

i

i i il l
i l w a

l

i i

l

b

l
i

x B x B x x

B x x

B x x

B x x

x

u

B

u x

  

 

 

  



 

 







 









 











 





 



 

 

)یعنی ) ( )l lxu xu. 

دانیم می 
1i i

x



]در بازه  , ]a b چگال است. برای هر[ , ]x a bزیرمجموعه ، 

1in
i

x



موجود است به  

طوری که
inx x وقتیi . ریمدا( ) ( )xu x u دهد که نشان می( )u x ( 26-3جواب معادله )

 است و 

 

(4-9)  
1

( ) ( )i i

i

u x B x




 

 

‌□و به این ترتیب اثبات تمام است. 
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بنابراین برای تقریب جواب معادله از رابطه 
1

( ) ( )
N

N i i

i

u x a x


 کنیم که در آن  استفاده می 

 

1
2

11 1

21 22 2

1 2

11 12 1

21 22 2

[ , ]

1 2

0 1 1

1 2 2

1

0 0

0
,   ,

, , ,

( )

( )
, = , 1,2,.

( )

n

n n nn n

N

N

ij j i W a b

N N NN

n n n

B

B

B

L

u x

u x
n

u x



 

  

  

  
  

  



   
   
    
   
   
   

 
 
   
 
 
 

   
   


    
   
   

   

β B

u Λ .. 

 

 

 

1فرض کنیم .‌2-4قضیه‌

ij ij
    ψ( به صورت زیر نیز قابل نمایش است3-4. جواب تقریبی رابطه ) 

 

(4-10)  
1

( ) ( ) ( )
n

n i i

i

u x u x x


 

 

 که در آن

 

(4-11)  
1

1

( )
i

i ik k k

k

u x 



  

 

 برهان. 

فرض کنیم 
1 1

( ) ( ) ( )
n n

n i i i i

i i

u x x B x 
 

   اشمیت داریم -. از طرفی بنا بر روش متعامدسازی گرام

1

( ) ( )
i

i ik k

k

x x  


، لذا 
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(4-12)  
1 1

1 1

1

( ) ( )

( )

( )

n n

i i i i

i i

n i

i ik k

i k

n n

i ik k

k i k

x B x

B x

B x

 

 

 

 

 

 

 





 

 



 

 

دانیم  می 
1

( )i i
x




k,...,1,2و )  n) 

n

k i ik

i k

B 


  اند، پس مستقل خطی 

 

(4-13)  T
Λ = β B 

 

)( واضح است که 26-3از رابطه ) ) ( )n nu x u x 1,2. برای هر,..,i n داریم 

 

(4-14)  
1

( ), ( ), , ( ),
n

n i n i j j i n i

j

u x u x B u x    


   

 

 ( داریم14-4کنیم. از سمت چپ رابطه ) ( را ساده می14-4رابطه )دو طرف 

 

(4-15)  

 

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

1

, ,

,

,

jn n i

j i i j ik l jl k

j j k l

jn i

j ik jl l k

j k l

jn i
T

j ik l k lj

j k l

n

j ij
j

B B

B

B

B

     

   

   

   

  

  











   

  

 

 T
βΨβ

 

 

 داریم 1-4( و به کمک قضیه 14-4و از سمت راست رابطه )
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(4-16)  
1

1

1

( ), ,

( )  

i

n i k k i

k

i

i

ik k k

k

u x B

B

u x

  



















 

 آید ( رابطه زیر به دست می16-4( و )13-4از روابط )

 

(4-17)  T
βΨβ B = βu 

 

nβΨΛ( داریم 13-4اری در رابطه )با جایگذ = βuبنابراین . 

 

(4-18)  nΨΛ = u 

 

     □ ( نیز خواهد بود.10-4( به فرم )68-3لذا جواب تقریبی رابطه )

       

 

‌الگوریتم‌روش‌پیشنهادی‌-4-3

ملگر ، از روش تکراری برای تقریب عبازتولیدیهسته  هیلبرت روش فضایریتم اصلاح شده برای در الگو

مرادی و از روش  اشمیت-حذف فرآیند متعامد سازی گرامهمچنین برای  .شود یمعادله انتگرال استفاده م

از این طریق،  از میان برداشته شود. متعامد سازیمحاسبه استفاده شده است تا اثر خطای  [38]همکاران 

طور که در تکنیک کلاسیک فضای  آنمتعامد سازی   ،[15] مرادی و همکاراناستفاده از روش متعامد سازی 

و ناپایداری عددی و حجم محاسبات مربوط به آن از الگوریتم  تغییر یافتههسته بازتولیدی مورد استفاده بود، 

0به علاوه با استفاده از ایده کاهش یافته است. 1 1( ) ( )u x u x 4الگوریتم وش بازگشتی به در اولین گام ر-

  خواهیم رسید. 2

 2-4های عددی این است که در حل مسائل با استفاده از الگوریتم  نکته قابل توجه در حل و بررسی مثال

یکسان در  nها با  باشد، اما تقریب جواب می 1-4مدت زمان حل مسائل بالاتر از استفاده از الگوریتم 

 باشد. دارای دقت بالاتری می 2-4الگوریتم 
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‌اشمیت(-کارگیری‌روش‌گرام‌)به‌RKHSروش‌‌-1-4الگوریتم‌

 

 mو  a ،bوارد کنید  .1

tبرای  .2 b  وa x 

tاگر  x، قرار دهید( ) 1x t aR t   

)محاسبه کنیدغیر این صورت  در ) 1x t aR x   

i,...,1,2برای  .3 m ،1قرار دهید

1
i

i
x

n





)و   ) ( ) |

ii t x t xx L R t  

i,...,1,2برای  .4 m  1,2و,...,j m 

 یداری کنذجایگ
11

1

1


 

iاگر  jقرار دهیدگاه  ، آن
1

1 22

1

1( ) ( ), ( )

( ), ( )

i

ij i k kji
k j

i i k

k

t t

t t

   

  















 

محاسبه کنیددر غیر این صورت 
1 22

1

1

( ), ( )

ij i

i i k

k

t t



  







 

i,...,1,2برای  .5 m ،محاسبه کنید
1

( ) ( )
i

i ik k

k

x x  


 

0قرار دهید .6 1 1( ) ( )u x u x 

 n=1قرار دهید  .7

قرار دهید .8
1

1

( )
n

nk k k

k

nB u x 



 

محاسبه کنید .9
1

( ) ( )
n

n i i

i

u x B x


 

 8به گام  یدو برو n=n+1قرار دهید گاه  آن n<mاگر  .10

 در غیر این صورت، توقف کنید

)چاپ کنید  .11 )nu x 

 

 

 



71 

‌اشمیت(-کارگیری‌روش‌گرام‌به)بدون‌‌‌RKHSپیشنهادی‌روش‌-2-4الگوریتم‌

 

 mو  a ،bوارد کنید  .1

tبرای  .2 b  وa x 

tاگر  x، قرار دهید( ) 1x t aR t   

)محاسبه کنیدغیر این صورت  در ) 1x t aR x   

i,...,1,2برای  .3 m ،1قرار دهید

1
i

i
x

n





)و   ) ( ) |

ii t x t xx L R t  

0محاسبه کنید .4 1 1( ) ( )u x u x 

,برای  .5 1,2,...,i j m ،1قرار دهید

ij ij
    ψ 

 n=1قرار دهید  .6

قرار دهید .7
1

1

( )
n

nk k

k

n ku x 



  

کنیدمحاسبه  .8
1

( ) ( )
n

n i i

i

u x x


  

 7به گام  یدو برو n=n+1قرار دهید گاه  آن n<mاگر  .9

 توقف کنیددر غیر این صورت، 

)چاپ کنید  .10 )nu x 

 

‌های‌عددی‌مثال‌-4-4

دادی از معادلات انتگرال تع( 2-4)الگوریتم در این بخش، با استفاده از روش فضای هسته بازتولیدی 

 کنیم.  فردهلم و ولترا را به عنوان مثال حل می

 

 گیریم: غیرخطی زیر را در نظر میمعادله انتگرال فردهلم  [17] .1-4مثال‌

 

(4-19)  
1 3

3

0

(1 2 )
( ) ( )  0 1

9

x e x
u x xyu y dy e x


     
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)جواب دقیق این معادله برابر است با  ) xu x e (0) 0نقطه ابتدایی . در این مثال (0) 1u u  نظر  را در

1ها را به صورت ixدنباله نقاطکنیم.  گرفته و حل می

1
i

i
x

n





i,...,1,2برای  n در کنیم و  تعریف می

128nآن مقدار    10( و 2-4و  1-4و نمودارهای  1-4)جدولn   و  3-4و نمودارهای  2-4)جدول

128nبرای گیریم. خطای مطلق نتایج حل این معادله با روش حل معادله پیشنهادی  را در نظر می( 4-4 

10nبرای  و 2-4و نمودار  1-4 در مقایسه با روش توابع بلک پالس در جدول   4و نمودار  2-4جدول-

 است.ارائه شده   4

128nشایان ذکر است در تمامی جداول به روش موجک هار برای   باشد. می 

 

128nروش‌پیشنهادی‌و‌روش‌موجک‌هار‌(‌برای19-4خطای‌مطلق‌نتایج‌حل‌معادله‌)‌-1-4جدول‌ ‌

‌

x 
 [17] روش موجک هار جواب تقریبی دقیق جواب 

خطای مطلق روش 

 پیشنهادی

خطای مطلق روش 

 [17] موجک هار

1/0 1/105170918 1/105154993 1/114627560 0/000015925 0/009456642 

2/0 1/221402757 1/221389903 1/226758840 0/000012855 0/005356083 

3/0  1/349858806 1/34984549 1/345458179 0/000013317 0/004400627 

4/0  1/491824696 1/491803913 1/480202470 0/000020784 0/011622226 

5/0  1/648721268 1/648680858 1/671769819 0/000040412 0/023048551 

6/0  1/822118797 1/822039541 1/838854903 0/000079259 0/016736106 

7/0  2/013752703 2/013608464 2/022118086 0/000144243 0/008365383 

8/0  2/225540923 2/225304288 2/223139077 0/000236640 0/002401846 

9/0  2/459603104 2/459253211 2/443684898 0/000349899 0/015918206 
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128nبرای‌(‌19-4معادله‌)‌روش‌پیشنهادینمودار‌جواب‌واقعی‌و‌‌-1-4نمودار‌  

 

‌

‌

‌

128nبرای‌( 19-4معادله‌)پیشنهادی‌‌روشمطلق‌خطای‌‌نمودار‌-2-4نمودار‌   

 
 

دقیق جواب   

تقریبیجواب   
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10nبرای‌‌(‌برای‌روش‌پیشنهادی19-4خطای‌مطلق‌نتایج‌حل‌معادله‌)‌-2-4جدول‌ و‌روش‌موجک‌هار‌‌

‌

x 
 [17] روش موجک هار جواب تقریبی جواب دقیق 

خطای مطلق روش 

 پیشنهادی

خطای مطلق روش 

 [17] موجک هار

1/0 1/105170918 0/1989798779 
 

1/114627560 906191041/0  0/009456642 

2/0 1/221402757 1/974475067 
 

1/226758840 753072310/0  0/005356083 

3/0  1/349858806 1/822663806 
 

1/345458179 472805681/0  0/004400627 

4/0  1/491824696 0/847760967 
 

1/480202470 644063729/0  0/011622226 

5/0  1/648721268 669368019/1  1/671769819 0/020646751 
 

0/023048551 

6/0  1/822118797 357367257/2  1/838854903 535248460/0  0/016736106 

7/0  2/013752703 401112682/2  2/022118086 387359979/0  0/008365383 

8/0  2/225540923 026032855/2  2/223139077 199508068/0  0/002401846 

9/0  2/459603104 277619791/3  2/443684898 818016687/0  0/015918206 

 

10nبرای‌(‌19-4معادله‌)‌روش‌پیشنهادیجواب‌واقعی‌و‌نمودار‌‌-3-4نمودار‌  

 

‌

‌

دقیق جواب   

 جواب تقریبی
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10nبرای‌( 19-4)‌معادله‌پیشنهادی‌خطای‌مطلق‌روشنمودار‌‌-4-4نمودار‌   

 
 

‌

 گیریم: زیر را در نظر می ی غیرخطیولترامعادله انتگرال  [16] .2-4مثال‌

 

(4-20)  2

0

1 1 1
( ) ( ) sin( ) sin(2 )  0 1

2 8 4

x

u x u y dy x x x x      

  

)جواب دقیق این معادله برابر است با ) sin( )u x x (0) 0. در این مثال نقطه ابتدایی (0) 0u u  را در 

1ها را به صورت ixکنیم. دنباله نقاط نظر گرفته و حل می

1
i

i
x

n





i,...,1,2برای  n کنیم و  تعریف می

128nدر آن مقدار    4( و 6-4و  5-4 هایو نمودار 3-4)جدولn  ( و  7-4و نمودارهای  5-4جدول

گیریم. خطای مطلق نتایج حل این معادله با روش حل معادله پیشنهادی در مقایسه با  را در نظر می( 4-8

128nبرای  6-4و نمودار  3-4 در جدولتوابع بلک پالس روش    برای  8-4و نمودار  5-4و جدول

4n   .2-4و  1-4های  مقایسه زمان محاسباتی بین الگوریتم 4-4به علاوه در جدول ارائه شده است 

 باشد. موجود می
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128nبرای بلک پالس شایان ذکر است در تمامی جداول به روش   باشد. می 

 

128nبرای‌‌(‌برای‌روش‌پیشنهادی20-4خطای‌مطلق‌نتایج‌حل‌معادله‌)‌-3-4جدول‌ بلک‌توابع‌و‌روش‌‌

‌پالس

‌

x 
 دقیق جواب 

جواب 

 [16] روش بلک پالس تقریبی

خطای مطلق روش 

 پیشنهادی

خطای مطلق روش تابع 

 [16] بلک پالس

1/0 0/099833 0/098524 0/101388 0/001308 0/001555 

2/0 0/198669 0/199766 0/194073 0/001097 0/004596 

3/0  0/295520 0/294857 0/299995 0/000662 0/004475 

4/0  0/389418 0/389658 0/387978 0/000240 0/001440 

5/0  0/479426 0/479585 0/486266 0/000160 0/006840 

6/0  0/564642 0/563993 0/565930 0/000648 0/001288 

7/0  0/644218 0/645477 0/640624 0/001260 0/003594 

8/0  0/717356 0/715373 0/720611 0/001982 0/003255 

9/0  0/783327 0/785653 0/782351 0/002326 0/000976 

 

 

‌2-4و‌‌1-‌4های‌(‌به‌کمک‌الگوریتم20-4برای‌حل‌معادله‌)زمان‌محاسباتی‌بر‌حسب‌ثانیه‌‌-4-4جدول‌

 

 

n 
 2-4الگوریتم  1-4الگوریتم 

4 87/2  3/47 

8 82/4  9/52 

16 77/31  59/75 
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128nبرای‌‌(20-4)معادله‌‌روش‌پیشنهادیجواب‌واقعی‌و‌‌نمودار‌-5-4نمودار‌   

 

‌

‌

‌

128nبرای‌( 20-4خطای‌مطلق‌روش‌پیشنهادی‌معادله‌)‌نمودار‌-6-4نمودار‌   

‌
 

دقیق جواب   

تقریبیجواب   
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4nبرای‌‌(‌برای‌روش‌پیشنهادی20-4حل‌معادله‌)‌خطای‌مطلق‌نتایج‌-5-4جدول‌ و‌روش‌توابع‌بلک‌‌

‌‌پالس‌

‌

‌

x 
 جواب دقیق 

جواب 

 [16] روش بلک پالس تقریبی

خطای مطلق روش 

 پیشنهادی

خطای مطلق روش تابع بلک 

 [16] پالس

2/0 0/198669 348970/0  0/194073 150301/0  0/004596 

5/0  0/479426 550896/0  0/486266 071470/0  0/006840 

7/0  0/644218 145727/1  0/640624 501509/0  0/003594 

 

‌

‌

4nبرای‌( 20-4معادله‌)‌روش‌پیشنهادینمودار‌جواب‌واقعی‌و‌‌-7-4نمودار‌   

‌
‌

‌

‌

دقیق جواب   

تقریبیجواب   
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4nبرای‌( 20-4خطای‌مطلق‌روش‌پیشنهادی‌معادله‌)‌نمودار‌-8-4نمودار‌   

‌
 

‌

 زیر را در نظر می گیریم:غیرخطی  فردهلممعادله انتگرال  [16] .3-3مثال‌

 

(4-21)  
1

2 2

0

1 1
( ) . ( ) 0 1

2 12
u x y u y dy x x     

 

)2جواب دقیق این معادله برابر است با )u x x (0) 0. در این مثال نقطه ابتدایی (0) 0u u   را درنظر

1ها را به صورت ixکنیم. دنباله نقاط گرفته و حل می

1
i

i
x

n





i,...,1,2برای  n کنیم و در  تعریف می

128nآن مقدار   گیریم. خطای مطلق نتایج حل این معادله با روش حل معادله پیشنهادی در  را در نظر می

 7-4به علاوه در جدول ارائه شده است.  10-4و نمودار  6-4مقایسه با روش توابع بلک پالس در جدول 

 باشد. موجود می 2-4و  1-4های  مقایسه زمان محاسباتی بین الگوریتم

128nبرای بلک پالس شایان ذکر است در تمامی جداول به روش   باشد. می 
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‌(‌برای‌روش‌پیشنهادی‌و‌روش‌توابع‌بلک‌پالس21-4خطای‌مطلق‌نتایج‌حل‌معادله‌)‌-6-4جدول‌

‌

x 
 دقیق جواب 

جواب 

 [16] بلک پالسروش  تقریبی

خطای مطلق روش 

 پیشنهادی

خطای مطلق روش تابع بلک 

 [16] پالس

1/0 0/010000 0/010762 0/010308 0/000762 0/000308 

2/0 0/040000 0/040655 0/038140 0/000655 0/001860 

3/0  0/090000 0/090444 0/092828 0/000444 0/002828 

4/0  0/160000 0/16023 0/158746 0/000230 0/001254 

5/0  0/250000 0/250001 0/257867 0/000001 0/007867 

6/0  0/360000 0/359606 0/361871 0/000394 0/001871 

7/0  0/490000 0/489448 0/483453 0/000552 0/006547 

8/0  0/640000 0/639391 0/647515 0/000609 0/007515 

9/0  0/810000 0/811638 0/807183 0/001638 0/002817 

 

‌

‌2-4و‌‌1-‌4های‌(‌به‌کمک‌الگوریتم21-4محاسباتی‌بر‌حسب‌ثانیه‌برای‌حل‌معادله‌)زمان‌‌-7-4جدول‌

‌

n  
1-4الگوریتم  2-4الگوریتم    

4 59/2 1/3  

8 09/5  46/8  

16 89/28  2/34  

 

 

 

‌

‌
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 (21-4معادله‌)‌روش‌پیشنهادیجواب‌واقعی‌و‌مقایسه‌نمودار‌‌-9-4نمودار‌

‌
‌

‌

 ( 21-4معادله‌)‌پیشنهادی‌خطای‌مطلق‌روش‌نمودار‌-10-4نمودار‌

‌
‌

دقیق جواب   

تقریبی جواب   
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 گیریم: ا در نظر میزیر رغیرخطی  فردهلممعادله انتگرال  [17] .4-4مثال‌

 

(4-22)  
1

2 3 1

0

( ) . ( ) 0 1x y xu x e u y dy e x     

  

)جواب دقیق این معادله برابر است با  ) xu x e (0) 0. در این مثال نقطه ابتدایی (0) 1u u   را درنظر

1ها را به صورت ixکنیم. دنباله نقاط گرفته و حل می

1
i

i
x

n





i,...,1,2برای  n کنیم و در  تعریف می

128nآن مقدار   گیریم. خطای مطلق نتایج حل این معادله با روش حل معادله پیشنهادی در  را در نظر می

به علاوه این مسئله را با ارائه شده است.  12-4و نمودار  8-4مقایسه با روش موجک هار در جدول 

الگویتم ا در مقایسه بطای مطلق نتایج حل این معادله . خحل کرده که  2-4و  1-4استفاده از دو الگوریتم 

 ارائه شده است.  14-4و نمودار  9-4در جدول  2-4و  4-1

128nشایان ذکر است در تمامی جداول به روش موجک هار برای   باشد. می 

 

‌(‌برای‌روش‌پیشنهادی‌و‌روش‌موجک‌هار22-4خطای‌مطلق‌نتایج‌حل‌معادله‌)‌-8-4جدول‌

‌‌

x  
 [17] روش موجک هار جواب تقریبی دقیق جواب 

خطای مطلق روش 

 پیشنهادی

خطای مطلق روش 

 [17] موجک هار

1/0 1/105170918 1/105495796 1/111099473 0/000324878 0/005928555 

2/0 1/221402757 1/220931139 1/220296615 0/000471618 0/001106142 

3/0  1/349858806 1/349502887 1/339817084 0/000355919 0/010041722 

4/0  1/491824696 1/491740269 1/471965091 0/000084427 0/019859605 

5/0  1/648721268 1/648649846 1/471965091 0/000071422 023119973/0  

6/0  1/822118797 1/822243106 1/831888927 0/000124309 0/009770130 

7/0  2/013752703 2/013650232 2/011936556 0/000102471 0/001816147 

8/0  2/225540923 2/224684503 2/209678381 0/000856420 0/015862542 

9/0  2/459603104 2/458626573 2/426854676 0/000976531 0/032748428 
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 ( 22-4معادله‌)‌روش‌پیشنهادیجواب‌واقعی‌و‌مقایسه‌نمودار‌‌-11-4نمودار‌

 

 

‌

‌

 ( 21-4معادله‌)‌پیشنهادی‌خطای‌مطلق‌روش‌نمودار‌-12-4نمودار‌

‌
 

دقیقجواب   

 جواب تقریبی
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‌2-4و‌‌1-4به‌دو‌روش‌الگوریتم‌(‌22-4خطای‌مطلق‌نتایج‌حل‌معادله‌)‌-9-4جدول‌

‌‌

x  
 جواب دقیق 

  جواب تقریبی

 2-4الگوریتم 

 جواب تقریبی

 1-4الگوریتم  

 روش خطای مطلق

 2-4الگوریتم  

خطای مطلق روش 

 1-4الگوریتم 

1/0 1/105170918 1/105495796 105923958/1  0/000324878 00075304/0  

2/0 1/221402757 1/220931139 220468239/1  0/000471618 000934518/0  

3/0  1/349858806 1/349502887 348837714/1  0/000355919 001021092/0  

4/0  1/491824696 1/491740269 490957227/1  0/000084427 000867469/0  

5/0  1/648721268 1/648649846 651159844/1  0/000071422 002438576/0  

6/0  1/822118797 1/822243106 82364349/1  0/000124309 001524693/0  

7/0  2/013752703 2/013650232 012873199/2  0/000102471 000879504/0  

8/0  2/225540923 2/224684503 224669597/2  0/000856420 000871326/0  

9/0  2/459603104 2/458626573 458557778/2  0/000976531 001045326/0  

‌

 

 ( 22-4معادله‌)‌2-4و‌‌1-4های‌‌الگوریتمجواب‌واقعی‌و‌مقایسه‌نمودار‌‌-13-4نمودار‌

 

‌
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 ( 21-4معادله‌)‌2-4و‌‌1-‌4های‌الگوریتممقایسه‌خطای‌مطلق‌نمودار‌‌-14-4نمودار‌

 

 

 

 

 

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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‌گیری‌نتیجه‌-5-1

و  [38]باشد. در  اشمیت، از بین بردن این مشکل قابل تامل می –به دلیل ناپایداری فرآیند متعامدسازی گرام 

اند. به کمک این ایده و قرار دادن  نویسندگان روشی را برای حذف این فرآیند پیشنهاد داده [15]

0 1 1( ) ( )u x u x ای خواهیم رسید.  در اولین نقطه رابطه بازگشتی جواب، به جواب تقریبی 

حذف ) 2-4و اشمیت(  -سازی گرام فرآیند متعامداستفاده از ) 1-4های  ریتمبا مقایسه زمان اجرا بین الگو

دارای زمان اجرای بالاتری  2-4اشمیت( به این مهم خواهیم رسید که الگوریتم  –سازی گرام فرآیند متعامد

، 1-4، زمان اجرا برای الگوریتم n=4وقتی  4-4باشد. برای مثال در جدول  می 1-4نسبت به الگوریتم 

باشد. )اطلاعات  ثانیه می 87/2، 2-4، زمان اجرای الگوریتم nثانیه است. در صورتی که برای همین  47/3

 مشاهده فرمایید( 7-4و  4-4توانید در جداول  بیشتر را می

تر از جواب تقریبی به دست  دقیق 2-4ها، جواب تقریبی به دست آمده از الگوریتم  اما در مورد دقت جواب

(. این بدین معناست که با کنار 13-4و نمودار  9-4ل است  )اطلاعات بیشتر در جدو 1-4آمده از الگوریتم 

یابد، اما خطای روش کاهش یافته  افزایش می cpuاشمیت گرچه زمان  –گذاشتن فرآیند متعامدسازی گرام 

 و دقت جواب افزایش خواهد یافت.

 

‌تحقیقات‌آتیگیری‌و‌‌نتیجه‌-5-2

 انتگراللید در حل معادلات بازتوهای مبتنی بر فضای هیلبرت هسته  در این رساله به بررسی روش

شود.  تابع جواب به شکل یک سری در فضای هیلبرت هسته بازتولید نمایش داده می  پردازیم. این روش می

اشمیت تولید و به عنوان توابع آزمون در تقریب -یند متعامدسازی گرامآوابع پایه متعامد یکه را توسط فریا ت

اشمیت را حذف و به -و یا فرایند متعامدسازی گرام( 1-4)الگوریتم هیم د تابع جواب مورد استفاده قرار می

انتگرال سازی را با استفاده از حل معادله  . چگونگی پیاده(2-4)الگوریتم  کنیم را جایگزین می [15]جای آن 

  یم.نمودبه تفصیل بررسی غیرخطی و حل معادله انتگرال ولترا غیرخطی  فردهلم

این روش را گسترش و توان  سازی تمامی مراحل مذکور برای دستگاه معادلات انتگرال غیرخطی، می با پیاده

به علاوه در معادلات انتگرال غیرخطی دوبعدی نیز کارایی دارد. همچنین این  مقالات جدیدی ارائه نمود.

های معتبر  ایی برای ژورنالروش در حل معادلات تاخیری نیز به نتیجه رسیده است که پس از ویرایش نه

 ارسال خواهد گردید.
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‌کد‌برنامه

##pseudocode## 

#This is the pseudocode of RKHS Method. You can implement it on any CAS 

software sucha as Maple, Mathematica and ets. 
 

R := proc (x as variable, t as variable) 

if t <= x 

    return 1-a+t, 

else 

    return 1-a+x, 

end proc; 

 

L := proc(u as function) 

    return 

        f(x) - p(x)u( h(x)) - \lambda \int_a^b N(x,t,u(t))dt, 

    # or "f(x) - p(x)u( h(x)) - \lambda \int\limits_a^x N(x,t,u(t))dt", 

end proc; 

 

¥:= proc (x as variable, i as variable, u as function, L as proc) 

   return evaL(L(u(.,t)), t = x_i), 

end proc; 

operator **(u as function, v as function) 

return u(a) v(a) - \int_a^b diff(u,s) diff(v,s) ds, 

end operator; 

 

¥:= proc (i as variable, j as variable, u as function, L as proc) 

   return L(¥(x,i,u,L))** ¥(x,j,u,L), 

end proc; 

 

β:= proc (i as variable, j as variable) 

if i < j 

    return 0, 

else 

    return β_ij 

end proc; 

 

β:= [β(i,j)]; 

¥:= [¥(i,j,u,L)]; 

 

ν:= proc(i as variable, j as variable) 

return inv(¥)[i,j], 

end proc; 

 

u[0]:= u0; 

 

for n := 0 to N do 

λ[n] := \sum_k=1^n ν[i,k] u[k-1]; 

u[n] := proc(x,¥) 

return \sum_k=1^n λ[k] ¥(x,k,u,L), 

end proc: 

end for; 

 

print u[N]; 

‌
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Abstract: 

In this thesis, a new approach based on the Reproducing Kernel of Hilbert 

Space Method is proposed to approximate the solution of the second-kind 

nonlinear integral equations. In this case, the Gram-Schmidt process is 

substituted by another process so that a satisfactory result is obtained. In this 

method, the solution is expressed in the form of a series. Furthermore, the 

convergence of the proposed technique is proved. In order to illustrate the 

effectiveness and efficiency of the method, four sample integral equations are 

solved via the given algorithm. 

 

Keywords: Reproducing Kernel of Hilbert Space Method, Nonlinear Integral 
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