


دا஺هآزاداسلاਗیوا೮دع࢖ومূ਼࡛ࣣقات඼ෙ০ان

ଢهع࢖ومپا௉دا

ଔرسا
ریاિیکارୀدی गࢨتا೯ذଥభدන඿ریభر૛তه

ࣔࣨوان:

ୀرਉیروش�୓یآඵශฬزওوड़و৔وਨیوਊࣣಭیୀایउلग़عادلاتد৒ࡶජاീিࣱل॰دیداً
ඵදر੾आیرویدا૞ঃه��୓یૡ࣓ষه�ංඖฬناਘی

اسا঺یدراঘ࣒ما:
دන඿رൌॣیدࣅباس�঻ندی و دන඿راॶماࣅࣱلبابൎیان

اণتادज़شاور:
دන඿رੀ७نامओوادی

گارش:ণید೺ख़مدਣඇඌࣹیଽات ৽شو঒و୑

آبان۱۳۹۳



چکیده

مشکلات می�شود. منجر غیرخطی معادلات حل به غالباً طبیعی مسائل و پدیده�ها از بسیاري مدل�بندي

عددي روش�هاي از تا می�شود باعث تحلیلی جواب یک آوردن به�دست و مسائل این حل مسیر در موجود

بزرگ دامنه�هاي روي آمده پدید دیفرانسیل معادلات انواع حل و بررسی پژوهش، این از هدف کنیم. استفاده

می�باشد. صنعتی و مهندسی کاربرد�هاي دلیل به

کلی روش یک به�عنوان وزنی باقی�مانده�هاي روش از مختصري شرح و مقدماتی مفاهیم ابتدا رساله، این در

آنالیز روش سپس است. شده ارائه دیفرانسیل معادلات تقریبی جواب آوردن به�دست براي قدرتمند بسیار و

عددي روش یک ادامه، در می�کنیم. بیان غیرخطی معادلات حل براي توانمند روش یک عنوان به هوموتوپی

گاز ناپایدار جریان معادله�ي حل براي مثبت مقیاس�گر پارامتر یک با طیفی شبه روش از ترکیبی اساس بر

متناهی دامنه�ي یک به آن برش بدون نیمه�متناهی دامنه�هاي روي مسائل به�حل روش این است. شده معرفی

غیرخطی به�شدت نوسان�گرهاي حل براي هوموتوپی آنالیز روش از جدید بهبود یک نیز پایان در می�پردازد.

است. شده ارائه

آنالیز روش هوموتوپی؛ آنالیز روش متعامد؛ گویاي توابع هم�محلی؛ روش پایه�اي؛ توابع کلیدي: کلمات
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پیشگفتار
موجود مسائل مهمترین از یکی عنوان به نیمه�نامتناهی دامنه�هاي روي غیرخطی شدت به دیفرانسیل معادلات

حل براي توانمند ابزارهاي عنوان به طیفی و هوموتوپی آنالیز روش�هاي همچنین و مکانیک مهندسی در

معرفی و بررسی به ابتدا در بنابراین می�باشند. پایان�نامه این در تحقیق اصلی محور مسائل از این�دسته

مسائل از برخی حل به سپس می�پردازیم. غیرخطی دیفرانسیل معادلات عددي حل زمینه در اخیر تحقیقات

ارائه براي بیشتر مطالعات براي محققان انگیزه�هاي ترتیب بدین و داشته اشاره معادلات از دسته این کاربردي

طیفی و هوموتوپی آنالیز روش�هاي توسعه هدف با مطالعه این می�گردد. روشن کارآمد و جدید راه�حل�هاي

است: شرح بدین خلاصه طور به آن گزارش و گرفته صورت

تاریخچه شامل بخشهمچنین این می�پردازیم. لازم مقدماتی مفاهیم و تعاریف بیان به اول، بخش در ابتدا

حل اصلی ابزار عنوان به هوموتوپی آنالیز روش دوم، بخش در ادامه در می�باشد. طیفی روش�هاي از مختصري

معادلات حل براي طیفی روش�هاي از مختصري گزارش از پس سوم بخش می�شود. معرفی غیرخطی معادلات

استفاده با گاز ناپایدار جریان معادله حل چگونگی نیمه�نامتناهی، دامنه�هاي روي غیرخطی شدت به دیفرانسیل

روش و طیفی روش ترکیب با چهارم بخش می�دهد. توضیح مثبت مقیاس�گر پارامتر یک با طیفی روش ترکیب

نوسانگرهاي معادلات حل براي قطعه�ي طیفی - هوموتوپی آنالیز روش نام به جدید روش یک هوموتوپی، آنالیز

می�پردازد. بزرگ دامنه�ي روي غیرخطی شدت به

علاقمندان براي زمینه این در پیشنهاداتی نتیجه�گیري، و تکمیلی مباحث از پس پایان�نامه، انتهاي در ضمناً

است. شده ارائه
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1 فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف



مقدمه 1.1
با ابتدا می�کنیم. اشاره است نیاز آن�ها به پایان�نامه این در که مفاهیمی به مختصر طور به فصل این در

توپولوژي در هوموتوپی مفهوم بیان به توپولوژیک فضاي تعریف با سپس می�شویم. آشنا دیفرانسیل معادلات

می�کنیم. ارائه گوسی انتگرال�گیري قواعد و وزنی باقیمانده روش نهایت در می�پردازیم.

دیفرانسیل معادلات 2.1
آن حل از هدف و آن مشتقات و مجهول تابع یک شامل است معادله�اي دیفرانسیل معادله یک 1.2.1 تعریف
متغیر یک به نسبت فقط توابع مشتقات دیفرانسیل معادله این در چنانچه است. مجهول تابع یافتن معادله

می�نامند. معمولی1 دیفرانسیل معادله یک را آن شوند ظاهر

را آن باشند شده ظاهر متغیر چند به نسبت توابع مشتقات دیفرانسیل معادله یک در چنانچه 2.2.1 تعریف
می�نامند. جزئی2 مشتقات با دیفرانسیل معادله یک

معادله آن مرتبه را معمولی دیفرانسیل معادله یک در شده ظاهر مشتق مرتبه�ي بزرگترین 3.2.1 تعریف
�صورت به ام - n مرتبه معمولی معادله یک کلی شکل می�نامند.

f
(
x, y, y′, . . ., y(n)

)
= ٠

می�باشد.

و y از غیرخطی جمله هیچ چنانچه است، y مجهول تابع با که دیفرانسیل معادله�ي یک در 4.2.1 تعریف
شکل می�نامند. غیرخطی را معادله این�صورت غیر در و خطی را معادله نباشد موجود معادله در آن مشتقات

1Ordinary differential equation

2Partial differential equation
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��صورت به ام - n مرتبه خطی معادله�ي یک کلی

a◦ (x) y
(n) + a١ (x) y

(n−١) + . . .+ an (x) y = an+١ (x)

شده�اند. تعریف I مانند بازه�اي در که هستند معلوم توابعی ai (x) , i = ◦, ١, . . ., n+ ١ ضرایب که است،

می�شود. نامیده غیرهمگن معادله an+١ (x) ̸= ◦ حالت در و همگن معادله باشد an+١ (x) ≡ ◦ اگر که

معادلات با اغلب اما کرد، حل تحلیلی روش�هاي کمک به می�توان را معمولی خطی دیفرانسیل معادلات

�آورد. به�دست را آن�ها تحلیلی جواب نمی�توان که هستیم مواجه غیرخطی�اي دیفرانسیل

یک در تنها جنبی شرایط عنوان به آن مشتقات و تابع مقدار چنانچه دیفرانسیل معادله یک در 5.2.1 تعریف
ام - n مرتبه اولیه مقدار مساله یک کلی شکل می�نامند. اولیه مقدار مساله یک را آن باشند شده داده نقطه

�صورت به

f
(
x, y, y′, . . ., y(n)

)
= ◦

y (a) = α◦ , y
′(a) = α١, , . . . , y

(n−١) (a) = αn−١

هستند. شده�اي داده ثابت�هاي αi, i = ◦, ١, . . ., n− ١ و a آن در که است،

دوم مرتبه دیفرانسیل معادله با می�توان را معینی ساده مفروضات تحت نوسان حال در ساده آونگ یک حرکت

d٢θ

dt٢ +
g

L
sin(θ) = ◦

آن تعادل حالت یا قائم وضیعت با آونگ زاویه θ(t) زمین، ثقل ثابت g آونگ، طول L آن در که کرد، توصیف

θ
′
(t◦) = θ

′
◦ با را نقطه آن در سرعت و θ(t◦) = θ◦ با را حرکت شروع در آونگ وضیعت اگر است. t لحظه در

θ ≈ sin(θ)تقریب ،θکوچک مقادیر ازاي به به�علاوه هستیم. مواجه اولیه مقدار مساله یک با �کنیم، مشخص

خطی معادله به مساله این کردن ساده براي
d٢θ

dt٢ +
g

L
θ = ◦

می�رود. �کار به

یعنی f مشتق اگر ،f ∈ C١(E) آنگاه باشد، مشتقپذیر E روي f : E → Rn کنید فرض 6.2.1 تعریف

Df : E → L(Rn)

است. Rn روي خطی عملگرهاي تمام شامل فضاي L(Rn) که باشد، پیوسته E روي
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لیپ�شیتز شرط در f : E → Rn تابع گوییم باشد. Rn از بازي مجموعه زیر E کنید فرض 7.2.1 تعریف
باشیم: داشته x, y ∈ E هر براي که باشد موجود چنان k مثبت ثابت هرگاه می�کند، صدق E روي

|f (x)− f (y) | ≤ k|x− y|.

یکهمسایگی ،x◦ ∈ E هر براي هرگاه می�شود، گفته لیپ�شیتز موضعی طور Eبه روي f تابع 8.2.1 تعریف
باشیم: داشته x, y ∈ Nε(x◦) هر براي که باشند موجود چنان K◦ > ◦ ثابت و Nε(x◦) ⊂ E یعنی x◦

|f (x)− f (y) | ≤ K◦|x− y|.

به E روي f آنگاه f ∈ C١(E) اگر باشد. f : E → Rn و Rn از بازي مجموعه زیر یک E کنید فرض

است. لیپ�شیتز موضعی طور

اول) مرتبه معمولی دیفرانسیل معادلات جواب یکتایی و (وجود

نسبت f هرگاه باشد. پیوسته E بر f تابع و E = {(x, y)| a < x < b, −∞ < y <∞} کنید فرض

اولیه مقدار مساله آنگاه کند صدق لیپ�شیتز شرط در y متغیر به

y′(x) = f(x, y)

y(a) = α

است. a ≤ x ≤ b ازاي به y(x) یگانه�ي جواب داراي

هوموتوپی و توپولوژي 3.1
روي پیوسته توابع و اقلیدسی فضاي و حقیقی اعداد خط بررسی توپولوژیک1، فضاي مفهوم پیدایش منشا

اکنون که توپولوژي فضاي تعریف می�کنیم. تعریف را توپولوژیک فضاي بخش، این در است. بوده فضاها این

دهه�هاي طی در دیگران و فرشه4 هاسدورف3، اویلر2، مانند مختلفی ریاضیدانان تلاش با است، استاندارد تعریفی

1Topological space

2Euler

3Hausdorff

4Frechet
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تعریف، مناسب�ترین سر بر آن�ها توافق ولی کردند پیشنهاد را گوناگونی تعریف�هاي که شد انجام 19 قرن اولیه

شد. حاصل طولانی زمان از پس

X هاي مجموعه زیر از τ چون ناتهی گردایه�اي ،X ناتهی مجموعه یک روي توپولوژي یک 1.3.1 تعریف
می�کند: صدق زیر شرایط در که است

هستند، τ عضو ∅ و X : الف

است، τ عضو τ اعضاي از دلخواه گردایه زیر هر اجتماع : ب

دارد. تعلق τ به τ اعضاي از متناهی گردایه�ي زیر هر اشتراك : ج

X فضاي علاوه به می�شود نامیده توپولوژیک فضاي یک ،τ توپولوژي با همراه X مجموعه�ي 2.3.1 تعریف
می�نامیم. X باز مجموعه�هاي زیر را τ عناصر می�دهیم. نمایش (X, τ) با را τ توپولوژي با

یک را f : X −→ Y نگاشت باشند. توپولوژیک فضاي دو (Y, τ٢) و (X, τ١) کنید فرض 3.3.1 تعریف
باشد. باز X در f−١ (p) مجموعه�ي ،p مانند Y باز مجموعه�ي زیر هر ازاي به هرگاه گویند پیوسته نگاشت

یک (X مجموعه�هاي زیر تمام (مجموعه�ي آن توانی مجموعه�ي آنگاه باشد، دلخواه مجموعه یک X اگر

تعریف به ادامه در می�شود. نامیده گسسته توپولوژي توپولوژي، این می�کندکه تعریف X روي توپولوژي

می�پردازیم. است، هندسه علم مشتقات و توپولوژي در اساسی مفهوم یک که هوموتوپی،

نگاشت دو f٢ و f١ و توپولوژیک فضاهاي Y Xو حقیقی، واحد بازه�ي I = [◦, ١] کنید فرض 4.3.1 تعریف
به که طوري به باشد موجود F : I ×X → Y چون پیوسته�اي نگاشت اگر باشند. Y بتوي X از پیوسته

:X عضو x هر ازاي

F (◦, x) = f١(x), F (١, x) = f٢(x)

بودن هوموتوپ و می�گوئیم f٢ و f١ بین هوموتوپی یک را F نگاشت و هوموتوپ را f٢ و f١ نگاشت�هاي آنگاه

می�دهیم. نمایش f١ ∼ f٢ با را f٢ و f١

است. Y Xبتوي فضاي از شده تعریف پیوسته توابع از پارامتري تک خانواده یک هوموتوپی، هر دیگر عبارت به

دگردیسی نمایشگر F هوموتوپی می�کند، تغییر 1 تا ◦ از زمان که هنگامی باشد، زمان معرف پارامتر t اگر
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است. f٢ به f١ پیوسته�ي شکل) (تغییر

معرفی زیر مثال در را کاربرد پر حال عین در ولی ساده هوموتوپی نوع یک هوموتوپی�ها، با بیشتر آشنایی براي

می�دهیم: قرار باشند. Y بتوي X از نگاشت دو f٢ و f١ کنیم فرض می�کنیم.

F (t, x) = tf١(x)+(١−t)f٢(x)

کار به را هوموتوپی این مکرر طور به پایان�نامه این در است. f٢ و f١ بین هوموتوپی یک F که است واضح

می�شود. نامیده محدب هوموتوپی مواقع برخی در و الخط مستقیم هوموتوپی ،F هوموتوپی می�بریم.

ارزي هم رابطه خصوصیت سه دهیم نشان است کافی اثبات براي است. ارزي هم رابطه یک ∼ رابطه�ي

است. برقرار

.f ∼ f بنابراین .F (t, x) = f(x), ◦ ≤ t ≤ ١ می�دهیم قرار f مانند مفروض تابع هر ازاي به : الف

G(t, x) = F (١ − می�دهیم قرار حال باشد. f٢ و f١ بین هوموتوپی F و f١ ∼ f٢ کنید فرض : ب

.f٢ ∼ f١ یعنی است، f١ و f٢ بین هوموتوپی یک G دراین�صورت ،t, x), ◦ ≤ t ≤ ١

براي .f١ ∼ f٣ که می�دهیم نشان ،F٢ هوموتوپی با f٢ ∼ f٣ و F١ هوموتوپی با f١ ∼ f٢ کنیم فرض : ج

�صورت به را G : I ×X → Y نگاشت است کافی کار این

G(t, x) =


F٢)١t, x), ◦ ≤ t ≤ ١

٢

F٢)٢t− ١, x), ١
٢ ≤ t ≤ ١

.G هوموتوپی با f١ ∼ f٣ که است واضح کنیم، تعریف

وزنی باقی�مانده�هاي روش 4.1
معادلات براي تقریبی جواب�هاي آوردن به�دست براي قدرتمند بسیار و یکروشکلی وزنی باقی�مانده�هاي روش

موجود عددي روش�هاي از بسیاري بعلاوه می�باشد. جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات و معمولی دیفرانسیل

این پایه�ي بر طیفی روش�هاي و متناهی تفاضلات روش متناهی، عناصر روش متناهی، حجم�هاي روش مانند

عناصر می�شود. گرفته نظر در پایه توابع از خطی ترکیب صورت به معادله جواب روش دراین شده�اند. بنا روش

در شده بریده سري تا میروند کار به آزمون توابع میباشند. آزمون توابع و پایه توابع روش این در کلیدي

میگیرد. انجام باقی�مانده تابع کمینهسازي کمک به امر این سازند. برقرار ممکن حد تا را دیفرانسیل معادله
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اسکریون3 و فینلیسون2 توسط ادامه در و ارائه کراندال1[59] توسط بار اولین براي روش این اصلی ایده�ي

یافت. گسترش [63] فینلیسون و [62] ویچنوتسکی4 ،[64]

می�گیریم نظر در را زیر دیفرانسیل معادله وزنی، باقی�ماندهاي روش بررسی منظور به

Nu(x) = f(x), x ∈ Ω, (1.1)

Lu(x) = g(x), x ∈ Γ, (2.1)

ناحیه�ي مرز Γ معادله، تعریف دامنه�ي Ω مجهول، تابع u(x) مقدار، حقیقی توابع f, g : Ω −→ R آن در که

زیر صورت به را تقریبی جواب ابتدا در معادله این حل براي هستند. دیفرانسیل عملگرهاي L و N و Ω

می�دهیم تشکیل

uN(x) =
N∑
i=١

αiBi(x), (3.1)

معمولا پایه�اي توابع این می�باشند. توابع این تعداد N و پایه�اي توابع Bi(x)ها بسط، ضرایب αiها آن در که

برآورده را تقریب تابع پیوستگی شرط و مسئله مرزي شرایط مانند خاصی شرایط که می�شوند انتخاب به�گونه�اي

جاي�گذاري (2.1) و (1.1) در را (3.1) تقریبی جواب منظور بدین است. αiها یافتن هدف روش این در سازند.

می�دهیم تشکیل را زیر باقی�مانده توابع و کرده

Res(x) = NuN(x)− f(x), (4.1)

ResB(x) = LuN(x)− g(x). (5.1)

Res(x) ̸= ٠ کلی حالت در لذا کوچکاست ،N ،(3.1) در شده نظرگرفته در پایه�اي توابع تعداد عمل در چون

شود. صفر باقی�مانده تابع دو از یکی که کرد انتخاب به�گونه�اي را پایه�اي توابع می�توان اما .ResB(x) ̸= ٠ و

آورد. به�دست زیر روش� سه به را تقریبی جواب میتوان اساس براین

Res(x) = ٠ که می�شوند انتخاب به�گونه�اي پایه�اي توابع روش این در روش�مرزي5: .1

1Crandall

2Finlayson

3Scriven

4Vichnevetsky

5Boundary method
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ResB(x) = ٠ که می�شوند انتخاب به�گونه�اي پایه�اي توابع روش این در روش�درونی1: .2

ResB(x) ̸= Res(x)و ̸= ٠ که می�شوند انتخاب به�گونه�اي پایه�اي توابع روش این در روش�آمیخته2: .3

٠

فرض αiها آوردن به�دست براي می�دهیم. شرح را درونی روش پایه بر وزنی باقی�مانده�هاي روش اینجا در

می�کنیم

∫
Ω

Res(x)wi(x)dx = ٠, i = ١, ٢, . . . , N, (6.1)

آن�گاه باشند، توابع از کاملی مجموعه�ي اعضاي ها wi(x) این اگر می�باشند. آزمون توابع ها wi(x) آن در که

باشند. عمود کامل مجموعه�ي عضو هر بر باید باقی�مانده تابع که گرفت نتیجه می�توان ،N → ∞ که هنگامی

جواب که می�رود انتظار نتیجه در و شود همگرا صفر به N → ∞ وقتی باقی�مانده� که می�کند ایجاب این

و معادله N دستگاه یک به (6.1) رابطه�ي از گردد. نزدیک (1.1) معادله�ي دقیق جواب به uN(x) تقریبی

اهمیت آورد. به�دست را مسئله تقریبی جواب می�توان آن حل با که رسیده αi ضرایب برحسب مجهول N

رایجترین میباشد. متناظر مختلف روش�هاي با وزن توابع از متفاوت انتخاب�هاي که است دراین (6.1) معادله

از: عبارتند روش�ها این

هم�مکانی3 روش •

مربعات4 کمترین روش •

گالرکین5 روش •

می�پردازیم. آن�ها شرح به مختصر طور به اینجا در که

1Interior method

2Mixed method

3Collocation

4Least squares

5Galerkin
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هم�مکانی روش 1.4.1

صورت به آزمون توابع روش این در است. وزنی باقیمانده�هاي روش سادهترین هممکانی روش

wi(x) = δ(x− xi), i = ١, ٢, . . . , N, (7.1)

دیراك دلتاي تابع ویژگی بر بنا می�باشد. دیراك دلتاي تابع ،δ(x) آن در که میشود گرفته نظر ∫در
Ω

Res(x)δ(x− xi)dx = Res(xi), i = ١, ٢, . . . , N, (8.1)

می�شود: تبدیل زیر فرم به (6.1) رابطه�ي لذا و

Res(xi) = ٠, i = ١, ٢, . . . , N. (9.1)

این میگردد. صفر همهجا احتمالاً و بیشتري و بیشتر نقاط در باقی�مانده تابع N مقدار افزایش با این�جا در

گرفته بهکار فلزات در الکترونیکی انرژي مرزهاي معادله�ي حل براي اسلتر1[68] توسط بار نخستین روش

آن�ها برمیگردد. [65] هم�کاران و فریزر2 به روش این نامگذاري هم�چنین و آن از نوینتر کاربردهاي شد.

بر را جواب [67] لانکزوس کردند. استفاده متفاوتی هممکانی نقاط از و بردند کار به را مختلفی پایه�اي توابع

کرد. استفاده هممکانی نقاط براي چندجمله�اي�ها این صفرهاي از و داد بسط چبیشف چندجملهاي�هاي حسب

حل براي چبیشف چندجملهاي�هاي صفرهاي از استفاده با را فراوان نقاط با هممکانی روش یک جین3[66]

این وي نمود. استفاده چبیشف خطاي بیشینه کمینهسازي ویژگی از او کرد. معرفی سیالات جریان مسائل

آورد. بهدست بهتري جواب�هاي تا کرد ترکیب نیوتن روش با را روش

مربعات کمترین روش 2.4.1

که میشوند انتخاب بهقسمی αiها باقی�مانده، تابع مستقیم کمینهسازي جاي به مربعات کمترین روش در

تابع

S(α١, α٢, . . . , αN) =

∫
Ω

Res(x)Res(x)dx, (10.1)

1Slater

2Frazer

3Jain
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قرار صفر برابر (3.1) در موجود αi ضرایب به نسبت را آن مشتقات تابع، این کمینهسازي براي باشد. کمینه

میدهیم:
∂S

∂αi

= ٢
∫
Ω

Res(x)
∂Res(x)

∂αi

dx = ٠, i = ١, ٢, . . . , N. (11.1)

صورت به آزمون توابع فرم روش این در بنابراین

wi(x) =
∂Res(x)

∂αi

, i = ١, ٢, . . . , N. (12.1)

شد ایجاد مربعات حداقل تخمین براي گاوس1[63] توسط 1795 سال در مربعات کمترین روش بود. خواهد

معادلات حل براي روش این از 1928 سال در پیکن2[69] است. وزنی باقی�ماندههاي روش قدیمیترین و

هستند پیچیده و سنگین موارد از بسیاري در روش این در شده تولید معادلات نمود. استفاده دیفرانسل

مهندسی در موجود بدوضع مسائل حل در زیادي کاربردهاي داراي مربعات کمترین روش وجود این با ولی

می�باشد[70]. هسته�اي راکتورهاي

گالرکین روش 3.4.1

استفاده جاي به آن در که گرفت نظر در مربعات کمترین روش از بهبودي عنوان به میتوان را گالرکین روش

(3.1) تقریبی جواب مشتق�هاي آزمون، توابع عنوان به مجهول، ضرایب به نسبت باقی�مانده تابع مشتق�هاي از

میکنیم: انتخاب آزمون توابع عنوان به را ضرایب به نسبت

wi(x) =
∂uN(x)

∂αi

= Bi(x), i = ١, ٢, . . . , N. (13.1)

و آزمون توابع روش این در میباشد. پایه�اي توابع خانواده همان از آزمون توابع گالرکین روش در بنابراین

دقیق، جواب به همگرایی براي لازم شرط این شوند. انتخاب توابع از کاملی مجموعه اول تابع N از باید پایه

شرایط در که میشوند انتخاب گونهاي به پایه توابع روش این در همچنین می�باشد. ،N → ∞ که هنگامی

روند شدن آسان�تر به منجر روش این در متعامد پایه�اي توابع از استفاده این، بر علاوه کنند. صدق همگن مرزي

1915 سال در نام همین به روسی مهندسی توسط گالرکین روش می�شود. بزرگ�تر Nهاي براي محاسبات

فینلیسون ، اسکریون4[64] و فینلیسون کولاتز3[75]، توسط روش این کاربردهاي از بسیاري گردید. معرفی
1Gauss

2Picone

3Collatz

12



است. شده ارائه فلچر4[76] و ایمز3[71] لیندزي2[74]، و دانکن ، [73 دانکن1[72، ،[63]

طیفی روش�هاي 5.1
روش�ها این است. شده داده توسعه سرعت به و داشته چشم�گیري رشد اخیر دهه�ي چند در طیفی روش�هاي

زمینه�هاي در عددي سازي شبیه در وسیع به�طور و بوده دیفرانسیل معادلات عددي حل براي مهمی ابزار

است. شده گرفته به�کار غیره و کوانتوم مکانیک سیالات، دینامیک حرارت، انتقال نظیر مختلف

این در کردیم. معرفی را وزنی باقی�مانده�هاي روش یعنی، طیفی روش�هاي اصلی شالوده پیشین بخش در

سري یک صورت به جواب تابع طیفی روشهاي در میپردازیم. طیفی روش�هاي از کامل�تري معرفی به بخش

میشود: زده تقریب زیر شکل به پایهاي توابع از

uN(x) =
N∑
i=٠

aiψi(x), (14.1)

میتوانند نظر مورد مسئله جواب نبودن یا بودن متناوب به توجه با که هستند پایهاي توابع ها ψi(x) آن در که

پایهاي توابع انتخاب طیفی روشهاي در اساسی نکته باشند. ژاکوبی5 متعامد چندجملهايهاي یا مثلثاتی توابع

آزمون توابع و میروند کار به مسئله جواب بسط در تقریب توابع عنوان به پایه توابع میباشد. آزمون توابع و

مورد کند، صدق معادله در ممکن دقت حداکثر با جواب، تابع تقریب براي آمده بدست سري اینکه تضمین براي

عناصر مانند موضعی روشهاي و طیفی روشهاي اصلی تفاوت پایهاي توابع انتخاب می�گیرند. قرار استفاده

توابع متناهی تفاضلات و متناهی عناصر مانند موضعی روشهاي در چون میباشد. متناهی تفاضلات و متناهی

در و فراگیر صورت به پایهاي توابع طیفی روشهاي در ولی متفاوت�اند، دامنه زیر هر در یعنی موضعیاند پایه

میشوند: تقسیم اصلی زیرشاخه دو به طیفی روش�هاي میزنند. تقریب را جواب تابع تعریف، دامنه کل

طیفی شبه یا درونیاب روش�هاي J

4Scriven

1Duncan

2Lindsay

3Ames

4Fletcher

5Jacobi orthogonal polynomials
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غیردرونیاب روش�هاي J

نقاط یا هممکانی نقاط عنوان تحت (گره�ها) نقاط از شبکهاي پایه، مجموعه هر به طیفی شبه روش�هاي در

بریده سري مقدار دادن قرار برابر با f(x) مانند معلوم، تابعی ضرایب روش این در میشود. وابسته درونیابی

دیفرانسیل معادله یک تقریبی جواب مشابه به�طور می�آیند. به�دست هم�مکانی نقاط در f(x) تابع مقدار و شده

روشهاي نوع سادهترین روش این میشود. حاصل هممکانی نقاط در باقی�مانده تابع دادن قرار صفر برابر با نیز

میباشد. نیز متغیر ضرایب با دیفرانسیل معادلات و غیرخطی دیفرانسیل معادلات براي کاربرد قابل و بوده طیفی

هیچ روش�ها این در میباشد. تاو1 و گالرکین روش�هاي شامل روش�ها این غیردرونیاب زیرشاخه�ي

پایه�اي توابع در f(x) ضرب توسط f(x) مانند معلوم تابعی ضرایب و ندارد وجود درونیاب نقاط از شبکهاي

درونیاب غیر روش�هاي ابتدا تاریخی لحاظ از می�آیند. به�دست مشخص دامنه�ي یک روي انتگرال�گیري و

گالرکین روش در میبرند. بهکار روش�ها این براي فقط را طیفی عنوان برخی دلیل همین به یافته��اند، گسترش

روش این میکنند. صدق مسئله مرزي شرایط در توابع این بعلاوه و میباشند پایه توابع جنس از آزمون توابع

حل براي گالرکین روش از استفاده نیز طیفی روشهاي کاربردهاي اولین و میباشد طیفی روش پرکاربردترین

معمولا پیچیده خطی غیر معادلات حل براي گالرکین روش حال این با است. بوده جزیی مشتقات با معادلات

اصلاح گالرکین روش یک صورت به میتوان را تاو روش میشود[77]. مواجه مشکل با و نیست کاربرد قابل

میباشند، جنس یک از آزمون توابع و پایه توابع گالرکین، روش مشابه روش، این در گرفت. نظر در شده

شرایط بلکه کنند صدق مسئله مرزي شرایط در آزمون توابع که نیست نیازي گالرکین روش خلاف بر ولی

معادلات حل براي گالرکین روش مانند نیز روش این می�شود. اضافه مسئله به محدودیت چند به�صورت مرزي

دارد[77]. کمی قابلیت پیچیده غیرخطی

روشها این براي (14.1) جواب سري به راجع زیر اساسی سوالات بی�درنگ طیفی روشهاي معرفی از پس

بررسی با است؟ چگونه سري این همگرایی و شوند انتخاب باید چگونه ψi(x) پایهاي توابع که میشوند مطرح

داد. مناسبی پاسخ سوالات این به می�توان متناوب غیر و متناوب مسائل براي طیفی روشهاي جداگانه�ي

به متناوب توابع بسط از استفاده طیفی، روش شناختهترین باشند متناوب بحث مورد مسائل جواب که وقتی

فرکانسهاي با کسینوسی و سینوسی مثلثاتی توابع پایهاي توابع فوریه سري در میباشد. فوریه سري صورت

ضرایب محاسبه براي را کلی روندي فوریه، روش در متناوب مثلثاتی پایهاي توابع انتخاب میباشند. متفاوت

1Tau
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که وقتی اما میکند. تضمین هموار و متناوب بار بینهایت توابع براي نیز را طیفی همگرایی و کرده فراهم بسط

براي که پایهاي توابع موثرترین و بهترین نیست. کارا دیگر مثلثاتی پایههاي از استفاده نباشند، متناوب مسائل

ژاکوبی چندجملهايهاي انتخاب با هستند. ژاکوبی جملهايهاي چند شده�اند معرفی غیرمتناوب مسائل این

طیفی همگرایی و میباشند دسترس در بسط ضرایب آوردن بدست براي موثري روشهاي پایه، توابع عنوان به

ژاکوبی چندجملهايهاي اساس بر طیفی روش�هاي روي بر رساله این در است. دستیابی قابل سري براي نیز

باشیم. داشته آن�ها به مربوط خواص و چندجمله�اي�ها این به نگاهی تا است لازم بنابراین می�شویم، متمرکز

متعامد چندجملهايهاي 1.5.1

صورت این در باشد، (a, b) بازه�ي روي انتگرال�پذیر و مثبت پیوسته، تابعی w(x) کنید فرض 1.5.1 تعریف
که است u(x) مانند اندازه�پذیري توابع تمام از متشکل L٢

w(a, b) ∫فضاي b

a

|u(x)|٢w(x)dx <∞. (15.1)

می�شود: تعریف زیر به�صورت فضا این براي داخلی ضرب

(u, v)w =

∫ b

a

u(x)v(x)w(x)dx, ∀u, v ∈ L٢
w(a, b). (16.1)

است: بیان قابل زیر به�صورت L٢
w(a, b) فضاي در داخلی ضرب این توسط شده القاء نرم همچنین

∥u∥w =

(∫ b

a

|u(x)|٢w(x)dx

) ١
٢

. (17.1)

می�شود: داده نمایش زیر به�صورت n درجه�ي از جبري چندجمله�اي یک 2.5.1 تعریف

pn(x) = knx
n + kn−١x

n−١ + ...+ k١x+ k٠, kn ̸= ٠. (18.1)

تکین، چندجمله�اي است. pn(x) پیشرو جمله�ي ضریب kn و هستند حقیقی ثابت�هاي {ki}ni=٠ آن در �که

می�توان را pn(x) به مربوط تکین چندجمله�اي باشد. یک پیشرو جمله�ي ضریب داراي که است چندجمله�ایی

نوشت: زیر به�صورت

p̄n(x) =
pn (x)

kn
= xn + a

(n)
n−١x

n−١ + ...+ a(n)٠ , (19.1)

.a(j)n = kj/kn, j = ٠, ١, . . . , n− ١ آن در که
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هرگاه گوییم، متعامد w(x) وزن تابع به نسبت را {pn}∞n=٠ چندجمله�اي�هاي دنباله�ي 3.5.1 تعریف

(pn, pm)w =

∫ b

a

pn(x)pm(x)w(x)dx = γnδmn, (20.1)

است. کرونکر دلتاي تابع دهنده�ي نشان δmn و بوده صفر مخالف و γn = ∥pn∥٢
w آن در �که

چندجمله�اي�هاي از یکتا یکخانواده�ي ،(a, b)بازه�ي روي شده داده وزن تابع هر براي که می�دهد نشان زیر قضیه�ي

دارد. وجود بازگشتی جمله�اي سه فرمول یک به�وسیله�ي شده تولید متعامد

متعامد چندجمله�اي�هاي از یکتا دنباله�ي یک ،w(x) ∈ L١(a, b) وزن تابع هر براي [78] 4.5.1 قضیه
شود: تولید زیر به�صورت می�تواند که دارد وجود {p̄n}∞n=٠ تکین

p̄٠(x) = ١,

p̄١(x) = x− α٠,

p̄n+١(x) = (x− αn)p̄n(x)− βnp̄n−١(x), n ≥ ١,

(21.1)

آن در که

αn =
(xp̄n, p̄n)w

∥p̄n∥٢
w

, n ≥ ٠, (22.1)

βn =
∥p̄n∥٢

w

∥p̄n−٢∥١
w

, n ≥ ١. (23.1)

باشد، kn ̸= ٠ پیشرو ضریب با متعامد، چندجمله�اي�هاي از دنباله یک {pn}∞n=٠ اگر [78] 5.5.1 نتیجه
داریم: آن�گاه

pn+١(x) = (anx− bn)pn(x)− cnpn−١(x), n ≥ ٠, (24.1)

و p٠(x) = k٠ و p−١(x) = ٠ آن در که

an =
kn+١

kn
,

bn =
kn+١

kn

(xpn, pn)w

∥pn∥٢
w

, (25.1)

cn =
kn+١kn−١

k٢
n

∥pn∥٢
w

∥pn−٢∥١
w

.
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بازگشتی جمله�اي سه رابطه�ي آن�گاه باشد ناصفر حقیقی اعداد از دنباله یک {kn}∞n=٠ اگر [78] 6.5.1 نتیجه
: که می�کند تولید طوري را چندجمله�اي�ها از دنباله یک (21.1)

است. n برابر آن درجه�ي و ،kn برابر pn(x) پیشرو جمله�ي ضریب -

است. متعامد w(x) وزن تابع به نسبت {pn}∞n=٠ -

می�شود: داده زیر رابطه�ي به�وسیله�ي pn(x) از L٢
w(a, b) نرم -

γn = ∥pn∥٢
w = (a٠/an)c١c٢ . . . cnγ٠, n ≥ ٠,

�آن در �که

γ٠ = k٢
٠

∫ b

a

w(x)dx.

زیر به�صورت {pn}∞n=٠ متعامد چندجمله�اي�هاي دستگاه در u(x) ∈ L٢
w(a, b) تابع بسط 7.5.1 تعریف

می�شود: تعریف

Su(x) =
∞∑
n=٠

ûnpn(x),

می�باشد: محاسبه قابل زیر رابطه�ي از و بوده بسط ام n ضریب ûn آن در که

ûn =
١

∥pn∥٢
w

(u, pn)w, n ≥ ٠.

u(x) تابع N درجه�ي شده�ي قطع سري PNu(x) و u(x) ∈ L٢
w(a, b) کنید فرض [77] 8.5.1 قضیه

باشد: زیر به�صورت

PNu(x) =
N∑

n=٠

ûnpn(x),

آن�گاه

lim
N→∞

∥u− PNu∥w = ٠,

است. کامل L٢
w(a, b) فضاي در {pn}∞n=٠ متعامد چندجمله�اي�هاي دستگاه دیگر عبارتی به
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شتورم-لیوویل مسائل 2.5.1

از مسائل این می�باشد. فیزیک و ریاضی علوم در کاربرد پر مسائل از یکی شتورم-لیوویل1 ویژه مقدار مسائل

هارمونیک موجهاي کننده�ي توصیف فیزیک در و میآیند بدست کوانتم فیزیک در ارتعاشات مسائل مدلبندي

حل در زیادي کاربردهاي داراي شتورم-لیوویل ویژه مقدار مسائل هستند. نیوتن قانون اساس بر حرکت و

با می�باشند. متغیرها جداسازي روش از استفاده با لاپلاس و موج گرما، معادلات مانند جزیی مشتقات مسائل

اهمیت است. طیفی روشهاي با رابطه در شتورم-لیوویل ویژه مقدار مسائل اهمیت با و اصلی کاربرد حال این

معادله یک جواب تقریب در که است حقیقت این از ناشی طیفی روشهاي براي لیوویل شتورم- مسائل

نظر در مناسب لیوویل شتورم- مسئله یک ویژه توابع از متناهی بسط یک به�شکل جواب معمولا دیفرانسیل،

شود. برآورده طیفی دقت تا می�شود گرفته

شکل به ویژه مقدار مسئله یک شتورم-لیوویل، مسئله یک

− d

dx

[
p(x)

du

dx

]
+ q(x)u(x) = λw(x)u(x), x ∈ (−١, ١), (26.1)

مرزي شرایط با
a١u(−١) + b١u

′(−١) = ٠,

a٢u(+١) + b٢u
′(+١) = ٠,

(27.1)

.|a٢|+ |b٢| > ٠ و |a١|+ |b١| > ٠ که به�گونه�اي هستند ثابتی و حقیقی اعداد b٢ و b١, a٢, a١ آن در که

(−١, ١) بازه�ي در p(x) �که به�طوري هستند شده�اي داده حقیقی توابع سه هر w(x) و p(x)،q(x) توابع

(−١, ١) بازه�ي در q(x) است، پیوسته نیز x = ±١ نقاط در و بوده مشتق�پذیر پیوسته به�طور و مثبت اکیدا

را λ ̸= ٠ ،(26.1) در است. پیوسته و نامنفی بازه این در w(x) وزن تابع و است کران�دار و پیوسته نامنفی،

مینامند. شتورم-لیوویل مسئله ویژه تابع را ویژه مقدار این با متناظر دیفرانسیل معادله جواب و ویژه مقدار یک

می�شوند: بندي تقسیم زیر دسته�ي دو به شتورم-لیوویل مسائل کلی حالت در

منظم لیوویل شتورم- مسائل J

منفرد لیوویل شتورم- مسائل J

1Sturm-Liouville

18



این اگر و منظم را آن باشد مثبت اکیداً [−١, ١] بازه�ي در p(x) تابع (26.1) شتورم-لیوویل مسئله در اگر

مسائل مهم ویژگی�هاي از می�نامند. منفرد یا نامنظم را آن باشد صفر مرزي نقاط از یکی در حداقل تابع

و حقیقی اعداد از دنباله یک تشکیل مسائل این ویژه مقادیر که است این منفرد) و (منظم شتورم-لیوویل

فراهم L٢
w(−١, ١) فضاي براي را یکه متعامد پایه یک مسائل این ویژه توابع همچنین میدهند. بیکران

می�کنند[79].

این در طیفی روش�هاي در لیوویل شتورم- مسائل از استفاده� جالب نکته�ي شد اشاره قبلا که طور همان

چنان�چه البته می�گردد. تضمین طیفی دقت آن، ویژه�ي توابع برحسب هموار بی�نهایت تابع یک بسط با که است

نشان آن�ها نیستند. خاصیتی چنین داراي لیوویل شتورم- مسائل همه�ي کرده�اند، اشاره اورزاگ1 و گاتلیب

شتورم-لیوویل مسئله ویژه توابع از یکسري صورت به می�توان را u(x) مانند هموار بی�نهایت تابع هر که دادند

تقریبی بسط یعنی می�کنند، میل صفر به k منفی توان هر از سریع�تر بسط این ام k ضریب و داد بسط منفرد

می�آیند، دست به منظم شتورم-لیوویل مسائل از که ویژه�اي توابع مورد در اما است. طیفی دقت داراي تابع

تابع اینکه مگر �کنند، تضمین را طیفی دقت نمی�توانند کلی حالت در که کرد نشان خاطر را نکته این باید

شتورم- مسئله�ي بحث شدن روشن�تر براي باشد. صادق اضافه�اي مرزي شرایط در شده زده تقریب هموار

بگیرید: نظر در را زیر لیوویل
u′′(x) + λu(x) = ٠,

u′(−١) = u′(١) = ٠.
(28.1)

نتایج است. ψn(x) = cos(nπ(x + ٢/(١) ویژه�ي توابع و λn = π٢n٢/٢ ویژه مقادیر داراي مسئله این

دقت داراي زمانی ویژه توابع این به�وسیله (−١, ١) روي هموار تابع یک کسینوسی بسط که می�دهند نشان

که است حقیقت این از ناشی خود این که باشند، صفر مرز روي تابع این فرد مشتقات کلیه�ي که است طیفی

است. منظم (28.1) لیوویل شتورم- مسئله یعنی نیست، صفر مرز روي p(x) تابع

مسائل بین در دارند عددي انتگرالگیري و مشتقگیري در چندجملهايها که مفیدي ویژگیهاي دلیل به

این در هستند. چندجمله�اي به�صورت آن�ها ویژه�ي توابع که است مسائلی با ویژه اهمیت منفرد، لیوویل شتورم-

چندجملهاي صورت به که هستند تکین شتورم-لیوویل مسائل ویژه توابع تنها ژاکوبی2 چندجملهايهاي میان

1Gottlieb and Orszag

2Jacobi polynomials
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می�پردازیم. آن�ها خواص� بررسی و چندجملهايها این معرفی به ادامه در لذا میشوند[77]. نوشته

ژاکوبی چندجملهايهاي 3.5.1

با (26.1) تکین لیوویل شتورم- مسئله ویژه توابع ،Jα,β
n (x), n = ٠, ١, ٢, . . . ژاکوبی چندجملهايهاي

هستند زیر شرایط

wα,β(x) = (١ − x)α(١ + x)β, α > −١, β > −١,

pα,β(x) = (١ − x)α+١)١ + x)β+١, qα,β(x) = ٠,

است. λα,βn = n(n+ α+ β + ١) به�صورت Jα,β
n (x) ویژه تابع هر با متناظر ویژه مقدار و

می�شوند: محاسبه زیر بازگشتی رابطه�ي با ژاکوبی چندجمله�اي�هاي [78] 9.5.1 قضیه

Jα,β
٠ (x) = ١, Jα,β

١ (x) = ١
٢(α+ β + ٢)x+ ١

٢(α− β),

Jα,β
n+١(x) = (aα,βn x− bα,βn )Jα,β

n (x)− cα,βn Jα,β
n−١(x), n ≥ ١,

(29.1)

آن در که

aα,βn =
(٢n+ α + β + ٢)(١n+ α + β + ٢)

٢(n+ ١)(n+ α + β + ١)
,

bα,βn =
(β٢ − α٢)(٢n+ α + β + ١)

٢(n+ ١)(n+ α + β + ٢)(١n+ α + β)
,

cα,βn =
(n+ α)(n+ β)(٢n+ α + β + ٢)

(n+ ١)(n+ α + β + ٢)(١n+ α + β)
.

این میباشند، منفرد لیوویل - شتورم مسئله یک ویژه توابع ژاکوبی چندجملهايهاي اینکه به توجه با علاوه به

صورت به آنها براي تعامد رابطه و متعامدند wα,β(x) وزن تابع به نسبت (−١, ١) بازه در ها جملهاي چند

میباشد: ∫زیر ١
−١ J

α,β
n (x)Jα,β

m (x)wα,β(x)dx = γα,βn δmn,

γα,βn =
∥∥Jα,β

n

∥∥٢
wα,β = ٢α+β+١

(٢n+α+β+١)n!
Γ(n+α+١)Γ(n+β+١)

Γ(n+α+β+١) ,

(30.1)

درجه�ي ژاکوبی چندجملهاي تعریف براي صریح فرمول یک می�باشد. کرونکر دلتاي تابع δmn آن در که

میباشد زیر nبهصورت

Jα,β
n (x) = ٢−n

n∑
j=٠

 n+ α

j


 n+ β

n− j

 (x− ١)n−j(x+ ١)j. (31.1)
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هستند. متقارن ژاکوبی چندجمله�اي�هاي که، می�رسیم نتیجه این به ،(31.1) در x به�جاي −x جایگزینی با

دیگر: عبارت به

Jα,β
n (−x) = (−١)nJα,β

n (x),

تابعی فرد، n هر براي و زوج تابعی زوج، n هر براي Jα,β
n (x) ژاکوبی چندجملهي که است معنی بدان این و

آورد: دست به نیز زیر رودریگز1 فرمول از می�توان را ژاکوبی چندجمله�اي�هاي هستند. فرد

(١ − x)α(١ + x)βJα,β
n (x) =

(−١)n

٢nn!

dn

dxn
[(١ − x)n+α(١ + x)n+β].

است: برقرار زیر روابط ژاکوبی چندجملهايهاي براي

d

dx
(Jα,β

n (x)) =
١
٢
(n+ ١ + α + β)Jα+١,β+١

n−١ (x), (32.1)

١∫
−١

d

dx
Jα,β
n (x)

d

dx
Jα,β
m (x)wα+١,β+١(x)dx = λα,βn γα,βn δmn, (33.1)

Jα,β
n−١(x) = Jα,β−١

n (x)− Jα−١,β
n (x), (34.1)

Jα,β
n (x) =

١
n+ α + β

[(n+ β)Jα,β−١
n (x) + (n+ α)Jα−١,β

n (x)]. (35.1)

نسبت نیز ،{ d
dx
Jα,β
n (x)

}∞
n=٠ ژاکوبی، چندجملهايهاي مشتق دنباله�ي که می�یابیم در (33.1) رابطه�ي از

متعامدند. wα+١,β+١(x) وزن تابع به

است زیر صورت به ژاکوبی چندجمله�اي�هاي از استفاده با u(x) ∈ L٢
w(−١, ١) تابع سري بسط

u(x) =
+∞∑
n=٠

anJ
α,β
n (x), (36.1)

می�شوند. محاسبه زیر داخلی ضرب از استفاده با بسط ضرایب آن در که

an =
١
γα,βn

(u, Jα,β
n )wα,β =

١
γα,βn

١∫
−١

u(x)Jα,β
n (x)w(x)dx, n = ٠, ١, ٢, · · · .

است: زیر صورت به N درجه از u(x) تابع شده قطع سري N طبیعی عدد هر براي

pNu(x) =
N∑

n=٠

akJ
α,β
n (x). (37.1)

1Rodrigues’ formula
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چندجمله�اي�هاي همه فضاي ،PN(−١, فضاي(١ در u(x) تابع متعامد1 تصویر pNu(x) ،(16.1) رابطه�ي تحت

دیگر: به�عبارت می�باشد. ،(−١, ١) بازه روي N درجه از حداکثر

(pNu, v)wα,β = (u, v)wα,β , u ∈ PN(−١, ١). (38.1)

u(x) ∈ تابع هر براي که می�دهد نتیجه {Jα,β
n (x)}∞n=٠ ژاکوبی چندجمله�اي�هاي مجموعه بودن کامل

داشت: خواهیم L٢
w(−١, ١)

∥u− pNu∥w → ٠, N → +∞.

گاوسی انتگرال�گیري روش�هاي 6.1
اهمیت است. مجموعه یک روي بر تابع یک انتگرال براي عددي مقدار یک تولید فرآیند عددي انتگرال�گیري

آن پادمشتق مقادیر یا نداشته صریحی پادمشتق هیچ انتگرال زیر تابع که می�شود آشکار زمانی موضوع این

سه در را آن�ها می�توان که دارد وجود عددي انتگرال�گیري براي متفاوتی ایده�هاي نمی�آید. به�دست آسانی به

کرد: خلاصه زیر دسته�ي

درونیابی اساس بر ایده�هایی J

گاوسی ایده�هاي J

برونیابی) ) ریچاردسن ایده�هاي J

نگاهی این�جا در دارد، وجود گاوس2 انتگرال�گیري فرمول و متعامد چندجمله�اي�هاي بین که تعاملی به�دلیل

داشت. خواهیم آن از حاصل فرمول�هاي و گاوسی انتگرال�گیري روش موضوع به اجمالی

گره��اي نقاط انتخاب به�وسیله�ي انتگرال یک عددي تقریب بهترین جستجوي گاوسدر انتگرال�گیري فرمول

کلی صورت به عددي انتگرال�گیري روش�هاي خانواده�ي به متعلق گاوس انتگرال�گیري روش است. ∫بهینه� b

a

f(x)w(x)dx =
N∑
j=٠

wjf(xj) + EN [f ], (39.1)

1Orthogonal projection

2Gauss-type quadrature
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خطاي EN [f ] و بوده انتگرال�گیري وزن�هاي و گره�ها به�ترتیب {wj}Nj=٠ و {xj}Nj=٠ آن در که است،

است. دقیق f(x) تابع براي (39.1) انتگرال�گیري فرمول گوییم ،EN [f ] = ٠ اگر است. انتگرال�گیري

داریم: ،f(x) ∈ CN+١[a, b] اگر هستند. متمایز {xj}Nj=٠ گره�هاي که فرض

EN [f ] =
١

(N + ١)!

∫ b

a

f (N+١)(ξ(x))
N∏
j=٠

(x− xj)dx, (40.1)

به�وسیله�ي {xj}Nj=٠ گره�اي نقاط اساس بر لاگرانژ پایه�اي چندجمله�اي�هاي که می�دانیم .ξ(x) ∈ [a, b] که

می�شوند: آورده به�دست زیر رابطه�ي

hj(x) =
N∏

i=٠,i ̸=j

x− xi
xj − xi

, ٠ ≤ j ≤ N. (41.1)

به�صورت انتگرال�گیري وزن�هاي ،(39.2) رابطه�ي از استفاده و (39.1) رابطه�ي در f(x) = hj(x) دادن قرار با

می�شوند: محاسبه زیر

wj =

∫ b

a

hj(x)w(x)dx, ٠ ≤ j ≤ N. (42.1)

هرگاه است m دقت درجه�ي داراي (39.1) انتگرال�گیري فرمول گوییم

∀p(x) ∈ Pm ⇒ EN [p] = ٠, (43.1)

.EN [q] ̸= ٠ که به�قسمی باشد داشته وجود q(x) ∈ Pm+١ یک حداقل که شرط این با

و N بین (39.1) براي دقت1 درجه�ي ،{xj}Nj=٠ ⊆ (a, b) متمایز گره N + ١ هر براي کلی به�طور

وزن به نسبت pN+١(x) متعامد چندجمله�اي صفرهاي از {xj}Nj=٠ گره�هاي اگر به�علاوه است. ٢N + ١

به قاعده، این است. دارا را ٢N + ١ یعنی دقت درجه�ي بیشینه�ي قاعده این باشند، شده انتخاب ،w(x)

بردن بالا خاطر به قاعده، این در متعامد چندجمله�اي�هاي بنابراین است. معروف گاوس انتگرال�گیري قاعده�ي

کردیم. اشاره آن به ابتدا در که است رابطه�اي همان این و دارند اهمیت بسیار جواب دقت

pN+١(x) متعامد صفرهايچندجمله�اي دنباله {xj}Nj=٠ فرضکنید [78] گاوس) (انتگرال�گیري 1.6.1 قضیه
وجود می�شود تعریف (42.1) به�وسیله�ي که {wj}Nj=٠ وزن�هاي از یکتا مجموعه�ي یک این�صورت در باشد.

که قسمی به ∫دارد، b

a

p(x)w(x)dx =
N∑
j=٠

wjp(xj), ∀p(x) ∈ P٢N+١, (44.1)

1Degree of precision
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رابطه�ي از و بوده مثبت همگی انتگرال�گیري وزن�هاي آن در که

wj =
kN+١

kN
· ∥pN(x)∥٢

w

pN(xj)p′N+١(xj)
, ٠ ≤ j ≤ N, (45.1)

است. pj(x) چندجمله�اي پیش�رو جمله�ي ضریب kj این�جا در می�آیند. به�دست

موضوع این دارند. قرار (a, b) بازه�ي درون گاوس انتگرال�گیري فرمول گره�هاي همه�ي که شود توجه

شامل هم را مرزي نقاط انتگرال�گیري گره�هاي بخواهیم اگر بنابراین می�سازد. مشکل را مرزي شرایط اعمال

می�نماییم. استفاده لوباتو2 گاوس- یا رادو1 گاوس- گره�اي نقاط از شوند،

به�صورت qN(x) صفر�هاي {xj}Nj=١ و x٠ = a فرضکه [78] رادو) گاوس- (انتگرال�گیري 2.6.1 قضیه
باشند زیر

qN(x) =
pN+١(x) + αNpN(x)

x− a
, (46.1)

آن در که

αN = −pN+١(a)

pN(a)
. (47.1)

قسمی�که: به است موجود {wj}Nj=٠ وزن�هاي از یکتا مجموعه�ي یک این�صورت در
∫ b

a

p(x)w(x)dx =
N∑
j=٠

wjp(xj), ∀p(x) ∈ P٢N . (48.1)

نمود: محاسبه زیر به�صورت را آن�ها می�توان و بوده مثبت همگی انتگرال�گیري وزن�هاي به�علاوه

w٠ =
١

qN (a)

∫ b

a

qN (x)w (x) dx, (49.1)

wj =
١

xj − a

kN+١

kN

∥qN−١(x)∥w̃٢

qN−١ (xj) q′N (xj)
, ١ ≤ j ≤ N, (50.1)

.w̃(x) = (x− a)w(x) آن در که
1Gauss-Radau

2Gauss-Lobatto
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{xj}N−١
j=١ و xN = b و x٠ = a می�کنیم فرض [78] لوباتو) گاوس- (انتگرال�گیري 3.6.1 قضیه

می�کند: صدق زیر رابطه�ي در qN−١(x) که باشند qN−١(x) صفر�هاي

qN−١(x) =
pN+١(x) + αNpN(x) + βNpN−١(x)

(x− a)(b− x)
, (51.1)

x = b و x = a براي که هستند به�گونه�اي βN و αN و

pN+١(x) + αNpN(x) + βNpN−١(x) = ٠. (52.1)

قسمی�که به دارد، وجود {wj}Nj=٠ انتگرال�گیري وزن�هاي از یکتا مجموعه�ي یک بنابراین
∫ b

a

p(x)w(x)dx =
N∑
j=٠

wjp(xj), ∀p(x) ∈ P٢N−١, (53.1)

در�آن که

w٠ =
١

(b− a)qN−١(a)

∫ b

a

(b− x)qN−١(x)w(x)dx, (54.1)

wj =
١

(xj − a)(b− xj)
· kN+١

kN
· ∥qN−٢(x)∥٢

ŵ

qN−٢(xj)q′N−١(xj)
, ١ ≤ j ≤ N − ١, (55.1)

wN =
١

(b− a)qN−١(b)

∫ b

a

(x− a)qN−١(x)w(x)dx, (56.1)

.wj > ٠ ،١ ≤ j ≤ N − ١ براي به�علاوه .ŵ(x) = (x− a)(b− x)w(x) که جایی

یعنی آن خاص�تر حالت�هاي در و ژاکوبی چندجمله�اي�هاي براي گاوس انتگرال�گیري فرمول�هاي بررسی به حال

می�پردازیم. چبیشف و لژاندر چندجمله�اي�هاي

٢N + ١ حداکثر درجه از چندجمله�اي�هاي براي ژاکوبی-گاوس انتگرال�گیري فرمول [78] 4.6.1 قضیه
رابطه از انتگرال�گیري وزن�هاي هم�چنین می�باشند. Jα,β

N+١(x) صفرهاي ، {xj}Nj=٠ آن در که می�باشد، دقیق

می�شوند، محاسبه زیر

wj =
Cα,β

N

Jα,β
N (xj)∂xJ

α,β
N+١(xj)

, ٠ ≤ j ≤ N,

آن در که

Cα,β
N =

٢α+β(٢N + α + β + ٢)Γ(N + α + ١)Γ(N + β + ١)
(N + ١)!Γ(N + α+ β + ٢)

. (57.1)

25



هم�چنین باشند. Jα,β+١
N (x) چندجمله�اي صفرهاي {xj}Nj=١ و x٠ = −١ کنید فرض [78] 5.6.1 قضیه

شوند محاسبه زیر فرمول�هاي از نیز انتگرال�گیري وزن�هاي که کنید فرض

w٠ =
٢α+β+١(β + ١)Γ٢(β + ١)N !Γ(N + α + ١)

Γ(N + β + ٢)Γ(N + α + β + ٢)
,

wj =
١

١ + xj

Cα,β+١
N−١

Jα,β+١
N+١ (xj)∂xJ

α,β+١
N (xj)

, ١ ≤ j ≤ N,

انتگرا�ل�گیري به که انتگرال�گیري این صورت این در می�آید. دست به (57.1) رابطه از Cα,β
N−١ طوریکه به

می�باشد. دقیق p(x) ∈ P٢N چندجمله�اي�هاي براي است، معروف ژاکوبی-گاوس-رادو

باشند. ∂xJα,β
N (x)چندجمله�اي صفرهاي {xj}N−١

j=١ و x٠ = −١, xN = ١ فرضکنید [78] 6.6.1 قضیه
شوند محاسبه زیر فرمول�هاي از نیز انتگرال�گیري وزن�هاي که کنید فرض هم�چنین

w٠ =
٢α+β+١(β + ١)Γ٢(β + ١)Γ(N)Γ(N + α + ١)

Γ(N + β + ١)Γ(N + α+ β + ٢)
,

wN =
٢α+β+١(α + ١)Γ٢(α + ١)Γ(N)Γ(N + β + ١)

Γ(N + α+ ١)Γ(N + α + β + ٢)
,

wj =
١

١ − x٢
j

Cα+١,β+١
N−٢

Jα+١,β+١
N−٢ (xj)∂xJ

α+١,β+١
N−١ (xj)

, ١ ≤ j ≤ N − ١,

انتگرا�ل�گیري به که انتگرال�گیري این صورت این در می�آید. دست به (57.1) رابطه از Cα+١,β+١
N−٢ طوریکه به

می�باشد. دقیق p(x) ∈ P٢N−١ چندجمله�اي�هاي براي است، معروف ژاکوبی-گاوس-لوباتو

نظر در را زیر رابطه�ي [−١, ١] بازه روي پیوسته u, v تابع دو هر براي و بالا فرمول�هاي از کدام هر براي

می�گیریم:

(u, v)N =
N∑
i=٠

u(xj)v(xj)wj. (58.1)

،uv ∈ P٢N+δ (−١, ١) تابع هر براي و می�کند بیان را گاوس انتگرال�گیري فرمول دقت مرتبه رابطه این

داریم: (δ = −١, ٠, ١)

(u, v)N = (u, v)w .
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متناظر نرم و گویند گسسته داخلی ضرب آن به که می�باشد PN(−١, فضاي(١ در داخلی یکضرب (u, v)N
بود: خواهد زیر صورت به نیز آن با

∥u∥N = (u, u)
١
٢
N .

که گرفت نتیجه می�توان (58.1) گسسته داخلی ضرب و ژاکوبی چندجمله�اي�هاي تعامد از

(
Jα,β
m , Jα,β

k

)
N
= γα,βk δkm, γα,βk =

∥∥∥Jα,β
k

∥∥∥٢

N
, k,m = ٠, ١, . . . , N.

را [−١, ١] بازه روي پیوسته تابع هر براي ژاکوبی بسط ضرایب می�توان انتگرال�گیري فرمول از استفاده با

رابطه�ي طریق از ضرایب این یافت.

âk =
١
γk

(
u, Jα,β

k

)
N
, k = ٠, ١, · · · , N,

بگوییم این�که با است معادل فوق رابطه�ي می�گویند. ژاکوبی گسسته ضرایب آن�ها به و می�شوند محاسبه

u(xj) =
N∑
k=٠

âkJ
α,β
k (xj), j = ٠, ١, · · · , N.

به�صورت u(x) تابع هر براي را درونیاب چندجمله�اي می�توان بالا رابطه به توجه با

INu(x) =
N∑
k=٠

âkJ
α,β
k (x), (59.1)

داریم: صورت این در که کرد تعریف

INu(xj) = u(xj), j = ٠, ١, · · · , N. (60.1)

PN(−١, ١) عناصر با و انتگرال�گیري نقاط در را u(x) پیوسته تابع هر که است تابعی تنها درونیاب تابع این

بود خواهد برقرار زیر رابطه (60.1) طبق و v(x) پیوسته تابع هر براي حال می�کند. درونیابی

(INu, v)N = (u, v)N . (61.1)

به نسبت PN(−١, ١) فضاي در u(x) تابع متعامد تصویر INu(x) درونیاب که می�دهد نشان رابطه این

می�باشد. (58.1) گسسته داخلی ضرب
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لژاندر چندجملهايهاي 1.6.1

تکین شتورم-لیوویل مسئله ویژه�ي توابع Ln(x), n = ٠, ١, ٢, . . . لژاندر1 چندجملهايهاي

(
(١ − x٢)L′

n(x)
)′
+ λnLn(x) = ٠,

تعریف به توجه با است. Ln(x) ویژه�ي تابع با متناظر ویژه�ي مقدار λn = n(n + ١) آن در که هستند

w(x) = ١ و q(x) = ٠, p(x) = ١−x٢ آن در که میشود مشخص (26.1) تکین لیوویل شتورم- مسئله

،α = β = ٠ ازاي به که هستند ژاکوبی چندجملهايهاي از خاصی حالت لژاندر چندجملهايهاي هستند.

آورد: بدست زیر بازگشتی رابطهي از میتوان را چندجملهايها این میشوند. نتیجه ،Ln(x) = J٠,٠
n (x)

L٠(x) = ١, L١(x) = x,

Ln+١(x) =
٢n+ ١
n+ ١

xLn(x)−
n

n+ ١
Ln−١(x), n ≥ ١.

داریم: و متعامدند w(x) = ١ وزن تابع به نسبت (−١, ١) بازه در لژاندر چندجملهايهاي
١∫

−١

Ln(x)Lm(x)dx = γnδmn, γn =
٢

٢n+ ١
,

١∫
−١

L′
n(x)L

′
m(x)(١ − x٢)dx = γnλnδmn.

می�باشد بیان قابل زیر صورت به لژاندر چندجمله�اي�هاي اساس بر u(x) ∈ L٢
w(−١, ١) تابع هر سري بسط

u(x) =
+∞∑
k=٠

ukLk(x),

می�شوند: محاسبه زیر رابطه از استفاده با نیز بسط این ضرایب که

uk = (k +
١
٢
)

١∫
−١

u(x)Lk(x)dx, k = ٠, ١, ٢, · · · .

است: برقرار زیر خواص لژاندر چندجملهايهاي براي

Ln(−x) = (−١)nLn(x), Ln(±١) = (±١)n (1

|Ln(x)| ≤ ١, ∀x ∈ [−١, ١] , n ≥ ٠, (2

1Legendre polynomials
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(٢n+ ١)Ln(x) = L′
n+١(x)− L′

n−١(x), n ≥ ١, (3

(١ − x٢)L′
n(x) =

n(n+١)
٢n+١ (Ln−١(x)− Ln+١(x)). (4

است: زیر به�شرح اختصار به لژاندر چندجملهايهاي براي انتگرال�گیري قواعد

رابطه از انتگرال�گیري وزن�هاي و LN+١(x) صفرهاي انتگرال�گیري، نقاط روش این در لژاندر-گاوس: •

می�شوند: محاسبه زیر

wj =
٢

(١ − xj)٢(L′
N+١(xj))

٢ , ٠ ≤ j ≤ N.

وزن�هاي و LN(x) + LN+١(x) صفرهاي انتگرال�گیري، نقاط روش این در : لژاندر-گاوس-رادو •

می�شوند: محاسبه زیر رابطه از انتگرال�گیري

wj =
١

(N + ٢(١
١ − xj

(LN(xj))٢ , ٠ ≤ j ≤ N.

انتگرال وزن�هاي و (١ − x٢)L′
N(x) صفرهاي انتگرال�گیري، نقاط روش این در لژاندر-گاوس-لوباتو: •

می�شوند: محاسبه زیر رابطه از �گیري

wj =
٢

N(N + ١)
١

(LN(xj))٢ , ٠ ≤ j ≤ N.

چبیشف چندجملهايهاي 2.6.1

تکین شتورم-لیوویل مسئله ویژه�ي توابع Tn(x), n = ٠, ١, ٢, . . . چبیشف1 چندجملهايهاي

√
١ − x٢(

√
١ − x٢T ′

n(x))
′ + λnTn(x) = ٠,

شتورم- مسئله تعریف به توجه با است. Tn(x) ویژه�ي تابع با متناظر ویژه�ي مقدار λn = n٢ آن در که هستند

w(x) = ١/
√

١ − x٢ و q(x) = ٠, p(x) =
√

١ − x٢ آن در که میشود مشخص (26.1) تکین لیوویل

α = β = ازاي به که هستند ژاکوبی چندجملهايهاي از خاصی حالت چبیشف چندجملهايهاي هستند.

1Chebyshev polynomials
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بدست زیر بازگشتی رابطهي از میتوان را چندجملهايها این میشوند. نتیجه ،Tn(x) = J
− ١

٢ ,−
١
٢

n (x) ،−١
٢

آورد:

T٠(x) = ١, T١(x) = x,

Tn+١(x) = ٢xTn(x)− Tn−١(x), n ≥ ١.

که میشود نتیجه فوق دیفرانسیل معادله در x = cos(θ) متغیر تغییر با

d٢

dθ٢Tn(θ) + λnTn(θ) = ٠.

میباشد: زیر صورت به معادله این جواب

Tn(θ) = cos(nθ).

آورد: به�دست نیز زیر به�صورت می�توان را چبیشف چندجملهايهاي که می�دهد نشان رابطه این

Tn(θ) = cos(n arccos(x)).

داریم: و متعامدند w(x) = ١/
√

١ − x٢ وزن تابع به نسبت (−١, ١) بازه در چبیشف چندجملهايهاي
١∫

−١

Tn(x)Tm(x)√
١ − x٢

dx =
cnπ

٢
δmn, cn =


٢, n = ٠,

١, n ≥ ١,
١∫

−١

T ′
n(x)T

′
m(x)

√
١ − x٢dx =

n٢cnπ

٢
δmn.

می�باشد بیان قابل زیر صورت به چبیشف اساسچندجمله�اي�هاي بر u(x) ∈ L٢
w(−١, ١) تابع هر سري بسط

u(x) =
+∞∑
k=٠

ukTk(x),

می�شوند: محاسبه زیر رابطه از استفاده با نیز بسط این ضرایب که

uk =
٢
πck

١∫
−١

u(x)Tk(x)√
١ − x٢

dx, k = ٠, ١, ٢, · · · .

است: برقرار زیر خواص چبیشف چندجملهايهاي براي

٢Tn(x) = ١
n+١T

′
n+١(x)− ١

n+١T
′
n−١(x), n ≥ ٢, (1
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Tn(−x) = (−١)nT (x), Tn(±١) = (±١)n, (2

|Tn(x)| ≤ ١, |T ′
n(x)| ≤ n٢, (3

(١ − x٢)T ′
n(x) =

n
٢ (Tn−١(x)− Tn+١(x)), (4

٢Tm(x)Tn(x) = Tm+n(x) + Tm−n(x),m ≥ n ≥ ٠, (5

T ′
n(±١) = (±١)n−١n٢, (6

T ′′
n (±١) = ١

(١±)٣nn٢(n٢ − ١). (7

است: زیر به�شرح اختصار به چبیشف چندجملهايهاي براي انتگرال�گیري قواعد

می�شوند: محاسبه زیر روابط از انتگرال�گیري وزن�هاي و نقاط روش این در گاوس-چبیشف: •

xj = cos

(
(٢j + ١)π

٢N + ٢

)
, wj =

π

N + ١
, ٠ ≤ j ≤ N.

می�شوند: محاسبه زیر روابط از انتگرال�گیري وزن�هاي و نقاط روش این در : گاوس-چبیشف-رادو •

xj = cos

(
٢jπ

٢N + ١

)
, wj =


π

٢N+١ , j = ٠,

٢π
٢N+٢ , j = ١, ٢, . . . , N.

می�شوند: محاسبه زیر روابط از انتگرال�گیري وزن�هاي و نقاط روش این در گاوس-چبیشف-لوباتو: •

xj = cos

(
jπ

N

)
, wj =


π

٢N , j = ٠, N,

π
N
, j = ١, ٢, . . . , N − ١.
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2 فصل

هوموتوپی آنالیز روش



مقدمه 1.2

با می�شوند. فرمول�بندي غیرخطی معادلات با و بوده غیرخطی ماهیت داراي ما پیرامون پدیده�هاي بیشتر

بحث هنوز اما شد آسان�تر و آسان خطی مسائل حل پیشرفته، کامپیوتر�هاي آمدن بوجود با این�که به توجه

کامپیوتر�هاي حاضر حال در ما این�که وجود با است. دشوار کاري غیرخطی مساله�ي یک دقیق حل مورد در

موارد اغلب در اما داریم اختیار در را آن�ها شبیه و متمتیکا2 میپل1، مانند افزارهایی نرم همچنین و پیشرفته

. است مشکل داده�شده غیرخطی مساله یک تحلیلی جواب �آوردن به�دست

مشهور بسیار که موجودند اختلال تکنیک�هاي مانند غیرخطی مسائل حل براي تحلیلی روش�هاي از برخی

آشکار غیرخطی پدیده�هاي جالب و مهم خصوصیات از زیادي تعداد اختلال، روش�هاي به�وسیله�ي پرکاربردند. و

است). بوده روش همین مدیون نیز شمسی منظومه سیاره نهمین شدند(کشف

مسائل زیر از نامتناهی تعدادي به را غیرخطی مساله یک اختلال، کمیت�هاي از استفاده با اختلال ووش�هاي

می�زنند. تقریب اولیه، خطی مساله زیر چندین جواب�هاي از مجموعی به�وسیله�ي را آن و کرده تبدیل خطی

می�باشند: زیر مشکل دو داراي اختلال روش�هاي

روش�هاي آشکار ضعف یک این نمی�باشد، اختلال کمیت�هاي شامل کلی حالت در غیرخطی مساله�ي یک : الف

می�باشد. اختلال

مقداري لحاظ از که هستند پارامتر�هاي (شامل ضعیف غیرخطی مسائل حل براي تنها اختلال روش�هاي : ب

هستند. ارزشمند می�باشند) کوچک�/�بزرگ بسیار

1Maple

2Mathematica
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پارامتر معرفی با لیاپانوف1 موجودند. غیرخطی مسائل حل براي غیراختلالی روش�هاي از کمی تعداد

2981 سال در او کرد. جلوگیري کوچک/��بزرگ پارامترهاي به اختلال روش�هاي وابستگی از کوچک، مصنوعی

معادله�ي
dx

dt
= A(t)x

براي ،ε مصنوعی پارامتر یک لیاپانوف است. تناوبی و زمان تابع ماتریس یک A(t) که گرفت، نظر در را

معادله�ي با معادله این جایگزینی
dx

dt
= εA(t)x

زیادي تعداد در و کرد محاسبه فوق، معادله�ي جواب براي را ε حسب بر توانی سري سپس و کرده معرفی

را جواب بسط ε = ١ دادن قرار با می�توان بنابراین همگراست. ε = ١ براي سري که داد نشان حالت�ها از

برخی به نیازمند روش این آشکار طور به می�نامند. لیاپانوف مصنوعی متغیر روش را روش این �آورد. به�دست

کند. مشخص را گیرد قرار آنجا باید ε مصنوعی متغیر که مکانی تا است پایه�اي قواعد

ساده بسیار آن ایده که است، غیرخطی مسائل حل براي توانا تحلیلی روش یک 2 آدومیان تجزیه روش

آن بر علاوه و باشد کوچک/��بزرگ پارامتر شامل غیرخطی مسئله که نیست مهم تجزیه روش در می�باشد.

جمله�اي�ها چند شامل اغلب تجزیه روش به�وسیله شده داده تقریب است. زیاد تقریب سري همگرایی سرعت

اغلب جمله�اي�ها چند مجموعه�ي بنابراین است، کوچک توانی سري همگرایی ناحیه کلی حالت در و می�باشد

شرایطی نمی�تواند تجزیه روش متاسفانه اما باشد، غیرخطی مساله یک تقریب براي مناسب پایه�اي نمی�تواند

فوق، محدودیت بر علاوه ببریم. کار به غیرخطی مساله تقریب براي را متفاوتی پایه�اي توابع تا کند فراهم را

تقریب سري همگرایی سرعت و ناحیه تا کند فراهم مناسبی راه نمی�تواند قبلی روش�هاي شبیه تجزیه روش

شوند. سازگار یکدیگر با

روش�هاي برخی تا است لازم و نیست کافی غیرخطی مساله یک تقریب براي شده بیان روش�هاي کارآئی

که طوري به دهیم گسترش را دیگر تحلیلی

1Lyapunov

2Adomian’s decomposition method
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بسیار حتماً مقداري لحاظ از که هستند پارامتر�هاي (شامل باشند ارزشمند قوي غیرخطی مسائل براي : الف

نمی�باشند). کوچک�/�بزرگ

شوند. سازگار یکدیگر با تقریب سري همگرایی سرعت و ناحیه تا کنند فراهم مناسب راه یک : ب

برد. بکار بتوان غیرخطی مساله تقریب براي را متفاوتی پایه�اي توابع تا کنند فراهم شرایطی : ج

روش است شده مطرح توپولوژي در اساسی مفهوم یک مبناي بر که تحلیلی روش�هاي این از نوع یک

معادله مثال براي .[28] است ساده بسیار نیز روش این ایده .[48, 33, 32, 31] دارد نام هوموتوپی آنالیز

بگیرید: نظر در را زیر دیفرانسیل

N [u(t)] = ◦, (1.2)

یک نمایش u◦(t) کنید فرض است. مجهول تابع u(t) و زمان متغیر t غیرخطی، عملگر یک N آن در که

داریم: f = ◦ براي دراین�صورت باشد. کمکی خطی عملگر یک نمایش L و u(t) اولیه�ي تقریب

Lf = ◦. (2.2)

شکل به را H هوموتوپی حال

H[ϕ(t; q), q] = (١ − q)L[ϕ(t; q)− u◦(t)] + qN [ϕ(t; q)], (3.2)

به q = ١ و q = ◦ براي است. q و t از تابعی ϕ(t; q) و جانشانی پارامتر q ∈ [◦, ١] که می�کنیم، تعریف

داریم: ترتیب

H[ϕ(t; q), q]
∣∣∣
q=◦

= L[ϕ(t; ◦)− u◦(t)]

و

H[ϕ(t; q), q]
∣∣∣
q=١

= N [ϕ(t; ١)]

معادله�ي جواب که داد نشان می�توان سادگی به (2.2) رابطه به توجه با

H[ϕ(t; q), q]
∣∣∣
q=◦

= ◦

معادله�ي جواب ϕ(t; ١) = u(t) ترتیب همین به و ϕ(t; ◦) = u◦(t) از است عبارت

H[ϕ(t; q), q]
∣∣∣
q=١

= ◦
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معادله�ي جواب می�یابد، افزایش 1 تا ◦ از q جانشانی پارامتر وقتی است.

H[ϕ(t; q), q] = ◦

معادله�ي از u(t)دقیق جواب تا u◦(t) اولیه تقریب از پیوسته طور به و بوده پارامتر این به وابسته ϕ(t; q)یعنی

رایج هوموتوپی از استفاده با لیائو2 می�نامند. دگردیسی1 را تغییري چنین توپولوژي در می�کند. تغییر (1.2)

جدید هوموتوپی تا کرد معرفی را H(t) صفر غیر کمکی تابع و h صفر غیر کمکی پارامتر ،(3.2)

H̃[ϕ(t; q), q, h,H] = (١ − q)L[ϕ(t; q)− u◦(t)]− qhH(t)N [ϕ(t; q)], (4.2)

داریم: زیرا است، (3.2) عمومی�تر فرم که بسازد، را

H̃[ϕ(t; q), q,−١, ١] = H(ϕ; q).

واقعی جواب تا u◦(t) اولیه تقریب از ϕ(t; q, h,H) می�یابد افزایش 1 تا از◦ q هنگامی�که مشابه، �طور به

معادله از ϕ(t; q, h,H) جواب اما، می�کند. تغییر اصلی غیرخطی مساله از u(t)

H̃[ϕ(t; q), q, h,H] = ◦ (5.2)

و است. وابسته نیز H(t) کمکی تابع و h کمکی پارامتر به بلکه است، q جانشانی پارامتر به وابسته تنها نه

متفاوت می�ماند. وابسته H(t) کمکی تابع و h کمکی پارامتر به هنوز جواب شود q = ١ هنگامی�که لذا

ناحیه که تقریب سري�هاي از خانواده یک می�تواند (4.2) یافته تعمیم هوموتوپی ،(3.2) رایج هوموتوپی از

براي ساده راه یک این این�که مهم�تر کند، تولید را است H(t) تابع و h پارامتر به وابسته آن�ها همگرایی

است. تقریب سري�هاي همگرایی سرعت و ناحیه کردن سازگار

غیرخطی نوسان�هاي مساله�ي مانند غیرخطی مسائل حل براي آمیزي موفقیت طور به هوموتوپی آنالیز روش

،[57, حرارت[44 انتقال مساله�ي ،[42, 40, 33, 32] مرزي لایه�هاي جریان مساله�ي ،[38, 36, 35, 34]

گرفته قرار استفاده مورد ،[45] فرمی - توماس معادله و [9] متخلخل محیط از گذرنده جریان�هاي مساله�ي

است.

1Deformation

2Shijun Liao
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صفر مرتبه دگردیسی معادله�ي 2.2
فرمول�بندي مرزي یا اولیه شرایط و معادلات از مجموعه�اي به�وسیله�ي غیرخطی مسائل از زیادي تعداد

خطی غیر معادله�ي تنها این�جا در ما اختصار براي می�شوند

N [u(r, t)] = g(r, t), (6.2)

نمایش�دهنده�ي ترتیب به t و r مجهول، تابع u(r, t) غیرخطی، عملگر یک N آن در که نظرمی�گیریم، در را

از اولیه تخمین یک u◦(r, t) می�کنیم فرض می�باشند. معلوم تابع یک g(r, t) و زمان و مکان متغیرهاي

یک L و باشند کمکی تابع H(r, t) ̸= ◦ و کمکی پارامتر h ̸= ◦ همچنین و باشد u(r, t) واقعی جواب

داریم: f = ◦ براي این�صورت در باشد. کمکی خطی عملگر

Lf = ◦. (7.2)

هوموتوپی جانشانی، پارامتر به�عنوان q ∈ [◦, ١] بردن کار به با حال

H̃ [ϕ(r, t; q);u◦(r, t), H, h, q] =

(١ − q) {L [ϕ(r, t; q)− u◦(r, t)]} − qhH(r, t) {N [ϕ(r, t; q)]− g(r, t)} (8.2)

معادله�ي به ،(8.2) رابطه دادن قرار صفر مساوي با می�سازیم. را

(١ − q) {L [ϕ(r, t; q)− u◦(r, t)]} = qhH(r, t) {N [ϕ(r, t; q)]− g(r, t)} (9.2)

به وضوح به ،(9.2) معادله�ي جواب ϕ(r, t; q) می�گوئیم. صفر1 مرتبه دگردیسی معادله�ي آن به که می�رسیم،

جانشانی پارامتر و h کمکی پارامتر ،H(r, t) کمکی تابع ،L کمکی خطی عملگر ،u◦(r, t) اولیه�ي تخمین

معادله�ي به (9.2) صفر مرتبه دگردیسی معادله�ي ،q = ◦ هنگامی�که است. وابسته q ∈ [◦, ١]

L [ϕ(r, t; ◦)− u◦(r, t)] = ◦ (10.2)

داریم: (7.2) از استفاده با که می�شود، تبدیل

ϕ(r, t; ◦) = u◦(r, t). (11.2)

1Zero-order deformation equation

38



با: است هم�ارز صفر مرتبه�ي دگردیسی معادله�ي ،H(t) ̸= ◦ و h ̸= ◦ آنجاکه از ،q = ١ هنگامی�که

N [ϕ(r, t; ١)]− g(r, t) = ◦, (12.2)

دیگر عبارت به یا می�کند تولید را (6.2) معادله�ي واقعی جواب که

ϕ(r, t; ١) = u(r, t). (13.2)

به ϕ(r, t; q) می�یابد، افزایش 1 تا ◦ از q جانشانی پارامتر هنگامی�که ،(13.2) و (11.2) به توجه با بنابراین

همانطور می�کند. تغییر (6.2) اصلی مساله از u(r, t) واقعی جواب تا u◦(r, t) اولیه�ي تخمین از پیوسته طور

را (9.2) معادله�ي دلیل همین به می�نامند. دگردیسی هوموتوپی در را پیوسته تغییر نوع این شد گفته که

�گوئیم. صفر مرتبه دگردیسی معادله�ي

صورت به را q = ◦ در ϕ(r, t; q) تابع ام - m مرتبه�ي مشتق

u[m]
◦ (r, t) =

∂mϕ(r, t; q)

∂qm

∣∣∣
q=◦

(14.2)

شکل به q از توانی سري بایک می�تواند ϕ(r, t; q) تیلور قضیه�ي �به�وسیله�ي می�کنیم. تعریف

ϕ(r, t; q) = ϕ(r, t; ◦) +
∞∑

m=١

u
[m]
◦ (r, t)

m!
qm (15.2)

می�نویسیم شود. بیان

um(r, t) =
u
[m]
◦ (r, t)

m!
=

١
m!

∂mϕ(r, t; q)

∂qm

∣∣∣
q=◦

(16.2)

شکل به (15.2) توانی سري ،(11.2) از استفاده با و

ϕ(r, t; q) = u◦(r, t) +
∞∑

m=١

um(r, t)q
m (17.2)

کمکی پارامتر ،L کمکی خطی عملگر ،u◦(r, t) اولیه�ي تخمین انتخاب براي که می�کنیم توجه می�آید. در

انتخاب مناسب طور به آن�ها تمام کنیم فرض داریم. زیادي عمل آزادي H(r, t) کمکی تابع و h صفر غیر

این�صورت: در شوند.

دارد. وجود q ∈ [◦, ١] هر براي صفر(9.2) مرتبه�ي دگردیسی معادله�ي از ϕ(r, t; q) جواب : الف

است. موجود m = ١, ٢, ٣, · · · براي u[m]
◦ (r, t) : ب
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همگراست. q = ١ در توانی(17.2) سري : ج

جواب سري ،(17.2) و (13.2) از بنابراین،

u(r, t) = u◦(r, t) +
∞∑

m=١

um(r, t) (18.2)

فراهم ,um(rها t)بوسیله�ي u◦(r, t)اولیه�ي تخمین و u(r, t)واقعی جواب بین رابطه یک سري این داریم. را

می��گردند، تعیین می�شوند، نامیده بالاتر1 مراتب دگردیسی معادلات که آنچه توسط ,um(rها t) که می�کند

پرداخت. خواهیم آن�ها توصیف به بعدي بخش در که

بالاتر مراتب دگردیسی معادلات 3.2
معادله�ي از مشتق�گیري از استفاده با را um(r, t) بر حاکم معادله�ي توان می (16.2) رابطه به توجه با

کرد. تعیین q جایگزینی پارامتر به نسبت صفر(9.2) مرتبه دگردیسی

صورت به را −→u n بردار
−→u n = {u◦(r, t), u١(r, t), u٢(r, t), · · · , un(r, t)}

بگیریم مشتق q پارامتر به نسبت صفر مرتبه دگردیسی معادله�ي طرف دو از مرتبه m اگر می�کنیم. تعریف

معادله�ي به دهیم قرار صفر مساوي را q سرانجام و کنیم تقسیم m! بر را آمده به�دست معادله�ي طرف دو و

ام - m مرتبه دگردیسی

L [um(r, t)− χmum−١(r, t)] = hH(r, t)Rm(
−→u m−١, r, t) (19.2)

صورت به χm و Rm آن در که می�رسیم،

Rm(
−→u m−١, r, t) =

١
(m− ١)!

∂m−١ {N [ϕ(r, t; q)]− g(r, t)}
∂qm−١

∣∣∣
q=◦

, (20.2)

χm =


◦, m ≤ ١,

١, o.w,

(21.2)

داریم: فوق، رابطه�ي در (17.2) رابطه�ي دادن قرار با می�شوند. تعریف

Rm(
−→u m−١, r, t) =

١
(m− ١)!

∂m−١

∂qm−١

{
N

[
∞∑

m=١

um(t)q
m

]
− g(r, t)

}∣∣∣
q=◦

. (22.2)

1High-order deformation equation
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غیرهمگن جمله�ي که هستند غیرهمگن و خطی بالاتر مراتب دگردیسی معادلات که می�کنیم توجه حال

با می�شود. محاسبه (20.2) به�وسیله�ي شده، داده غیرخطی عملگر هر براي Rm(
−→u m−١, r, t) یعنی آن�ها

u١(r, t), u٢(r, t), · · · بنابراین، است. u→−وابسته m−١ به تنها (19.2) معادله�ي راست سمت ،(20.2) تعریف به توجه

u(r, t) از ام - m مرتبه�ي تقریب می�آوریم. به�دست (19.2) خطی معادلات حل با دیگري، از پس یکی را

رابطه�ي به�وسیله�ي

u(r, t) ≈
m∑
k=◦

uk(r, t) (23.2)

فرض منظور این به نوشت. نیز کلی�تر حالت به را صفر مرتبه�ي دگردیسی معادله�ي می�توان می�شود. داده

روابط در و باشند | q |≤ ١ ناحیه�ي روي تحلیلی تابع دو B(q) و A(q) کنید

A(◦) = B(◦) = ◦, A(١) = B(١) = ١ (24.2)

کنید فرض علاوه به و کنند صدق

A(q) =
∞∑
k=١

αkq
k, B(q) =

∞∑
k=١

βkq
k (25.2)

داریم: (24.2) رابطه�ي به باتوجه باشند. B(q) و A(q) توابع مکلورن سري�هاي نمایش�دهنده�ي ترتیب به
∞∑
k=١

αk = ١,
∞∑
k=١

βk = ١, (26.2)

صورت به را یافته تعمیم صفر مرتبه�ي دگردیسی معادله�ي بنابراین

[١ −B(q)] {L [ϕ(r, t; q)− u◦(r, t)]} = A(q)hH(r, t) {N [ϕ(t; q)]− g(r, t)} (27.2)

صورت به آن�ها جدید شکل که بالاتر مراتب دگردیسی معادلات جز به مشابه�اند مذکور روابط تمام می�سازیم.

L

[
um(r, t)−

m−١∑
k=١

βkum−k(r, t)

]
= hH(r, t)Rm(

−→u m−١, r, t) (28.2)

آن در که می�شوند، فرمول�بندي

Rm(
−→u m−١, r, t) =

m∑
k=١

αkδm−k(r, t) (29.2)

شکل به δ و است

δn(r, t) =
١
n!

∂n {N [ϕ(r, t; q)]− g(r, t)}
∂qn

∣∣∣
q=◦

(30.2)

حالات (19.2) بالاتر مراتب دگردیسی معادلات و (9.2) صفر مرتبه�ي دگردیسی معادله�ي می�شود. تعریف

هستند. A(q) = B(q) = q هنگامی�که (28.2) و (27.2) معادلات از خاصی
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همگرایی قضایا�ي 4.2
هوموتوپی آنالیز روش به�وسیله شده داده (18.2) جواب سري که زمانی تا می�شود داده نشان کلی حالت در

سري که زمانی تا بود. خواهد هم (6.2) غیرخطی مساله جواب باشد، همگرا

u◦(r, t) +
∞∑

m=١

um(r, t)

(21.2) و (30.2) ،(29.2) تعریف�هاي تحت (28.2) بالاتر مراتب دگردیسی معادلات توسط um(r, t) آن در که

کنید فرض می�باشد. نیز (6.2) معادله�ي جواب فوق سري باشد همگرا می�آید به�دست

s(r, t) = u◦(r, t)+
∞∑

m=١

um(r, t)

داریم: ،(28.2) از استفاده با باشد. همگرا سري نمایش

hH(r, t)
∞∑

m=١

Rm(
−→u m−١, r, t)

=
∞∑

m=١

L

[
um(r, t)−

m−١∑
k=١

βkum−k(r, t)

]

= L

[
∞∑

m=١

um(r, t)−
∞∑

m=١

m−١∑
k=١

βkum−k(r, t)

]

= L

[
∞∑

m=١

um(r, t)−
∞∑
k=١

∞∑
m=k+١

βkum−k(r, t)

]

= L

[
∞∑

m=١

um(r, t)−
∞∑
k=١

βk

∞∑
n=١

un(r, t)

]

= L

[(
١ −

∞∑
k=١

βk

)
∞∑

m=١

um(r, t)

]

= L

[(
١ −

∞∑
k=١

βk

)
s(r, t)

]

داریم: (7.2) و (26.2) از H(r, t) ̸= ◦ ،h ̸= ◦ که آن�جا از
∞∑

m=١

Rm(
−→u m−١, r, t) = ◦ (31.2)

داریم: (30.2) و (29.2) تعاریف بنابر دیگر طرف از
∞∑

m=١

Rm(
−→u m−١, r, t) =

∞∑
m=١

m∑
k=١

αkδm−k(r, t)

=
∞∑
k=١

∞∑
m=k

αkδm−k =

(
∞∑
k=١

αk

)
∞∑
n=◦

δn(r, t)

42



(31.2) و (30.2) ،(26.2) از و
∞∑

m=١

Rm(
−→u m−١, r, t) =

∞∑
m=◦

δm(r, t)

=
∞∑

m=◦

١
m!

∂m {N [ϕ(r, t; q)]− g(r, t)}
∂qm

∣∣∣
q=◦

= ◦. (32.2)

کنید فرض باشد. (6.2) معادله�ي جواب نمی�تواند ϕ(r, t; q) کلی، حالت در

ε(r, t; q) = N [ϕ(r, t; q)]− g(r, t)

که است واضح باشد. (6.2) معادله�ي از باقیمانده خطاي نمایش

ε(r, t, q) = ◦

ε(r, t; q) باقیمانده خطاي مکلورن سري فوق، تعریف به توجه با است. (6.2) معادله�ي دقیق جواب با مرتبط

با: است برابر q پارامتر به نسبت
∞∑

m=◦

qm

m!

∂mε(r, t, ; q)

∂qm

∣∣∣
q=◦

=
∞∑

m=◦

qm

m!

∂m {N [(r, t, ; q)]− g(r, t)}
∂qm

∣∣∣
q=◦

داریم: (32.2) از استفاده با q = ١ هنگامی�که و

ε(r, t; ١) =
∞∑

m=◦

١
m!

∂mε(r, t, ; q)

∂qm

∣∣∣
q=◦

= ◦ (33.2)

به�دست ،q = ١ هنگامی�که (6.2) معادله�ي دقیق جواب (33.2) رابطه�ي و ε(r, t; q) تعریف به توجه با لذا

سري و باشد قبل قضیه مانند um(t) کنیم فرض می�آید.

u◦(r, t) +
∞∑

m=١

ur,m(t)

رابطه�ي آنگاه باشد. همگرا
∞∑

m=١

Rm(
−→u m−١, r, t) =

∞∑
m=◦

δm(r, t) = ◦

است، (28.2) معادله�ي از خاصی حالت تنها (19.2) معادله�ي که می�کنیم توجه .[41] مرجع است. برقرار

سري اگر است. برقرار نیز زیر قضیه بنابراین

u◦(r, t) +
∞∑

m=١

um(r, t)

به�دست (21.2) و (20.2) تعریف�هاي تحت (19.2) بالاتر مراتب دگردیسی معادلات توسط um(r, t) آن در که

رابطه�ي همچنین و است (6.2) معادله�ي جواب فوق سري آن�گاه باشد همگرا می�آید،
∞∑

m=١

Rm(
−→u m−١, r, t) = ◦
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عملگر ،u◦(r, t) اولیه�ي تخمین انتخاب روي تنها باید (4.2) و (4.2) قضیه�هاي به توجه با می�باشد. برقرار

از تا کنیم تمرکز H(r, t) کمکی تابع و h کمکی پارامتر ،B(q) و A(q) جانشانی تابع�هاي ،Lکمکی خطی

شویم. مطمئن (18.2) سري همگرایی

اساسی قواعد 5.2
است بهتر بنابراین داریم. کمکی عامل�هاي و اولیه تخمین انتخاب در زیادي آزادي شد گفته که همانطور

انتخاب شایسته�اي نحو به را کمکی پارامترهاي و اولیه تخمین بتوانیم آن�ها رعایت با تا کنیم معرفی را قواعدي

توابع بوسیله�ي است ممکن غیرخطی مساله�ي یک جواب اولاً می�کنیم. توجه اساسی نکته دو به ابتدا در کنیم.

اولیه�/�مرزي شرایط و فیزیکی خصوصیات به توجه با حالت�ها از زیادي تعداد در ثانیاً شود. بیان متفاوتی پایه�اي

دشوار زیاد شده، داده مساله�ي جواب تقریب براي مناسب پایه�ا�ي توابع نوع کردن مشخص شده، داده مساله�ي

را مناسب پایه توابع از مجموعه یک باید ابتدا در آن خصوصیات و غیرخطی مساله به توجه با بنابراین نیست.

از مجموعه یک مثال براي �گوئیم. جواب” بیان ”قاعده�ي را انتخاب نوع این کنیم انتخاب جواب، تقریب براي

صورت به پایه�اي توابع

{en(r, t) | n = ◦, ١, ٢, ٣, · · · } (34.2)

به�وسیله�ي را (6.2) معادله�ي از u(r, t) جواب تا می�کنیم، انتخاب را

u(r, t) =
∞∑
n=◦

cnen(r, t) (35.2)

u◦(r, t) اولیه تخمین (35.2) رابطه�ي به توجه با کنیم. بیان هستند، h به وابسته ضرایب cnها آن در که

دیگر عبارت به یا شود، بیان پایه توابع از مجموعی به�وسیله�ي باید

u◦(r, t) =
M◦∑
n=◦

anen(r, t) (36.2)

محاسبه اولیه�/��مرزي شرایط به توجه با که هستند ضرایبی anها و است طبیعی عدد یک M◦ آن در که

معادله�ي جواب که شود انتخاب طوري باید L کمکی خطی عملگر می�شوند.

L [w(r, t)] = ◦
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صورت به مثلاً پایه، توابع از مجموعی به�ه�وسیله�ي

w(r, t) =

M١∑
n=◦

bnen(r, t) (37.2)

عملگر مشتق مرتبه�ي بالاترین توسط M١ طبیعی عدد و هستند ثابت ضرایبی bnها آن در که شود، بیان

به�وسیله�ي می�تواند (28.2) بالاتر مرتبه دگردیسی معادله�ي جواب می�شود. مشخص کمکی خطی

um(r, t) = u∗m(r, t) + w(r, t)

به باید H(r, t) کمکی تابع بنابراین است. (28.2) معادله�ي خصوصی جواب u∗m(r, t) آن در که شود بیان

بیان پایه توابع از مجموعی به�وسیله�ي (28.2) معادله�ي از u∗m(r, t) خصوصی جواب که شود انتخاب گونه�ي

مثلاً شود،

u∗m(r, t) = L−١ [hH(r, t)Rm(
−→u m, r, t)] =

M٢∑
n=◦

dnen(r, t) (38.2)

جواب بیان قاعده�ي می�باشد. L کمکی خطی عملگر معکوس ،L−١ و هستند ثابت ضرایبی dnها آن در که

می�کند. راهنمایی H(r, t) کمکی تابع و L کمکی خطی عملگر ،u◦(r, t) اولیه�ي تخمین انتخاب در را ما

می�کند. بازي هوموتوپی آنالیز روش چارچوب در مهمی بسیار نقش مذکور قاعده�ي بنابراین

دنبال باید بنابراین کند. تعیین یکتا بطور ,H(rرا t) کمکی تابع نمی�تواند جواب بیان قاعده�ي که پیداست

طبق دارد. نام ارگودیکی1 ضرایب قاعده�ي قاعده، این کند. محدودتر را �H(r, t) انتخاب که باشیم قاعده�ا�ي

کامل (34.2) پایه�اي توابع مجموعه�ي که می�دهیم بهبود طوري را (�cmها) جواب عبارت ضرایب قاعده، این

جواب سري در باید k = ◦, ١, ٢, · · · , N براي ek(r, t) پایه�اي توابع قاعده، این طبق دیگر عبارت به شود،

با می�توان را H(r, t) کمکی تابع شوند. ایجاد سري در جواب مرتبه�ي افزایش با یا باشند، موجود N مرتبه

کرد. تعیین یکتا طور به ارگودیکی ضرایب و جواب بیان قاعده�ي یعنی شده ذکر قاعده�ي دو از استفاده

همگرایی سرعت و ناحیه کنترل 6.2
ناحیه کلی، بطور شویم. مطمئن بزرگ کافی اندازه�ي به ناحیه�ا�ي در جواب سري همگرایی از که است مهم

مشخصمی�شوند. جواب نمایشسري در شده استفاده پایه�اي توابع به�وسیله�ي جواب، سري همگرایی سرعت و

1Ergodicity
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غیرخطی مساله جواب تا می�کند فراهم را شرایطی هوموتوپی آنالیز روش قبلی، تحلیلی روش�هاي برخلاف

می�توانیم هوموتوپی آنالیز روش به�وسیله�ي بنابراین کنیم. بیان متفاوت پایه�ي توابع به�وسیله�ي را شده داده

تخمین اگر حتی بیاوریم. به�دست را معناست با فیزیکی دیدگاه از که ناحیه�اي تمام در همگرا جواب سري

پارامتر مقدار انتخاب در هنوز باشند شده ,H(rداده t) کمکی تابع و L کمکی خطی عملگر ،u◦(r, t) اولیه�ي

می�شود آشکار زمانی همگرایی سرعت و ناحیه در ،h کمکی پارامتر اثر داریم. زیادي عمل آزادي ،h کمکی

باشد. شده انتخاب نامناسب پایه�اي توابع از مجموعه یک که

h-��منحنی 1.6.2

به�دست هوموتوپی آنالیز روش به�وسیله�ي h کمکی پارامتر از جواب سري�هاي از خانواده یک که کنید فرض

سري همگرایی از تا کنیم انتخاب راچگونه h کمکی پارامتر مقدار که است مطرح سوال این حال است. آمده

شویم؟ مطمئن بزرگ، کافی اندازه به ناحیه یک در مناسب سرعت با جواب

غیرخطی، نوسانگر یک فرکانس قبیل از مهم، فیزیکی کمیت�هاي شامل غیرخطی مسائل از زیادي تعداد

پارامتر به نسبت توابع بسط از خانواده یک چون می�شوند. آن شبیه و چسبناك جریان در جداره اصطکاك

کنید فرض هستند. h به وابسته فیزیکی کمیت�هاي بنابراین داریم h کمکی

γ(h) =
d٢

dt٢u(r, t)|r=◦,t=◦

-h آن به که شود رسم γ ∼ h منحنی یک به�وسیله�ي می�تواند γ(h) است. مرتبط فیزیکی کمیت�هاي با

h متفاوت مقادیر بوسیله�ي شده داده γ از همگرا سري�هاي تمام قضیه�ي(4.2) به توجه با می�گویند. ��منحنی

هستند یکسان مقدار یک به همگرا آن�ها همه�ي باشد یکتا جواب اگر لذا هستند، همگرا آن واقعی مقدار به

Rh بوسیله�ي که می�شود مربوط h از ناحیه یک به که دارد وجود h-��منحنی در افقی خط قطعه یک لذا و

مطمئن آن همگرایی از آنگاه دهیم قرار جواب درسري را Rh از h مقدار هر اگر بنابراین می�شود. داده نمایش

که می�کنیم توجه شود. واقع موثر مناسب h مقدار انتخاب در می�تواند بالا، در شده بیان روش لذا هستیم.

یک h-��منحنی لذا کرد. استفاده h-��منحنی از می�توان هم باز باشند نداشته وجود هم فیزیکی کمیت�هاي اگر

ببینیم. را جواب، سري همگرایی سرعت و ناحیه در h اثر تا می�کند فراهم مناسب راه
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یافته تعمیم هوموتوپی 7.2
صفر مرتبه�ي دگردیسی معادله�ي از استفاده با می�توان را هوموتوپی آنالیز روش

[١ −B(q)] {L [ϕ(r, t; q)− u◦(r, t)]} =

A(q)hH(r, t) {N [ϕ(r, t, q)]− g(r, t)}+ h٢H٢(r, t)Π [ϕ(r, t; q); q] (39.2)

h٢ می�باشند، قبلی تعاریف همان داراي B(q) و A(q) ،h ،H(r, t) ،L ،u◦(r, t) آن در که داد، تعمیم

در که می�باشد کمکی عملگر یک Π [ϕ(r, t; q)] و می�باشند دوم کمکی تابع H٢(r, t) و دوم کمکی پارامتر

دیگر عبارت به یا می�گیرد، را صفر مقدار q = ١ و q = ◦

Π [ϕ(r, t; ◦); ◦] = Π [ϕ(r, t; ١); ١] = ◦. (40.2)

در که بالاتر مراتب دگردیسی معادلات جز به برقرارند قبل قسمت�هاي در شده بیان فرمول�هاي و روابط تمام

شکل به کلی حالت

L

[
um(r, t)−

m−١∑
k=١

βkum−k(r, t)

]
= hH(r, t)Rm(

−→u m, r, t) + h٢H٢(r, t)△m (r, t) (41.2)

آن�ها در که می�شوند بیان

△m(r, t) =
١
m!

∂Π [ϕ(r, t; q); q]

∂qm
|q=◦. (42.2)

معرفی Π [ϕ(r, t; q); q] کمکی عملگر یک H٢(r, t) کمکی تابع و h٢ کمکی پارامتر بر علاوه روش این در

دهد. افزایش را هوموتوپی آنالیز روش توانایی می�تواند که می�شود

مثال، براي هستیم، آزاد کند، صدق (40.2) رابطه�ي در که Π [ϕ(r, t; q); q] کمکی عملگر انتخاب در

مانند: توابعی می�توان

Π [ϕ(r, t; q); q] = A(q) [١ −B(q)]F [ϕ(r, t; q)] (43.2)

یا است، تابع یک F [ϕ(r, t; q)] آن در که

Π [ϕ(r, t; q); q] = [١ − A(q)]
{
[ϕ(r, t; q)]١+q − ϕ(r, t; q)

}
(44.2)
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،(39.2) شکل به صفر مرتبه�ي دگردیسی معادله�ي کاربرد با بیشتر آشنایی براي کرد. انتخاب را آن�ها شبیه و

کند. رجوع [41] مرجع از (1.21) و (3.4) بخش�هاي به می�تواند خواننده
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3 فصل

مقیاس�گر پارامتر یک با طیفی روش ترکیب
مثبت



بی�کران بازه�هاي در طیفی روش�هاي 1.3
بنابراین می�افتد اتفاق نیمه�متناهی بازه�ي روي سیالات مکانیک در موجود مسائل از بسیاري این�که به باتوجه

بپردازیم. نامتناهی) و (نیمه�متناهی بی�کران بازه�هاي روي� بر طیفی روش�هاي به��بررسی ابتدا در که است لازم

کرد: طبقه�بندي زیر کلی دسته�ي سه به می�توان را بی�کران بازه�هاي براي طیفی روش�هاي

[84 ،85 ،87 ،91 ،89] نامتناهی و نیمه�متناهی بازه�هاي در متعامد چندجمله�اي�هاي از استفاده •

[92 دامنه1[80، برش روش •

[90 ،82 ،81 نگاشت�ها[88، روش •

سوال این به خود کتاب در [80] بوید است؟. مناسب�تر روش کدام که است این می�شود مطرح که سوالی حال

برنامه�نوسی سهولت در آن�ها تفاوت تنها اما می�کنند کار به�خوبی روش�ها این تمام که می�دهد پاسخ این�گونه

به�کار پایه�اي توابع اگر که می�کند اشاره بوید واقع در می�باشد. مسئله فیزیکی شراط با پایه�اي توابع ارتباط و

نتایج به منجر روش�ها این همه�ي آن�گاه باشد داشته مطابقت مسئله فیزیکی شرایط با روش سه هر در رفته

از مختصري به�شرح این�جا در است. یکسان آمده به�دست نتایج که نیست معنی بدین این اما می�شوند خوبی

می�کنیم. بررسی بیشتري دقت با شده نهاده برآن فصل این اساس که را سوم روش و پرداخته اول روش دو

نامتناهی و نیمه�متناهی بازه�هاي در متعامد چندجمله�اي�هاي از استفاده 1.1.3

استفاده به�ترتیب (−∞,+∞) نامتناهی و (٠,+∞) نیمه�متناهی بازه�ي روي مسائل حل روش�هاي از یکی

ابتدا روش�ها از دسته این قوت و ضعف نقاط بررسی براي است. هرمیت3 و لاگر2 متعامد چندجمله�اي�هاي از

شویم. آشنا چندجمله�اي�ها این ساختار با است لازم

لاگر: چندجمله�اي�هاي
ویژه توابع می�شوند، داده نمایش ℓ(α)n (x), n ≥ ٠ نماد با که لاگر چندجمله�اي�هاي α > −١ هر براي

1Domain truncation method

2Laguerre

3Hermite
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شتورم-لیوویل مسئله

(xα+١e−x(ℓ(α)n )′(x))′ + λnx
αe−xℓ(α)n (x) = ٠,

در حالی�که در است خطی n به نسبت λn رشد .λn = n آن در که می�باشند Ω = (٠,+∞) بازه�ي در

دارد[78]: مفهوم دو موضوع این بود. مربعی n به نسبت λn رشد ژاکوبی چندجمله�اي�هاي

در ژاکوبی چندجمله�اي�هاي بسط�هاي همگرایی نرخ نصف لاگر، چندجمله�اي�هاي بسط�هاي همگرایی نرخ -1

است. متفاوت) وزن�دار فضاهاي در (اما یکسان شرایط

ژاکوبی چندجمله�اي�هاي در که درحالی است O (n−١) مرتبه�ي از لاگر گاوس- نقاط بین فاصله مینیمم -2

است. O (n−٢) مرتبه�ي از

صدق زیر تعامد شرط در و متعامدند Ω روي wα(x) = xαe−x وزن تابع به نسبت چندجمله�اي�ها این

می�کنند:
+∞∫
٠

ℓ(α)n (x)ℓ(α)m (x)wα(x)dx = γ(α)n δmn, γ(α)n =
Γ(n+ α + ١)

n!
.

می�شوند: محاسبه زیر بازگشتی رابطه�ي از لاگر چندجمله�اي�هاي

(n+ ١)ℓ(α)n+١(x) = (٢n+ α+ ١ − x)ℓ(α)n (x)− (n+ α)ℓ
(α)
n−١(x), n ≥ ١,

آن در که

ℓ(α)٠ (x) = ١, ℓ
(α)
١ (x) = −x+ α + ١.

آورد: به�دست نیز زیر صریح فرمول از می�توان را لاگر چندجمله�اي�هاي هم�چنین

ℓ(α)n (x) =
n∑

k=٠

(−١)k

k!

 n+ α

n− k

xk.

است: زیر صورت به چندجمله�اي�ها این یافتن براي رودریگز فرمول

ℓ(α)n (x) =
١
n!
x−αex

dn

dxn
(xn+αe−x).

علاقه�مندان و است فرمول�بندي و تعریف قابل گاوس انتگرال�گیري قواعد چندجمله�اي�ها از دسته این براي

کنند. کسب زمینه این در را کافی اطلاعات [78] مرجع در می�توانند

تابع متوالی نسبی ماکسیمم�هاي آن�گاه باشد دلخواه حقیقی عدد یک α که کنید فرض [94] 1.1.3 قضیه

e−x/٢x(α+١)/٢ ∣∣ℓ(α)n (x)
∣∣ ,
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آن در که می�دهند صعودي دنباله�ي یک تشکیل x > x٠ هر براي

x٠ =


٠, α٢ ≤ ١,

α١−٢
٢n+α+١ , α٢ > ١.

سرعت با و دارد ℓ(α)n (x) مقدار در را کننده�اي تعیین نقش پیش�رو جمله�ي بزرگ، هاي x براي که است واضح

n و x → ∞ زمانی�که لاگر، چندجمله�اي�هاي 1.1.3 قضیه�ي طبق بر آن بر علاوه می�کند. رشد (−١)n

n!
xn

صورت به اساسی جواب�هاي کاربردي، مسائل از بسیاري در اما .[94] می�کنند رشد سرعت به �یابد افزایش

بی�نهایت در شدیدي به�طور که لاگر چندجمله�اي�هاي از استفاده قطعاً می�روند. صفر به بی�نهایت در نمایی

به�جاي لاگر توابع از می�توان نقیصه این رفع براي نیست. مناسبی ایده�ي توابع این تقریب براي می�کنند رشد

تعریف Ω = (٠,+∞) بازه�ي روي زیر رابطه�ي به�وسیله�ي لاگر توابع کرد. استفاده لاگر چندجمله�اي�هاي

می�شوند:

ℓ̂
(α)
k (x) = e−

x
٢ ℓ

(α)
k (x), n = ٠, ١, ٢, · · · . (1.3)

رابطه�ي در و متعامدند ŵα(x) = xα وزن تابع به نسبت لاگر توابع لاگر، چندجمله�اي�هاي وزن تابع به توجه با

می�کنند: صدق زیر تعامد
+∞∫
٠

ℓ̂(α)n (x)ℓ̂(α)m (x)ŵα(x)dx =
Γ(n+ α + ١)
Γ(n+ ١)

δmn.

که می�شود مشاهده (1.3) رابطه�ي از به�راحتی حال

|ℓ̂(α)k (x)| → ٠, x→ +∞,

لاگر توابع با آن�ها کردن جایگزین با بی�نهایت در لاگر چندجمله�اي�هاي رشد سرعت مشکل ترتیب این به و

می�گردد. مرتفع

هرمیت: چندجمله�اي�هاي
شتورم-لیوویل مسئله ویژه توابع می�شوند، داده نمایش Hn(x) نماد با که هرمیت چندجمله�اي�هاي

e−x٢
(e−x٢

H ′
n(x))

′ + λnHn(x) = ٠,
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.λn = ٢n آن در که می�باشند Ω = (−∞,+∞) بازه�ي در

می�کنند: صدق زیر تعامد شرط در و متعامدند Ω روي w(x) = e−x٢ وزن تابع به نسبت چندجمله�اي�ها ∫این ∞

−∞
Hn(x)Hm(x)w(x)dx =

√
π٢nn!δmn.

می�شوند: محاسبه زیر بازگشتی رابطه�ي از هرمیت چندجمله�اي�هاي

Hn+١(x) = ٢xHn(x)− ٢nHn−١(x), n ≥ ١,

آن در که

H٠(x) = ١, H١(x) = ٢x.

آورد: به�دست نیز زیر صریح فرمول از می�توان را هرمیت چندجمله�اي�هاي هم�چنین

Hn(x) =

[n/٢]∑
k=٠

(−١)kn!
k!(n− ٢k)!

(٢x)n−٢k.

است: زیر صورت به چندجمله�اي�ها این یافتن براي رودریگز فرمول

Hn(x) = (−١)nex٢ dn

dxn
(e−x٢

).

تعریف قابل گاوس انتگرال�گیري قواعد لاگر، چندجمله�اي�هاي مانند نیز چندجمله�اي�ها از دسته این براي

کنند. کسب زمینه این در را کافی اطلاعات [78] مرجع در می�توانند علاقه�مندان و است فرمول�بندي و

دارند: زیر به�صورت لاگر چندجمله�اي�هاي با نزدیکی رابطه�ي هرمیت چندجمله�اي�هاي
H٢n(x) = (−١)n٢٢nn!ℓ

(− ١
٢ )

n (x٢),

H٢n+١(x) = (−١)n٢٢n+١n!xℓ
( ١

٢ )
n (x٢).

تابعی فرد، هاي n به�ازاي و زوج تابعی زوج، هاي n Hn(x)به�ازاي تابع که گرفت نتیجه می�توان فوق روابط از

.Hn(−x) = (−١)nHn(x) دیگر به�عبارت است. فرد

دنباله�ي یک تشکیل x ≥ ٠ هر براي e−x٢
٢ |Hn(x)| تابع متوالی نسبی ماکسیمم�هاي [94] 2.1.3 قضیه

می�دهند. صعودي

چندجمله�اي�ها این براي لاگر چندجمله�اي�هاي با مشابه محدودیتی که می�شود مشاهده فوق قضیه به توجه با

چندجمله�اي�هاي به�جاي هرمیت توابع از قبل حالات مشابه می�توان نقیصه این رفع براي دارد. وجود نیز

می�شوند: تعریف Ω = (−∞,+∞) بازه�ي روي زیر رابطه�ي به�وسیله�ي هرمیت توابع کرد. استفاده هرمیت

Ĥn(x) =
١

π١/۴
√

٢nn!
e−x٢/٢Hn(x), n = ٠, ١, ٢, · · · .
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در و متعامدند ŵ(x) = ١ وزن تابع به نسبت هرمیت توابع هرمیت، چندجمله�اي�هاي وزن تابع به توجه با

می�کنند: صدق زیر تعامد ∫رابطه�ي ∞

−∞
Ĥn(x)Ĥm(x)dx = δmn.

دامنه برش روش 2.1.3

نامحدود محاسباتی فاصله�ي آن�ها روي که جهت�هایی یا جهت در معادله یک جواب اگر [80] 3.1.3 تعریف
محدود اما بزرگ بازه�هاي روي بر را معادله جواب می�توان آن�گاه کند میل ثابت مقدار یک به سرعت با است،

گویند. دامنه برش یا کوتاه�سازي روش را نامحدود دامنه�هاي براي روش این نمود. محاسبه

بازه� که صورت بدین می�کنیم. تبدیل متناهی دامنه�ي یک به را نامتناهی دامنه�ي روش، این در دیگر به�عبارت

جایگزین [−L,L] و [٠, L] متناهی بازه�هاي با به�ترتیب را (−∞,+∞) نامتناهی و [٠,+∞) متناهی نیمه

می�باشد. متناهی بازه�هاي روي موجود روش�هاي شده اصلاح واقع در روش این می�کنیم.

می�شود: تعریف زیر صورت به u(y) دقیق جواب با معادله یک حل در دامنه برش خطاي [80] 4.1.3 تعریف

EDT (L) = |u(L)| |u(y)| ≤ |u(L)| , ∀ |y| ≥ L, (2.3)

دیگر به�عبارت یا

EDT (L) = sup
|y|≥L

(|u(y)|) . (3.3)

ماکسیمم روي از دامنه برش خطاي چون می�باشیم L مقدار برآورد به مجبور همیشه فوق تعریف به توجه با

دقیق جواب خود این�که حال و می�شود محاسبه شده کوتاه ناحیه�ي خارج در مسئله دقیق جواب مطلق قدر

معادله یک حل در شده گرفته به�کار روش خطاي که داشت توجه باید دیگر طرف از است. مجهول ما براي نیز

روش این در که مهمی نکته شود. گرفته اشتباه دامنه برش خطاي با نباید و است دیگري موضوع دیفرانسیل

میل بی�نهایت به N یعنی پایه�اي توابع تعداد که حالی در شود، فرض ثابت L اگر که است این دارد وجود

اما نمی�شود. نزدیک صفر به EDT (L) دامنه برش خطاي واقع در بود. نخواهد همگرا صفر به خطا �کنند،

برش خطاي و روش تقریب (خطاي خطا صورت این در یابند افزایش هم�زمان طور به L و N که صورتی در

این اما است، خوبی روش استفاده، در سادگی دلیل به دامنه برش روش می�کند[80]. میل صفر به دامنه)
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L پارامتر انتخاب به نسبت می�شوند، معرفی بعد قسمت در که گویا، متعامد توابع روش با مقایسه در روش

است. حساس�تر

نگاشت�ها روش 3.1.3

انتقال براي مناسب نگاشت�هاي از استفاده نامتناهی دامنه�هاي با برخورد در تأثیرگذار و مناسب روش یک

می�توان راه�کار این با است. نامتناهی بازه�هاي روي بر جدید توابع تعریف یا متناهی بازه به نامتناهی بازه�هاي

متعامد پایه�اي توابع سري یک تشکیل که نگاشت�ها، این معکوس تحت متعامد چندجمله�اي�هاي تصویر از

کرد. استفاده نامتناهی بازه�هاي در دیفرانسیل معادلات جواب تقریب براي می�دهند،

کرد[78]. تبدیل (−١, ١) متناهی بازه��ي به را نامتناهی بازه�هاي می�توان زیر صورت به نگاشت�هایی تحت

به�صورت نگاشت�ها این

x = g(y;L), y ∈ I = (−١, ١) , x ∈ Ω = (٠,+∞) یا (−∞,+∞) , (4.3)

کنند: صدق زیر شرایط در به�طوري�که می�شوند تعریف

dx
dy

= g′(y;L) > ٠, L > ٠, x ∈ I,

g(−١;L) = ٠, g(١;L) = +∞, اگر Ω = (٠,+∞) ,

g(−١;L) = −∞, g(١;L) = +∞, اگر Ω = (−∞,+∞) .

(5.3)

خواهیم بحث آن روي بر مفصل به�طور ادامه در که است مثبت1 مقیاس�گر پارامتر یک L فوق نگاشت�هاي در

وارون و باشند وارون�پذیر بالا نگاشت�هاي که می�کنیم فرض شود، کاسته مسئله کلیت از اینکه بدون کرد.

می�دهیم: نمایش زیر صورت به را آن�ها

y = g−١(x;L) := h(x;L), x ∈ Ω, y ∈ I, L > ٠. (6.3)

می�پردازیم. نوع این از معروف نگاشت چند معرفی به ادامه در

:I = (−١, ١) و Ω = (−∞,+∞) بازه�هاي بین نگاشت�هاي

1Positive scaling factor
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جبري1: نگاشت •

x =
Ly√

١ − y٢
, y =

x√
x٢ + L٢

. (7.3)

لگاریتمی2: نگاشت •

x = L(y) =
L

٢
ln

(
١ + y

١ − y

)
, y = tanh

(x
L

)
. (8.3)

نمایی3: نگاشت •

x = sinh(Ly), y =
١
L
ln(x+

√
x٢ + ١), (9.3)

y ∈ (−١, ١) , x ∈ (−lL, lL) , lL = sinh(L).

:I = (−١, ١) و Ω = (٠,+∞) بازه�هاي بین نگاشت�هاي

جبري: نگاشت •

x =
L (١ + y)

(١ − y)
, y =

x− L

x+ L
. (10.3)

لگاریتمی: نگاشت •

x =
L

٢
ln

(
٣ + y

١ − y

)
, y = ٢ tanh

(x
L

)
− ١. (11.3)

نمایی: نگاشت •

x = sinh

(
L

٢
(١ + y)

)
, y =

٢
L
ln(x+

√
x٢ + ١)− ١, (12.3)

y ∈ (−١, ١) , x ∈ (٠, lL) , lL = sinh(L).

1Algebraic mapping

2Logarithmic mapping

3Exponential mapping
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نگاشت از x متغیر ،|y| → ±١ که زمانی که، است این می�شود نگاشت�ها این تمایز باعث که ویژگی�اي

نشان ما به موضوع این می�کند. تغییر نمایی و لگاریتمی جبري، صورت به ترتیب به نمایی و لگاریتمی جبري،

نیستند برخودار نامتناهی بازه�هاي روي مسائل حل در یکسانی کارایی از فوق نگاشت�هاي تمام که می�دهد

استفاده آن�ها از شایسته به�گونه�اي مسئله یک جواب تابع براي انتظار مورد ویژگی�هاي به توجه با باید بلکه

نمود.

نامتناهی بازه�هاي روي مسائل حل به نگاشت�ها از استفاده با طریق دو از می�توان شد اشاره که همان�طور

جمله�ي از است. نگاشت�ها این با متعامد چندجمله�اي�هاي ترکیب با متعامد توابع ساخت راه�ها از یکی پرداخت.

1987 سال در [81] بوید کرد. اشاره لژاندر2 گویاي و چبیشف1 گویاي توابع به می�توان توابع این معروف�ترین
همکارانش3 و گوئو 2000 سال در ادامه در کرد. معرفی نیمه�متناهی بازه�هاي روي را چبیشف گویاي توابع

معرفی دوریز4 وگ کورته معادله حل براي را متعامد دو به دو کسري لژاندر توابع از جدید مجموعه یک ، [95]

نامتناهی بازه�هاي روي مسائل حل در توابع نوع این از زیادي استفاده�هاي بوید بنیادي کار از پس کردند.

مختصري به�شرح ادامه در نمود. مشاهده را [98 ،97 ،96] مراجع می�توان بیشتر اطلاع براي که گرفت صورت

می�پردازیم. توابع این از

لژاندر گویاي توابع 4.1.3

می�شوند ساخته زیر به�صورت لژاندر چندجمله�اي�هاي در y به�جاي (10.3) جبري نگاشت جایگذاري با توابع این

:[80]

Rk(x) = Pk(y) = Lk

(
x− L

x+ L

)
, x ∈ (٠,+∞) , y ∈ (−١, ١). (13.3)

چندجمله�اي�هاي روابط از استفاده با را لژاندر گویاي توابع به مربوط روابط میتوان شده داده نگاشت از استفاده با

می�کنند: صدق زیر بازگشتی رابطه در لژاندر گویاي توابع آورد. بهدست لژاندر

Rn+١(x) =

(
٢n+ ١
n+ ١

)(
x− L

x+ L

)
Rn(x)−

(
n

n+ ١

)
Rn−١(x), n ≥ ١,

1Rational Chebyshev functions

2Rational Legendre functions

3Guo,Wang,Shen

4Korteweg-Devries equation
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آن در که

R٠(x) = ١, R١(x) =
x− L

x+ L
.

آورد: به�دست نیز زیر صریح فرمول از می�توان را لژاندر گویاي توابع هم�چنین

Rn(x) =
١

٢n

[n/٢]∑
i=٠

(−١)i

 i

n


 ٢n− ٢i

n

(x− L

x+ L

)n−٢i

, n = ٠, ١, ٢, · · · .

w(y) = ١ به�فرم لژاندر چندجمله�اي�هاي وزن تابع که نکته این به توجه با و (10.3) نگاشتجبري از استفاده با

داشت: خواهیم است،

w(y)
dy

dx
=

٢L
(x+ L)٢ . (14.3)

آن�ها براي تعامد رابطه�ي و متعامداند wRL(x) = ٢L
(x+L)٢ وزن تابع به نسبت لژاندر گویاي توابع بنابراین

است: زیر ∫بهصورت +∞

٠
Rn(x)Rm(x)wRL(x)dx =

∫ +١

−١
Ln(y)Lm(y)w(y)dy =

٢
٢n+ ١

δmn. (15.3)

گویاي توابع که می�شود مشاهده لژاندر چندجمله�اي�هاي براي لیوویل - شتورم مسئله�ي از استفاده با هم�چنین

می�باشند: زیر تکین لیوویل - شتورم مسئله�ي ویژه�ي جواب�هاي لژاندر

(x+ L)٢

٢
d

dx

[
x
d

dx
Rn(x)

]
+ n(n+ ١)Rn(x) = ٠, n = ٠, ١, ٢, · · · . (16.3)

چبیشف گویاي توابع 5.1.3

در y به�جاي (10.3) جبري نگاشت جاي�گذاري با نیز چبیشف گویاي توابع لژاندر، گویاي توابع با مشابه

:[80] می�شوند ساخته زیر به�صورت چبیشف چندجمله�اي�هاي

Rk(x) = Tk(y) = Tk

(
x− L

x+ L

)
, x ∈ (٠,+∞) , y ∈ (−١, ١). (17.3)

می�کنند: صدق زیر بازگشتی رابطه در چبیشف گویاي توابع

Rn+١(x) = ٢
(
x− L

x+ L

)
Rn(x)−Rn−١(x), n ≥ ١,

آن در که

R٠(x) = ١, R١(x) =
x− L

x+ L
.
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آورد: به�دست نیز زیر صریح فرمول از می�توان را چبیشف گویاي توابع هم�چنین

Rn(x) =

[n/٢]∑
i=٠

(−١)i٢n−٢i

 n− i

i

(x− L

x+ L

)n−٢i

−
[(n−١)/٢]∑

i=٠

(−١)i٢n−٢i−١

 n− i− ١

i

(x− L

x+ L

)n−٢i

.

به�فرم چبیشف چندجمله�اي�هاي وزن تابع که نکته این به توجه با و (10.3) جبري نگاشت از استفاده با

داشت: خواهیم است، w(y) = ١/
√

١ − y٢

w(y)
dy

dx
=

√
L√

x(x+ L)
. (18.3)

آن�ها براي تعامد رابطه�ي و متعامداند wRT (x) =
√
L√

x(x+L)
وزن تابع به نسبت چبیشف گویاي توابع بنابراین

است: زیر بهصورت

∫ +∞

٠
Rn(x)Rm(x)wRT (x)dx =

∫ +١

−١
Tn(y)Tm(y)w(y)dy =

cnπ

٢
δnm, (19.3)

آن در که

cn =


٢, n = ٠,

١, n ≥ ١.

توابع که می�شود مشاهده چبیشف چندجمله�اي�هاي براي لیوویل - شتورم مسئله�ي از استفاده با هم�چنین

می�باشند: زیر تکین لیوویل - شتورم مسئله�ي ویژه�ي جواب�هاي چبیشف گویاي

(x+ L)

√
x

L

d

dx

[
(x+ L)

√
x
d

dx
Rn(x)

]
+ n٢Rn(x) = ٠, n = ٠, ١, ٢, · · · . (20.3)

لژاندر و چبیشف گویاي توابع به�وسیله�ي تقریب همگرایی 6.1.3

تابع به نسبت (٠,+∞) بازه�ي روي متعامد دو به دو گویاي توابع از دستگاهی {Rn(x)}∞n=٠ کنید فرض

باشد: wR(x) ∫وزن +∞

٠
Rn(x)Rm(x)wR(x)dx = γnδnm,
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بازه�ي روي که pn(y) متعامد چندجملهاي از (10.3) جبري نگاشت توسط Rn(x) گویاي تابع که بهطوري

و می�شود ساخته است، متعامد w(y) وزن تابع به نسبت (−١, ١)

wR(x)dx = w(y)dy. (21.3)

نرم با L٢
wR

(٠,+∞) هیلبرت فضاي در سیستم این

∥v∥wR
=

(∫ +∞

٠
|v(x)|٢wR(x)dx

) ١
٢

,

دیگر به�عبارت باشد. {Rn(x)}Nn=٠ گویاي توابع توسط شده تولید فضاي RN کنید فرض می�باشد. کامل

RN = span{R٠(x), R١(x), . . . , RN(x)}.

به�صورت {Rn(x)}∞n=٠ گویاي توابع حسب بر را u ∈ L٢
wR

(٠,+∞) تابع

Su(x) =
∞∑
i=٠

aiRi(x),

می�شوند: محاسبه زیر رابطه�ي از و بوده بسط ضرایب ها ai آن در که می�دهیم نمایش

ai =
١

∥Ri∥٢
wR

∫ +∞

٠
u(x)Ri(x)wR(x)dx, i = ٠, ١, ٢, · · · .

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت PN : L٢
wR

(٠,+∞) → RN عملگر حال

PNu(x) =
N∑
i=٠

aiRi(x).

داریم: ها Ri(x) تعامد رابطه�ي از

(PNu, v)wR
= (u, v)wR

, ∀v ∈ RN .

به�سمت N کردن میل با ،u ∈ L٢
wR

(٠,+∞) هر براي که می�کند ایجاب ها Ri(x) مجموعه�ي بودن کامل

بی�نهایت

∥ PNu− u ∥wR
→ ٠.

تعریف را زیر فضاي ابتدا در لژاندر، و چبیشف گویاي توابع توسط تقریب خطاي آوردن بهدست براي حال

میکنیم:

Hr
w,A(٠,+∞) =

{
v|v ،اندازه�پذیر ∥v∥r,w,A <∞

}
.
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می�شود: تعریف زیر به�صورت r منفی غیر صحیح عدد هر براي فضا این نرم

∥v∥r,w,A =

(
r∑

k=٠

∥∥∥∥(x+ ١)
r
٢ +k dk

dxk
v

∥∥∥∥٢

w

) ١
٢

, (22.3)

A میباشد. لژاندر گویاي توابع یا چبیشف گویاي توابع وزن تابع انتخابی، عملگر به بسته w(x) آن در که

دارد. مشخصی تعریف توابع این از هریک براي و میشود نامیده لیوویل اشتورم- عملگر

می�شود: تعریف زیر به�صورت A عملگر لژاندر، گویاي توابع براي

Av(x) = −w−١
RL(x)

d

dx

(
x
d

dx
v(x)

)
.

که میشود داده نشان استقرا با میگیریم. نظر در یک برابر را L پارامتر کار سهولت براي

Amv(x) =
٢m∑
k=١

(x+ ١)m+kRk(x)
dk

dxk
v(x).

نگاشت یک Am : L٢m
wRL,A

(٠,+∞) → L٢
wRL

(٠,+∞) که می�یابیم در (22.3) رابطه�ي کمک با بنابراین

می�کند. مشخص را لژاندر گویاي توابع به�وسیله�ي تقریب خطاي زیر قضیه�ي هم�چنین می�باشد. پیوسته�

،r ≥ ٠ و v ∈ Hr
wRL,A

(٠,+∞) هر براي [95] 5.1.3 قضیه
∥PNv − v∥wRL

≤ cN−r ∥v∥r,wRL,A
.

می�شود: تعریف زیر به�صورت A عملگر چبیشف، گویاي توابع براي

Av(x) = −w−١
RT (x)

d

dx

(
w−١

RT (x)
d

dx
v(x)

)
.

که میشود داده نشان استقرا با میگیریم. نظر در یک برابر را L پارامتر کار سهولت براي نیز این�جا در

Amv(x) =
٢m∑
k=١

(x+ ١)m+kRk(x)
dk

dxk
v(x).

نگاشت یک Am : L٢m
wRT ,A(٠,+∞) → L٢

wRT
(٠,+∞) که می�یابیم در (22.3) رابطه�ي کمک با بنابراین

می�کند. مشخص را لژاندر گویاي توابع به�وسیله�ي تقریب خطاي زیر قضیه�ي هم�چنین می�باشد. پیوسته�

،r ≥ ٠ و v ∈ Hr
wRT ,A(٠,+∞) هر براي [؟] 6.1.3 قضیه

∥PNv − v∥wRT
≤ cN−r ∥v∥r,wRT ,A .

(10.3) نگاشت و 5.6.1 - 4.6.1 قضیه�هاي اساس بر که است ضروري نکته این ذکر قسمت این پایان در

براي آورد. به�دست لژاندر و چبیشف گویاي توابع از استفاده با را گاوسی انتگرال�گیري فرمول�هاي می�توان

می�دهیم. توضیح نیمه�متناهی بازه�ي در گاوس انتگرال�گیري روش بحث شدن روشن�تر
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دارند وجود ،w٠, w١, . . . , wN مثبت اعداد نیمهمتناهی): بازه در گاوسی (انتگرال�گیري 7.1.3 قضیه
f(x) ∈ R٢N+١ تابع هر براي که ∫به�طوري +∞

٠
f(x)wR(x)dx =

N∑
j=٠

wjf(xj),

هستند. RN+١(x) گویاي تابع صفرهاي xjها آن در که

فرض با و (21.3) رابطه�ي ،x = L
(

١+y
١−y

)
متغیر تغییر از استفاده با .f(x) ∈ R٢N+١ کنید فرض اثبات:

داشت: خواهیم f(x) = g(y)

∫ +∞

٠
f(x)wR(x)dx =

∫ ١

−١
f(L

١ + y

١ − y
)w(y)dy

=

∫ ١

−١
g(y)w(y)dy =

N∑
j=٠

λjg(yj) =
N∑
j=٠

wjf(xj),

انتگرال�گیري روش فرمول به توجه با می�آیند. به�دست λj و yj از (10.3) نگاشت کمک با wj و xj آن در که

چندجمله�اي ریشه�هاي yjها که هنگامی g(y) ∈ P٢N+١ هر براي بالا رابطه�ي ،(−١, ١) بازه�ي روي گاوس

f(x) ∈ R٢N+١ هر براي بالا رابطه�ي که گرفت نتیجه می�توان بنابراین است. برقرار باشند، pN+١(y) متعامد

ها xj که گرفت نتیجه می�توان RN+١(x) = pN+١
(
x−L
x+L

) تعریف به توجه با طرفی از و است برقرار

هستند.� RN+١(x) ریشه�هاي

نیمهمتناهی بازه�ي براي را لوباتو گاوس- و رادو گاوس- انتگرالگیري فرمول�هاي می�توان مشابه استدلالی با

عنوان به را صفر مرزي نقطه رادو - گاوس انتگرال�گیري براي که داشت توجه باید این�جا در میآیند. بهدست

را lim
x→∞

f(x) سري، در باید کنیم استفاده بینهایت از صفر جاي به بخواهیم چنانچه و میکنیم اضافه گره

ببریم. به�کار آخر نقطه�ي براي

L مقیاس�گر پارامتر 7.1.3

آن تعیین چگونگی و متعامد گویاي توابع ساختار در L مقیاس�گر پارامتر نقش بررسی به قسمت این در

بررسی مورد متعامد گویاي توابع همواري و هم�محلی نقاط توزیع چگونگی بر را L پارامتر اثر ابتدا می�پردازیم.

روي متعامد چندجمله�اي با متناطر رادو - کاوس گره�اي نقاط مجموعه {ξN,j}Nj=٠ کنید فرض می�دهیم. قرار
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گویاي رادو - کاوس گره�اي نقاط مجموعه می�توان (10.3) نگاشت معکوس از استفاده با باشد. (−١, ١) بازه�ي

کرد: تعریف زیر به�صورت {ξLN,j}Nj=٠

ξLN,j = g(ξN,j;L) = L
١ + ξN,j

١ − ξN,j

, j = ٠, ١, . . . , N. (23.3)

از استفاده با باشند. شده مرتب صعودي صورت به نقاط این که کنید فرض مسئله کلیت رفتن دست از بدون

داریم: میانگین مقدار قضیه

ξLN,j+١ − ξLN,j = g′(ξ;L)(ξN,j+١ − ξN,j), ξ ∈ (ξN,j, ξN,j+١) . (24.3)

دارد. بستگی نظر مورد نگاشت مشتق مقدار به گره دو هر فاصله که می�شود مشاهده (24.3) رابطه به توجه با

داریم: (10.3) نگاشت براي

dx

dy
= g′(y;L) =

٢L
(١ − y)٢ . (25.3)

می�شود. گسترده�تر نیز نقاط شبکه�ي یابد، افزایش L پارامتر مقدار هرچه که می�بینیم رابطه این به توجه با

جبران راه ساده�ترین داشت. خواهند توجهی قابل خطاهاي مرزها نزدیکی در بالا مرتبه با تقریب�هاي معمولاً

به شهودي اظهارنظرهاي بعضی کنیم. متمرکز بازه انتهایی نقاط نزدیکی در را گره�ها که است این خطاها، این

O(N−٢) رابطه برطبق گره�ها، بین فاصله کمترین که معنی این به دارد. اشاره مربعی1 نوع از نقاط نزدیکی

گره�اي نقاط مربعی نزدیکی هم به خاصیت انتهایی، نقاط در متعامد، چندجمله�اي�هاي تمامی می�یابد. کاهش

قدري به می�شود استفاده چندجمله�اي�ها این از که حالتی در مربعی شبکه�اي تراکم می�دهند. نشان خود از را

وقتی طیفی، روش�هاي در می�شود[99]. انتهایی نقاط نزدیکی در کاذب نوسان�هاي بروز مانع که است قوي

نزدیک بازه، انتهایی نقاط سمت به مربعی طور به تقریباً را گره�ها که می�رسد نظر به منطقی ،N → ∞ که

با می�شوند. استفاده هم�محلی نقاط عنوان به گاوس انتگرال�گیري نقاط موارد اکثر در دلیل همین به و کنیم

بین فاصله�ي روي بر می�توان L مقیاس�گر پارامتر تغییر با که می�شود ملاحظه بالا در شده اشاره به�نکات توجه

چندجمله�اي�هاي از آمده به�دست گره�اي نقاط مورد در امر این که حالی در داشت خوبی کنترل هم�محلی نقاط

چبیشف کسري تابع از رادو - کاوس گره�اي نقاط پراکندگی ،1.3 شکل در نیست. پذیر امکان هرمیت و لاگر

گره�اي نقاط تعداد دهنده�ي نشان m شکل این در است. شده داده نشان [٠, ١] بازه�ي روي N = ۴٠ به�ازاي

1Quadratic node clustering
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.L مختلف مقادیر براي N = ۴٠ به�ازاي چبیشف گویاي تابع از رادو - کاوس گره�اي نقاط توزیع چگونگی نمودار :1.3 شکل

نقاط تعداد و فشردگی از L پارامتر افزایش با ثابت، N یک براي که می�شود مشاهده است. [٠, ١] بازه�ي در

در است. متعامد کسري توابع همواري میزان در L پارامتر نقش دیگر، مهم نکته�ي اما می�شود. کاسته گره�اي

براي 2.3 شکل در می�توان را موضوع این می�شوند. هموارتر متعامد کسري توابع L پارامتر افزایش با واقع

کرد. مشاهده چبیشف کسري توابع

اساس بر تابع یک تقریب در که می�شود مطرح سوال این ،L پارامتر مناسب ویژگی�هاي به توجه با حال

حالت در که می�کند اشاره خود کتاب در بوید کرد؟ تعیین را مناسب L مقدار می�توان چگونه کسري پایه�هاي

و سعی و تجربه بر را کار مبناي و ندارد وجود L پارامتر تعیین براي دقیقی و ساده مشخص، حل راه کلی

دقت تا یابد افزایش ،N افزایش با باید L مقدار که می�کند بیان کلی قانون یک به�عنوان اما می�دهد. قرار خطا

ارائه مناسب جهت در خطا و سعی انجام براي را راه�کارهایی دیگر طرفی از شود. حاصل تقریب براي طیفی

می�پردازیم[80]. آن�ها بیان به این�جا در که می�دهد

تابع یک بسط در که داریم توجه واقع در است. استوار توابع از دسته این طیفی دقت مبناي بر اول راه�کار

مناسبی سرعت با بسط ضرایب مطلق قدر که می�شویم نزدیک طیفی به�دقت زمانی متعامد توابع به�وسیله�ي

تابع، یک تقریب براي که می�شود پیشنهاد واقعیت این از استفاده با شوند. نزدیک صفر به و شده کوچک

را می�کنند، میل صفر به�سمت بیشتري سرعت با بسط ضرایب مطلق قدر آن به�واسطه�ي که L از مقداري

بگیریم. نظر در مناسب مقدار یک به�عنوان
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.N = ٠, ١, ٢, ٣ براي L مختلف مقادیر به�ازاي چبیشف گویاي تابع نمودارهاي :2.3 شکل

باقی�مانده تابع قدرمطلق یا دقیق) جواب وجود صورت (در خطا قدرمطلق نمودار رسم اساس بر دوم راه�کار

حسب بر خطا منحنی معمول طور به است. مختصات دستگاه یک در Lمختلف مقادیر حسب بر مسئله یک از
V-شکل1 روش ،L پارامتر تعیین روش این به دلیل به�همین می�باشد. V شکل به تقریبا Nثابت یک براي L

قابل و جالب نکته�ي اما ندارد وجود L دقیق مقدار تعیین براي راه�کاري شد اشاره که همان�طور می�شود. گفته

همسایگی یک در انتخابی هاي L تمام مسئله، یک براي L دقیق مقدار وجود فرض با که �است این توجه

نشان مطلب این کنند. فراهم را بهینه دقت به نزدیک و مطلوب دقتی می�توانند نیز آن از کوچک نه�چندان

1V-shape
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و سعی روش با می�توانیم اما کنیم محاسبه مسئله هر براي را L بهینه�ي مقدار نتوانیم ما شاید که می�دهد

مقدار تعیین روش و بوده تجربی فوق مطالب تمام که است به�ذکر لازم کنیم. نزدیک مقدار این به را خود خطا

می�باشد. محققان توجه مورد باز مسئله�ي یک به�عنوان هنوز L بهینه�ي

در موجود معادلات از متخلخل محیط یک گاز ناپایدار جریان حل با تا داریم قصد فصل این ادامه در

می�خواهیم بلکه نیست متعامد کسري توابع از مستقیم استفاده�ي هدف این�جا در اما بپردازیم. سیالات مکانیک

بازه�ي روي جدید مسئله�ي به�یک اصلی مسئله تبدیل و L پارامتر خواص شده، تعریف نگاشت�هاي از استفاده با

بپردازیم. معادلات از دسته این حل به متناهی

گاز ناپایدار جریان معادله�ي 2.3

(جزئیات است شده ارائه متخلخل محیط یک طریق از گاز ناپایدار جریان از مختصري بررسی به بخش، این در

]116[ در شده ارائه مطالب به نزدیک مساله فیزیکی شرح یافت). [؟] در توان می را زمینه این در بیشتر
فشار با گاز درابتدا نهایت، بی نیمه متخلخل محیط یک طریق از گاز ناپایدار جریان از مطالعه این در است.

به ρ٠ از کاهش با ناگهانی طور به جریان، خروج هنگام در فشار است، شده پر T = ٠ زمان در ρ٠ یکنواخت

یک توسط گاز، ناپایدار همدما جریان می�یابد. ادامه پایین فشار این در آن از پس و می�شود مواجه ρ١ = ٠

غیرخطی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله می�شود. توصیف غیرخطی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله

[118]1 ماسکت توسط می�کند توصیف نهایت بی نیمه متخلخل محیط یک طریق از گاز ناپایدار جریان که

است: آمده به�دست زیر فرم به

▽٢(P ٢) = ٢A
∂P

∂t
(26.3)

بعدي یک محیط در می�شود. داده محیط، خواص توسط Aثابت و است متخلخل محیط در فشار P آن در که

به (26.3) معادله�ي ،z = ∞ تا z = ٠ از گسترش

∂

∂z

(
P
∂P

∂z

)
= A

∂P

∂t
,

1Muskat
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می�شود: تبدیل زیر مرزي شرایط با
{ P (z, ٠) = P٠, ٠ < z <∞,

P (٠, t) = P١(< P٠), ٠ < t <∞.

بعد بی و مستقل متغیرهاي از استفاده با

x =
z√
t

(
A

۴P٠

) ١
٢

, y(x) = α−١
(

١ − P ٢(z)

P ٢
٠

)
,

(معادله می�شود تبدیل زیر خطی غیر معمولی دیفرانسیل معادله به مساله کیدر1[114]، توسط شده معرفی

گاز): ناپایدار جریان

y′′(x) +
٢xy′(x)√
١ − αy(x)

= ٠, x ≥ ٠, ٠ ≤ α < ١. (27.3)

می�شوند: اعمال زیر به�صورت فیزیکی خواص توسط مرزي شرایط

y(٠) = ١, y(∞) = ٠. (28.3)

کیدر اند. شده استفاده مساله این عددي و تحلیلی جواب�هاي آوردن به�دست براي متعددي روش�هاي

که کرد فرض او کرد. استفاده (27.3) معادله�ي حل براي اختلال روش از ،[114]

y(x) = y٠ + αy١ + α٢y٢ + · · · , (29.3)

داد قرار و

(١ − αy)−
١
٢ = ١ +

١
٢
αy +

٣
٨
α٢y٢ + · · · . (30.3)

به�دست را زیر روابط ،١, α, α٢ اساس بر آن ضرایب کردن بالانس و (27.3) در (30.3) و (29.3) دادن قرار با

آورد:

١ : y′′٠ + ٢xy٠ = ٠, y(٠)٠ = ١, y٠(∞) = ٠ −→ y٠ = ١ − erf(x),

α : y′′١ + xy٠y
′
٠ + ٢xy١ =

1Kidder
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٠, y(٠)١ = y١(∞) = ٠ −→ y١ =

− ١
٢π

{
y٠

[
١ +

√
πxe−x٢

]
− e−٢x٢

}
,

α٢ : y′′٢ + xy′٠

{
y١ +

۶
٨
y٢

٠

}
+ xy′١y٠ + ٢xy٢ = ٠, y(٠)٢ = y٢(∞) = ٠ −→ y٢ =

−١
π

y١ − ١
٢π
y٠ +

١
٨π٣/٢xe

−٣x٢ − ١
١۶

√
π
x(۵ − ٢x٢)e−x٢

(y٠)
٢

+
١

۴π
(٢ − x٢)e−٢x٢

y٠ +
٣٣/٢

١۶π

[
erf(

√
٣x)− erf(x)

]
.

یابد. می افزایش سرعت به ترم�ها، تعداد افزایش با محاسبات پیچیدگی که شود می دیده راحتی به

نشان آن�ها کردند. ارائه (27.3) معادله�ي براي مختلفی جواب وجود نتایج ،[116] در ریگان2 و آگاروال1

هر براي ٠ < y(x) ≤ ١ خصوصیت با y ∈ C٠]٢,+∞) جواب یک (27.3) مرزي مقدار مساله که دادند

دارد. x ∈ [٠,+∞)

گاز ناپایدار جریان معادله�ي حل براي طیفی روش 1.2.3

متغیر تغییر با می�گیریم نظر در (28.3) مرزي شرایط با (27.3) دیفرانسیل معادله

y(x) = Y (µ), µ =
x− L

x+ L
, s > ٠, (31.3)

شود. استفاده هم�مکانی نقاط فاصله�ي کردن تنظیم براي می�تواند که است مقیاس�گر پارامتر L آن در که

داریم:

x =
L(١ + µ)

١ − µ
,

dy

dx
=

١
٢L

(١ − µ)٢dY

dµ
,

d٢y

dx٢ =
١

۴L٢ (١ − µ)۴d
٢Y

dµ٢ − ١
٢L٢ (١ − µ)٣dY

dµ
.

متناهی بازه�ي روي مرزي شرایط با زیر معمولی دیفرانسیل معادلات به (28.3) و (27.3) معادلات بنابراین

می�شود: تبدیل [−١, ١]

١
۴L٢ (١ − µ)٣ d٢

dµ٢Y (µ)− ١
٢L٢ (١ − µ)٢ d

dµ
Y (µ) +

(µ+ ١) d
dµ
Y (µ)√

١ − αY (µ)
= ٠,

Y (−١) = ١, Y (١) = ٠. (32.3)
1Agarwal

2Regan
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نقاط از روش این در می�بریم. به�کار (32.3) مرزي مقدار مساله حل براي طیفی شبه روش ما حاضر، حال در

چبیشف-گاوس�-�لوباتو

µj = cos

(
πj

N

)
, j = ٠, ١, · · · , N

شود زده تقریب زیر سري توسط می�تواند (32.3) معادله�ي در Y (µ) مجهول تابع می�شود. استفاده

YN(µ) =
N∑
k=٠

ŶkTk(µ), (33.3)

تعیین زیر رابطه�ي توسط که چبیشف�اند ضرایب Ŷk و هستند. اول نوع چبیشف چندجمله�اي�هاي ،Tk(µ) که

می�شوند:

Ŷk =
٢
Nĉk

N∑
i=٠

١
ĉi
Y (µi) cos

(
πik

N

)
, (34.3)

.١ ≤ i ≤ N − ١ براي ĉi = ١ و ĉ٠ = ĉN = ٢ که

کرد: محاسبه زیر به�فرم می�توان را گره�اي نقاط در Y (µ) تابع دوم و اول مشتق�هاي که می�دانیم برآن علاوه

dY

dµ
(µi) =

N∑
j=٠

DijY (µj), (35.3)

d٢Y

dµ٢ (µi) =
N∑
j=٠

D٢
ijY (µj), (36.3)

زیر رابطه�ي از D مشتق ماتریس عناصر می�باشند. D٢ = (D)٢ و چبیشف مشتق ماتریس D آن در که

می�شوند[78]: محاسبه

D٠٠ = −DNN =
٢N ٢ + ١

۶
,

Dii = −١
٢

µi

١ − µ٢
i

, i ̸= ٠, N, (37.3)

Dij = −١
٢
ĉi
ĉj

(−١)i+j

µi − µj

.

می�شوند: زیر نتایج به منجر (32.3) معادله�ي ،(36.3) و (35.3) روابط به�کاربردن با

١
۴L٢ (١ − µi)

٣

(
N∑
j=٠

D٢
ijY (µj)

)
− ١

٢L٢ (١ − µi)
٢

(
N∑
j=٠

DijY (µj)

)

+
(µi + ١)

(∑N
j=٠ DijY (µj)

)
√

١ − αY (µi)
= ٠, i = ١, ٢, · · · , N − ١, (38.3)
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که

Y (µ٠) = ٠, Y (µN) = ١.

توسط آن حل با که می�دهند ١−Nمجهول و ١−Nمعادله غیرخطی دستگاه یک تشکیل (38.3) معادلات

شدن معلوم با آورد. به�دست را {Y (µi)}�i = ١N−١ مجهول مقادیر می�توان نیوتن مانند تکراري روش�هاي

می�باشد: محاسبه قابل زیر به�صورت (27.3) معادله�ي تقریبی جواب مقادیر این

yN(x) = YN(µ) =
N∑
k=٠

ŶkTk,L (x) , x ∈ [٠,+∞),

.Tk,L(x) = Tk
(
x−L
x+L

) که
عددي نتایج 2.2.3

حل Y (٠) = (٠, ٠, · · · , ٠)T اولیه�ي شروع و نیوتن روش تکرار ۴٠ با (38.3) غیرخطی معادلات دستگاه

١٣ میپل نرم�افزار و هرتزي گیگا ٢٫ ٢ پردازشگر با ،4 پنتیوم شخصی کامپیوتر با محاسبات تمامی است. شده

می�شود: داده نشان زیر رابطه�ي توسط باقیمانده خطاي است. شده انجام دقت رقم ٣٠ با

MR = max
x∈[٠,+∞)

|A(yN(x))|,

محاسبات انجام زمان ،L و N مقادیر از برخی براي ،1.3 جدول در .A(y) = y′′ + ٢xy′(١ − αy)−
١
٢ که

متفاوت �Lهاي براي شده محاسبه چبیشف ضرایب قدرمطلق 3.3 شکل است. شده لیست باقیمانده خطاي و

.α = ٠٫ ۵ هنگامی�که L و N مقادیر برخی براي باقیمانده خطاي :1.3 جدول
باقیمانده خطاي

N L = ١٫ ٠٠ L = ٢٫ ٠٠ L = ٣٫ ٠٠ L = ۴٫ ٠٠ L = ۵٫ ٠٠ L = ۶٫ ٠٠ محاسبات زمان

٣٠ ٢٫ ١E − ٢ ١٫ ۵E − ٣ ۶٫ ٠E − ۴ ۶٫ ٠E − ۴ ٨٫ ٠E − ۴ ٩٫ ٠E − ۴ 15.3

۴٠ ١٫ ۵E − ٣ ١٫ ۴E − ۵ ١٫ ۶E − ۵ ١٫ ٢E − ۵ ١٫ ۶E − ۵ ٢٫ ۵E − ۵ 31.5

۵٠ ٧٫ ٠E − ۴ ٧٫ ۵E − ٧ ٧٫ ٠E − ٧ ٢٫ ٠E − ٧ ٢٫ ٩E − ٧ ٣٫ ٢E − ٧ 56.9

مقیاس پارامتر براي مناسب مقدار یک می�تواند L = ۴ می�دهد نشان 1.3 جدول و 3.3 شکل می�دهد. نشان

روش ،L = ۴ و N = ٣٠ با پیشنهادي روش بین شکلی مقایسه�اي باشد. ٣٠ ≤ N ≤ ۵٠ هنگامی�که L

5.3 شکل در است. شده ارائه 4.3 شکل در [119[ شوتینگ روش و [114[ اختلال روش ،[117[ آدومیان

.3 شکل در است. شده نشان�داده پیشنهادي روش از آمده به�دست y(x) مقادیر �αها، از مختلفی مقادیر براي

است. شده نشان�داده L = ۴ و N = ٣٠ ،α = ٠٫ ۵ براي باقیمانده 6
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.L از متفاوتی مقادیر براي چبیشف ضرایب :3.3 شکل

.α = ٠٫ ۵ براي شوتینگ روش دایره و پیشنهادي روش خط: ،[٢, ٢] پاده قطعه: خط ،[٣, ٣] پاده نقطه: و خط :4.3 شکل
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L = ۴ و N = ٣٠ هنگامی�که α متفاوت مقادیر براي پیشنهادي روش از استفاده با y(x) براي تقریب :5.3 شکل

.L = ۴ و N = ٣٠ ،α = ٠٫ ۵ براي باقیمانده خطاي :6.3 شکل

72



لاگور توابع ،[114[ اختلال روش پیشنهادي، روش با آمده به�دست y(x) تقریبی مقدار ،2.3 جدول

روش که می�دهد نشان آن است. سده ارائه [119[ عددي روش و [120[ هوموتوپی اختلال روش ]،121[

می�دانیم که همان�طور می�کند. ارائه بهتري تقریب�هاي دیگر، تحلیلی نیمه روش�هاي تمامی از پیشنهادي

.α = ٠٫ ۵ براي y(x) عددي نتایج :2.3 جدول
N = ٢٠ N = ٨ عددي روش اختلال[114] روش لاگور[121] توابع هوموتوپی[120] اختلال روش x

٠٫ ٨٨١٣۶۴٩٠ ٠٫ ٨٨٢٣۵٠۴٩ ٠٫ ٨٨١٣۶۴۶۵ ٠٫ ٨٨١۶۵٨٨٣ ٠٫ ٩٠٩٣١٨٧٣ ٠٫ ٨٨٨٠٨۶۵١ ٠٫ ١

٠٫ ٧۶۵٨٣١۴٣ ٠٫ ٧۶٧۵٨٨۴٧ ٠٫ ٧۶۵٨٢٨٨١ ٠٫ ٧۶۶٣٠٧۶٨ ٠٫ ٨١٧۴٨٧۶٣ ٠٫ ٧٧٩٢٢٣۵١ ٠٫ ٢

٠٫ ۶۵۶٠٠٠٩٧ ٠٫ ۶۵٧٢١۵٠٢ ٠٫ ۶۵۶٠٠٠۶٨ ٠٫ ۶۵۶۵٣٨٠٠ ٠٫ ٧١۵٢٢٣۴۴ ٠٫ ۶٧۵٩٧٩٢۵ ٠٫ ٣

٠٫ ۵۵٣٩٠٧١٧ ٠٫ ۵۵۴١٧٧٢۵ ٠٫ ۵۵٣٨٩٨٩۴ ٠٫ ۵۵۴۴٠٢۴٠ ٠٫ ۶٠٩٨٢٠٧۵ ٠٫ ۵٨٠٢٧٢٩٢ ٠٫ ۴

٠٫ ۴۶٠٩۴٨٠۴ ٠٫ ۴۶٠٧٧٢١۶ ٠٫ ۴۶٠٩۴٢٧۶ ٠٫ ۴۶١٣۶۵٠٣ ٠٫ ۵١۶٣٢٣۴٨ ٠٫ ۴٩٣٣٢٩٣۶ ٠٫ ۵

٠٫ ٣٧٧٩٨٠۶۴ ٠٫ ٣٧٨٢٠۴٢۴ ٠٫ ٣٧٧٩٨١۵٨ ٠٫ ٣٧٨٣١٠٩٣ ٠٫ ۴١٩٣٢٣٨۵ ٠٫ ۴١۵٧٢٠٧٨ ٠٫ ۶

٠٫ ٣٠۵٣۵۵۴۵ ٠٫ ٣٠۶٧٢١۵۵ ٠٫ ٣٠۵٣۵٢٣۴ ٠٫ ٣٠۵۵٩٧۶۵ ٠٫ ۴٠٩٨٢٣٧٧ ٠٫ ٣۴٧۴٧١١٨ ٠٫ ٧

٠٫ ٢۴٢٩۶۶٧١ ٠٫ ٢۴۵٨٩۵٩٠ ٠٫ ٢۴٢٩۵۴٣٩ ٠٫ ٢۴٣١٣٢۵۵ ٠٫ ٣١٩٩٩٠۶٨ ٠٫ ٢٨٨١٩٣٩۶ ٠٫ ٨

٠٫ ١٩٠٣۴٩۵۴ ٠٫ ١٩۴٨٨٨٠٣ ٠٫ ١٩٠٣٣۴٢٣ ٠٫ ١٩٠۴۶٢٣٧ ٠٫ ٢٠٨٢٠٢٨۵ ٠٫ ٢٣٧٢٣۴۵٧ ٠٫ ٩

٠٫ ١۴۶٧٨٢۶۶ ٠٫ ١۵٢۶۵١٨٩ ٠٫ ١۴۶٧٧٣٣١ ٠٫ ١۵٨٧۶٨٩٨ ٠٫ ٢١٩٩١٠٧۴ ٠٫ ١٩٣٧٩٧٠٨ ١٫ ٠

مهم مساله�ي یک آن حل طرفی از و است دشوار کاري عددي به�صورت حتی گاز، ناپایدار جریان معادله�ي حل

مثبت مقیاس�گر پارامتر یک با طیفی روش ترکیب از استفاده با بخش این در می�آید. به�حساب مهندسی در

می�کند. بازي تقریب دقت در مهمی نقش L مقیاس�گر پارامتر آوردیم. به�دست معادله این از تقریبی جواب

تحلیلی نیمه روش�ها دیگر از پیشنهادي، روش با آمده به�دست جواب�هاي که می�دهد نشان فوق عددي نتایج

است. دقیق�تر گاز ناپایدار جریان معادله�ي حل براي
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4 فصل

چندمرحله�اي هوموتوپی�����-���طیفی آنالیز روش
شدت به نوسانگرهاي معادلات حل براي

غیرخطی



مقدمه

و هستند غیرخطی ذاتی به�طور واقعی جهان در پدیدهها اکثر شد اشاره گذشته فصل�هاي در که همان�طور

روز پیشرفت و دیجیتالی کامپیوترهاي ظهور با میشوند. مشخص و بندي مدل غیرخطی معادلات به�وسیله

حالت در غیرخطی مسائل جوابهاي آوردن بهدست اگرچه شد. آسان�تر و آسان خطی مسائل حل آن�ها، افزون

با محاسبات و بالا دقت با ابرکامپیوترهایی داشتن بهواسطه�ي بهویژه، است. پیچیده و سخت بسیار هنوز کلی

مسئله�ي از عددي تقریب یک تعیین متمتیکا، و متلب میپل، نظیر قوي محاسباتی افزارهاي نرم و زیاد ارقام

است. پرهزینه�تر و سختتر موارد از بسیاري در عددي تقریب مقابل در شده داده غیرخطی

و دارند را خاصخود محدودیتهاي و امتیازها نیمه�تحلیلی و عددي روشهاي از یک هر که داریم توجه اما

استفاده�ي این�جا در هدف باشیم. غافل دیگري از و شویم متمرکز دسته یک روي بر که نمی�رسد به�نظر منطقی

حفظ بر علاوه روش دو هر که به�گونه�اي است مسئله یک حل در تحلیلی نیمه و عددي روشهاي از هم�زمان

حل براي زیادي نیمه�تحلیلی روش�هاي کنند. کمک دیگر روش معایب رفع جهت در خود مناسب ویژگی�هاي

هوموتوپی، اختلال روش آدومیان، تجزیه روش اختلال، روش پیکارد، تکراري روش مانند غیرخطی مسائل

روشهاي کارایی میشوند. گرفته بهکار وسیع بهطور و دارند وجود هوموتوپی آنالیز روش و وردشی تکرار روش

در پارامتر این نبود که دارد بستگی حل مورد معادله�ي در بزرگ) یا (کوچک اختلال پارامتر وجود به اختلال

و آدومیان تجزیه روشهاي اصلی ضعف شود. گرفته نظر در روشها این براي نقص عنوان به میتواند معادله

خی چندجملهاي�هاي و آدومیان چندجملهاي�هاي به موسوم چندجملهاي�هاي محاسبه نیز هوموتوپی اختلال

مسئله حل جریان در شده ظاهر انتگرال�هاي محاسبه�ي روش�ها، این� از استفاده در اساسی مشکل اما میباشد.

قابل تحلیلی به�صورت بالا روشهاي دیگر باشد ممکن غیر یا پیچیده انتگرال�ها این محاسبه�ي اگر و می�باشد

نیستند. اجرا

پیاده�سازي از حاصل جبري دستگاه حل لزوم در طیفی روش�هاي معایب مهم�ترین از یکی که می�دانیم

جواب تابع از غیرخطی جملات شامل نظر مورد مسئله�ي که می�شود حادتر زمانی مشکل این می�باشد. روش

افزایش را تقریبی بسط در موجود پایه�ي توابع تعداد تا باشیم مجبور جواب افزایشدقت براي آن بر علاوه و باشد

به مفصل به�طور ادامه در که است بسیاري معایب داراي نیز هوموتوپی آنالیز استاندارد روش مقابل در دهیم.

چندجمله�اي�هاي اساس بر طیفی روش ترکیب با داریم قصد فصل این در پرداخت. خواهیم این�باره در بحث

از استفاده �بر علاوه که بسازیم طیفی - هوموتوپی آنالیز جدید روش یک هوموتوپی آنالیز روش و چبیشف
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هوموتوپی آنالیز جدید روش ترکیب با ادامه در و کنیم برطرف نیز را آن�ها معایب روش، دو هر مهم ویژگی�هاي

براي را آن و می�آوریم به�دست را چندمرحله�اي طیفی - هوموتوپی آنالیز روش مرحله�اي چند روش با طیفی -

می�بریم. به�کار غیرخطی به�شدت نوسان�گرهاي معادلات حل

غیرخطی به�شدت نوسان�گرهاي 1.4
از شد. علاقه�مند ارتعاش به انسان شدند، ساخته سوت، یا طبل احتمالاً موسیقی، اسباب نخستین که هنگامی

است. برده به�کار را دقیقی و مبتکرانه بررسی�هاي مرتعش، پدیده�هاي بررسی براي انسان بعد، به زمان آن

اغلب را هفدهم قرن حقیقت، در می�نامند. مدرن تجربی علم بنیان�گذار را (1642 - 1564) گالیله گالیلئو

است. گرفته شکل زمانی دورة این در مدرن علم و فلسفه شالودة�ي زیرا می�نامند نبوغ قرن

روزي، کرد. مطالعه را ساده آونگ یک رفتار پیزا، در کلیسا یک در آونگی حرکت مشاهده�ي با گالیله

بود. شده خیره کلیسا سقف به می�کرد، خستگی احساس روحانی پدر موعظه�هاي حین در گالیله که هنگامی

حرکت�هاي تناوب دوره�ي اندازه�گیري به شروع خود نبض با او . کرد جلب را او توجه نوسان حال در آونگی

تا شد باعث مشاهده این است. مستقل نوسان دامنه�ي از تناوب دوره�ي که دریافت حیرت با و کرد آونگ

بررسی را مرتعش اجسام ، 1638 سال در گالیله دهد. انجام ساده آونگ مورد در بیشتري آزمایش�هاي گالیله

توصیف را (تشدید) هماهنگ ارتعاشات پدیده�ي و ساده آونگ طول به را ارتعاش فرکانس وابستگی او کرد.

و کشش، طول، فرکانس، بین رابطه�ي از روشنی درك او که می�دهند نشان گالیله نوشته�هاي هم�چنین، نمود.

تارها، ارتعاش مورد در در شده منتشر گزارش نخستین ولی، است. داشته شده کشیده مرتعش تار یک چگالی

مرسن هم�چنین، شد. ارائه (1648 - 1588) مِرسِن1 مارین فرانسوي، ریاضیدان و فیلسوف کشیش، توسط

که را کوتاه�تري تار فرکانس آن، کمک به و کرد اندازه�گیري را بلند تار یک ارتعاش فرکانس بار نخستین براي

به اغلب را مرتعش تارهاي قوانین کشف کرد. پیش�بینی بود نخستین تار با یکسانی کشش و چگالی داراي

کرد. منتشر 1636 سال در گالیله از قبل سال دو را خود نتایج زیرا می�دهند نسبت مِرسِن
تیلور2 بروك سر انگلیسی ریاضیدان توسط 1713 سال در مرتعش تار مساله�ي (دینامیکی) نظري حل

شده مشاهده تجربی مقادیر با آورد به�دست حرکت معادله�ي از تیلور که ارتعاشی طبیعی فرکانس آمد. به�دست

1Marin Mersenne

2Sir Brook Taylor
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معادله�هاي در جزئی مشتق�هاي کردن وارد با تیلور توسط شده اتخاذ روش بود. سازگار مِرسن و گالیله توسط

شد. کامل اویلر3 لئونارد و دالامبر2 ژان برنولی1، دانیل توسط حرکت

برابر لحظه هر در نقطه هر جابه�جایی (با زمان یک در هماهنگ فرکانس چندین با تاري ارتعاش امکان

گزارش در برنولی دانیل دینامیکی معادله�هاي طریق از ( هماهنگ فرکانس هر جابه�جایی�هاي جبري جمع با

وجودي هم اصل به�عنوان ویژگی این از شد. منتشر 1755 سال در برلین فرهنگستان توسط و اثبات او علمی

نظریه�ي گسترش براي اصل این دارد. نام نهی برهم اصل امروزه اصطلاحات در که شد نامبرده کوچک نوسانات

نامتناهی سري از استفاده با ( تار اولیه�ي شکل هر (یعنی، دلخواه تابع هر بیان امکان به و شد اثبات ارتعاشات

داشتند تردید اصل این درستی به اویلر و دالامبر ضمنی، معنی این به�علت شد. منجر کسینوس�ها و سینوس�ها

شد. اثبات 1822 سال در فوریه ژوزف توسط بسط نوع این درستی ولی، .

ارتعاش گوش پرده�ي زیرا می�شنویم مثلاً، است. حالت چند یا یک در ارتعاش شامل بشر فعالیت�هاي اغلب

زدن قدم و است مرتبط شش�ها ارتعاش با کشیدن نفس ارتعاش�اند. تحت نور امواج زیرا می�بینیم و می�کند

کرد. صحبت می�توان حنجره نوسانی حرکت به�علت و دست�هاست و پاها (تناوبی) نوسانی حرکت مستلزم

ریاضی نظریه�هاي گسترش و طبیعی پدیده�هاي درك روي را خود تلاش ارتعاشات، زمینه�ي در اولیه محققان

مهندسی کاربردهاي اخیر، سال�هاي در کنند. توصیف را فیزیکی ارتعاشسیستم�هاي به�توانند تا کردند متمرکز

عامل کنترل، سیستم�هاي و توربین�ها موتورها، سازه�ها، (فونداسیون)، پی ماشین�ها، طراحی مانند ارتعاشات،

است. بوده بسیار پژوهش�هاي

عدم این هستند. ارتعاشی مشکلات داراي اصلی محرك�هاي اغلب موتورها، در ذاتی توازن عدم به�علت

می�تواند دیزل موتورهاي در توازن عدم مثلاً، باشد. ضعیف ساخت یا نادرست طراحی از ناشی می�تواند توازن

توازن، عدم علت به . کنند ایجاد مزاحمت شهري مناطق در قدرتمند کافی قدر به زمینی امواج که شود باعث

بلند متر سانتی یک از بیش آهن خط روي از می�توانند بالا سرعت�هاي در لوکوموتیوها از برخی چرخ�هاي

نشده�اند قادر هنوز مهندسان می�شوند. چشم�گیري مکانیکی شکست�هاي باعث ارتعاشات توربین�ها، در شوند.

ارتعاش طبیعی فرکانس هرگاه کنند. جلوگیري توربین�ها در دیسک و پره ارتعاشات از ناشی شکست�هاي از که

1Daniel Bernoulli

2Jean d’Alembert

3Leonhard Euler
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که می�افتد، اتفاق تشدید به معروف پدیده�اي شود، منطبق خارجی تحریک فرکانس بر سازه یا ماشین یک

تشدید به�علت سیستم�ها شکست از بسیاري گزارش�هاي می�شود. شکست و حد از بیش هاي انحراف به منجر

ارتعاشی امواج این تخریب قدرت از مشهور نمونه یک دارد. وجود سیستم�ها و اجزا حد از بیش ارتعاش و

ساعت) در کیلومتر 64) ساعت در مایل 40 سرعت با بادي توسط 1940 سال در که است ناروز1 تاکوما پل

اصلی عامل حال این با ولی بوده ناکارآمد عرشه خرپاي که دادند نشان محل از دقیق بررسی�هاي شد. تخریب

ارتعاش ایجاد باعث پل به قائم برخورد با و زده ضربه پل به سرعت با باد روز آن در است. نبوده پل ریزي فرو

آثار علت به می�دهد[108]. نشان تشدید پدیده�ي اثر بر را پل این تخریب لحظه�ي 1.4 شکل است. شده

مهندسی سیستم�هاي اغلب ساخت و طراحی در ارتعاش آزمایش سازه�ها، و ماشین�ها روي بر ارتعاشات مخرب

می�آید. به�حساب اساسی اصل یک به�عنوان

ریخت[108]. فرو 1940 سال نوامبر 7 در و شد افتتاح 1940 سال ژوئیه 1 در پل این باد، از ناشی ارتعاش اثر در ناروز تاکوما پل ریختن فرو :1.4 شکل

طور به� متعددي صنعتی و مصرفی کاربردهاي در می�تواند پدیده این ارتعاش، زیان�بخش آثار به�رغم

توجهی قابل طور به اخیر سال�هاي در ارتعاشی تجهیزات کاربرد حقیقت، در گیرد. قرار استفاده مورد مفید

لباسشویی، ماشین غلتک�ها، غربال�ها، قیف�ها، لرزشی، تسمه�هاي در ارتعاش از نمونه، براي است. یافته افزایش

ارتعاشدر هم�چنین، می�شود. استفاده برقی ماساژ دستگاه�هاي و ساعت دندان�پزشکی، مته�ي برقی، مسواك�هاي�

حذف براي الکترونیکی مدارهاي و ارتعاشی پرداخت فرایندهاي مواد، ارتعاشی آزمایش کوب، شمع ماشین�هاي

1Tacoma Narrows bridge
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ریخته�گري، ماشین�کاري، خاص فرایندهاي بازده افزایش باعث ارتعاش می�رود. به�کار ناخواسته فرکانس�هاي

و زمین�شناختی پژوهش�هاي در لرزه�ها زمین شبیه�سازي براي ارتعاشات از می�شود. جوش�کاري و آهن�گري

می�شود. استفاده هسته�اي رآکتورهاي طراحی در مطالعات انجام براي نیز

یک خوردن تاب . می�شود نامیده نوسان یا ارتعاش شود، تکرار زمانی بازه�ي یک از بعد که حرکتی هر

نوسانی حرکت�هاي مطالعه�ي با ارتعاش نظریه�ي ارتعاش�اند. از نمونه�هایی درآمده، به�صدا تار یک حرکت و آونگ

دارد. سروکار آن�ها با مرتبط نیروهاي و اجسام

کشسانی)، یا (فنر پتانسیل انرژي کردن ذخیره براي وسیله�اي شامل ارتعاشی سیستم یک کلی، به�طور

می�شود تلف تدریج به انرژي آن با که وسیله�اي و لختی) یا (جرم جنبشی انرژي ذخیره�ي براي وسیله�اي

متناوب، طور به و جنبشی انرژي به آن پتانسیل انرژي تبدیل مستلزم سیستم یک ارتعاش است. (میراگر)

از دوره هر در انرژي مقداري شود، میرانده سیستمی اگر است. پتانسیل انرژي به آن جنبشی انرژي تبدیل

منبع یک با باید تلف�شده انرژي این شود، حفظ پایا حالت در ارتعاش که باشد قرار اگر و می�شود تلف ارتعاش

شود. جبران خارجی

آنالیز روش تا داریم قصد فصل این ادامه�ي در (نوسانی)، ارتعاشی سیستم�هاي کاربرد و اهمیت به توجه با

سیستم�ها از نوع این بر حاکم دیفرانسیل معادلات از مهمی دسته�هاي حل براي قطعه�اي هوموتوپی�-�طیفی

است: زیر به�صورت غیرخطی نوسان�گر یک دیفرانسیل معادله� کلی شکل ببریم. به�کار

u′′(t) + αu(t) + F (t, u(t), u′(t), u′′(t)) = ٠, ٠ ≤ t ≤ T, (1.4)

u(٠) = A, u′(٠) = B, (2.4)

داراي تابع این اگر است. غیرخطی تابع یک F (t, u(t), u′(t), u′′(t)) و مثبت حقیقی عدد یک α آن در که

به�علت می�نامند. غیرخطی به�شدت نوسان�گر یکمعادله�ي را معادله این آن�گاه باشد پیچیده�اي غیرخطی صورت

است. گرفته صورت آن�ها روي بر گسترده�اي تحقیقات تاکنون معادلات از دسته این بسیار کاربرد و بالا اهمیت

مراجع کامل�ترین از یکی به�عنوان می�توان را [102] موك2 و نایفه1 اثر غیرخطی نوسان�گرهاي معروف کتاب

معادلات از دسته این عددي و تحلیلی حل براي نیز متعددي روش�هاي هم�چنین گرفت. درنظر زمینه این در

یافت. [100 ،101 ،102] مراجع در می�توان را روش�ها این ترین معروف که است شده گرفته به�کار و تولید
1Nayfeh

2Mook
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وجود به�دلیل هوموتوپی آنالیز استاندار روش از استفاده با غیرخطی نوسان�گر یک دیفرانسیل معادله� حل

بازه�ي یک روي را مسئله این بخواهیم وقتی بخصوص است دشواري کار F (t, u(t), u′(t), u′′(t)) جمله�ي

هوموتوپی آنالیز روش که می�دهند نشان معادلات از دسته� این مورد در شده انجام تحقیقات کنیم. حل بزرگ

چند روش�هاي مشکل این رفع براي ادامه در می�باشد. کوچک بازه�هاي روي آن�ها به�حل قادر کلی حالت در

گسسته�سازي با روش�ها از گونه این در شدند. پیشنهاد هوموتوپی آنالیز روش اساس بر قطعه�اي یا مرحله�اي

اما می�پردازند. مسئله به�حل بازه�ها زیر این روي هوموتوپی آنالیز روش از مکرر استفاده�ي و نظر مورد بازه�ي

هوموتوپی آنالیز استاندار روش مشکلات همان هنوز نیز مرحله�اي چند روش�هاي که است این اصلی مسئله�ي

می�شوند. شامل را

چندمرحله�اي هوموتوپی�-��طیفی آنالیز روش 2.4
چندمرحله�اي هوموتوپی�-��طیفی آنالیز روش نام به هوموتوپی آنالیز روش از اصلاحی داریم تصمیم بخش این در

حل براي هوموتوپی آنالیز روش مشکلات ابتدا کنیم. بیان غیرخطی به�شدت نوسان�گرهاي معادلات حل براي

هوموتوپی آنالیز روش مشکلات شده ارائه روش که می�دهیم نشان سپس و نموده بیان را معادلات از این�دسته

ندارد. را

غیرخطی به�شدت نوسان�گرهاي حل براي هوموتوپی آنالیز روش 1.2.4

با است. رفته به�کار (2.4) اولیه�ي شرایط با (1.4) معادله�ي حل براي هوموتوپی آنالیز روش قسمت، این در

گرفته نظر در u(t) اولیه تخمین عنوان به u٠(t) = A+Bt که است طبیعی (2.4) اولیه�ي شرایط به توجه

می�شود: تعریف زیر به�صورت L کمکی عملگرخطی شود.

L[ũ(t, q)] =
∂٢

∂t٢ ũ(t, q) + αũ(t, q) (3.4)

در L همچنین و است u(t) جواب تابع براي نگاشت نوع یک ũ(t, q) و جانشانی پارامتر q ∈ [٠, ١] که

می�کند: صدق زیر رابطه�ي

L[C١ cos
(√

αt
)
+ C٢ sin

(√
αt
)
] = ٠,
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می�شود: بیان زیر به�صورت (1.4) معادله�ي براي غیرخطی عملگر هستند. ثابت ضرایب C٢ و C١ که

N [ũ(t, q)] =
∂٢

∂t٢ ũ(t, q) + αũ(t, q) + F

(
t, ũ(t, q),

∂

∂t
ũ(t, q),

∂٢

∂t٢ ũ(t, q)

)
.

می�شود: ساخته زیر به�صورت صفر مرتبه�ي دگردیسی معادله عملگرها این به توجه با

(١ − q)L[ũ(t, q)− u٠(t)] = qc٠N [ũ(t, q)], ũ(٠, q) = A, ũ′(٠, q) = B, (4.4)

معادله�ي جواب می�یابد، افزایش 1 تا ٠ از q هنگامی�که است واضح است. کمکی پارامتر یک c٠ ̸= ٠ آن در که

کافی اندازه�ي به ũ(t, q) اگر می�کند. تغییر u(t) تا u٠(t) از ũ(t, q) یعنی (4.4) صفر مرتبه�ي دگردیسی

است: زیر به�صورت q به نسبت مکلورن سري باشد هموار

ũ(t, q) = u٠(t) +
∞∑

m=١

um(t)q
m (5.4)

آن در که

um(t) =
١
m!

∂mũ(t, q)

∂qm

∣∣∣
q=٠

.

داریم: باشد همگرا q = ١ در (5.4) سري اگر حال

u(t) = u٠(t) +
∞∑

m=١

um(t).

دگردیسی معادله�ي q = ٠ قراردادن m! بر تقسیم و (4.4) معادله�ي طرفین از مشتق�گیري �m-�مرتبه با

می�آید: به�دست زیر به�صورت m مرتبه�ي

L[um(t)− χmum−١(t)] = c٠Rm(t), um(٠) = ٠, u′m(٠) = ٠, (6.4)

آن در که

Rm(t) = u′′m−١ + αum−١ +
١

(m− ١)!
∂m−١

∂qm−١F

(
t, ũ(t, q),

∂

∂t
ũ(t, q),

∂٢

∂t٢ ũ(t, q)

)∣∣∣
q=٠

,

و

χm =


٠, m ≤ ١,

١, m > ١.
(7.4)
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(6.4) معادله�ي کلی جواب لذا باشد. (6.4) معادله�ي خصوصی جواب نشان�دهنده�ي u∗m که می�کنیم فرض

um = u∗m + C١ cos
(√

αt
)
+ C٢ sin

(√
αt
)
, (8.4)

کمکی خطی عملگر به توجه با می�آیند. به�دست (6.4) معادله�ي اولیه�ي شرایط از استفاده با C٢ و C١ که است

می�شود: تبدیل زیر رابطه�ي به معادله�ي(8.4) ،(6.4)

um(t) = χmum−١(t) +
c٠√
α

(
sin
(√

αt
) ∫ t

٠
Rm(x) cos

(√
αx
)
dx

− cos
(√

αt
) ∫ t

٠
Rm(x) sin

(√
αx
)
dx
)
. (9.4)

آید: بوجود زیر مشکل سه است ممکن ،(9.4) رابطه�ي راست سمت انتگرال�هاي محاسبه�ي در که است واضح

حتی و دشوار بسیار شده تولید انتگرال�هاي محاسبه�ي که باشند پیچیده به�قدري Rm تابع است ممکن (1

غیر قسمت و sin(u) یا √u غیرخطی ترم�هاي وجود مثال به�عنوان باشد. ممکن غیر مواردي در

هوموتوپی آنالیز استاندارد روش به�کارگیري مانع است ممکن مسئله یک در g(t) = sin(t٢) همگن

باشد.

به�دست تقریب جملات تعداد که است ممکن مناسب، تقریب به رسیدن به�منظور تکرارها افزایشتعداد با (2

و انتگرالگیري�ها تعداد افزایش موجب امر این که کند رشد زیادي بسیار سرعت با تکرار هر در آمده

یک از حاصل نتایج ذخیره�سازي دیگر طرف از می�شود. محاسبات بالاي زمان و پیچیدگی نتیجه در

محاسباتی سیستم حافظه�ي از زیادي فضاي اشغال به منجر نیز جدید تکرار محاسبه�ي به�منظور تکرار

می�شود.

جواب بیان قواعد با هوموتوپی آنالیز روش چارچوب در است، شده اشاره 2 فصل در که همان�طور (3

شده تولید انتگرال�هاي محاسبه�ي براي مشکلاتی است ممکن که هستیم مواجه ارگودیکی ضرایب و

آورد. بوجود

هوموتوپی آنالیز روش از گوناگونی اصلاحات آن، زمان و محاسبات کاهش و همگرایی سرعت افزایش منظور به

است همکاران و متسا1 توسط شده ارائه هوموتوپی�-�طیفی آنالیز روش آن�ها مهمترین از یکی که شدند مطرح

1Motsa
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است. غیرخطی شدیداَ تابعی معادلات حل براي توانا ابزار یک هوموتوپی�-�طیفی آنالیز روش .[111 ،110]

و هوموتوپی آنالیز روش دو ترکیب که جدید روش یک بعد قسمت در فوق، مشکل سه بر کردن غلبه براي

و همکاران و متسا توسط شده ارائه هوموتوپی�-�طیفی آنالیز روش برخلاف که می�کنبم ارائه را است شبه�طیفی

ندارد. جبري غیرخطی و خطی دستگاه هیچ حل به نیاز طیفی روش

جدید هوموتوپی�-�طیفی آنالیز روش 2.2.4

اولیه�ي شرایط تحت می�کنیم. ارائه غیرخطی به�شدت نوسان�گرهاي حل براي جدید روش یک قسمت این در

رابطه�ي به توجه با کنیم. انتخاب u(t) اولیه تخمین به�عنوان u٠(t) = A + Bt که است طبیعی ،(2.4)

داریم: (9.4)

u١(t) =
c٠√
α

(
sin
(√

αt
) ∫ t

٠
R١(x) cos

(√
αx
)
dx

− cos
(√

αt
) ∫ t

٠
R١(x) sin

(√
αx
)
dx
)
. (10.4)

شود: زده تقریب زیر سري توسط می�تواند [٠, T ] روي u١(t) تابع طیفی، روش�هاي و اول فصل به توجه با

uM١ (t) =
M∑
j=٠

ũ١,jTj

(
٢
T
t− ١

)
, (11.4)

و هستند اول نوع چبیشف چندجمله�اي�هاي Tj که

ũ١,j =
(١−)٢j

Mc̃j

M∑
i=٠

١
c̃i
u١(t̃i) cos

(
πij

M

)
, j = ٠, ١, ٢, · · · ,M, (12.4)

.t̃i = T
٢ (ti + ١) , i = ٠, ١, · · · ,M و هستند گوس�-�چبیشف�-�لوباتو نقاط ،ti = − cos

(
πi
M

) که
،u١(t̃i), i = ٠, ١, · · · ,M مجهول ضرایب (10.4) در ،t̃i, i = ٠, ١, · · · ,M گره�اي نقاط قراردان با

کرد: پیدا زیر رابطه�ي توسط می�توان

u١(t̃i) =
c٠√
α

(
sin
(√

αt̃i
) ∫ t̃i

٠
R١(x) cos

(√
αx
)
dx

− cos
(√

αt̃i
) ∫ t̃i

٠
R١(x) sin

(√
αx
)
dx
)
. (13.4)

(13.4) راست سمت معین انتگرال�هاي �p-�نقطه�اي گوس�-�لژاندر�-�لوباتوي قاعده�ي از استفاده با ما اینجا در

می�زنیم. تخمین
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داریم: (9.4) رابطه�ي به توجه با

u٢(t) = u١(t) +
c٠√
α

(
sin
(√

αt
) ∫ t

٠
R٢(x) cos

(√
αx
)
dx

− cos
(√

αt
) ∫ t

٠
R٢(x) sin

(√
αx
)
dx
)
. (14.4)

شود: زده تقریب زیر سري توسط می�تواند [٠, T ] روي u٢(t) تابع مشابه به�طور

uM٢ (t) =
M∑
j=٠

ũ٢,jTj

(
٢
T
t− ١

)
, (15.4)

که

ũ٢,j =
(١−)٢j

Mc̃j

M∑
i=٠

١
c̃i
u٢(t̃i) cos

(
πij

M

)
, j = ٠, ١, ٢, · · · ,M. (16.4)

،u٢(t̃i), i = ٠, ١, · · · ,M مجهول ضرایب (14.4) در ،t̃i, i = ٠, ١, · · · ,M گره�اي نقاط قراردان با

کرد: پیدا زیر رابطه�ي توسط می�توان

u٢(t̃i) = uM١ (t̃i) +
c٠√
α

(
sin
(√

αt̃i
) ∫ t̃i

٠
R٢(x) cos

(√
αx
)
dx

− cos
(√

αt̃i
) ∫ t̃i

٠
R٢(x) sin

(√
αx
)
dx
)
. (17.4)

�p-�نقطه�اي گوس�-�لژاندر�-�لوباتوي قاعده�ي از استفاده با (17.4) راست سمت معین انتگرال�هاي مشابه، به�طور

می�زنیم. تخمین

داریم: (9.4) رابطه�ي به توجه با m > ٢ براي کلی حالت در

um(t) = um−١(t) +
c٠√
α

(
sin
(√

αt
) ∫ t

٠
Rm(x) cos

(√
αx
)
dx

− cos
(√

αt
) ∫ t

٠
Rm(x) sin

(√
αx
)
dx
)
. (18.4)

شود: زده تقریب زیر سري توسط می�تواند [٠, T ] روي um(t) تابع مشابه به�طور

uMm (t) =
M∑
j=٠

ũm,jTj

(
٢
T
t− ١

)
, (19.4)

که

ũm,j =
(١−)٢j

Mc̃j

M∑
i=٠

١
c̃i
um(t̃i) cos

(
πij

M

)
, j = ٠, ١, ٢, · · · ,M, (20.4)
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و

um(t̃i) = uMm−١(t̃i) +
c٠√
α

(
sin
(√

αt̃i
) ∫ t̃i

٠
Rm(x) cos

(√
αx
)
dx

− cos
(√

αt̃i
) ∫ t̃i

٠
Rm(x) sin

(√
αx
)
dx
)
. (21.4)

تخمین گوس�-�لژاندر�-�لوباتوي�p-�نقطه�اي قاعده�ي از استفاده با (21.4) راست سمت معین انتگرال�هاي همچنین

می�شود: داده زیر به�صورت [٠, T ] روي u(t) تابع �nام مرتبه�ي تقریب می�زنیم.

Un,M(t) = u٠(t) +
n∑

m=١

uMm (t). (22.4)

نقش که است c٠ همگرایی کنترل�کننده�ي پارامتر شامل (22.4) جواب سري می�کنیم مشاهده همان�طورکه

از یکی موضوع این همچنین و می�کند بازي جواب سري همگرایی ناحیه�ي و سرعت کردن کنترل در مهمی

متفاوتی روش�هاي تاکنون است. نیمه�تحلیل روش�هاي سایر به نسبت هوموتوپی آنالیز روش فواید مهمترین

-�c٠ روش است شده اشاره دوم فصل در که همان�طور است. شده ارائه c٠ پارامتر مناسب مقدار تعیین براي

روش این بنابراین همگراست. جواب سري آن در که دهد نشان را c٠ مقادیر از معتبر ناحیه�ي می�تواند �منحنی

براي بهینه مقدار یک ]112] همکاران و 1 یابوشیتا ٢٠٠٧ سال در کند. تعیین را c٠ بهینه�ي مقدار نمی�تواند

خطا باقیمانده�ي مجذور کردن مینیمم با c٠ پارامتر

∆(c٠) =

∫ T

٠

(
U ′′
n,M(t) + αUn,M(t) + F

(
t, Un,M(t), U ′

n,M(t), U ′′
n,M(t)

))٢
dt.(23.4)

تقریب مرتبه�ي فزایش با که است واضح شد. نامیده هوموتوپی�-�بهینه آنالیز روش روش، این آوردند. به�دست

مقدار تعیین براي روش�هاي [؟[ جلیلی و عباس�بندي و ]113[ لیائو است. دشوار کاري (23.4) محاسبه�ي n

براي [113] لیائو روش از ما قسمت این در دادند. ارائه انتگرال�گیري قواعد از استفاده با c٠ پارامتر بهینه�ي

می�کنیم. استفاده c٠ تعیین

چندمرحله�اي هوموتوپی�����-���طیفی آنالیز روش 3.2.4

که است مناسب معادلاتی حل براي قبل بخش در شده ارائه آنالیز�هوموتوپی�-�طیفی روش که است واضح

روش که است آشکار بنابراین نباشد. نوسانسی یا نکند تغییر سرعت به کوچک بازه�هاي روي آن�ها جواب

1Yabushita
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نمی�باشد. مناسب بزرگ دامنه�هاي روي غیرخطی شدت به نوسانگر معادلات حل براي آنالیز�هوموتوپی�-�طیفی

می�کنیم. ارائه را چندمرحله�اي هوموتوپی�-�����طیفی آنالیز روش ما مشکل این بر غلبه براي

.∆ = Tr−Tr−١ و r = ١, ٢, · · · ,m Ωrکه = [Tr−١, Tr]زیربازه�هاي به را [٠, T بازه�ي[ ما ابتدا در

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت ψr : Ωr → [−١, ١] خطی نگاشت به�علاوه

ψr(t) =
٢(t− Tr−١)

∆r

− ١, r = ١, ٢, · · · ,m, (24.4)

به�طوری���که: می�کنیم انتخاب t̃ri گره�اي نقاط و

t̃ri = ψ−١
r (ti) =

∆r

٢
(ti + ١) + Tr−١, r = ١, ٢, · · · ,m, i = ٠, ١, · · · ,M, (25.4)

است. ψr(t) معکوس نگاشت ψ−١
r (t) که

براي و u١,٠(t) = u(T٠) + u′(T٠)(t − T٠) = A + Bt می�کنیم فرض ،Ω١ = [T٠, T١] روي

دایم: m ≥ ١

u١,m(t) ≃ uM١,m(t) =
M∑
j=٠

ũ
(١)
mjTj(ψ١(t)), (26.4)

که

ũ
(١)
mj =

(١−)٢j

Mc̃j

M∑
i=٠

١
c̃i
u١,m(t̃

١
i ) cos

(
πij

M

)
, j = ٠, ١, · · · ,M, (27.4)

u١,m(t̃
١
i ) ≃ χmu١,m−١(t̃

١
i ) +

c١
٠
(
t̃١
i − T٠

)
٢
√
α

(
sin
(√

αt̃١
i

) ∫ ١

−١
Rm(x) cos

(√
αx
)
dx

− cos
(√

αt̃١
i

) ∫ ١

−١
Rm(x) sin

(√
αx
)
dx
)
, ,m = ١, ٢, · · · , n. (28.4)

تخمین �p-�نقطه�اي گوس�-�لژاندر�-�لوباتوي قاعده�ي از استفاده با (28.4) راست سمت معین انتگرال�هاي که

U١,n(t) =
∑n

m=٠ u١,m(t) صورت به Ω١ روي u(t) تابع �nام مرتبه�ي تقریب می�توانیم بنابراین می�زنیم.

می�آوریم: بدست زیر خطاي باقیمانده�ي مجذور کردن مینیمم از استفاده با c١
٠ بهینه�ي مقدار �آوریم. به�دست

∆(c١
٠) =

∫
Ω١

(
U ′′

١,n(t) + αU١,n(t) + F
(
t, U١,n(t), U

′
١,n(t), U

′′
١,n(t)

))٢
dt. (29.4)

داریم: m ≥ ١ براي و u٢,٠(t) = U١,n(T١) + U ′
١,n(T١)(t− T١) می�کنیم فرض ،Ω٢ = [T١, T٢] روي

u٢,m(t) ≃ uM٢,m(t) =
M∑
j=٠

ũ
(٢)
mjTj(ψ٢(t)), (30.4)
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که

ũ
(٢)
mj =

(١−)٢j

Mc̃j

M∑
i=٠

١
c̃i
u٢,m(t̃

٢
i ) cos

(
πij

M

)
, j = ٠, ١, · · · ,M, (31.4)

u٢,m(t̃
٢
i ) ≃ χmu٢,m−١(t̃

٢
i ) +

c٢
٠
(
t̃٢
i − T٠

)
٢
√
α

(
sin
(√

αt̃٢
i

) ∫ ١

−١
Rm(x) cos

(√
αx
)
dx

− cos
(√

αt̃٢
i

) ∫ ١

−١
Rm(x) sin

(√
αx
)
dx
)
, ,m = ١, ٢, · · · , n, (32.4)

�p-�نقطه�اي گوس�-�لژاندر�-�لوباتوي قاعده�ي از استفاده با (32.4) راست سمت معین انتگرال�هاي به�طورمشابه،

U٢,n(t) =
∑n

m=٠ u٢,m(t)صورت Ω٢به روي u(t) تابع مرتبه�ي�nام تقریب می�توانیم بنابراین می�زنیم. تخمین

می�آوریم: بدست زیر خطاي باقیمانده�ي مجذور کردن مینیمم از استفاده با c٢
٠ بهینه�ي مقدار �آوریم. به�دست

∆(c٢
٠) =

∫
Ω٢

(
U ′′

٢,n(t) + αU٢,n(t) + F
(
t, U٢,n(t), U

′
٢,n(t), U

′′
٢,n(t)

))٢
dt. (33.4)

Us,n(t) =
∑n

m=٠ u٢,m(t) s = صورت به Ωs روي u(t) تابع �nام مرتبه�ي تقریب می�توانیم به�طورمشابه،

می�شود: داده زیر به�صورت [٠, T ] بازه�ي روي u(t) تابع تقریب نهایت در �آوریم. به�دست .٣, ۴, · · · ,m

u(t) ≃ UM
n (t) =



UM
١,n(t), t ∈ Ω١,

UM
٢,n(t), t ∈ Ω٢,

...

UM
m,n(t), t ∈ Ωm.

(34.4)

غیرخطی به�شدت نوسان�گرهاي از نمونه چند حل 3.4

نوسانگر مسئله�ي حل براي چندمرحله�اي طیفی - وردشی تکرار روش دقت بررسی به�منظور قسمت این در

صورت ∆t = ٠٫ ٠٠١ با چهارم مرتبه�ي کوتاي رونگه- روش و روش این بین مقایسه�اي غیرخطی به�شدت

p = ١۵ مقدار محاسبات تمام در و گرفته�ایم بهره میپل نرم�افزار از قسمت این برنامه�نویسی در است. گرفته

است. شده فرض
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.[103] چرخشی آونگ سیستم :2.4 شکل

آونگچرخشی سیستم 1.3.4

حرکت معادله�ي بگیرید. نظر در را 2.4 شکل مطابق گردان پایه�ي یک به شده متصل ساده�ي آونگ سیستم

:[102] می�آید به�دست زیر به�صورت سیستم این براي

u′′ + ω٢
١)٠ − Λcosu) sin u = ٠, u(٠) = A ∈ (٠◦, ١٨٠◦), u′(٠) = ٠, (35.4)

Ω و l ،g آن در که Λ = Ω٢g/l و ω٢
٠ = g/l نوسان، اولیه�ي دامنه�ي A زاویه�اي، جابجایی u(t) آن در که

مثبت ثابت محدوده�ي می�باشند. زاویه�اي سرعت و m جرم به شده متصل میله طول گرانش، شتاب به�ترتیب

بررسی مورد [٠, ١۵] بازه�ي روي بر را مسئله این است. شده فرض ٠ < Λ < ١ به�صورت [109] مرجع در Λ

و (n = ١٠ و M = ٢٠ ،∆r = ∆ = ٠٫ ۵ ) پیشنهادي روش بین مقایسه یک این�جا در می�دهیم. قرار

است: شده انجام زیر حالت�هاي در چهارم مرتبه�ي کوتاي رونگه- روش

،(A,Λ, ω٠) = (١٧٠◦, ٠٫ ٩,
√

٢) اول: حالت (1

،(A,Λ, ω٠) = (١۴٠◦, ٠٫ ۵,
√

١٫ ۵) دوم: حالت (2

.(A,Λ, ω٠) = (١١٠◦, ٠٫ ١, ١) سوم: حالت (3

حالت�هاي در مسئله این براي فاز و جابجایی نمودارهاي بیان�گر به�ترتیب و - د 3.4 و ج الف- 3.4 شکل�هاي

می�کند. تولید را مناسبی نتایج مسئله این حل براي پیشنهادي روش که می�شود ملاحظه هستند. فوق
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(الف) (ب) (ج)

(د) (ه) (و)

(نقطه). چهارم مرتبه�ي کوتاي رونگه- روش (خط)، پیشنهادي روش : و) - (د فاز و ج) (الف- جابجایی نمودار�هاي :3.4 شکل

الاستیکتحتکشش یکسیم به متصل جرم نوسانات 2.3.4

را 4.4 شکل مطابق k سختی ضریب با کشیده الاستیک سیم یک مرکز به متصل m جرم با ذره یک حرکت

این�جا در می�باشد. ٢a برابر شود وارد به�آن نیرو که زمانی در الاستیک سیم طول کنید فرض و گرفته نظر در

معادله�ي گیرد. صورت x محور راستاي در تنها حرکت این و بوده بعدي یک ذره حرکت که می�کنیم فرض

:[105 ،104 ،101] می�آید به�دست زیر به�صورت سیستم این براي حرکت

m
d٢x

dτ ٢ + ٢kx− ٢kax√
d٢ + x٢

= ٠, x(٠) = B,
dx

dτ
(٠) = ٠. (36.4)

متغیر�هاي تعویض از استفاده با معادله این ساده�سازي براي

u =
x

d
, t =

√
٢k
m
τ, (37.4)

داریم:

u′′ + u− λu√
١ + u٢

= ٠, u(٠) = A, u′(٠) = ٠, (38.4)

.٠ < λ ≤ ١ و λ = a
d
،A = B

d
آن در که
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.[105 ،104] کشش تحت الاستیک سیم یک به متصل جرم سیستم :4.4 شکل

مقایسه یک مسئله�، این حل براي چندمرحله�اي هوموتوپی�-�طیفی آنالیز روش دقت دادن نشان منظور به

در چهارم مرتبه�ي کوتاي رونگه- روش و (n = ١٠ و M = ٢٠ ،∆r = ∆ = ٢ ) پیشنهادي روش بین

انجام [٠, ٣٠] بازه�ي روي (A, λ) = (١٫ ۵, ١) و (A, λ) = (١, ٠٫ ۵) ،(A, λ) = (٠٫ ۵, ٠٫ ٠١) حالت�هاي

مسئله این براي فاز و جابجایی نمودارهاي بیان�گر به�ترتیب و - د 5.4 و ج الف- 5.4 شکل�هاي است. شده

می�باشند.

پل در ون معادله�ي 3.3.4

چندمرحله�اي هوموتوپی�-�طیفی آنالیز روش به�وسیله�ي آن حل و پل1 در ون معادله�ي بررسی به این�جا در

است قطبی سه لامپ الکتریکی مدار یک پایدار خود نوسانات از ریاضی مدل یک معادله این می�پردازیم.

معادله� .[107] گردید معرفی پل2 وندر بالتازار به�نام فیزیک�دان یک توسط 1920 سال در بار اولین و [106]

می�شود: بیان زیر به�صورت پل در ون دیفرانسیل

u′′ − µ(١ − u٢)u′ + u = ٠, u(٠) = A, u′(٠) = B, (39.4)

µ = ٠ براي است. مسئله میرایی قدرت و بودن غیرخطی درجه�ي معرف و ثابت پارامتر یک µ ≥ ٠ آن در که

،u > ١ که هنگامی می�شود. تبدیل u′′ + u = ٠ ساده�ي هماهنگ حرکت معادله�ي به (39.4) معادله�ي

1Van der Pol equation

2Balthasar Van der Pol
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(الف) (ب) (ج)

(د) (ه) (و)

(نقطه). چهارم مرتبه�ي کوتاي رونگه- روش (خط)، پیشنهادي روش : و) - (د فاز و ج) (الف- جابجایی نمودار�هاي :5.4 شکل

عبارت ،u < ١ که هنگامی و انرژي) (اتلاف میرا رفتار یک داراي سیستم و بوده مثبت −µ(١ − u٢) عبارت

می�باشد. انرژي) جذب ) برونگه-یخته رفتار یک داراي سیستم و بوده منفی −µ(١ − u٢)

بین مقایسه یک مسئله�، این حل براي چندمرحله�اي هوموتوپی�-�طیفی آنالیز روش دقت بررسی منظور به

روي چهارم مرتبه�ي کوتاي رونگه- روش و (n = ١۵ و M = ١۵ ،∆r = ∆ = ٠٫ ۵ ) پیشنهادي روش

فاز و جابجایی نمودارهاي بیان�گر به�ترتیب و - د 6.4 و ج الف- 6.4 شکل�هاي است. شده انجام [٠, ۵٠] بازه�ي

می�باشند. مسئله این براي
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(الف) (ب) (ج)

(د) (ه) (و)

(نقطه). چهارم مرتبه�ي کوتاي رونگه- روش (خط)، پیشنهادي روش : و) - (د فاز و ج) (الف- جابجایی نمودار�هاي :6.4 شکل
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