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پذیرم و دانشگاه آزاد چنانچه در هر مقطع زمانی خلاف موارد فوق ثابت شود، عواقب ناشی از آن را می )4
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  چکیده

این گونه  حلکه  ندشوبه معادلات غیرخطی منجر می ئل طبیعی غالباًمدل بندي بسیاري از پدیده ها و مسا  

به دست آوردن یک جواب تحلیلی براي بسیاري . از معادلات، در حالت کلی، معمولا سخت و دشوار است

هاي عددي و نیمه تحلیلی ناچار از روشگردد که به از معادلات دیفرانسیل غیرخطی با مشکلاتی مواجه می

ها امتیازها و ه هریک از این روشاما باید توجه داشت ک. شودبراي تعیین تقریبی از جواب استفاده می

اي تواند به گونهتحلیلی میهاي عددي و نیمهاستفاده هم زمان از روش. محدودیت هاي خاص خود را دارند

  .ثر واقع شوندؤمهاي مثبت خود، در جهت رفع معایب دیگري باشد که هر دو روش علاوه بر حفظ ویژگی

معمولی غیرخطی  و تکراري براي حل معادلات دیفرانسیل هاي طیفیهدف از این پژوهش، ترکیب روش  

 يهاي طیفی و روش تجزیهدر این رساله پس از شرح مختصري از روش .باشدبر اساس ایده فوق می

 ي آدومیان، یک روش ترکیبی به نام روش طیفی ـ آدومیان معرفی گردیده و از این روش براي حل معادله

نتایج حاصل شده از این روش با نتایج دیگر روش ها، دقت و  ي مقایسه  .مدن استفاده شده استن ـ ایل

         .کارایی روش طیفی ـ آدومیان را تایید نموده است

روش هم محلی، روش تجزیه  مدن،ن ـ ایمعادلات دیفرانسیل غیر خطی، معادله ل: کلمات کلیدي    

  آدومیانهاي چبیشف، روش ترکیبی طیفی ـ  اي آدومیان، چندجمله
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  اول فصل

  م اولیهیمفاه
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  مقدمه 1-1

 ي  لهابتدا مسأ. استپردازیم که در طی این پژوهش مورد نیاز می به طور مختصر به مفاهیمیدر این فصل 

گیري کنیم، سپس به انتگرالهاي ژاکوبی را معرفی میايرا بیان و در پی آن چندجمله 1لیوویل -شتورما

 .ن خواهیم داشتاپرداخته و درنهایت نگاهی کوتاه به روش آدومیعددي 

  لیوویل - شتورما ي لهمسأ 1-2

این مسائل . دنباشاربرد در علوم ریاضی و فیزیک میکلیوویل یکی از مسائل پر -شتورم ي مسائل مقدار ویژه

موجهاي هارمونیک براساس قانون  ي بندي ارتعاشات در فیزیک حاصل گردیده و توصیف کنندهاز مدل

مسائل مشتقات جزئی مانند معادلات گرما، لیوویل در حل  -شتورما ي مسائل مقدارویژه. باشندمی نیوتن

باشند، اما کاربرد اصلی و بااهمیت این مسائل در رابطه با موج و لاپلاس داراي کاربردهاي زیادي می

متناهی از توابع فرانسیل، معمولا جواب به صورت یک بسط دی ي در تقریب یک معادله. روشهاي طیفی است

  .شود تا دقت طیفی برآورده شود لیوویل مناسب در نظر گرفته می -شتورما ي لهأویژه یک مس

 مقدارویژه به شکل ي لیوویل، یک مساله -شتورما ي لهأیک مس
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||||0اي که حقیقی و ثابتی هستند به گونهاعداد  2b و 1a، 2a ،1bکه در آن  11  ba 0 و|||| 22  ba، 

 اکیداً) -1, 1(در بازه  p(x)به طوري که  اي هستندهر سه توابع حقیقی داده شده w(x)و  q(x) ،p(x)توابع 

نامنفی،  )- 1, 1(در بازه  q(x)است،  نیز پیوسته 1xدر نقاط مثبت و به طور پیوسته مشتق پذیر بوده و 

را یک مقدار  0 ،)1- 1(در  .در این بازه نامنفی و پیوسته است w(x) دار است و تابع وزنپیوسته و کران

. نامندمی للیووی - شتورما ي لهأمس  دیفرانسیل متناظر با این مقدار ویژه را تابع ویژه ي ویژه و جواب معادله

  :شوندزیر تقسیم بندي می ي لیوویل به دو دسته -شتورمادر حالت کلی مسائل 

                                                      
1 - Sturm- liouvile 
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  لیوویل منظم -شتورمامسائل 

  لیوویل منفرد -شتورمامسائل 

مثبت باشد آن را منظم و اگر این تابع  اکیداً] - 1,1[در بازه  p(x)تابع ) 1-1(وویل یل -شتورمااگر در مساله 

 -شتورمامسائل  از ویژگی مهم. نامندا منفرد مییمرزي صفر باشد آن را نامنظم حداقل در یکی از نقاط 

از اعداد حقیقی  کران بی ياین است که مقادیر ویژه این مسائل تشکیل یک دنباله) منظم و منفرد( لیوویل

2)1,1( براي فضاي ههمچنین توابع ویژه این مسائل یک پایه متعامد یک. دهند می wL 1[کنند  فراهم می[.  

هاي طیفی در این است  لیوویل در روش - شتورماهمانطور که قبلا اشاره شد نکته جالب استفاده از مسائل 

ه کچنان هم البته. گرددنهایت هموار برحسب توابع ویژه آن، دقت طیفی تضمین مییک تابع بیکه با بسط 

آنها نشان دادند . لیوویل داراي این خاصیت نیستند -شتورمااند، همه مسائل  اشاره کرده 1گاتلیب و اورزاگ

 - شتورما ي لهویژه مسأبه صورت یک سري از توابع توان را می u(x)هموار مانند  نهایت که هر تابع بی

کند، یعنی بسط تقریبی  به صفر میل میk10ضریب تر از ام این بسط سریعkلیوویل منفرد بسط داد و ضریب 

 آیند،لیوویل منظم به دست می -شتورمااي که از مسائل مورد توابع ویژهاما در . تابع داراي دقت طیفی است

توانند دقت طیفی را تضمین کنند، مگر این که تابع باید این نکته را خاطر نشان کرد که در حالت کلی نمی

 -شتورما ي لهأتر شدن بحث مساي صادق باشد، براي روشنهموار تقریب زده شده در شرایط مرزي اضافه

 :لیوویل زیر را در نظر بگیرید
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 له داراي مقادیر ویژهأاین مس
4

2
2 n

n   1(/2( و توابع ویژه(cos()(  xnxn  نتایج نشان می .است-

به وسیله این توابع ویژه زمانی داراي دقت طیفی ) -1,1(ونسی یک تابع هموار روي یدهند که بسط کس

صفر باشند، که این خود ناشی از این حقیقت است که تابع  ،مشتقات فرد این تابع روي مرز ي است که کلیه

p(x) منظم است) 3- 1(لیوویل  -شتورما ي لهأروي مرز صفر نیست، یعنی مس.  

ل ئعددي دارند در بین مساگیري گیري و انتگرالها در مشتقايهاي مفیدي که چندجملهبه دلیل ویژگی

در اي هستند، است که توابع ویژه آنها به صورت چندجملهلیوویل منفرد، اهمیت ویژه با مسائلی  -شتورما

اي هیل تکین هستند که به صورت چندجمللیوو -شتورماتنها توابع ویژه  2هاي ژاکوبیاياین میان چندجمله

  .پردازیمها و بررسی خواص آنها میايجمله، از این رو درادامه به معرفی این چند]2[شوند نوشته می

                                                      
1 - Gottlieb and Orszag 
2 - Jacobi Polynomials 
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  هاي ژاکوبیايچندجمله 1-3

,),(2,1,0..., ژاکوبی يهاايچندجمله  nxJn، با شرایط ) 1-1(لیوویل تکین  -شتورما ي لهأتوابع ویژه مس

  .زیر هستند

)1-4(  
,0)(,)1()1()( 11,   xqxxxp 

.1,1,)1()1()(,   xxxw  

x(J(و مقدار ویژه متناظر با هر تابع ویژه  ,
n

  1(به صورت(,    nnn است.  

  ]3[ 1- 3-1قضیه 

 :شوندبازگشتی زیر محاسبه می ي هاي ژاکوبی با رابطهايچندجمله

)1-5(  
,1),()()()(

),(
2

1
)2(

2

1
)(,1)(

,
1

,,,,,
1

,
1

,





 nxJcxJbxaxJ

xxJxJ

nnnnnn

o



 
  

  که در آن

      

)1-6(  ,
)2)(1)(1(2

)12)(( 22
,










nnn

n
bn  

  
.

)2)(1)(1(

)22)()((,










nnn

nnn
cn  

باشند، این چند  ویل منفرد میولی -شتورما ي لهأویژه یک مسهاي ژاکوبی توابع ايبا توجه به اینکه چندجمله

,)( تابع وزننسبت به ) - 1,1(ها در بازه  اي جمله xw  تعامد براي آنها به صورت زیر  ي متعامدند که رابطه

 :شود بیان می

)1-7(  
,

)1(

)1()1(

!)12(

2
||||

,)()()(

1
2,,

,,,,
1

1

,






























n

nn

nn
J

dxxwxJxJ

wnn

mnnmn

  

به  n ي اي ژاکوبی درجهبراي تعریف چندجمله حصریفرمول ک ی. باشدتابع دلتاي کرونکر می mn که در آن

 :باشد صورت زیر می

)1-8(  .)1()1(2)(
0

, jjn
n

j

n
n xx

jn

n

j

n
xJ 



















 
 



 
  

به عبارت . هاي ژاکوبی متقارن هستندايشود که چندجمله، نتیجه می)8-1(در  xبه جاي  x–با جایگزینی 

  :دیگر

,
)1)(1(2

)22)(12(,










nn

nn
an
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)1-9(    

,)( ژاکوبی ايو این بدان معنی است که چندجمله xJn
  براي هرn  زوج، تابعی زوج و براي هرn  ،فرد

  :باشندنیز قابل محاسبه می 1هاي ژاکوبی با استفاده از فرمول رودریگزايچندجمله. باشدفرد می یتابع

)1-10(  ].)1()1[(
!2

)1(
)()1()1( ,   


 nn

n

n

n

n

n xx
dx

d

n
xJxx  

  :وبی روابط زیر برقرار استهاي ژاکايجملهبراي چند

)1-11(    ),()1(
2

1
)( 1,1

1
, xJnxJ

dx

d
nn


    

)1-12(  ,)()()( ,,1,1,,
1

1

mnnnmn dxxwxJ
dx

d
xJ

dx

d
  


  

)1-13(  ),()()( ,11,,
1 xJxJxJ nnn

 
   

)1-14  

  

(  

)].()()()[(
1

)( ,11,, xJnxJn
n

xJ nnn
 


 


  

هاي ژاکوبی، ايمشتق چندجمله ي شود که دنبالهنتیجه می) 12- 1(رابطه از 










0

, )(
n

n xJ
dx

d  نیز نسبت به ،

1,1)( تابع وزن xw   متعامدند.  

)()1,1(  بسط سري تابع 2  Lxu هاي ژاکوبی به صورت زیر استايبا استفاده از چندجمله:  

)1-15(  ,)()( ,

0

xJaxu nn
n






  

  .:شوندزیر محاسبه مییب بسط با استفاده از ضرب داخلی اکه در آن ضر

)1-16(   
...,2,1,0,)()()(

1
),(

1 ,
1

1

,

,

,
0

,  


ndxxwxJxuJua n

n
wn

n

n






 


  

  :به صورت زیر است Nاز درجه  u(x)سري قطع شده تابع  Nبراي هر عدد طبیعی 

)1-17(  ).()( ,

0

xJaxup nn

N

n
N




  

2),( از آنجا که ضرب داخلی در فضاي baLw شودبه صورت زیر تعریف می:  

)1-18(  ),,(,,)()()(),( 2 baLvudxxwxvxuvu w

b

a
w    

  :به عبارت دیگر. می باشد NP)1,1(در فضاي  u(x)تابع  2تصویر متعامد xupN)(شود نتیجه می

                                                      
1 - Rodrigues' formula 
2 - Orthogonal projection 

),()1()( ,, xJxJ n
n

n
 
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)1-19(  )1,1(,),(),( ,,  NwwN Puvuvup   

  .است) - 1,1(روي بازه  N حداکثري  هاي از درجهاي چندجمله يفضاي همه NP)1,1(که

 هاي ژاکوبیايجملهچندي مجموعهاز کامل بودن  
0

, )(
nn xJ  شود براي هر تابع نتیجه می 

)1,1()( 2  wLxu خواهیم داشت:  

.,0||||  Nupu wN  

  گیري عددي انتگرال 1-4

dxxf انتگرال معین ي براي محاسبهفنون مقدماتی 
b

a
)( اساسی حساب دیفرانسیل و انتگرال  ي از قضیه

 F(b)-F(a)آورند و سپس مقدار آن انتگرال را براي دست میه را ب Fکند، ابتدا یک تابع اولیه  استفاده می

هاي دقیق را به  شود روش ، تعیین یک تابع اولیه مشکل است و لازم میfبراي اکثر توابع . کنند محاسبه می

  .]4[تقریبی کنار بگذاریم  يها نفع روش

  :زیر خلاصه کرد ي دستهتوان آنها را در سه هاي متفاوتی وجود دارد که میگیري عددي ایده براي انتگرال

  هایی براساس درونیابی ایده -

  هاي گاوسی ایده -

  )برونیابی(هاي ریچاردسن  ایده -

وجود دارد، در ادامه به روش  1گیري گاوسهاي متعامد و انتگرالايبا توجه به تعاملی که بین چندجمله

  .پردازیم انتگرال گیري گاوسی می

  گیري گاوسیروشهاي انتگرال 1- 1-4

  به صورت کلی و گیري عدديهاي انتگرال روش ي گیري گاوس متعلق به خانوادهفرمول انتگرال

)1-20(  ][)()()(
0

fExfwdxxwxf Njj

N

j

b

a
 



  

 است، که در آن N

jjx
0

و   N

jjw
0

][گیري بوده و هاي انتگرالها و وزنبه ترتیب گره  fEN  خطاي

][0چنانچه . گیري استانتگرال fENبراي تابع) 20-1(گیري  ، فرمول انتگرال f(x) دقیق است.  

 هاي در صورتی که گره N

jjx
0

)(],[و متمایز باشند   1 baCxf N داریم ،:  

)1-21(  ,)())((
)!1(

1
][

0

)1( dxxxxf
N

fE j

N

j

N
b

a
N 


 



   

                                                      
1 - Gauss-type quadrature 
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)(],[ که bax  .اياي لاگرانژ براساس نقاط گرههاي پایهايدانیم که چندجمله می  N

jjx
0

 ي به وسیله 

  :شوند زیر حاصل می ي رابطه

)1-22(  .0,)(
,0

Nj
xx

xx
xh

ij

i
N

jii
j 




 



  

)()(با قرار دادن  xhxf j  گیري به هاي انتگرال، وزن)21- 1( ي و استفاده از رابطه) 20-1(در رابطه

  :شوندصورت زیر محاسبه می

)1-23(  .0,)()( Njdxxwxhw j

b

a
j    

                   است هرگاه m 1دقت داراي درجه) 20-1(گوییم فرمول انتگرال گیري 
 

)1-24(  .0][(x)  pEPp Nm  

(x)1 با این شرط که حداقل یک  mPq 0وجود داشه باشد به قسمی که][ qEN.  

گره متمایز  N+1به طور کلی براي هر   ),(
0

bax
N

jj 


. است N2+1و  Nبین ) 20- 1(براي  دقت ي ، درجه

هاي  به علاوه اگر گره N

jjx
0

1)(اي متعامد  از صفرهاي چندجمله  xpN   نسبت به وزن)(xw انتخاب ،

ري گی انتگرال ي این قاعده، به قاعده. را دارا است N2+1دقت یعنی  ي یمم درجهسقاعده ماک باشند، اینشده 

گیري گاوس، به خاطر بالا بردن دقت  هاي متعامد در انتگرال اي جملهبنابراین چند. گاوس معروف است

  .دارند که در ابتداي بحث به آن اشاره شدجواب بسیار اهمیت 

  ]3[ انتگرال گیري گاوس 1- 4-1قضیه 

فرض کنید  N

jjx
0

1)( اي متعامدجملهصفرهاي چند ي دنباله  xpN  بنابراین یک مجموعه منحصر به  .باشد

 هاياز وزن فرد N

jjw
0

  شود موجود است به قسمی کهتعریف می) 23- 1(که به وسیله  

)1-25(  ,(x)),()()( 12
0




  Njj

N

j

b

a
Ppxpwdxxwxp  

  ي ري همگی مثبت بوده و از رابطهیانتگرال گهاي  که در آن وزن

)1-26(  ,0,
)(')(

||)(||
.

1

2
1 Nj

xpxp

xp

k

k
w

jNjN

wN

N

N
j 



  

  .است pj(x)اي  چندجمله در پیشرو ي ضریب جمله kjآیند که  دست می به

این موضوع . قرار دارند (a,b) ي گیري گاوس درون بازههاي فرمول انتگرالگره ي توجه داشت که همه باید

گیري نقاط مرزي را هم شامل هاي انتگرالپس اگر بخواهیم گره. سازداعمال شرایط مرزي را مشکل می

  .میکن استفاده می 3لوباتو - گاوس یا 2رادو -اي گاوسشوند، از نقاط گره

                                                      
1 - Degree of precision 
2 - Gauss-Radau 
3 - Gauss-Lobatto 
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  ]3[رادو  - انتگرل گیري گاوس 2-4- 1قضه 

و  x0=aفرض که  N

jjx
1

  :به صورت زیر باشند xqN)(صفرهاي 

)1-27(  ,
)()(

)( 1

ax

xpxp
xq NNN

N



    

  که در آن

)1-28(  ,
)(

)(1

ap

ap

N

N
N

  

 یکتا از وزن هاي ي در این صورت یک مجموعه N

jjw
0

               وجود دارد به طوري که  

)1-29(  .(x)),()()( 2
0

Njj

N

j

b

a
Ppxpwdxxwxp  



  

  :شوندزیر محاسبه میگیري همگی مثبت بوده که به صورت  لاوه وزن هاي انتگرالعبه 

)1-30(  ,)()(
)(

1
dxxwxq

aq
w N

b

a
N

o   

)1-30(  Nj
xqxq

xq

k

k

ax
w

jNjN

wN

N

N

j

j 





 1,
)(')(

||)(||
.

1

1

~11 2

  

.~)()()(که در آن  xwaxxw   

  ]3[لوباتو -گیري گاوسانتگرال   3- 4-1قضیه 

و  xN=bو  x0=aکنیم  فرض می  1

1





N

jjx 1)(صفرهاي xqN  دکن زیر صدق می ي در رابطه باشند که:  

)1-32(  ,
))((

)()()(
)( 11

1
xbax

xpxpxp
xq NNNNN

N



 




  

   x=bو  x=aاي هستند که براي به گونه N و N و

)1-33(  .0)()()( 11   xpxpxp NNNNN   

 گیريهاي انتگرالیکتا از وزن ي بنابراین یک مجموعه N

jjw
0

  :موجود است، به طوري که 

)1-34(  ,(x)),()()( 12
0




  Njj

N

j

b

a
Ppxpwdxxwxp  

  که در آن

)1-35(  ,)()()(
)()(

1
1

1

0 dxxwxpxb
aqab

w N

b

a
N








   

)1-36(  ,11,
)()(

||)(||
.

))((

1
'

12

2
~21 






 Nj
xqxq

xq

k

k

xbax
w

jNjN

wN

N

N

jj

j  

)1-37(  ,)()()(
)()(

1
1

1

dxxwxpax
bqab

w N

b

a
N

N 






   

~)())(()(در آن  که xwxbaxxw   11به علاوه براي و  Nj ،0jw.  
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.پردازیممیهاي ژاکوبی ايگیري گاوس براي چندجملهدر ادامه به بررسی فرمولهاي انتگرال  

  

  ]3[ 4- 4-1 قضیه

باشد، که در دقیق می N2+1 ي درجه حداکثر هاي ازايژاکوبی براي چندجمله -گاوس گیريفرمول انتگرال

 آن N

jjx
0

,)( ، صفرهاي
1 xJN

 شوند،زیر محاسبه می يگیري از رابطههاي انتگرالهمچنین وزن. باشندمی  

)1-38(  ,0,
)()( ,

1
,

,

Nj
xJxJ

C
w

jNxjN

N
j 









  

  که در آن

)1-39(  .
)2()!1(

)1()1()22(2,













NN

NNN
CN

  

]3[ 5- 4-1قضیه   

 و x0=-1فرض کنید  N

jjx
1

,1)( ايصفرهاي چندجمله  xJ N
 هاي به علاوه فرض کنید که وزن. باشند

.هاي زیر محاسبه گردندگیري نیز از فرمولانتگرال
 

  

)1-40(  

,1,
)()(

.
1

1

,
)2()2(

)1(!)1()1(2

1,1,
1

1,
1

21

0

Nj
xJxJ

C

x
w

NN

NN
w

jNxjN

N

j

j 



























  

 که به طوري  ,
1NC  گیري گیري که به انتگرالدر این صورت این انتگرال. آیدبه دست می) 39-1(از رابطه

NPp هاي اي جملهرادو معروف است، براي چند -ژاکوبی -گاوس 2(x) باشد دقیق می.  

  ]3[ 6- 4-1قضیه 

و   x0=-1و  xN=1فرض کنید  1

1





N

jjx ايجملهصفرهاي چند )(, xJ Nx
 به علاوه فرض کنید که . باشند

  :هاي زیر محاسبه شوند ز از فرمولیگیري نوزن هاي انتگرال

)1-41(  

,
)2()1(

)1()()1()1(2 21

0











NN

NN
w

  

,
)2()1(

)1(N)()1()1(2 21












NN

N
wN

  

,11,
)()(

.
1

1
1,1

1
1,1

2

1,1
2

2












 Nj

xJxJ

C

x
w

jNxjN

N

j

j 


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1,1به طوري که 
2





NC  که به انتگرال در این صورت این انتگرال گیري . آیدبه دست می) 34- 1(از رابطه

(x)12 هايايجملهلوباتو معروف است، براي چند -ژاکوبی-گاوسگیري   NPp براي هر .باشد دقیق می

  :گیریمزیر را در نظر می يرابطه] - 1,1[پیوسته روي بازه  vو  uکدام از فرمول هاي بالا و براي هر دو تابع 

)1-42(  ,)()u(x)(u, j
0

jj

N

j
N wx 



  

u)1,1(کند و براي هر تابع گیري گاوس را بیان میاین رابطه مرتبه دقت فرمول انتگرال  2   NP ،

)1,0,1(  داریم:  

)1-43(  .)(u,)(u,  N  

N)(u, یک ضرب داخلی در فضاي PN(-1,1) گویند و نرم باشد که به آن ضرب داخلی گسسته میمی

  :باشدمتناظر با آن نیز به صورت زیر می

)1-44(  .),( 2

1

NN
uuu   

  می توان نتیجه گرفت که) 35-1(ژاکوبی و ضرب داخلی گسسته  هاي اي از تعامد چند جمله

)1-45(  NmkJJJ
NkkkmkNkm ,...,1,0,,,),(
2,,,,,     

را ] -1,1[توان ضرایب بسط ژاکوبی براي هر تابع پیوسته روي بازه گیري میانتگرالبا استفاده از فرمول 

  يرابطهاین ضرایب از طریق . یافت

)1-46(  ,,...,1,0,),(
1

ˆ , NkJua Nk

k

k  


  

  :شود فوق نتیجه می ي از رابطه. گویند ژاکوبی می ي شوند و به آنها ضرایب گسسته محاسبه می

)1-47(  .,...,1,0),(ˆ)( ,

0

NjxJaxu jkk

N

k
j  



  

  به صورت u(x)اي درونیاب را براي هر تابع توان چندجمله بالا می ي با توجه به رابطه

)1-48(  ),(ˆ)( ,

0

xJaxuI kk

N

k
N




  

:تعریف کرد که در این صورت
 

  

)1-49(  .,...,1,0),()( NjxuxuI jjN   

 PN(-1,1) گیري و با عناصررا در نقاط انتگرال u(x)این تابع درونیاب تنها تابعی است که هر تابع پیوسته  

  .رابطه زیر برقرار خواهد بود )49- 1(و طبق  x)(حال براي هر تابع پیوسته . کنددرونیابی می

)1-50(  .),(),( NNN uuI    
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نسبت به ضرب  PN(-1,1)در فضاي  u(x)تصویر متعامد تابع  INu(x)دهد که درونیاب رابطه نشان میاین 

  .باشدمی) 42- 1(داخلی گسسته 

  مدنا - نیمعادله ل 1-5 

منفرد که به وسیله معادلات دیفرانسیل معمولی غیرخطی مرتبه  در سال هاي اخیر بررسی مسائل مقدار اولیه

یکی از انواع مسائل . دانان قرار گرفته استاند مورد توجه بسیاري از ریاضیدانان و فیزیکبندي شدهدوم مدل

 :گردد می باشد که به  فرم زیر معرفی می 1مدنا -نیل ي منفرد، معادله ي مقدار اولیه

)1-51(  ,0),(),('"  xxgyxfy
x

y 


  

  با شرایط مرزي

)1-52(  ,)0(',)0( ByAy   

)(]1,0[ مقدار وتابعی پیوسته و حقیقی f(x,y)ثابت هستند، Bو  Aبه  طوري که  xg است.  

مورد  3مدنابرت وو ر 2نیتوسط دو فیزیکدان به نامهاي جاناتان هومر ل 1870این معادله اولین بار در سال 

  .]5[اندمدن معروف شدها -نیبررسی و مطالعه قرار گرفت و به همین دلیل این رده از معادلات به معادلات ل

2 ،nyyxfبا قرار دادن  ),( ،0)( xg ،1A  0وB  خواهیم ) 52-1(و ) 51-1(در روابط

  :داشت

)1-53(  











.0)0(',1)0(

,0,0'
2

"

yy

xyy
x

y n

  

 یتوان آن را به فرم زیر بازنویس معروف است که میمدن ا -نیل ي عادلهمبه ) 53-1(طور مرسوم معادله به 

  :کرد

)1-54(  











.0)0(',1)0(

,0)(
1 2

2

yy

y
dx

dy
x

dx

d

x
n

 

تروپها در بحث هیدرواستاتیک تعادلی به عنوان مدلهاي ساده از یک  امدن توصیف کننده پلی -نیل يمعادله

  :تروپ فرض کنید فشار گاز به صورت زیر باشد براي یک پلی. ستاره است

)1-55(  ,kP   

                                                      
1 - Lane- Emden equation 
2 - Jonatan Homer Lane 
3 - Robert Emden 
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 ي فوق را در معادله ي رابطهامدن  -لن ي معادله .چگالی گاز است و  ثابت هستند و  kکه 

  :شود زیر حاصل می ي کند که نتیجه هیدرواستاتیک تعادلی ترکیب می

)1-56(  ,
)(

)(
2r

rGM

dr

dP
  

  :داریم M(r)با حل معادله براي 

)1-57(  .
1

)(
22











dr

dPr

dr

d

Gdr

dM

dr

dP

G

r
rM


  

  :شود ه میجپوسته کروي در تعادل هیدرواستاتیک نتیلحاظ نمودن نقش با 

)1-58(  ,44 22  r
dr

dM
drrdM   

  و درنتیجه

)1-59(  

.4
1

,4
1

2

2

2
2







G
dr

dPr

dr

d

r

r
dr

dPr

dr

d

Gdr

dM




















  

  :شود زیر تبدیل می ي فوق به معادله ي ، معادله)54-1(تروپیک پلی ي عد از قرار دادن معادلهب

)1-60(  .4
1 1

2

2






 G

dr

d
k

r

dr

d

r








   

  بعد از تعریف مقادیر

)1-61(  
,

1

,

n

n

n









  

  :شود زیر تبدیل می ي به معادله) 60- 1(ي  لهمعاد

)1-62(  

.
1

4

1

,4
)(

)(
11

2

2

1

/1
2

2

nn

n

n
n

nn

dr

d
r

dr

d

r
k

G

n

G
dr

d

n

nkr

dr

d

r




























 








 


  

  :کنیم را به یک معادله بدون بعد تبدیل می ي فوق معادله  شعاعی حال با تعریف متغیر

)1-63(  

.
4

1

,

1

n

n

k
G

n

r
















  

  :گردد حاصل می تروپها در هیدرواستاتیک تعادلی براي پلی مدن زیرا -نیل ي درنهایت معادله
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)1-64(  ,
)(

)(
)()(

1 2

2

2 n

d

d

d

d








 








  

  و بنابراین

)1-65(  .
1

2

n

d

d

d

d

















  

  :گردد شرایط مرزي آن به صورت زیر حاصل می ودیفرانسیل معمولی مرتبه دوم است  ي که این یک معادله

با تعریف کردن چگالی مرکزي  .1 c داریم:  

)1-66(  .1)0(   n  

r ، 0=0  در .2    gg
dr

dP
c 0، چونcg ) نداردوجود شعاع صفر اي داخل تودههیچ .(

  بنابراین 

)1-67(  ,0
0

1 




















d

d

d

d

dr

d
k

dr

dP
  

 داده شده با شرایط مرزي) 54-1( ي معادله ق لحاظ کنیم دقیقاًرا در روابط فو xو  yحال اگر 

  .گردد میحاصل 

  ناروش آدومی 1-6

توانیم عملگر دیفرانسیل معمولی با جملات خطی و غیرخطی باشد می Fوقتی  F(y)=g(x)  ي براي معادله

F ي را با دو جمله Ky ،که Ky و  ،قسمت خطی عملگر استNy ، کهNy قسمت غیرخطی عملگر است، 

. عملگر مشتق با بالاترین مرتبه باشد Lکنیم به طوري که تقسیم می Ly+Ryرا به دو قسمت  Ky . نشان دهیم

بنابراین ) باشد nدر صورتی که عملگر مشتق از مرتبه (گانه خواهد بود چندانتگرال  L-1 در این صورت

  :خواهیم داشت

)1-68(  ),(xgNyRyLy   

  و لذا 

)1-69(  .)( NyRyxgLy   

  :شوداعمال کنیم نتیجه می) 69-1(را بر دو طرف رابطه  L-1حال اگر 

)1-70(  .)( 1111 NyLRyLxgLLyL    

  براي عملگر L-1 ،باشد  nي مرتبه  اولیهمقدار ي لهأیک مس) 68- 1(وقتی که 

)1-71(  (.),(.)
n

n

dx

d
L   

  گانه خواهد بودnبه فرم انتگرال گیري 
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)1-72(  ....(.)...(.)
000

1


n

xxx

dxdxdxL   

به عنوان مثال براي 
2

2

dx

d
L  داریم:  

)1-73(  ).0(')0(1 xyyyLyL   

  :شود نتیجه می) 70- 1(بنابراین از و 

)1-74(  .)()0(')0( 111 NyLRyLxgLxyyy    

  حال با فرض اینکه   

)1-75(  ,
0

n
n

yy 




  

  نویسیممی Ny گیریم و با فرض تحلیلی بودن در نظر می 0y را) 74-1( ي اول معادله ي سه جمله

)1-76(  ),,...,,( 10
0

nn
n

yyyANy 




  

nyyyوابسته به  Anن هستند و هر اهاي آدومیايجملهها چندAnکه  ,...,,   :داریم درنهایتو  باشدمی 10

)1-77(  .
0

1

0

1
0

0
n

n
n

n
n

n

ALyRLyyy 














  

  :را به شکل زیر محاسبه کرد ynتوان مقادیر  از این رابطه می

)1-78(  

.

,

,

,)()0(')0(

1
1

1
1

1
1

1
1

2

0
1

0
1

1

1
0





















nnn ALRyLy

ALRyLy

ALRyLy

xgLxyyy



  

     زیر را به عنوان تقریب جواب در نظر ي قطع شده يمحاسبه کرد، سرها را ynتوان تمام  از آنجا که نمی

  :گیریممی

)1-79(  ,
1

0
i

n

i
n y





  

.  مشروط بر اینکه yyi
i

n
n

 





0

lim   

  ناهاي آدومیايچندجمله 1- 1-6

  :داریم) 76-1(ان از معادله ومیددر روش آ

)1-80(
  

),,...,( 10
0

nn
n

yyyANy 





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nyyyوابسته به  Anنامند و  ن میاهاي آدومیايها را چندجملهAnکه  ,...,,  Anبراي بدست آوردن . دباش می 10

 :کنیمتعریف می

)1-81(
  

,)(
0

n
n

n
i

i AyN  





  

  :پارامتر است و داریم λ که یک

)1-82(
  

  ,...3,2,1,0,)(!
0




nyN
d

d
An i

i

n

n

n 
  

  :قرار دهیماگر 

)1-83(
  

,)(
0

i
i

n

i
n yy  




  

 :]6[کنیم  آنگاه تعریف می

)1-84(
  

  .)(
0

i
i

n

i
n AyN  




  

  .گرددو از این رو نتایج زیر حاصل می

  :]7[ 1- 6-1قضیه 
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  مدنا - نیل ي آدومین براي حل معادلهروش اصلاح شده  2- 1-6

به مثال . منفرد برخوردار نیست ي ن استاندارد از کارایی لازم براي حل برخی مسائل مقدار اولیهاروش آدومی 

  .زیر توجه کنید

  .ن استاندارد حل کنیدازیر را به روش آدومی ي مقدار اولیه ي لهأمس 1- 7-1مثال 
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دست آوریم و در همین مرحله روش ه را ب 0yتوانیم  شویم و نمی با مشکل مواجه می 0y يدر محاسبه

xxyگردد در حالی که جواب این معادله  ن با مشکل مواجه میاآدومی    .است 2

ن استاندارد براي حل بسیاري از مسائل به ویژه مسائل ااین مثال مشاهده شد روش آدومی گونه که در همان

، که ]8[ن اصلاح شده را معرفی کرد اروش آدومی 1ازوزواز این رو . منفرد کارایی لازم را ندارد ي مقدار اولیه

  .کنیمدر ادامه تجزیه و تحلیل این روش را بیان می

  )مدنا - نیمعادله ل(منفرد زیر را در نظر بگیرید  ي معادله
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  :توان معادله را به فرم زیر بازنویسی کرد می
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  :را می توان به صورت زیر تعریف کرد Lمعکوس عملگر 
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  :را به صورت یک سري نامتناهی معرفی کنیم y(x)اگر جواب 
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  ها نشان دهیمايرا به وسیله یک سري نامتناهی از چندجمله F(x,y) و تابع
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  :ن و به شکل زیر به دست آورداتوان با الگوریتم معرفی شده توسط آدومی ها را میAnآنگاه 

                                                      
1 - Wazwaz 
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  :شود نتیجه می) 95-1(در ) 97-1(و ) 96-1(حال با جایگزین کردن 
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  شود و بنابراین ن استفاده میاها از روش آدومیyn(x)براي به دست آوردن 
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  به عبارت دیگر
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  .تخمین بزنیم لاو ي جمله n ها را محاسبه کرده و جواب را باynتوانیم تعداد محدودي از  می
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  .ن حل کنیداآدومی ي مدن زیر را با روش اصلاح شدها - نیمعادله ل 2- 7-1مثال 
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10xyکه در یک گام جواب واقعی معادله یعنی   به دست آمد.  

  .وزواز حل کنید ي ن اصلاح شدهامدن زیر را با روش آدومیا - نیمعادله ل 3- 7-1مثال 
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 مقدمه 2-1

محلی  هاي گالرکین و همسپس به روش ،کنیمرا بیان می 1هاي طیفیاي از روشدر این فصل ابتدا تاریخچه  

  .دهیم پردازیم و درنهایت همگرایی روش طیفی را مورد بررسی قرار می که از روشهاي مهم طیفی هستند می

  تاریخچه 2-2

اند به طوري که به دست آوردن جواب غیرخطی و پیچیده هاي فیزیکی معمولاًمعادلات حاکم بر پدیده 

هاي خاص در به دست آوردن ریاضیدانان با توجه به پیچیدگی. غیرممکن استتحلیلی آنها مشکل و یا 

ترین روشهاي طیفی از مهمترین و قوي. کنند استفاده می) عددي(جواب به فرم تحلیلی، از روشهاي تقریبی 

به باشند که در سالهاي اخیر براي حل معادلات موجود در مهندسی و علوم پایه روشهاي تقریبی موجود می

روش نظریه اصلی روشهاي طیفی براساس بسط روشهاي گسسته سازي است که از . ]2[ اند کار گرفته شده
2

MWR اي از توابع به نام توابع پایه به همراه در همه این مسائل معادله توسط مجموعه. کنداستفاده می

شوند که با وجود ایجاد خطا درنهایت اي انتخاب می شود و ضرایب به گونه تقریب زده می ،ضرایب مجهول

جواب تقریبی به صورت یک سري متناهی از توابع پایه به نام  معمولاً. بهترین تقریب خطا را داشته باشیم

. است آزمونگردد، در حالیکه فرم تحلیلی جواب به صورت سري نامتناهی از توابع  ارائه می 3آزمونتوابع 

کند، از توابع  دیفرانسیل و شرایط آن صدق می ي براي این که اطمینان حاصل شود جواب تقریبی در معادله

گیرد و مانده  له قرار میأبراي این منظور جواب تقریبی به جاي جواب تحلیلی در مس. شود ده میاستفا 4تست

- دار می مانده وزن هاي طیفی حالت خاصی از روشدهد روششود که این نشان می با نرم خاصی مینیمم می

 8ویچنوتسکی ]10[ 7و اسکریون 6ارائه و در ادامه توسط فینلیسون ]9[5باشند که اولین بار توسط کراندال

  .گسترش یافت [12]و فینلیسون  ]11[

                                                      
1 - Spectral 
2 - Method of Wighted Residuals 
3 - Trial 
4 - Test 
5 - Crandall 
6 - Finlayson 
7 - Scriven 
8 - Vichnevetsky 
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محلی، روش طیفی گالرکین و روش طیفی هاي طیفی در سه حالت خاص به نام روش طیفی همبعدها روش

  .تاو مورد توجه ریاضیدانان قرار گرفتند

  .]13[محلی در حالت خاص استفاده نمودند براي اولین بار از روش طیفی هم 2و کانترویچ 1اسلاتر

م محلی را توسعه دادند و از آن به عنوان یک روش عمومی براي حل روش ه 4، جونز و اسکان3فریزر

محلی مختلف  گوناگون و نقاط هم یآنها از توابع کوشش. ]14[معادلات دیفرانسیل معمولی استفاده نمودند

  .استفاده نمودند

توان دقت  محلی ویژه می ثابت کرد که با محدود کردن روش به توابع کوششی خاص و نیز نقاط هم 5زچولن

. هاي متعامد قرار دادايجملهمحلی با چنداو اساس کارش را بر روش هم .]15[مطلوب را به دست آورد

چبیشف براي حل مسائل  آزمونآنها از توابع . روش فوق را مورد بررسی قرار دادند 7و نورتن 6بعدها کلنشا

  .]16[ کردند مسائل استفاده

مشتقات جزئی است  ي لهأپیش بینی وضع هوا که یک مس ي لهأاز روش طیفی گالرکین در حل مس 8سیلبرمن

از روش طیفی گالرکین در حل معادلات با مشتقات جزئی  9بعدها اوزاك و الیاسن. ]17[است استفاده نمود 

  .]18[و غیرخطی استفاده نمودند 

همگرایی  11و همچنین تانگ و چنگ ]19[برد  روش هاي طیفی را براي معادلات انتگرال به کار 10تیان

  .]20[هاي طیفی را بررسی کردند  روش

بی مورد وباشد که براي حل مسائل با شرایط مرزي غیرمتنا روش طیفی تاو فرم تغییر یافته روش گالرکین می

 هاي چبیشف را مورد بررسی اي از اولین کسانی بود که خواص عملی چندجمله زچولن. گیرد استفاده قرار می

  .هاي چبیشف توسعه داد اي چند جمله ي قرار داد و روش تاو را برپایه

  دار روش مانده وزن  2-3

دار جواب معادله به صورت ترکیب خطی  گونه که در بخش قبل به آن اشاره شد، در روش مانده وزن همان

توابع . باشند تست میعناصر کلیدي در این روش توابع پایه و توابع . شوداز توابع پایه در نظر گرفته می

                                                      
1 - Slatter 
2 - Kantrovic 
3 - Frazer 
4 - Jones and Skan 
5 - Lanczos 
6 - Clenshaw 
7 - Nortan 
8 - Silberman 
9 - Eliasen 
10 - Tian 
11 - Tang and Chang 
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این امر با استفاده  وسري بریده شده تا حد امکان در معادله دیفرانسیل برقرار باشد  کهروند تست به کار می

  .گیرد مانده صورت می از مینیمم سازي تابع

 .دیفرانسیل زیر را در نظر بگیرید ي دار، معادله براي بررسی روش مانده وزن

)2- 1(  N  xxfxu ),()( 

)2- 2(   xxgxLu ),()( 

Rgfکه در آن  :, مقدار، توابع حقیقیu(x)  ،تابع مجهول  ،دامنه تعریف معادله  مرز ناحیه، 

N  وL براي حل این معادله ابتدا جواب تقریبی را به صورت زیر در نظر. عملگرهاي خطی هستند 

  :گیریم می

)2- 3 (  )()(
1

xBxu ii

N

i
N 



  

اي  اي به گونه توابع پایه. باشد تعداد این توابع می Nها توابع پایه اي وBi(x)ها ضرایب بسط، iکه در آن 

در این روش . شوند که شرط پیوستگی تابع تقریب و همچنین شرایط مرزي مساله را تامین کنند انتخاب می

قرار داده و توابع مانده زیر را تشکیل ) 2- 2(و ) 1- 2(را در ) 3- 2(ها را تعیین کرد، براي این منظور iباید 

  .دهند می

)2-4 (  
  )(Re xs N )()( xfxun   

)2- 5(  
  

)()()(Re xfxLuxs nB   

Re)(0، کوچک است لذا در حالت کلیN، )3- 2(اي لحاظ شده در از آنجا که در عمل تعداد توابع پایه xs 

Re)(0و  xsB  .از . مانده صفر شودتوان توابع پایه اي را طوري انتخاب کرد که یکی از دو تابع  اما می

  .روش زیر به دست آورد 3توان جواب تقریبی را با یکی از این رو می

    1روش مرزي -1

  Res(x)=0کنند که اي را به گونه اي انتخاب میدر این روش توابع پایه

  2روش درونی -2

Re)(0کنند که اي را طوري انتخاب میدر این روش توابع پایه xsB
  

  3ترکیبیروش  -3

Re)(0اي است کهاي به گونهدر این روش انتخاب توابع پایه xs Re)(0و    xsB   

  :ها فرض می کنیمiدر روش درونی براي محاسبه 

                                                      
1 - Boundary method 
2 - Interior method 
3 - Mixed method 
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)2- 6(  ,,...,2,1,0)()(Re Nidxxwxs i   

ها اعضاي مجموعه کاملی از توابع باشند آنگاه هنگامی که  iwاگر . باشندها توابع تست میxwi)( که در آن

Nتوان نتیجه گرفت که تابع مانده باید بر هر عضو مجموعه کامل عمود باشند و این مستلزم این  ، می

xu)( آنگاه مانده به صفر همگرا شود و درنتیجه جواب تقریبی Nاست که هرگاه  N  به جواب دقیق

مجهول برحسب ضرایب  Nمعادله و Nیک دستگاه ) 6-2(از رابطه . شودنزدیک می) 1-2(معادله 
i

 

در این ) 6-2(اهمیت معادله . آوردله را به دست أتوان جواب تقریبی مس گردد که با حل آن می حاصل می

دار به  انواع روشهاي مانده وزن .هاي متفاوتی را براي توابع تست در نظر گرفت توان انتخاب است که می

  :قرار زیرند

  1محلی روش هم -

  2روش زیردامنه -

  3روش کمترین مربعات -

  4روش گشتاور -

  5روش گالرکین -

  .کنیم را بیان میکه در ادامه شرح مختصري از این روشها 

  محلی روش هم 2-4

در این روش توابع تست به صورت زیر . است محلی  دار، روش همانده وزنم هايترین روش یکی از ساده  

  :شوندلحاظ می

)2-7 (  ,,...,2,1),()( Nixxxw ii    

  با توجه به خاصیت این تابع. باشد، تابع دلتاي دیراك میx)(که در آن 

)2- 8(  .,...,2,1),(Re)()(Re Nixsdxxxxs ii    

  .شود به فرم زیر تبدیل می) 6- 2(و بنابراین رابطه 

)2- 9(  .,...,2,1,0)(Re Nixs i   

مانده   به اندازه کافی بزرگ باشد تابع N شود و هرگاهمانده در نقاط بیشتري صفر میتابع باقی Nبا افزایش

  .]15[باشددقت کافی می جا صفر است و لذا جواب تقریبی دارايهمه تقریباً

                                                      
1 - Collocation 
2 - Subdomain 
3 - Least Squares 
4 - Moment 
5 - Galerkin 
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  ها دامنه روش زیر 2-5

زیر دامنه  Nبه  در این روش دامنه    N

1


ii ها با هم اشتراك نیز شود که ممکن است زیردامنه تقسیم می

  .شوند داشته باشند و توابع تست به صورت زیر انتخاب می

)2-10(  .,...,2,1,
,0

,1
)()( Ni

x

x
xxw

i

i

i i









   

  .شوند و بنابراین معادلات موردنظر براي یافتن ضرایب به شکل زیر حاصل می

)2- 11(  .)(Re)()(Re)()(Re
1

dxxsdxxwxsdxxwxs
ij

i

N

j
i  




  

به قدر Nگردد و وقتی هاي کوچک و کوچکتر برقرار میبازه، تابع مانده روي زیر Nدر این روش با افزایش 

  . ]23-21[جا برقرار استتابع باقی مانده تقریبا همه کافی بزرگ انتخاب شود

  روش کمترین مربعات 2-6

ها را طوري انتخاب iدر روش کمترین مربعات به جاي این که مستقیما تابع باقیمانده را مینیمم سازند،   

  .کنند که تابع زیر مینیمم شود می

)2- 12(  .)(Re)(Re),...,( 21 dxxsxsS N   

براي مینیمم سازي این تابع، مشتقات آن را نسبت به ضرایب 
i

 برابر صفر قرار می دهند.  

)2- 13(    .,...,2,1,0
)(Re

)(Re2 Nidx
xs

xs
S

ii










 

  

  .باشند بنابراین در این روش توابع تست به صورت زیر می

)2- 14(  .,...,2,1,
)(Re

)( Ni
xs

xw
i

i 






  

معادلات تولید شده در این روش در . دار استهاي وزنترین روش مانده روش کمترین مربعات از قدیمی

وضع   و پیچیده هستند ولی با این وجود داراي کاربردهاي زیادي در حل مسائل بدبسیاري از موارد دشوار 

  [25 ,24].باشد در علوم مهندسی می

  روش گشتاور 2-7

  :شوند در این روش توابع تست به صورت زیر در نظر گرفته می

)2-15(  .,...,2,1,)( 1 Nixxw i
i    

dxxxfدلیل نامگذاري این روش این است که در مباحث آماري  i)( ،i امین گشتاور تابعf نام دارد .

بر اثر  xبالاي   استفاده از این توابع به عنوان توابع پایه در بسیاري از مواقع مناسب نیست چون توان هاي
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کوچک فرض شود و محاسبات با دقت  Nاین روش هنگامی که . شوندوابسته خطی می ،خطاي گرد کردن

مرزي آرام و  ي براي حل مسائل لایه 1این روش اولین بار توسط یامادا. بالایی انجام شوند مناسب است

  .]26[مسائل غیرخطی انتشار گذرا مورد استفاده قرار گرفت

  روش گالرکین 2-8

هاي تابع  این روش درحقیقت روش کمترین مربعات بهبود یافته است که در آن به جاي استفاده از مشتق  

نسبت به ضرایب را ) 3-2(مشتق هاي جواب تقریبی مانده نسبت به ضرایب مجهول، به عنوان تابع تست، 

  .کنند به عنوان تابع تست انتخاب می

)2- 16(  .,...,2,1),(
)(Re

)( NixB
xs

xw i

i

i 






  

در این روش توابع تست و پایه . اي هستند بنابراین در روش گالرکین توابع تست از همان خانواده توابع پایه 

این شرط لازم براي همگرایی به جواب دقیق، . تابع اول مجموعه کاملی از توابع انتخاب شوند Nباید از 

شوند که در شرایط اي انتخاب میبه علاوه در این روش توابع پایه به گونه. است،Nهنگامی که 

تر شدن روند ین روش منجر به سادهاي متعامد در اهمچنین، استفاده از توابع پایه. مرزي همگن صدق کنند

, 10[این روش داراي کاربردهاي فراوانی در علوم مهندسی است . شودهاي بزرگتر می Nمحاسبات براي 

12 ,27[.  

  روشهاي طیفی 2-9

این روشها از . اند در سالهاي اخیر روشهاي طیفی مورد توجه قرار گرفته و به سرعت گسترش یافته  

هاي  مهم براي حل عددي معادلات دیفرانسیل بوده و به طور وسیع در شبیه سازي عددي در زمینهابزارهاي 

  .اند مختلف مانند دینامیک سیالات، انتقال حرارت، مکانیک کوآنتوم و غیره به کار گرفته شده

ادامه به  در. دار را معرفی کردیم هاي وزن مانده  در بحثهاي قبلی شالوده اصلی روشهاي طیفی یعنی روش

  .معرفی کاملتري از روشهاي طیفی می پردازیم

  :شود اي به شکل زیر تقریب زده می در روشهاي طیفی تابع جواب به صورت یک سري از توابع پایه

)2- 17(  ),()(
0

xaxu ii

N

i
N 



  

Nixiکه در آن  ,...,1,0),(  اي هستند توابع پایه.)(xiبا توجه به متناوب یا عدم متناوب  توان ها را می

توابع پایه به عنوان . هاي ژاکوبی انتخاب کرد اي بودن جواب مساله موردنظر از توابع مثلثاتی یا چندجمله

روند و توابع تست براي تضمین اینکه سري به دست آمده  له به کار میأقریب در بسط جواب مستوابع ت

                                                      
1 - Yamada 
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تفاوت اصلی . گیرند معادله برقرار است، مورد استفاده قرار می براي تقریب تابع جواب با دقت کافی در

. باشد اي می متناهی در انتخاب توابع پایه  تناهی و تفاضلاتم روشهاي طیفی و روشهاي موضعی مانند عناصر

اي به  اند اما در روشهاي توابع پایه اند یعنی در هر زیردامنه متفاوت در روشهاي موضعی، توابع پایه موضعی

روشهاي طیفی در دو زیر شاخه . زنند تعریف، تابع جواب را تقریب می ي صورت فراگیر و در کل دامنه

  :شوند بندي می اصلی تقسیم

  طیفی روشهاي درونیاب یا شبه -

  روشهاي غیردرونیاب -

نقاط مکانی یا  تحت عنوان نقاط هم) گره ها(اي از نقاط پایه، شبکه ي طیفی به هر مجموعه در روشهاي شبه

، با برابر قراردادن مقدار سري بریده f(x)در این روش ضرایب تابعی معلوم مانند . شود درونیابی وابسته می

به طور مشابه جواب تقریی یک معادله دیفرانسیل . آیند مکانی به دست می در نقاط هم f(x)شده و مقدار تابع 

ترین روشهاي طیفی  این روش از ساده. شود می مکانی حاصل مانده در نقاط هم نیز با صفر قراردادن تابع 

است که براي حل معادلات دیفرانسیل غیرخطی و معادلات دیفرانسیل با ضرایب متغیر نیز قابل استفاده 

  .باشد می

اي از نقاط  در این روشها هیچ شبکه. باشند روشهاي گالرکین و تاو از مهمترین روشهاي غیردرونیاب می      

گیري  اي و انتگرال در توابع پایه f(x)توسط ضرب  f(x)درونیاب وجود ندارد و ضرایب تابعی معلوم مانند 

اند  باید توجه داشت که ابتدا روشهاي غیردرونیاب توسعه یافته. آیند مشخص به دست می ي روي یک دامنه

  .برند ه کار میکه به همین دلیل برخی عنوان طیفی را فقط براي این روشها ب

له أباشند و به علاوه این توابع در شرایط مرزي مس در روش گالرکین توابع تست از جنس توابع پایه می    

باشد که ابتدا براي حل معادلات با مشتقات جزئی  کنند این روش پرکاربردترین روش طیفی می صدق می

عادلات غیرخطی پیچیده کارایی ندارد و استفاده براي م معمولاروش گالرکین . مورد استفاده قرار گرفته است

  .]2[از آن با مشکل مواجه می شود

در این روش مانند روش . توان به عنوان یک روش گالرکین اصلاح شده در نظر گرفت را می 1روش تاو

له أباشند اما ضرورتی ندارد توابع تست در شرایط مرزي مس جنس می گالرکین توابع پایه و توابع تست هم

  .]2[شود له اضافه میأصدق کنند بلکه شرایط مرزي به صورت چند محدودیت به مس

  با یک مثال روش گالرکینشرح  1- 2-9

  :گیریمبراي شرح این روش مساله خطی زیر را در نظر می  

                                                      
1 - Tau 
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)2- 18(  








 .0)1(

),1,1(),()()()(')()(")(

uB

xxfxuxqxuxpxuxLu  

uuvتوانیم با تعریف  باید توجه داشت اگر شرایط مرزي غیرهمگن باشند می ~ ،)u~  یک تابع ساده

  .شرایط مرزي همگن ایجاد کنیم) کند است که در شرایط مرزي صدق می

  :کنیم می حال فضاي تقریب با بعد متناهی را به شکل زیر تعریف

)2- 19(   0)1(:   BPX NN  

بدیهی است . است Nکمتر یا مساوي با  ي ها با درجه اي مجموعه تمام چندجمله PNخاطر نشان می گردد 

dim(XN)=N-1، کنیم  بنابراین فرض می  2

0





N

kk  یک مجموعه از توابع پایه برايXN حال جواب . باشد

  :دهیم را به شکل زیر بسط می) 19-2( ي تقریبی مساله

)2- 20(  ).(ˆ)(
2

0

xuxu kk

N

k
N 





  

  :شود زیر حاصل می ي قرار دهیم مانده) 18-2(را در   xuN)(اگر

)2- 21(  )1,1(),()()(  xxfxLuxR NN  

  :از روش مانده وزن دار استفاده می کنیم و بنابراین kûاکنون براي تعیین ضرایب 

)2- 22(    .2-j0,0)()()()()(
1

1
NxdxwxxfxLu jN    

  :ارز است زیر هم ي این با رابطه

)2- 23(  








NNwNwNN

NN

XvvfvLu

thatsuchXuFind

,),(),(

,
  

2)1,1(یک ضرب داخلی در ).,.(wکه  wL می باشد.  

به عبارت دقیق تر . شودیک دستگاه خطی حاصل می) 22- 2(در ) 20-2(از روند فوق و با قرار دادن 

  :چنانچه قرار دهیم

)2-24 (  

,)(

,),(

,),...,,(

,),(

,)ˆ,...,ˆ,ˆ(

2,...,0,

210

210

















Nkjjk

wjkjk

T
N

wj

T
N

SS

LS

ffff

ffj

uuuu





  

  

  .شود به شکل زیر خلاصه می) 23-2(آنگاه دستگاه 

)2- 25(  .fSu  

بنابراین در انتخاب توابع پایه  j باید به موارد زیر توجه داشت:  
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 wjf ),(  قابل محاسبه باشد. 

  به سادگی حل شود) 25- 2(دستگاه خطی. 

. باشد هاي متعامد یا توابع متعامد براي ساخت توابع پایه می اي از چندجمله یایده اصلی، به کارگیري ترکیبات

اي لژاندار از  به عنوان چندجمله Lk(x)انتخاب شده و با درنظر گرفتن  1w، 1مثلا در تقریب طیفی لژاندار

  . شود به صورت زیر ساخته می k ،)(xkدرجه 

)2-26(  ,0),()()()( 11   kxLxLxLx kkkkkk   

شوند چنین توابع پایه به عنوان توابع  با اعمال شرایط مرزي و به صورت یکتا تعیین می kو  kکه ثابتهاي 

  بنابراین. شوند اي وضعی در نظر گرفته می پایه

)2-27(   .,....,, 210  NN spanX   

ثابت باشند به ) 18-2(در  q(x) و p(x)هاي لژاندر و در صورتی که  اي با به کارگیري خواص چندجمله

با این وجود، براي . شود به سادگی حل می) 23-2(است و دستگاه  تنک Sشود ماتریس  سادگی ثابت می

p(x)  وq(x)  در حالت کلی، ماتریسS متوسل شد تکرارياست و لازم است به یک روش  پر.  

نیز  2اي هاي چبیشف، هرمیت و لاگرمی توان مشابه آنچه در بحث فوق به آن اشاره شد، از چندجمله       

  .]2[استفاده کرد

wjfبه ارزیابی  حال  ),(  در حالت کلی این رابطه به صورت دقیق قابل محاسبه نیست و  .می پردازیم

wjNمعمولا توسط  fI ),(  شود که  تقریب زده میIN ايیک عملگر درونیاب بر pN وساوابسته به نقاط گ- 

  :توان نوشت بنابراین می. می باشد 3لوباتو

)2- 28(  ),(
~

))((
0

xfxfI kk

N

k
N 



  

که   k  یک پایه متعامد یکه ازPN  نسبت به (استw  متعامد است یعنیjkwjk  ),( .( با لحاظ کردن

تعامد، بین مقادیر فیزیکی  N

jjxf
0

)(


و ضرایب   N

jkf 0

~


kfشود که محاسبه ضرایب  تناظري ایجاد می 
~

را  

  .سازد فراهم می

   روش گالرکین با انتگرال عددي 2- 2-9

) اي یا چندجمله(در بخش قبل روش گالرکین توضیح داده شد که براي مسائل خطی با ضرایب ثابت    

اما پیاده سازي آن براي مسائل با ضرایب متغیر چندان مناسب نیست و از طرف دیگر، . بسیار مناسب است

                                                      
1 - Legendre Spectral approximation 
2 - Chebyshev, Hermit and Leguerre 
3 - Gauss-Lobat t oPoi nt s  
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توان آن را به عنوان یک فرمول وردشی مناسب  اي دارد اما همیشه نمی سازي ساده همحلی پیاد روش هم

ش را روش گالرکین با انتگرال یک ترکیب از این دو رو). براي آنالیز خطا مناسب تر است(فرمول بندي کرد 

  .نامند عددي می

ایده اصلی این روش جایگزین کردن یک ضرب داخلی گسسته به جاي ضرب داخلی پیوسته در روش    

روش طیفی گالرکین با انتگرال . گیریم را در نظر می) 18-2(به عنوان مثال مجددا مساله . گالرکین است

  .گیري عددي به صورت زیر است

)2- 29(  
 







 

.,,,L:),(

,0)1(::

NNNNNNNNNN

NNN

Xvvfvuvua

thatsuchBPXufind 
  

  :شود که ضرب داخلی گسسته به صورت زیر تعریف می 

)2- 30(  ,)()(,
0

jjj

N

j
N wxvxuvu 



  

و  N

jjj wx
0

,


  .هستند 1لوباتو -لژاندار -گاوس گیري هاي انتگرال وزنها و گره 

تري نسبت به  سازي راحت براي مسائل با ضرایب متغیر، با توجه به ضرب داخلی گسسته، روش فوق پیاده

 .تر است بندي ساده آن، مناسب همچنین براي تحلیل خطا نیر، با توجه به فرمول. دارد) 23-2(روش گالرکین 

  شرح روش هم محلی با یک مثال  3- 2-9

  :گیریم براي شرح این روش مساله خطی زیر را در نظر می  

)2- 31(  








 guB

xfxuxqxuxpxuxuL

)1(

)()()()(')()(")(  

Bکه   gو  p ،q، fهستند و مقدیر  2عملگرهاي خطی متناظر با شرایط مرزي دیریکله، نئومن یا رابین  

  .باشد فوق خوش وضع می ياند که مساله طوري داده شده

از پیش تعیین شود مانده در نقاطی که  محلی تلاش می همان طور که قبلا به آن اشاره شد در روش هم

به عبارت دقیق تر، فرض کنید . ی صفر شودمناسباند به شکل  شده N

jjx
0

مجموعه ) xN=1و  x0=-1با ( 

در روش . باشد Nحداکثر  ي هاي جبري با درجه اي چندجمله همجموعه هم PNلوباتو باشند و  - نقاط گاوس

NNهم محلی باید  Pu  را طوري پیدا کرد که:  

(�)�� يمانده - الف = ���(�) −   :محلی درونی برابر با صفر باشد، یعنی در نقاط هم (�)�

)2-32 (  .11,0)()()(  NkxfxLuxR kkNkN  

  :دقیقا در شرایط مرزي صدق کند، یعنی ��-ب

                                                      
1 - Gauss-Legendre-Lobat t oquadrat ure  
2 - Dirichlet, Neumann or Robn boundary conditions 
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)2-33(  .)(,)( 0   gxuBgxuB NNN  

  شودجستجوي جواب تقریبی به فرم زیر انجام میمحلی معمولا در یک فضاي فیزیکی با  روش طیفی هم

)2-34(  ),()()(
0

xhxuxu jjN

N

j
N 



  

Njیعنی  ،اي لاگرانژ هستند هاي پایهايچندجمله { hj } که Ph   وkjkj xh )( .این، با قرار دادن بنابر  

  :گردددستگاه خطی زیر حاصل می) 33- 2(و ) 32-2(در ) 2-34(

)2-35(  

 

 

  .)()(

,)()(

,11),()()(

0

0
0

0





















gxuxhB

gxuxhB

NkxfxuxhL

jNNj

N

j

jNj

N

j

kjNkj

N

j

  

توان آن را به فرم ماتریسی بازنویسی باشد، بنابراین میمجهول می N+1معادله و  N+1دستگاه فوق شامل  

گیریم یعنی  را با شرایط مرزي دیریکله درنظر می) 31- 2( ي براي انجام این ایده، معادله. کرد gu )1(  .

 در این حالت، با قرار دادن  gxuوgxu NNN )()( ، این دستگاه )35-2(در اولین معادله از دستگاه  0

  :یابد می تقلیلبه دستگاه زیر 

)2- 36(         .11  ,)()()()()( 0

1

1









NkxLhxhLxfxuxhL
gkNgkkjNkj

N

j

  

  :شود نتیجه می) 34-2(گیري از  مرتبه مشتق mبا 

)2- 37(  ).(),()( )()()(

0

)(
k

m
j

m
kjjN

m
kj

N

j
k

m
N xhdwherexudxu 



  

ماتریس  
Njk

m
kj

m dD
,...,0,

)()(


  ماتریس مشتق از مرتبهm  وابسته به N

jjx
0

با تعریف . شود نامیده می 

m)(به عنوان برداري که مولفه هایش مقادیر u(m)کردن 
Nu شود  نتیجه می) 37-2(محلی هستند، از  در نقاط هم

  که 

)2- 38(     1,)0()()(  muDu mm  

  و لذا داریم

)2-39 (  .)()()( )1()2(
kjkkjkkjkj xqdxPdxhL   

  نامیده و قراردهیم fرا بردار ) 36-2(هاي سمت راست  حال اگر مولفه

)2- 40(  

 

)).q(x),...,diag(q(xQ

)),P(x),...,diag(p(xP

,...2,1,
~

1-N1

1-N1

,...,0,

)(








mdD
Njk

m
kjm
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  :شود به شکل زیر بیان می) 36- 2(دستگاه 

)2- 41(  .)
~~

( )0(
12 fuQDPD   

به علاوه، این روش براي . محلی ساده است اجراي روش هماند و لذا  هاي مشتق از قبل محاسبه شده ماتریس

شود و  مسائل با ضرایب متغیر یا مسائل غیرخطی بسیار مناسب است، چون در یک فضاي فیزیکی کار می

به عنوان یک نتیجه، روش هم محلی در . محاسبه کرد) 37- 2(ه صورت مستقیم از بتوان  مشتقات را می

دو موضوع مهم را در اجرا و تحلیل این  ،با این وجود. گیرد فاده قرار میعمل به صورت گسترده مورد است

  :روش باید مورد توجه قرار داد

 m(می باشد  O(N2m)آن برابر با  وضعیتاست و عدد  پرمحلی همیشه  ماتریس ضرایب از دستگاه هم -1

  ).مرتبه معادله است

شرایط مرزي دشوار است و در حالت کلی  محلی برحسب پایداري، دقت و برقراري انتخاب نقاط هم -2

  .شوند گیري گاوس انتخاب می هاي انتگرال هاي فرمول این نقاط به عنوان گره

  هاي چبیشف اي تقریب یک تابع به وسیله چندجمله 2-10

پردازیم سپس نحوه  هاي چبیشف را معرفی کرده و به خواص آنها می اي در این بخش ابتدا چندجمله  

  .دهیمها را مورد بررسی قرار میايچبیشف در تقرب تابع به وسیله این چندجمله محاسبه ضرایب

  هاي چبیشف اي چندجمله 1- 2-10

هاي  اي هاي ژاکوبی را که معروف به چندجمله اي در این بخش، یک حالت خاص و مهم از چندجمله  

 با قرار دادن . دهیم هستند مورد بررسی قرار می 1چبیشف
2

1
هاي ژاکوبی، ايجملهدر چند

  گردند هاي چبیشف حاصل میايچندجمله

),(2,1,0...,هاي چبیشف ايدرحقیقت چندجمله nxTn لیوویل تکین زیر  -شتورم ي لهأتوابع ویژه مس

.هستند
 

  

)2-42(    ,0)()('11
/

22  xTxTxx nnn   

  

2nnکه در آن    مقدار ویژه متناظر با تابع ویژهTn(x) لیوویل  - شتورم ي لهأبا توجه به تعریف مس. است

)(21شود که در آن  مشخص می) 1- 1(تکین  xxp  ،q(x)=0  و
21

1
)(

x
xw


 هستند  .

  :بازگشتی زیر به دست آورد ي توان از رابطه هاي چبیشف را می ايچندجمله

                                                      
1 - Chebyshev Polynomials 



34 

 

)2-43(  
.1),()(2)(

,)(,1)(

11

10





 nxTxTxxT

xxTxT

nnn

  

scox)(با تغییر متغیر   شود که دیفرانسیل فوق نتیجه می ي در معادله  

)2-44(  .0)()(
2

2

 
 nnn TT

d

d
  

  :باشد که جواب این معادله به شکل زیر می

)2-45(  .,0),()( IxnnscoTn    

  :توان به صورت زیر نیز به دست آورد هاي چبیشف را می اي دهد که چندجمله این رابطه نشان می

)2-46(  )).(()( xscoarcnscoTn   

  :هاي چبیشف خواص زیر برقرار است اي براي چندجمله

)2-47(   
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نسبت به تابع وزن ) -1،1( ي هاي چبیشف این است که در بازه اي یکی دیگر از خواص بسیار مهم چندجمله

21

1
)(

x
xw


 متعامدند و داریم:  

)2-48(  









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
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   :شود که نتیجه می) 42-2(همچنین از 

)2-49(    ,
2

1)(')('
2

2
1

1
mn

n
mn

cn
dxxxTxT 


  

یعنی   )(' xT n  21نسبت به تابع وزن)( xxw  یکی دیگر از نتایج مهم و قابل توجه . دوبدو متعامدند

این موضوع . توان به راحتی به دست آورد وسی و وزنها را میاهاي انتگرل گکه گرهاین است ) 45- 2(از 

  .گردد کنیم مشخص می اي که در ادامه بیان می توسط قضیه
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  ]3[ 1-2قضیه 

فرض کنید   N

jjx
0

گره ها و وزنها   N

jjw
0

  باشند 

  :چبیشف داریم -گیري گاوس براي انتگرال - الف

)2-50(  N.j0,
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  :رادو داریم -چبیشف -گاوس براي انتگرال -ب

)2-51(  

N.j1
12

2
,

12

N,j0,
12

2

0 












N
w

N
w

N

j
scox

j

j





  

  :لوباتو داریم - چبیشف  - براي انتگرال گاوس - ج

)2-52(  N,j0,~,
2


Nc

w
N

j
scox

j

jj


  

~~2که در آن 
0  Ncc  1و~ jc  2,1,...,1براي  Nj.  

  همچنین داریم - د

)2-53(  
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 Njj
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j

Ppwxpdx
x

xp 2
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1
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1
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  :که در آن

1 چبیشف - در حالت گاوس  

0 رادو -چبیشف - در حالت گاوس  

1 لوباتو -چبیشف - در حالت گاوس  

  ضرایب چبیشف ي محاسبه 2- 2-10

  :گیریم را به صورت زیر درنظر می u(x)تقریب چبیشف تابع  

)2-54(  ).(ˆ)(
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Nkukضرایب  ,...,0,ˆ  اگر. شونداز طریق روش گالرکین تعیین میNN uuR   مانده باشد آنگاه  

)2-55(  NjTR wjN ,...,0,0),(   

  یعنی
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  :شود می را لحاظ کنیم نتیجه) 48-2(حال اگر شرط تعامد 
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)2-57(  .,...2,1,0,)()()(
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و از آنجا که تابع وزن 
21
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x
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
 شوند می باشد ضرایب به صورت زیر محاسبه می:  
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  همگرایی 2-11

هم هاي مختلف داراي همگرایی است و از آنجا که در این پژوهش از روش طیفی  روش طیفی در حالت  

  .دهیم ایم در ادامه همگرایی و پایداري این روش را مورد مطالعه قرار میمحلی استفاده کرده

کنیم که در ابتدا لازم است نمادهاي مورد استفاده در این قضایا را  در این مبحث قضایایی را مطرح می

  :یادآوري کنیم

)(pL : فضايpL  روي  که p1.  

)(mH : فضاي سوبولف روي.  

)(m
wH :دار روي فضاي سوبولف وزن.  

)(, mB  :دار ژاکوبی غیریکنواختفضاي سوبولف وزن  

)2-59(    .,0),(L|)( 2
, kk, NmmkIuIB
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k
x

m     

)(, xw  :تابع وزن ژاکوبی  

)2-60(  .)1()1()(,  xxxw   
 ,

NI  : ژاکوبی –عملگر درونیاب گاوس  

C
NI :چبیشف  - یاب گاوسعملگر درون

2

1
 یعنی  

)2-61(  ).(ˆ
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xTuuI jj

N

j

C
N 


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w).,.( : ضرب داخلی در)(2 wL  

w||.|| : 2)(نرم در wL
 

  

wm,||.|| : نرم در)(m
wH
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  چبیشف -پایداري و همگرایی درونیابی گاوس  1- 2-11

Cدادن پایداري عملگر درونیاب نشان ،اولین گام ضروري   
NI چبیشف -درونیاب گاوس(باشد می .(

  :باشند ها و وزنها به صورت زیر میچبیشف گره - در درونیابی گاوس که)1-2قضیه (شود یادآوري می
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2و همچنین تابع وزن به صورت 

1
2)1()(



 xxw می باشد.  

  ]3[ 2- 2لم 

)(براي هر 
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  .کند چبیشف را بیان می - زیر برآوردي از خطاي درونیابی گاوس ي قضیه

  ]3[ 3-2قضیه 

)(براي هر    
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1
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1 IBu m


  1باm  10و  NmL داریم:  
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  .باشد می uو  m ،Nیک ثابت مثبت مستقل از  Cکه 

  :باشدانتخاب شود تابع وزن به صورت زیر می L=0اگر در قضیه فوق 
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انتخاب  m=1بعلاوه اگر  ،هاي چبیشف نسبت به آن متعامدند اي و این همان تابع وزنی است که چندجمله

  :داریم) 64-2( يشود از رابطه
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بحث فوق را  ،در ادامه. چبیشف مشخص نماید -خطا را در درونیابی گاوستواند حداکثر  که این رابطه می

ها پایداري و همگرایی را دهیم و لذا براي هر یک از این درونیابیژاکوبی تعمیم می -براي درونیابی گاوس

  .کنیم بررسی می

  ژاکوبی -پایداري و همگرایی درونیابی گاوس 2- 2-11

ژاکوبی،  - ابتدا پایداري عملگر درونیابی گاوس ,
NIکنیم ، را با لم زیر مشخص می.  

  ]3[ 4- 2لم 
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,1براي هر   1)(و براي هر
, IBu  داریم:  
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  .می باشد Nمستقل از  Cکه 

  .کند می ژاکوبی را بیان -شود تخمینی از خطاي درونیابی گاوس اي که در ادامه بیان می قضیه

  ]3[ 5-2قضیه 

,1با فرض  و براي هر)(, IBu m
  1باm  10و  NmL داریم:  
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  .می باشد uو  M، Nیک ثابت مثبت و مستقل از  Cکه 

  رادو - ژاکوبی-گاوسپایداري و همگرایی درونیابی   3- 2-11

  .کنیم را بیان می رادو - ژاکوبی- گاوسهمانند حالت قبل ابتدا با استفاده از لم زیر پایداري عملگر درونیابی 

  ]3[ 6- 2لم 

1)(براي هر 
, IBu  داریم:  
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  .زیر تخمین زد ي توان با استفاده از قضیه را می رادو -ژاکوبی-گاوس خطاي درونیابی

  ]3[ 7-2قضیه 

,1براي هر   و براي هر)(, IBu m
  باmL0  11و  Nm داریم:  
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  .باشد می uو  M ،Nیک ثابت مثبت و مستقل از  Cکه 

  لوباتو - ژاکوبی-گاوسپایداري و همگرایی درونیابی   4- 2-11

  .کند مشخص می را لوباتو - ژاکوبی-گاوسلم زیرپایداري عملگر درونیابی 

  ]3[ 8- 2لم 

1)(براي هر  
, IBu  داریم:  
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  .زیر به دست آورد ي را می توان با استفاده از قضیه لوباتو - ژاکوبی-گاوستخمین خطاي درونیابی 
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  ]3[ 9-2قضیه 

,1براي هر    و براي هر)(, IBu m
 داریم:  
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}mL0 ،1}1,1که   Nmxma   وC  یک ثابت مستقل ازm ،N  وu باشد می.  
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 فصل سوم
 

  آدومین -روش طیفی
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  مقدمه 3-1

تکراري را بیان کرده و سپس یک روش  -ن و روشهاي طیفیادر این فصل ابتدا تاریخچه اي از روش آدومی

را توضیح چگونگی حل مساله با این روش . کنیمن را معرفی میاآدومی -تکراري به نام روش طیفی –طیفی 

  .کنیمنهایت همگرایی روش را بررسی می داده و در

  تاریخچه 3-2

ها در جهان واقعی به طور ذاتی غیرخطی هستند و به همانگونه که در فصل هاي قبلی اشاره شد اکثر پدیده

با ظهور کامپیوتر و پیشرفت روزافزون آن، حل . شوندبندي و مشخص میوسیله معادلات غیرخطی مدل

تر شد اما به دست آوردن جوابهاي مسائل غیرخطی در حالت کلی هنوز سخت و خطی آسان و آسانمسائل 

  .دشوار است

کنند که هر یک از این روشها تحلیلی استفاده میاز روشهاي عددي و نیمه براي حل مسائل غیرخطی معمولاً

. کز و از دیگري غافل شدمحاسن و معایب خاص خود را دارند و منطقی نیست که بر روي یک دسته متمر

له أتحلیلی در حل یک مسمناسب این است که همزمان از روشهاي عددي و نیمه ي رو یک ایدهاز این

ثر ؤهاي خوب خود در جهت رفع معایب دیگري ماستفاده کرد به طوري که هر دو روش علاوه بر ویژگی

  .مورد استفاده قرار گرفته است د که اخیراًباشترکیب روشهاي طیفی و تکراي نیز حاصل این ایده می. باشند

این روش . باشد که در فصل یک معرفی گردید ن میاآدومی ي یکی از روشهاي نیمه تحلیلی روش تجزیه

توسط او مورد استفاده و گسترش قرار  1990مطرح و تا سال  1980در سال  1ناآدومیاولین بار توسط جرج

حل برخی از مسائل مفید واقع شد اما در حل بسیاري از مسائل نیز  ن درابا وجود اینکه روش آدومی. گرفت

، ]30[ 3، لی]29, 28, 8[ 2افرادي مانند وزواز. ناکارآمد گردید و لذا سعی شد تا این روش بهبود یابد

  .ندا هاین روش را بهبود داده و در حل معادلات مختلف از آن استفاده کرد ]32[ 5و حسینی ]31[ 4الضمومی

                                                      
1 - George Adomian 
2 - Abdul   - Majid Wazwaz 
3 - Lie  - jun Xie 
4 - M. Almazmumy 
5 - M. M. Hosseini 
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هاي ظاهر شده در ن و محاسبه انتگرالاومیهاي آداين محاسبه چندجملهاضعف اصلی روش تجزیه آدومی

باشد و اگر این انتگرالها پیچیده یا غیرممکن باشند دیگر این روش به صورت تحلیلی  له میأجریان حل مس

افرادي با ترکیب  اخیراً. استاي که مطرح شد ترکیب این روش با روشهاي طیفی قابل اجرا نیست و لذا ایده

، عثمان  ]33[1توان به قربانی اند که میروشهاي طیفی و تکراري به حل انواع معادلات دیفرانسیل پرداخته

  .مراجعه کرد ]35[ 3و حیدري ]34[ 2انوار

  ناآدومی - روش طیفی 3-3

باشد و  سازي روش میروشهاي طیفی در لزوم حل دستگاه جبري حاصل از پیادهیکی از مهمترین معایب 

له مورد نظر شامل جملات غیرخطی از تابع جواب باشد و به علاوه أشود که مساین مشکل زمانی حادتر می

در . اي موجود در بسط تقریبی را افزایش دهیممجبور باشیم براي افزایش دقت جواب، تعداد توابع پایه

در این بخش قصد . ن نیز داراي معایبی است که در بخش قبل به آن اشاره شداآدومی ي ابل روش تجزیهمق

علاوه بر استفاده از ویژگی  ،ناهاي چبیشف و روش آدومیايداریم با ترکیب روش طیفی براساس چندجمله

  .هاي مهم هر دو روش به برطرف کردن معایب آنها بپردازیم

سپس به چگونگی تقریب  ،دهیم امدن را شرح می -نیادله لعن براي ماتجزیه آدومی در این بخش ابتدا روش

  .کنیم ن را معرفی میاآدومی -هاي چبیشف پرداخته و درنهایت روش طیفی اي تابع با استفاده از چندجمله

  مدنا -نین براي معادله لاروش آدومی 1- 3-3

معادلات دیفرانسیل معمولی و جزئی است که جزئیات این تحلیلی براي ن یک روش نیمهاروش تجزیه آدومی

ن معادله را به کمک یک عملگر برحسب بالاترین مرتبه اروش آدومی. روش در فصل اول توضیح داده شد

امدن یک تغییر جزئی براي  -نیل ي با این حال در معادله. کندله وجود دارد معرفی میأمشتقی که در مس

  .ضروري است x= 0غلبه بر رفتار تکینگی در

  :گیریم امدن زیر را درنظر می -اکنون معادله لن

)3-1(  











.)0(',)0(

,0,0),()('"

ByAy

xxgyfy
x

y 


  

"' ي را برحسب جمله Lحال اگر  y
x

y


 شود انتخاب کنیم معادله به فرم زیر تبدیل می:  

)3-2(  Ly= - f(y) + g(x),  

                                                      
1 - A. Ghorbani 
2 - Osman Anwar Beg 
3 - M. Heydari 
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  :باشد به صورت زیر می Lکه در آن 
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-1 توان عملگر معکوسبنابراین می
L را به صورت زیر نمایش داد  
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1 dxdxxxL
xx 


   

-1با اعمال 
L  شودنتیجه می) 2- 3(روي  

)3-5(  ).()()( 11 yfLxgLBxAxy    

  کند سري نامتناهی زیر را معرفی می y(x) ن براي جواباروش آدومی
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  .کند ها را ارائه می اي یک سري متناهی از چندجمله f(y)و همچنین براي جمله غیرخطی 
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  :گردندن هستند و به طریق زیر محاسبه میاهاي آدومیايها چندجملهAnکه 
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  داریم) 5-3(در  )7- 3(و ) 6- 3(با قرار دادن 
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  :شوداز روابط بازگشتی زیر استفاده می  ،xyn)(براي تعیین اجزا
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  :گردندبه صورت زیر محاسبه می xyn)(اجزا ) 3-3(بنابراین با اعمال 
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)()()()(...با توجه به این که سري جواب به صورت  210  xyxyxyxy باشد، تقریب میn  جمله از

  :گرددسري جواب به صورت زیر ارائه می
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  هاي چبیشف ايتقریب با چندجمله 2- 3-3

هاي چبیشف نوع اول نسبت به تابع وزن ايکنیم که چندجمله یادآوري می
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x
xw


 ي روي بازه 

  :کنندمتعامدند و در فرمول بازگشتی زیر صدق می] -1،1[
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  :شود نتیجه می w(x)ها نسبت به تابع وزن  اي از تعامد این چندجمله
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20 است،  1تابع دلتاي کرونکر mnکه  c  1وnc 1برايn.  

2)1,1(تابعی از  u(x)حال اگر  wL هاي چبیشف به صورت زیر بسط ايتوان آن را توسط چندجمله می ،باشد

  :داد
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  :داریم ujکه در آن براي ضرایب 
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 jxTxuu wjj 
  

wشود،  خاطر نشان می 2)1,1(ضرب داخلی از  .,. wL هاي چبیشف ايمتناظر با چندجمله. باشد می

  :کنیم ، نقاط درونیابی زیر را انتخاب میTm(x)یعنی  mمرتبه 

)3-17(  mi
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  :را به صورت زیر تقریب بزنیم u(x)توانیم  اکنون می
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  توان آنها را به صورت زیر محاسبه کرد ها ضرایب چبیشف هستند و میjûکه در آن  
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  به علاوه

                                                      
1 - Kronecher delta function 
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روند که در اي براي حل عددي معادلات دیفرانسیل به کار میهاي چبیشف به طور گستردهايچندجمله

  .اي از آن را خواهیم دیدبخش بعد نمونه

  ناآدومی -روش طیفی 3- 3-3

با . شودآدومین شرح داده می -با روش ترکیبی طیفی) 1-3(تقریب جواب معادله  ي در این بخش نحوه

)())((ي ابتدا جواب اولیه ،این معادله ي توجه به شرط اولیه 1
0 xgLBxAxy  با به . شودانتخاب می

1)(ي مولفه) 11-3(کارگیري فرمول بازگشتی  xy به صورت زیر به دست می آید:  

)3-21(  ).()( 0
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1)(اکنون xy  0,(را روي[   به شکل زیر تقریب می زنیم) 18-3(با استفاده از:  
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jy1که در آن 
  :به طریق زیر تعیین نمود) 19-3(ها ضرایب چبیشف هستند و می توان آنها را با استفاده از ~
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mxyبراي پیدا کردن ضرایب مجهول  i ,...,1,0i),~(1 نقاط درونیاب ،mxi ,...,1,0i,~  را در     

  :دهیم و لذا خواهیم داشتقرار می) 3-21(

)3-24(  )).~(()~( 0
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1 ii xALxy   

  :شودنتیجه زیر حاصل می) 24-3(و ) 23-3(اکنون با ترکیب 
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1)(تقریبی از ) 22-3(که با قرار دادن آن در   xy شود به صورت زیر حاصل می:  
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2)(براي تقریب  xy گیریم نتیجه می) 11-3(، ابتدا از:  

)3-27(  ).()( 1
1

2 ALxy   

2)(حال اگر  xy  تقریب بزنیم خواهیم داشت) 18-3(را براساس:  
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  که در آن
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mxyاکنون براي پیدا کردن ضرایب مجهول  i ,...,1,0i),~(2 نقاط درونیاب ،mxi ,...,1,0i,~  را در     

  :قرار می دهیم و از این رو) 3-21(
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  :شودقرار دهیم نتیجه می) 29-3(اگر این را در 
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2)(تقریبی از ) 28-3(در ) 31-3(و درنهایت با قرار دادن  xy گرددبه صورت زیر تعیین می:  
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  :را به صورت زیر به دست آوریم xyn)(توانیم تقریبی از با ادامه این روند می
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  که در آن
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  و درنهایت

)3-35(  ),(...)()()(
][][][

10, xyxyxyx
mmm

nmn   

  .باشد می) 1-3(مدن ا - نیل ي معادلهیک تقریب از سري جواب 

  همگرایی 3-4

دهیم، براي این منظور ابتدا همگرایی ن را مورد بررسی قرار میاآدومی -در این بخش همگرایی روش طیفی

اي به همگرایی روش طیفی که در فصل قبل به آن پراخته شد ن را نشان داده و سپس اشارهاروش آدومی

  .کنیم ن را ثابت میاآدومی –خواهیم داشت و درنهایت همگرایی روش طیفی 

  ناهمگرایی روش آدومی 1- 3-4

  :توان به صورت زیر بازنویسی کرد را می) 11-3(کنیم رابطه  ابتدا ثابت می
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)()()(,فرض کنیم 
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  0(0، بدیهی است( I و به علاوه  

)3-37(  ,)()('
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     :شودگیري از طرفین رابطه فوق نتیجه میبا انتگرال

)3-38(  ,)()(
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dtdttfxI
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  و از این رو

)3-39(  .)()()(
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dttftxdtdttf
xxx

   

  .گردد حاصل می) 36-3(دهیم رابطه  قرار) 11-3(را در ) 39-3(حال اگر 

با تعریف  txxttxF   :شود نتیجه می) 36-3(و قرار دادن آن در رابطه  ),()(

)3-40(  .)(),()(
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  صدق کند یعنی، Lدر شرط لیپ شیتز با ثابت ) 2-3(از رابطه  fاکنون فرض کنیم تابع 

)3-41(  ],,0[,|,||)()(|  yzyzLyfzf  

  باشد یعنی، Fیک کران بالا براي  Uو به علاوه فرض می کنیم 

)3-42(  ,0,|),(|  xtUtxF  

  .کند ن را ثابت میاکنیم که همگرایی روش آدومیاي را بیان میپس از بیان لم زیر قضیه

  ]36[ 1- 3لم 

)( ،جواب ي و سري قطع شده Anن اهاي آدومی اي براي چندجمله
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tyS i
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  ،داریم:  
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  2-3قضیه 

معرفی شده است همگراست ) 1-3(مدن ا -نیل ن براي معادلهاکه با روش تجزیه آدومی) 6-3(سري جواب 

10اگر     و|||| 1y  که LU.  

  :اثبات

]0,[یک فضاي باناخ از توابع پیوسته روي  )||.|| ,C[J]( فرض کنیم J با نرم زیر باشد.  

)3-44(  .|)(|||)(|| xfxmaxf
Jx

  

� همچنین فرض می کنیم nS کنیم  باشد، ثابت می) 6- 3(هاي جزئی براي سري جواب اي از جمعکدنباله �

  :داریمmnبراي این منظور وقتی . این دنباله کوشی است
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)()(شود نتیجه می) 42-3(از رابطه  11
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1با قرار دادن  mnشودفوق نتیجه می ي در رابطه:  
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  :و لذا از نامساوي مثلثی خواهیم داشت
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10چون     1(1داریم(  mn و بنابراین  
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


  

||||اما  1y ، بنابراین وقتیm  0آنگاه||||  mn SS .گیریم بنابراین نتیجه می � nS  ي یک دنباله�

  .همگراست) 6-3(باشد و از این رو سري می C[J]کوشی در فضاي با ناخ 

  .کند ن را مشخص میاآدومی ي کنیم که برآوردي از خطاي روش تجزیهاي را بیان میدر ادامه قضیه

  ]37[ 3-3قضیه 

  :شود به صورت زیر برآورد می)  1-3( ي لهأبراي مس) 6-3(حداکثر خطاي برشی مطلق از سري جواب 
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|))((|که در آن  xyfxma
Jx

  0,[و[ J.  

  همگرایی روش طیفی 2- 3-4

ن مورد اآدومی -هاي چبیشف که در تشکیل روش طیفیايدر این بخش همگرایی روش طیفی با چندجمله

کنیم که قبل از آن لازم  بیان و ثابت میاي را براي این منظور قضیه. کنیمگیرد را بررسی میاستفاده قرار می

  :است به موارد ذیل توجه شود

هاي ژاکوبی به ازاي  اي هاي چبیشف همان چندجمله اي چندجمله -1
2

1
  باشند می.  

2- )(, IBk
  شودوزن دار است که به صورت زیر تعریف می –فضاي سوبولف ژاکوبی:  
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  :شود به صورت زیر تعریف می kH)1,1(فضاي سوبولف -4 
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  .کنیمهمگرایی زیر را بیان و ثابت می ي اکنون قضیه

  4-3قضیه 
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  .باشدمی mو  u(t)یک ثابت مثبت وابسته به نرم انتخاب شده و مستقل از  C0که در آن 

  :اثبات

,1اگر  9-2 ي با توجه به قضیه   و)(, IBu k
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که در آن  ,
NI حال با انتخاب . عملگر درونیاب ژاکوبی است
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1
  ،mN 0و l = ياز رابطه 

  :گیریمفوق نتیجه می
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  و بنابراین
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  شود و لذا نتیجه می
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نتیجه ) 48-3(انتخاب شده است و بنا به kH)1,1(از فضاي سوبولف tu)(حال با توجه به این که 

  :گیریم می
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  .وابسته به نرم فضاي سوبولف است C0باشد و  mو  tu)(مستقل از C0که 

  ناآدومی - همگرایی روش طیفی 3- 3-4

داده و در قالب یک قضیه ن را مورد بررسی قرار اآدومی -طیفی ي در این بخش همگرایی روش ارائه شده

  .کنیماین همگرایی را ثابت می

 yADMحاصل گردیده است را با ) 1-3(له أجمله براي مس nن که با اآدومی ي جواب حاصل از روش تجزیه

  :به عبارت دیگر. دهیمنمایش می
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  دهیم یعنی،نمایش می ySADMن را با اآدومی -و همچنین جواب حاصل از روش طیفی
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  .کنیمن را ثابت میاآدومی -حال با قضیه زیر همگرایی روش طیفی

  5-3قضیه 
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ن حاصل گردیده است همگراست اگر اآدومی -که با روش طیفی) 1-3(از مساله ) 51-3(سري جواب 
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  :گیریمنتیجه می) 4-3( ي براساس قضیهو همچنین 
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  :خواهیم داشت) 52-3(و ) 54-3(اکنون با ترکیب 
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10چون    وقتی ،n  وm  0آنگاه)()(  xyxy SADMexact  و این همگرایی روش

  .کندن را ثابت میاآدومی -طیفی
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 فصل چھارم
  هاي عدديمثال
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  مقدمه 4-1

SADMاز نماد . ن را معرفی کردیماآدومی - در فصل قبل روش طیفی
براي معرفی این روش و از نماد  1

ADM
بیان  SADMدر این فصل چند مثال براي روش . کنیم ن استفاده میابراي معرفی روش تجزیه آدومی 2

  .کنیم سه مییهاي دیگر مقا کرده و نتایج حاصل را با برخی از روش

  ها مثال 4-2

  ]39, 38, 26[ 3دما هاي گازي هم حوزه ي معادله 1-4مثال 

)4-1(  ,0'
2

"  yey
x

y  

  ي با شرایط اولیه

)4-2(  .0)0(',0)0(  yy  

    ي داده شد معادله 1-2-3توضیحاتی که در بخش با توجه به . کنیم حل می ADMابتدا معادله را با روش  

  :کنیم را به فرم زیر بازنویسی می) 4-1(

)4-3(  ,yeLy   

1)(شود  که نتیجه می yeLy   خواهیم داشت بنابراینو:  

)4-4(  ),(1 yeLy   

)()(و اگر 
0

xyxy i
i

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

  باشد داریم) 2-4( ي با شرایط اولیه) 1-4(جوابی از معادله:  
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  :]40[گردند  ن به صورت زیر محاسبه میاهاي آدومی اي ، چندجملهyeبراي جمله غیرخطی 

  

                                                      
1- Spectral Adomian Decomposition Method  
2 - Adomian Decomposition Method 
3 - Isothermul gas Spheres equation 
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  :داریم) 5-4(در ) 6-4(حال با قرار دادن 
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  :باشد براي این مثال به صورت زیر می ADMپس سري جواب حاصل از 

)4-8(  ).11(
224532000
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1632960

61
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1
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1
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1
)( 108642  xxxxxxy  

نتایج عددي در جدول . حل شده است m=20و  n=12به ازاي  (SADM)ن اآدومی -این مثال با روش طیفی 

 (RK4) 4کوتا مرتبه  -هنگو، ر))8-3(رابطه (ن اهاي آدومی این نتایج با نتایج روش. نشان داده شده است 4-1

BOMو 
  .اند مقایسه شده ]38[ 1

                                                      
1 - Bernst ei nOperat i onal Mat r i x   
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1 -4 جدول  

  ]39, 38[و مقایسه با سایر مقادیر عددي  m=2و  n=12ن به ازاي اآدومی - با روش طیفی 1- 4نتایج عددي از مثال  :1- 4جدول 

Error 
(ADM)  

Error 
(SADM)  

ADM[39]  SADM RK4  BOM[38]  X  

0  0  0  0  0  0  0  
9.5e-11  9.37e-11  -0.0016658339  -0.0016658339  -0.0016658338  -0.0016658338  0.1  
1.2e-9  9.37e-9  -0.0066533671  -0.0066533671  -0.0066533659  -0.0066533671  0.2  

8.8e-10  8.94e-10  -0.0149328833  -0.0149328833  -0.0149328824  *  0.3  
9.2e-10  8.78e-10  -0.0264554763  -0.0264554763  -0.0264554772  *  0.4  
1.1e-9  1.57e-9  -0.0411539568  -0.0411539573  -0.0411539557  -0.0411541005  0.5  
2.7e-9  5.4e-9  -0.0589440720  -0.0589440748  -0.0589440694  *  0.6  
2.2e-8  9.83e-9  -0.0797599229  -0.0797260042  -0.0797260141  *  0.7  
4.2e-8  6.2e-10  -0.1033860110  -0.1033860532  -0.1033860526  *  0.8  
1.5e-7  2.17e-8  -0.1297983987  -0.1297985243  -0.1297985460  *  0.9  
3.3e-7  1.02e-8  -0.1588273537  -0.1588276775  -0.1588276877  -0.1588624338  1  

  

  2-4مثال 

  گیریم زیر را در نظر میمدن ا -نیل ي  معادله

)4-9(  ,0,0'
2

"  kyy
x

y k  

  ي با شرایط اولیه

)4-10(  .0)0(',1)0(  yy  

  .کنیم حل می k=5و  k=3این معادله را براي دو حالت  

  k=3: حالت اول

  :زیر را خواهیم داشت ي در این حالت معادله
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3yLyرا به فرم ) 11- 3( ي کنیم معادله ن حل میاآدومی ي روش تجزیه ابتدا معادله را با   نویسیم و  می

  :بنابراین
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 kALy
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  :باشند ن به صورت زیر میاهاي آدومی اي ، چندجمله3yغیرخطی ي با توجه به جمله 
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  :شود قرار دهیم نتیجه می) 12-4(را در ) 13- 4(اکنون اگر 
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  :باشد ن به صورت زیر میاآدومی ي با روش تجزیه) 11- 4(و بنابراین جواب معادله  

)4-15(  ).11(
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نماش  2-4نتایج حاصل را در جدول . ایم حل کرده m=40و  n=12به ازاي  SADMاین مثال را با روش 

نمایش داده شده است که نشان  1-4ایم خطاي مانده در شکل  داده و با برخی روش هاي دیگر مقایسه کرده

  .از دقت بالایی برخوردار است SADMدهد روش  می
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  2 -4 جدول

  )k=3حالت ( 2-4براي مثال  ]39, 38[و مقایسه با سایر مقادیر عددي m=40و  n=12به ازاي  SADMنتایج حاصل از : 2- 4جدول 

Error 
(ADM)  

Error 
(SADM)  

Error (BOM)  ADM [39] SADM  BOM[38]  x  

0  0  0  1  1  1  0  
3.3e-9  2.25e-10  7.27e-10  0.99833583   0.99833583  0.99833582  0.1  
2.3e-7  2.64e-10  *  0.99337332  0.99337309  *  0.2  
2.6e-6  1.41e-9  *  0.98520236  0.98519979  *  0.3  
1.4e-5  4.38e-9  *  0.97397252  0.97395826  *  0.4  
5.4e-5  7.32e-9  4.42e-8  0.95989274  0.95983907  0.95983907  0.5  
1.6e-4  7.77e-9  *  0.94323076  0.94307317  *  0.6  
3.4e-4  1.1e-8  *  0.92431254  0.92392284  *  0.7  
8.5e-4  2e-8  *  0.90352147  0.90267209  *  0.8  
1.7e-3  2.71e-8  *  0.88129745  0.78961717  *  0.9  
3e-3  2.73e-8  3.74e-5  0.85813584  0.85505757  0.85505757  1  

  

  

 1 ـ4 شکل

  
                                       k=3حالت  2- 4خطاي مانده براي مثال  :1- 4شکل                                     
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  k=5: حالت دوم

  :باشد در این حالت معادله به صورت زیر می
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5yLyرا به فرم ) 16- 4( ي معادله  کنیم و خواهیم داشت بازنویسی می:  
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ن به صورت زیر اهاي آدومی اي چندجمله ،باشد می 5yغیرخطی به صورت  ي حال با توجه به این که جمله

  :باشند می
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     :شود قرار دهیم نتیجه می) 17-4(را در ) 18- 4(اکنون اگر 
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  :باشد براي این مثال به فرم زیر می ADMو بنابراین سري جواب حاصل از  
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نمایش داده  3-4نتایج عددي در جدول . حل شده است m=20و  n=14و به ازاي  SADMاین مثال با  

شکل ( BOMدهد که با خطاي مطلق روش  خطاي مطلق این روش را نمایش می) الف( 2-4شکل . شده اند

  .مقایسه شده است) ب-4-2

  3 -4 جدول

  و مقایسه با سایر نتایج m=20و  n=14به ازاي  SADMبا روش ) حالت ب( 2-4نتایج عددي مثال : 3- 4جدول 

Abslute Error 
(ADM)  

Abslute Error 
(SADM)  

ADM [39] Exact SADM  X  

0  0  1  1  1  0  
1.2e-8  3.4e-17  0.99833750  0.998337489  0.998337489  0.1  
7.1e-7  4.8e-17  0.99339998  0.993399268  0.993399268  0.2  
8e-6  1.8e-16  0.98533726  0.985329278  0.985329278  0.3  

4.4e-5 1.7e-16  0.97439865  0.974354704  0.974354704  0.4  
1.6e-4  8.75e-18  0.96093234  0.960768923  0.960768923  0.5  
4.7e-4  2.19e-15  0.94538460  0.944911183  0.944911183  0.6  
1.1e-3  1.96e-13  0.92829868  0.927145541  0.927145541  0.7  
2.5e-3  1.03e-11  0.91031357  0.907841299  0.907841299  0.8  
4.8e-3  3.38e-10  0.89216242  0.887356509  0.887356510  0.9  
8.6e-3  7.61e-9  0.87467085  0.866025404  0.866025411  1  

 2 ـ4 شکل

  
  )k=5حالت ( 2-4براي مثال  SADMخطاي مطلق از ) الف :2-4شکل                                  

  ]k( ]38=5حالت ( 2- 4براي مثال  BOMخطاي مطلق از ) ب                                                       
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  3-4مثال 

  :گیریم مدن زیر را در نظر میا -نیل ي معادله

)4-21(  ,0)('
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"  ynsiy
x

y  

   ي با شرایط اولیه

)4-22(  .0)0(',1)0(  yy  

  :باشد ه فرم زیر میبن حل شده است که جواب آن اآدومی ي با روش تجزیه ]39[این معادله توسط وزواز 
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  .k2=cos) 1(و  k1=sin) 1(که در آن

 نتایج در جدول. حل شده است m=80و  n=11ن به ازاي اآدومی -با روش طیفی] 0, 2 [این مثال بر بازه 

همچنین خطاي مانده در . ن مقایسه گردیده استاآدومی ي نمایش داده شده و با نتایج روش تجزیه 4-4

  .باشد می SADMدقت بالاي روش  به نمایش درآمده که نشان دهنده 3-4شکل 

  

  4 -4 جدول

  و مقایسه با سایر نتایج m=80و  n=11به ازاي  SADMبا روش  3-4نتایج عددي مثال : 4- 4جدول 

Error 
(ADM)  

Error 
(SADM)  

ADM [39] SADM  RK4  x 

1e-10  6.22e-11  0.99859793  0.99859793  0.99859793  0.1  
0  3.49e-11  0.99439626  0.99439626  0.99439626  0.2  

      
2e-10  5.62e-10  0.96517778  0.96517778  0.96517781  0.5  
6.6e-8  4.6e-9  0.91183204  0.91183203  0.91183204  0.8  
1.7e-6  3.01e-8  0.83609012  0.83609015  0.83609012  1.1  
8.8e-6  4.31e-8  0.77443518  0.77443523  0.77443518  1.3  
3.6e-5  5.69e-8  0.70504518  0.70504523  0.70504518  1.5  
6.8e-5  6.38e-8  0.66783443  0.66783449  0.66783443  1.6  
1.2e-4  6.96e-8  0.62917734  0.62917741  0.62917734  1.7  
2.1e-4  7.22e-8  0.58926208  0.58926216  0.58926208  1.8  
3.6e-4 7.92e-8  0.54828781  0.54828789  0.54828781  1.9  
6e-4 7.57e-8  0.50646355  0.50646362  0.50646355  2 
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 3 ـ4 شکل

  
  3-4براي مثال  m=80و  n=11به ازاي  SADMمانده روش  خطاي: 3-4شکل                      

  4-4مثال 

  :مدن زیر را در نظر بگیریدا -نیل ي معادله

)4-24(  ,0)48('
2

" 2/  yy eey
x

y  

  ي با شرایط اولیه

)4-25(  .0)0(',0)0(  yy  

 5- 4نتایج عددي در جدول . حل شده است m=40و  n=10ن به ازاي اآدومی -روش طیفی این معادله با 

جواب دقیق این معادله . نمایش داده شده است 4-4گزارش گردیده و خطاي مطلق در شکل 

)1(2 2xLny  باشد می.  
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  5 -4 جدول

  m=40و  n=10به ازاي  SADMبا روش  4-4نتایج عددي مثال : 5- 4جدول 

Abslute Error   Exact SADM  X  
1.80200000e-23  -0.01990066  -0.01990066  0.1  
7.3564177e-17  -0.07844143  -0.07844143  0.2  

5.27102199e-13  -0.17235539  -0.17235539  0.3  
2.78978334e-10  -0.29684001  -0.29684001  0.4  
3.52756402e-8 -0.44628710  -0.44628707  0.5  

0.00000180  -0.61496940  -0.61496760  0.6  
0.00004904  -0.79755224  -0.79750315  0.7  
0.00084639  -0.98939248  -0.98854610  0.8  

 4 ـ4 کل

  
  4- 4براي مثال  m=40و  n=10به ازاي  SADMخطاي مطلق  :4- 4شکل                             

  

  ]8[ 5-4مثال 

  :مدن زیر را در نظر بگیریدا -نیل ي معادله

)4-26(  ,0))(46('
2

"  yyLnyy
x

y  

  ي با شرایط اولیه
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)4 -27(  .0)0(',1)0(  yy  
این معادله داراي جواب دقیق

2xey  این مساله با روش .  ]41[باشد میSADM  14و به ازاي=n  40و=m 

نمایش داده شده  5- 4بیان گردیده و خطاي مطلق در شکل  6-4نتایج عددي در جدول . حل شده است

  .است

  

  6 - 4 جدول

  و مقایسه با سایر نتایج m=40و  n=14به ازاي  SADMبا روش  5-4نتایج عددي مثال : 6- 4جدول 

Abslute Error 
(ADM)  

Abslute Error 
(SADM)  

Exact ADM [39] SADM  X  

0 1.00000000e-24 1.01005017 1.01005017 1.01005017 0.1  
1e-9 9.00000000e-24 1.04081077 1.04081078 1.04081077 0.2  
1e-9 7.92100000e-20 1.09417428 1.09417428 1.09417428 0.3  

2.3e-8 4.46670780e-17 1.17351087 1.17351085 1.17351087 0.4  
3.5e-7 6.09975969e-15 1.28402542 1.28402507 1.28402542 0.5  
3.2e-6 3.39913478e-13 1.43332941 1.43332623 1.43332941 0.6  
2.1e-5 1.02105064e-11 1.63231622 1.63229556 1.63231622 0.7  
1.1e-4 1.95219231e-10 1.89648088 1.89637596 1.89648088 0.8  

 5 ـ4 شکل
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  6- 4براي مثال  m=40و  n=14به ازاي  SADMخطاي روش  :5-4شکل                              

   

  6-4مثال 

  :مدن زیر را در نظر بگیریدا -نیل ي معادله

)4-28(  ,0)('
2

" 2

3
2  Cyy

x
y  

  ي با شرایط اولیه

)4-29(  .0)0(',1)0(  yy  

  .حل شده است ADMبا روش  ]39[این معادله توسط وزواز 
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Cqکه در آن 12 این مثال با روش . باشد میSADM  12با=n  40و=m مقادیر به ازاي

8.06.0,4.0,2.0 Cو     10-4(و ) 9- 4(، )8-4(، )7-4(حل گردیده و نتایج به ترتیب در جدول هاي (

) 9-4(تا ) 6-4(هاي  همچنین خطاي مانده در شکل. مقایسه شده است ADMگزارش شده است و با روش 

  .نمایش داده شده است

  7 -4 جدول

  و مقایسه با سایر روشها) C=2/0( 6- 4براي مثال  m=40و  n=12به ازاي  SADMنتایج : 7- 4جدول 

Residual Error  RK4  SADM ADM[39]  X  
4.3e-24  0.99880903  0.99880903  0.99880903  0.1  
4.3e-24  0.99525519  0.99525519  0.99525519  0.2  

4.274e-24  0.98939500  0.98939500  0.98939500  0.3  
4.211494e-19  0.98132028  0.98132028  0.98132029  0.4  

8.80749554e-17  0.97115479  0.97115480  0.97115486  0.5  
6.8967875e-15  0.95904987  0.95904988  0.95905026  0.6  

2.74001640e-13  0.94517923  0.94517924  0.94518104  0.7  
6.62093012e-12  0.92973343  0.92973345  0.92574024  0.8  
1.09390380e-10  0.91291416  0.91291419  0.91293603  0.9  
1.33863329e-9  0.89492869  0.89492872  0.89499072  1  
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 6 ـ4 شکل

  
  C=2/0حالت  6- 4براي مثال  m=40و  n=12به ازاي  SADMخطاي مانده : 6-4شکل                  

  

  8 -4 جدول

  و مقایسه با سایر نتایج C=4/0حالت  6- 4براي مثال  m=4و  n=12به ازاي  SADMنتایج : 8- 4جدول 

Residual Error  RK4  SADM ADM[39]  X  
1.6e-24  0.99922630  0.99922630  0.99922630  0.1  
1e-24  0.99691595  0.99691595  0.99691595  0.2  

2.06e-23  0.99310085  0.99310085  0.99310085  0.3  
2.14577e-20  0.98783306  0.98783306  0.98783306  0.4  

4.49850230e-18  0.98118324  0.98118325  0.98118327  0.5  
3.53293647e-16  0.97323858  0.97323859  0.97323871  0.6  
1.40824931e-14  0.96410026  0.96410027  0.96410081  0.7  
3.41576049e-13  0.95388074  0.95388075  0.95388278  0.8  
5.66666257e-12  0.94270083  0.94270085  0.94270739  0.9  
6.96500076e-11 0.93068679  0.93068681  0.93070541  1  
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 7 ـ4 شکل

  
  C=4/0حالت  6-4براي مثال  m=40و  n=12به ازاي  SADMخطاي مانده   :7-4شکل                   

  

  

  9 -4 جدول

  و مقایسه با سایر نتایج C=6/0حالت  6- 4براي مثال  m=40و  n=12به ازاي  SADMنتایج : 9- 4جدول 

Residual Error  RK4  SADM ADM[39]  X  
2.5e-24  0.99957876  0.99957876  0.99957876  0.1  
2e-24  0.99831983  0.99831983  0.99831983  0.2  
1e-25  0.99623743  0.99623743  0.99623743  0.3  

3.55e-22  0.99335491  0.99335491  0.99335491  0.4  
7.53053000e-20  0.98970415  0.98970415  0.98970415  0.5  
5.93212650e-18  0.98532487  0.98532488  0.98532490  0.6  
2.37324422e-16  0.98026374  0.98026375  0.98026385  0.7  
5.77974170e-15  0.97457332  0.97457333  0.97457371  0.8  
9.63164687e-14  0.96831098  0.96831099  0.96831224  0.9  
1.18962111e-12 0.96153776  0.96153777  0.96154132  1  
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 8 ـ4 شکل

  
  C=6/0حالت  6- 4براي مثال  m=40و  n=12به ازاي  SADMخطاي مانده   :8- 4شکل               

  

  

  10 -4 جدول

  و مقایسه با سایر روشها C=8/0حالت  6- 4براي مثال  m=40و  n=10به ازاي  SADMنتایج  :10- 4جدول 

Residual Error  RK4  SADM ADM[39]  X  
3e-25  0.99985103  0.99985103  0.99985103  0.1  
5e-26  0.99940531  0.99940531  0.99940531  0.2  
8e-26  0.99866642  0.99866642  0.99866642  0.3  

1.5e-25  0.99764025  0.99764024  0.99764024  0.4  
9.087e-23  0.99633489  0.99633490  0.99633490  0.5  

7.17882e-21  0.99476059  0.99476060  0.99476060  0.6  
2.88373290e-19  0.99292948  0.99292949  0.99292949  0.7  
7.05570562e-18  0.99085549  0.99085550  0.99085553  0.8  
1.18188796e-16  0.98855408  0.98855410  0.98855418  0.9  
1.48604049e-15 0.98604207  0.98604208  0.98604231  1  
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 9 ـ4 شکل

  
  C=8/0حالت  6- 4براي مثال  m=40و  n=12به ازاي  SADMخطاي مانده   :9-4شکل              
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  مقدمه  5-1

اي، دست یافتن به نتایج مفید و مطلوبی است که هم در زمان حال که هدف از انجام هر پروژه بدیهی است 

در این پژوهش نیز اهدافی محقق گردیده است که  آنها را به عنوان  . و هم در آینده مورد استفاده قرار گیرد

   .در این فصل بیان خواهیم کردنتیاج کلی این پایان نامه  
 جینتا 5-2

انگونه که قبلا نیز به آن اشاره شد، روشهاي طیفی و تکراري هر کدام داراي معایب و مشکلاتی هستند هم    

  .که هدف از این پژوهش ارائه یک روش ترکیبی است تا بتوان بر این مشکلات غلبه نمود

  :باشد زیر می ي داراي دو مشکل عمده آدومیان غالباً ي روش تجزیه  

 یاشویم که گاهی محاسبه آنها پیچیده  هایی مواجه می هاي آدومیان با انتگرال اي جمله در محاسبه چند )ا

  .ممکن است غیر

تعیین یک  شوند و معمولاً بر می ، تعداد جملات جواب تقریبی، محاسبات پیچیده و زمانnبا افزایش  )2

  .جواب تقریبی با تعداد جملات بالا دشوار و گاهی غیرممکن است

ترین  یکی از مهم .باشند هایی که دارند، داراي مشکلاتی نیز می هاي طیفی با وجود تمام مزیت روش    

گاهی حجیم بودن دستگاه یا . شود ها وجود دارد حل دستگاهی است که ایجاد می مشکلاتی که در این روش

ترین معایب  و این یکی از عمده  شود که حل آن دشوار و حتی غیرممکن باشد رخطی بودن آن باعث میغی

  .هاي طیفی است روش

آدومیان و روش شبه طیفی چبیشف یک روش  ي براي غلبه بر مشکلات فوق، با ترکیب روش تجزیه     

 3- 3- 3با تحلیلی که در بخش  .معرفی گردید SADM1 ترکیبی به نام روش طیفی ـ آدومیان و با نماد 

هاي  را ندارد و در این روش نیازي به حل انتگرال ADMمشکلات  SADMد گردیانجام شد مشخص 

هاي طیفی در اجراي روش معرفی شده هیچ نیازي به حل  علاوه بر خلاف روش بر نیست، به پیچیده و زمان

  .باشد دستگاه معادلات نمی

                                                      
1 -Spectral Adomian Decomposition Method 
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ھای دیگر وبھ ویژه با  و با روش حل شدند SADMبا روش  مدنا -نیل ي هایی از معادله مثال 4 در فصل 

دهد که  اند، نتایج حاصل نشان می مقایسه شده   )RK4(ـ کوتا مرتبھ چھار ھنگوو روش ر  ADMروش 

   .باشد روش معرفی شده داراي دقت و کارایی مناسب در حل این مسائل می

  :پیشنهاد 5-3

مدن ن ـ ایفیزیکی ل ي لهأاي چبیشف براي روش طیفی ـ آدومیان و حل مس یهدر این پژوهش، از توابع پا

  .ه کردمتعامد نیز استفاد عامد یا غیراي دیگري اعم از مت پایهشود از توابع  استفاده شده است، پیشنهاد می

همگرایی  ي همچنین در آینده روش طیفی ـ آدومیان را با روش چندگامی ترکیب خواهیم کرد تا بتوانیم بازه 

          .را افزایش دهیم
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Abstract 

Modeling many natural phenomena and issues often leads to nonlinear equations 

that solving these equations, in general, is usually difficult. Obtaining an 

analytical solution for many nonlinear differential equations caused facing some 

problems that the numerical and semi-analytical methods have been used to 

determine the approximate solution. It should be noted that each of these 

methods has its own advantages and limitations. Simultaneous use of numerical 

and semi-analytical methods can preserve positive features of both methods in 

order to effective resolving the other disadvantages. 

   The purpose of this study is the combination of spectral and iterative methods 

for solving nonlinear ordinary differential equations based on the above ideas. In 

this thesis, after a brief description of spectral and Adomian decomposition 

methods, a hybrid approach called spectral-Adomian method introduced and this 

method is used to solve the Lane-Emden equation. Compare the results of this 

method with other methods has confirmed the accuracy and efficiency of the 

spectral-Adomian method.  

Keywords: Non-linear differential equations, Lane-Emden equation, Collocation 

method, Adomian decomposition method, Chebyshev polynomials, Spectral-

Adomian hybrid method. 
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