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 ؾداؾگعاضی

 

ؾداؼ ٍ ؾسايف تِ خیكگاُ ذساًٍس هٌاى وِ زَفیك زلاـ زض ضاُ وؿة ػلن ٍ زاًف ضا تط هي 

 .ػُا فطهَز

 

خطٍفؿَض زوسط زَفیك الَْيطًلَ ٍ خطٍفؿَض زوسط ؾؼیس ز اضخوٌسم یذازاًن اظ اؼ تطذَز ٍظیفِ هی

اًس، اظ نوین   تطای ايٌداًة وكیسُضؾالِتِ خاؼ زوام ظحوازی وِ زض َی زسٍيي ػثاؾثٌسی 

ضٌّوَزّای ايكاى ّوَاضُ ضاّگكای هكىلاذ تَزُ ٍ ايي . ًواينللة ًْاير ؾداؾگعاضی ضا 

ّای اضظًسُ قاى ايي  ّای هؿسوط ايكاى اؾر ٍ لُؼاً تسٍى ضاٌّوايی  حانل ضاٌّوايیضؾالِ

. هدوَػِ تِ اًدام ًوی ضؾیس

وِ زض َی زٍضاى زحهیل ٍ ًیع تِ ػٌَاى  هیطهظفط هؼهَهی اظ اؾساز تعضگَاضم خٌاب آلای زوسط

.  هطا ياضی ًوَزُ اًس، زكىط هی ًواينضؾالِاؾساز هكاٍض زض زْیِ ايي 

ّوچٌیي اظ زاٍضاى ضؾالِ، خٌاب آلای زوسط اؾواػیل تاتلیاى ٍ خٌاب آلای زوسط فطّاز حؿیي 

 .زكىط هی وٌن هحوس ػلی فطيثطظی ػطالیظازُ لُفی ٍ خٌاب آلای زوسط 

 

                      هدسثی لٌثطی
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 زمسين تِ

 

 .ّوؿط ػعيعم وِ ٍخَزـ گطهی ترف  لحظاذ ظًسگی ام اؾر
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 چىیسُ

 زَخِ ذَز ضا تِ ضيايیاذ تاظُ ای هؼَُف وطزُ ٍ هفَْم ّايی هاًٌس ػسز تاظُ ای، حؿاب ، اتسساضؾالِزض ايي 

ُ هفَْم خسيسی بؾدؽ تِ ووه هفَْم ّای زؼطيف قسُ، . تاظُ ای ٍ زؾسگاُ ذُی تاظُ ای ضا هؼطفی هی وٌین

 تِ تطضؾی  زض ازاهِ. ضا زؼطيف وطزُ ٍ هدوَػِ خَاب آًطا هؼطفی هی وٌین«تاظُ ایزؾسگاُ ذُی قوَل »ًام 

 ؾدؽ تِ ووه ايي  ٍ هی خطزاظينتاظُ ایی ٍ زؾسگاُ ذُی تاظُ اقوَل  اضزثاٌ هیاى خَاب ّای زؾسگاُ ذُی

. هی وٌینهُطح  تاظُ ایخثطی تطای يه زؾسگاُ ذُی   خَابضٍقی ضا خْر تِ زؾر آٍضزىهفَْم خسيس، 

ِ ی تحث ّای فَق ضا تِ حالر فاظی زؼوین هی زّین ٍ  تِ هؼطفی ػسز فاظی، حؿاب فاظی ٍ زض ًْاير ّو

 اضائِ هی زّین «زؾسگاُ ذُی قوَل فاظی»هفَْم خسيس زيگطی تِ ًام ؾدؽ . زؾسگاُ ذُی فاظی هی خطزاظين

.  تِ تطضؾی اضزثاٌ هیاى خَاب ّای ايي زؾسگاُ تا خَاب ّای زؾسگاُ ذُی فاظی هی خطزاظين ّواًٌس لثل،ٍ

ِ ی خَاب خثطی فاظی يه زؾسگاُ ذُی فاظی  ِ ی يه ضٍـ وِ تِ هحاؾث ؾطاًدام ايي ضؾالِ ضا تا اضائ

 .هی خطزاظز تِ خاياى هی ضؾاًین

 

، ػسز فاظی، تاظُ ای، زؾسگاُ ذُی قوَل تاظُ ای، زؾسگاُ ذُی تاظُ ای، حؿاب تاظُ ای ػسز ۺولواذ ولیسی

 حؿاب فاظی؛ زؾسگاُ ذُی فاظی، زؾسگاُ ذُی قوَل فاظی
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 ۺاّساف هكرم زحمیك

 

 .هدوَػِ خَاب آى ٍ تاظُ ایزؼطيف زؾسگاُ ذُی قوَل  (۱

 يه زؾسگاُ    تا خَاب خثطیتاظُ ایزگاُ ذُی قوَل هدوَػِ خَاب يه زؼتطضؾی اضزثاٌ هیاى  (۲

 .تاظُ ایذُی 

 . خَاب فاظی آىٍ هدوَػِزؼطيف يه زؾسگاُ ذُی قوَل فاظی  (۳

 يه زؾسگاُ یتا خَاب خثطزؾسگاُ ذُی قوَل فاظی هدوَػِ خَاب يه تطضؾی اضزثاٌ هیاى  (۴

 .ذُی فاظی
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 فهـل اٍل
 

 

 همسهاذ تاظُ ای
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 همسهِ ۱-۱

 ۺزض هسل تٌسی خسيسُ ّای هرسلف فیعيىی تا زٍ ًَع ػسم لُؼیر هَاخِ ّؿسین

. ػسم لُؼیر ًاقی اظ يؼف زاًف ٍ اتعاض تكطی زض قٌاذر خیچیسگی ّای يه خسيسُ هی تاقسۺ ٍع اٍل   ى

تِ ػٌَاى هثال تطای اًساظُ گیطی زهای يه قْط زض چٌسيي ًمُِ اظ قْط زها ؾٌح ضا تىاض تطزُ ٍ زض ًْاير اظ 

ِ  زؾر آهسُ تا زهای ٍالؼی آى قْط زفاٍذ زاضز، ظيطا اٍلاً زٌْا . آى ّا هیاًگیي گطفسِ هی قَز هؿلواً زهای ت

چٌس ًمُِ اظ آى قْط زض هحاؾثاذ زذالر زازُ قسُ اؾر، ثاًیاً ذُای قرم اًساظُ گیط ٍ ّوچٌیي 

 .زؾسگاُ ّا تاػث ايداز ػسم لُؼیر زض هیعاى زهای اػلام قسُ هی گطزز

ِ يه خسيسُ يا ٍيػگی ذال هی تاقس ۺ ًَع زٍم  يه خسيسُ . هطتٌَ تِ ػسم نطاحر ٍ ػسم قفافیر هطتٌَ ت

تِ ػٌَاى هثال ٍيػگی گطم تَزى َّا اظ ًظط افطاز .هوىي اؾر شازاً غیطنطيح ٍ ٍاتؿسِ تِ لًاٍذ افطاز تاقس 

ِ يه ًفط زهای   زضخِ ضا ۳۰هرسلف هسفاٍذ اؾر ٍ ّیچ زؼطيف ٍاحسی تطای آى ٍخَز ًساضز تِ ََضی و

  . زضخِ ضا۴۰گطم تساًس ٍ فطز زيگطی 

. تٌاتطايي تطای تِ زؾر آٍضزى يه هسل ٍالغ گطاياًِ، هی تايؿسی ػسم لُؼیر ضا زض هسل زض ًظط تگیطين

 ـّای هَخَز تطای زأثیط ػسم لُؼیر شازی، اؾسفازُ اظ ضيايیاذ  زض چٌس ؾال .  هی تاقستاظُ ایيىی اظ ضٍ

ِ ی قگطفی اذیط،  ايي ًَع ضيايیاذ زض تطضؾی ػسم لُؼیر ػسزی زض الگَضيسن ّا ٍ هؿائل ػسزی زَؾؼ

ايي هؿائل ظهاًی تِ .  واضتطز فطاٍاًی زض ػلَم هٌْسؾی زاضًستاظُ ایاظ َطف زيگط، هؿائل . زاقسِ اؾر

ٍخَز هی آيٌس وِ اَلاػاذ هؿألِ ًوی زَاًٌس تِ نَضذ زلیك اًساظُ گیطی قًَس، اها هی زَاًٌس هسؼلك تِ 

ِ ی هكرهی اظ اػساز تاقٌس   زض ايي ترف تِ هؼطفی تؼًی اظ هفاّین هَخَز زض ضيايیاذ [.۲۳ ,۲۹]زاهٌ

 . هی خطزاظينتاظُ ای

 

   ػسز تاظُ ای۲-۱

  ًكاى هی زّین ٍ تِ نَضذ ظيط زؼطيف هی وٌین[𝑥]ضا تا ًواز  يه ػسز تاظُ ای [۳۲]ۺ ۱-۲-۱ زؼطيف

 𝑥 = { 𝑡 ∈ ℝ  ∶   𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 } ∶=   𝑥, 𝑥 ,                                                   

,𝑥   تیاًگط هدوَػِ اػساز حمیمی هی تاقس ℝٍ وِ زض آى  𝑥 ∈ ℝ  ٍ 𝑥 ≤ 𝑥.  

                                                           

Interval number  
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ِ ی اػساز .  هی ًاهین 𝑥  تاظُ ای ضا وطاى تالای ػسز 𝑥 ضا وطاى خايیي ٍ 𝑥زض زؼطيف فَق،  ِ ی ّو هدوَػ

ℝۺ ٍايح اؾر وِ.  ًكاى هی زّین𝕀ℝ ضا تا تاظُ ای ⊂ 𝕀ℝ  . ظيطا 

ℝ = { [𝑥] ∈ 𝕀ℝ   ∶     𝑥 = 𝑥 }.                                                            

 

𝑥 هحى هی ًاهین ّطگاُ تاظُ ای  ضا ػسز  𝑥  تاظُ ایػسز  [۳۲] ۺ۱-۲-۲ زؼطيف < 𝑥 . زض ايي نَضذ هی

[𝑥]ۺ    ًَيؿین ∈ 𝕀ℝ\ℝ. 

 

 ۺ  زاضين 𝑥  ٍ   𝑦 تطای اػساز تاظُ ای زلرَاُ  [۳۲]ۺ ۱-۲-۳ زؼطيف

 𝑥 =  𝑦       ⟺        𝑥 = 𝑦    &    𝑥 = 𝑦.                                                   
 . 

   زٍ ػسز تاظُ ای زلرَاُ تاقٌس، آًگاُ  𝑥  ٍ   𝑦 ّطگاُ  [۳۲]ۺ ۱-۲-۴ زؼطيف

 𝑥 ≤  𝑦         ⟺         𝑥 ≤ 𝑦.                                                                      

 

 ۺ اظ زؼطيف فَق هی زَاى ًسیدِ گطفر وِ

 𝑥 ≤  0 ≔ [0,0]         ⟺         𝑥 ≤ 0,                                                

 𝑥 ≥  0 ≔ [0,0]         ⟺         𝑥 ≥ 0.                                                       

 

𝑥ۺ       ضا هسماضى گَيین ّطگاُ 𝑥  تاظُ ایػسز  [۳۲] ۺ۱-۲-۵ زؼطيف + 𝑥 = 0. 

 

ِ ی هیاًی [۳۲] ۺ۱-۲-۶ زؼطيف  ۺ  ًكاى هی زّین ٍ تطاتط اؾر تا𝑀[𝑥] ضا تا ًواز  𝑥  تاظُ ای  ػسز ًمُ

𝑀 𝑥 =
𝑥+𝑥

2
.                                                            

 

= 𝑀 𝑥ۺ    زاضين 𝑥  هسماضى تاظُ ایتا زَخِ تِ زؼاضيف فَق هی زَاى ًسیدِ گطفر وِ  تطای ػسز  0. 

 

 ۺ  ًكاى هی زّین ٍ تطاتط اؾر تا𝑊[𝑥] ضا تا ًواز  𝑥  تاظُ ایػسز  خٌْای [۵] ۺ۱-۲-۷ زؼطيف

                                                           

Midpoint 
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𝑊 𝑥 = 𝑥 − 𝑥.                                                        

 

 ۺ  ًكاى هی زّین ٍ تطاتط اؾر تا𝑅[𝑥] ضا تا ًواز  𝑥  تاظُ ای ػسز قؼاع [۵] ۺ۱-۲-۸ زؼطيف

𝑅 𝑥 =
1

2
𝑊 𝑥 =

𝑥−𝑥

2
.                                                  

 

 .تا اؾسفازُ اظ هفاّین فَق، هی زَاًین لن ظيط ضا اضائِ زّین

 

 ۺ  زاضين  𝑥  ٍ   𝑦 تطای اػساز تاظُ ای زلرَاُ  ۺ۱-۲-۱لن 

۱)   𝑥 ⋂ 𝑦 ≠ ∅       ⇔       𝑀 𝑥 − 𝑀 𝑦  ≤ 𝑅 𝑥 + 𝑅 𝑦 ,              

۲)   𝑦 ⊆  𝑥              ⇔       𝑀 𝑥 − 𝑀 𝑦  ≤ 𝑅 𝑥 − 𝑅 𝑦 .  

 

∩ 𝑥 اتسسا فطو هی وٌین وِ ۺ  لعٍم(۱ .اثثاذ  𝑦 ≠ ∅ ٍ 𝑎 ∈  𝑥 ∩  𝑦  .ۺزض ايي نَضذ 

 
 𝑎∈ 𝑥 ⟹ 𝑀 𝑥 −𝑎 ≤𝑅 𝑥 

𝑎∈ 𝑦 ⟹ 𝑀 𝑦 −𝑎 ≤𝑅 𝑦 
   ⟹   𝑀 𝑥 − 𝑎 +  𝑀 𝑦 − 𝑎 ≤ 𝑅 𝑥 + 𝑅 𝑦 .                                   

 ۺؾر وِ ٍايح ااظ َطفی
 𝑀 𝑥 − 𝑀 𝑦  ≤  𝑀 𝑥 − 𝑎 +  𝑀 𝑦 − 𝑎 ,                                         

 تٌاتطايي
 𝑀 𝑥 − 𝑀 𝑦  ≤ 𝑅 𝑥 + 𝑅 𝑦 .                                                      

 .تٌاتطايي لؿور لعٍم ترف اٍل، ثاتر قس

ۺ حال فطو ذلف هی وٌین وِ.  تطلطاض تاقس(۱)فطو هی وٌین ًاهؿاٍی ؾور ضاؾر لؿور ۺ وفاير

 𝑥 ⋂ 𝑦 =  ۺزض ايي نَضذ زاضای زٍ حالر هی تاقین . ∅

> 𝑥 ّطگاُ ۺ حالر اٍل [𝑦] . ِۺزض ايي حالر ٍايح اؾر و 

 𝑀 𝑥 −𝑀 𝑦  = 𝑀 𝑥 −𝑥 + 𝑥−𝑦 + 𝑦−𝑀 𝑦                                  

=𝑅 𝑥 + 𝑥−𝑦 +𝑅 𝑦 >𝑅 𝑥 +𝑅 𝑦 .
  

 .وِ ايي، يه زٌالى آقىاض اؾر

> 𝑦 ّطگاُ ۺ حالر زٍم [𝑥] .تٌاتطايي اثثاذ ترف اٍل . اثثاذ ايي حالر، واهلا هكاتِ حالر اٍل اؾر

 .لن، زوام اؾر

                                                                                                                                                                                     

Width 

Radius 
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⊇ 𝑦  ۺ  اتسسا فطو هی وٌین وِۺ لعٍم (۲  𝑥  . اگط𝑀 𝑦 = 𝑀[𝑥]زض غیط ايي .  اثثاذ تسيْی اؾر

 ۺنَضذ، زاضای زٍ حالر ّؿسین

∋ 𝑀 𝑦ّطگاُ ۺ حالر اٍل [𝑥, 𝑀 𝑥 ] .ۺتِ ََض ٍايح زض ايي لؿور ذَاّین زاقر 

𝑅 𝑥 = 𝑥−𝑦 + 𝑦−𝑀 𝑦  + 𝑀[𝑦]−𝑀[𝑥]                               

= 𝑥−𝑦 +𝑅 𝑦 + 𝑀 𝑥 −𝑀 𝑦  ,                              
              

 ۺتٌاتطايي، ًسیدِ هی گیطين

𝑅 𝑥 − 𝑅 𝑦 = |𝑥 − 𝑦| + |𝑀 𝑥 − 𝑀[𝑦]| ⟹ |𝑀 𝑥 − 𝑀[𝑦]| ≤ 𝑅 𝑥 − 𝑅 𝑦 .    
∋ 𝑀 𝑦ّطگاُ ۺ حالر زٍم [𝑀 𝑥 , 𝑥] .تٌاتطايي . اثثاذ ايي حالر واهلاً هكاتِ اثثاذ حالر اٍل اؾر

 .لؿور لعٍم ترف زٍم، ثاتر قس

ۺ حال فطو ذلف هی وٌین وِ.  تطلطاض تاقس(۲)فطو وٌیس وِ ًاهؿاٍی ؾور ضاؾر لؿور ۺ وفاير

 𝑦 ⊈ [𝑥] . ًَتٌاتطايي ػ𝑦∗ ∈ [𝑦] ٍِخَز زاضز تِ ََضی و 𝑦∗ ∉ [𝑥]. زض ايي نَضذ ًسیدِ هی 

 ۺگیطين

  𝑀 𝑥 −𝑦∗ >𝑅[𝑥]

|𝑦∗−𝑀 𝑦 |≤𝑅[𝑦]
 ⟹  𝑀 𝑥 − 𝑦∗ −  𝑦∗ − 𝑀 𝑦  > 𝑅 𝑥 − 𝑅 𝑦 .          

 ۺ اظ َطفی ٍايح اؾر وِ
 𝑀 𝑥 − 𝑀 𝑦  ≥  𝑀 𝑥 − 𝑦∗ −  𝑦∗ − 𝑀 𝑦  .                                

  تٌاتطايي
 𝑀 𝑥 − 𝑀 𝑦  > 𝑅 𝑥 − 𝑅 𝑦 ,                                           

 ∎.تٌاتطايي، اثثاذ ترف زٍم لن زوام اؾر. وِ ايي، يه زٌالى آقىاض اؾر

 

 ۺهی زَاى ًسیدِ گطفر وِ ۱-۲-۱، اظ لن تاظُ ایتا زَخِ تِ زؼطيف قؼاع يه ػسز  ۺ۱-۲-۱ًسیدِ 

۱)   𝑥 ⋂ 𝑦 ≠ ∅      ⇔      2 𝑀 𝑥 − 𝑀 𝑦  ≤ 𝑊 𝑥 + 𝑊 𝑦 ,              

۲)   𝑦 ⊆  𝑥              ⇔      2 𝑀 𝑥 − 𝑀 𝑦  ≤ 𝑊 𝑥 − 𝑊 𝑦 .   

 

 ۺ ضا تِ نَضذ ظيط زؼطيف هی وٌین 𝑥  تاظُ ای ػسز لسض هُلك [۵]ۺ ۱-۲-۹زؼطيف 

  𝑥  = max    𝑡 ∶   𝑡 ∈  𝑥  = max  {  𝑥 ,  𝑥  }.                          

 

ِ ی[ ۵] ۺ۱-۲-۱۰زؼطيف   ۺ ضا تِ نَضذ ظيط زؼطيف هیىٌین 𝑥  تاظُ ای ػسز لسض هُلك وویٌ

                                                           

Absolute value 
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<  𝑥 >= min     𝑡 ∶   𝑡 ∈  𝑥  =  
min     𝑥 ,  𝑥  ,     0 ∉  𝑥 ,

0,                             0 ∈  𝑥 .
                                

 

𝑑: 𝕀ℝزاتغ [ ۶] ۺ۱-۲-۱۱زؼطيف  × 𝕀ℝ ⟶  ℝ  ی ِ   تا ياتُ

𝑑  𝑥 ,  𝑦  = max    |𝑥 − 𝑦|,  𝑥 − 𝑦  ,                                           

ِ يا هسط ضٍی  ِ یضا زاتغ فانل  . هی ًاهین𝕀ℝ هدوَػ

 

 اػوال حؿاتی ضٍی اػساز تاظُ ای  ۳-۱

 زلرَاُ تاقٌس، زض ايي نَضذ اػوال حؿاتی خوغ، تاظُ ای زٍ ػسز  𝑥  ٍ  𝑦 ّطگاُ [ ۳۲] ۺ۱-۳-۱زؼطيف 

 ۺزفطيك، يطب ٍ زمؿین تِ نَضذ ظيط زؼطيف هی قًَس

 𝑥 +  𝑦 =  𝑥 + 𝑦 ∶   𝑥 ∈  𝑥 , 𝑦 ∈  𝑦  ,                                                                

 𝑥 −  𝑦 =  𝑥 − 𝑦 ∶   𝑥 ∈  𝑥 , 𝑦 ∈  𝑦  ,                                                                

 𝑥 ∙  𝑦 =  𝑥 ∙ 𝑦 ∶   𝑥 ∈  𝑥 , 𝑦 ∈  𝑦  ,                                                                      

 𝑥 

 𝑦 
=  

𝑥

𝑦
∶   𝑥 ∈  𝑥 , 𝑦 ∈  𝑦  ,      ُ0   ّطگا ∉  𝑦 .                                                     

 

= 𝑥 ّطگاُ  ۺ۱-۳-۱ًىسِ  [𝑥, 𝑥] ٍ  𝑦 = [𝑦, 𝑦] زلرَاُ تاقٌس ٍ تاظُ ای زٍ ػسز ∗∈ {+, −,∙,∕} 

∗ 𝑥 آًگاُ  [𝑦] ۺ تِ نَضذ ظيط اؾرتاظُ ای ًیع يه ػسز 

 𝑥 ∗  𝑦 =   min  𝑥 ∗ 𝑦, 𝑥 ∗ 𝑦, 𝑥 ∗ 𝑦, 𝑥 ∗ 𝑦 , max  {𝑥 ∗ 𝑦, 𝑥 ∗ 𝑦, 𝑥 ∗ 𝑦, 𝑥 ∗ 𝑦} ,   

0ۺ  الثسِ زض حالر زمؿین، هی تايؿسی ∉  𝑦 . 

 

ِ ی فَق هی زَاى ًسیدِ گطفر  ۺ تا زَخِ تِ ًىس

 𝑥 +  𝑦 =  𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦 ,              𝑥 −  𝑦 =  𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑦 ,               

                                                                                                                                                                                     

Minimal absolute value 
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 𝑥 ∙  𝑦 =  min   𝑥 ∙ 𝑦, 𝑥 ∙ 𝑦, 𝑥 ∙ 𝑦, 𝑥 ∙ 𝑦 , max  {𝑥 ∙ 𝑦, 𝑥 ∙ 𝑦, 𝑥 ∙ 𝑦, 𝑥 ∙ 𝑦} ,    

 𝑥 

 𝑦 
=  min   

𝑥

𝑦
,
𝑥

𝑦
,
𝑥

𝑦
,
𝑥

𝑦
 , max   

𝑥

𝑦
,
𝑥

𝑦
,
𝑥

𝑦
,
𝑥

𝑦
0    ّطگاُ         ,   ∉  𝑦 .               

 

[𝑥]، ّطگاُ ۱-۳-۱تا زَخِ تِ ًىسِ  ۺ۱-۳-۲ًىسِ  ∈ 𝕀ℝ ٍ λ ∈ ℝ ِآًگاُ يطب اؾىالط ضا هی زَاى ت 

 ۺنَضذ ظيط زؼطيف وٌین

λ ∙  𝑥 =  𝜆𝑥 ∶   𝑥 ∈ [𝑥] =  
 𝜆𝑥, 𝜆𝑥 ,         اگط 𝜆 ≥ 0,

 𝜆𝑥, 𝜆𝑥 ,        اگط 𝜆 < 0.
                              

 

 ًسیدِ هی گیطين وِ  ػًَ ذٌثی خوؼی تطاتط اؾر تا  ۱-۳-۱تا زَخِ تِ زؼطيف  ۺ۱-۳-۳ًىسِ 

 0 = = 1  ٍ ػًَ ذٌثی يطتی تطاتط اؾر تا  [0,0] [1,1]. 

 

,𝕀ℝ زؾسگاُ ّای   ۺ۱-۳-۴ًىسِ  +  ٍ  𝕀ℝ,∙  زلرَاُ زاضای تاظُ ای زكىیل گطٍُ ًوی زٌّس، ظيطا ّط ػسز 

 .ػًَ هؼىَؼ ًؿثر تِ اػوال خوغ ٍ يطب ًیؿر

 

ِ ی اػساز ۺ ۱-۳-۵ًىسِ   تا اػوال خوغ ٍ يطب فَق، زكىیل يه فًای تطزاضی تاظُ ایهدوَػِ ّو

ّوچٌیي ايي هدوَػِ زكىیل يه هیساى ضا ًیع . ًوی زّس، ظيطا ّط فًای تطزاضی ذَز يه گطٍُ هی تاقس

 .ًوی زّس

 

 ۺ زاضين[𝑧] ٍ [𝑦]، [𝑥]تطای اػساز تاظُ ای زلرَاُ  [۶]ۺ ۱-۳-۱لن 

 𝑥 ∙   𝑦 +  𝑧  ⊆  𝑥 ∙  𝑦 +  𝑥 ∙  𝑧 .                                            

ِ ی . اثثاذ ِ ی فَق تِ آؾاًی اثثاذ هی قَز۱-۳-۱تا زَخِ تِ ًىس  . ضاتُ
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, 𝑥 فطو وٌیس   [۶]ۺ ۱-۳-۲لن   𝑦 ,  𝑧 , [𝑤] ∈ 𝕀ℝ ِۺ   تَُضيى 𝑥 ⊆  𝑧  ٍ  𝑦 ⊆ [𝑤] ٍ 

∋∗ّوچٌیي  {+, ∗ 𝑥 ۺ           ، آًگاُ{⧵,∙,−  𝑦 ⊆  𝑧 ∗  𝑤 .                              

ِ ی . اثثاذ ِ ی فَق تِ آؾاًی اثثاذ هی قَز۱-۳-۱تا زَخِ تِ ًىس  . ضاتُ

 

 ۺ ًسیدِ هی گیطين و۱ِ-۳-۱ ٍ ۱-۲-۷، ۱-۲-۶تا اؾسفازُ اظ زؼاضيف  ۺ۱-۳-۶ًىسِ 

 𝑥 = 𝑀 𝑥 + 𝑅 𝑥 ∙  −1, 1 =  𝑀 𝑥 − 𝑅 𝑥 , 𝑀 𝑥 + 𝑅[𝑥] .             

 

, 𝑥 ّطگاُ  [ ۶] ۺ۱-۳-۷ًىسِ  [𝑦] ∈ 𝕀ℝُۺ آًگا 

۱)  
1

[𝑦]
[𝑥] =

1

< 𝑦 >
 [𝑥] ,      0   اگط ∉  𝑦 ,   

۲)    𝑥 + [𝑦] ≤  [𝑥] +  [𝑦] .  

ِ ی ظيط ضا اضائِ هی زّین  .حال لًی

 

𝑥𝑛]، … ، [𝑥2]، [𝑥1] اػساز حمیمی زلرَاُ ٍ 𝑎1 ،𝑎2 ، … ،𝑎𝑛ّطگاُ   ۺ۱-۳-۱لًیِ   تاظُ ای،  اػساز [

 ۺزلرَاُ تاقٌس، آًگاُ

۱) 𝑊  𝑎𝑖 ∙  𝑥𝑖 =   𝑎𝑖 ∙ 𝑊 𝑥𝑖 ,
𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1   

۲) 𝑀  𝑎𝑖 ∙  𝑥𝑖 =  𝑎𝑖 ∙ 𝑀 𝑥𝑖 ,
𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1   

۳) 𝑅  𝑎𝑖 ∙  𝑥𝑖 =   𝑎𝑖 ∙ 𝑅 𝑥𝑖 .
𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1   

 ۺزؼطيف هی وٌین. اثثاذ

Ω+ =  𝑖 ∶   𝑎𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛 ,          Ω− =  𝑖 ∶   𝑎𝑖 < 0, 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛 .    

 ۺزض ايي نَضذ ًسیدِ هی گیطين

 𝑎𝑖 ∙  𝑥𝑖 
𝑛
𝑖=1 =    𝑎𝑖  𝑥𝑖𝑖∈Ω+ +  𝑎𝑖  𝑥𝑖𝑖∈Ω− ,  𝑎𝑖  𝑥𝑖𝑖∈Ω+ +  𝑎𝑖  𝑥𝑖𝑖∈Ω−  .     

 ۺتٌاتطايي
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𝑊  𝑎𝑖 ∙ 𝑥𝑖 =  𝑎𝑖  𝑥𝑖𝑖∈Ω + + 𝑎𝑖  𝑥𝑖𝑖∈Ω−  −  𝑎𝑖  𝑥𝑖𝑖∈Ω+ + 𝑎𝑖  𝑥𝑖𝑖∈Ω−  𝑛
𝑖=1

= 𝑎𝑖   𝑥𝑖−𝑥𝑖 −𝑖∈Ω+  𝑎𝑖   𝑥𝑖−𝑥𝑖 𝑖∈Ω−        

=  𝑎𝑖  
𝑛
𝑖=1  𝑥𝑖−𝑥𝑖                                                 

=  𝑎𝑖 ∙𝑊 𝑥𝑖 .
𝑛
𝑖=1                                                    

 

  

ّوچٌیي تا زَخِ .  ًیع واهلا هكاتِ اثثاذ فَق اؾر(۲)اثثاذ لؿور .  زوام اؾر(۱)تٌاتطايي اثثاذ لؿور 

 ∎. ًیع ٍايح اؾر(۳ ) اثثاذ لؿور۱-۲-۸تِ زؼطيف 

 

  تطزاض ػسز تاظُ ای ۴-۱

= 𝒙 تطزاض  [۶]ۺ ۱-۴-۱ زؼطيف ([𝑥1 ], [𝑥2 ], ⋯ , [𝑥𝑛 ] )𝑇 تِ ََض ) تاظُ ای  ضا يه تطزاض ػسز

𝑖        ۺ                هی ًاهین ّطگاُ (تاظُ ایهرسهط، تطزاض  = 1,2, ⋯ , 𝑛 ∶        𝑥𝑖 ∈ 𝕀ℝ. 

 

𝑖ّطگاُ  تطای  ۺ۱-۴-۱ًىسِ  = 1,2, ⋯ , 𝑛ۺ   زاقسِ تاقین 𝑥𝑖 =  𝑥𝑖 , 𝑥𝑖   تاظُ ای، آًگاُ تطای تطزاض 

 𝒙 = ([𝑥1 ], [𝑥2 ], ⋯ , [𝑥𝑛 ] )𝑇ۺ زاضين 

 𝒙 =  𝒙, 𝒙 ,                                                             

𝒙ۺ      وِ زض آى =  𝑥1  , 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 
𝑇

   ٍ   𝒙 =  𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 𝑇  .ۺّوچٌیي هی زَاى ًَقر 

 𝒙 =   𝑥1 , 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 𝑇 ∈ ℝ𝑛    ∶      𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛, 𝑥𝑖 ∈ [𝑥𝑖] ⊆ ℝ𝑛 .                

 

ِ ی ِ ی تطزاضّای هدوَػ ℝ𝑛ٍايح اؾر وِ .  ًكاى هی زّین𝕀ℝ𝑛 ضا تا تاظُ ای ّو ⊂ 𝕀ℝn . ظيطا 

ℝ𝑛 =   𝒙 ∈ 𝕀ℝ𝑛 ∶   𝒙 = 𝒙 .                                         

 

ِ ی زؼاضيفی وِ تطای يه ػسز   هُطح وطزُ اين ضا هی زَاًین تِ نَضذ هؤلفِ تِ هؤلفِ تطای يه تاظُ ایّو

 . ًیع زؼطيف وٌینتاظُ ایتطزاض 

                                                           

Interval number vector 
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 فطو وٌیس ۺ۱-۴-۲زؼطيف 

  𝒙 = ([𝑥1 ], [𝑥2 ], ⋯ , [𝑥𝑛 ] )𝑇      ٍ        𝒚 = ([𝑦1  ], [𝑦2 ], ⋯ , [𝑦𝑛 ] )𝑇     

 ۺ زلرَاُ تاقٌس، زض ايي نَضذتاظُ ایزٍ تطزاض 

 ۺ هحى هی ًاهین ّطگاُتاظُ ای ضا يه تطزاض  𝒙  تاظُ ایتطزاض  (۱

∃𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛 ∶    𝑥𝑖 ∈ 𝕀ℝ\ℝ,                                          

∋ 𝒙  ۺ  زض ايي نَضذ هی ًَيؿین            𝕀ℝ𝒏\ℝ𝒏. 

 𝒙 =  𝒚      ⟺       𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑛, ∶    𝑥𝑖 =  𝑦𝑖 ,                     ۲)       

 𝒙 ≤  𝒚      ⟺      𝒙 ≤ 𝒚,                                                                 ۳ )        

 ۺوِ ًسیدِ هی زّس

 𝒙 ≥ 𝟎     ⟺       𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑛, ∶    𝑥𝑖 ≥ 0,                             
 𝒙 ≤ 𝟎     ⟺       𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑛, ∶    𝑥𝑖 ≤ 0,                             

𝑀 𝒙 =  𝑀 𝑥1 , 𝑀 𝑥2 , ⋯ , 𝑀[𝑥𝑛 ] 𝑇 =
𝒙+𝒙

2
,                                    ۴)       

𝑊 𝒙 =  𝑊 𝑥1 , 𝑊 𝑥2 , ⋯ , 𝑊[𝑥𝑛 ] 𝑇 = 𝒙 − 𝒙,                             ۵ )       

𝑅 𝒙 =  𝑅 𝑥1 , 𝑅 𝑥2 , ⋯ , 𝑅[𝑥𝑛 ] 𝑇 =
𝒙−𝒙

2
,                                         ۶   )  

 [𝒙] =   [𝑥1] ,   𝑥2  , ⋯ ,   𝑥𝑛    𝑇 ,                                                 ۷   )         

ِ يا هسط ضا ًیع هی زَاًین تِ نَضذ ظيط زؼطيف وٌین (۸  ۺزاتغ فانل

𝐷∶ 𝕀ℝ𝑛 ×𝕀ℝ𝑛 ⟶ℝ 
𝐷  𝒙 , 𝒚  =max i=1,2,⋯,n  𝑑  𝑥𝑖 , 𝑦𝑖  ,

                              

 .( ضا تثیٌیس۱-۲-۱۱زؼطيف ) اؾر تاظُ ای، هسط ضٍی اػساز (∙,∙)𝑑وِ زض آى زاتغ 

 𝒙 ⊆  𝒚      ⟺       𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑛, ∶    𝑥𝑖 ⊆  𝑦𝑖 .         ۹            )  

 

 هازطيؽ ػسز تاظُ ای  ۵-۱
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= 𝑨 هازطيؽ [ ۶]ۺ ۱-۵-۱زؼطيف   [𝑎𝑖𝑗 ] 
𝑚×𝑛

تِ ََض هرسهط، ) تاظُ ای  ضا يه هازطيؽ ػسز 

 ۺ هی ًاهین ّطگاُ (تاظُ ایهازطيؽ 

   𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑚  & 𝑗 = 1, 2, ⋯ , 𝑛,  ∶   𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝕀ℝ.                        

= 𝑨 زض ايي نَضذ هی ًَيؿین  [𝑨, 𝑨] ۺ وِ زض آى𝑨 =  𝑎𝑖𝑗  
𝑚×𝑛

 ٍ  𝑨 =  𝑎𝑖𝑗  𝑚×𝑛
 . 

 ۺّوچٌیي هی زَاى ًَقر

 𝑨 =  𝑨 ∈ ℝ𝑚×𝑛  ∶   𝑨 ≤ 𝑨 ≤ 𝑨 ⊆ ℝ𝑚×𝑛 .                                  

ِ ی ِ ی هازطيؽ ّای هدوَػ 𝑚 اظ اًساظُ ی تاظُ ای ّو × 𝑛 ضا تا ًواز 𝕀ℝ𝑚×𝑛ّواًٌس لثل، .  ًكاى هی زّین

ℝ𝑚×𝑛ٍايح اؾر وِ  ⊂ 𝕀ℝm×n .ظيطا 

ℝ𝑚×𝑛 =   𝐀 ∈ 𝕀ℝm×n ∶   𝐀 = 𝐀 .                                             

 

𝑨 هی ًاهین، ّطگاُ  تطای ضا هٌظن  𝑨  تاظُ ایهازطيؽ [ ۱۰] ۺ۱-۵-۲زؼطيف  ∈ [𝑨] هازطيؽ ، 𝑨  ًاهٌفطز 

 .تاقس

 

= 𝑨 فطو وٌیس  [۳۰,۱۸]ۺ ۱-۵-۱لًیِ  [𝑨, 𝑨] تاقس تِ ََضی وِ تاظُ ای يه هازطيؽ 𝑨 ٍ 𝑨 

𝑨−1هازطيؽ ّای ًاهٌفطز تاقٌس ٍ  ≥ 𝟎 ٍ 𝑨
−1

≥  زطيؽ هٌظن هی تاقس ٍ  ها 𝑨 زض ايي نَضذ  . 𝟎

 𝑨 −1 =  𝑨
−1

, 𝑨−1 .                                                             

 

= 𝑉 𝑨 ضا تا ًواز  𝑨  تاظُ ایضأؾی هازطيؽ  هازطيؽ[ ۶] ۺ۱-۵-۳زؼطيف   𝑣𝑖𝑗  𝑚×𝑛
 ًكاى هی زّین 

𝑖∀ۺ                    وِ زض آى = 1, 2, ⋯ , 𝑚  &   𝑗 = 1, 2, ⋯ , 𝑛   ∶   𝑣𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 𝑎𝑖𝑗   يا   . 

 

 .  زؼطيف وطزتاظُ ای، هی زَاى زؼاضيف لثلی ضا تِ نَضذ زضايِ تِ زضايِ تطای يه هازطيؽ تاظُ ایهكاتِ تطزاض 

 

                                                           

Interval number matrix 

Regular 
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= 𝑨 فطو وٌیس ۺ۱-۵-۴زؼطيف   [𝑎𝑖𝑗 ] 
𝑚×𝑛

 ٍ  𝑩 =  [𝑏𝑖𝑗 ] 
𝑚×𝑛

 زلرَاُ تاظُ ای هازطيؽ   زٍ

 ۺتاقٌس، زض ايي نَضذ

 ۺ هحى هی ًاهین ّطگاُتاظُ ای ضا يه هازطيؽ  𝑨  تاظُ ایهازطيؽ    (۱  

∃𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑚   &   ∃𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛   ∶     𝑎𝑖𝑗  ∈ 𝕀ℝ\ℝ,                          

∋ 𝑨  ۺ  زض ايي نَضذ هی ًَيؿین            𝕀ℝ𝒎×𝒏\ℝ𝒎×𝒏.                                       

 𝑨 =  𝑩   ⟺   𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑚  &  𝑗 = 1, 2, ⋯ , 𝑛  ∶    𝑎𝑖𝑗  =  𝑏𝑖𝑗  ,   ۲)       

 𝑨 ≤  𝑩      ⟺      𝑨 ≤ 𝑩,                                  ۳)         

 ۺوِ ًسیدِ هی زّس

 𝑨 ≥ 𝟎     ⟺       𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑚  &  𝑗 = 1, 2, ⋯ , 𝑛 ∶    𝑎𝑖𝑗  ≥ 0,   
 𝑨 ≤ 𝟎     ⟺       𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑚  &  𝑗 = 1, 2, ⋯ , 𝑛 ∶    𝑎𝑖𝑗  ≤ 0,   

𝑀 𝑨 =  𝑀 𝑎𝑖𝑗   𝑚×𝑛
,                                            ۴  )         

𝑊 𝑨 =  𝑊 𝑎𝑖𝑗   𝑚×𝑛
,                                              ۵)         

𝑅 𝑨 =  𝑅 𝑎𝑖𝑗   𝑚×𝑛
,                                               ۶)         

 [𝑨] =    𝑎𝑖𝑗    𝑚×𝑛
.                                               ۷)                

 

 زؾسگاُ ذُی  تاظُ ای  ۶-۱

𝑛زؾسگاُ  [۶]ۺ ۱-۶-۱زؼطيف  × 𝑛 هی ًاهینتاظُ ای ظيط ضا يه زؾسگاُ ذُی زوام . 

 

 𝑎11   𝑥1 +  𝑎12   𝑥2 + ⋯ +  𝑎1𝑛    𝑥𝑛  =   𝑏1 

 𝑎21   𝑥1 +  𝑎22   𝑥2 + ⋯ +  𝑎2𝑛    𝑥𝑛  =   𝑏2 
        ⋮

 𝑎𝑛1   𝑥1 +  𝑎𝑛2   𝑥2 + ⋯ +  𝑎𝑛𝑛    𝑥𝑛  =   𝑏𝑛  

    (۱-۶-۱                       )  

, 𝑏𝑖 وِ زض آى   𝑎𝑖𝑗  ∈ 𝕀ℝ  تطای  ، 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋯ , 𝑛. 

 

                                                           

Fully interval linear system 
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  ضا تِ نَضذ (۱-۶-۱)فطم هازطيؿی زؾسگاُ 

 𝑨  𝒙 =  𝒃 ,                                                                                    

= 𝒙      ۺًكاى هی زّین، وِ زض آى ([𝑥1 ], ⋯ , [𝑥𝑛 ] )𝑇،    𝒃 = ([𝑏1 ], ⋯ , [𝑥𝑛 ] )𝑇ٍ  

 𝑨 =  
 𝑎11 ⋯  𝑎1𝑛  

⋮ ⋱ ⋮
 𝑎𝑛1 ⋯  𝑎𝑛𝑛  

 .                                                    

 

 هی زَاى هدوَػِ خَاب ّای ظيط ضا (۱-۶-۱) تاظُ ایتطای زؾسگاُ هؼازلاذ زوام [ ۱۰] ۺ۱-۶-۲زؼطيف 

 ۺزؼطيف وطز

 ُۺ هدوَػِ خَاب هسحس 

   𝑨 ,  𝒃  ∃∃ =  =  𝒙 ∈ ℝ𝑛  ∶    ∃𝑨 ∈ [𝑨]   ∃𝒃 ∈ [𝒃]   𝑨𝒙 = 𝒃  ,∃∃     
  

 ۺهدوَػِ خَاب زحول خصيط 

   𝑨 ,  𝒃  ∀∃ =  =  𝒙 ∈ ℝ𝑛  ∶    ∀𝑨 ∈ [𝑨]   ∃𝒃 ∈ [𝒃]   𝑨𝒙 = 𝒃  ,∀∃     
 

 ۺهدوَػِ خَاب وٌسطل خصيط 

   𝑨 ,  𝒃  ∃∀ =  =  𝒙 ∈ ℝ𝑛  ∶    ∃𝑨 ∈ [𝑨]   ∀𝒃 ∈ [𝒃]   𝑨𝒙 = 𝒃  .∃∀                  

 

 ۺهی زَاى ًسیدِ گطفر وِ ۱-۶-۲اظ زؼطيف ۺ ۱-۶-۱ًىسِ 

 =  𝒙 ∈ ℝ𝑛  ∶     𝑨 𝒙 ∩ [𝒃] ≠ ∅ ,∃∃                                  

 =  𝒙 ∈ ℝ𝑛  ∶     𝑨 𝒙 ⊆  𝒃  ,∀∃                                         

 =  𝒙 ∈ ℝ𝑛  ∶     𝑨 𝒙 ⊇ [𝒃] ,∃∃                                         

 

 ۺ زاضين(۱-۶-۱) تاظُ ایتطای زؾسگاُ هؼازلاذ ذُی زوام  ۺ۱-۶-۱لًیِ 

۱)  𝒙 ∈  ⟺  𝑀 𝑨 ∙ 𝒙 − 𝑀[𝒃] ≤ 𝑅 𝑨 ∙ |[𝒙]|∃∃ + 𝑅 𝒃 ,  
                                                           

United solution set 

Tolerable solution set 

Controllable solution set 
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۲)  𝒙 ∈  ⟺  𝑀 𝑨 ∙ 𝒙 − 𝑀 𝒃  ≤ 𝑅 𝒃 − 𝑅 𝑨 ∙   𝒙  ,∀∃   

۳)  𝒙 ∈  ⟺  𝑀 𝑨 ∙ 𝒙 − 𝑀 𝒃  ≤ 𝑅 𝑨 ∙   𝒙  − 𝑅 𝒃 .∃∀   

  ∎.، تِ آؾاًی لاتل اثثاذ اؾر۱-۲-۱ ٍ لن ۱-۶-۱تا زَخِ تِ ًىسِ . اثثاذ

⊇      ۺ  ًسیدِ هی گیطين و۱ِ-۶-۱اظ زؼطيف  ۺ۱-۶-۲ًىسِ      ∃∃ ٍ     ⊆   ∃∃∃∀∀∃  . 

 

 .، هدوَػِ ای تؿسِ اؾر∃∃  هدوَػِ  ۺ۱-۶-۲لًیِ 

= ّطگاُ . اثثاذ 𝒙زض غیط ايي نَضذ، فطو وٌیس .، آًگاُ اثثاذ تسيْی اؾر∃∃∅ ∈ ℝ𝑛 ی ِ  يه ًمُ

ِ ّای .  تاقس∃∃  هدوَػِ  حسی  𝑨𝑘 𝑘=0 زض ايي نَضذ، زًثال
∞ ، 𝒃𝑘 𝑘=0

∞ ٍ  𝒙𝑘 𝑘=0
 ٍخَز زاضًس ∞

𝑘تِ ََضی وِ  تطای  = 0, 1, ⋯ , 𝑛 ،𝑨𝑘 ∈ [𝑨] ، 𝒃𝑘 ∈ [𝒃]ٍ  𝑨𝑘𝒙𝑘 = 𝒃𝑘    ٍ ًیع  

𝑙𝑖𝑚𝑘⟶∞ 𝒙𝑘 = 𝒙.                                                               

ِ ّای  ِ ّای  𝑨  ٍ  𝒃 اظ َطفی چَى هدوَػ 𝑨𝑘𝑗  فكطزُ هی تاقٌس، لصا ظيط زًثال  
𝑗 =0

∞
 ، 𝒃𝑘𝑗  

𝑗 =0

∞ 
𝑨𝑘𝑗ٍخَز زاضًس تِ ََضی وِ  ⟶ 𝑨 ∈  𝑨  ٍ 𝒃𝑘𝑗 ⟶ 𝒃 ∈  𝒃  ًیع ٍ 𝑨𝑘𝑗 𝒙𝑘𝑗 = 𝒃𝑘𝑗 .  ِتا زَخ

𝒙𝑘𝑗تِ ايٌىِ  ⟶ 𝒙 ،ۺذَاّین زاقر 

𝒃 = lim𝑗⟶∞ 𝒃𝑘𝑗 = lim𝑗⟶∞ 𝑨𝑘𝑗 𝒙𝑘𝑗 = lim𝑗⟶∞ 𝑨𝑘𝑗 ∙  lim𝑗⟶∞ 𝒙𝑘𝑗 = 𝑨𝒙,            

𝒙ايي ايداب هی وٌس  ∈  ∃∃ .∎ 

 

 ۺ، زاضين(۱-۶-۱) تاظُ ایتطای زؾسگاُ ذُی زوام  ۺ۱-۶-۳ًىسِ 

   𝑨 , [𝒃] ∀∃ = ⋂   𝑨, [𝒃] ∀∃𝑨∈[𝑨] .                                                              

 

  .  زؿاٍی ظيط تطلطاض اؾر∃∀  هدوَػِ  تطای ۺ۱-۶-۳لًیِ 

   𝑨 ,[𝒃] ∀∃ = 𝒙∈ℝ𝑛  ∶   ∀𝑨∈𝑉[𝑨]   𝑨𝒙∈[𝒃]                                               
= 𝒙∈ℝ𝑛  ∶   ∀𝑨∈𝑉[𝑨]   ∃𝒃∈[𝒃]   𝑨𝒙=𝒃  .   

  

, 𝑨   اٍلاً تا زَخِ تِ زؼطيف . اثثاذ [𝒃] ∀∃،  ٍِايح اؾر و 
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   𝑨 , [𝒃] ∀∃  ⊆   𝒙 ∈ ℝ𝑛  ∶    ∀𝑨 ∈ 𝑉[𝑨]   𝑨𝒙 ∈ [𝒃]  .         

ِ ی فَق،  فطو هی وٌین وِ    𝒙تطای اثثاذ ػىؽ ضاتُ =  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 𝑇 ∈ ℝ𝑛  تَُضيىِ  تطای 

𝑨 ∈ 𝑉[𝑨] ۺزاقسِ تاقین 

𝑨𝒙 ∈  𝒃 .                                                     (۲-۶-۱)                         

𝑬 حال فطو وٌیس  ∈ [𝑨]تا زَخِ تِ زؼطيف . زلرَاُ تاقس𝑉[𝑨] ِ2 ًسیدِ هی گیطين و𝑛2 يطية 

0 ≤ λ𝑨 ≤  ۺ ٍخَز زاضًس تَُضيى1ِ

 𝜆𝑨𝑨∈𝑉[𝑨] = 1,                      𝑬 =  𝜆𝑨𝑨∈𝑉[𝑨] 𝑨.                              

تا . اؾر ( 𝑨 ٍ  𝑨يؼٌی )  [𝑨] تِ نَضذ يه زطویة هحستی اظ هازطيؽ ّای اًسْايی 𝑬يؼٌی هازطيؽ 

 ۺزَخِ تِ زَيیحاذ فَق، زاضين

𝑬𝒙 =  𝜆𝑨𝑨∈𝑉[𝑨] 𝑨𝒙.                                                             

ِ ی  𝑬𝒙 ًٌسیدِ هی گیطين  (۱-۶-۲)اها تا زَخِ تِ ضاتُ ∈  𝒃  .  ِايي يؼٌی آًى𝒙 ∈    𝑨 , [𝒃] ∀∃  ٍ

 ۺزض ًسیدِ

   𝑨 , [𝒃] ∀∃  ⊇   𝒙 ∈ ℝ𝑛  ∶    ∀𝑨 ∈ 𝑉[𝑨]   𝑨𝒙 ∈ [𝒃]  . ∎                 

 

 ۺ زاضين،۱-۶-۳ ٍ لًیِ ۱-۶-۳تا زَخِ تِ ًىسِ ۺ ۱-۶-۴ًىسِ 

   𝑨 , [𝒃] ∀∃ = ⋂   𝑨, [𝒃] ∀∃𝑨∈𝑉[𝑨] .                              

 

ػلاٍُ تط هدوَػِ خَاب ّای هسحسُ، زحول خصيط ٍ لاتل وٌسطل، خَاب زيگطی ضا ًیع هی زَاى تطای يه 

 . اضائِ زازتاظُ ایزؾسگاُ هؼازلاذ ذُی زوام 

 

= 𝒙  تاظُ ایتطزاض  [۱۰]ۺ ۱-۶-۳زؼطيف   [𝑥1],  𝑥2 , … , [𝑥𝑛 ] 𝑇 ُضا يه خَاب خثطی تطای زؾسگا 

 هی ًاهین ّطگاُ تا زَخِ تِ اػوال خوغ ٍ يطب زؼطيف قسُ ضٍی (۱-۶-۱) تاظُ ایهؼازلاذ ذُی زوام 

 يؼٌی. ، زلیماً زض آى نسق وٌستاظُ ایاػساز 

  𝑎𝑖𝑗  
𝑛
𝑗 =1  𝑥𝑗  =  𝑏𝑖 ,             𝑖 = 1,2, … , 𝑛.                                   
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= 𝒙𝑨  خَاب خثطی ضا تا ًواز ضؾالِزض ايي  ۺ۱-۶-۱لطاضزاز   [𝑥1𝐴],  𝑥2𝐴 , … , [𝑥𝑛𝐴 ] 𝑇 ًكاى 

 ۺهی زّین، تٌاتطايي ذَاّین زاقر

 𝑨  𝒙𝐴 =  𝒃 .                                                               

 ۺّوچٌیي ٍايح اؾر وِ خَاب خثطی هی زَاًس تِ نَضذ يه هدوَػِ تِ فطم ظيط زلمی قَز

 𝒙𝐴 =   𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 𝑇  ∶   𝑖 = 1,2, … , 𝑛;     𝑥𝑖 ∈ [𝑥𝑖𝐴] ⊆ ℝ𝑛 .                

 

  زؾسگاّی اؾر وِ هازطيؽ يطية آى حمیمیتاظُ ای هٌظَض اظ زؾسگاُ ذُی ضؾالِزض ايي  ۺ۱-۶-۲لطاضزاز 

 زؾسگاّی اؾر وِ تاظُ ایهمساض تاقس ٍ ًیع هٌظَض اظ زؾسگاُ ذُی زوام  تاظُ ایهمساض ٍ تطزاض ؾور آى 

 .همساض تاقٌس تاظُ ایهازطيؽ يطية ٍ تطزاض ؾور آى ّط زٍ 

 

𝑛 تاظُ ای، يه زؾسگاُ ذُی ۱-۶-۲تٌاتطايي تا زَخِ تِ لطاضزاز  × 𝑛ۺ تِ نَضذ ظيط هی تاقس 

 

𝑎11   𝑥1 + 𝑎12   𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛   𝑥𝑛  =   𝑏1 

𝑎21   𝑥1 + 𝑎22   𝑥2 + ⋯ + 𝑎2𝑛   𝑥𝑛  =   𝑏2 
        ⋮

𝑎𝑛1  𝑥1 + 𝑎𝑛2  𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑛   𝑥𝑛  =   𝑏𝑛  .

                (۳-۶-۱                 )  

 ۺ ضا هی زَاى تِ نَضذ ظيط اضائِ زاز(۱-۶-۳)فطم هازطيؿی زؾسگاُ 

𝑨 𝒙 =  𝒃 ,                                                              

𝑨وِ زض آى  =  𝑎𝑖𝑗  𝑛×𝑛
∈ ℝ𝑛×𝑛  ٍ 

             𝒙 =  [𝑥1],  𝑥2 , … , [𝑥𝑛 ] 𝑇 ,  𝒃 =  [𝑏1],  𝑏2 , … , [𝑏𝑛 ] 𝑇 ∈ 𝕀ℝ𝑛 . 

 

وِ ذلاف   ًاهٌفطز هی تاقس، هگط آى 𝑨، ّوَاضُ فطو تط ايي اؾر وِ هازطيؽ ضؾالِزض ايي  ۺ۱-۶-۵ًىسِ 

 .آى تِ ََض نطيح تیاى قَز

 

= ۺ زاضين (۱-۶-۳ )تاظُ ایتطای زؾسگاُ ذُی  ۺ۱-۶-۴لًیِ   ٍ ّوچٌیي اگط  ∃∃∃∀ 

 𝒃 ∈ 𝕀ℝ𝑛\ℝ𝑛ُۺ، آًگا   = ∅∃∀. 
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همساض  ، هازطيؽ يطية يه هازطيؽ حمیمی(۱-۶-۳) تاظُ ایتا زَخِ تِ ايٌىِ تطای زؾسگاُ ذُی . اثثاذ

ِ ّای  (∀)ٍ ؾَض ػوَهی  (∃)اؾر، لصا ًوازّای ؾَض ٍخَزی   ∃∀∃∃   ٍ  زض زؼاضيف هدوَػ

= ۺ   ايي يؼٌی آًىِ. هؼازل ّن ذَاٌّس تَز ≠ اظ َطفی فطو ذلف وٌیس وِ . ∃∃∃∀  ∅∃∀ ٍ 

𝒙 ∈ 𝒃، ًسیدِ ذَاّین گطفر وِ  تطای ۱-۶-۲زض ايي نَضذ تا زَخِ تِ زؼطيف . ∀∃  ∈  𝒃 ۺ   زاضين

𝑨𝒙 = 𝒃 .يا تِ ػثاضزی زيگط، تا زَخِ تِ ًاهٌفطز تَزى 𝑨ۺ، زاضين  

∀𝒃 ∈  𝒃    ⟹   𝒙 = 𝑨−1𝒃.                                                 (۴-۶-۱)  

,′𝒃 هحى اؾر، فطو هی وٌین تاظُ ای يه تطزاض  𝒃 حال تا زَخِ تِ ايٌىِ  𝒃 ∈  𝒃  ٍ 𝒃 ≠ 𝒃′ . زض ايي

𝒙ۺ   زاضين(۱-۶-۴)نَضذ تطاؾاؼ ضاتُِ  = 𝑨−1𝒃 ٍ 𝒙 = 𝑨−1𝒃′ .ۺوِ ًسیدِ هی زّس 

𝑨−1𝒃 = 𝑨−1𝒃′    ⟹     𝒃 = 𝒃′.                                                                                    

 ∎.تٌاتطايي فطو ذلف تاَل ٍ حىن ثاتر اؾر

 

 تِ خای (۱-۶-۳) تاظُ ای، ًسیدِ هی گیطين وِ تطای زؾسگاُ ذُی ۱-۶-۴تا زَخِ تِ لًیِ ۺ ۱-۶-۱ًسیدِ 

هدوَػِ خَاب ّای هسحسُ، زحول خصيط ٍ وٌسطل خصيط، زٌْا هی زَاى يه هدوَػِ تِ نَضذ ظيط هؼطفی 

 ۺوطز

 ∶=  =  =  𝒙 ∈ ℝ𝒏  ∶    ∃𝒃 ∈  𝒃   𝑥 = 𝒃  ∀∃∃∃ .                       

 

ِ يه زؾسگاُ حمیمی همساض قَز، يؼٌی تطزاض ؾور (۱-۶-۳) تاظُ ایّطگاُ زؾسگاُ  ۺ۱-۶-۶ًىسِ   زثسيل ت

= 𝒃 ضاؾر ًیع حمیمی همساض تاقس يا تِ ػثاضزی زيگط  𝒃 ∈ ℝ𝑛ِۺ، آًگاُ ًسیدِ هی گیطين و 

 =  =  = 𝑨−1𝒃.∃∀∀∃∃∃                                                   

 

 ۺ تِ نَضذ ظيط تاقس𝑨−1،  هازطيؽ (۱-۶-۳) تاظُ ایفطو وٌیس زض زؾسگاُ ذُی [ ۶] ۺ۱-۶-۵لًیِ 

𝑨−𝟏 =  𝒂1  𝒂2   ⋯  𝒂𝑛  ,                                                       

 ۺزض ايي نَضذ زاضين. اؾر 𝑨−𝟏ام هازطيؽ 𝑗ًكاًگط ؾسَى  𝒂jوِ زض آى 

 =  𝑨−1𝒃 +  𝑡𝑗 𝒂
𝑗𝑛

𝑗=1   ∶    0 ≤ 𝑡𝑗 ≤ 𝑊 𝑏𝑗   .                                      
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𝒙اتسسا فطو هی وٌین وِ . اثثاذ =  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 𝑇 ∈ ℝ𝑛 ٍ  

𝒙 = 𝑨−1𝒃 +  𝑡𝑗 𝒂
𝑗𝑛

𝑗 =1 ;                  0 ≤ 𝑡𝑗 ≤ 𝑊 𝑏𝑗  .                                 

 ۺذَاّین زاقر 𝑨زض ايي نَضذ تا يطب وطزى َطفیي زض 

𝑨𝒙 =

 
 
 
 
 
𝑏1

𝑏2

⋮
𝑏𝑛  

 
 
 
 

+ 𝑡1  

1
0
⋮
0

 + ⋯ + 𝑡𝑛  

0
0
⋮
1

 =

 
 
 
 
 
𝑏1 + 𝑡1

𝑏2 + 𝑡2

⋮
𝑏𝑛 + 𝑡𝑛  

 
 
 
 

,        0 ≤ 𝑡𝑗 ≤ 𝑊 𝑏𝑗  .  

0اظ َطفی چَى  ≤ 𝑡𝑗 ≤ 𝑊 𝑏𝑗 𝑏𝑗، خؽ    + 𝑡𝑗 ∈  𝑏𝑗 تٌاتطايي اظ ػثاضذ فَق ًسیدِ هی قَز وِ .  

𝑨𝒙 ∈  𝒃  ٍ 𝒙 ∈  ۺاظ ايي هَيَع ًسیدِ هی گیطين وِ.  لصا   

 ⊇  𝑨−1𝒃 +  𝑡𝑗 𝒂
𝑗𝑛

𝑗=1   ∶    0 ≤ 𝑡𝑗 ≤ 𝑊 𝑏𝑗   .                                    

ِ ی ػىؽ ضًٍس تالا تِ ضاحسی هی زَاى ًسیدِ گطفر وِ  ۺتِ ٍؾیل

 ⊆  𝑨−1𝒃 +  𝑡𝑗 𝒂
𝑗𝑛

𝑗=1   ∶    0 ≤ 𝑡𝑗 ≤ 𝑊 𝑏𝑗   .                             

 ∎.تٌاتطايي اثثاذ لًیِ زوام اؾر

 

 ًیع هی زَاى خَاب خثطی ضا (۱-۶-۳) تاظُ ای، تطای زؾسگاُ ذُی (۱-۶-۱) تاظُ ایهكاتِ زؾسگاُ ذُی زوام 

= 𝒙𝑨  تاظُ ایتِ نَضذ تطزاض   [𝑥1𝐴],  𝑥2𝐴 , … , [𝑥𝑛𝐴 ] 𝑇 ُ۶-۳) زؼطيف وطز وِ زلیماً زض زؾسگا-

 ۺيؼٌی.  نسق هی وٌس(۱

 𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗 =1  𝑥𝑗𝐴  =  𝑏𝑖 ,             𝑖 = 1,2, … , 𝑛.                                                  

 ۺيا تِ ػثاضزی زيگط

𝑨 𝒙𝑨 =  𝒃 .                                                                  

 

𝑖،  تطای (۱-۶-۳) تاظُ ایزض زؾسگاُ  ۺ۱-۶-۷ًىسِ  = 1,2, … , 𝑛ۺ زاضين 

𝑏𝑖 =  𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗𝐴𝑗∈Γ𝑖
+ +  𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗𝐴𝑗∈Γ𝑖

−  ,        𝑏𝑖 =  𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗𝐴𝑗∈Γ𝑖
+ +  𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗𝐴𝑗∈Γ𝑖

−  ,   

  وِ زض آى 
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Γ𝑖
+ =  𝑗 ∶   𝑎𝑖𝑗 ≥ 0;   𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛 ,         Γ𝑖

− =  𝑗 ∶   𝑎𝑖𝑗 < 0;   𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛   

𝑖 ٍ ّوچٌیي  تطای = 1,2, … , 𝑛 ، 𝑥𝑖𝐴 =  𝑥𝑖𝐴 , 𝑥𝑖𝐴 . 

 

𝑨همساض   هازطيؽ حمیمی[۳۹,۳۱] ۺ۱-۶-۴زؼطيف  =  𝑎𝑖𝑗  𝑛×𝑛
 گَيین ّطگاُ «تِ ََض واهل ًاهٌفطز» ضا 

= 𝑨 ذَز ٍ هازطيؽ لسض هُلك آى، يؼٌی هازطيؽ    𝑎𝑖𝑗   𝑛×𝑛
 .، ّط زٍ ًاهٌفطز تاقٌس

 

 𝑨 زاضای خَاب خثطی يىسا تاقس، آًگاُ هازطيؽ يطية (۱-۶-۳) تاظُ ایّطگاُ زؾسگاُ ذُی  ۺ۱-۶-۱لن 

 .تِ ََض واهل ًاهٌفطز اؾر

 (۱-۶-۳) تاظُ ایفطو وٌیس وِ زؾسگاُ .  هی تاقس[۲۴] فطآيٌس اثثاذ ايي لن تطاؾاؼ ضٍـ فطيسهي. اثثاذ

𝑺زض ايي نَضذ هازطيؽ حمیمی . تاقس زاضای خَاب خثطی يىسا =  𝑠𝑖𝑗  2𝑛×2𝑛
 ضا تِ نَضذ ظيط 

 ۺزؼطيف هی وٌین

𝑖𝑓 𝑎𝑖𝑗 ≥ 0  ⟹  

𝑠𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 ,          

𝑠𝑖,𝑛+𝑗 = 0,        

𝑠𝑛+𝑖,𝑗 = 0,        
𝑠𝑛+𝑖,𝑛+𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 ,

         &     𝑖𝑓 𝑎𝑖𝑗 < 0    ⟹  

𝑠𝑖𝑗 = 0,          
𝑠𝑖 ,𝑛+𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 ,        
𝑠𝑛+𝑖,𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 ,        

𝑠𝑛+𝑖,𝑛+𝑗 = 0.

     

  تِ نَضذ ظيط ذَاّس تَز𝑺زض ايي نَضذ، ؾاذساض هازطيؽ 

𝑺 =  
𝑬 𝑭
𝑭 𝑬

 
𝑛×𝑛

,                                                             

ِ ّای ًاهٌفی 𝑬 وِ زض آى هازطيؽ ِ ّای هٌفی هازطيؽ  𝑭، ٍ هازطيؽ 𝑨 هازطيؽ قاهل زضاي  𝑨قاهل زضاي

 ۺتٌاتطايي ذَاّین زاقر. ّؿسٌس

𝑨 = 𝑬 + 𝑭,                       𝑨 = 𝑬 − 𝑭.                                 (۵-۶-۱)  

ضا تا زؾسگاُ ذُی حمیمی ظيط خايگعيي  (۱-۶-۳ )تاظُ ایتا اؾسفازُ اظ تحث فَق، هی زَاًین زؾسگاُ ذُی 

 .وٌین

                                                           

Completely nonsingular 

Friedman 
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𝑬 𝑭
𝑭 𝑬

  
𝒙

𝒙
 =  

𝒃

𝒃
 ,                                          (۶-۶-۱)  

 ۺوِ زض آى

                    𝒙 =  𝑥1  , 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 
𝑇

,            &          𝒙 =  𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 𝑇 ,   

𝒃 =  𝑏1  , 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑛 
𝑇

,            &          𝒃 =  𝑏1, 𝑏2 , ⋯ , 𝑏𝑛 
𝑇

.                       

-۶-۶ ) زاضای خَاب خثطی يىسا هی تاقس، تٌاتطايي زؾسگاُ حمیمی(۱-۶-۳) تاظُ ایتا زَخِ تِ ايٌىِ زؾسگاُ 

  𝑺، هازطيؽ [۲۴] زض ۱اظ َطفی هُاتك لًیِ . ًاهٌفطز اؾر 𝑺لصا هازطيؽ .  ًیع زاضای خَاب يىسا هی تاقس(۱

𝑬ًاهٌفطز اؾر اگط ٍ زٌْا اگط هازطيؽ ّای  + 𝑭 ٍ  𝑬 − 𝑭 ی . ًاهٌفطز تاقٌس ِ -۵)تٌاتطايي تا زَخِ تِ ضاتُ

 ∎. اثثاذ زوام اؾر(۶-۱

 

زض حمیمر، ّطگاُ خَاب زؾسگاُ حمیمی .  نحیح ًوی تاقس۱-۶-۱زض حالر ولی، ػىؽ لن  ۺ۱-۶-۸ًىسِ 

𝑖 زّس، يؼٌی  تطای تاظُ ای زكىیل يه تطزاض (۶-۶-۱) = 1,2, … , 𝑛ۺ  زاقسِ تاقین𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑖 آًگاُ ػىؽ ،

 . تطلطاض هی تاقس۱-۶-۱لن 

𝒙 تِ ََض واهل ًاهٌفطز تاقس ٍ تطزاضّای حمیمی 𝑨فطو وٌیس هازطيؽ . اثثاذ =  𝑥1  , 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 
𝑇

 ٍ 

 𝒙 =  𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 𝑇 ۺ   تاقس، تِ ََضی وِ(۱-۶-۶)خَاب زؾسگاُ حمیمی 

𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑖 ,            𝑖 = 1,2, … , 𝑛.                                                 

ِ ی 𝑨چَى هازطيؽ   𝑺، هازطيؽ [۲۴] زض ۱ ٍ لًیِ (۱-۶-۵) تِ ََض واهل ًاهٌفطز اؾر، تا زَخِ تِ ضاتُ

, 𝒙 ًاهٌفطز هی تاقس ٍ زض ًسیدِ تطزاض  𝒙 
𝑇  ۺتٌاتطايي زاضين.  اؾر(۱-۶-۶)خَاب يىسای زؾسگاُ حمیمی 

𝑬𝒙 + 𝑭𝒙 = 𝒙,             𝑭𝒙 + 𝑬𝒙 = 𝒙,                                            

𝑬وِ زض آى  =  𝑒𝑖𝑗  𝑛×𝑛
 ٍ  𝑭 =  𝑓𝑖𝑗  𝑛×𝑛

ٍ  

𝑒𝑖𝑗 =  
𝑎𝑖𝑗 , 𝑎𝑖𝑗 ≥ 0,

0, 𝑎𝑖𝑗 < 0,
                𝑓𝑖𝑗 =  

0, 𝑎𝑖𝑗 ≥ 0,

𝑎𝑖𝑗 , 𝑎𝑖𝑗 < 0,
       𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛.  

 ۺ ضا تِ نَضذ ظيط زؼطيف هی وٌین 𝒙  تاظُ ایتا زَخِ تِ فطو، تطزاض 

 𝒙 =   𝑥1 ,  𝑥2 , … ,  𝑥𝑛   𝑇;           𝑥𝑖 =  𝑥𝑖 , 𝑥𝑖    𝑖 = 1,2, … , 𝑛.        
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 ۺزض ًسیدِ ذَاّین زاقر

 𝑎𝑖𝑗   𝑥𝑗  
𝑛
𝑗=1 =  𝑎𝑖𝑗   𝑥𝑖 ,𝑥𝑖  

𝑛
𝑗=1                                                                                                   

                   =  𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗𝐴𝑗∈Γ𝑖
+ + 𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗𝐴𝑗∈Γ𝑖

−  , 𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗𝐴𝑗∈Γ𝑖
+ + 𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗𝐴𝑗∈Γ𝑖

−  

                     =  𝑒𝑖𝑗 𝑥𝑗 +𝑛
𝑗=1  𝑓𝑖𝑗 𝑥𝑗

𝑛
𝑗=1 , 𝑒𝑖𝑗 𝑥𝑗 +𝑛

𝑗=1  𝑓𝑖𝑗 𝑥𝑗
𝑛
𝑗=1                               

                     = 𝑏𝑖 ,𝑏𝑖                                                                                                                    

                    = 𝑏𝑖 .                                                                                                                       

  

, 𝒙 ّوچٌیي يىسايی تطزاض.  اؾر(۱-۶-۳) تاظُ ای خَاب خثطی زؾسگاُ  𝒙  تاظُ ایتٌاتطايي تطزاض  𝒙 
𝑇 ،

 ∎. ضا زًویي هی وٌس 𝒙 يىسايی 

 

 . ظيط ضا زض ًظط تگیطيستاظُ ایزؾسگاُ ذُی  ۺ۱-۶-۱هثال 

 
−2 𝑥1 + 3 𝑥2 =  2, 7 ,

 𝑥1 +  𝑥2 =  0, 3 ,
                                                   

 تِ ََض واهل ًاهٌفطز اؾر، اها تا ايي ٍخَز زؾسگاُ فَق زاضای خَاب خثطی يىسا 𝑨زض ايي هثال، هازطيؽ 

زض ٍالغ تِ ضاحسی هی زَاى ًكاى زاز، تطزاضی وِ زض زؾسگاُ فَق نسق هی وٌس زكىیل يه تطزاض . ًوی تاقس

 .تٌاتطايي زؾسگاُ زاضای خَاب خثطی ًوی تاقس.  ًوی زّستاظُ ای

 

تِ ايي هؼٌی وِ اگط خَاب خثطی زؾسگاُ .  لاظم اؾر"يىسايی خَاب"، فطو ۱-۶-۱زض لن  ۺ۱-۶-۹ ًىسِ

تطای اثثاذ ايي هَيَع، . هی زَاًس تِ ََض واهل ًاهٌفطز ًثاقس 𝑨 يىسا ًثاقس، آًگاُ هازطيؽ (۱-۶-۳) تاظُ ای

 .هثال ظيط ضا زض ًظط تگیطيس

 

 . ظيط ضا زض ًظط تگیطيستاظُ ایزؾسگاُ ذُی ۺ ۱-۶-۲ هثال

 
− 𝑥1 +  𝑥2 =  −2, 1 ,
 𝑥1 +  𝑥2 =  −1, 2 ,

                                                 

 ۺ فَق زاضای ًاهسٌاّی خَاب تْیٌِ تِ نَضذ ظيط هی تاقستاظُ ایزؾسگاُ 

 𝑥1 =  −1 + δ, 2 − δ ,                x2 =  −δ, δ ,                     
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𝛿وِ زض آى  ∈  0,
3

2
.  هٌفطز اؾر 𝑨 ًاهٌفطز ٍ هازطيؽ  𝑨زَخِ وٌیس وِ زض زؾسگاُ فَق، هازطيؽ .  

 . زاضای خَاب خثطی غیطيىسا اؾرتاظُ ای تَُض واهل ًاهٌفطز ًوی تاقس، زض حالی زؾسگاُ 𝑨تٌاتطايي هازطيؽ 

ايي هؿالِ اٍلیي تاض زَؾٍ .  هی تاقستاظُ ای يىی اظ هؿائل هْن زض آًالیع تاظُ ایحل زؾسگاُ ّای ذُی زوام 

 ٍ ، آلفلستاظُ ایزض ضاتُِ تا حل زؾسگاُ ّای ذُی زوام . [۳۵] هُطح قس ۱۹۶۴ زض ؾال  ٍ خطاگطاٍزلی

 تا هازطيؽ يطاية هسماضى، ضٍـ تاظُ ای تطای وطاًساض وطزى خَاب ّای زؾسگاُ ّای ذُی زوام [۵] هايط

ّوچٌیي آًْا يه هؼیاض خسيس ضا تطای قسًی تَزى ضٍـ چَلؿىی زض .  ضا تىاض گطفسٌسهكَْض چَلؿىی

 ضا اضائِ زازًس ٍ ًیع تاظُ ای، قطح هفهلی اظ واضتطزّای حؿاب ۲۰۰۰ّوچٌیي آًْا زض ؾال .  اضائِ زازًس[۶]

 زض ؾال  ٍ ًاظييخَلیان. [۷] هُطح وطزًس تاظُ ایضٍـ ّای هرسلفی ضا تطای حل زؾسگاُ ّای ذُی 

 هُطح وطزًس وِ زض آى يه تاظُ ای ضٍقی ضا تطای تؼًی اظ هسل ّای ذال زؾسگاُ ّای ذُی [۳۷] ۲۰۰۴

، ضٍـ [۲۲ ]، فطيطا۲۰۰۵زض ؾال .  تْیٌِ تسٍى اؾسفازُ اظ تطًاهِ ضيعی ذُی تِ زؾر هی آيستاظُ ایخَاب 

ِ  زؾر  آٍضزى خَاب ّای زؾسگاُ ّای هؼازلاذ چٌس خولِ ای [۲۱]هُطح قسُ زض   هَضز تاظُ ای ضا تطای ت

 زض تاظُ ایّوچٌیي تؼًی اظ ضٍـ ّای هؿسمین ٍ زىطاضی تطای حل زؾسگاُ ّای ذُی . اؾسفازُ لطاض زاز

 ضا تطای حل زؾسگاُ تاظُ ای ضٍـ حصفی گاٍؼ [۲۵] ، گطالَف ۲۰۰۹زض ؾال . هُطح قسُ اؾر[ ۳۱]

 زٍ [۲۷] ٍ ًیع لٌثطی ٍ ّوىاضاًف زض [۱۰]اذیطاً، الَْيطًلَ ٍ ّوىاضاًف زض .  زض ًظط گطفرتاظُ ایذُی 

ضٍـ .  هُطح وطزًستاظُ ایضٍـ خسيس ضا خْر تِ زؾر آٍضزى خَاب ّای خثطی تطای زؾسگاُ ّای ذُی 

 . يافر هی قَز[۳۸,۳۶,۳۳]ّای زيگطی ًیع زض ايي ظهیٌِ ٍخَز زاضز وِ زض 
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 فهـل زٍم
 

 

 زؾسگاُ ذُی قوَل تاظُ ای
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   همسه۱-۲ِ

ضا زؼطيف وطزُ ٍ السام تِ هؼطفی « تاظُ ایزؾسگاُ ذُی قوَل »زض ايي فهل، زؾسِ ای اظ هؿائل تِ ًام 

ّوچٌیي تِ تطضؾی اضزثاٌ هیاى هدوَػِ خَاب يه زؾسگاُ ذُی قوَل . هدوَػِ خَاب آى هی وٌین

زض ًْاير، تا زَخِ تِ هثاحث نَضذ گطفسِ زض .  هی خطزاظينتاظُ ای ٍ خَاب خثطی يه زؾسگاُ ذُی تاظُ ای

ِ  زؾر  آٍضزى خَاب ّای خثطی يىسای زؾسگاُ ّای ذُی   اضائِ تاظُ ایايي فهل، يه ضٍـ ػولی ضا تطای ت

 .هی تاقس [۱۱]ذاَط ًكاى هی وٌین وِ زواهی ًسايح تِ زؾر آهسُ زض ايي فهل اظ هطخغ . هی زّین

 

 

   زؾسگاُ ذُی قوَل تاظُ ای ۲-۲

𝑛ؾسگاُ ذُی زۺ ۲-۲-۱زؼطيف  × 𝑛  

 

𝑎11  𝑥1 + 𝑎12  𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛  𝑥𝑛 ∈   𝑏1 ,

𝑎21  𝑥1 + 𝑎22  𝑥2 + ⋯ + 𝑎2𝑛  𝑥𝑛 ∈   𝑏2 ,
  ⋮

𝑎𝑛1 𝑥1 + 𝑎𝑛2 𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑛  𝑥𝑛 ∈   𝑏𝑛  ,

                                     (۱-۲-۲)  

 

𝑨وِ زض آى هازطيؽ يطية  =  𝑎𝑖𝑗  𝑛×𝑛
 ّؿسٌس ضا تاظُ ای ّا اػساز  𝑏𝑖 همساض ٍ - يه هازطيؽ حمیمی

 . هی ًاهینتاظُ ایيه زؾسگاُ ذُی قوَل 

 

 ۺتِ نَضذ ظيط هی تاقس (۲-۲-۱)فطم هازطيؿی زؾسگاُ 

𝑨𝒙 ∈  𝒃 ,                                                     
𝒙وِ زض آى تطزاض =  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 𝑇يه تطزاض حمیمی ٍ تطزاض   𝒃 =   𝑏1 ,  𝑏2 , … ,  𝑏𝑛   𝑇 

 . هی تاقٌستاظُ ایيه تطزاض 

 

 ًكاى هی زّین ٍ تِ 𝒮𝒮 ضا تا ًواز (۲-۲-۱ )تاظُ ای زؾسگاُ ذُی قوَل هدوَػِ خَابۺ ۲-۲-۲زؼطيف 

 ۺنَضذ ظيط زؼطيف هی وٌین

𝒮𝒮 =    𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 𝑇 ∈ ℝ𝑛  ∶    𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗
𝑛
𝑗 =1 ∈  𝑏𝑖 ;   𝑖 = 1,2, … , 𝑛 .      (۲-۲-۲)  

 

= ۺ  ، تِ ضاحسی هی زَاى ًكاى زاز و۱ِ-۶-۱ ٍ ًسیدِ ۲-۲-۲اظ زؼطيف ۺ ۲-۲-۱ًىسِ  𝒮𝒮. 

 

                                                           

Interval inclusion linear system 

Solution set 
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ًاهٌفطز تاقس، آًگاُ  𝑨هازطيؽ يطية  (۲-۲-۱ )تاظُ ایزض زؾسگاُ ذُی قوَل  ّطگاُۺ ۲-۲-۱لن 

𝒮𝒮 ≠ ∅. 

𝑖 تطای . اثثاذ = 1,2, … , 𝑛 ،𝑧𝑖  ضا زض تاظُ ی   𝑏𝑖 تا زَخِ تِ ًاهٌفطز تَزى .   تِ زلرَاُ اًسراب هی وٌین

𝒙، تطزاض حمیمی 𝑨هازطيؽ  =  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 𝑇 ٍِخَز زاضز تِ ََضی و  
 𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗

𝑛
𝑗 =1 = 𝑧𝑖 ,                 𝑖 = 1,2, … , 𝑛.                            

𝒙زض ًسیدِ  ∈ 𝒮𝒮.∎ 

 

تطای .  يه قطٌ وافی هی تاقس، اهَا لاظم ًیؿر𝒮𝒮 تطای ًازْی تَزى 𝑨قطٌ ًاهٌفطز تَزى ۺ ۲-۲-۲ًىسِ 

2 تاظُ ایهثال، زؾسگاُ ذُی قوَل  ×  ۺ ظيط ضا زض ًظط تگیطيس2

 2 𝑥1+12 𝑥2∈  8,16 ,
𝑥1+6 𝑥2∈  1,6 .

                                  

 ۺ تطاتط اؾر تا𝒮𝒮زض ايي هَضز، هدوَػِ خَاب 

𝒮𝒮 =   𝑥1, 𝑥2 𝑇 ∈ ℝ2  ∶   4 ≤ 𝑥1 + 6𝑥2 ≤ 6 .                            
𝒮𝒮ٍايح اؾر وِ  ≠  . هٌفطز اؾر𝑨، زض حالی وِ ∅

 

   ضٍاتٍ تیي هدوَػِ خَاب ّا ۳-۲

ٍ هدوَػِ خَاب زؾسگاُ ذُی  (۱-۶-۳ )تاظُ ایزض ايي لؿور، ضاتُِ تیي خَاب خثطی زؾسگاُ ذُی 

 .ضا هَضز تطضؾی لطاض هی زّین (۲-۲-۱ )تاظُ ایقوَل 

 

= 𝒙𝑨 فطو وٌیس وِ ۺ ۲-۳-۱لًیِ   [𝑥1𝐴],  𝑥2𝐴 , … , [𝑥𝑛𝐴 ] 𝑇 خَاب خثطی زؾسگاُ ذُی 

ِ ی. تاقس (۱-۶-۳ )تاظُ ای 𝒳𝒜 هدوَػ  ۺ ضا تِ نَضذ ظيط زؼطيف هی وٌین 

𝒳𝒜 =  [𝑥𝑖𝐴]𝑛
𝑖=1 =   𝑥𝑖𝐴 , 𝑥𝑖𝐴 𝑛

𝑖=1 .                                 (۱-۳-۲)     

 ۺزض ايي نَضذ   ذَاّین زاقر

𝒳𝒜 ⊆ 𝒮𝒮.                                                                                   
𝒳𝒜 : لُطی ٍ ًاهٌفطز تاقس، آًگا𝑨ُّوچٌیي ّطگاُ هازطيؽ  = 𝒮𝒮. 

 هی تاقس، لصا  (۱-۶-۳ )تاظُ ای خَاب خثطی زؾسگاُ ذُی  𝑥𝐴  تا زَخِ تِ ايٌىِ تطزاض .اثثاذ

 𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗𝐴  𝑛
𝑗 =1 =  𝑏𝑖 ,        𝑖 = 1,2, … , 𝑛,                          (۲-۳-۲)         

 يا تِ ػثاضزی زيگط

  𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗
𝑛
𝑗 =1  ∶   𝑥𝑗 ∈  𝑥𝑗𝐴  , 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 =  𝑏𝑖 , 𝑏𝑖 ,    𝑖 = 1,2, … , 𝑛.    

,α1 حال فطو هی وٌین وِ   𝛼2, … , 𝛼𝑛 T ∈ 𝒳𝒜 . زض ايي نَضذ  تطای𝑗 = 1,2, … , 𝑛 ذَاّین  

𝛼𝑗زاقر  ∈  𝑥𝑗𝐴  ۺ ٍ لصا اظ هؼازلِ فَق زاضين 
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 𝑎𝑖𝑗  𝛼𝑗
𝑛
𝑗 =1 ∈  𝑏𝑖 , 𝑏𝑖 =  𝑏𝑖 ,          𝑖 = 1,2, … , 𝑛.                               

ِ یلصا  تا زَخِ تِ زؼطيف  ,α1 ، ًسیدِ ذَاّین گطفر  𝒮𝒮  هدوَػ 𝛼2, … , 𝛼𝑛 T ∈ 𝒮𝒮ۺ  ٍ تٌاتطايي 

𝒳𝒜 ⊆ 𝒮𝒮.                                                         
ِ ی  زض ايي نَضذ. ٍ ًاهٌفطز تاقس  لُطی𝑨اوٌَى فطو هی وٌین وِ هازطيؽ   ۺزاضين (۲-۳-۲)اظ هؼازل

𝑎𝑖𝑗   𝑥𝑗  =  𝑏𝑖 ,               𝑎𝑖𝑖 ≠ 0,   𝑖 = 1,2, … , 𝑛.                  

 يا تِ ػثاضزی زيگط

 𝑥𝑗  =
1

𝑎𝑖𝑖
 𝑏𝑖 =

1

𝑎𝑖𝑖
 𝑏𝑖 , 𝑏𝑖 ,            𝑎𝑖𝑖 ≠ 0,   𝑖 = 1,2, … , 𝑛.         

 ٍ زض ًسیدِ

𝒳𝒜 =  
1

𝑎𝑖𝑖

𝑛
𝑖=1  𝑏𝑖 , 𝑏𝑖 .                                            

ِ ی   ۺ  زاضين(۲-۲-۲)اظ َطف زيگط، اظ هؼازل

𝒮𝒮=   𝑥1 ,𝑥2 ,…,𝑥𝑛  𝑇∈𝑅𝑛  ∶  𝑎𝑖𝑖  𝑥𝑖∈ 𝑏𝑖 ;   𝑖=1,2,…,𝑛 

          =   𝑥1 ,𝑥2 ,…,𝑥𝑛  𝑇∈𝑅𝑛  ∶  𝑥𝑖∈
1

𝑎𝑖𝑖
 𝑏𝑖  ,𝑏𝑖 ;   𝑖=1,2,…,𝑛 

               = 
1

𝑎𝑖𝑖
 𝑏𝑖  ,𝑏𝑖 .                                                                           𝑛

𝑖=1

            

 ∎. تٌاتطايي، اثثاذ زوام اؾر

 

ِ ی   . اضائِ هی زّین۲-۳-۱زض ازاهِ هثالی ضا زض اضزثاٌ تا لًی

 

2 تاظُ ایزؾسگاُ ذُی ۺ ۲-۳-۱هثال  × 2  

   𝑥1 +2  𝑥2 =  −2,5 ,
 𝑥1 −  𝑥2 =  −2,2 ,

                              (۳-۳-۲)  

2 تاظُ ایٍ زؾسگاُ ذُی قوَل  × 2 

 𝑥1+2 𝑥2∈  −2,5 ,
𝑥1−𝑥2∈  −2,2 ,

                                   (۴-۳-۲)  

 .ضا زض ًظط تگیطيس

 ۺ تطاتط اؾر تا (۲-۳-۳)خَاب خثطی زؾسگاُ 

 𝒙 =   𝑥1 ,  𝑥2  𝑇 =   0, 1 ,  −1,2  𝑇 ,                                          

 ٍ زض ًسیدِ

𝒳𝒜 =  0, 1 ×  −1,2 .                                                                         
 ۺتطاتط اؾر تا (۲-۳-۴) ّوچٌیي هدوَػِ خَاب زؾسگاُ قوَل 

𝒮𝒮 =    𝑥1, 𝑥2 𝑇 ∈ 𝑅2  ∶  −2 ≤ 𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 5,   − 2 ≤ 𝑥1 − 𝑥2 ≤ 2 .        

𝒳𝒜   ۺ تِ ٍيَح ًسیدِ هی گیطين و۲ِ-۳-۱تا زَخِ تِ قىل  ⊆ 𝒮𝒮.  
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 .  (۲-۳-۴) ٍ (۲-۳-۳) ، تطای زؾسگاُ ّای 𝒮𝒮 ٍ 𝒳𝒜ًوايف ًَاحی ۺ ۲-۳-۱قىل               

 

 

𝑖حال فطو هی وٌین وِ  تطای  = 1, 2, … , 𝑛 ،𝑧𝑖 ∈  𝑏𝑖 =  𝑏𝑖 , 𝑏𝑖  .  تا زَخِ تِ زؾسگاُ ذُی قوَل

 ۺ، زؾسگاُ ذُی حمیمی ظيط ضا زكىیل هی زّین(۲-۲-۱) تاظُ ای

 

𝑎11  𝑥1
∗ + 𝑎12  𝑥2

∗ + ⋯ + 𝑎1𝑛  𝑥𝑛
∗ =  𝑧1,

𝑎21  𝑥1
∗ + 𝑎22  𝑥2

∗ + ⋯ + 𝑎2𝑛  𝑥𝑛
∗ =  𝑧2,

  ⋮
𝑎𝑛1 𝑥1

∗ + 𝑎𝑛2 𝑥2
∗ + ⋯ + 𝑎𝑛𝑛  𝑥𝑛

∗ =  𝑧𝑛 .

                                         (۵-۳-۲)  

𝑨−𝟏 ًاهٌفطز تاقس ٍ 𝑨تا فطو آى وِ هازطيؽ يطاية  = 𝑫 =  𝑑𝑖𝑗  𝑛×𝑛
 ۺ ًسیدِ ذَاّین گطفر

𝑥𝑖
∗ =  𝑑𝑖𝑗 𝑧𝑗 ,           𝑖 = 1,2, … , 𝑛.𝑛

𝑗=1                                            (۶-۳-۲)  

𝑖حال  تطای  = 1, 2, … , 𝑛 تاظُ ای، ػسز 

 𝑥𝑖
∗ =   𝑑𝑖𝑗 𝑧𝑗

n
𝑗=1  ∶   𝑧𝑗 ∈  𝑏𝑗  =  𝑏𝑗 , 𝑏𝑗  , ∀𝑗 = 1,2, … , 𝑛  ,                       (۷-۳-۲)  

ِ ّای ظيط ضا زؼطيف هی وٌین  .ٍ هدوَػ

𝛺𝑖
+ =  𝑗 ∶   𝑑𝑖𝑗 ≥ 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 ,   𝛺𝑖

− =  𝑗 ∶   𝑑𝑖𝑗 < 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 .       (۸-۳-۲)  
 ۺذَاّین زاقر (۲-۳-۸)ٍ  (۲-۳-۷)تا اؾسفازُ اظ زؼاضيف 
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 𝑥𝑖
∗ =  𝑑𝑖𝑗   𝑏𝑗  =n

𝑗 =1  𝑑𝑖𝑗   𝑏𝑗 , 𝑏𝑗  =  𝑥𝑖
∗, 𝑥𝑖

∗ n
𝑗 =1 ,                       (۹-۳-۲)  

 وِ زض آى 

𝑥𝑖
∗ =  𝑑𝑖𝑗  𝑏𝑗

n
𝑗∈𝛺𝑖

+ +  𝑑𝑖𝑗  𝑏𝑗
n
𝑗∈𝛺𝑖

−  ,           𝑖 = 1, 2, … , 𝑛,               (۱۰-۳-۲)  

𝑥𝑖
∗ =  𝑑𝑖𝑗  𝑏𝑗

n
𝑗∈𝛺𝑖

+ +  𝑑𝑖𝑗  𝑏𝑗
n
𝑗∈𝛺𝑖

−  ,            𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.              (۱۱-۳-۲)  

ِ ی ظيط ضا اضائِ هی زّین  .حال تا اؾسفازُ اظ ًوازگصاضی ّای فَق، لًی

 

( ۲-۲-۱) هدوَػِ خَاب زؾسگاُ قوَل 𝒮𝒮 ًاهٌفطز تاقس ٍ 𝑨فطو وٌیس هازطيؽ يطاية ۺ ۲-۳-۲لًیِ 

𝑥𝑖 ّوچٌیي فطو وٌیس وِ . تاقس
∗  ،1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 زا  (۲-۳-۷) تِ زؾر آهسُ اظ هؼازلاذ تاظُ ای، اػساز

 زض ايي نَضذ.  تاقٌس (۱۱-۳-۲)

𝒮𝒮 ⊆ 𝒳∗,                                                            
 وِ زض آى

𝒳∗ =   𝑥𝑖
∗ 𝑛

𝑖=1 =   𝑥𝑖
∗, 𝑥𝑖

∗ 𝑛
𝑖=1 .                                            

𝒮𝒮 .            ۺتاقس، آًگاُ (تا اػًای لُطی غیطنفط)يه هازطيؽ لُطی  𝑨ّوچٌیي ّطگاُ  = 𝒳∗ 

,𝛼1) فطو وٌیس .اثثاذ 𝛼2, … , 𝛼𝑛)𝑇 ∈  𝒮𝒮 . ًسیدِ هی گیطين وِ    (۲-۲-۲)زض ايي نَضذ اظ زؼطيف

𝑖تطای  = 1, 2, … , 𝑛 ، 

  𝑎𝑖𝑗 𝛼𝑗
𝑛
𝑗 =1 ∈  𝑏𝑗 , 𝑏𝑗  ,                                           

 ٍ زض ًسیدِ

∃𝑧𝑖 ∈  𝑏𝑗 , 𝑏𝑗  ;            𝑎𝑖𝑗 𝛼𝑗
𝑛
𝑗 =1 = 𝑧𝑖 .                                  (۱۲-۳-۲)               

𝑨−𝟏تا لطاض زازى  = 𝑫 =  𝑑𝑖𝑗  𝑛×𝑛
ِ ی   ۺزاضين (۲-۳-۱۲) اظ هؼازل

𝛼𝑖 =  𝑑𝑖𝑗 𝑧𝑗
𝑛
𝑗=1 ,                         𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.                                 

ِ ی  𝛼𝑖ۺ ًسیدِ هی گیطين وِ (۲-۳-۷)حال تا زَخِ تِ هؼازل ∈  𝑥𝑖
∗  ،1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ِزض ًسید ٍ  

(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)𝑇 ∈  𝒳∗.                                                     
𝒮𝒮ۺ  ايي اهط، ثاتر هی وٌس وِ ⊆ 𝒳∗. 

 ًیع يه 𝑫 ٍايح اؾر وِ زض ايي نَضذ هازطيؽ. يه هازطيؽ لُطی تاقس 𝑨حال فطو وٌیس وِ 

𝑖هازطيؽ لُطی اؾر ٍ  تطای  = 1, 2, … , 𝑛  ،𝑑𝑖𝑖 =
1

𝑎𝑖𝑖
ِ ی اظ .   ۺزاضين (۲-۳-۷)هؼازل

 𝑥𝑖
∗  =  𝑑𝑖𝑖𝑧𝑗  ∶  𝑧𝑖∈ 𝑏𝑖                  

=  
1

𝑎𝑖𝑖
𝑧𝑗  ∶  𝑧𝑖∈ 𝑏𝑗 ,𝑏𝑗   

   =
1

𝑎𝑖𝑖
 𝑏𝑗 ,𝑏𝑗  ,                      

                                   

 ٍ زض ًسیدِ
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𝒳∗ =  
1

𝑎𝑖𝑖
 𝑏𝑗 , 𝑏𝑗  

𝑛
𝑖=1 .                                                                

ِ ی تا زَخِ تِ لؿور زٍم    . ، اثثاذ زوام اؾر۲-۳-۱لًی

 

ِ ی   . اضائِ هی زّین۲-۳-۲زض ازاهِ هثالی ضا زض اضزثاٌ تا لًی
 

، زؾسگاُ ذُی ظيط  ضا زض ۲-۳-۱اظ هثال   (۲-۳-۴)ٍ  (۲-۳-۳) تا زَخِ زؾسگاُ ّای ذُیۺ ۲-۳-۲هثال 

 ًظط تگیطيس

 𝑥1
∗+2 𝑥2

∗=𝑧1 ,

𝑥1
∗−𝑥2

∗=𝑧2 .
                                                 

 ۺتا حل زؾسگاُ فَق، تِ زؾر هی آٍضين

 𝑥1
∗ =

1

3
 𝑧1 + 2𝑧2 ,          𝑥2

∗ =
1

3
 𝑧1 − 𝑧2 ,                                            

𝑧1 وِ زض آى  ∈  −2, 5  ٍ  𝑧2 ∈  −2, ِ ی .  2  ۺ زاضين (۲-۳-۹)اظ هؼازل

𝑥1
∗ =

1

3
  −2, 5 + 2 −2, 2  =  −2, 3 ,      𝑥2

∗ =
1

3
  −2, 5 −  −2, 2  =  

−4

3
,

7

3
 .   

 تٌاتطايي

𝒳∗ =  −2, 3 ×  
−4

3
,

7

3
 .                                                           

𝒮𝒮   ۺ تِ ٍيَح ًسیدِ هی گیطين و۲ِ-۳-۲تا زَخِ تِ قىل  ⊆ 𝒳∗.  

 

 

 
 .(۲-۳-۴) ٍ (۲-۳-۳) ، تطای زؾسگاُ ّای 𝒮𝒮،  𝒳∗ ٍ 𝒳𝒜ًوايف ًَاحی ۺ ۲-۳-۲قىل      
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 يه هازطيؽ لُطی تاقس، آًگاُ 𝑨 ّطگاُ ۲-۳-۲ ٍ ۲-۳-۱تطاؾاؼ لًايای ۺ ۲-۳-۱ًىسِ 

𝒳𝒜 = 𝒮𝒮 = 𝒳∗,                                                                                    
 ٍ زض غیط ايي نَضذ

𝒳𝒜 ⊂ 𝒮𝒮 ⊂ 𝒳∗.                                                                   
 

 .تطای اّساف تؼسی، لن ظيط ضا اضائِ هی زّین

 

𝑖  تطای ۺ۲-۳-۱لن  = 1, 2, … , 𝑛 ۺ، زاضين 

 𝑏𝑖 −  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
∗

𝑗∈Γ𝑖
+ −  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗

∗
𝑗∈Γ𝑖

− =  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
∗

𝑗∈Γ𝑖
+ +  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗

∗
𝑗∈Γ𝑖

− − 𝑏𝑖 ,               

𝑥𝑗 وِ زض آى
∗ ٍ 𝑥𝑗

 .تِ زؾر هی آيٌس (۲-۳-۱۱)ٍ   (۲-۳-۱۰ )  زَؾٍ هؼازلاذ ∗

𝑨−𝟏، (۲-۳-۱۱)ٍ   (۲-۳-۱۰)تا زَخِ تِ ايٌىِ زض هؼازلاذ . اثثاذ = 𝑫 =  𝑑𝑖𝑗  𝑛×𝑛
  ، تٌاتطايي

  𝑎𝑖𝑗 𝑑𝑗𝑘  = 𝛿𝑖𝑘
𝑛
𝑗 =1 =  

1, 𝑖 = 𝑘,
0, 𝑖 ≠ 𝑘,

           𝑖 = 𝑘 = 1, 2, … , 𝑛.               

𝑖،  تطای ۱-۶-۷ٍ ًىسِ   (۲-۳-۱۱)ٍ  (۲-۳-۱۰)اظ َطف زيگط، تطاؾاؼ هؼازلاذ  = 1, 2, … , 𝑛ۺ، زاضين 

 𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
∗

𝑗∈Γ𝑖
+ + 𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗

∗
𝑗∈Γ𝑖

− =   𝑎𝑖𝑗 𝑑𝑗𝑘 𝑏𝑘𝑘∈𝛺𝑖
+𝑗∈Γ𝑖

+  +   𝑎𝑖𝑗 𝑑𝑗𝑘 𝑏𝑘𝑘∈𝛺𝑖
−

𝑗∈Γ𝑖
+  

                                                           +   𝑎𝑖𝑗 𝑑𝑗𝑘 𝑏𝑘𝑘∈𝛺𝑖
+𝑗∈Γ𝑖

−  +   𝑎𝑖𝑗 𝑑𝑗𝑘 𝑏𝑘𝑘∈𝛺𝑖
−𝑗∈Γ𝑖

−  

                                                =   𝑎𝑖𝑗 𝑑𝑗𝑘 𝑏𝑘𝑘∈𝛺𝑖
+ −  𝑎𝑖𝑗 𝑑𝑗𝑘 𝑏𝑘𝑘∈𝛺𝑖

+𝑗∈Γ𝑖
−  𝑛

𝑗=1  

                                                     +   𝑎𝑖𝑗 𝑑𝑗𝑘 𝑏𝑘𝑘∈𝛺𝑖
− −  𝑎𝑖𝑗 𝑑𝑗𝑘 𝑏𝑘𝑘∈𝛺𝑖

−𝑗∈Γ𝑖
−  𝑛

𝑗=1  

                                                     +   𝑎𝑖𝑗 𝑑𝑗𝑘 𝑏𝑘𝑘∈𝛺𝑖
+ −  𝑎𝑖𝑗 𝑑𝑗𝑘 𝑏𝑘𝑘∈𝛺𝑖

+𝑗∈Γ𝑖
+  𝑛

𝑗=1  

                                                     +   𝑎𝑖𝑗 𝑑𝑗𝑘 𝑏𝑘𝑘∈𝛺𝑖
− −  𝑎𝑖𝑗 𝑑𝑗𝑘 𝑏𝑘𝑘∈𝛺𝑖

−
𝑗∈Γ𝑖

+  𝑛
𝑗=1  

                                  =  𝑎𝑖𝑗 𝑑𝑗𝑘 𝑏𝑘
𝑛
𝑘=1

𝑛
𝑗=1 +  𝑎𝑖𝑗 𝑑𝑗𝑘 𝑏𝑘

𝑛
𝑘=1

𝑛
𝑗=1

                                      − 𝑎𝑖𝑗   𝑑𝑗𝑘 𝑏𝑘𝑘∈𝛺𝑖
+ + 𝑑𝑗𝑘 𝑏𝑘𝑘∈𝛺𝑖

−  
𝑗∈Γ𝑖

+

                                      − 𝑎𝑖𝑗   𝑑𝑗𝑘 𝑏𝑘𝑘∈𝛺𝑖
+ + 𝑑𝑗𝑘 𝑏𝑘𝑘∈𝛺𝑖

−  𝑗∈Γ𝑖
−

                                                       = 𝛿𝑖𝑘
𝑛
𝑘=1 𝑏𝑘+ 𝛿𝑖𝑘

𝑛
𝑘=1 𝑏𝑘− 𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗

∗
𝑗∈Γ𝑖

+ − 𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
∗

𝑗∈Γ𝑖
−

                    =𝑏𝑘+𝑏𝑘− 𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
∗

𝑗∈Γ𝑖
+ − 𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗

∗
𝑗∈Γ𝑖

− .

  

 . تسيي زطزیة تِ ضاحسی حىن ضا ًسیدِ هی گیطين

 

ِ ی يه ضٍـ ۴-۲    اضائ
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زض ايي لؿور، هی ذَاّین چٌس قطٌ لاظم ٍ وافی خسيس زض هَضز ٍخَز ٍ يىسايی خَاب ّای خثطی تطای 

ِ  زؾر  آٍضزى تاظُ ایزؾسگاُ ّای ذُی  ِ ی يه ضٍـ تطای ت  هؼطفی ًوايین، وِ تطضؾی آى ّا هٌسح تِ اضائ

 .ايي گًَِ خَاب ّا هی قَز

 

𝒜   تؼسی تاقس، يؼٌی𝑛 يه هؿسُیل 𝒜فطو وٌیس ۺ ۲-۴-۱زؼطيف  =   𝑎𝑖 , 𝑎𝑖 
𝑛
𝑖=1 وِ زض آى ،

 𝑎𝑖 , 𝑎𝑖  ،1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 تاظُ ّای تؿسِ ضٍی ذٍ حمیمی ،ℝی .  ّؿسٌس ِ ,𝑥1 ًمُ 𝑥2, … , 𝑥n T يه 

ِ ی ضأؾی    ًاهیسُ هی قَز، ّطگا𝒜ُ تؼسی𝑛 تطای هؿسُیل ًمُ

𝑥𝑖 ∈  𝑎𝑖 , 𝑎𝑖 ,                                  𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.                            
ِ ی ضأؾی اؾر 2𝑛زاضای  𝒜 تؼسی𝑛هؿسُیل ٍايح اؾر وِ   .ًمُ

 

 . زؼطيف ظيط ضا اضائِ هی زّین𝒮𝒮حال تطای هدوَػِ خَاب 

 

ِ ّای(۲-۲-۱) تاظُ ای زؾسگاُ ذُی قوَل 𝒮𝒮تطای هدوَػِ خَاب ۺ ۲-۴-۲زؼطيف   ، ّط يه اظ هدوَػ

𝑀1,i =   𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 𝑇 ∈ ℝ𝑛  ∶    𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
𝑛
𝑗 =1 = 𝑏𝑖 ,          𝑖 = 1, 2, … , 𝑛,        

𝑀2,i =   𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 𝑇 ∈ ℝ𝑛  ∶    𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
𝑛
𝑗 =1 = 𝑏𝑖 ,           𝑖 = 1, 2, … , 𝑛,       

  

 . هطظ هی تاقس2𝑛 زاضای 𝒮𝒮ٍايح اؾر وِ .  هی ًاهین𝒮𝒮 تطای ضا يه هطظ

 

ِ ّايی اظ  ِ ی ظيط هی ذَاّین ًكاى زّین وِ چِ ظيط هدوَػ  هی زَاًٌس يه خَاب خثطی تطای 𝒮𝒮زض لًی

 .تاقٌس (۱-۶-۳) تاظُ ایزؾسگاُ ذُی 

 

𝒜فطو وٌیس  ،(۲-۲-۱) تاظُ ای زؾسگاُ ذُی قوَل 𝒮𝒮تطای هدوَػِ خَاب  ۺ۲-۴-۱لًیِ  ⊆ 𝒮𝒮 ِت 

 ۺََضی وِ زض ذانیر ّای ظيط نسق هی وٌس

۱ )𝒜 يه هؿسُیل 𝑛 تؼسی زض ℝ𝑛 تاقس، يؼٌی 𝒜 =   𝑎𝑖 , 𝑎𝑖 
𝑛
𝑖=1. 

𝑀𝑗 تاقس، يؼٌی اگط 𝒜 حسالل قاهل يه ًمُِ اظ 𝒮𝒮ّط هطظ  (۲ ,𝑖 يه هطظ زلرَاُ تطای 𝒮𝒮 ،تاقس 

ِ ی  𝛼1 آًگاُ ًمُ
𝑗 ,𝑖

, 𝛼2
𝑗 ,𝑖

, … , 𝛼𝑛
𝑗 ,𝑖

 
𝑇

∈ 𝒜 ٍِخَز زاقسِ تاقس تِ ََضی و 

 𝛼1
𝑗 ,𝑖

, 𝛼2
𝑗 ,𝑖

, … , 𝛼𝑛
𝑗 ,𝑖

 
𝑇

∈ 𝑀𝑗 ,𝑖 وِ زض آى ،𝑗 = 1,2 ٍ 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. 

                                                           

Vertex point 

Boundary 
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= 𝒙  تاظُ ایزض ايي نَضذ تطزاض    𝑥1 ,  𝑥2 , … ,  𝑥𝑛   𝑇،  وِ زض آى 𝑎𝑖 , 𝑎𝑖   𝑥𝑖 = يه ،

 .هی تاقس (۱-۶-۳) تاظُ ایخَاب خثطی تطای زؾسگاُ ذُی 

 تا زَخِ تِ زؼطيف خَاب خثطی، وافی اؾر ًكاى زّین وِ. اثثاذ

 𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗 =1  𝑥𝑗  =  𝑏𝑖 ,             𝑖 = 1,2, … , 𝑛.                                 

  هی زاًین وِ

 𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗 =1  𝑥𝑗  =   𝑎𝑖𝑗

𝑛
𝑗 =1 𝑥𝑗  ∶   𝑥𝑗 ∈  𝑥𝑗  , 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛 .                    

𝛼حال فطو وٌیس  ∈  𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗 =1  𝑥𝑗 ,α1 زض ايي نَضذ .   α2, … , α𝑛 T ∈ 𝒜 ٍخَز ذَاّس زاقر 

𝛼تِ ََضی وِ  =  𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗 =1 α𝑗 . اظ َطف زيگط، چَى𝒜 ⊆ 𝒮𝒮 تٌاتطايي   α1, α2, … , α𝑛 T ∈ 𝒮𝒮 

𝑎𝑖𝑗 ، ۲-۲-۲ ٍ زض ًسیدِ تا زَخِ تِ زؼطيف 
𝑛
𝑗 =1 α𝑗 ∈  𝑏i  يا تِ ػثاضذ زيگط 𝛼 ∈  𝑏𝑖  لصا ًسیدِ هی 

 گیطين وِ

 𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗 =1  𝑥𝑗  ⊆  𝑏𝑖 ,             𝑖 = 1,2, … , 𝑛.                    (۱-۴-۲)  

𝛼اوٌَى فطو وٌیس  ∈  𝑏𝑖  . زض ايي حالرλ ∈   ٍخَز زاضز تِ ََضی وِ 0,1 

𝛼 = 𝑏𝑖 + 𝜆  𝑏𝑖 − 𝑏𝑖 .                                                            

𝑖اظ َطف زيگط، تا زَخِ تِ ذانیر زٍم لًیِ،  تطای  = 1, 2, … , 𝑛ۺ زاضين 

∃ 𝛽1
𝑖 , 𝛽2

𝑖 , … , 𝛽𝑛
𝑖  

𝑇
∈ 𝒜;        𝑎𝑖𝑗

𝑛
𝑗 =1 𝛽𝑗

𝑖 = 𝑏𝑖 ,                                      

∃ 𝛾1
𝑖 , 𝛾2

𝑖 , … , 𝛾𝑛
𝑖  

𝑇
∈ 𝒜;        𝑎𝑖𝑗

𝑛
𝑗 =1 𝛾𝑗

𝑖 = 𝑏𝑖 .                                      

 تٌاتطايي

𝛼 =  𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1 𝛽𝑗

𝑖+𝜆  𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1 𝛾𝑗

𝑖− 𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1 𝛽𝑗

𝑖 

 =  𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1  𝛽𝑗

𝑖+𝜆 𝛾𝑗
𝑖−𝛽𝑗

𝑖                            
                      

𝛾𝑗چَى 
𝑖 , 𝛽𝑗

𝑖 ∈  𝑎𝑖 , 𝑎𝑖 =  𝑥𝑖   تٌاتطايي 𝛽𝑗
𝑖 + 𝜆 𝛾𝑗

𝑖 − 𝛽𝑗
𝑖 ∈  𝑥𝑖 ِزض ًسید ٍ  

𝛼 ∈   𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗 =1 𝑥𝑗  ∶   𝑥𝑗 ∈  𝑥𝑗  , 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛 =  𝑎𝑖𝑗

𝑛
𝑗 =1  𝑥𝑗  .              

 تٌاتطايي

 𝑏𝑖 ⊆  𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1  𝑥𝑗  ,             𝑖 = 1,2, … , 𝑛.                        (۲-۴-۲)  

ِ ی هؼازلاذ   .  اثثاذ لًیِ تِ خاياى هی ضؾس(۲-۴-۲)ٍ  (۲-۴-۱)تِ ٍؾیل

 

ِ ی ظيط، يه قطٌ لاظم ٍ وافی تطای خَاب خثطی تَزى يه تطزاض    . زلرَاُ ضا اضائِ هی زّینتاظُ ایزض لًی

 

= 𝒙  زلرَاُ تاظُ ایتطزاض ۺ ۲-۴-۲لًیِ    𝑥1 ,  𝑥2 , … ,  𝑥𝑛   𝑇 ُيه خَاب خثطی تطای زؾسگا 

ِ ی اؾر اگط ٍ زٌْا اگط (۱-۶-۳) تاظُ ایذُی  𝒳 هدوَػ =   𝑥𝑖 
𝑛
𝑖=1ۺ زض ذانیر ّای ظيط نسق وٌس 
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۱ )𝒳 ⊆ 𝒮𝒮 وِ زض آى ، 𝒮𝒮 هی تاقس (۲-۲-۱ ) تاظُ ای هدوَػِ خَاب زؾسگاُ ذُی قوَل. 

ِ ی ضأؾی 𝒮𝒮ّط هطظ زلرَاُ  (۲  .تاقس 𝒳 حسالل قاهل يه ًمُ

= 𝒙  زلرَاُ تاظُ ایاتسسا فطو وٌیس وِ تطزاض ۺ لعٍم. اثثاذ   𝑥1 ,  𝑥2 , … ,  𝑥𝑛   𝑇 يه خَاب 

ِ ی .  تاقس(۱-۶-۳) تاظُ ایخثطی تطای زؾسگاُ ذُی  𝒳ۺ  زاضين۲-۳-۱تا زَخِ تِ لًی ⊆ 𝒮𝒮 تٌاتطايي ٍ 

 ۺ يه خَاب خثطی اؾر، زاضين 𝒙  تاظُ ایاظ َطف زيگط، چَى تطزاض .ذانیر اٍل تطلطاض قس

 𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗 =1  𝑥𝑗  =  𝑏𝑖 ,             𝑖 = 1,2, … , 𝑛,                               

 ٍ يا تِ ػثاضزی

  𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗 =1 𝑥𝑗  ∶   𝑥𝑗 ∈  𝑥𝑗  , 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛 =  𝑏𝑖 , 𝑏𝑖 ,         𝑖 = 1,2, … , 𝑛.      

 تٌاتطايي 

∃ 𝛼1
𝑖 , 𝛼2

𝑖 , … , 𝛼𝑛
𝑖  

𝑇
∈ 𝒳;   𝑏𝑖 =  𝑎𝑖𝑗 𝛼𝑗

𝑖𝑛
𝑗 =1 ,      𝑖 = 1,2, … , 𝑛.         (۳-۴-۲)  

ِ ی لعٍمتطای اثثاذ لؿور  𝛼1 ، وافی اؾر ًكاى زّین وِ ًمُ
𝑖 , 𝛼2

𝑖 , … , 𝛼𝑛
𝑖  

𝑇  ی ضأؾی تطای ِ يه ًمُ

𝒳 اؾر، يؼٌی  تطای 𝑗 = 1, 2, . . , 𝑛ۺ  زاقسِ تاقین𝛼𝑗
𝑖 = 𝑥𝑗 يا 𝛼𝑗

𝑖 = 𝑥𝑗 .  تطای اثثاذ ايي هَيَع اظ

1فطو هی وٌین . فطو ذلف اؾسفازُ هی وٌین ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ٍِخَز زاقسِ تاقس تِ ََضی و 𝛼𝑘
𝑖 ≠ 𝑥𝑘 ٍ 

𝛼𝑘
𝑖 ≠ 𝑥𝑘 يؼٌی ، 𝑥𝑘 < 𝛼𝑘

𝑖 < 𝑥𝑘 .  1حال تا زَخِ تِ ايٌىِ  تطای ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  ٍ𝑗 ≠ 𝑘 ،

𝑥𝑗 ≤ 𝛼𝑗
𝑖 ≤ 𝑥𝑗ۺ  ، لصا ًسیدِ ذَاّین گطفر 

 𝑎𝑖𝑗𝑗 ∈𝛤𝑖
+ 𝑥𝑗 +  𝑎𝑖𝑗𝑗∈𝛤𝑖

− 𝑥𝑗 <  𝑎𝑖𝑗 𝛼𝑗
𝑖 <𝑛

𝑗 =1  𝑎𝑖𝑗𝑗 ∈𝛤𝑖
+ 𝑥𝑗 +  𝑎𝑖𝑗𝑗∈𝛤𝑖

− 𝑥𝑗 .  (۴-۴-۲)  
 

ِ ی ِ ی ًىس  ۺ تِ زؾر هی آٍضين(۲-۴-۴)  ٍ  (۲-۴-۳)  ٍ هؼازلاذ۱-۶-۷ تٌاتطايي تِ ٍؾیل

𝑏𝑖 < 𝑏𝑖 < 𝑏𝑖 ,                                                          
تٌاتطايي فطو ذلف تاَل ٍ حىن ثاتر اؾر، يؼٌی . وِ ايي يه زٌالى آقىاض اؾر

ِ ی 𝛼1 ًمُ
𝑖 , 𝛼2

𝑖 , … , 𝛼𝑛
𝑖  

𝑇
ِ ی  ِ ی ضأؾی زيگطی .  اؾر𝒳ضأؾی تطای  يه ًمُ تِ ََض هكاتِ هی زَاى ًمُ

𝛽1 هاًٌس 
𝑖 , 𝛽2

𝑖 , … , 𝛽𝑛
𝑖  

𝑇
𝑎𝑖𝑗  يافر تِ ََضی وِ   𝛽𝑗

𝑖𝑛
𝑗 =1 = 𝑏𝑖. تٌاتطايي ًكاى زازين وِ ّط هطظ 

ِ ی ضأؾی 𝒮𝒮زلرَاُ   . لصا اثثاذ لؿور لعٍم لًیِ تِ خاياى ضؾیس. اؾر𝒳 حسالل قاهل يه ًمُ

ِ یاوٌَى فطو وٌیس وِ ۺ وفاير    زض ايي نَضذ تِ .  لًیِ نسق وٌس۲ٍ  ۱زض ذانیر ّای  𝒳 هدوَػ

ِ ی   تطلطاض اؾر ٍ لصا تِ ضاحسی هی زَاى تطاؾاؼ ۲-۴-۱ضاحسی هی زَاى هكاّسُ وطز وِ هفطٍياذ لًی

= 𝒙  تاظُ ایتطزاض  ًسیدِ گطفر وِ ۲-۴-۱لًیِ    𝑥1 ,  𝑥2 , … ,  𝑥𝑛   𝑇 يه خَاب خثطی تطای 

 .  اؾر(۱-۶-۳) تاظُ ایزؾسگاُ ذُی 
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 تِ ضاحسی هی زَاى ًسیدِ گطفر وِ ّطگاُ هدوَػِ خَاب ۲-۴-۲ ٍ ۲-۴-۱لًايای  تطاؾاؼۺ ۲-۴-۱ًىسِ 

𝒮𝒮ی ۱  ظيط هدوَػِ ای ًساقسِ تاقس تِ ََضی وِ زض ذانیر ِ ِ ی ۲ ٍ ذانیر ۲-۴-۱ لًی   ۲-۴-۲ لًی

ّطگاُ هدوَػِ ّوچٌیي .  فالس خَاب خثطی هی تاقس(۱-۶-۳) تاظُ اینسق وٌس، آًگاُ زؾسگاُ ذُی 

ِ ّايی تاقس تِ ََضی وِ زض ذانیر 𝒮𝒮خَاب  ِ ی ۱ زاضای ًاهسٌاّی ظيط هدوَػ  ۲ ٍ ذانیر ۲-۴-۱ لًی

ِ ی   .  ًیع زاضای ًاهسٌاّی خَاب خثطی هی تاقس(۱-۶-۳) تاظُ ای نسق وٌٌس، آًگاُ زؾسگاُ ذُی ۲-۴-۲لًی

 

 يه قطٌ لاظم ٍ وافی ضا تطای ٍخَز ٍ يىسايی خَاب خثطی ۲-۴-۲ ٍ ۲-۴-۱لًايای ۺ ۲-۴-۲ًىسِ 

 ۺ تِ نَضذ ظيط اضائِ هی زّس(۱-۶-۳) تاظُ ایزؾسگاُ ذُی 

 زاضای زلیماً يه 𝒮𝒮 هدوَػِ خَاب  زاضای خَاب خثطی يىساؾر ّطگاُ(۱-۶-۳) تاظُ ایزؾسگاُ ذُی »

ِ ی ۱ظيط هدوَػِ تاقس وِ زض ذانیر  ِ ی ۲ ٍ ذانیر ۲-۴-۱ لًی  «.  نسق وٌس۲-۴-۲ لًی

 

ِ يه قطٌ لاظم ٍ وافی زيگط تطای ٍخَز ٍ يىسايی  خَاب خثطی زض ازاهِ لًیِ ای ضا هُطح هی وٌین و

ّوچٌیي اظ فطآيٌس اثثاذ ايي لًیِ، ضٍقی تطای يافسي .  تِ زؾر هی زّس(۱-۶-۳) تاظُ ایزؾسگاُ ذُی 

 . تِ زؾر هی آٍضين(۱-۶-۳) تاظُ ایخثطی زؾسگاُ ذُی خَاب 

 

𝑬فطو وٌیس ۺ ۲-۴-۳لًیِ  =  𝑒𝑖𝑗  𝑛×𝑛
=  𝑨  ،يؼٌی 𝑒𝑖𝑗 =  𝑎𝑖𝑗  ٍ تطزاض حمیمی  

𝚯 =  𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑛 𝑇  خَاب زؾسگاُ حمیمی 𝑬𝚯 = 𝑾 تاقس وِ زض آى  

𝑾 =  𝑤1, 𝑤2 , … , 𝑤𝑛 𝑇 ٍ  

𝑤i = 𝑏𝑖 −  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
∗

𝑗∈Γ𝑖
+ −  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗

∗
𝑗∈Γ𝑖

− ,          𝑖 = 1, 2, … , 𝑛,          (۵-۴-۲)  

𝑥𝑗وِ 
∗ ٍ 𝑥𝑗

 زؾسگاُ زض ايي نَضذ.  تِ زؾر هی آيس (۲-۳-۱۱)  ٍ (۲-۳-۱۰) تِ زطزیة زَؾٍ هؼازلاذ ∗

   تِ ََض واهل ًاهٌفطز تاقس ٍ 𝑨 زاضای خَاب يىساؾر اگط ٍ زٌْا اگط هازطيؽ (۱-۶-۳) تاظُ ایذُی 

0 ≤ 𝜃𝑖 ≤
𝑥𝑖

∗−𝑥𝑖
∗

2
 ,                          𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.                        (۶-۴-۲)  

.  ًیع تطلطاض تاقس(۲-۴-۶)  تِ ََض واهل ًاهٌفطز تاقس ٍ قطٌ 𝑨هازطيؽ اتسسا فطو وٌیس وِ ۺ لعٍم .اثثاذ

 زؼطيف هی وٌین

 𝑥𝑖 =  𝑥𝑖
∗ + 𝜃𝑖  , 𝑥𝑖

∗ − 𝜃𝑖 ,           𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.                      (۷-۴-۲)  

𝑥𝑖 ضا زًویي هی وٌس، يؼٌی  (۲-۴-۷) ذَـ زؼطيفی هؼازلِ (۲-۴-۶)قطٌ 
∗ + 𝜃𝑖 ≤ 𝑥𝑖

∗ − 𝜃𝑖  . ّوچٌیي

   ّا تاػث هی قَز و𝜃𝑖ًِاهٌفی تَزى  

 𝑥𝑖 =  𝑥𝑖
∗ + 𝜃𝑖  , 𝑥𝑖

∗ − 𝜃𝑖 ⊆  𝑥𝑖
∗ , 𝑥𝑖

∗ =  𝑥𝑖
∗ ,        𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.        (۸-۴-۲)  
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𝒳تٌاتطايي اگط لطاض زّین  =   𝑥𝑖 
𝑛
𝑖=1 =   𝑥𝑖

∗ + 𝜃𝑖  , 𝑥𝑖
∗ − 𝜃𝑖 

𝑛
𝑖=1   ٍ𝒳

∗
=   𝑥𝑖

∗ 𝑛
𝑖=1   

𝒳 آًگاُ  ًسیدِ هی گیطين ⊆ 𝒳∗ . ًِكاى هی زّین وِ تطزاض زؼطيف قسُ ی زض ازاه 𝒙 =

  𝑥1 ,  𝑥2 , … ,  𝑥𝑛   𝑇  ۲تطاؾاؼ لًیِ .  اؾر(۱-۶-۳) تاظُ ایزؾسگاُ ذُی خَاب خثطی يىسای-

 ۺ وافی اؾر ًكاى زّین۴-۲

۱ )𝒳 ⊆ 𝒮𝒮.  

ِ ی ضأؾی 𝒮𝒮ّط هطظ زلرَاُ  (۲  .تاقس 𝒳 حسالل قاهل يه ًمُ

,𝛼1 تطای اثثاذ ايي زٍ ذانیر، فطو هی وٌین وِ   𝛼2, … , 𝛼𝑛 𝑇 ∈ 𝒳 . تطای زض ايي نَضذ 

𝑗 = 1, 2, … , 𝑛 ًِسیدِ هی گیطين و  𝛼𝑗 ∈  𝑥𝑗  =  𝑥𝑗
∗ + 𝜃𝑗  , 𝑥𝑗

∗ − 𝜃𝑗  ٍ تٌاتطايي  تطای  

𝑖 = 1, 2, … , 𝑛ۺ، تِ زؾر هی آٍضين 

 𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗
∗+𝜃𝑗  𝑗∈Γ𝑖

+ + 𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗
∗−𝜃𝑗  𝑗∈Γ𝑖

−  ≤  𝑎𝑖𝑗 𝛼𝑗
𝑛
𝑗=1                                                     

                                                                              ≤  𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗
∗−𝜃𝑗  𝑗∈Γ𝑖

+ + 𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗
∗+𝜃𝑗 𝑗∈Γ𝑖

−

                                                                                                 

 (۹-۴-۲)  

𝑬تا زَخِ تِ ايٌىِ  =  𝑒𝑖𝑗  𝑛×𝑛
=  𝑨 ٍِايح اؾر و ، 

 𝑒𝑖𝑗 𝜃𝑗
𝑛
𝑗 =1 =  𝑎𝑖𝑗 𝜃𝑗𝑗∈Γ𝑖

+ −  𝑎𝑖𝑗 𝜃𝑗𝑗∈Γ𝑖
− .                                           (۱۰-۴-۲)  

 ۺًسیدِ هی گیطين (۲-۴-۱۰)ٍ  (۲-۴-۹)حال تا زَخِ تِ هؼازلاذ 

 𝑒𝑖𝑗 𝜃𝑗
𝑛
𝑗 =1 +  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗

∗
𝑗∈Γ𝑖

+ +  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
∗

𝑗∈Γ𝑖
− ≤  𝑎𝑖𝑗 𝛼𝑗

𝑛
𝑗=1 ,                   (۱۱-۴-۲)  

ٍ 

 𝑎𝑖𝑗 𝛼𝑗
𝑛
𝑗 =1 ≤  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗

∗
𝑗∈Γ𝑖

+ +  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
∗

𝑗∈Γ𝑖
− −  𝑒𝑖𝑗 𝜃𝑗

𝑛
𝑗=1 .                   (۱۲-۴-۲)  

𝑬𝚯اظ َطف زيگط، تا زَخِ تِ فطو لًیِ، چَى  = 𝑾،  تٌاتطايي  تطای 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛ۺ، زاضين 

 𝑒𝑖𝑗 𝜃𝑗
𝑛
𝑗 =1 = 𝑤𝑖 = 𝑏𝑖 −  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗

∗
𝑗∈Γ𝑖

+ −  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
∗

𝑗∈Γ𝑖
− ,                         (۱۳-۴-۲)  

𝑖 تطای ، ۲-۳-۱ٍ ّوچٌیي تا زَخِ تِ لن  = 1, 2, … , 𝑛ۺ، زاضين 

 𝑒𝑖𝑗 𝜃𝑗
𝑛
𝑗 =1 = 𝑤𝑖 =  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗

∗
𝑗∈Γ𝑖

+ +  𝑎𝑖𝑥𝑗
∗

𝑗∈Γ𝑖
− − 𝑏𝑖 .                         (۱۴-۴-۲)  

ِ ی  ِ ی  (۲-۴-۱۳)تا خايگصاضی هؼازل ِ ی  (۲-۴-۱۱)زض هؼازل زض   (۲-۴-۱۴)ٍ ًیع تا خايگصاضی هؼازل

ِ ی   ۺتِ زؾر ذَاّین آٍضز (۲-۴-۱۲)هؼازل

𝑏i ≤  𝑎𝑖𝑗 𝛼𝑗
𝑛
𝑗 =1 ≤ 𝑏𝑖 ,             𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.                                

,𝛼1  ًسیدِ هی گیطين وِ 𝒮𝒮تٌاتطايي تا زَخِ تِ زؼطيف هدوَػِ خَاب  𝛼2, … , 𝛼𝑛 𝑇 ∈ 𝒮𝒮 زض ٍ 

𝒳ًسیدِ  ⊆ 𝒮𝒮 .تطای اثثاذ ذانیر زٍم، فطو وٌیس . تٌاتطايي ذانیر اٍل ثاتر قس𝑀1,𝑖 ،

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 يه هطظ زلرَاُ تطای ،𝒮𝒮اثثاذ تطای هطظ .  تاقس𝑀2,𝑖چَى .  تِ نَضذ هكاتِ هی تاقس

𝑬𝚯 = 𝑾تطای  ، تٌاتطايي  𝑖 = 1, 2, … , 𝑛ۺ، زاضين 
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 𝑒𝑖𝑗 𝜃𝑗
𝑛
𝑗 =1 =  𝑎𝑖𝑗 𝜃𝑗𝑗∈Γ𝑖

+ −  𝑎𝑖𝑗 𝜃𝑗𝑗∈Γ𝑖
− = 𝑏𝑖 −  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗

∗
𝑗∈Γ𝑖

+ −  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
∗

𝑗∈Γ𝑖
− ,          

 تٌاتطايي

𝑏𝑖 =  𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗
∗ + 𝜃𝑗  𝑗∈𝛤𝑖

+ +  𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗
∗ − 𝜃𝑗  𝑗∈𝛤𝑖

− .                          

 حال زؼطيف هی وٌین

𝛼𝑗
𝑖 =  

𝑥𝑗
∗ + 𝜃𝑗 , 𝑎𝑖𝑗 ≥ 0,

𝑥𝑗
∗ − 𝜃𝑗 , 𝑎𝑖𝑗 < 0,

             𝑗 = 1, 2, … , 𝑛.                          

𝛼1 زض ايي نَضذ ًسیدِ هی گیطين وِ ًمُِ 
𝑖 , 𝛼2

𝑖 , … , 𝛼𝑛
𝑖  

𝑇
  هی تاقس ٍ ًیع 𝒮𝒮 يه ًمُِ ضأؾی تطای 

𝑏𝑖 =  𝑎𝑖𝑗 𝛼𝑗
𝑖𝑛

𝑗 =1 ,                   𝑖 = 1, 2, … , 𝑛,                              

𝛼1   يؼٌی آى وِ
𝑖 , 𝛼2

𝑖 , … , 𝛼𝑛
𝑖  

𝑇
∈ 𝑀1,𝑖 . تِ ََض هكاتِ هی زَاًین ًمُِ ضأؾی 𝛽1

𝑖 , 𝛽2
𝑖 , … , 𝛽𝑛

𝑖  
𝑇

 

𝛽1 تیاتین تِ ََضی وِ 
𝑖 , 𝛽2

𝑖 , … , 𝛽𝑛
𝑖  

𝑇
∈ 𝑀2,𝑖 . تٌاتطايي ذانیر زٍم ّن ثاتر قس ٍ زض ًسیدِ تطزاض

= 𝒙  تاظُ ای   𝑥1 ,  𝑥2 , … ,  𝑥𝑛   𝑇  اظ .  اؾر(۱-۶-۳) تاظُ ایزؾسگاُ ذُی خَاب خثطی يىسای

 ٍ 𝑨  تِ ََض واهل ًاهٌفطز هی تاقس، زض هی ياتین وِ هازطيؽ ّای 𝑨َطف زيگط تا زَخِ تِ ايٌىِ هازطيؽ 

𝑬 =  𝑨  ًاهٌفطز هی تاقٌس ٍ زض ًسیدِ  تطای 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 ،𝑥𝑖
∗ ، 𝑥𝑖

∗ ٍ 𝜃𝑖  يىسا ّؿسٌس ٍ تٌاتطايي اظ

ِ ی  = 𝒙  تاظُ ایتطزاض  (۲-۴-۷)هؼازل   𝑥1 ,  𝑥2 , … ,  𝑥𝑛   𝑇  تِ نَضذ يىسا تِ زؾر هی آٍضينضا .

= 𝒙 تطزاض زؼطيف قسُ ی تٌاتطايي ثاتر وطزين وِ    𝑥1 ,  𝑥2 , … ,  𝑥𝑛   𝑇  خَاب خثطی يىسای

 . تِ ازوام ضؾیسلعٍم اؾر ٍ اثثاذ لؿور (۱-۶-۳) تاظُ ایزؾسگاُ ذُی 

= 𝒙   تاظُ ایحال فطو هی وٌین وِ تطزاض ۺ وفاير       𝑥1 ,  𝑥2 , … ,  𝑥𝑛   𝑇،  وِ زض آى

 𝑥𝑖 =  𝑥𝑖 , 𝑥𝑖  ۱-۶-۱آًگاُ تطاؾاؼ لن  .  تاقس(۱-۶-۳) تاظُ ایزؾسگاُ ذُی ، خَاب خثطی يىسای 

𝑬 اظ َطف زيگط چَى هازطيؽ .تِ ََض واهل ًاهٌفطز اؾر 𝑨هازطيؽ ًسیدِ هی گیطين وِ  =  𝑨   ًاهٌفطز

𝑬𝚯، زض ايي نَضذ زؾسگاُ حمیمی هی تاقس = 𝑾 زاضای خَاب يىسای 𝚯 =  𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑛 𝑇 
ِ ی . نسق هی وٌٌس (۲-۴-۶)ّا زض قطٌ 𝜃𝑖تٌاتطايي وافی اؾر زا ًكاى زّین وِ . اؾر  تا خايگصاضی هؼازل

𝑖 تطای  (۲-۴-۱۴)ٍ  (۲-۴-۱۳)زض هؼازلاذ  (۱۰-۴-۲) = 1, 2, … , 𝑛ۺ، تِ زطزیة زاضين 

 𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗
∗ + 𝜃𝑗  𝑗∈𝛤𝑖

+ +  𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗
∗ − 𝜃𝑗  𝑗∈𝛤𝑖

− = 𝑏𝑖 ,                 (۱۵-۴-۲)  

ٍ 

 𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗
∗ − 𝜃𝑗  𝑗∈𝛤𝑖

+ +  𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗
∗ + 𝜃𝑗  𝑗 ∈𝛤𝑖

− = 𝑏𝑖 .                 (۱۶-۴-۲)  

𝑖چَى  تطای  = 1, 2, … , 𝑛  ،𝑏𝑖 ≤ 𝑏𝑖 ، ًسیدِ هی گیطين  (۲-۴-۱۶)ٍ  (۲-۴-۱۵)تٌاتطايي اظ هؼازلاذ

 وِ 

𝑥𝑖
∗ + 𝜃𝑖 ≤ 𝑥𝑖

∗ − 𝜃𝑖 ,                     𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.                                  
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 تٌاتطايي

𝜃𝑖 ≤
𝑥𝑖

∗−𝑥𝑖
∗

2
 ,                          𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.                        (۱۷-۴-۲)  

𝑖اوٌَى تا اؾسفازُ اظ تطّاى ذلف ًكاى هی زّین وِ  تطای  = 1, 2, … , 𝑛 ،𝜃𝑖 ≥  فطو وٌیس . 0

∃𝑘;   1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,   𝜃𝑘 < 0,                                                      
ٍ 

 𝜃𝑖 ≥ 0,            𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, 𝑖 ≠ 𝑘.                                   
 زض ايي نَضذ زاضين

 𝑥𝑘
∗ , 𝑥𝑘

∗ ⊂  𝑥𝑘
∗ + 𝜃𝑘 , 𝑥𝑘

∗ − 𝜃𝑘 ,                                                        

 𝑥𝑖
∗ + 𝜃𝑖 , 𝑥𝑖

∗ − 𝜃𝑖 ⊆  𝑥𝑖
∗, 𝑥𝑖

∗ ,              𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, 𝑖 ≠ 𝑘.                   

𝒳تا خايگصاضی  =   𝑥𝑖
∗ + 𝜃𝑖  , 𝑥𝑖

∗ − 𝜃𝑖 
𝑛
𝑖=1 ٍ. 𝒳

∗
=   𝑥𝑖

∗, 𝑥𝑖
∗ 𝑛

𝑖=1 ًسیدِ هی ،

𝒳گیطين ⊈ 𝒳
∗

= 𝒙  تاظُ ایظيطا تطزاض .  ، وِ ايي يه زٌالى هی تاقس   𝑥1 ,  𝑥2 , … ,  𝑥𝑛   𝑇  يه

ِ ی  𝒳 ۺ، تايس زاقسِ تاقین۲-۳-۱خَاب خثطی هی تاقس ٍ تا زَخِ تِ ًىس ⊆ 𝒮𝒮 ⊆ 𝒳∗ . 

                                                               

ِ ی  تِ ََض واهل ًاهٌفطز اؾر، هی زَاى يه  𝑨هازطيؽ  ٍ تا فطو آًىِ ۲-۴-۳تطاؾاؼ فطآيٌس اثثاذ لًی

گام ّای ايي .  اضائِ زاز(۱-۶-۳) تاظُ ایزؾسگاُ ذُی الگَضيسن تطای تِ زؾر آٍضزى خَاب خثطی يىسای 

 ۺالگَضيسن تِ نَضذ ظيط هی تاقس

𝑛 اتسسا زؾسگاُ ذُی ۺ۱گام  × 𝑛 (۵-۳-۲) ضا زكىیل زّیس ٍ ؾدؽ حل ًوايیس. 

𝑖  تطای (۲-۳-۱۱) زا (۲-۳-۷) تا اؾسفازُ اظ هؼازلاذ ۺ۲ گام = 1, 2, … , 𝑛 تاظُ ای، ػسز 

 𝑥𝑖
∗ =  𝑥𝑖

∗, 𝑥𝑖
ِ  زؾر تیاٍضيس  ∗  .ضا ت

ِ ی ۺ۳گام  𝑾تطزاض حمیمی  (۲-۴-۵) تا اؾسفازُ اظ هؼازل =  𝑤1, 𝑤2 , … , 𝑤𝑛 𝑇ضا هحاؾثِ وٌیس . 

𝑛زؾسگاُ ذُی  ۺ۴گام  × 𝑛  𝑬𝚯 = 𝑾 وِ زض آى 𝑬 =  𝑨 ضا حل وٌیس ،. 

 هطتََِ زاضای خَاب خثطی يىسا تَزُ تاظُ ایتطلطاض تَز، آًگاُ زؾسگاُ ذُی  (۲-۴-۶) اگط قطٌ ۺ۵گام 

ِ ی   هطتََِ تاظُ ایتِ زؾر هی آيس، زض غیط ايي نَضذ زؾسگاُ ذُی  (۲-۴-۷)وِ تِ نَضذ هؼازل

 .زاضای خَاب خثطی ًیؿر

 

 زاضای خَاب خثطی ًثاقس، هی زَاى تِ زًثال تِ زؾر آٍضزى تاظُ ایتايس زَخِ قَز زض حالسی وِ زؾسگاُ 

الثسِ ايي هَيَع، هَضز ّسف ايي . يه خَاب زمطيثی تطای آى تاقین وِ تِ ََض زمطيثی زض آى نسق وٌس

 . ًیؿرضؾالِ

ِ ی يه هثال ػسزی تِ خاياى هی ضؾاًین  .ايي فهل ضا تا اضائ
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5 تاظُ ایزؾسگاُ ۺ ۲-۴-۱هثال  ×  . ظيط ضا زض ًظط تگیطيس5

 
 
 

 
 

 

 𝑥1 +  𝑥2 −  𝑥3 + 2 𝑥4 −  𝑥5 =  3, 12 ,               

− 𝑥1 + 2 𝑥2 +  𝑥3 −  𝑥4 + 3 𝑥5 =  −15, 1 ,      

5 𝑥1 − 2 𝑥2 − 3 𝑥3 + 4 𝑥4 +  𝑥5 =  1, 20 ,       
 𝑥1 +  𝑥2 −  𝑥3 +  𝑥4 −  𝑥5 =  0, 8 ,                    

−3 𝑥1 −  𝑥2 +  𝑥3 + 3 𝑥4 + 6 𝑥5 =  −12, 15 .

                      (۱۸-۴-۲)  

 

تا زَخِ تِ الگَضيسن خیكٌْازی، .  تِ ََض واهل ًاهٌفطز هی تاقس𝑨تِ آؾاًی هی زَاى تطضؾی وطز وِ هازطيؽ 

5اتسسا زؾسگاُ  ×  ۺ ظيط ضا زكىیل هی زّین5

 
 
 

 
 

𝑥1
∗ + 𝑥2

∗ − 𝑥3
∗ + 2𝑥4

∗ − 𝑥5
∗ = 𝑧1, 𝑧1 ∈  3, 12 ,

−𝑥1
∗ + 2𝑥2

∗ + 𝑥3
∗ − 𝑥4

∗ + 3𝑥5
∗ = 𝑧2,  𝑧2 ∈  −15, 1 ,

5𝑥1
∗ − 2𝑥2

∗ − 3𝑥3
∗ + 4𝑥4

∗ + 𝑥5
∗ = 𝑧3, 𝑧3 ∈  1, 20 ,

𝑥1
∗ + 𝑥2

∗ − 𝑥3
∗ + 𝑥4

∗ − 𝑥5
∗ = 𝑧4, 𝑧4 ∈  0, 8 ,

−3𝑥1
∗ − 𝑥2

∗ + 𝑥3
∗ + 3𝑥4

∗ + 6𝑥5
∗ = 𝑧5. 𝑧5 ∈  −12, 15 .

                                   

 ۺتا حل زؾسگاُ فَق تِ زؾر هی آٍضين

𝑥1
∗ =

1

74
 73𝑧1 + 25𝑧2 + 15𝑧3 − 115𝑧4 − 22𝑧5 ,

𝑥2
∗ =

1

37
 10𝑧1 + 9𝑧2 − 2𝑧3 + 35𝑧4 − 2𝑧5 ,          

𝑥3
∗ =

1

74
 197𝑧1 + 33𝑧2 + 5𝑧3 − 285𝑧4 ,              

𝑥4
∗ =  𝑧1 − 𝑧4 ,                                                              

𝑥5
∗ =

1

37
 −15𝑧1 + 5𝑧2 + 3𝑧3 + 14𝑧4 + 3𝑧5 .       

                                          

 ۺزاضين (۲-۳-۷) -(۲-۳-۱۱)زض ًسیدِ تا اؾسفازُ اظ هؼازلاذ 

 𝑥1
∗ =  𝑥1

∗, 𝑥1
∗ =  −

1391

74
,

1465

74
 ,   

 𝑥2
∗ =  𝑥2

∗, 𝑥2
∗ =  −

175

37
,

175

37
 ,      

 𝑥3
∗ =  𝑥3

∗, 𝑥3
∗ =  −

2659

74
,

2881

74
 ,   

 𝑥4
∗ =  𝑥4

∗, 𝑥4
∗ =  −5, 12 ,             

 𝑥5
∗ =  𝑥5

∗, 𝑥5
∗ =  −

288

37
,

177

37
 .      

                                                                  

𝑾 تطزاض حمیمی (۲-۴-۵)حال تا اؾسفازُ اظ  =  𝑤1, 𝑤2 , 𝑤3, 𝑤4, 𝑤5 𝑇 ضا تِ نَضذ ظيط زكىیل 

 ۺهی زّین
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𝑤1 = 3 −  𝑥1
∗ + 𝑥2

∗ + 2𝑥4
∗ −  −𝑥3

∗ − 𝑥5
∗ =

2969

37
,            

𝑤2 = −15 −  2𝑥2
∗ + 𝑥3

∗ + 3𝑥5
∗ −  −𝑥1

∗ − 𝑥4
∗ =

3165

37
,   

𝑤3 = 1 −  5𝑥1
∗ + 4𝑥4

∗ + 𝑥5
∗ −  −2𝑥2

∗ − 3𝑥3
∗ =

9214

37
,    

𝑤4 = 0 −  𝑥1
∗ + 𝑥2

∗ + 𝑥4
∗ −  −𝑥3

∗ − 𝑥5
∗ =

2673

37
,              

𝑤5 = −12 −  𝑥3
∗ + 3𝑥4

∗ + 6𝑥5
∗ −  −3𝑥1

∗ − 𝑥2
∗ =

5541

37
.

                          

                

5ضاًدام تا حل زؾسگاُ حمیمی ؼ × 5 ،𝑬𝚯 = 𝑾 وِ زض آى 𝑬 =  𝑨 ۺ، تِ زؾر هی آٍضين 

𝚯 =  𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃4, 𝜃5 𝑇 =  
1391

74
,

138

37
,

2733

74
, 8,

177

37
 

𝑇
.                          

𝑖نسق هی وٌس، يؼٌی  تطای  (۲-۴-۶) زض قطٌ 𝚯تِ آؾاًی هی زَاى تطضؾی وطز وِ تطزاض  = 1, 2, 3, 4, 5 

 ۺزاضين

0 ≤ 𝜃𝑖 ≤
𝑥𝑗

∗−𝑥𝑗
∗

2
.                                                                            

ِ ی  ِ ی ۲-۴-۳تٌاتطايي تا زَخِ تِ لًی ِ ی هؼازل  هی زَاًین خَاب خثطی يىسای ،(۲-۴-۷) ٍ تِ ٍؾیل

 ۺا تِ نَضذ ظيط اضائِ زّینض (۲-۴-۱۸) تاظُ ایزؾسگاُ 

 𝑥1 =  −
1391

74
+

1391

74
,

1465

74
−

1391

74
 = [0, 1],              

 𝑥2 =  −
175

37
+

138

37
,

175

37
−

138

37
 = [−1, 1],                  

 𝑥3 =  −
2659

74
+

2733

74
,

2881

74
−

2733

74
 = [1, 2],              

 𝑥4 =  −5 + 8, 12 − 8 = [3, 4],                                 

 𝑥5 =  −
288

37
+

177

37
,

177

37
−

177

37
 =  −3, 0 .                  

                               

 

 .لاظم تِ شوط اؾر وِ زوام هحاؾثاذ فَق تا ًطم افعاض هسلة نَضذ گطفسِ اؾر
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 فهـل ؾَم
 

 

 همسهاذ فاظی
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   همسه۱-۳ِ

هؿائل زًیای ٍالؼی تِ ََض هؼوَل ؾاذساض خیچیسُ ای زاضًس وِ تِ زلیل ٍخَز اتْام ٍ ػسم لُؼیر زض 

 وِ خیچیسگی آًْا ون ٍ ػسم لُؼیر ًیع ًاچیع اؾر هی زَاى تا هؿائلیتطای . زؼطيف ٍ زضن آى ّا اؾر

تطای اها . اؾسفازُ اظ هؼازلاذ ضيايی هاّیر ٍ ضفساض ؾیؿسن ضا تِ ََض زلیك هسل ؾاظی ٍ زحلیل وطز

 وِ خیچیسگی آًْا ووی تیكسط اؾر ٍ ػسم لُؼیر ًیع تِ ََض ًؿثی ظياز اؾر زيگط ًوی زَاى زحلیل هؿائلی

ِ ی  ضٍيىطز  تطای چٌیي هؿائلی. زاقرهؿألِزلیك ٍ لُؼی اظ  ايي ًظطيِ . فاظی هُطح هی قَزًظطي

ضاّىاضی اؾر وِ تِ ٍؾیلِ آى هی زَاى ؾیؿسن ّايی خیچیسُ ضا وِ هسلؿاظی آًْا تا اؾسفازُ اظ ضيايیاذ ٍ 

 ـّای هسل  غیطهوىي تَزُ ٍ يا تؿیاض هكىل اؾر، تِ آؾاًی ٍ تا اًؼُاف (غیطفاظی) ؾاظی ولاؾیه ضٍ

 ۱۹۶۵ظازُ زض ؾال  ػؿگطیػلخطفؿَض لُفايي ًظطيِ وِ تطای اٍلیي تاض زَؾٍ . ؾاظی وطز تؿیاض تیكسط، هسل

ِ ّای ضيايی ضا هُطح گطزيس، زَاًؿر[ ۴۱]  همسهاذ هسل ؾاظی اَلاػاذ ًازلیك ٍ اؾسسلال زمطيثی تا هؼازل

ًظطيِ فاظی تطای . اؾر (غیطفاظی)  وِ زض ًَع ذَز زحَلی ػظین زض ضيايیاذ ٍ هٌُك ولاؾیهوٌسفطاّن 

تیاى ٍ زكطيح ػسم لُؼیر ٍ ػسم زلر زض ضٍيسازّا تِ واض هی ضٍز وِ تطاؾاؼ هٌُك چٌس اضظقی تَخَز 

 ،خايی وِ خیچیسگی ؾیؿسن زض حسی اؾر وِ ًوی زَاى تا زلر ٍ نطاحر زض هَضز خاضاهسطّازض  .آهسُ اؾر

ِ ّا ٍ ضفساض ؾیؿسن لًاٍذ وطز يه ضٍـ .  ؾاظی ٍ زحلیل هُطح هی قَزهسل هفَْم فاظی خْر ،هكره

هاّیر ػسم لُؼیر تا زَخِ تِ زض ٍالغ،  .اؾرًظطيِ احسوال زيگط تطای تیاى ػسم لُؼیر تا هسل ضيايی، 

قاًؽ »ظيطا ػسم اَویٌاى هی زَاًس ًاقی اظ  ،هؿالِ هَضز تطضؾی هی تايؿر زَؾٍ زحلیل گط هكرم قَز

لُؼیسی  ػسم اهىاى زاضز تٌاتطايي . تاقس«ػسم زلر» يا اظ «ووثَز زاًف ٍ آگاّی» ،«اتْام» ،«(زفی تَزىازم)

 .ًثاقٌس احسوالی ًَع ٍخَز زاضز اظ يه هسل خاضاهسطّای تطذی زض وِ

 تِ ترف ّای هرسلفی هاًٌس ضيايیاذ فاظی، هٌُك فاظی، ؾیؿسن ّای فاظی، زهوین گیطی فاظی ًظطيِ فاظی 

ِ ّای فاظی ٍ ػولیاذ ضيايی  ضيايیاذ فاظی. ٍ َّـ ههٌَػی ٍ ضتازیه َثمِ تٌسی هی قَز قاهل هدوَػ

ِ ّای ولاؾیه. هطزثٍ تا آًْا اؾر  حس ٍ هطظ هدوَػِ تِ ََض زلیك ٍ لُؼی زؼطيف ،(غیطفاظی) زض هدوَػ

ِ ّای ولاؾیه. هی قَز .  يا لُؼاً ػًَ هدوَػِ ًیؿراؾر يه ػٌهط يا لُؼاً ػًَ هدوَػِ ،زض هدوَػ

ِ ّای ولاؾیه زؼطيف زلیك ٍ لُؼی حس ٍ هطظ هدوَػِ اؾر ٍ ػًَير  لصا فطو اؾاؾی زض هدوَػ

اها زض ػول . ؾر يا ًیؿرايه ػٌهط يا ػًَی اظ هدوَػِ . ػٌانط زض هدوَػِ ًیع زٍ حالر تیكسط ًساضز

تِ ػٌَاى . خصيط ًیؿر هَاضز تؿیاضی ٍخَز زاضز وِ زؼطيف حس ٍ هطظ زلیك ٍ لُؼی تطای هدوَػِ اهىاى

 ظيطا تِ ََض زلیك ًوی زَاى تط چاق ، وطززؼطيفهثال تطای هدوَػِ افطاز چاق ًوی زَاى حس ٍ هطظ هكرهی 

لصا ًیاظ تِ هدوَػِ ای زاضين وِ هحسٍزُ آى هٌؼُف ٍ تِ ََض . تَزى ٍ يا ًثَزى يه قرم لًاٍذ وطز
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ػًَير ػٌانط زض .  هدوَػِ فاظی گفسِ هی قَز،تِ ايي ًَع هدوَػِ. زؼطيف قَز (ًازلیك)زمطيثی 

ِ ّای فاظی ًیع تا زضخِ ػًَير وِ ػسزی تیي نفط ٍ يه اؾر  . تیاى هی قَز،هدوَػ

زض ايي فهل تِ هؼطفی هفاّین  ٍ زؼاضيف اتسسايی  ضيايیاذ فاظی هی خطزاظين ٍ ؾدؽ ًظط ذَز ضا هؼَُف 

ِ ی ذانی اظ هؿائل فاظی تِ ًام  هی وٌین ٍ تِ َطح چٌس ًىسِ زض ايي « زؾسگاُ ّای ذُی فاظی»تِ زؾس

 .ذهَل هی خطزاظين

 

ِ ی  ۲-۳ فاظی  هدوَػ

 وِ اػًای آى زض حالر ولی تِ  يه هدوَػِ هطخغ زلرَاُ تاقس𝑋 فطو وٌیس [۴۲]ۺ ۳-۲-۱زؼطيف

ِ ی . ًكاى زازُ قًَس𝑥نَضذ    خفر هطزة ّای هدوَػ

𝐴 =   𝑥, 𝜇𝐴 (𝑥)  ∶   𝑥 ∈ 𝑋 ,                                       

∶ 𝜇𝐴وِ زض آى   𝑋 → [0, ِ ی، ضا [1  . هی ًاهین𝑋 زض  𝐴  فاظیهدوَػ

 

ِ ی زاتغ ػًَيرضا   𝜇𝐴، زاتغ ۳-۲-۱ زؼطيفزض  𝑥 هی ًاهین وِ تِ ّط  𝐴 فاظی هدوَػ ∈ 𝑋 ػسزی زض 

,0]تاظُ ی  ِ ی ػًَير 𝜇𝐴 (𝑥) تا ًواز [1 ِ ی زؼلك يا زضخ ِ ی زض 𝑥، تِ ػٌَاى زض خ   ًؿثر  𝐴 هدوَػ

 اؾر  𝐴 تِ هدوَػِ فاظی 𝑥 زؼلك تیكسط يه ًعزيىسط تاقس، تِ هؼٌایتِ ػسز  𝜇𝐴 (𝑥) همساض ّط چِ. هی زّس

 . اؾر 𝐴 تِ هدوَػِ فاظی 𝑥 ووسط زؼلك نفط ًعزيىسط تاقس، تِ هؼٌایتِ ػسز  𝜇𝐴 (𝑥) همساض ًیع ّط چٍِ 

ِ یّوچٌیي ٍايح اؾر وِ ّط ظيط  ِ یاظ  (غیط فاظی) ولاؾیه هدوَػ ، هی زَاًس تِ ػٌَاى 𝑋 هطخغ هدوَػ

ِ یيه  ِ ی آى اًسراب وٌین.  فاظی زلمی قَزهدوَػ  . ظيطا زٌْا وافی اؾر زاتغ ػًَير ضا زاتغ هكره

ِ یۺ ۳-۲-۱لطاضزاز ِ ّای فاظی زضهدوَػ ِ ی هدوَػ زض ؾطزاؾط  ّوچٌیي. ًكاى هی زّین 𝔽(𝑋)ضا تا 𝑋  ّو

ِ ّای فاظی اظ ًواز  ِ ّا اؾسفازُ هی وٌین، هاًٌس ~ايي ضؾالِ تطای ًكاى زازى هدوَػ ،  𝐴 زض تالای ًام هدوَػ

𝐵 تِ ّویي زطزیة ٍ . 
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ِ ی  𝐴 فطو وٌیس [۴۲]ۺ ۳-۲-۲زؼطيف  زض ايي نَضذ زىیِ گاُ.  تاقس𝑋 فاظی زلرَاّی زض هدوَػ

ِ ی  ۺ ضا تِ نَضذ ظيط زؼطيف هی وٌین 𝐴 فاظی  هدوَػ

supp 𝐴  =  𝑥 ∈ 𝑋 ∶   𝜇𝐴  𝑥 > 0 .                                             
 

ِ ی  𝐴فطو وٌیس  [۴۲]ۺ ۳-۲-۳زؼطيف  زض ايي نَضذ اضزفاع.  تاقس𝑋 فاظی زلرَاّی زض هدوَػ

ِ ی  ۺ ضا تِ نَضذ ظيط زؼطيف هی وٌین 𝐴 فاظی  هدوَػ

ℎ 𝐴  = sup  𝜇𝐴  𝑥  ∶   𝑥 ∈ 𝑋 .                                                  
=  ℎ 𝐴ّوچٌیي ّطگاُ   اؾر ٍ زض غیط ايي نَضذ هی  ًطهال 𝐴، آًگاُ هی گَيین هدوَػِ فاظی 1

0ٍايح اؾر وِ اگط .  اؾرگَيین ظيطًطهال < ℎ 𝐴  < ، آًگاُ هی زَاًین تا زؼطيف هدسز زاتغ 1

 𝜇𝐴  𝑥 تِ نَضذ  𝐴ػًَير هدوَػِ فاظی 

ℎ 𝐴  
ِ يه  ِ ی آًطا زثسيل ت  . فاظی ًطهال ًوايینهدوَػ

 

ِ ی[ ۴۲]ۺ ۳-۲-۴زؼطيف ِ ی ضا  𝐴 هدوَػ 𝑥 هی ًاهین، اگط  تطای  فاظی زْیهدوَػ ∈ 𝑋زاقسِ تاقین  

𝜇𝐴  𝑥 = 0.                                                              

 

ِ ّای فاظی زلرَاّی زض  𝐴  ٍ 𝐵فطو وٌیس [ ۱۹]ۺ ۳-۲-۵زؼطيف  ظيط  𝐴گَيین . تاقٌس 𝑋 هدوَػ

ِ ی ⊇ 𝐴 اؾر ٍ هی ًَيؿین  𝐵هدوَػ B  ُّطگا ، 

∀𝑥 ∈ 𝑋 ⟹ 𝜇𝐴  𝑥 ≤ 𝜇𝐵  𝑥 .                                             

 

ِ ّای فاظی زلرَاّی زض  𝐴  ٍ 𝐵فطو وٌیس  [۱۹]ۺ ۳-۲-۶زؼطيف  تا ّن  𝐴  ٍ 𝐵گَيین . تاقٌس 𝑋 هدوَػ

= 𝐴تطاتطًس ٍ هی ًَيؿین  B  ُّطگا ،𝐴 ⊆ B  ٍ 𝐵 ⊆ 𝐴  .يا تِ ػثاضزی زيگط 

∀𝑥 ∈ 𝑋 ⟹ 𝜇𝐴  𝑥 = 𝜇𝐵  𝑥 .                                              

 

ِ یزض ازاهِ، تطای  ِ ّای ولاؾیه 𝑋 زض  𝐴 فاظی هدوَػ  ـّا ضا هؼطفی -𝑟تِ ًام  (غیطفاظی)، هدوَػ تط

ِ ی ًظطيِ . هی وٌین ِ ّا ًمف تؿیاض هْوی ضا زض هُالؼ ِ یايي هدوَػ  فاظی ايفا هی وٌٌس، ظيطا ّط هدوَػ
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ِ ی ِ ّايی  𝐴 فاظی زلرَاُ هاًٌس هدوَػ  ضا هی زَاى تِ نَضذ يىسا زَؾٍ يه ذاًَازُ اظ چٌیي هدوَػ

ِ ی حؿاب فاظی. هكرم ًوَز ِ ّا، زض هُالؼ  هی تاقس وِ زض ّوچٌیي يه واضتطز زيگط اظ ايي هدوَػ

 .ترف ّای تؼسی تِ نَضذ هفهل قطح زازُ ذَاّس قس

 

ِ ی  𝐴فطو وٌیس [ ۱۹]ۺ ۳-۲-۷زؼطيف 𝑟تاقس ٍ  𝑋 فاظی زلرَاّی زض هدوَػ ∈ زض ايي نَضذ . [0,1]

𝑟-ـّا    ضا تِ نَضذ ظيط زؼطيف هی وٌین 𝐴ی  هدوَػِ فاظی  تط

 𝐴  
𝑟

=  𝑥 ∈ 𝑋 ∶   𝜇𝐴  𝑥 ≥ 𝑟 ,      𝑟 ∈  0,1 ,                                
𝑟ٍ تطای  =   ًیع زؼطيف هی وٌین0

 𝐴  
0

= supp 𝐴  =  𝑥 ∈ 𝑋 ∶   𝜇𝐴  𝑥 > 0 .         
 

 

 ۺ تِ ضاحسی هی زَاى ًكاى زاز٬ تاقس𝑋 يه هدوَػِ فاظی زض  𝐴فطو وٌیس  ۺ۳-۲-۱ًىسِ

0 اگط(الف ≤ 𝑟1 ≤ 𝑟2 ≤   𝐴 ، آًگاُ زاضين 1
𝑟2

⊆  𝐴  
𝑟1

. 

𝑟𝑘 𝑘=0 اگط  (ب
ِ ی نؼَزی  ∞ ,0] زض تاظُ ی 𝑟ٍ ّوگطا تِ  (ًاًعٍلی)زًثال   تاقس، آًگاُ زاضين[1

 𝐴  
𝑟

= ⋂  𝐴  
𝑟𝑘

∞
𝑘=1 .  

 

ِ ّای فاظی زؼوین زّین«زحسب» هفَْم زض ازاهِ هی ذَاّین ّواًَُض وِ تؼساً هكاّسُ .  ضا تطای هدوَػ

اتسسا زؼطيف . ذَاّین وطز ايي هفَْم واضتطز هْوی زض زؼطيف اػساز فاظی ٍ حؿاب فاظی ذَاّس زاقر

ِ ّای ولاؾیه « زحسب»  .اضائِ هی زّین (غیطفاظی)ضا ضٍی هدوَػ

 

,𝑥1  تطای ّطگاُ گَيین  ضا هحسب𝑋 اظ 𝐴 (غیطفاظی)ولاؾیه  هدوَػِۺ ۳-۲-۸زؼطيف 𝑥2 ∈ 𝐴 ّط ٍ 

λ ∈ [0, 𝜆𝑥1ۺ   زاقسِ تاقین[1 +  1 − 𝜆 𝑥2 ∈ 𝐴. 

 

ِ ّای فاظی، تطاؾاؼ زحسب زوام ِ ّايی ولاؾیه -𝑟 زحسب تطای هدوَػ  ـّای آى، وِ هدوَػ تط

 .هی تاقٌس، تِ نَضذ ظيط زؼطيف هی قَز (غیطفاظی)

 

 ضا يه هدوَػِ فاظی هحسب  𝐴آًگاُ .  تاقس𝑋 يه هدوَػِ فاظی زض  𝐴فطو وٌیس  [۴۲]ۺ ۳-۲-۹زؼطيف

𝑟هی ًاهین ّطگاُ  تطای  ∈ [0, 1] ، 𝐴  
𝑟

 . تاقس𝑋 هدوَػِ ای هحسب زض 
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  اؾر اگط ٍ زٌْا اگط 𝑋 يه هدوَػِ فاظی هحسب زض  𝐴ۺ ۳-۲-۱لًیِ

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋, 𝜆 ∈  0,1  ⟹  𝜇𝐴  𝜆𝑥1 +  1 − 𝜆 𝑥2 ≥ min 𝜇𝐴  𝑥1 , 𝜇𝐴  𝑥2  .      

,𝑥1 تاقس ٍ 𝑋 يه هدوَػِ فاظی هحسب زض  𝐴فطو وٌیس ۺ لعٍم. اثثاذ 𝑥2 ∈ 𝑋ِتِ ََضی و  

                                                      𝑟 = 𝜇𝐴  𝑥1 ≤ 𝜇𝐴  𝑥2 . 

,𝑥1تٌاتطايي ذَاّین زاقر  𝑥2 ∈  𝐴  
𝑟

𝜆  تطای  𝐴  ٍ ًیع تا زَخِ تِ زحسب  ∈ ًسیدِ ذَاّین   0,1 

𝜆𝑥1گطفر  +  1 − 𝜆 𝑥2 ∈  𝐴  
𝑟

  وِ ايي اهط ايداب هی وٌس وِ

𝜇𝐴  𝜆𝑥1 +  1 − 𝜆 𝑥2 ≥ 𝑟 = min 𝜇𝐴  𝑥1 , 𝜇𝐴  𝑥2  .                          
 

فطو هی وٌین .  زض ًاهؿاٍی لًیِ نسق وٌس 𝐴حال فطو وٌیس وِ زاتغ ػًَير هدوَػِ فاظی ۺ وفاير    

𝑥1 ∈ 𝑋 ٍ 𝑟 = 𝜇𝐴  𝑥1  . ِزض ايي نَضذ ًسیدِ هی گیطين و𝑥1 ∈  𝐴  
𝑟

ّوچٌیي ٍايح اؾر وِ  . 

𝑥2تطای  ∈  𝐴  
𝑟

= 𝜇𝐴  𝑥1 ذَاّین زاقر  𝑟 ≤ 𝜇𝐴  𝑥2  . 

 تٌاتطايي تا زَخِ تِ فطو، ًسیدِ ذَاّین گطفر

𝜇𝐴  𝜆𝑥1 +  1 − 𝜆 𝑥2 ≥ min 𝜇𝐴  𝑥1 , 𝜇𝐴  𝑥2  = 𝜇𝐴  𝑥1 = 𝑟.               
𝜆𝑥1ايي يؼٌی آى وِ  +  1 − 𝜆 𝑥2 ∈  𝐴  

𝑟
  𝐴 ايي اهط هحسب تَزى . 

𝑟
تا زَخِ .  ضا هَخة هی قَز

 .  ضا ًسیدِ هی گیطين 𝐴، زحسب 𝑟 ٍ زض ًسیدِ 𝑥1تِ زلرَاُ تَزى 

 

 
ِ ّای فاظی هحسب ٍ غیط هحسب، زض قىل ّای  تِ زطزیة يه ۳-۲-۲ ٍ ۳-۲-۱ تطای زضن تْسط اظ هدوَػ

ِ ی ِ ی فاظی هحسب ٍ يه هدوَػ  . ضا اضائِ زازُ اينℝ فاظی غیط هحسب ضٍی ذٍ حمیمی هدوَػ
 

 
 .ℝضٍی ذٍ حمیمی  هدوَػِ فاظی هحسب يهۺ ۳-۲-۱قىل                                
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 .ℝضٍی ذٍ حمیمی  هدوَػِ فاظی غیطهحسب يهۺ ۳-۲-۲قىل                                

 

 

ولاؾیه يىی اظ خايِ ای زطيي هفاّین زض ًظطيِ هدوَػِ فاظی وِ هی زَاًس تطای زؼوین هفاّین ضيايیاذ 

ايي هفَْم اٍلیي تاض .  هی تاقس«انل گؿسطـ» تِ ضيايیاذ فاظی هَضز اؾسفازُ لطاض تگیطز، (غیطفاظی)

 .اضائِ قس [۴۱ ]۱۹۶۵زَؾٍ ػؿگطظازُ زاًكوٌس ايطاًی زثاض زض ؾال 

 

ِ ّای هطخغ  حانل يطب واضزعيي𝑋فطو وٌیس  [۴۲]ۺ ۳-۲-۱۰زؼطيف  𝑋1 ،𝑋2 ،... ،𝑋𝑛 اظ هدوَػ

𝑋تاقس، يؼٌی  =  𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 ًیع ٍ 𝐴 1 ،𝐴 2 ،... ،𝐴 𝑛 ّای فاظی زض ِ  𝑋1 ،𝑋2 ،... ،𝑋𝑛 تِ زطزیة هدوَػ

ِ ی تِ 𝑋 ًگاقسی اظ 𝑓ّوچٌیي فطو وٌیس وِ. تاقٌس 𝑦 تاقس ٍ 𝑌 هطخغ هدوَػ = 𝑓 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  .

 ۺ ضا تِ نَضذ ظيط زؼطيف وٌین𝑌 زض  𝐵زض ايي نَضذ انل گؿسطـ تِ ها اخاظُ هی زّس زا هدوَػِ فاظی 

𝐵 =   𝑦, 𝜇𝐵 (𝑦)  ∶  𝑦 = 𝑓 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ,     𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋 ,                  
 وِ زض آى

𝜇𝐵  𝑦 =  
sup 𝑥1 ,𝑥2 ,…,𝑥𝑛  ∈𝑓−1(𝑦) min𝑖=1,2,…,𝑛 𝜇𝐴 𝑖

(𝑥𝑖)  ,    if  𝑓−1 𝑦 ≠ ∅,

0 Otherwise,
   

 ٍ𝑓−1  هؼىَؼ ًگاقر𝑓هی تاقس . 

 

𝑛اظ زؼطيف فَق ًسیدِ هی گیطين وِ ّطگاُ  =  ۺ، آًگاُ انل گؿسطـ تِ نَضذ ظيط زملیل هی ياتس1

𝐵 = 𝑓(𝐴 ) =   𝑦, 𝜇𝐵 (𝑦)  ∶  𝑦 = 𝑓 𝑥 ,    𝑥 ∈ 𝑋 ,                                            
 وِ زض آى 

𝜇𝐵  𝑦 =  
sup𝑥∈𝑓−1(𝑦) 𝜇𝐴 (𝑥) ,    if 𝑓−1 𝑦 ≠ ∅,

0 Otherwise.
                                        

 

                                                           

Extension principle 
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   اػساز فاظی۳-۳

  ضا يه ػسز فاظی گَيین ّطگاُ ℝ ضٍی ذٍ حمیمی  𝑢هدوَػِ فاظی  [۱۹]ۺ ۳-۳-۱زؼطيف

 ، ًطهال تاقس 𝑢 (الف

ِ ی  𝑢 (ب  ، فاظی هحسب تاقسهدوَػ

αًیوِ خیَؾسِ تالايی هی ًاهین، ّطگاُ  تطای ضا 𝑓زاتغ حمیمی)،  تاقس ًیوِ خیَؾسِ تالايی 𝜇𝑢 (ج ∈ ℝ ،

ِ ی 𝑥  هدوَػ ∈ ℝ ∶   𝑓 𝑥 < 𝛼 هدوَػِ ای تاظ تاقس )، 

 . تاقسℝ هدوَػِ ای فكطزُ زض supp(𝑢 ) (ز

 

ِ ی، ضؾالِزض ايي  ِ ی اػساز فاظی ضا تا هدوَػ ℝٍايح اؾر وِ .  ًكاى هی زّین𝔼 ّو ⊆ 𝔼 ظيطا ،

ِ ی  ۺ ضا هی زَاى تِ نَضذ ظيط زفؿیط وطزℝ اػساز حمیمی هدوَػ

ℝ =  χ 𝑥  ∶                                    , 𝑥 يه ػسز حمیمی زلرَاُ تاقس  

ِ ی ػٌهط  χ 𝑥وِ زض آى  0،  تطای ۳-۲-۷ زؼطيفتا زَخِ تِ .  اؾر𝑥 ّواى زاتغ  هكره < 𝑟 ≤ 1 ،𝑟-

 ـّای ػسز فاظی  𝑢  𝑟  ضا تِ نَضذ  𝑢تط =  𝑥 ∈ ℝ ∶   𝜇𝑢  𝑥 ≥ 𝑟   ّوچٌیي تطای ٍ𝑟 =  تِ 0

𝑢  0 نَضذ  = supp 𝑢  =  𝑥 ∈ ℝ ∶   𝜇𝑢  𝑥 > تا اؾسفازُ اظ ذانیر ّای .  زؼطيف هی وٌین 0

𝑟 تِ ضاحسی هی زَاى ًسیدِ گطفر وِ  تطای ۳-۳-۱ج ٍ ز زؼطيف  ∈ [0, 1] ، 𝑢  𝑟  ٍ ِّايی تؿس ِ هدوَػ

𝑟ّوچٌیي قطٌ ب ايداب هی وٌس وِ  تطای .  هی تاقٌسℝوطاًساض ضٍی ذٍ حمیمی  ∈ [0, 1] ، 𝑢  𝑟 

ِ ّايی هحسب ضٍی ذٍ حمیمی  ايي زٍ اهط، تِ ََض ٍايح هكرم هی ؾاظًس وِ  تطای .  ّؿسٌسℝهدوَػ

𝑟 ∈ [0, 1] ، 𝑢  𝑟  زكىیل تاظُ ّای تؿسِ ٍ وطاًساض ضٍی ذٍ حمیمیℝ ضؾالِزض ايي . [۴۰] هی زٌّس  ،

𝑟تطای  ∈ [0, 1] ،𝑟-  ـّای ػسز فاظی    ضا تِ نَضذ 𝑢تط

                                                𝑢  𝑟 =  𝑢(𝑟), 𝑢(𝑟) , 
 .ًكاى هی زّین

ِ ّای ًازْی زض »لن ظيط تِ ايي ؾَال خاؾد هی زّس وِ  ، زكىیل ℝزحر چِ قطايُی يه ذاًَازُ اظ هدوَػ

𝑟- ـّای يه ػسز فاظی ضا هی زّس؟   . «تط

 

𝑢𝑟 ذاًَازُ ای زلرَاُ [ ۲۸ ]ۺ۳-۳-۱لن  ∶   0 ≤ 𝑟 ≤ ِ ّای ًازْی زض  1 – 𝑟زكىیل ، ℝ اظ هدوَػ

 ـّای يه ػسز فاظی ضا هی زّس، ِ ی قطايٍ ظيط تطلطاض تاقٌستط  ۺ اگط ٍ زٌْا اگط ّو

                                                           

Upper semi-continuous 
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𝑟تطای   (۱ ∈ [0, 1] ،𝑢𝑟 ّا تاظُ ّايی تؿسِ ٍ وطاًساض تِ نَضذ 𝑢𝑟 =  𝑢(𝑟), 𝑢(𝑟)  ضٍی ℝ 
 .تاقٌس

0اگط  (۲ ≤ 𝑟1 ≤ 𝑟2 ≤ 𝑢𝑟2، آًگاُ 1
⊆ 𝑢𝑟1

. 

𝑟𝑘 𝑘=0 ّطگاُ  (۳
,0] زض تاظُ ی 𝑟ٍ ّوگطا تِ  (غیطًعٍلی) زًثالِ ای نؼَزی ∞   تاقس، آًگاُ[1

 𝑙𝑖𝑚𝑘→∞ 𝑢(𝑟𝑘) , 𝑙𝑖𝑚𝑘→∞ 𝑢(𝑟𝑘) =  𝑢 𝑟 , 𝑢(𝑟) .                       
 

ِ ی۳-۳-۱اظ لن [ ۱۱]ۺ ۳-۳-۱ًىسِ  ، ًسیدِ هی گیطين وِ اگط ذاًَازُ ی تاظُ ّای تؿس

                                                    𝑢 𝑟 , 𝑢(𝑟)  ∶   0 ≤ 𝑟 ≤ 1 , 
 ـّای يه ػسز فاظی ضا تسّس، آًگاُ -𝑟زكىیل   ۺتط

,0] ضٍی تاظُ ی 𝑟، زَاتؼی وطاًساض ًؿثر تِ 𝑢  ٍ𝑢 ايداب هی وٌس وِ زَاتغ ۱قطٌ  (الف  هی [1

𝑟تاقٌس ٍ  تطای  ∈ [0, ≥ 𝑢 𝑟، ذَاّین زاقر [1 𝑢(𝑟). 

 (ًانؼَزی)ٍ ًعٍلی  (ًاًعٍلی)، تِ زطزیة زَاتؼی نؼَزی 𝑢  ٍ𝑢 ايداب هی وٌس وِ زَاتغ ۲قطٌ  (ب

,0] ضٍی تاظُ ی 𝑟ًؿثر تِ   . تاقٌس[1

,0] ضٍی تاظُ ی 𝑟، زَاتؼی اظ چح خیَؾسِ ًؿثر تِ 𝑢  ٍ𝑢 ايداب هی وٌس وِ زَاتغ ۳قطٌ  (ج  هی [1

 .تاقٌس

 

ِ ی   ػسز فاظی هی  هی زَاًین زؼطيف زيگطی اظ ػسز فاظی وِ تِ آى فطم خاضاهسطی۳-۳-۱تا زَخِ تِ ًىس

 .گَيین، اضائِ زّین

 

,𝑢(𝑟)) تِ فطم خاضاهسطی، يه ظٍج هطزة  𝑢يه ػسز فاظی  [۲۴]ۺ ۳-۳-۲زؼطيف  𝑢(𝑟)) ، اظ زَاتغ

𝑢 𝑟  ٍ 𝑢(𝑟) ،0 ≤ 𝑟 ≤  ۺ اؾر، وِ زض قطايٍ ظيط نسق وٌس1

۱ )𝑢(𝑟)تاقس، (غیطًعٍلی) يه زاتغ وطاًساض، اظ چح خیَؾسِ ٍ نؼَزی 

۲ )𝑢 𝑟  تاقس،(غیطنؼَزی) يه زاتغ وطاًساض، اظ چح خیَؾسِ ٍ ًعٍلی 

۳ )𝑢 𝑟 ≤  𝑢 𝑟 , 0 ≤ 𝑟 ≤ 1. 

 

 .هی زَاى زؼاضيف ظيط ضا اضائِ زاز ۳-۲-۶ٍ  ۳-۲-۵تا زَخِ تِ زؼاضيف 

 

                                                           

Parametric form 
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ِ ی ظيط  𝑢گَيین .  زٍ ػسز فاظی زلرَاّی تاقٌس 𝑢  ٍ 𝑣فطو وٌیس ۺ ۳-۳-۳زؼطيف  اؾر ٍ هی  𝑣 هدوَػ

⊇ 𝑢ًَيؿین  𝑣  ّطگاُ  تطای ،𝑟 ∈ [0, 𝑢  𝑟 ، زاقسِ تاقین [1 ⊆  𝑣  𝑟. 

 

= 𝑢 تا ّن تطاتطًس ٍ هی ًَيؿین  𝑢  ٍ 𝑣زٍ ػسز فاظی زلرَاُ ۺ ۳-۳-۴زؼطيف 𝑣  ّطگاُ  تطای ،

𝑟 ∈ [0, 𝑢  𝑟 ، زاقسِ تاقین [1 =  𝑣  𝑟. 

 

هی ًاهین، اؾسفازُ  زض تیكسط هؿائل، اظ يه زؾسِ اػساز فاظی ذال وِ آًْا ضا اػساز فاظی شٍظًمِ ای

 .ايي اػساز تِ نَضذ ظيط زؼطيف هی قًَس. هی وٌین

 

 ۺ ضا شٍظًمِ ای هی ًاهین، ّطگاُ زاتغ ػًَير آى تِ نَضذ ظيط تاقس 𝑢ػسز فاظی ۺ ۳-۳-۵زؼطيف

𝜇𝑢  𝑥 =

 
 
 

 
 

0,    𝑎 < 𝑥,
𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
,            𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,

1,           𝑏 ≤ 𝑥 ≤ 𝑐,
𝑑−𝑥

𝑑−𝑐
,           𝑐 ≤ 𝑥 ≤ 𝑑,

0.                  𝑑 < 𝑥,

                                         

هؼوَلا ايي ًَع اػساز فاظی ضا تِ نَضذ يه چْاضزايی هطزة .  اػساز حمیمی ّؿسٌس𝑎 ،𝑏 ،𝑐 ٍ 𝑑وِ زض آى 

,𝑎 تِ فطم  𝑏, 𝑐, 𝑑 ضؾن قسُ اؾر۳-۳-۱ايي ػسز فاظی زض قىل .  ًكاى هی زّین . 

 

 ـّای ػسز فاظی شٍظًمِ – 𝑟تطـ يه ػسز فاظی، تطاحسی هی زَاى – 𝑟تا زَخِ تِ زؼطيف ۺ ۳-۳-۲ًىسِ تط

= 𝑢ای   𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ۺ ضا تِ نَضذ ظيط تِ زؾر آٍضز 

 𝑢  𝑟 =  𝑢(𝑟), 𝑢(𝑟) =  𝑎 +  𝑏 − 𝑎 𝑟, 𝑑 −  𝑑 − 𝑐 𝑟 ,      𝑟 ∈  0,1 .            

 
 .ًوايف يه ػسز فاظی شٍظًمِ ایۺ ۳-۳-۱قىل 

                                                           

Trapezoidal 
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 ّؿسٌس، زض حمیمر ّطگاُ زض ػسز فاظی يه حالر ذال اظ اػساز فاظی شٍظًمِ ای، اػساز فاظی هثلثی

= 𝑢شٍظًمِ ای   𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑  زاقسِ تاقین ،𝑏 = 𝑐 آًگاُ ػسز فاظی ،𝑢  يه ػسز فاظی هثلثی ِ  زثسيل ت

 .زض حالر ولی يه ػسز فاظی هثلثی تِ نَضذ ظيط زؼطيف هی قَز. هی قَز

 

 ۺ ضا هثلثی هی ًاهین، ّطگاُ زاتغ ػًَير آى تِ نَضذ ظيط تاقس 𝑢ػسز فاظی ۺ ۳-۳-۶زؼطيف

𝜇𝑢  𝑥 =

 
 
 

 
 

0,    𝑎 < 𝑥,
𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
,            𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,

𝑑−𝑥

𝑑−𝑐
,           𝑏 ≤ 𝑥 ≤ 𝑐,

0.                  𝑐 < 𝑥,

                                     

هؼوَلا ايي ًَع اػساز فاظی ضا تِ نَضذ يه ؾِ زايی هطزة تِ .  اػساز حمیمی ّؿسٌس𝑎 ،𝑏 ٍ 𝑐وِ زض آى 

,𝑎 فطم  𝑏, 𝑐 ضؾن قسُ اؾر۳-۳-۲ايي ػسز فاظی زض قىل .  ًكاى هی زّین . 

 
 .ػسز فاظی هثلثی ًوايفۺ ۳-۳-۲قىل 

 

 

 ـّای ػسز فاظی هثلثی – 𝑟تطـ يه ػسز فاظی، تطاحسی هی زَاى – 𝑟تا زَخِ تِ زؼطيف ۺ ۳-۳-۳ًىسِ تط

𝑢 =  𝑎, 𝑏, 𝑐 ۺ ضا تِ نَضذ ظيط تِ زؾر آٍضز 

 𝑢  𝑟 =  𝑢(𝑟), 𝑢(𝑟) =  𝑎 +  𝑏 − 𝑎 𝑟, 𝑐 −  𝑐 − 𝑏 𝑟 ,      𝑟 ∈  0,1 .           

 

 ـّای آى ضا زض لالة يه -𝑟زض ظيط، چگًَگی تِ زؾر آٍضزى زاتغ ػًَير يه ػسز فاظی اظ ضٍی  تط

 .لًیِ تیاى هی وٌین

                                                           

Triangular 
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 ۺزض ايي نَضذ زاضين. ػسز فاظی زلرَاّی تاقس  𝐴فطو وٌیس ۺ ۳-۳-۱لًیِ

𝜇𝐴  𝑥 = sup  𝑟 ∶   𝑥 ∈  𝐴  
𝑟
 .                                         

= 𝜇𝐴  𝑥اتسسا فطو وٌیس . اثثاذ 𝑟′ ٍ sup  𝑟 ∶   𝑥 ∈  𝐴  
𝑟
 = 𝑟∗ . اظ آًدا𝜇𝐴  𝑥 = 𝑟′ ًِسید 

𝑥هی گیطين  ∈  𝐴  
𝑟   ٍ لصا′

𝑟′ ≤ sup  𝑟 ∶   𝑥 ∈  𝐴  
𝑟
            ⟹            𝑟′ ≤ 𝑟∗.                            

supّوچٌیي اظ آًدا وِ   𝑟 ∶  𝑥 ∈  𝐴  
𝑟
 = 𝑟∗ ٍ 𝐴   ،ًسیدِ هی گیطين ػسز فاظی اؾر𝑥 ∈  𝐴  

𝑟∗، 

ِ یظيطا زض غیط ايي نَضذ    𝐴  هدوَػ
𝑟∗زكىیل يه هدوَػِ تاظ ضا هی زّس ٍ ايي يه زٌالى اؾر   .

 تٌاتطايي

𝜇𝐴  𝑥 ≥ 𝑟∗          ⟹            𝑟∗ ≤ 𝑟′ .                            

 . تسيي زطزیة لًیِ ثاتر قس

 

زيسگاُ اٍل تا اؾسفازُ اظ انل . زض ازاهِ هی ذَاّین حؿاب اػساز فاظی ضا اظ زٍ زيسگاُ تطضؾی وٌین

– 𝑟زيسگاُ زٍم تا اؾسفازُ اظ هفَْم .  زض هَضز آى زَيیح زازُ قس۳-۲-۱۰زؼطيف گؿسطـ هی تاقس وِ زض 

 وِ تِ زفهیل زض هَضز ۱-۳-۱زؼطيف  هی تاقس وِ زض تاظُ ایتطـ يه ػسز فاظی ٍ اؾسفازُ اظ حؿاب اػساز 

ّوچٌیي زض ايي ترف ذَاّین زيس وِ ايي زٍ زيسگاُ واهلاً تا ّن اضظ تَزُ ٍ ًسايح واهلاً . آى تحث قس

 .يىؿاًی ذَاٌّس زاز

 

   حؿاب اػساز فاظی تطاؾاؼ انل گؿسطـ۴-۳

 يىی اظ اػوال حؿاتی خوغ، زفطيك، يطب ٍ يا زمؿین ∗ اػسز فاظی زلرَاّی تاقٌس ٍ  𝑢  ٍ 𝑣فطو وٌیس 

∋∗تاقس، يؼٌی   +, ∗ 𝑢ّوچٌیي فطو وٌیس .  /,×,− 𝑣 = 𝑤 ∈ 𝔼 . زض ايي نَضذ تا اؾسفازُ اظ انل

 ۺضا تِ نَضذ ظيط زؼییي ًوَز  𝑤گؿسطـ، هی زَاى زاتغ ػًَير ػسز فاظی 

𝜇𝑤  𝑡 = sup𝑥∗𝑦=𝑡 min 𝜇𝑢  𝑥 , 𝜇𝑣  𝑦   ,               𝑡 ∈ ℝ.                            
 ۺتٌاتطايي زض حالر ّای خساگاًِ ذَاّین زاقر

𝜇𝑢 +𝑣  𝑡 = sup𝑥+𝑦=𝑡 min 𝜇𝑢  𝑥 , 𝜇𝑣  𝑦   ,                𝑡 ∈ ℝ,                      

𝜇𝑢 −𝑣  𝑡 = 𝑠𝑢𝑝𝑥−𝑦=𝑡 𝑚𝑖𝑛 𝜇𝑢  𝑥 , 𝑣  𝑦   ,                𝑡 ∈ ℝ,                      

       𝜇𝑢 ×𝑣  𝑡 = sup𝑥×𝑦=𝑡 min 𝜇𝑢  𝑥 , 𝜇𝑣  𝑦   ,                𝑡 ∈ ℝ,                      

𝜇𝑢 /𝑣  𝑡 =  sup𝑥/𝑦=𝑡 min 𝜇𝑢  𝑥 , 𝜇𝑣  𝑦   ,              𝑦 ≠ 0,    𝑡 ∈ ℝ.            
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λّوچٌیي اگط  ∈ ℝ يه ػسز غیطنفط زلرَاُ تاقس، آًگاُ يطب اؾىالط λ ∙ 𝑢  ًِیع يه ػسز فاظی اؾر و 

 ۺزاتغ ػًَير آى، تطاؾاؼ انل گؿسطـ، تِ نَضذ ظيط هی تاقس

𝜇𝜆∙𝑢  𝑡 = sup𝜆∙𝑥=𝑡 𝜇𝑢  𝑥  = 𝜇𝑢  
𝑡

𝜆
                         𝑡 ∈ ℝ.                          

 
 
 ـّا– 𝒓  حؿاب اػساز فاظی تطاؾاؼ ۵-۳  تط

 يىی اظ اػوال حؿاتی خوغ، زفطيك، يطب ٍ يا زمؿین ∗ اػسز فاظی زلرَاّی تاقٌس ٍ  𝑢  ٍ 𝑣فطو وٌیس 

∋∗تاقس، يؼٌی   +, ∗ 𝑢ّوچٌیي فطو وٌیس .  /,×,− 𝑣 = 𝑤 ∈ 𝔼 . زض ايي نَضذ تا اؾسفازُ اظ

 ـّا ٍ اؾسفازُ اظ حؿاب اػساز – 𝑟هفَْم  𝑟، هی زَاى  تطای تاظُ ایتط ∈ [0, 1] ،𝑟 –ـّای   ػسز فاظی تط

𝑤  ۺضا تِ نَضذ ظيط زؼییي ًوَز 
 𝑤  𝑟 =  𝑢  𝑟 ∗  𝑣  𝑟 =  𝑥 ∗ 𝑦 ∶   𝑥 ∈  𝑢  𝑟 , 𝑦 ∈  𝑣  𝑟 .                           

𝑟،  تطای تاظُ ایتٌاتطايي زض حالر ّای خساگاًِ تا اؾسفازُ اض حؿاب اػساز  ∈ [0,  ۺ ذَاّین زاقر[1

 𝑢 + 𝑣  𝑟 =  𝑢 𝑟 + 𝑣 𝑟 , 𝑢 𝑟 + 𝑣(𝑟) ,                                                                        

 𝑢 − 𝑣  𝑟 =  𝑢 𝑟 − 𝑣 𝑟 , 𝑢 𝑟 − 𝑣(𝑟) ,                                                                          

 𝑢 ×𝑣  𝑟 =[min  𝑢 𝑟 ∙𝑣 𝑟 ,𝑢 𝑟 ∙𝑣 𝑟 ,𝑢 𝑟 ∙𝑣 𝑟 ,𝑢 𝑟 ∙𝑣 𝑟  ,

                                                                                                          max  𝑢 𝑟 ∙𝑣 𝑟 ,𝑢 𝑟 ∙𝑣 𝑟 ,𝑢 𝑟 ∙𝑣 𝑟 ,𝑢 𝑟 ∙𝑣 𝑟  ],
 

 𝑢 /𝑣  𝑟 =[min  𝑢 𝑟 /𝑣 𝑟 ,𝑢 𝑟 /𝑣 𝑟 ,𝑢 𝑟 /𝑣 𝑟 ,𝑢 𝑟 /𝑣 𝑟  ,

                                                                                                 max  𝑢 𝑟 /𝑣 𝑟 ,𝑢 𝑟 /𝑣 𝑟 ,𝑢 𝑟 /𝑣 𝑟 ,𝑢 𝑟 /𝑣 𝑟  ].
 

 
λّوچٌیي اگط  ∈ ℝ يه ػسز زلرَاُ تاقس، آًگاُ يطب اؾىالط λ ∙ 𝑢  ًِیع يه ػسز فاظی اؾر و 𝑟–

 ـّای آى، تطاؾاؼ حؿاب اػساز   ۺ، تِ نَضذ ظيط هی تاقستاظُ ایتط

 𝜆 ∙ 𝑢  
𝑟

= 𝜆 ∙  𝑢  𝑟 =  
 𝜆𝑢 𝑟 , 𝜆𝑢(𝑟) , 𝜆 ≥ 0,

 𝜆𝑢 𝑟 , 𝜆𝑢(𝑟)  , 𝜆 < 0,
                 𝑟 ∈  0,1 .                         

               
تطـ تا –𝑟 ضاحسی هی زَاى ًكاى زاز وِ حؿاب اػساز فاظی هثسٌی تط انل گؿسطـ ٍ تِۺ ۳-۵-۱ًىسِ 

زض ايي لؿور، ايي ّن اضظی ضا تطای ػول خوغ ًكاى . يىسيگط ّن اضظ تَزُ ٍ ًسايح واهلاً يىؿاًی هی زٌّس

 اػسز فاظی زلرَاّی تاقٌس ٍ  𝑢  ٍ 𝑣فطو وٌیس . تطای ؾايط اػوال ًیع تِ ََض هكاتِ ثاتر هی قَز. هی زّین

𝑢 + 𝑣 = 𝑤 ∈ 𝔼 . تا اؾسفازُ اظ انل گؿسطـ تطای𝑡 ∈ ℝۺ زاضين 

𝜇𝑤  𝑡 = sup𝑥+𝑦=𝑡 min 𝜇𝑢  𝑥 , 𝜇𝑣  𝑦   .                                                
 زض ايي نَضذ ًسیدِ ذَاّین گطفر.  ضخ زّس∗𝑥∗ ٍ 𝑦فطو وٌیس وِ ؾَخطيون زض هَلؼیر 

𝜇𝑤  𝑡 = min 𝜇𝑢  𝑥
∗ , 𝜇𝑣  𝑦

∗  ,      𝑥∗ + 𝑦∗ = 𝑡.                                                
 تطـ، تِ زؾر هی آٍضين–𝑟حال تا اؾسفازُ اظ زؼطيف 
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 𝑤  𝑟= 𝑡 ∶ 𝜇𝑤  𝑡 ≥𝑟 

                                                  = 𝑥∗+𝑦∗ ∶ min  𝜇𝑢  𝑥∗ ,𝜇𝑣  𝑦∗  ≥𝑟 

                                             = 𝑥∗+𝑦∗ ∶   𝜇𝑢  𝑥∗ ≥𝑟,𝜇𝑢  𝑦∗ ≥𝑟 

                                        = 𝑥∗+𝑦∗ ∶   𝑥∗∈ 𝑢  𝑟 ,  𝑦∗∈ 𝑣  𝑟 

   = 𝑢  𝑟+ 𝑣  𝑟 .

                                                

 
ِ ی اؾر وِ حؿاب اػساز فاظی هثسٌی تط      .تطـ تِ زؾر هی زّس–𝑟وِ ايي ّواى ًسید

 
 

   زؾسگاُ ذُی فاظی۶-۳

= 𝒙تطزاض ۺ ۳-۶-۱زؼطيف  𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 𝑇 وِ زض آى ،𝑥 𝑖 ّا اػساز فاظی ّؿسٌس ضا يه تطزاض ػسز

 . يا تِ ََض هرسهط، يه تطزاض فاظی هی ًاهینفاظی

 

𝑛 زؾسگاُ ذُی [۲۴]ۺ ۳-۶-۲زؼطيف × 𝑛  

 
 

 
𝑎11  𝑥 1 + 𝑎12  𝑥 2 + ⋯ + 𝑎1𝑛  𝑥 𝑛 =  𝑏 1 ,

𝑎21𝑥 1 + 𝑎22  𝑥 2 + ⋯ + 𝑎2𝑛  𝑥 𝑛 =  𝑏 2 ,
   ⋮

𝑎𝑛1𝑥 1 + 𝑎𝑛2  𝑥 2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑛  𝑥 𝑛 =  𝑏 𝑛 ,

                      (۱-۶-۳)  

𝑨وِ زض آى هازطيؽ يطاية  =  𝑎𝑖𝑗  𝑛×𝑛
𝑏 𝑖 ،1 يه هازطيؽ حمیمی همساض ٍ  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 اػساز فاظی ،

 . هی ًاهینّؿسٌس ضا يه زؾسگاُ ذُی فاظی

  تِ نَضذ(۳-۶-۱)فطم هازطيؿی زؾسگاُ ذُی فاظی 

𝑨𝒙 = 𝒃 ,                                                                   

= 𝒙هی تاقس، وِ زض آى   𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 𝑇 ٍ 𝒃 =  𝑏 1, 𝑏 2, … , 𝑏 𝑛 
𝑇

 . تطزاضّای فاظی هی تاقٌس

 

= 𝒙تطزاض فاظی [ ۲۴]ۺ ۳-۶-۳زؼطيف  𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 𝑇 ُ( ۳-۶-۱) ضا يه خَاب خثطی فاظی زؾسگا

 هی ًاهین ّطگاُ تِ ََض زلیك زض آى نسق وٌس، يا تِ ػثاضزی زيگط

 𝑎𝑖𝑗 𝑥 𝑗
𝑛
𝑗 =1 = 𝑏 𝑖 ,                𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.                                 

                                                           

Fuzzy number vector 

Fuzzy linear system 
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ضا تا ًواز ( ۳-۶-۱) لطاضزاز هی وٌین وِ خَاب خثطی فاظی زؾسگاُ ذُی فاظی ضؾالِزض ايي ۺ ۳-۶-۱ًىسِ

𝒙 𝑨 =  𝑥 1𝐴 , 𝑥 2𝐴 , … , 𝑥 𝑛𝐴 𝑇ًكاى زّین . 

 

 ـّا، –𝑟ٍ ًیع تا زَخِ تِ حؿاب اػساز فاظی هثسٌی تط  ۳-۶-۳ٍ  ۳-۳-۳تا زَخِ تِ زؼاضيف ۺ ۳-۶-۲ًىسِ تط

= 𝒙تطای آًىِ ًكاى زّین تطزاض فاظی   𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 𝑇 ُهی تاقس، ( ۳-۶-۱) خَاب خثطی زؾسگا

𝑟وافی اؾر  تطای  ∈  ۺثاتر وٌین وِ  0,1 

 𝑎𝑖𝑗  𝑥 𝑗  𝑟
𝑛
𝑗 =1 =  𝑏 𝑖 𝑟 ,                𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.                   (۲-۶-۳)  

 

 .هی تاقس [۲۴] اظ هطخغ ۳ ٍ ۱لن ظيط، ًسیدِ ايی اظ لًايای 

 

زاضای خَای خثطی فاظی يىسا تاقس، آًگاُ هازطيؽ يطاية ( ۳-۶-۱)ّطگاُ زؾسگاُ ذُی فاظی ۺ ۳-۶-۱لن

 .هطتََِ تِ ََض واهل ًاهٌفطز اؾر

 

2تِ ََض هثال، زؾسگاُ ذُی فاظی . ػىؽ لن فَق تطلطاض ًوی تاقسۺ ۳-۶-۳ًىسِ ×  ظيط ضا زض ًظط 2

 .تگیطيس

 
−2𝑥 1 + 3𝑥 2 = 𝑏 1,

    𝑥 1  +  𝑥 2 = 𝑏 2 ,
                                               

 ـّايكاى تِ نَضذ ظيط هكرم قسُ اًس–𝑟 زَؾٍ 𝑏 1 ٍ 𝑏 2وِ زض آى اػساز فاظی   ۺتط

 𝑏 1 
𝑟

=  𝑟 − 12, 12 − 𝑟 ,         𝑏 2 
𝑟

=  𝑟 − 6, 6 − 𝑟 .                          

 تِ ََض واهل ًاهٌفطز هی تاقس، اها تا ايي 𝑨زض ايي هثال تِ ضاحسی هی زَاى هكاّسُ وطز وِ هازطيؽ يطاية 

 زض ٍالغ تطزاض. ٍخَز ايي زؾسگاُ زاضای ّیچ خَاب خثطی ًوی تاقس

  −6 + 2𝑟, 6 − 2𝑟 ,  −𝑟, 𝑟  𝑇                                                    
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 ذاًَازُ ی تاظُ ّای تؿسِ ٍ وطاًساض ۳-۳-۱نسق هی وٌس، ٍلی تا زَخِ تِ لن ( ۳-۶-۲) تاظُ ایزض زؾسگاُ 

  – 𝑟, 𝑟  ∶   0 ≤ 𝑟 ≤  ـّای يه ػسز فاظی ضا ًوی زٌّس–𝑟 زكىیل  1  تطلطاض ۲ظيطا قطٌ . تط

 .ًوی تاقس

 

تِ ايي هؼٌی وِ اگط خَاب . تؿیاض يطٍضی اؾر« يىسايی خَاب خثطی»فطو  ۳-۶-۱زض لن ۺ ۳-۶-۴ًىسِ

لعٍهاً تِ ََض واهل ًاهٌفطز  𝑨يىسا ًثاقس، آًگاُ هازطيؽ يطاية ( ۳-۶-۱)خثطی زؾسگاُ ذُی فاظی 

2تِ ََض هثال زؾسگاُ ذُی فاظی . ًوی تاقس ×  . ظيط ضا زض ًظط تگیطيس2

 
−𝑥 1 + 𝑥 2 = 𝑏 1 ,

    𝑥 1  +  𝑥 2 = 𝑏 2,
                                               

 ـّايكاى تِ نَضذ ظيط هكرم قسُ اًس–𝑟 زَؾٍ 𝑏 1 ٍ 𝑏 2وِ زض آى اػساز فاظی   ۺتط

 𝑏 1 
𝑟

=  3𝑟 − 11, 9 − 3𝑟 ,         𝑏 2 
𝑟

=  3𝑟 − 10, 10 − 3𝑟 .               

 ـّای ظيط اؾر–𝑟زؾسگاُ ذُی فَق زاضای ًاهسٌاّی خَاب خثطی فاظی تا   ۺتط

 𝑥 1 𝑟 =  𝑟 − 2 + 𝛿, 3 − 𝑟 − 𝛿 ,          𝑥 2 𝑟 =  2𝑟 − 8 − 𝛿, 7 − 2𝑟 + 𝛿 .  

𝛿وِ زض آى  ∈ [−
11

2
,

3

2
 .تا ايي حال، زض ايي هثال هازطيؽ يطاية تِ ََض واهل ًاهٌفطز ًوی تاقس. [

 

𝑛يه هسل ولی تطای حل ٍ تِ زؾر آٍضزى خَاب خثطی زؾسگاُ ذُی فاظی  × 𝑛 (۱-۶-۳) ، اٍلیي تاض

زض ايي ضٍـ، تطاؾاؼ فطم خاضاهسطی اػساز . [۲۴] اضائِ قس ۱۹۹۸ ٍ ّوىاضاًف زض ؾال زَؾٍ فطيسهي

𝑛فاظی، زؾسگاُ ذُی فاظی  × 𝑛 (۱-۶-۳ ) يه زؾسگاُ ذُی ولاؾیه ِ 2𝑛 (غیطفاظی)ضا زثسيل ت × 2𝑛 

 ۺظيط هی وٌین

𝑺𝒙 = 𝒚,                                                     (۳-۶-۳)  

 وِ زض آى

𝒙 =  𝑥1 𝑟 , … , 𝑥𝑛 𝑟 , −𝑥1 𝑟 , … , −𝑥𝑛 𝑟  
𝑇

,                                   

                                                           

Friedman 
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𝒚 =  𝑏1 𝑟 , … , 𝑏𝑛 𝑟 , −𝑏1 𝑟 , … , −𝑏𝑛 𝑟  
𝑇

,                                    

ِ ّای هازطيؽ  𝑺ٍ ًیع زضاي =  𝑠𝑘𝑙 2𝑛×2𝑛 تِ نَضذ ظيط تِ زؾر هی آيٌس. 

 
if 𝑎𝑖𝑗 ≥ 0  ⟹ 𝑠𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 , 𝑠𝑖+𝑛,𝑗 +𝑛 = 𝑎𝑖𝑗 ,

if 𝑎𝑖𝑗 < 0  ⟹ 𝑠𝑖 ,𝑗 +𝑛 = −𝑎𝑖𝑗 , 𝑠𝑖+𝑛,𝑗 = −𝑎𝑖𝑗 ,
      𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛.                

ِ ی 𝑺تا فطو ًاهٌفطز تَزى هازطيؽ    ـّای هَخَز( ۳-۶-۳)  ٍ تا حل هؼازل ِ ی ضٍ  هی زَاًین ،تِ ٍؾیل

ِ ی ذَز . ضا هحاؾثِ وٌین 𝒙تطزاض  ِ ی  [۲۴]فطيسهي زض همال ضا ( ۳-۶-۱)خَاب فاظی تطای زؾسگاُ فاظی اٍلی

 .تِ نَضذ ظيط زؼطيف ًوَز

 

𝑋فطو وٌیس [ ۲۴] ۺ۳-۶-۴زؼطيف =   𝑥𝑖(𝑟), −𝑥𝑖(𝑟)  ∶   1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  ُخَاب يىسای زؾسگا 

𝑈تطزاض ػسز فاظی .  تاقس(۳-۶-۲) (غیطفاظی)ولاؾیه ذُی  =   𝑢𝑖(𝑟), 𝑢𝑖(𝑟)  ∶   1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  

 وِ تِ نَضذ 

𝑢𝑖 𝑟 = min 𝑥𝑖 𝑟 , 𝑥𝑖 𝑟 , 𝑥𝑖 1 , 𝑥𝑖 1  ,                                                   

𝑢𝑖 𝑟 = max 𝑥𝑖 𝑟 , 𝑥𝑖 𝑟 , 𝑥𝑖 1 , 𝑥𝑖 1  ,                                                  

𝑖اگط  تطای . هی تاقس( ۳-۶-۳)زؼطيف هی قَز، يه خَاب فاظی تطای زؾسگاُ  = 1, 2, … , 𝑛 ،

 𝑥𝑖(𝑟), 𝑥𝑖(𝑟)  ُّوِ اػساز فاظی تاقٌس، آًگا 𝑢𝑖 𝑟 = 𝑥𝑖(𝑟) ٍ 𝑢𝑖 𝑟 = 𝑥𝑖(𝑟) . وِ زض ايي

 . هی ًاهین ضا خَاب فاظی يؼیف𝑈زض غیط ايي نَضذ .  ًاهیسُ هی قَز خَاب فاظی لَی𝑈حالر 

 

( ۳-۶-۱) زض زؼطيف فَق تايس تِ ايي ًىسِ زلر وطز وِ خَاب لَی زلیما زض زؾسگاُ فاظی ۺ ۳-۶-۵ًىسِ

اها . نسق هی وٌس، تِ ايي هؼٌی وِ تا خايگصاضی آى زض ؾور ضاؾر، ؾور چح زؿاٍی تِ زؾر هی آيس

 .خَاب يؼیف ای گًَِ ًوی تاقس ٍ زض زؾسگاُ هطتََِ نسق ًرَاّس وطز

 

ِ ی تؿیاض هْن زيگطی وِ زض زؼطيف ۺ ۳-۶-۶ًىسِ ٍخَز زاضز ايي اؾر وِ تطاؾاؼ ايي زؼطيف  ۳-۶-۴ًىس

 زؼطيف قسُ زض تالا ّوَاضُ يه تطزاض فاظی اؾر، يؼٌی ّوَاضُ زكىیل يه 𝑈فطيسهي ازػا وطز وِ تطزاض 

                                                           

Strong fuzzy solution 

Weak fuzzy solution 
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ِ ّای ػسز فاظی ضا هی زّس  تا يه هثال ًمى خالة ۲۰۱۱زض ؾال  [۱۲]زض حالی وِ الَْيطًلَ . تطزاض تا هَلف

ِ ی ذَز هثال ظيط ضا اضائِ زاز. ًكاى زاز وِ ايي ازػا ّوَاضُ نحیح ًوی تاقس  .اٍ زض همال

 

2زؾسگاُ ذُی فاظی ۺ ۳-۶-۱هثال ×  . ظيط ضا زض ًظط تگیطيس2

 
𝑥 1 + 𝑥 2 = 𝑏 1 ,

𝑥 1 + 2𝑥 2 = 𝑏 2,
                                             (۴-۶-۳)  

𝑏 1وِ زض آى اػساز فاظی  =  𝑏1 𝑟 , 𝑏1(𝑟)  ٍ 𝑏 2 =  𝑏2 𝑟 , 𝑏2(𝑟)  ِزَؾٍ فطم خاضاهسطيكاى ت 

 .نَضذ ظيط هكرم هی گطزًس

𝑏1 𝑟 =  
8𝑟 − 14, if 0 ≤ 𝑟 ≤

1

2
,

2𝑟 − 11, if 
1

2
≤ 𝑟 ≤ 1,

           𝑏1 𝑟 =  
−1 − 13𝑟, if 0 ≤ 𝑟 ≤

1

2
,

−6 − 3𝑟, if 
1

2
≤ 𝑟 ≤ 1,

       

ٍ 

𝑏2 𝑟 =  
12𝑟 − 24, if 0 ≤ 𝑟 ≤

1

2
,

6𝑟 − 21, if 
1

2
≤ 𝑟 ≤ 1,

            𝑏2 𝑟 =  
−2 − 18𝑟, if 0 ≤ 𝑟 ≤

1

2
,

−7 − 8𝑟, if 
1

2
≤ 𝑟 ≤ 1.

    

اظ ضٍی ًوَزاض تِ ضاحسی هی زَاى هكاّسُ وطز وِ .  ضا ضؾن ًوَزُ اين𝑏 1 ٍ 𝑏 2اػساز فاظی  ۳-۶-۱قىل زض 

𝑏 1 ٍ 𝑏 2زواهی قطايٍ يه ػسز فاظی ضا زاضا ّؿسٌس . 

 

  .۳-۶-۱ اظ هثال 𝑏 1 ٍ 𝑏 2اػساز فاظی  ًوايفۺ ۳-۶-۱قىل 
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0، هی تايؿسی  تطای [۲۴] تطاؾاؼ ضٍـ فطيسهي  ≤ 𝑟 ≤
1

2
4 (غیطفاظی) زؾسگاُ ولاؾیه  × 4 

 

1 1 0 0
1 2 0 0
0 0 1 1
0 0 1 2

  

𝑥1

𝑥2

−𝑥1

−𝑥2

 =  

8𝑟 − 14
12𝑟 − 24
1 + 13𝑟
2 + 18𝑟

 ,                                   

1ٍ  تطای 

2
≤ 𝑟 ≤ 4 (غیطفاظی) زؾسگاُ ولاؾیه 1 × 4 

 

1 1 0 0
1 2 0 0
0 0 1 1
0 0 1 2

  

𝑥1

𝑥2

−𝑥1

−𝑥2

 =  

2𝑟 − 11
6𝑟 − 21
6 + 3𝑟
7 + 8𝑟

 ,                                     

 ۺفَق تِ زؾر ذَاّین آٍضز (غیطفاظی)تا حل زؾسگاُ ّای ذُی ولاؾیه . ضا حل ًوايین

𝑥1 𝑟 =  
4𝑟 − 4, if 0 ≤ 𝑟 ≤

1

2
,

−2𝑟 − 1, if 
1

2
≤ 𝑟 ≤ 1,

        𝑥1 𝑟 =  
−8𝑟, if 0 ≤ 𝑟 ≤

1

2
,

2𝑟 − 5, if 
1

2
≤ 𝑟 ≤ 1,

        

ٍ 

𝑥2 𝑟 = 4𝑟 − 10,                          𝑥2 𝑟 = −1 − 5𝑟.                    

𝑥 2تِ ََض ٍايح  =  𝑥2 𝑟 , 𝑥2(𝑟) اها .  زكىیل فطم خاضاهسطی يه ػسز فاظی ضا هی زّس

𝑥 1 =  𝑥1 𝑟 , 𝑥1(𝑟) ظيطا  تطای .  زاضای چٌیي ذانیسی ًیؿر𝑟 >
1

3
> 𝑥1 𝑟 زاضين  𝑥1 𝑟  ٍ 

  ضٍی تاظُ ی  𝑥1 𝑟  ٍ 𝑥1 𝑟ّوچٌیي زَاتغ 
1

2
, ٍ نؼَزی  (غیطنؼَزی) تِ زطزیة زَاتؼی ًعٍلی  1

𝑥 1ايي زلايل هَخة هی قًَس زا . هی تاقٌس (غیطًعٍلی) =  𝑥1 𝑟 , 𝑥1(𝑟)  زكىیل فطم خاضاهسطی يه 

 . تِ ًوايف زض آهسُ اؾر۳-۶-۲ايي هَيَع زض قىل . ػسز فاظی ضا ًسٌّس
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 .𝑥 1 ٍ ػسز غیطفاظی 𝑥 2ًوايف ػسز فاظی ۺ ۳-۶-۲قىل 

 

𝑈تطزاض ػسز فاظی  ۳-۶-۴ حال تا زَخِ تِ زؼطيف  =   𝑢𝑖(𝑟), 𝑢𝑖(𝑟)  ∶   1 ≤ 𝑖 ≤  ضا تِ  2

( ۳-۶-۴)نَضذ ظيط زكىیل هی زّین وِ تِ ػٌَاى يه خَاب فاظی يؼیف تطای زؾسگاُ ذُی فاظی 

 .هی زَاًس زلمی قَز

𝑢1 𝑟 = min 𝑥1 𝑟 , 𝑥1 𝑟 , 𝑥1 1 , 𝑥1 1  =

 
 
 

 
 4𝑟 − 4, if 0 ≤ 𝑟 ≤

1

4
,

−3, if 
1

4
≤ 𝑟 ≤

3

8
,

−8𝑟, if 
3

8
≤ 𝑟 ≤

1

2
,

2𝑟 − 5, if 
1

2
≤ 𝑟 ≤ 1,

           

𝑢1 𝑟 = max 𝑥1 𝑟 , 𝑥1 𝑟 , 𝑥1 1 , 𝑥1 1  =

 
 
 

 
 −8𝑟, if 0 ≤ 𝑟 ≤

1

3
,

4𝑟 − 4, if 
1

3
≤ 𝑟 ≤

1

2
,

−2𝑟 − 1, if 
1

2
≤ 𝑟 ≤ 1,

        

ٍ 

𝑢2 𝑟 = min 𝑥2 𝑟 , 𝑥2 𝑟 , 𝑥2 1 , 𝑥2 1  = 𝑥2 𝑟 = 4𝑟 − 10,                     

𝑢2 𝑟 = max 𝑥2 𝑟 , 𝑥2 𝑟 , 𝑥2 1 , 𝑥2 1  = 𝑢2 𝑟 = −1 − 5𝑟.                   

𝑢 2تِ ضاحسی هی زَاى تطضؾی وطز وِ  =  𝑢2 𝑟 , 𝑢2(𝑟)  زض قطايٍ فطم خاضاهسطی يه ػسز فاظی نسق 

𝑢 1اها . هی وٌس ٍ تٌاتطايي يه ػسز فاظی اؾر =  𝑢1 𝑟 , 𝑢1(𝑟) زض ٍالغ، ٍايح .  چٌیي ًوی تاقس
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  زض تاظُ ی  𝑢1 𝑟اؾر وِ زاتغ 
3

8
,

1

2
  زض تاظُ ای 𝑢1(𝑟)اؾر ٍ ًیع زاتغ  (غیطنؼَزی) ًعٍلی  

1

3
,

1

2
  

𝑢 1ايي قطايٍ ايداب هی وٌٌس وِ . اؾر (غیطًعٍلی)نؼَزی  =  𝑢1 𝑟 , 𝑢1(𝑟)  يه ػسز فاظی 

تٌاتطايي زض ايي هثال ًكاى زازُ اين وِ .  تِ ضاحسی هكاّسُ وطز۳-۶-۳قىل ايي حمیمر ضا هی زَاى اظ . ًثاقس

 .لعٍهاً يه تطزاض ػسز فاظی همساض ًیؿر [۲۴]خَاب فاظی يؼیف زؼطيف قسُ زَؾٍ فطيسهي زض 

 

 

 .𝑢 1 ٍ ػسز غیطفاظی 𝑢 2ًوايف ػسز فاظی  ۺ۳-۶-۳قىل 

 

 ـّای ػسزی هرسلفی ضا تطای حل  زؾسگاُ ّای ذُی فاظی  تطاؾاؼ ضٍـ فطيسهي، تؿیاضی اظ هحمماى ضٍ

 [۴۰] ضٍـ خسيسی ضا تط اؾاؼ ضٍـ ًكاًسى [۲۰]، ػعزی ۲۰۱۱زض ؾال . [۲, ۸, ۱۷,۱۶,۹]هُطح وطزًس 

𝑛تطای حل زؾسگاُ ّای ذُی فاظی اضائِ زاز وِ زض آى يه زؾسگاُ ذُی فاظی  × 𝑛 ُزثسيل تِ زٍ زؾسگا 

𝑛 (غیطفاظی)ولاؾیه ذُی  × 𝑛يه ضٍـ ؾازُ ٍ [ ۱۴]زض ّواى ؾال، الَْيطًلَ ٍ ّوىاضـ .  هی قَز

ِ  زؾر  آٍضزى خَاب ّای فاظی هسماضى تطای زؾسگاُ ّای ذُی فاظی هثسٌی تط حل زؾسگاُ  ػولی ضا خْر ت

، خَاب ّای زلیك فاظی ٍ ًیع ًعزيىسطيي ۲۰۱۲ّوچٌیي اٍ ٍ ّوىاضاًف زض ؾال . تطـ هُطح ؾاذر-۱زض 

ِ  زؾر آٍضز  ِ ی يه هسط خسيس ت ِ ی اضائ اذیطاً ًیع يه ضٍـ . [۱۵,۱۳]خَاب ّا ی هسماضى فاظی ضا تِ ٍؾیل

ِ  زؾر  آٍضزى خَاب خثطی  خسيس تطاؾاؼ هحسٍز وطزى هدوَػِ خَاب يه زؾسگاُ ذُی فاظی تطای ت

 ـّای ظيازی خْر تِ زؾر آٍضزى خَاب خثطی يه زؾسگاُ ذُی فاظی . هُطح قسُ اؾر[ ۳۴]زض  ضٍ

 . يافر هی قًَس[۱ ,۳ ,۴]ٍخَز زاضز وِ تؼًی اظ آًْا زض 
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 فهـل چْاضم
 

 

 زؾسگاُ ذُی قوَل فاظی
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   همسه۱-۴ِ

ِ ی خسيسی اظ هؿائل فاظی تِ ًام  ضا زؼطيف وطزُ ٍ السام « زؾسگاُ ذُی قوَل فاظی»زض ايي فهل، زؾس

ّوچٌیي تِ تطضؾی اضزثاٌ هیاى هدوَػِ خَاب فاظی يه . تِ هؼطفی هدوَػِ خَاب فاظی آى هی وٌین

زض ًْاير، تا زَخِ تِ . زؾسگاُ ذُی قوَل فاظی ٍ خَاب خثطی فاظی يه زؾسگاُ ذُی فاظی هی خطزاظين

ِ  زؾر  آٍضزى خَاب ّای خثطی فاظی  ِ ی يه ضٍـ ػولی تطای ت هُالة تیاى قسُ، ايي فهل ضا تا اضائ

زض ًْاير ذاَط ًكاى هی وٌین وِ زواهی ًسايح تِ زؾر . يىسای زؾسگاُ ّای ذُی فاظی تِ خاياى هی ضؾاًین

 .هی تاقس [۲۶,۱۱]آهسُ زض ايي فهل اظ هطاخغ 
 

 

   زؾسگاُ ذُی قوَل فاظی۲-۴

𝑛زؾسگاُ ذُی ۺ ۴-۲-۱زؼطيف × 𝑛  

 
 

 
𝑎11  𝑥1 + 𝑎12  𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛  𝑥𝑛 ∈  𝑏 1 ,

𝑎21  𝑥1 + 𝑎22  𝑥2 + ⋯ + 𝑎2𝑛  𝑥𝑛 ∈  𝑏 2 ,
  ⋮

𝑎𝑛1 𝑥1 + 𝑎𝑛2 𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑛  𝑥𝑛 ∈  𝑏 𝑛 ,

                      (۱-۲-۴)  

 

𝑨وِ زض آى هازطيؽ يطاية  =  𝑎𝑖𝑗  𝑛×𝑛
𝑏 𝑖 ،1 يه هازطيؽ حمیمی همساض ٍ  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 اػساز فاظی ،

 .ّؿسٌس ضا يه زؾسگاُ ذُی قوَل فاظی هی ًاهین

 

 ۺضا هی زَاى تِ نَضذ ظيط اضائِ زاز( ۴-۲-۱)فطم هازطيؿی زؾسگاُ ذُی قوَل فاظی 

𝑨𝒙 ∈ 𝒃 ,                                                                    

𝒙وِ زض آى  =  𝑥1 , 𝑥2, … , 𝑥𝑛 𝑇ٍ يه تطزاض حمیمی همساض  𝒃 =  𝑏 1,  
2, … , 𝑏 𝑛 

𝑇
 يه تطزاض 

 .ػسز فاظی همساض هی تاقس

 . زؼطيف هی وٌینضا تِ نَضذ ظيط( ۴-۲-۱)هدوَػِ خَاب فاظی زؾسگاُ 

 

ِ ی ۺ۴-۲-۲زؼطيف   فاظیهدوَػ

𝒮𝒮 =   𝒚, 𝜇𝒮𝒮 (𝒚)  ∶    𝒚 =  𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 𝑇 ∈ ℝ𝑛 ,  𝑎𝑖𝑗 𝑦𝑗
𝑛
𝑗=1 ∈ supp 𝑏 𝑖 , 𝑖 =

1, 2, …, 𝑛,  

(۲-۲-۴)  

                                                           

Fuzzy inclusion linear system 
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 تا زاتغ ػًَير

𝜇𝒮𝒮  𝒚 = min𝑖=1,2,…,𝑛 𝜇𝑏 𝑖
  𝑎𝑖𝑗 𝑦𝑗

𝑛
𝑗=1   ,                                               (۳-۲-۴)  

 .هی تاقس( ۴-۲-۱)هدوَػِ خَاب فاظی زؾسگاُ ذُی قوَل فاظی 

 

ِ یتطـ يه -𝑟تا زَخِ تِ زؼطيف   ضا  تطای  𝒮𝒮تطـ هدوَػِ خَاب فاظی -𝑟 فاظی، هی زَاًین هدوَػ

𝑟 ∈ (0,   تِ نَضذ[1

 𝒮𝒮  
𝑟

=   𝒚 ∈ ℝ𝑛  ∶   𝜇𝒮𝒮  𝒚 ≥ 𝑟 ,                                                                    
𝑟ٍ تطای  =   تِ نَضذ0

 𝒮𝒮  
0

= supp(𝒮𝒮 ) =   𝒚 ∈ ℝ𝑛  ∶   𝜇𝒮𝒮  𝒚 > 0 ,                                             
𝑟  تطایتٌاتطايي . زؼطيف وٌین ∈ (0,  ۺًسیدِ هی گیطين [1

 𝒮𝒮  
𝑟

=   𝒚 ∈ ℝ𝑛  ∶     𝑎𝑖𝑗 𝑦𝑗
𝑛
𝑗=1 ∈  𝑏 𝑖 𝑟 ,   𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 ,               (۴-۲-۴)  

𝑟ٍ ّوچٌیي تطای  =  ۺ زاضين0

 𝒮𝒮  
0

=supp  𝒮𝒮                                                                                                  

=  𝒚∈ℝ𝑛  ∶    𝑎𝑖𝑗 𝑦𝑗
𝑛
𝑗=1 ∈supp  𝑏 𝑖 ,   𝑖=1,2,…,𝑛 .             

(۵-۲-۴)  

     

2زض هثال ظيط، يه زؾسگاُ ذُی قوَل فاظی  ×  ضا هَضز تطضؾی لطاض زازُ ٍ هدوَػِ خَاب فاظی آًطا 2

 .هكرم ٍ تطای زضن تْسط آًطا ضؾن هی وٌین

 

2 زؾسگاُ ذُی قوَل فاظی ۺ۴-۲-۱هثال ×   ظيط ضا زض ًظط تگیطيس2

 
3𝑥1 − 𝑥2 ∈ 𝑏 1 ,

𝑥1 + 2𝑥2 ∈ 𝑏 2,
                                                                   (۶-۲-۴)  

 ۺ تِ نَضذ ظيط زؼطيف قسُ اًس𝑏 1 ٍ 𝑏 2وِ زض آى زاتغ ػًَير اػساز فاظی 

𝜇𝑏 1
 𝑡 =  

𝑡+11

9
, if 𝑡 ∈  −11, −2 ,

3−𝑡

5
, if 𝑡 ∈  −2, 3 ,

0, Otherwise,

    𝜇𝑏 2
 𝑡 =  

𝑡−5

6
, if 𝑡 ∈  5, 11 ,

18−𝑡

7
, if 𝑡 ∈  11, 18 ,

0, Otherwise.

    (۷-۲-۴)  

 

 ضا تِ  𝒮𝒮تطـ ٍ زىیِ گاُ هدوَػِ خَاب فاظی -𝑟، هی زَاًین (۴-۲-۵) ٍ (۴-۲-۴)تط اؾاؼ هؼازلاذ 

 نَضذ ظيط تِ زؾر آٍضين

 𝒮𝒮  
𝑟

=    𝑦1, 𝑦2 𝑇 ∈ ℝ2  ∶    −11+9𝑟≤3𝑦1−𝑦2≤3−5𝑟
5+6𝑟≤𝑦1+2𝑦2≤18−7𝑟

 ,           𝑟 ∈  0, 1 ,              
ٍ 
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 𝒮𝒮  
0

= supp 𝒮𝒮  =    𝑦1, 𝑦2 𝑇 ∈ ℝ2  ∶    −11≤3𝑦1−𝑦2≤3
5≤𝑦1+2𝑦2≤18

 .                  

              

ّواًَُض وِ .  ضؾن ًوَزُ اين۴-۲-۱، ايي هدوَػِ ضا زض قىل  𝒮𝒮تطای زضن تْسط اظ هدوَػِ خَاب فاظی 

 . تِ نَضذ يه ّطم هی تاقس 𝒮𝒮 خیساؾر، هدوَػِ خَاب فاظی ۴-۲-۱اظ قىل 

 

 
 .(۴-۲-۶)ذُی قوَل فاظی  ، تطای زؾسگاُ 𝒮𝒮هدوَػِ خَاب فاظی  ضؾنۺ ۴-۲-۱قىل               

 

 

     ∗ 𝒳  هدوَػِ فاظی ۳-۴

 

ِ ّای فاظی ضا هی زَاى تطای يه زؾسگاُ ذُی فاظی اضائِ زاز ِ ّای فاظی . چٌیي هدوَػ تطای زؼطيف هدوَػ

𝒳 ∗ ّای فاظی وَچىسطی تا ًواز ، اتسسا ِ 𝑥 𝑖هدوَػ
تطای ايي واض، فطو وٌیس هازطيؽ .   زؼطيف هی وٌین∗

𝑨−1ًاهٌفطز تَزُ ٍ  𝑨يطاية  = 𝐷 =  𝑑𝑖𝑗  𝑛×𝑛
𝑖زض ايي نَضذ  تطای .  = 1, 2, … , 𝑛 هی زَاًین ،

ِ ّای فاظی  𝑥 𝑖هدوَػ
 ۺ ضا تِ نَضذ ظيط زؼطيف هی وٌین∗

𝑥 𝑖
∗ =   𝑦, 𝜇𝑥 𝑖

∗(𝑦)  ∶  ∃ 𝑏1
∗, 𝑏2

∗, … , 𝑏𝑛
∗ 𝑇 ∈  supp(𝑏 𝑗 )𝑛

𝑗=1 ;  𝑑𝑖𝑗
𝑛
𝑗 =1 𝑏𝑗

∗ = 𝑦 ∈ ℝ , 

(۱-۳-۴)  

𝜇𝑥 𝑖وِ زض آى زاتغ ػًَير 
 ۺ  تِ نَضذ ظيط زؼطيف هی قَز∗

𝜇𝑥 𝑖
∗ 𝑦 = sup𝑏𝑗

∗  min𝑗=1,2,…,𝑛  𝜇𝑏 𝑗
 𝑏𝑗

∗   ∶    𝑑𝑖𝑗
𝑛
𝑗 =1 𝑏𝑗

∗ = 𝑦 .              (۲-۳-۴)  

ِ یتطـ يه -𝑟تا زَخِ تِ زؼطيف ّوچٌیي  𝑖  تطای  فاظی،هدوَػ = 1, 2, … , 𝑛 تطای  ٍ 𝑟 ∈  0, 1  ،

 ۺزاضين
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 𝑥 𝑖
∗ 𝑟 =   𝑦 ∈ ℝ ∶   𝜇𝑥 𝑖

∗ 𝑦 ≥ 𝑟 ,                                                                                    
𝑟ٍ تطای  =  ۺ زاضين0

 𝑥 𝑖
∗ 0 = supp 𝑥 𝑖

∗ =   𝑦 ∈ ℝ ∶   𝜇𝑥 𝑖
∗ 𝑦 > 0 .                                                           

ِ ّای فاظی  𝑥 𝑖حال تِ ٍؾیلِ هدوَػ
 ۺ ّا، هی زَاًین هدوَػِ فاظی زيگطی تِ نَضذ ظيط زؼطيف وٌین∗

𝒳 ∗ =   𝒚, 𝜇𝒳 ∗(𝒚)  ∶    𝒚 =  𝑦1 , 𝑦2 , … , 𝑦𝑛 𝑇 ∈  supp(𝑥 𝑗
∗)𝑛

𝑗=1  ,              (۳-۳-۴)  

 تا زاتغ ػًَير 

𝜇𝒳 ∗ 𝒚 = min𝑖=1,2,…,𝑛 𝜇𝑥 𝑖
∗ 𝑦𝑖  .                                             (۴-۳-۴)  

 زؼطيف هی وٌین

 𝒳 ∗ 
𝑟

=   𝒚 ∈ ℝ𝑛  ∶   𝜇𝒳 ∗ 𝒚 ≥ 𝑟 ,        𝑟 ∈  0, 1 ,                                    (۵-۳-۴)  

 ٍ ّوچٌیي

 𝒳 ∗ 
0

= supp 𝒳 ∗ =   𝒚 ∈ ℝ𝑛  ∶   𝜇𝒳 ∗ 𝒚 > 0 .                                      (۶-۳-۴)  

 

 

 ۺزاضين ∗ 𝒳تطای هدوَػِ فاظی ۺ ۴-۳-۱لًیِ 

 𝒳 ∗ 
𝑟

=   𝑥 𝑖
∗ 𝑟

𝑛
𝑖=1 ,                𝑟 ∈  0, 1 ,                                                      

 تِ ٍيػُ

supp 𝒳 ∗ =  supp 𝑥 𝑖
∗ 𝑛

𝑖=1 .                                                                        
𝑟،  تطای (۴-۳-۱) -(۴-۳-۶)اظ هؼازلاذ . اثثاذ ∈  0,   ًسیدِ هی گیطين 1

 𝒳 ∗ 
𝑟

=  𝒚∈ℝ𝑛  ∶  𝜇𝒳 ∗ 𝒚 ≥𝑟                                              

=  𝒚∈ℝ𝑛  ∶  𝜇𝑥 𝑖
∗ 𝑦𝑖 ≥𝑟,   𝑖=1,2,…,𝑛       

=  𝒚∈ℝ𝑛  ∶  𝑦𝑖∈ 𝑥 𝑖
∗ 

𝑟
,   𝑖=1,2,…,𝑛          

=   𝑥 𝑖
∗ 

𝑟
𝑛
𝑖=1 .                                                   

 

                           

𝑟تطای  ّوچٌیي =  ۺ زاضين0

 𝒳 ∗ 
0

=supp  𝒳 ∗ =  𝒚∈ℝ𝑛  ∶  𝜇𝒳 ∗ 𝒚 >0                    

=  𝒚∈ℝ𝑛  ∶  𝜇𝑥 𝑖
∗ 𝑦𝑖 >0,   𝑖=1,2,…,𝑛       

=  𝒚∈ℝ𝑛  ∶  𝑦𝑖∈supp  𝑥 𝑖
∗ ,    𝑖=1,2,…,𝑛 

= supp  𝑥 𝑖
∗ 𝑛

𝑖=1 =  𝑥 𝑖
∗ 

0
n
𝑖=1 .                   

                             

 . تٌاتطايي اثثاذ لًیِ تِ خاياى ضؾیس
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 ًاهٌفطز تاقس ٍ لطاض زّین 𝑨هازطيؽ يطاية ( ۳-۶-۱)ّطگاُ زض زؾسگاُ ذُی فاظی ۺ ۴-۳-۲لًیِ 

𝑨−1 = 𝑫 =  𝑑𝑖𝑗  𝑛×𝑛
 ـّای هدوَػِ فاظی -𝑟، زض ايي نَضذ  ضا هی زَاى تِ نَضذ ظيط تِ  ∗ 𝒳تط

 ۺزؾر آٍضز

 𝒳 ∗ 
𝑟

=   𝑑𝑖𝑗  𝑏 𝑗  𝑟
𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 ,                                   𝑟 ∈  0, 1 ,                   

 يا تِ ػثاضزی زيگط

      𝒳 ∗ 
𝑟

=   𝑦1, 𝑦2 , … , 𝑦𝑛 𝑇 ∈ ℝ𝑛  ∶   𝑖 = 1, 2, … , 𝑛; ∃ 𝑏1𝑖

∗ , 𝑏2𝑖

∗ , … , 𝑏𝑛𝑖

∗  
𝑇

∈

  𝑏 𝑗  𝑟
𝑛
𝑗 =1 ;  𝑦𝑖 =  𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 𝑖

∗𝑛
𝑗 =1   

 
𝑟فطو وٌیس . اثثاذ ∈  0,  زاضين( ۴-۳-۴)ٍ ( ۴-۳-۲)تا اؾسفازُ اظ هؼازلاذ .  1

𝒛= 𝑧1 ,𝑧2 ,…,𝑧𝑛  𝑇∈ 𝒳 ∗ 
𝑟
⇔𝜇𝒳 ∗ 𝒛 ≥𝑟                                                                             

                                           ⟺min 𝑖=1,2,…,𝑛  𝜇𝑥 𝑖
∗ 𝑦𝑖  ≥𝑟                                           

 
⟺∀𝑖=1,2,…,𝑛,𝜇𝑥 𝑖

∗ 𝑦𝑖 ≥𝑟       

                                          ⟺∀𝑖=1,2,…,𝑛,∃ 𝑏1𝑖
∗ ,𝑏2𝑖

∗ ,…,𝑏𝑛𝑖
∗  

𝑇
∈ supp  𝑏 𝑗  

𝑛
𝑗=1 ;

                                                  min 𝑗=1,2,…,𝑛  𝜇𝑏 𝑗
 𝑏𝑗 𝑖

∗   ≥𝑟 ,   𝑧𝑖= 𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 𝑖
∗𝑛

𝑗=1  

                                         ⟺∀𝑖=1,2,…,𝑛,∃ 𝑏1𝑖
∗ ,𝑏2𝑖

∗ ,…,𝑏𝑛𝑖
∗  

𝑇
∈ supp  𝑏 𝑗  

𝑛
𝑗=1 ;

                                         𝑖=1,2,…,𝑛,𝜇𝑏 𝑗
 𝑏𝑗 𝑖

∗   ≥𝑟,𝑧𝑖= 𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 𝑖
∗𝑛

𝑗=1  

                                       ⟺∀𝑖=1,2,…,𝑛,∃ 𝑏1𝑖
∗ ,𝑏2𝑖

∗ ,…,𝑏𝑛𝑖
∗  

𝑇
∈  𝑏 𝑗  𝑟

𝑛
𝑗=1 ;         

𝑧𝑖= 𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 𝑖
∗𝑛

𝑗=1        

                                        ⟺𝒛= 𝑧1 ,𝑧2 ,…,𝑧𝑛  𝑇∈  𝑑𝑖𝑗  𝑏 𝑗  𝑟
𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 ,                   

  

 . تٌاتطايي لًیِ ثاتر قس

 

ِ ّای   ۺًسیدِ هی گیطين ۴-۳-۲ٍ  ۴-۳-۱اظ لًی

 

 ۺزاضين ∗ 𝒳تطای هدوَػِ فاظی ۺ ۴-۳-۱ًسیدِ 

۱ )supp(𝒳 ∗) =   𝑑𝑖𝑗 supp 𝑏 𝑗       𝑛
𝑗 =1

𝑛
𝑖=1.  

𝑟تطای   (۲ ∈  0, 𝑖ٍ  تطای   1 = 1, 2, … , 𝑛 ، 𝑥 𝑖
∗ 𝑟 =  𝑑𝑖𝑗  𝑏 𝑗  𝑟

𝑛
𝑗=1  ِزض ًسید ٍ

supp(𝑥 𝑖
∗) =  𝑑𝑖𝑗 supp 𝑏 𝑗       𝑛

𝑗=1.  
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𝑖 زض ايي نَضذ  تطای. ًاهٌفطز تاقس 𝑨 فطو وٌیس هازطيؽ يطايةۺ ۴-۳-۳لًیِ  = 1, 2, … , 𝑛، 

𝑥 𝑖  ذاًَازُ ی تاظُ ّای 
∗ 𝑟  ∶   0 ≤ 𝑟 ≤  ـّای يه ػسز فاظی ضا هی زّس-𝑟 زكىیل  1  .تط

𝑨−𝟏لطاض هی زّین . اثثاذ = 𝑫 =  𝑑𝑖𝑗  𝑛×𝑛
𝑖  ٍ ًیع  تطای  = 1, 2, … , 𝑛 ، 

 𝑥 𝑖
∗ 𝑟 =  𝑥𝑖

∗(𝑟), 𝑥𝑖
∗(𝑟) ,     𝑖 = 1, 2, … , 𝑛,        𝑟 ∈  0, 1 .                      

ِ ی  ِ ی ٍ ۴-۳-۱اظ ًسید  تِ زؾر هی آٍضين (۲-۳-۸) هؼازل

𝑥𝑖
∗ 𝑟 =  𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟)𝑗∈𝛺𝑖

+ +  𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟)𝑗∈𝛺𝑖
− ,      𝑖 = 1, 2, … , 𝑛,                    (۷-۳-۴)  

𝑥𝑖
∗ 𝑟 =  𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟)𝑗∈𝛺𝑖

+ +  𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟)𝑗∈𝛺𝑖
− ,      𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.                    (۸-۳-۴)  

 ۺ  وافی اؾر ًكاى زّین۳-۳-۱تطاؾاؼ لن 

۱ ) 𝑥 𝑖
∗ 𝑟  تاظُ ّای تؿسِ ٍ وطاًساض  تطای𝑟 ∈  0,  . هی تاقٌس 1

0ّطگاُ  (۲ ≤ 𝑟1 ≤ 𝑟2 آًگاُ تايس زاقسِ تاقین ، 𝑥 𝑖
∗ 𝑟2

⊆  𝑥 𝑖
∗ 𝑟1

. 

𝑟𝑘 𝑘=0 ّطگاُ  (۳
,0] زض تاظُ ی 𝑟ٍ ّوگطا تِ  (ًاًعٍلی) زًثالِ ای نؼَزی ∞  تاقس، آًگاُ تايس [1

 زاقسِ تاقین

 lim𝑘→∞ 𝑥𝑖
∗ 𝑟𝑘 , lim𝑘→∞ 𝑥𝑖

∗ 𝑟𝑘  =  𝑥𝑖
∗(𝑟), 𝑥𝑖

∗(𝑟) .                    
𝑗، چَى  تطای ۱   تطای اثثاذ ذانیر  = 1, 2, … , 𝑛 ،𝑏 𝑗 ّا اػسز فاظی هی تاقٌس زض ايي نَضذ 

 𝑏 𝑗  𝑟 =  𝑏𝑗 (𝑟), 𝑏𝑗 (𝑟)   تاظُ ّای تؿسِ ٍ وطاًساض هی تاقٌس ٍ زض ًسیدِ زَاتغ𝑏𝑗  ٍ𝑏𝑗 زَاتؼی وطاًساض ،

,0 ضٍی  𝑟 ّؿسٌس ٍ ًیع  تطای  1 ∈  0, 1   ،𝑏𝑗 (𝑟) ≤ 𝑏𝑗 (𝑟). ی ِ ( ۲-۳-۸) لصا تا زَخِ تِ هؼازل

 ۺزاضين

 𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟)𝑗∈𝛺𝑖
+ ≤  𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟)𝑗∈𝛺𝑖

+ ,            𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟)𝑗∈𝛺𝑖
− ≤  𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟)𝑗∈𝛺𝑖

− ,         

𝑥𝑖وِ ايداب هی وٌس 
∗ ٍ 𝑥𝑖

,0  زَاتؼی وطاًساض ضٍی ∗ 𝑟 ّؿسٌس ٍ ًیع  تطای  1 ∈  0, 1   ،

𝑥𝑖
∗(𝑟) ≤ 𝑥𝑖

∗(𝑟) .تٌاتطايي  𝑥 𝑖
∗ 𝑟  تاظُ ّای تؿسِ ٍ وطاًساض  تطای𝑟 ∈  0,  . هی تاقٌس 1

0، فطو هی وٌین ۲   تطای اثثاذ ذانیر  ≤ 𝑟1 ≤ 𝑟2 . تا زَخِ تِ ػسز فاظی تَزى𝑏 𝑗 ّا، ًسیدِ هی 

𝑏𝑗 گیطين   𝑟2 , 𝑏𝑗 (𝑟2) ⊆  𝑏𝑗  𝑟1 , 𝑏𝑗 (𝑟1)   لصا ، 

𝑏𝑗  𝑟1 ≤ 𝑏𝑗  𝑟2 ,              𝑏𝑗  𝑟2 ≤ 𝑏𝑗  𝑟1 .                                (۹-۳-۴)  

 تِ زؾر هی آٍضين( ۴-۳-۹)ٍ ( ۲-۳-۸)تا اؾسفازُ اظ هؼازلاذ 

 𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟1)𝑗∈𝛺𝑖
+ ≤  𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟2)𝑗∈𝛺𝑖

+ ,         𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟1)𝑗∈𝛺𝑖
− ≤  𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟2)𝑗∈𝛺𝑖

− .           
 تٌاتطايي

 𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟1)𝑗∈𝛺𝑖
+ +  𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟1)𝑗∈𝛺𝑖

− ≤  𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟2)𝑗∈𝛺𝑖
+ +  𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟2)𝑗∈𝛺𝑖

− ,             
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 تِ ػثاضزی زيگط

𝑥𝑖
∗ 𝑟1 ≤ 𝑥𝑖

∗ 𝑟2 .                                    (۱۰-۳-۴)  

 تِ زؾر هی آٍضين( ۴-۳-۹)ٍ ( ۲-۳-۸)ّوچٌیي اظ هؼازلاذ 

 𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟2)𝑗∈𝛺𝑖
− ≤  𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟1)𝑗∈𝛺𝑖

− ,         𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟2)𝑗∈𝛺𝑖
+ ≤  𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟1)𝑗∈𝛺𝑖

+ .       
 زض ايي نَضذ ًسیدِ هی گیطين

 𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟2)𝑗∈𝛺𝑖
+ +  𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟2)𝑗∈𝛺𝑖

− ≤  𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟1)𝑗∈𝛺𝑖
+ +  𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟1)𝑗 ∈𝛺𝑖

− ,             
 يؼٌی

𝑥𝑖
∗(𝑟2) ≤ 𝑥𝑖

∗(𝑟1).                                                       (۱۱-۳-۴)  

 ايداب هی وٌٌس( ۴-۳-۱۱)ٍ ( ۴-۳-۱۰)هؼازلاذ 
 𝑥 𝑖

∗ 𝑟2
⊆  𝑥 𝑖

∗ 𝑟1
.                                                                   

ِ ی غیطًعٍلی 𝑏 𝑗ػسز فاظی تَزى ، تا زَخِ تِ ۳   تطای اثثاذ ذانیر  𝑟𝑘 𝑘=0  ّا،  تطای زًثال
  ٍ ّوگطا ∞

 ، ًسیدِ هی گیطين𝑟تِ 

lim𝑘→∞ 𝑏𝑗  𝑟𝑘 = 𝑏𝑗  𝑟 ,               lim𝑘→∞ 𝑏𝑗  𝑟𝑘 = 𝑏𝑗  𝑟 .                     
 زض ايي نَضذ ذَاّین زاقر

lim 𝑘→∞ 𝑥𝑖
∗ 𝑟𝑘 =lim 𝑘→∞   𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟𝑘)

𝑗∈𝛺 𝑖
+ + 𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗 (𝑟𝑘)𝑗∈𝛺 𝑖

−                                                       

= 𝑑𝑖𝑗  lim 𝑘→∞ 𝑏𝑗  𝑟𝑘  
𝑗∈𝛺 𝑖

+ + 𝑑𝑖𝑗  lim 𝑘→∞ 𝑏𝑗  𝑟𝑘  𝑗∈𝛺 𝑖
−

= 𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗  𝑟 
𝑗∈𝛺 𝑖

+ + 𝑑𝑖𝑗 𝑏𝑗  𝑟 𝑗∈𝛺 𝑖
−                                                

=𝑥𝑖
∗ 𝑟 .                                                                                                      

  

 تِ ََض هكاتِ هی زَاًین ًكاى زّین وِ 

lim𝑘→∞ 𝑥𝑖
∗ 𝑟𝑘 = 𝑥𝑖

∗ 𝑟 .                                                     
 . تٌاتطايي اثثاذ لًیِ تِ خاياى هی ضؾس

 

ِ ی يه هثال ػسزی،  ِ یزض ازاهِ لهس آى ضا زاضين زا تا اضائ ضا تطای يه زؾسگاُ ذُی فاظی  ∗ 𝒳 هدوَػ

2 ×  . ضؾن ًوايین2

 

2زؾسگاُ ذُی فاظی ۺ ۴-۳-۱هثال  ×  . ظيط ضا زض ًظط تگیطيس2

 
3𝑥 1 − 𝑥 2 = 𝑏 1 ,

𝑥 1 + 2𝑥 2 = 𝑏 2,
                                                       (۱۲-۳-۴)  

ِ ی 𝑏 1 ٍ 𝑏 2وِ زض آى زَاتغ ػًَير اػساز فاظی  ِ ی . زازُ قسُ اؾر (۴-۲-۷) زَؾٍ هؼازل تطاؾاؼ لًی

  ًسیدِ هی گیطين۲-۳-۴



78 
 

 𝒳 ∗ 
𝑟

=  
24𝑟−17

7
,

24−17𝑟

7
 ×  

12+23𝑟

7
,

65−30𝑟

7
 ,      𝑟 ∈  0, 1 .                     

ّواًَُض .  ضؾن ًوَزُ اين۴-۳-۱، ايي هدوَػِ ضا زض قىل ∗ 𝒳تطای زضن تْسط اظ هدوَػِ خَاب فاظی 

 . ًیع تِ نَضذ يه ّطم هی تاقس∗ 𝒳 خیساؾر، هدوَػِ خَاب فاظی ۴-۳-۱وِ اظ قىل 

 

  

 
 (.۴-۳-۷)ذُی فاظی  ، تطای زؾسگاُ∗ 𝒳هدوَػِ خَاب فاظی  ضؾنۺ ۴-۳-۱قىل               

 

 

 𝒳 𝒜  هدوَػِ فاظی ۴-۴

 

ايي هدوَػِ . هكرم هی قَز ضا هؼطفی هی وٌین 𝒳 𝒜زض ايي لؿور، هدوَػِ فاظی زيگطی وِ تا ًواز 

تطای ايي واض، فطو وٌیس تطزاض ػسز . فاظی تطاؾاؼ خَاب خثطی يه زؾسگاُ ذُی فاظی ؾاذسِ هی قَز

𝒙 𝑨فاظی همساض  =  𝑥 1𝐴 , 𝑥 2𝐴 , … , 𝑥 𝑛𝐴 𝑇 زؼطيف . تاقس( ۳-۶-۱) خَاب خثطی زؾسگاُ ذُی فاظی

 ۺهی وٌین

𝒳 𝒜 =   𝒚, 𝜇𝒳 𝒜
(𝒚)  ∶    𝒚 =  𝑦1 , 𝑦2 , … , 𝑦𝑛 𝑇 ∈  supp(𝑥 𝑖𝐴)𝑛

𝑖=1  ,             (۱-۴-۴)  

 تا زاتغ ػًَير

𝜇𝒳 𝒜
 𝒚 = min𝑖=1,2,…,𝑛 𝜇𝑥 𝑖𝐴

 𝑦𝑖  .                                                                    (۲-۴-۴)  

 ّواًٌس لثل زؼطيف هی وٌین

 𝒳 𝒜 
𝑟

=   𝒚 ∈ ℝ𝑛  ∶   𝜇𝒳 𝒜
 𝒚 ≥ 𝑟 ,           𝑟 ∈  0, 1 ,                                 (۳-۴-۴)  

 ٍ ّوچٌیي
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 𝒳 𝒜 
0

= supp 𝒳 𝒜 =   𝒚 ∈ ℝ𝑛  ∶   𝜇𝒳 𝒜
 𝒚 > 0 .                                      (۴-۴-۴)  

 

 

 ۺزاضين 𝒳 𝒜تطای هدوَػِ فاظی ۺ ۴-۴-۱لًیِ 

 𝒳 𝒜 
𝑟

=   𝑥 𝑖𝐴 𝑟
𝑛
𝑖=1 ,                𝑟 ∈  0, 1 ,                                                                     

 تِ ٍيػُ

supp 𝒳 𝒜 =  supp 𝑥 𝑖𝐴 𝑛
𝑖=1 .                                                                                        

     

𝑟،  تطای (۴-۴-۱) -(۴-۴-۴)اظ هؼازلاذ . اثثاذ ∈  0,   زاضين 1

 𝒳 𝒜 
𝑟

=  𝒚∈ℝ𝑛  ∶  𝜇𝒳 𝒜
 𝒚 ≥𝑟                                              

=  𝒚∈ℝ𝑛  ∶  𝜇𝑥 𝑖𝐴
 𝑦𝑖 ≥𝑟,   𝑖=1,2,…,𝑛     

=  𝒚∈ℝ𝑛  ∶  𝑦𝑖∈ 𝑥 𝑖𝐴  𝑟 ,   𝑖=1,2,…,𝑛          

=   𝑥 𝑖𝐴  𝑟
𝑛
𝑖=1 .                                                   

 

                                

𝑟ّوچٌیي تطای  =  ۺ زاضين0

 𝒳 𝒜 
0

=supp  𝒳 𝒜 =  𝒚∈ℝ𝑛  ∶  𝜇𝒳 𝒜
 𝒚 >0                      

=  𝒚∈ℝ𝑛  ∶  𝜇𝑥 𝑖𝐴
 𝑦𝑖 >0,   𝑖=1,2,…,𝑛       

=  𝒚∈ℝ𝑛  ∶  𝑦𝑖∈supp  𝑥 𝑖𝐴  ,    𝑖=1,2,…,𝑛 

= supp  𝑥 𝑖𝐴  𝑛
𝑖=1 =  𝑥 𝑖𝐴  0

n
𝑖=1 .                 

                             

 . تٌاتطايي اثثاذ لًیِ تِ خاياى ضؾیس

 

2 ضا تطای يه زؾسگاُ ذُی فاظی 𝒳 𝒜زض هثال ظيط، هدوَػِ فاظی  ×  . ضؾن هی وٌین2

 

2 زؾسگاُ ذُی فاظی ۺ ۴-۴-۱هثال  × زاتغ  . ضا زض ًظط تگیطيس۴-۳-۱اضائِ قسُ زض هثال  (۷-۳-۴) 2

 .ػًَير خَاب خثطی ايي زؾسگاُ تِ نَضذ ظيط هی تاقس

𝜇𝑥 1𝐴
 𝑡 =  

𝑡+1

2
, if 𝑡 ∈  −1, 1 ,

2 − 𝑡, if 𝑡 ∈  1, 2 ,
0, Otherwise,

                  𝜇𝑥 2𝐴
 𝑡 =  

𝑡−3

2
, if 𝑡 ∈  3, 5 ,

8−𝑡

3
, if 𝑡 ∈  5, 8 ,

0, Otherwise,

         

  ًسیدِ هی گیطين۴-۴-۱لًیِ ٍ زض ًسیدِ تا اؾسفازُ اظ 

 𝒳 𝒜 
𝑟

=  −1 + 2𝑟, 2 − 𝑟 ×  3 + 2𝑟, 8 − 3𝑟 ,      𝑟 ∈  0, 1 .                   
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ّواًَُض وِ . ضؾن ًوَزُ اين۴-۴-۱، ايي هدوَػِ ضا زض قىل 𝒳 𝒜تطای زضن تْسط اظ هدوَػِ خَاب فاظی 

 . ًیع تِ نَضذ يه ّطم هی تاقس𝒳 𝒜 خیساؾر، هدوَػِ خَاب فاظی ۴-۴-۱اظ قىل 

 
 

 
 .(۴-۳-۷)ذُی فاظی  ، تطای زؾسگا𝒳 𝒜ُهدوَػِ خَاب فاظی  ضؾنۺ ۴-۴-۱قىل               

 

 

 

ِ ّای فاظی ۵-۴  𝒮𝒮  ،𝒳 ∗ٍ  𝒳 𝒜  ضٍاتٍ تیي هدوَػ

 

ِ ّای فاظی زؼطيف قسُ زض لؿور ّای لثلی  زض ايي لؿور هی ذَاّین تِ تطضؾی ضٍاتٍ هیاى هدوَػ

 .تدطزاظين

 

هازطيؽ  (۳-۶-۱)يا زض زؾسگاُ ذُی فاظی ( ۴-۲-۱)ّطگاُ زض زؾسگاُ ذُی قوَل فاظی ۺ ۴-۵-۱لًیِ 

 ۺًاهٌفطز تاقس، آًگاُ 𝑨يطاية 

𝒳 𝒜 ⊆ 𝒮𝒮 ⊆ 𝒳 ∗.                                                                         
 ۺوافی اؾر ًكاى زّین ۳-۲-۵تطاؾاؼ زؼطيف . اثثاذ

∀𝒚 ∈ ℝ𝒏 ⟹ 𝜇𝒳 𝒜
 𝒚 ≤ 𝜇𝒮𝒮  𝒚 ≤ 𝜇𝒳 ∗ 𝒚 .                                         

𝒚فطو وٌیس  . اتسسا ًاهؿاٍی چح ضا ثاتر هی وٌین =  𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 𝑇 ∈  supp(𝑥 𝑖𝐴)𝑛
𝑖=1 . زض

𝜇𝒳 𝒜ايداب هی وٌٌس وِ  (۴-۴-۲)ٍ ( ۴-۴-۱)غیط ايي نَضذ، هؼازلاذ 
 𝒚 =  ٍ تٌاتطايي اثثاذ 0

 حال فطو وٌیس. ًاهؿاٍی چح تسيْی اؾر

𝜇𝑥 𝑖𝐴
 𝑦𝑖 = 𝑟𝑖 ,                    𝑖 = 1, 2, … , 𝑛,                       (۱-۵-۴)  
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ٍ 

𝑟∗ = min𝑖=1,2,…,𝑛 𝑟𝑖 .                                                         (۲-۵-۴)  

 زض ايي نَضذ ذَاّین زاقر

𝜇𝒳 𝒜
 𝒚 = min𝑖=1,2,…,𝑛 𝜇𝑥 𝑖𝐴

 𝑦𝑖  = min𝑖=1,2,…,𝑛 𝑟𝑖 = 𝑟∗.                 (۴-۴-۴)  

 زاضين (۴-۵-۲)ٍ ( ۴-۵-۱)اظ هؼازلاذ 

𝜇𝑥 𝑖𝐴
 𝑦𝑖 ≥ 𝑟∗   ⟹   𝑦𝑖 ∈  𝑥 𝑖𝐴 𝑟∗ ,            𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.                       (۴-۵-۴)  

𝒙 𝐴اظ َطف زيگط چَى  =  𝑥 1𝐴 , 𝑥 2𝐴 , … , 𝑥 𝑛𝐴 𝑇  هی تاقس، ( ۳-۶-۱)خَاب خثطی زؾسگاُ ذُی فاظی

𝑨 𝒙 𝐴لصا  = 𝒃 ِزض ًسید ٍ  

 𝑎𝑖𝑗  𝑥 𝑗𝐴  
𝑟∗

𝑛
𝑗 =1 =  𝑏 𝑖 𝑟∗ .                          𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.                       (۵-۵-۴)  

𝑖،  تطای (۴-۵-۵)ٍ  (۴-۵-۴)تا اؾسفازُ اظ هؼازلاذ  = 1, 2, … , 𝑛ًسیدِ هی گیطين  

 𝑎𝑖𝑗  𝑦𝑗
𝑛
𝑗 =1 ∈  𝑏 𝑖 𝑟∗ ⟹ 𝜇𝑏 𝑖

  𝑎𝑖𝑗  𝑦𝑗
𝑛
𝑗=1  ≥ 𝑟∗.                                   (۶-۵-۴)  

𝑎𝑖𝑗 اظ ًمُِ ًظط زيگط، ٍايح اؾر وِ   𝑦𝑗
𝑛
𝑗 =1 ∈ supp 𝑏 𝑖   ِزاضين (۴-۲-۳)ٍ لصا اظ هؼازل 

𝜇𝒮𝒮  𝒚 = min𝑖=1,2,…,𝑛 𝜇𝑏 𝑖
  𝑎𝑖𝑗 𝑦𝑗

𝑛
𝑗=1   ≥ 𝑟∗.                                  (۷-۵-۴)  

 تِ زؾر هی آٍضين (۴-۵-۷)ٍ ( ۴-۵-۳)حال اظ هؼازلاذ 

𝜇𝒳 𝒜
 𝒚 ≤ 𝜇𝒮𝒮  𝒚 ,                                                                              

 وِ ايداب هی وٌس

𝒳 𝒜 ⊆ 𝒮𝒮 .                                                     (۸-۵-۴)  

 .تٌاتطايي ًاهؿاٍی ؾور چح لًیِ ثاتر قس

     حال ًاهؿاٍی ؾور ضاؾر ضا ًكاى هی زّین، يؼٌی

∀𝒚 ∈ ℝ𝒏 ⟹ 𝜇𝒮𝒮  𝒚 ≤ 𝜇𝒳 ∗ 𝒚 .                                                  
𝒚فطو وٌیس  ∈ ℝ𝒏  ّوچٌیي  تطای ٍ𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 ، 

 𝑎𝑖𝑗  𝑦𝑗
𝑛
𝑗 =1 ∈ supp 𝑏 𝑖 .                                         (۹-۵-۴)  

= 𝜇𝒮𝒮  𝒚ايداب هی وٌٌس وِ ( ۴-۲-۳)ٍ  (۴-۲-۲)زض غیط ايي نَضذ هؼازلاذ   ٍ تٌاتطايي اثثاذ 0

ِ ی . ًاهؿاٍی ضاؾر تسيْی اؾر  ًسیدِ هی گیطين( ۴-۵-۹)اظ هؼازل

∃𝑏𝑖
∗ ∈  supp 𝑏 𝑖 ;    𝑎𝑖𝑗  𝑦𝑗

𝑛
𝑗=1 = 𝑏𝑖

∗,                 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.                  
 تٌاتطايي

𝜇𝒮𝒮  𝒚 = min=1,2,…,𝑛 𝜇𝑏 𝑖
  𝑎𝑖𝑗 𝑦𝑗

𝑛
𝑗=1   = min𝑖=1,2,…,𝑛 𝜇𝑏 𝑖

 𝑏𝑖
∗  .           (۱۰-۵-۴)  

𝑨−1اظ َطف زيگط اگط  = 𝑫 =  𝑑𝑖𝑗  𝑛×𝑛
 زض ايي نَضذ، 

𝑦𝑖 =  𝑑𝑖𝑗  𝑏𝑗
∗𝑛

𝑗=1 ,             𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.                                    
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ِ ی  𝑖 تطای ( ۴-۵-۲)تٌاتطايي اظ هؼازل = 1, 2, … , 𝑛 ًسیدِ هی گیطين ،𝑦𝑖 ∈ supp(𝑥 𝑖
ٍ زض ًسیدِ  (∗

𝒚ۺ زاضين ۴-۳-۱تطاؾاؼ لًیِ  ∈ supp(𝒳 ∗)  تٌاتطايي ٍ 

𝜇𝒳 ∗ 𝒚 =min 𝑖=1,2,…,𝑛  𝜇𝑥 𝑖
∗ 𝑦𝑖                                                                                                         

=min 𝑖=1,2,…,𝑛  sup
b j

′  min 𝑗=1,2,…,𝑛  𝜇𝑏 𝑗
 𝑏𝑗

′    ∶   𝑑𝑖𝑗  𝑏𝑗
′𝑛

𝑗=1 =𝑦𝑖  .       

  

(۱۱-۵-۴)  

𝑖اظ َطف زيگط  تطای  = 1, 2, … , 𝑛ٍِايح اؾر و  

supb j
′  min𝑗=1,2,…,𝑛  𝜇𝑏 𝑗

 𝑏𝑗
′   ∶   𝑑𝑖𝑗  𝑏𝑗

′𝑛
𝑗=1 = 𝑦𝑖 ≥                                            

min𝑗=1,2,…,𝑛  𝜇𝑏 𝑗
 𝑏𝑗

∗  ∶    𝑑𝑖𝑗  𝑏𝑗
∗𝑛

𝑗 =1 = 𝑦𝑖 ,  
(۱۲-۵-۴)  

ًسیدِ هی گیطين (۴-۵-۱۰) -(۴-۵-۱۲)اظ هؼازلاذ    

𝜇𝒮𝒮  𝒚 ≤ 𝜇𝒳 ∗ 𝒚 ,                                                              

 وِ ايداب هی وٌس

𝒮𝒮 ⊆ 𝒳 ∗.                                                    (۱۳-۵-۴)  

  .اثثاذ لًیِ تِ خاياى هی ضؾس (۴-۵-۱۳) ٍ ( ۴-۵-۸)تا زَخِ تِ هؼازلاذ 

 

ِ ی   . اضائِ هی زّین۴-۵-۱زض ازاهِ هثالی زض ضاتُِ تا لًی

 

اظ هثال ( ۴-۳-۱۲)ٍ زؾسگاُ ذُی فاظی  ۴-۲-۱اظ هثال  (۴-۲-۶)زؾسگاُ ذُی قوَل فاظی ۺ ۴-۵-۱هثال 

ِ ّای فاظی ۴-۵-۱قىلزض . ضا زض ًظط تگیطيس ۱-۳-۴ اظ . ضا زَأهاً ضؾن ًوَزُ اين 𝒮𝒮  ،𝒳 ∗ٍ  𝒳 𝒜 هدوَػ

  ٍايح اؾر وِ ۴-۵-۱قىل

𝒳 𝒜 ⊆ 𝒮𝒮 ⊆ 𝒳 ∗.                                                  

                                                       

 

𝑖 ٍ  تطای  𝒮𝒮تطای هدوَػِ فاظی ۺ ۴-۵-۱زؼطيف  = 1, 2, … , 𝑛 ی زؼطيف هی وٌین ِ  هدوَػ

𝐿𝑖 𝑟 =   𝑥1, 𝑥1 , … , 𝑥1 𝑇 ∈  𝒮𝒮  
𝑟

 ∶    𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗
𝑛
𝑗 =1 = 𝑏𝑖(𝑟) ,           𝑟 ∈  0, 1 ,       

ِ یهطظ خايیٌی ٍ -𝑟ضا تِ ػٌَاى    هدوَػ

𝑈𝑖 𝑟 =   𝑥1, 𝑥1 , … , 𝑥1 𝑇 ∈  𝒮𝒮  
𝑟

 ∶    𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑗
𝑛
𝑗 =1 = 𝑏𝑖(𝑟) ,           𝑟 ∈  0, 1 ,      

 . 𝒮𝒮هطظ تالايی هدوَػِ خَاب فاظی -𝑟ضا تِ ػٌَاى 
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𝑟اظ زؼطيف فَق، ٍايح اؾر وِ  تطای  ∈  0, هطظ خايیٌی ٍ -𝑛 ،𝑟  زاضای  𝒮𝒮  هدوَػِ خَاب فاظی  1

  هثال  𝒮𝒮هدوَػِ خَاب فاظی  ۴-۵-۱تطای يه زضن قَْزی اظ زؼطيف . هطظ تالايی اؾر-𝑛 ،𝑟 زاضای

   𝒮𝒮هطظّای  تالايی -𝑟 هطظّای خايیٌی ٍ تؼًی اظ-𝑟 تؼًی اظ ۴-۵-۲زض قىل . ضا زض ًظط تگیطيس ۱-۲-۴

𝑟تطای  = 0, 0.3 ,  . هكرم قسُ اًس0.7

 

 
ِ ّای فاظی ۺ ۴-۵-۱قىل   .(۴-۳-۷)ٍ ( ۴-۲-۶)، تطای زؾسگاُ ّای  𝒮𝒮  ،𝒳 ∗ٍ  𝒳 𝒜ًوايف هدوَػ

 

 

 
 .۴-۲-۱ اظ هثال  𝒮𝒮هطظّای  تالايی -𝑟 هطظّای خايیٌی ٍ تؼًی اظ-𝑟ضؾن تؼًی اظ ۺ ۴-۵-۲قىل 
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ِ ی ظيط تِ ايي ؾَال خاؾد هی زّین وِ  ِ ّايی اظ هدوَػِ خَاب فاظی »زض لًی   𝒮𝒮چِ ظيط هدوَػ

 «هی زَاًٌس يه خَاب خثطی تطای زؾسگاُ ذُی فاظی هطتََِ زكىیل زٌّس؟

 

ِ ی ظيط  𝛤فطو وٌیس هدوَػِ فاظی ۺ ۴-۵-۲لًیِ   زؾسگاُ  𝒮𝒮اظ هدوَػِ خَاب فاظی  زلرَاّی هدوَػ

⊇ 𝛤تاقس، يؼٌی ( ۴-۲-۱)ذُی قوَل فاظی  𝒮𝒮 ِۺ، تِ ََضی و 

𝑟تطای   (۱ ∈  0, 1  ، 𝛤  𝑟 يه هؿسُیل 𝑛- تؼسی زضℝ𝑛  تاقس، يؼٌی  𝛤  𝑟 =   𝛾 𝑖 𝑟
𝑛
𝑖=1  ِو

𝑖زض آى  تطای  = 1, 2, … , 𝑛 ،𝛾 𝑖 يه ػسز فاظی اؾر. 

𝑟تطای   (۲ ∈  0, ، حسالل قاهل يه  𝒮𝒮هطظ  تالايی زلرَاُ -𝑟 هطظ خايیٌی زلرَاُ ٍ ّط-𝑟 ّط ، 1

𝑟 يؼٌی. تاقس 𝛤  𝑟 ًمُِ اظ  ∈  0, = α 𝑟، ًماٌ  1  𝛼1
𝑟 , 𝛼2

𝑟 , … , 𝛼𝑛
𝑟  𝑇 ∈  𝛤  𝑟 ٍ 

β 𝑟 =  𝛽1
𝑟 , 𝛽2

𝑟 , … , 𝛽𝑛
𝑟 𝑇 ∈  𝛤  𝑟 تِ ََضی وِ   ٍخَز زاضًسα(𝑟) ∈ 𝐿𝑖(𝑟) ٍ 

β(𝑟) ∈ 𝑈𝑖(𝑟). 

= 𝒙 زض ايي نَضذ تطزاض فاظی  𝛾 1, 𝛾 2, … , 𝛾 𝑛 𝑇هی تاقس( ۳-۶-۱) خَاب خثطی زؾسگاُ ذُی فاظی. 

= 𝑨 𝒙تايس ًكاى زّین . اثثاذ 𝒃   .ۺتطای ايي هٌظَض، وافی اؾر ًكاى زّین 

 𝑎𝑖𝑗  𝛾 𝑗  𝑟
𝑛
𝑗 =1 =  𝑏 𝑖 𝑟 ,         𝑖 = 1, 2, … , 𝑛,   𝑟 ∈  0, 1 .              (۱۴-۵-۴)  

ِ ی   ٍايح اؾر وِ، (۴-۵-۱۴)زض ضاتُِ تا اثثاذ هؼازل

 𝑎𝑖𝑗  𝛾 𝑗  𝑟
𝑛
𝑗 =1 =   𝑎𝑖𝑗 𝑦𝑗

𝑛
𝑗=1  ∶   𝒚 =  𝑦1 , 𝑦2 , … , 𝑦𝑛 𝑇 ∈  𝛤  𝑟 ,       𝑟 ∈  0, 1 .     

𝑟فطو وٌیس  ∈  0, 1   ٍ𝑧 ∈  𝑎𝑖𝑗  𝛾 𝑗  𝑟
𝑛
𝑗 ,𝑧1 ، زض ايي نَضذ تطزاض 1= 𝑧2, … , 𝑧𝑛 𝑇 ∈  𝛤  𝑟 

 ٍخَز زاضز تِ ََضی وِ 

𝑧 =  𝑎𝑖𝑗 𝑧𝑗
𝑛
𝑗 =1 .                                                               (۱۵-۵-۴)  

⊇ 𝛤اظ َطف زيگط،چَى  𝒮𝒮 ،زض ايي نَضذ 

 𝛤  𝑟 ⊆  𝒮𝒮  
𝑟

  .                                                      

 تٌاتطايي 

 𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛 𝑇 ∈  𝒮𝒮  
𝑟

,                                                                                     

ِ ی   ًسیدِ گیطين( ۴-۲-۴)ٍ لصا اظ هؼازل
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 𝑎𝑖𝑗 𝑧𝑗
𝑛
𝑗 =1 ∈  𝑏 𝑖 𝑟 ,                    𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.                (۱۶-۵-۴)    

𝑧ايداب هی وٌٌس  (۴-۵-۱۶)ٍ ( ۴-۵-۱۵)هؼازلاذ  ∈  𝑏 𝑖 𝑟   ٍ تٌاتطايي,

 𝑎𝑖𝑗  𝛾 𝑗  𝑟
𝑛
𝑗 =1 ⊆  𝑏 𝑖 𝑟 ,              𝑖 = 1, 2, … , 𝑛,       𝑟 ∈  0, 1 .               (۱۷-۵-۴)  

𝑟حال فطو وٌیس وِ  ∈  0, 1   ٍ𝑧 ∈  𝑏 𝑖 𝑟زض ايي نَضذ ، 

∃λ ∈   0,1 ;      𝑧 = 𝑏𝑖 𝑟 + 𝜆  𝑏𝑖 𝑟 − 𝑏𝑖 𝑟  .                           (۱۸-۵-۴)  

،  𝒮𝒮هطظ  تالايی زلرَاُ -𝑟 هطظ خايیٌی زلرَاُ ٍ ّط-𝑟 ّط اظ َطف زيگط تا زَخِ تِ فطو لًیِ، چَى

𝑖هی تاقس، زض ايي نَضذ  تطای  𝛤  𝑟 حسالل قاهل يه ًمُِ اظ  = 1, 2, … , 𝑛زاضين  

∃ 𝛼1
𝑟 , 𝛼2

𝑟 , … , 𝛼𝑛
𝑟 𝑇 ∈  𝛤  𝑟 ;   𝑎𝑖𝑗 𝛼𝑗

𝑟𝑛
𝑗 =1 ∈ 𝐿𝑖 𝑟 ⟹  𝑎𝑖𝑗 𝛼𝑗

𝑟𝑛
𝑗 =1 = 𝑏𝑖 𝑟 , (۱۹-۵-۴ )  

∃ 𝛽1
𝑟 , 𝛽2

𝑟 , … , 𝛽𝑛
𝑟 𝑇 ∈  𝛤  𝑟 ;   𝑎𝑖𝑗 𝛽𝑗

𝑟𝑛
𝑗=1 ∈ 𝑈𝑖 𝑟 ⟹  𝑎𝑖𝑗 𝛽𝑗

𝑟𝑛
𝑗 =1 = 𝑏𝑖 𝑟 , (۲۰-۴-۴)  

 ًسیدِ هی گیطين( ۴-۵-۱۸) -(۴-۴-۲۰)اظ هؼازلاذ 

𝑧 =  𝑎𝑖𝑗  𝛼𝑗
𝑟 + 𝜆 𝛽𝑗

𝑟 − 𝛼𝑗
𝑟  𝑛

𝑗 =1 .                                             

𝑗ّوچٌیي چَى  تطای  = 1, 2, … , 𝑛 ،𝛽𝑗
𝑟 , 𝛼𝑗

𝑟 ∈  𝛾 𝑗  𝑟  لصا ،𝛼𝑗
𝑟 + 𝜆 𝛽𝑗

𝑟 − 𝛼𝑗
𝑟 ∈  𝛾 𝑗  𝑟 ٍ 

 تٌاتطايي

𝑧 ∈   𝑎𝑖𝑗 𝑦𝑗
𝑛
𝑗 =1  ∶   𝒚 =  𝑦1 , 𝑦2 , … , 𝑦𝑛 𝑇 ∈  𝛤  𝑟 .                 (۲۱-۵-۴)  

ِ ی  𝑟 تطای  (۴-۵-۲۱)اظ هؼازل ∈  0,  تِ زؾر هی آٍضين  1

𝑧 ∈  𝑎𝑖𝑗  𝛾  𝑟
𝑛
𝑗 =1 ⟹  𝑏 𝑖 𝑟 ⊆  𝑎𝑖𝑗  𝛾 𝑗  𝑟

𝑛
𝑗 =1 ,         𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.        (۲۲-۵-۴)  

 . اثثاذ لًیِ واهل هی قَز( ۴-۵-۲۲)ٍ  (۴-۵-۱۷)تا اؾسفازُ اظ هؼازلاذ 

 

ِ يه تطزاض ػسز فاظی همساض، خَاب خثطی يه زؾسگاُ  ِ ی ظيط يه قطٌ لاظم ٍ وافی تطای آى و زض لًی

 .ذُی فاظی تاقس ضا اضائِ هی وٌین
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= 𝒙فطو وٌیس ۺ ۴-۵-۳لًیِ   𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 𝑇  ُی. تاقسيه تطزاض ػسز فاظی زلرَا ِ  فاظی هدوَػ

Γ ضا تِ نَضذ ظيط زؼطيف هی وٌین  

Γ =   𝒚, 𝜇Γ (𝒚)  ∶    𝒚 =  𝑦1 , 𝑦2 , … , 𝑦𝑛 𝑇 ∈  supp 𝑥 𝑖 
𝑛
𝑖=1  ,               

 تا زاتغ ػًَير 

𝜇Γ  𝒚 = min𝑖=1,2,…,𝑛 𝜇𝑥 𝑖
 𝑦𝑖  .                                               

 زض ايي نَضذ

𝑟تطای   (الف ∈  0, 𝛤  𝑟 ۺ  زاضين  1 =   𝑥 𝑖 𝑟
𝑛
𝑖=1. 

 ۺاؾر اگط ٍ زٌْا اگط( ۳-۶-۱)، خَاب خثطی زؾسگاُ ذُی فاظی  𝒙تطزاض ػسز فاظی  (ب

۱ )𝛤 ⊆ 𝒮𝒮 . 

𝑟 تطای ( ۲ ∈  0, ، حسالل قاهل  𝒮𝒮تالايی زلرَاُ  هطظ-𝑟 هطظ خايیٌی زلرَاُ ٍ ّط-𝑟 ّط ، 1

 .تاقس 𝛤  𝑟 يه ًمُِ ضأؾی اظ 

ِ ی . اثثاذ تٌاتطايي زٌْا لؿور ب ضا ثاتر .  اؾر۴-۴-۱تطّاى لؿور الف واهلاً قثیِ تِ تطّاى لًی

 .هی وٌین

زض . تاقس( ۳-۶-۱)، خَاب خثطی زؾسگاُ ذُی فاظی  𝒙ػسز فاظی اتسسا فطو هی وٌین وِ تطزاض ۺ لعٍم   

= 𝛤زض هی ياتین وِ  (۴-۴-۲)ٍ  (۴-۴-۱)ايي نَضذ اظ هؼازلاذ  𝒳 𝒜 ی ِ   زاضين۴-۵-۱ ٍ تطاؾاؼ لًی

𝛤 ⊆ 𝒮𝒮 .                                                                 

، خَاب خثطی زؾسگاُ  𝒙ػسز فاظی  تطزاض اظ َطف زيگط، چَى.  اظ لؿور ب ثاتر قس ۱تٌاتطايي ذانیر 

 اؾر تٌاتطايي( ۳-۶-۱)ذُی فاظی 

 𝑎𝑖𝑗  𝑥 𝑗  𝑟
𝑛
𝑗 =1 =  𝑏 𝑖 𝑟 ,              𝑖 = 1, 2, … , 𝑛,       𝑟 ∈  0, 1 .                     

 ٍ لصا تا زَخِ تِ لؿور الف، زاضين

 𝑏 𝑖 𝑟 =  𝑏𝑖(𝑟), 𝑏𝑖(𝑟) =   𝑎𝑖𝑗 𝑧𝑗
𝑛
𝑗 =1  ∶    𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛 𝑇 ∈  𝛤  𝑟 ,    𝑟 ∈  0, 1 .     

𝑖خؽ  تطای  = 1, 2, … , 𝑛زاضين ، 
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∃ 𝑧1
𝑖 (𝑟), 𝑧2

𝑖 (𝑟), … , 𝑧𝑛
𝑖 (𝑟) 

𝑇
∈  𝛤  𝑟 ;     𝑎𝑖𝑗 𝑧𝑗

𝑖(𝑟)𝑛
𝑗=1 = 𝑏𝑖 𝑟 ,         𝑟 ∈  0, 1 ,      ٍ

ِ ی  𝑧1 زض ًسیدِ ًمُ
𝑖 (𝑟), 𝑧2

𝑖 (𝑟), … , 𝑧𝑛
𝑖 (𝑟) 

𝑇
حال تا اؾسفازُ اظ . اؾر  𝒮𝒮 هطظ خايیٌی-𝑟 هسؼلك تِ 

ِ ی ضأؾی تطای   اؾر، يؼٌی ًكاى هی زّین وِ  تطای 𝛤  𝑟 تطّاى ذلف ًكاى هی زّین وِ ايي ًمُِ، يه ًمُ

𝑟 ∈  0, 𝑗  ٍ  تطای  1 = 1, 2, … , 𝑛،𝑧𝑗
𝑖 𝑟 = 𝑥𝑗  𝑟   يا 𝑧𝑗

𝑖 𝑟 = 𝑥𝑗  𝑟  . فطو وٌیس چٌیي

1ًثاقس، يؼٌی  ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ٍ 0 ≤ 𝑟∗ ≤ 𝑧𝑘 ٍخَز زاقسِ تاقٌس تَُضيىِ 1
𝑖  𝑟∗ ≠ 𝑥𝑘 𝑟∗  ًیع ٍ 

𝑧𝑗
𝑖 𝑟∗ ≠ 𝑥𝑘 𝑟∗  .تٌاتطايي ذَاّین زاقر 

𝑥𝑘 𝑟∗ < 𝑧𝑘
𝑖  𝑟∗ < 𝑥𝑘 𝑟∗ .                                   (۲۳-۵-۴)  

 اظ َطف زيگط ٍايح اؾر وِ 

𝑥𝑗  𝑟
∗ ≤ 𝑧𝑗

𝑖 𝑟∗ ≤ 𝑥𝑗  𝑟
∗ ,         𝑗 = 1, 2, … , 𝑘 − 1, 𝑘 + 1, … , 𝑛.         (۲۴-۵-۴)  

 ًسیدِ هی گیطين( ۴-۵-۲۴)ٍ  (۴-۵-۲۳)اظ هؼازلاذ 

 𝑎𝑖𝑗𝑗∈𝛤𝑖
+ 𝑥𝑗  𝑟

∗ + 𝑎𝑖𝑗𝑗∈𝛤𝑖
− 𝑥𝑗  𝑟

∗ <                                                                                                  

                                      𝑎𝑖𝑗 𝑧𝑗
𝑖 𝑟∗ 𝑛

𝑗=1 <                                 

                                                                                                     𝑎𝑖𝑗𝑗∈𝛤𝑖
+ 𝑥𝑗  𝑟

∗ + 𝑎𝑖𝑗𝑗∈𝛤𝑖
− 𝑥𝑗  𝑟

∗ 

  

(۲۵-۵-۴)  

ِ ّای  Γ𝑖وِ زض آى هدوَػ
+ ٍ Γ𝑖

ِ ی − ِ ی .  زؼطيف قسُ اًس۱-۶-۷ زض ًىس -۲۵)ؾطاًدام تا اؾسفازُ اظ هؼازل

 ها تِ زؾر هی آٍضين( ۵-۴

𝑏𝑖 𝑟
∗ < 𝑏𝑖 𝑟

∗ < 𝑏𝑖 𝑟
∗ .                                                        

ِ ی . ٍايح اؾر وِ ًاهؿاٍی فَق يه زٌالى اؾر تٌاتطايي فطو ذلف تاَل ٍ حىن ثاتر اؾر يؼٌی ًمُ

 𝑧1
𝑖 (𝑟), 𝑧2

𝑖 (𝑟), … , 𝑧𝑛
𝑖 (𝑟) 

𝑇
ِ ی ضأؾی تطای   تِ ََض هكاتِ هی زَاى ًكاى زاز وِ .  اؾر𝛤  𝑟 يه ًمُ

اظ  ۲تٌاتطايي ذانیر . هی تاقس 𝛤  𝑟 ، حسالل قاهل يه ًمُِ ضأؾی اظ  𝒮𝒮هطظ  تالايی زلرَاُ -𝑟 ّط

 .لؿور ب ًیع ثاتر قس ٍ زض ًسیدِ اثثاذ لؿور لعٍم تِ خاياى ضؾیس

زض ايي نَضذ تطاؾاؼ لؿور . لؿور ب تطلطاض تاقٌس ۲ٍ  ۱حال فطو وٌیس وِ ذانیر ّای ۺ وفاير   

𝑟الف ًسیدِ هی گیطين وِ  تطای  ∈  0, 1  ، 𝛤  𝑟  يه هؿسُیل𝑛-ی ِ  تؼسی اؾر ٍ لصا تا زَخِ تِ لًی

= 𝒙تطزاض فاظی ، ۲-۵-۴  𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 𝑇 اؾر( ۳-۶-۱)، خَاب خثطی زؾسگاُ ذُی فاظی . 
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 زاضای ظيط هدوَػِ ای وِ  𝒮𝒮، ّطگاُ هدوَػِ خَاب فاظی ۴-۵-۳  ۴ٍ-۵-۲ هُاتك لًايای ۺ۴-۵-۱ًىسِ 

ِ ی ۱زض ذانیر  ِ ی ۲ ٍ ذانیر ۴-۵-۲ لًی زؾسگاُ ذُی فاظی  نسق وٌس، ًثاقس، آًگاُ ۴-۵-۳ لًی

ِ ّايی تاقس وِ  𝒮𝒮ّوچٌیي ّطگاُ . زاضای ّیچ خَاب خثطی ًیؿر( ۱-۶-۳) زض  زاضای ًاهسٌاّی ظيطهدوَػ

ِ ی ۱ذانیر  ِ ی ۲ ٍ ذانیر ۴-۵-۲ لًی ًیع  (۳-۶-۱)زؾسگاُ ذُی فاظی  نسق وٌس، آًگاُ ۴-۵-۳ لًی

 .زاضای ًاهسٌاّی خَاب خثطی اؾر

 

، هی زَاى يه قطٌ لاظم ٍ وافی خْر ٍخَز ٍ يىسايی خَاب ۴-۵-۳  ۴ٍ-۵-۲ ّوچٌیي تطاؾاؼ لًايای 

 ۺخثطی تطای يه زؾسگاُ ذُی فاظی تِ نَضذ ظيط اضائِ زاز

 

 هدوَػِ خَاب زاضای خَاب خثطی يىساؾر اگط ٍ زٌْا اگط (۳-۶-۱)زؾسگاُ ذُی فاظی  ۺ۴-۵-۲ًىسِ 

ِ ی ۱ زاضای زلیماً يه ظيط هدوَػِ وِ زض ذانیر  𝒮𝒮فاظی  ِ ی ۲ ٍ ذانیر ۴-۵-۲ لًی  ۴-۵-۳ لًی

 .نسق وٌس، تاقس

 

 َطفِ-2𝑛 تاقس تِ ََضی وِ زض يه ّطم ℝ𝑛تؼسی زض -𝑛 يه هؿسُیل Γفطو وٌیس  ۺ۴-۵-۳ًىسِ 

Γ ًكاًسُ قسُ اؾر، يؼٌی Δهاًٌس  ⊆ Δ . ّوچٌیي فطو وٌیس ّط َطف يا هطظΔ حسالل قاهل يه 

ِ ی ضأؾی  ِ ی Γ تؼسی-𝑛زض ايي نَضذ هی زَاًین ايي هؿسُیل .  تاقسΓًمُ ِ ی 2𝑛ضا زٌْا تِ ٍؾیل  ًمُ

ِ ی . ضأؾی آى، هكرم وٌین 𝑨𝑖تِ ػثاضذ زيگط، ّطگاُ ًمُ =  𝑎1
𝑖 , 𝑎2

𝑖 , … , 𝑎𝑛
𝑖  

𝑇
∈ ℝ𝑛 ،

𝑖 = 1, 2, … , 2𝑛 ی ضأؾی ِ  اؾر، آًگاُ Δاهیي َطف ّطم -𝑖اهیي هطظ يا -𝑖 تاقس وِ ضٍی Γ، آى ًمُ

 ۺ ضا تِ نَضذ ظيط هكرم وطزΓ تؼسی-𝑛هی زَاى هؿسُیل 

Γ =   𝑦1, 2, … , 𝑦𝑛 𝑇 ∈ ℝ𝑛  ∶   min𝑖=1,2,…,𝑛 𝑎𝑗
𝑖 ≤ 𝑦𝑗 ≤ max𝑖=1,2,…,𝑛 𝑎𝑗

𝑖  .        

ِ ی ضأؾی اؾر، اها تا زَخِ تِ فطيیاذ تالا 2𝑛 ولاً زاضای Γ تؼسی-𝑛هؿسُیل تايس زَخِ قَز وِ   ًمُ

ِ ی Γ تؼسی-𝑛هی زَاًین هؿسُیل  ِ ی ضأؾی آى، هكرم وٌین2𝑛 ضا زٌْا تِ ٍؾیل  . ًمُ

 

                                                           

2n-sided pyramid 
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ِ ی آى ًماٌ ضأؾی وِ ضٍی  هطظ -𝑟زض ازاهِ، زاتغ ػًَير خَاب خثطی يه زؾسگاُ ذُی فاظی ضا تَؾیل

 هدوَػِ خَاب زؾسگاُ ذُی قوَل فاظی هطتََِ لطاض زاضز ضا زض لالة هطظّای تالايی-𝑟ّای خايیٌی ٍ 

ِ ی ظيط اضائِ هی زّین   .لًی

 

⊇ 𝛤فطو وٌیس ۺ ۴-۵-۴لًیِ  𝒮𝒮 ۺ تِ ََضی وِ زض ذانیر ّای ظيط نسق وٌس 

𝑟تطای   (۱ ∈  0, 1  ، 𝛤  𝑟 يه هؿسُیل 𝑛- تؼسی زضℝ𝑛 تاقس، يؼٌی  

                              𝛤  𝑟 =   𝛾 𝑖 𝑟 =   𝛾𝑖(𝑟), 𝛾𝑖(𝑟) 𝑛
𝑖=1 ,𝑛

𝑖=1 
𝑖وِ زض آى  تطای  = 1, 2, … , 𝑛 ،𝛾 𝑖 يه ػسز فاظی اؾر. 

𝑖تطای   (۲ = 1, 2, … , 𝑛تطای  ٍ 𝑟 ∈  0, 𝛼1 ، ًماٌ ضأؾی 1
𝑖 (𝑟), 𝛼2

𝑖 (𝑟), … , 𝛼𝑛
𝑖 (𝑟) 

𝑇
                          

 ٍ 𝛽1
𝑖(𝑟), 𝛽2

𝑖 (𝑟), … , 𝛽𝑛
𝑖 (𝑟) 

𝑇
اهیي -𝑖 ٍخَز زاقسِ تاقٌس تِ ََضی وِ تِ زطزیة ضٍی 𝛤  𝑟  اظ 

𝑟-  ٍ هطظ خايیٌی𝑖- اهیي𝑟- هطظ  تالايی𝒮𝒮 لطاض گطفسِ تاقٌس . 

 .تِ نَضذ ظيط هی تاقس( ۳-۶-۱)ذُی فاظی زض ايي نَضذ زاتغ ػًَير خَاب خثطی زؾسگاُ 

𝜇𝑥 𝑗𝐴
 𝑦 = sup 𝑟 ∶   min𝑖=1,2,…,𝑛 𝛼𝑗

𝑖 𝑟 , 𝛽𝑗
𝑖(𝑟) ≤ 𝑦 ≤ max𝑖=1,2,…,𝑛 𝛼𝑗

𝑖 𝑟 , 𝛽𝑗
𝑖(𝑟)  ,        

𝑗 تطای  = 1, 2, … , 𝑛. 

ِ ی  ۲ٍ  ۱ تا زَخِ تِ ذانیر ّای .اثثاذ ذُی فاظی زؾسگاُ  ًسیدِ هی گیطين وِ ۴-۵-۲ ٍ تط اؾاؼ ًىس

 .زاضای خَاب خثطی يىسا تِ نَضذ ظيط هی تاقس( ۱-۶-۳)

𝒙 𝐴 =  𝑥 1𝐴 , 𝑥 2𝐴 , … , 𝑥 𝑛𝐴 𝑇 =  𝛾 1 , 𝛾 2, … , 𝛾 3 𝑇 ,                                      

ِ ی   ًسیدِ هی گیطين۴-۴-۱ ٍ تٌاتطايي تا زَخِ تِ لًی

 𝛤  𝑟 =  𝒳 𝒜 
𝑟

,          𝑟 ∈  0, 1 .                                                    

𝑟اظ َطفی تا زَخِ تِ فطو،  تطای  ∈  0, 1  ، 𝛤  𝑟 ⊆  𝒮𝒮  
𝑟

ِ ی   تِ زؾر ۴-۵-۳  ٍ لصا تِ ووه ًىس

 :هی آٍضين

 𝛤  𝑟 =   𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 𝑇  ∶   min𝑖=1,2,…,𝑛 𝛼𝑗
𝑖 𝑟 , 𝛽𝑗

𝑖(𝑟) ≤ 𝑦𝑗 ≤ max𝑖=1,2,…,𝑛 𝛼𝑗
𝑖 𝑟 , 𝛽𝑗

𝑖(𝑟)  .  

 اظ هؼازلاذ فَق ًسیدِ هی گیطين وِ 

 𝒳 𝒜 
𝑟

=   𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 𝑇  ∶   min𝑖=1,2,…,𝑛 𝛼𝑗
𝑖 𝑟 , 𝛽𝑗

𝑖(𝑟) ≤ 𝑦𝑗 ≤ max𝑖=1,2,…,𝑛 𝛼𝑗
𝑖 𝑟 , 𝛽𝑗

𝑖(𝑟)  .  
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ِ ی 𝑗،  تطای ۴-۴-۱ حال تطاؾاؼ لًی = 1, 2, … , 𝑛 تطای  ٍ 𝑟 ∈  0,  ، ذَاّین زاقر 1

 𝑥 𝑗𝐴  
𝑟

=  min𝑖=1,2,…,𝑛 𝛼𝑗
𝑖 𝑟 , 𝛽𝑗

𝑖(𝑟)  , max𝑖=1,2,…,𝑛 𝛼𝑗
𝑖 𝑟 , 𝛽𝑗

𝑖(𝑟)  .        (۲۶-۵-۴)  

ِ ی  ِ ی هؼازل  تطای ( ۳-۶-۱)زاتغ ػًَير خَاب خثطی زؾسگاُ ذُی فاظی ( ۴-۵-۲۶)ؾطاًدام تِ ٍؾیل

𝑗 = 1, 2, … , 𝑛هی زَاًس تِ نَضذ ظيط اضائِ گطزز ،. 

𝜇𝑥 𝑗𝐴
 𝑦 = sup 𝑟 ∶   min𝑖=1,2,…,𝑛 𝛼𝑗

𝑖 𝑟 , 𝛽𝑗
𝑖(𝑟) ≤ 𝑦 ≤ max𝑖=1,2,…,𝑛 𝛼𝑗

𝑖 𝑟 , 𝛽𝑗
𝑖(𝑟)  .  

 

هثاحثی وِ زا وٌَى زض هَضز زؾسگاُ ّای ذُی فاظی ٍ زؾسگاُ ّای ذُی قوَل فاظی تیاى قسُ اًس، تیكسط 

 ٍ فاظی تاظُ ایزض ترف تؼسی، تا ازغام هُالثی وِ زض هَضز زؾسگاُ ّای ذُی . حالر ًظطی زاقسٌس زا ػولی

ِ ی يه ضٍـ ػولی تاظُ ایٍ ًیع هثاحثی وِ زض ذهَل زؾسگاُ ّای ذُی قوَل   ٍ فاظی تیاى قس، تِ اضائ

الثسِ تايس ذاَط ًكاى وطز وِ ضٍـ . تطای تِ زؾر آٍضزى خَاب خثطی يه زؾسگاُ ذُی فاظی هی خطزاظين

 .هَضز ًظط زٌْا تطای زؾسگاُ ّايی وِ زاضای خَای خثطی يىسا ّؿسٌس، واضتطز زاضز

 

ِ ی يه ضٍـ۶-۴    اضائ

 ـّای -𝑟 تا زؿاٍی لطاض زازى ۳-۳-۴تا زَخِ تِ زؼطيف . ضا زض ًظط تگیطيس( ۳-۶-۱)زؾسگاُ ذُی فاظی تط

 ۺتِ زؾر ذَاّین آٍضز( ۳-۶-۱)ذُی فاظیؾور چح ٍ ضاؾر زؾسگاُ 

 
 
 

 
 

𝑎11   𝑥 1 𝑟 + 𝑎12 𝑥 2 𝑟 + ⋯ + 𝑎1𝑛   𝑥 𝑛  𝑟 =    𝑏 1 
𝑟

,

𝑎21 𝑥 1 𝑟 + 𝑎22   𝑥 2 𝑟 + ⋯ + 𝑎2𝑛   𝑥 𝑛  𝑟 =   𝑏 2 
𝑟

,

  ⋮
𝑎𝑛1  𝑥 1 𝑟 + 𝑎𝑛2   𝑥 2 𝑟 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑛   𝑥 𝑛  𝑟 =   𝑏 𝑛  

𝑟
,

       𝑟 ∈  0, 1 .         (۱-۶-۴)  

ّواًَُض وِ هكاّسُ هی وٌین، تطای حل يه زؾسگاُ ذُی فاظی، وافی اؾر ذاًَزُ ای اظ زؾسگاُ ّای ذُی 

زض ايي لؿور، ضٍقی ضا وِ زض فهل زٍم تطای تِ زؾر آٍضزى خَاب .  حل قًَس𝑟   زض زطاظّایتاظُ ای

تطای .  اخطا هی وٌین𝑟 زض ّط زطاظ (۴-۶-۱) اضائِ زازُ اين ضا ضٍی زؾسگاُ تاظُ ایخثطی يه زؾسگاُ ذُی 

 . ضا تِ نَضذ ظيط هؼطفی هی وٌین𝑟 زض زطاظ تاظُ ایايي واض، زؾسگاُ ذُی قوَل 

 

                                                           

Levels 
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𝑛زؾسگاُ ذُی ۺ ۴-۶-۱زؼطيف  × 𝑛 

 
 
 

 
 

𝑎11  𝑥1 + 𝑎12  𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛  𝑥𝑛 ∈   𝑏 1 
𝑟

,

𝑎21  𝑥1 + 𝑎22  𝑥2 + ⋯ + 𝑎2𝑛  𝑥𝑛 ∈   𝑏 2 
𝑟

,

⋮
𝑎𝑛1 𝑥1 + 𝑎𝑛2 𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑛  𝑥𝑛 ∈   𝑏 𝑛 

𝑟
,

                  𝑟 ∈  0, 1 ,               (۲-۶-۴)  

 

𝑨وِ زض آى هازطيؽ يطاية  =  𝑎𝑖𝑗  𝑛×𝑛
 يه هازطيؽ حمیمی همساض اؾر ٍ ذاًَازُ ی تاظُ ّای   

  𝑏 𝑖 𝑟  ∶   0 ≤ 𝑟 ≤ 1  ،1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 زكىیل ،𝑟- ُـّای يه ػسز فاظی هی زٌّس، ضا يه زؾسگا  تط

 . هی گَيین𝑟 زض زطاظ تاظُ ایذُی قوَل 

 

 ضا تِ نَضذ ظيط 𝑟، هی زَاًین هدوَػِ خَاب زض زطاظ ۲-۲-۲ ّواًٌس فهل زٍم ٍ تا زَخِ تِ زؼطيف

 .زؼطيف وٌین

 

ِ یۺ ۴-۶-۲زؼطيف   هدوَػ

𝒮𝒮𝑟 =   𝑦1, 𝑦1 , … , 𝑦1 𝑇  ∶    𝑎𝑖𝑗 𝑦𝑗
𝑛
𝑗=1 ∈  𝑏 𝑖 𝑟 , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 ,       𝑟 ∈  0, 1 ,  

 . هی گَيین𝑟زض زطاظ ( ۴-۶-۲) تاظُ ایضا هدوَػِ خَاب زؾسگاُ ذُی قوَل 

 

                                                         .، هی زَاًین لن ظيط ضا اضائِ زّین۲-۲-۱ ّواًٌس لن

 

𝑟 ًاهٌفطز تاقس، آى گاُ  تطای 𝑨ّطگاُ هازطيؽ يطاية ۺ ۴-۶-۱لن  ∈  0,  ۺ  ذَاّین زاقر 1

𝒮𝒮𝑟 ≠ ∅.                                                                  

ِ ی ۺ۴-۶-۱ًىسِ  𝑟  تطای ۴-۶-۲ٍ زؼطيف  (۱-۵-۴) تا زَخِ تِ هؼازل ∈  0,  ۺ ًسیدِ هی گیطين 1

𝒮𝒮𝑟 =  𝒮𝒮  
𝑟

.                                                            
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ِ ی هؼازلاذ  𝑗تِ ضاحسی هی زَاى  تطای ( ۴-۳-۸)ٍ ( ۴-۳-۷)زض يوي، تِ ٍؾیل = 1, 2, … , 𝑛 ،𝑥𝑗
∗(𝑟) ٍ 

𝑥𝑗
∗
(𝑟) زض زطاظ تاظُ ایزؾسگاُ ذُی قوَل  ضا تطای 𝑟 (۲-۶-۴ )۲-۲-۲ّوچٌیي هكاتِ لن . تِ زؾر آٍضز 

 .هی زَاى لن ظيط ضا اضائِ زّین

 

𝑟زض ايي نَضذ  تطای .  ًاهٌفطز تاقس𝑨فطو وٌیس هازطيؽ يطاية ۺ ۴-۶-۲لن  ∈  0, ٍ ّط   1

𝑖 = 1, 2, … , 𝑛ۺ، زاضين 

𝑏𝑖 𝑟 −  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
∗ 𝑟 𝑗 ∈Γ𝑖

+ −  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
∗
 𝑟 𝑗∈Γ𝑖

− =  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗
∗

𝑗∈Γ𝑖
+  𝑟 +  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗

∗
𝑗∈Γ𝑖

−  𝑟 − 𝑏𝑖 𝑟 .  

 

ِ ی  ِ ی ظيط، ّواًٌس لًی  𝑟 ضٍقی ضا تطای تِ زؾر آٍضزى خَاب خثطی يىسا زض ّط زطاظ ۲-۴-۳زض لًی

ِ  . اضائِ هی زّین ِ ی زطاظّا، ّطگاُ ذاًَازُ ی تاظُ ّای ت تؼس اظ خوغ آٍضی زوام خَاب ّای خثطی زض ّو

ِ  زؾر آهسُ ضا تِ ػٌَاى خَاب خثطی يىسای  زؾر آهسُ زكىیل ػسز فاظی زاز زض ايي نَضذ خَاب ت

 .زض غیط ايي نَضذ زؾسگاُ فاظی هطتََِ زاضای خَاب خثطی يىسای فاظی ًیؿر. فاظی لثَل هی وٌین

 

= 𝑨 فطو وٌیسۺ ۴-۶-۱لًیِ  𝑬 =  𝑒𝑖𝑗  𝑛×𝑛
𝜣𝒓 ٍ تطزاض  =  𝜃1 𝑟 , 𝜃2 𝑟 , … , 𝜃𝑛(𝑟) 𝑇 

𝑬𝚯𝒓خَاب زؾسگاُ  = 𝑾𝒓تاقس وِ زض آى  𝑾𝒓 =  𝑤1 𝑟 , 𝑤2 𝑟 , … , 𝑤𝑛(𝑟) 𝑇ٍ 

𝑤𝑖 𝑟 = 𝑏
𝑖
 𝑟 −  𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

∗ 𝑟 𝑗∈Γ𝑖
+ −  𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

∗ 𝑟 𝑗∈Γ𝑖
− ,         𝑖 = 1, 2, … , 𝑛,             (۳-۶-۴)  

𝑖ٍ ًیع فطو وٌیس  تطای  = 1, 2, … , 𝑛، ی ِ   ذاًَازُ ی تاظُ ّای تؿس

  𝑥 𝑖 𝑟 =  𝑥𝑖
∗ 𝑟 + 𝜃𝑖 𝑟 , 𝑥𝑖

∗
 𝑟 − 𝜃𝑖(𝑟)  ∶   𝑟 ∈ [0, 1] ,                   (۴-۶-۴)  

 ـّای يه ػسز فاظی ضا تسّس-𝑟زكىیل  = 𝒙زض ايي نَضذ تطزاض ػسز فاظی . تط  𝑥 1, 𝑥 2, … , 𝑥 𝑛 𝑇 

𝑖وِ  تطای  = 1, 2, … , 𝑛،  𝑟- ی ِ  ـّای آى تِ نَضذ هؼازل زؼییي هی قَز، خَاب خثطی ( ۴-۶-۴)تط

 .هی تاقس( ۳-۶-۱)يىسای فاظی زؾسگاُ ذُی فاظی 

ِ ی 𝑟 اثثاذ لًیِ زض ّط زطاظ . اثثاذ  . اؾر۲-۴-۳، واهلاً قثیِ تِ اثثاذ لًی
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ِ ی فَق تطای آى زؾسِ اظ زؾسگاُ ّای ذُی فاظی واضتطز زاضز وِ زاضای خَاب  ضٍـ اضائِ قسُ زض لًی

 .تِ ػٌَاى يه ًوًَِ، تِ هثال ظيط زَخِ وٌیس. خثطی يىسای فاظی تاقٌس

 

3زؾسگاُ ذُی فاظی ۺ ۴-۶-۱هثال  ×  . ظيط ضا زض ًظط تگیطيس3

 

2𝑥 1 − 𝑥 2 + 𝑥 3 = 𝑏 1 ,

−𝑥 1 + 𝑥 2 − 2𝑥 3 = 𝑏 2,

𝑥 1 − 3𝑥 2 + 𝑥 3 = 𝑏 3,

                                             

ِ ی 𝑦 1 ،𝑦 2 ٍ 𝑦 3وِ زض آى اػساز فاظی   ـّايكاى تِ نَضذ ظيط هكرم قسُ اًس-𝑟 تِ ٍؾیل  ۺتط

 𝑏 1 
𝑟

=  𝑟 − 2, 2 − 3𝑟 ,       𝑏 2 
𝑟

=  1 + 2𝑟, 7 − 4𝑟 ,       𝑏 3 
𝑟

=  𝑟 − 3, −2𝑟 ,     

-۳-۷)تطاؾاؼ هؼازلاذ . تِ آؾاًی هی زَاى تطضؾی وطز وِ هازطيؽ يطاية تِ ََض واهل ًاهٌفطز هی تاقس

 ۺذَاّین زاقر( ۸-۳-۴)ٍ (۴

 𝑥 1
∗ 𝑟 =  𝑥1

∗ 𝑟 , 𝑥1
∗
(𝑟) =

1

7
 64𝑟 − 71, 71 − 78𝑟 ,                                 

 𝑥 2
∗ 𝑟 =  𝑥2

∗ 𝑟 , 𝑥2
∗
 𝑟  =

1

7
 47𝑟 − 26, 82 − 61𝑟 ,                                 

 𝑥 3
∗ 𝑟 =  𝑥3

∗ 𝑟 , 𝑥3
∗
(𝑟) =

1

7
 66𝑟 − 80, 59 − 73𝑟 .                                  

ِ ی   تِ زؾر هی آٍضين (۴-۶-۳)ّوچٌیي اظ هؼازل

𝑤1 𝑟 = 𝑏1 𝑟 −  2𝑥1
∗ 𝑟 + 𝑥3

∗ 𝑟  −  −𝑥2
∗
 𝑟  =

206

7
 1 − 𝑟 ,                              

𝑤2 𝑟 = 𝑏2 𝑟 −  𝑥2
∗ 𝑟  −  −𝑥1

∗
 𝑟 − 2𝑥3

∗
 𝑟  =

208

7
 1 − 𝑟 ,                             

𝑤3 𝑟 = 𝑏3 𝑟 −  𝑥1
∗ 𝑟 + 𝑥3

∗ 𝑟  −  −3𝑥2
∗
 𝑟  =

208

7
 1 − 𝑟 .                              

3ؾطاًدام تا حل زؾسگاُ حمیمی  × 3 ،𝑬𝚯𝒓 = 𝑾𝒓 تطای  𝑟 ∈ [0,  ، تِ زؾر هی آٍضين[1

𝜣𝒓 =  𝜃1 𝑟 , 𝜃2 𝑟 , … , 𝜃𝑛(𝑟) 𝑇 =  
57

7
 1 − 𝑟 ,

33

7
 1 − 𝑟 ,

59

7
(1 − 𝑟) 

𝑇
.         

ِ ی   ًسیدِ ذَاّین گطفر( ۴-۶-۴)حال تا اؾسفازُ اظ هؼازل

 𝑥 1 𝑟 =  𝑥1
∗ 𝑟 + 𝜃1 𝑟 , 𝑥1

∗
 𝑟 − 𝜃1(𝑟) =  𝑟 − 2, 2 − 3𝑟 ,                                       
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 𝑥 2 𝑟 =  𝑥2
∗ 𝑟 + 𝜃2 𝑟 , 𝑥2

∗
 𝑟 − 𝜃2(𝑟) =  1 + 2𝑟, 7 − 4𝑟 ,                                   

 𝑥 3 𝑟 =  𝑥3
∗ 𝑟 + 𝜃3 𝑟 , 𝑥3

∗
 𝑟 − 𝜃3(𝑟) =  𝑟 − 3, −2𝑟 .                                          

  تِ ضاحسی هی زَاى هكاّسُ وطز وِ ذاًَازُ ی تاظُ ّای تؿس۳ِ-۳-۱تطاؾاؼ لن 

  𝑥 𝑖 𝑟  ∶   𝑟 ∈ [0, 1] ,                                                                 

𝑖 تطای  = 1,  ـّای يه ػسز فاظی ضا هی زّس-𝑟 زكىیل 2,3 تٌاتطايي زض ايي هثال زاضای خَاب خثطی . تط

 ـّای آى تِ نَضذ تالا هی تاقس-𝑟يىسای فاظی ّؿسین وِ  زض ًْاير ذاَط ًكاى هی وٌین وِ زض ايي . تط

 .هثال، زواهی هحاؾثاذ ضا تِ ووه ًطم افعاض هسلة اًدام زازُ اين
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ِ ّای تاظ واضی   ظهیٌ

 

ِ  خَاب  ِ ی تیي هدوَػ زض ايي ضؾالِ زؾسگاُ ّای ذُی قوَل تاظُ ای ٍ فاظی هطتؼی هؼطفی قسُ ٍ ضاتُ

يىی اظ . ايي گًَِ زؾسگاُ ّا، تا خَاب خثطی زؾسگاُ ّای ذُی تاظُ ای ٍ فاظی هَضز تطضؾی لطاض گطفسٌس

ِ ّايی وِ هی زَاى ضٍی آًْا واضّای خسيسی اًدام زاز، تطضؾی ذانیر ّای هدوَػِ خَاب  ظهیٌ

ِ ّايی هحسب ٍ وطاًساض ّؿسٌس؟  زؾسگاُ ّای ذُی قوَل تاظُ ای ٍ فاظی هی تاقس، ايٌىِ آيا ّوَاضُ هدوَػ

زض . ّوچٌیي هی زَاى زواهی واضّای نَضذ گطفسِ زض ايي ضؾالِ ضا تِ زؾسگاُ ّای غیطهطتؼی زؼوین زاز

هُطح قسُ زض ايي ضؾالِ، هؿائل تْیٌِ ؾاظی قوَل تاظُ ای ٍ « قوَل»يوي، هی زَاى تا اؾسفازُ اظ هفَْم 

ضا زؼطيف وطز ٍ هدوَػِ خَاب آًْا ضا هَضز زدعيِ ٍ ... فاظی،  هؿائل اًسگطال قوَل  تاظُ ای ٍ فاظی ٍ 

 . زحلیل لطاض زاز
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 ٍاغُ ًاهِ

 Union.................................................................................................................................................اخسواع

 Heigh ..................................................................................................................................................اضزفاع

 Fuzzy reasoning ...............................................................................................................اؾسسلال فاظی

 Intersection.....................................................................................................................................اقسطان

 Extension principle..........................................................................................................انل گؿسطـ

 Interval number vector ............................................................................................تاظُ ایتطزاض ػسز 

 Fuzzy number vector ..................................................................................................تطزاض ػسز فاظی

 Completely nonsingular ......................................................................................تِ ََض واهل ًاهٌفطز

 Width .....................................................................................................................................................خٌْا

 Membership function.......................................................................................................زاتغ ػًَير

 Characteristic function....................................................................................................زاتغ هكرهِ

 Convexity .......................................................................................................................................زحسب

  Level ....................................................................................................................................................زطاظ

 Support ..........................................................................................................................................زىیِ گاُ

 Empty ...................................................................................................................................................زْی

 Weak fuzzy solution ............................................................................................خَاب فاظی يؼیف

 Strong fuzzy solution ...............................................................................................خَاب فاظی لَی

 Cartesian product................................................................................................حانل يطب واضزعيي

  Fuzzy arithmetic.................................................................................................................حؿاب فاظی

 Membership degree........................................................................................................زضخِ ػًَير



97 
 

 Fully interval linear system .....................................................................تاظُ ایزؾسگاُ ذُی زوام 

 Interval inclusion linear system .........................................................تاظُ ایزؾسگاُ ذُی قوَل 

 Fuzzy inclusion linear system ................................................................زؾسگاُ ذُی قوَل فاظی

 Fuzzy linear system ................................................................................................زؾسگاُ ذُی فاظی

 Subnormal ..................................................................................................................................ظيط ًطهال

 Radius .................................................................................................................................................قؼاع

 Interval number ...................................................................................................................تاظُ ایػسز 

 Fuzzy number...........................................................................................................................ػسز فاظی

 Trapezoidal fuzzy number................................................................................ػسز فاظی شٍظًمِ ای

 Triangular fuzzy number...........................................................................................ػسز فاظی هثلثی

 Absolute value ..........................................................................................................................لسضهُلك

 Minimal absolute value .............................................................................................لسض هُلك وویٌِ

 Interval number matrix .......................................................................................تاظُ ایهازطيؽ ػسز 

 Solution set ......................................................................................................................هدوَػِ خَاب

 Tolerable solution set ...............................................................................هدوَػِ خَاب زحول خصيط

 Controllable solution set .........................................................................هدوَػِ خَاب وٌسطل خصيط

 United solution set ............................................................................................هدوَػِ خَاب هسحسُ

 Fuzzy set..............................................................................................................................هدوَػِ فاظی

 Convex fuzzy set.................................................................................................هدوَػِ فاظی هحسب

 Normal fuzzy set....................................................................................................هدوَػِ فاظی ًطهال

 Classic set .....................................................................................................................هدوَػِ ولاؾیه
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 Universal set......................................................................................................................هدوَػِ هطخغ

 Boundary .............................................................................................................................................هطظ

 Fuzzy logic...............................................................................................................................هٌُك فاظی

 Regular ...............................................................................................................................................هٌظن

 Normal ...............................................................................................................................................ًطهال

ِ ی ضأؾی    Vertex point .....................................................................................................................ًمُ

ِ ی هیاًی  Midpoint ...............................................................................................................................ًمُ

 Mapping..........................................................................................................................................ًگاقر

 Upper semi-continuous ..........................................................................................ًیوِ خیَؾسِ تالايی

 2n-sided pyramid ............................................................................................................ َطف2𝑛ِّطم 
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Abstract 

In this thesis, we first focus on interval mathematics and introduce several 

concepts, for instance, interval number, interval arithmetic and interval linear 

system. Then, we define a new concept, namely “interval inclusion linear 

system”, using the defined concepts and also we define a set as it’s solution set. 

In continuation, we investigate the relation between the solutions of an interval 

inclusion linear system and an interval linear system, and then we propose a 

method for obtaining the algebraic solution of an interval linear system by the 

defined concepts. Finally, we extend all above discussions in the case of fuzzy 

mathematics, and define several concepts, for instance, fuzzy number, fuzzy 

arithmetic and fuzzy linear system. Then, we define another new concept, 

namely “fuzzy inclusion linear system” and the same as before, we investigate 

the relation between the solutions of this system and a fuzzy linear system. At 

last, we end this thesis by introducing a method for obtaining fuzzy algebraic 

solution of a fuzzy linear system. 
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