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	چکیده
  دخواه  ارائه هئلمس این براي فرد به منحصر جواب وجود شرایط و تعریف را فازي اولیه مقدار هئلمس ابتدادر

 

  می ایجاد فازي مشتق متفاوت تعاریف واسطه هب که فازي اولیه مقدار مسائل مختلف جوابهاي همچنین . شد 

  

  .شد دخواه داده توضیح فازي اولیه مقدار مسائل حل براي عددي روشهاي سپس .شد خواهند مقایسه شود 

 

کسري در بسیاري از مسائل کاربردي و فیزیکی  از مرتبه فازي هايمشتقات و انتگرال که نجاآاز  ،در ادامه

حل وترین کاربردهاي آنها تجزیه و تحلیل ظاهر شده و داراي کاربردهاي فراوانی هستند، که یکی از مهم

نامه، به بررسی تعاریف و خواص مشتق و در این پایان. باشدمی از مرتبه کسري فازي معادلات دیفرانسیل

 تابع گرین و از مرتبه کسري فازي معادلات دیفرانسیلس به حل پس کسري پرداخته و از مرتبه فازي انتگرال

 و نهایتا تعریف مشتق کسري موضعی فازي بیان کرده  .ردازیمپلاس فازي می پتبدیلات لابا استفاده  کسري

 نشان براي و درانتها چند مثال از آنها را .کنیمو قضایاي آنها را بیان و اثبات می ایه ايپ تعدادي از خواص

  .نمود خواهیم حل ي بیان شدهها روش اعتبار و توانایی دادن

  

 تصحیح کننده اصلاح -پیشگو روشفازي از مرتبه طبیعی وکسري، دیفرانسیل معادلات :کلیدي کلمات

 ،لیوویل-ریمان دنباله اي تعمیم یافته مشتق ،لیوویل-ریمان تعمیم یافته مشتق مشتق تعمیم یافته،، یافته

  مقدار-فازي، تابع پلاس فازيتبدیلات لا،
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  معرفی  - 1- 1

مشتقات و ي پیدایش نامه و بیان تاریخچهنیازهاي لازم در این پایانبعضی از پیش معرفیهدف از این بخش 

  .هاي کسري استانتگرال

معادلات در ) محاسبات کسري( ها از مراتب کسريخواهیم با کاربردهاي مشتقات و انتگرالچون می

و بیان  کسريي از مرتبه فازي مشتق و انتگرال معرفیبه م هارچم، بنابراین در فصل کار کنیفازي   دیفرانسیل

هاي جواب معرفیبه  انتهاي این فصلپردازیم و سپس درآنها میز تعاریف مختلف و کاربردهاي گوناگون ا

  .به هدف اصلی خود برسیمپرداخته تا  کسريمعادلات دیفرانسیل فازي  از مرتبه 

  

  ي پیدایشتاریخچه - 2- 1

 نوشت، مبنی بر این که 2نیتزاي به لایبنامه 1، هوپیتال1695در سال 
n

n
d y
dx

وقتی  
2
1

n  است، چگونه

را ) واگرا(هاي نامتناهی ي نزدیک بین مشتقات و سريدر پاسخ، رابطه] 46[نیتزشود؟ و لایبتوجیه می

هاي واگرا ي دوري با هم دارند، در سريو هندسه رابطه  هاي واگرااگر چه سري ": مطرح کرد و نوشت

را  کسريهاي صحیح مثبت و منفی هستیم و تا به حال استفاده از توانهاي تنها مجاز به استفاده از توان

xd ": دهداو ادامه می ".ایمنداشته 2
1

مساوي 
x
dxx این یک پارادوکس  ": داردو اظهار می ".باشدمی

  ".آشکار از چیزي است که روزي نتایج مفیدي خواهد داد

                                                
1- Hopital 
2- Leibniz   
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ي دلخواه دو صفحه را به بحث مشتق از مرتبه] 42[اي خوددر کتاب هفتصد صفحه 1، لاکروا1819 در سال

axyاو نشان داد که اگر . اختصاص داد  2آنگاه
1

2
1

2
1

2
1
1 






a
x
)a(

)a(

dx

yd




، به ویژه این نتیجه را بدست آوردکه


xx

dx

d 2
2
1

2
1

 نیز منطبق است] 50[حاصل از تعاریف مدرن ریمان، که این با نتایج.  

، مسئله 3همزمانیخم(را در مسائل فیزیکی کسرياولین کاربرد حساب دیفرانسیل ] 3[2، آبل1823 در سال

تعیین یک منحنی است به قسمی که اگر جسمی تحت تاثیر نیروي جاذبه بدون اصطکاك روي آن بلغزد، 

  .ارائه داد و البته این مسئله را حل نکرد) شروع حرکت باشدي زمان حرکت آن مستقل از نقطه

D ي عملگرهاي تعمیم یافتهنظریه] 47[4، لوران1884 در سال که شامل( با  حقیقی را ارائه و منتشر کرد

D   با ي گیري از مرتبهو انتگرال گیريمشتقو با ) توانست باشدگویا، گنگ، حقیقی و مختلط نیز می

  .دلخواه مواجه شد

  .ي انتقال خط  خود بکار بردرا در نظریه کسري ياز مرتبه مشتقات] 27[5ساید، هوي1892 در سال

را در خاصیت  مشتقات کسريساید را ادامه داد و ي انتقال خط  هوينظریه] 26[6، جمانت1936 در سال

  .کشسانی استفاده کرد

را برگزار کرد  "و کاربردهاي آن کسري از مرتبه و انتگرالاولین کنفرانس دیفرانسیل " 7، راس1974 در سال

  .به چاپ رساند] 55[و گزارش آن را در کتاب 

                                                
1- Lacroix  
2- Abel   
3 -Tautochrone  
4- Laurent  
5- Heaviside  
6- Gemant 
7- Ross 
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از و معادلات دیفرانسیل  و انتگرالرانسیل اي بر دیفمقدمه"کتاب ] 48[و راس 1، کنت میلر1993 در سال

  .دهدهاي خوبی براي این موضوع ارائه میروش کتابرا ارائه دادند، که این  " کسري يمرتبه

ها و ي دکتري خود، به مطالعه در مورد ارتباط  بین فرکتالنامهدر پایان] 38[2، کولوانکار1997 در سال

  .پرداخت ي کسريمرتبه از موضعی  دیفرانسیل و انتگرالحساب 

در  ي کسرياز مرتبه دیفرانسیل و انتگرالکاربردهایی از  "ی با عنوان کتاب] 82[3، هلفر2000 در سال

نین یکی از چو هم .پردازداي میویژه کاربردهايبخش چاپ و منتشر کرد که هر بخش به  9در  "فیزیک

کتاب کیلبس  ،200 6در سال ريگو دی  [53]ودلوبنیپار ترین کارها در محاسبات کسري کتاب ذگیرثتا

  .می باشد  4[36]

  تابع گاما - 3- 1

  :داریم nدر این صورت براي هر عدد صحیح مثبت . تابع فاکتوریل باشدn(F(فرض کنید 

,...,n                )n(nF)n(F                 ,             )(F 32111                  (1-1)  

  :شودزیر تعریف می صورتمثبت به  xبراي  تابع گاما





0

1)( dtetx tx . 

  توجه کنید که 

  txtxtx etextet
dt
d   1 

  :بگیریم، خواهیم داشت انتگرال tتا  0tحال اگر از طرفین این فرمول از 

  






 
00

1
0 dtetdtetxet txtxtx                    )x()x(x 10   

  بنابراین

)x(x)x(  1. 

                                                
1- Miller  
2- Kolwankar  
3- Hilfer  
4-kilbass 
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  :مثبت، تعریف کرد xزیر نیز براي هر  صورتتوان به را می تابع گاما

01
11




x                  )x(x)x(
)(


                                   (2-1)                        

112دهد که نشان می) 2-1(ابتدا   )()(  دهد کهو همچنین نشان می)x(  0وقتیx  ،است

  :زیرا در غیر این صورت داریم. نشده است تعریف

11000  )()(  

  .که تناقض است

x()x(G(اگر بنویسیم  1 خواهیم داشت ،:  

)x(xG)x(G                 ,                  )(G 111  

  :یابیم کهدر می) 1-1(که از مقایسه آن با 

!n)n(F)n(G . 

  :داریم nپس براي تمام اعداد مثبت صحیح 

)n(!n 1 . 

  .زیر کاملا طبیعی است تعریف، تعریف تابع گاماحال با توجه به 

)x(!x 1                                                                                        (3-1) 

110که با توجه به آن   )(!   به کمک فرمول)x(x)x(  1 توان می!x را وقتی که مقدارx 

  به عنوان مثال. است، محاسبه کنیم کسري

)(...)()()()(!
2
1

16
105

2
5

2
5

2
71

2
5

2
7

2
7

2
71

2
7

2
7

 





 

2utدانیم که، با اعمال تغییر متغیر و می  :  




 








2
22)

2
1(

00

2
1

2

duedtet ut  
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  :پس داریم


16

105
2
7







 !. 

  :کنیماز تعریف زیر استفاده می xو همچنین براي اعداد منفی 

.
( 1)( ) xx

x
 

    

  به عنوان مثال

2)
2
1(2

2
1

)1
2
1(

)
2
1( 




. 

  )تعریف وایرشتراس معروف استکه به (توان ثابت کرد کهو همچنین می

)x(Sin x
)x()x(




 . 

  :اویلر براي تابع گاما تعریف دیگري به صورت زیر ارائه کرد












 )()2)(1(
 !lim)(

nxxxx
nnx

x

n 
.  

a,,....,توانیم براي بنابراین می. رسم شده است 1-1در شکل  تابع گامانمودار  210  بپذیریم که:  

01


 )x(
lim

ax                                                                                                                
(4-1) 

                                                                                     

  تابع گاماي ناقص -1-4

*),(،ناقص تابع گاماي xv، شودبه صورت زیر تعریف می:  

 




x

v
v de

xv
xv

0

1*

)(
1),(  . 
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  1-1شکل 

  x)(شکل تابع 
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  بتاتابع  - 5- 1

  :شودمی تعریف به صورت زیرتابع بتا 

0  ,   0                              )1(),(
1

0

11    yxdtttyxB yx 

  :و داراي خواص زیر است

1- )x,y(B)y,x(B   

2- 
2

0

1212 )()(2),(



 dCosSinyxB yx  

3-
)yx(
)y()x()y,x(B







. 

  

  ناقص بتايتابع  - 6- 1

),(،تابع بتاي ناقص yxB ،شودبه صورت زیر تعریف می:  

10                      )1(),(
0

11    

x

yx dyxB  

  لفلر - گمیتتابع  - 7- 1

نقش اساسی در محاسبات کسري  این تابع است و xeیک توسیع مستقیم از تابع نمایی لفلر -گمیتتابع 

  :به صورت زیر است آنارامتر پارامتر و دو پبازي می کند ونمایش یک 

0

( ) , 0
( 1)

k

k

xE x
k 







 
   

.,
0

( ) , 0, 0
( )

k

k

xE x
k   

 





  
   
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  ��ل دوم

�قدمات   و �فا��م    

او��ه 
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  مجموعه هاي فازي  1- 2

 به مجموعه نظریه مجموعه ها، در .هستند ریاضیات در قوي ابزارهاي ها مجموعه نظریه و مجموعه مفهوم

 مجموعه در شیء یک عضویت عدم یا و عضویت شود می تعریف مشخص کاملاً اشیاء از اي گردایه صورت

 مسائل از بسیاري در . است سانتیمتر 180 بالاي آنها قد که کلاس افراد مجموعه مثال عنوان به است، قطعی

 1965سال در . کلاس یک در قدبلند افراد مجموعه مانند نیست مشخص کاملاً ها حدود مجموعه واقعی

 جزئی عضویت فازي و مجموعه مفهوم نیست، مشخص کاملاً حدودشان که هایی مجموعه براي زاده پرفسور1

 و  صفر بین اي درجه با که کرد اشیاء معرفی از اي گردایه صورت به را فازي مجموعه مفهوم او . کرد مطرح ا ر

 در کامل عضویت عدم بیانگر صفر درجه و عضویت کامل بیانگر یک  درجه که هستند مجموعه به متعلق یک

[0,1]بازه از عددي شیء هر به که شد انجام عضویت تابع کارگیري مفهوم به با تعریف این . است مجموعه  

 .است فازي مجموعه در شیء آن عضویت بیانگر درجه که دهد می نسبت

:نمایش می دهیم که در آن  Aمجموعۀ فازي  را با  [0,1]A X  وX مجموعۀ مرجع دلخواه  یک

)را با x، تابع عضویت در نقطۀ  Xx براي. است )A x در واقع. نمایش می دهیم( )A x به هر عضو از

X  به عنوان درجۀ عضویت آن عنصر در مجموعۀ فازي  ]1,0[یک عدد از بازةA نسبت می دهد .  

 Xرا مجموعه توانی فازي   Xروي مجموعه مرجع  ،مجموعه همه مجموعه هاي فازي :2-1-1تعریف

  .نشان می دهیم  F(X)با  گوییم و 

                                                
١-Zadeh 
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مجموعه  . ن باشدآمجموعه فازي از یک زیر  Aمجموعه مرجع و یک  Xفرض کنید   :2-1-2تعریف

  .نشان داده می شود suppA نامیده می شود و با  Aاه گتکیه  ، A(x)�0 ن نقاط آکه براي  Xنقاطی از 

supرمقدا: 23-1-تعریف ( )
x X

M A x


 ارتفاع مجموعه A مجموعه فازي ارتفاع  گرنامیده می شود اA 

 .می نامند نرمال را زیر A، درغیراین صورت  نرمال است Aآن گاه  ، برابر یک باشد

2 -2   برش ها و تحدب 

 ن ها در روابط بین آ .مجموعه هاي فازي وکلاسیک را به هم متصل می کنند ،پلیبه مانند  برش ها

  .را ایفا می کنند مجموعه هاي فازي و مجموعه هاي کلاسیک نقش اصلی

  Aمجموعه فازي آن ها در که درجه عضویت  Xمجموعه کلاسیک عناصري از  زیر :2-2-1تعریف

  ( گیحداقل به بزر . شود نمایش داده می A، نامیده می شود و با نماد  A برش  ، است (0<

  ،گربه عبارت دی

A    |x xX  A .  

A یک مجموعه کلاسیک است.  

x,گوییم اگر براي هر را محدب  X  از    A مجموعه کلاسیک   :2-2-2تعریف Xx 1 و هر  2

 , 0  ،داشته باشیم 1

1 2(1 )x x A     

0به ازاي   A برش  هر  براي گوییم اگررا محدب  A  فازي مجموعه :2-2-3تعریف 1  

  .محدب باشد

x,است اگروتنها اگر براي هر محدب X روي   A  فازي مجموعه [68] :2-2-4تعریف Xx 1 و  2

هر  , 0  :داشته باشیم 1

1 2 1 2( (1 ) ) min{ ( ), ( )}A x x A x A x     

  گاهن آ ،باشد  Xدر  فازي مجموعهیک   u فرض کنید: 2-2-5تبصره 
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0براي همه  )الف    ,     0
u u u

 
 .  

nگر ا )ب  س پ   
1 nn

u u
 




 .  

فرض کنید  همچنینو    MX  فرض کنید Raleskoo)  قضیه نمایش )( ج  0,1rB r  

M 0صدق می کند و  )ب (و )الف (باشد که در  Mخانواده اي از زیر مجموعه   B  گاه یکن آ. باشد 

به طوري که براي همهوجود دارد  Xدر  uمجموعه فازي    , 0,1rr
u B r  .در ضمن 

 

 sup ,

0 .

rr x B x M

u x
x M


 

 
 



  

  

  rبرش هاي مجموعۀ فازيA  )یا مجموعۀ ترازr  وابسته بهA  (  را باrA نشان می دهیم.  

بازه هاي بسته اند که آن ها را به صورت  Aبرش هايrیک عدد فازي باشد،  Aاگر  مجموعۀ فازي   

  زیر نشان می دهیم       

                                                                                               1 2[ ( ), ( )]rA a r a r  

برش هاي  اعداد فازي  بازه هاي  بسته است،  بنابراین لازم است از اعمال ریاضی روي rاز آن جا که 

 .بازه ها اطلاع داشته باشیم

به وسیلۀ مجموعه هاي  برش، می توان توصیفی براي یک مجموعۀ فازيrبرپایۀ مفهوم   :2-2-6تعریف

  Xxبراي هر . ه کردئمعمولی ارا
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[0,1]

( ) sup{ | }r
r

A x r x A


  

  [23]عداد فازيا 2-3

  گوییم هرگاهعدد فازي را یک  Rروي   u مجموعۀ فازي :2-3-1تعریف 

  ،نرمال باشد u   )الف

  .محدب باشد مجموعۀ فازي u   )ب

گاه هر ،یوسته بالا می نامندپنیمه  xرا در نقطه  uتابع حقیقی  ( ،یوسته باشدپاز بالا نیمه  u      )ج 

( ) lim ( ), ( )t xu x u t u x    ).باشد  

 )د 0 ( ) 0u x R u x   در R فشرده باشد. 

,��یک زوج مرتب  ،پارامتريبه شکل   uیک عدد فازي  :2- 2-3تعریف  ،  ���� ,���� از تابع ��

0 �  �   :آورده می کندکه شرایط والزامات زیر  را بر  ،	است 1

   ،پیوسته از طرف چپ است 	،صعودي یکنوا  ،یک تابع کراندار  (���	 1-

  ،پیوسته از طرف چپ است 	،نزولی یکنوا  ،کراندار یک تابع  ���� 2-

-3   0 � � � 1 ،   ����     ����  

ن به آگاه تابع عضویت نامیده می شود هر L-Rاز نوع  یک عدد فازي   uیک عدد فازي   :3- 2-3تعریف

  صورت زیر باشد  

 
0 ,
( ) ,

,
1

,
( )

0
.

u

u

x a
A x l x a x b

b x c
c x d

r x

d x





   
  


 


 
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)که  )ul x و( )ur x به ترتیب توابع نانزولی وناصعودي هستند.  

ن به شکل زیر آ گاه تابع عضویتی نامیده می شود هرثلمثیک عدد فازي   uیک عدد فازي   :24-3-تعریف

 .باشد

���� �

�
�
�

�
�
� � �
� � �

																										� � � � �				
� � �
� � �

																													� � � � �

∘ در	دیگر	نقاط																				

� 

.                          

و راست نامیده می  پچبتی هستند که به ترتیب گستردگی هاي ثماعداد حقیقی  و  به طوري که 

را به صورت       uیثلثعدد فازي م. شوند , ,m    u=نمایش می دهیم.  

فرم زیر را نامیده می شود هرگاه تابع عضویت  وزنقه ايذ یک عدد فازي  uیک عدد فازي : 3-2 4-تعریف

  :داشته باشد

 

0 ,

,

,1
,

0 .

x m
x mA x m x b

m x u
u x um x

u x
















  
  

   


 
    



 

 

و راست نامیده می  پچبتی هستند که به ترتیب گستردگی هاي ثماعداد حقیقی  و  به طوري که 

را به صورت    u وزنقه ايذعدد فازي . شوند , , ,m u     u=نمایش می دهیم.  
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  يوزنقه اذعددفازي  2٢-شکل                                  

  

دو مجموعۀ معمولی  Bو Aهر یک از چهار عمل اصلی جمع، تفریق، ضرب و تقسیم باشد و  اگر  

   :به صورت زیر تعریف می شود BAباشند، آنگاه )  غیر فازي(

                                                                                   .,| BbAabaBA    

  حساب بازه اي 2-4

اگر  baA ,  و dcB ,  بسته باشند و  بازهدو, , ,a b c d R داریم  

.                                                                   )              الف      dbcadcba  ,,,  

.                                                                          )         ب      cbdadcba  ,,,  

.                                             )  ج         bdbcadacbdbcadacdcba ,,,max,,,,min,,   

.                                                        )  د 
 
  
























c
b

d
b

c
a

d
a

c
b

d
b

c
a

d
a

dc
ba ,,,max,,,,min

,
,

  

به شرط آنکه  dc,0  .  

  یک عدد اسکالر باشد اگر 

   
   

, , , 0 ,
, , , 0 .

a b a b
a b b a

   
   

  
  
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  باشد، آنگاه  Rیک عمل دوتایی پیوسته روي *اعداد فازي با تکیه گاه کراندار و Bو Aاگر  1)

( * ) *r r rA B A B                                                                                        

)است که براي آن ها Rاز u، مجموعۀ نقاطی مانندAکه در آن تکیه گاه ) 0A u  .  

 

در  xاسـت هرگـاه بـه ازاي هـر      Bکوچکتر از  Aدو مجموعه فازي باشند آنگاه می گوییم  Bو Aاگر

  Aتکیه گاه 

A(x) B(x)  

Aو آن را به صورت  B نشان می دهیم.  

  فرض کنیم  :1--24مثال

 

1 , 1 3 ,
2

5 , 3 5 ,
2
0 , 5 .

x x

xB x x

x

  


  





و    

1 , 1 1 ,
2

3 , 1 3 ,
2
0 ,  3 .

x x

xA x x

x

   


  





  

)می خواهیم )( )A B x داریم. را بدست آوریم  

                               1 3| | ,
2 2r

x xA x A x r x r r       
 

     

                                       . 2 1,3 2r r    =  | 2 1, 3 2x x r x r     

                                   1 5| | ,
2 2r

x xB x B x r x r r       
 

    

   | 2 1, 5 2 2 1,5 2x x r x r r r         

  داریم بنابراین با توجه به موارد قبل
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.       2 1,3 2 2 1,5 2 4 ,8 4r rr
A B A B r r r r r r             

  داریم  :2-2-6تعریف با استفاده از 

  
 
sup

rx A B
A B x u r

 
    

فرض می کنیم  4 ,8 4x r r  ، بنابراین, 2
4 4
x xr r   . چون 0,1r   پس ، 1,0u   بنابراین

اگر 
4
xu  . 1داریم

4
0 

x
2، و

4
21 

x
نمی تواند   u،]4,0( بنابراین در  بازه. 

4
2 x
  انتخاب

همینطور اگر . شود
4

2 xu  2داریم
4

1 
x

نمی تواند    u، )8,4[ بنابراین در بازه. 
4
x

. انتخاب شود 

  داریم لذا

                                        

, 0 4 ,
4

( ) 2 , 4 8 ,
4

0 , 8 .

x x

xA B x x

x

  

    





 

  [65]متر هاسدورف  2-5

  

زیر تعریف شود  به صورت   : 0D E E R   کنید فرض     

  

   
[0,1]

( , ) = ( , ).sup r r
r

D u v d u v


 

  ،متر هاسدورف است وبه صورت زیر تعریف می شود d  نآ که در  

[0,1]
( , ) = max{| ( ) ( ) |,| ( ) ( ) |}.sup

r
d u v u r v r u r v r


   

  .زیر نتیجه می شود با توجه به تعریف  خواص

   )الف ,E D یک فضاي متریک کامل است.  

,براي هر   )ب ,u v w E،                     ( , ) = ( , ), ( , ) ( , )D u w v w D u v D u v D v u    
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,براي هر   )ج ,k R u v E                              ( , ) =| | ( , )D k u k v k D u v   

,براي هر    )د  , ,u v w e E                            ( , ) ( , ) ( , )D u v w e D u w D v e     

u,براي هر    ) و v E                                             ( ,0) ( ,0) ( ,0)D u v D u D v      

u,براي هر     ) ه v E                                  .  ( , ) ( , ) ( , )D u v w e D u w D v e      

: که در اینجا داریم 0 o  

 

  گسترشاصل   2-6

  

گسترش یک رابطه اساسی است که این امکان را به ما می دهد تا دامنه و برد یک تابع را از نقاطی اصل 

هر تابع  گسترشر به وسیله اصل گبه عبارت دی. ن ها توسعه دهیمآدامنه و برد به مجموعه هاي فازي روي 

  .توسیع داد را می توان به یک تابع فازي ،کلاسیک

f:کنید فرض :6-1 -2تعریف X Y  تابعی از مجموعه کلاسیکXبه مجموعه کلاسیکY در .باشد

:تابع      ( ) ( )f F X F Y      1و : ( ) ( )f F Y F X  را به صورت  

)به ازاي هر   )A F X                  
( )

( ) ( ) sup ( )
x y f x

f A y A x


.  

)به ازاي هر    )B F Y                  1( ) ( ) ( ( ))f B y B f x   .  

 ،ازي می کندتوابع کلاسیک را فرابطه اي که . گوییمزاده فازي شده  گسترش طبق اصل ،تعریف می شوند 

  . زاده نامیم گسترشاصل 

g:ر  گا: 6-1-2قضیه R R R  با استفاده از  ،زاده می توانیم گسترش گاه طبق اصلن آ ،یک تابع باشد

Eرا  به  g پیوستهتابع  ،زیر تعریف E E   دهیمتوسیع،  

 
( , )

( , )( ) sup min ( ), ( ) ,
z g x y

g u v z u x v x


   

  همچنینو      

      ( , )( ) , ,
r r r

g u v z g u v  

  

u,براي هر    v R   و,u v E  0.و 1r   
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جمع وضرب اسکالر در فضاي اعداد فازي  ،زاده وبا توجه به روابط بالا گسترش به خصوص بنا به اصل

( )F X به صورت زیر تعریف می شود،  

      ,
r r r

u v u v         .
r r

ku k u  

kن آکه در  R  ,, ( )u v F X    ,.0 1r   

  تابع فازي  2-7

 �مانند یک تابع فازي  ،مجموعه همه اعداد فازي باشد  Eیک بازه حقیقی و  Iفرض کنید  7-1:-2تعریف

f:تابعی به صورت I E  زیر تعریف می شود شکلاست که به:  

 

 ( , ( )) ( , ( ), ), ( , ( ), ) ,f t x t r f t x t r f t x t r           t I ,     0 1.r    

  

Rاز  پیوستهیک تابع  fر گا 7-2: -2تعریف R   به تويR  باشد وx(t)   گاه ن آ ،یک عدد فازي باشد

)براي  عدد فازي  , ( ))f t x t  ن آکه درt R  تعریف زیر را خواهیم  ،زاده گسترشطبق اصل  ،است

  ،داشت

( , ( ))( ) sup{ ( ) | ( , )},f t x t s x s f t    

  ،ن نتیجه می شودآواز 

 ( , ( )) ( , ( ), ), ( , ( ), ) ,f t x t r f t x t r f t x t r     

  ،نآکه در 

 
 

( , ( ), ) min ( , ) | [ ( , ), ( , )] ,
( , ( ), ) max ( , ) | [ ( , ), ( , )] .

f t x t r f t u u x t r x t r
f t x t r f t u u x t r x t r

 
  

 

 مشتقات فازي  2-8
  .ردازیمپدر این قسمت به بیان مشتق هاکوارا و مشتق تعمیم یافته می 

  مشتق هاکوارا  1-8- 2

  .ابتدا  بایستی تفاضل هاکوارا را بیان کرد ،براي بیان مشتق هاکوارا
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تفاضل  Cدر این صورت ,   C+A=Bوجود داشته باشد که  Cگر یک عدد فازي ا[30] : 1 -8-2تعریف

B :  می شود و می نویسیم  نامیده Bو  Aهاکوارا بین  A C  

  

:نگاشت یک  2:-8-2تعریف ny I E  در نقطهx I   گر  هاکوارا می باشد ا یرذپمشتق

( ) ny x E  وجود داشته باشد به طوریکه حدود زیر موجود باشد.  

0 0 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )= = ( )lim lim '

h h

y x h y x y x y x h y x
h h  

 � �
 

)در این قسمت حدود در فضاي متریک   , )nE d  در نقاط انتهایی . انجام می شودI  , ما فقط حدود یک

 [35].گیریمطرفه را در نظر می 

:نگا شت  ny I E   و نیز داشته باشیم یر باشد ذپمشتق   Iروي  yگیرید به طوري که نظر بدر را    

   1 2( ) ( , ), ( , ) ,
r

y x y x r y x r
 
∀	���0,1� 

)مشتق هاکوارا  در این صورت  )y x به صورت زیر تعریف می شود :  

   1 2( ) ( , ), ( , ) ,
r

y x y x r y x r x I     

 
  

  . نکه تشکیل عدد فازي بدهدآبه شرطه 

  [15]مشتق تعمیم یافته 2- 8- 2

  
F:فرض کنید 3: -8-2تعریف I E  0وt I  ,F    0یر تعمیم یافته در نقطه ذپمشتقt گر است ا

0( )F t  وجود داشته باشد به طوري که  

)i(  براي همه> 0h 0   ,چکبه اندازه کافی کو 0 0 0( ) ( ), ( ) ( )F t h F t F t F t h   

  :وحدود زیر موجود باشند

0 0 0 0
0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )= = ( )lim lim '

h h

F x h F x F x F x h F x
h h  

  
 

 یا

)ii(  براي همه> 0h 0   ,چکبه اندازه کافی کو 0 0 0( ) ( ), ( ) ( )F t h F t F t F t h   

  :وحدود زیر موجود باشند

0 0 0 0
0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )= = ( )lim lim '

h h

F x h F x F x F x h F x
h h  

 
 
   
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   فازيمعادلات دیفرانسیل   2-9

معادلات دیفرانسیل در یک محیط فازي به  .ارئه می دهیممعادلات دیفرانسیل فازي را  تعریفدراین بخش 

   .یشنهاد شده استپعنوان یک راه براي مدل سازي ابهام 

  معادلات دیفرانسیل فازي به صورت زیر تعریف می شود  : 1-9-2تعریف

  

��
���� � ���, �����, � ∈ ���, ��

����� � ��,
��1 � 9 � 2� 

:فرض کنید  n nf T E E  0بود و  پیوسته
ny E باشد 

 :[34]  2-9-2لم

:نگاشت یک  ny T E است اگر وفقط اگر  ) 1 -9- (2یک جوابy گرال باشد و در معادله انت پیوسته

xزیر براي هر  T صدق کند:  

0( ) = ( , ( )) ,
x

a
y x y f s y s ds   

منحصر به فرد داراي جواب 1)  - (2-9هگان آ, شیتس صدق کند پو در شرط لیبوده  پیوستهتابع  fاگر

 . است

:فرض کنید   : 3-9-2قضیه n nf T E E  0و  بوده پیوستهk   موجود باشد به طوري که  

( ( , ), ( , )) ( , )D f t y f t y kD y y   

xبراي هر  T  و, ny y E . بعلاوه. جواب منحصر به فرد استداراي )   1-9- (2در این صورت، 

  .گی داردبه مقدار اولیه بست پیوستهجواب به طور 

  .را حل کرده است1)  -  9- (2به طریق زیر معادله   [56]سیکالا 

)تابع  ،گسترش زادهبراساس اصل  , )f x y  یدآبه صورت زیر بدست می: 

  :در نتیجه

1 2[ ( , , )] = [ ( , , ), ( , , )], [0,1]f x y r f x y r f x y r r   
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  1 1 2( , , ) = min ( , ) | ( ; ), ( ; ) , 0 1,f x y r f x u u y x r y x r r    

  2 1 2( , , ) = max ( , ) | ( ; ), ( ; ) , 0 1.f x y r f x u u y x r y x r r    

,0]:تابع  )y   روي 1)  -9 (2-یک جواب فازي معادلهI گراست ا  

  1 1 2( , ) = min ( , ) | ( ; ), ( ; ) , 0 1,y x r f x u u y x r y x r r    

  2 1 2( , ) = max ( , ) | ( ; ), ( ; ) , 0 1.y x r f x u u y x r y x r r    

1که  01(0, ) ( )y r y r  2و 02(0, ) ( )y r y r  , به ازاي هرx I  بنابراین برايr ما یک  ،ابت شدهث

  .داریم 2Rمسئله مقدار اولیه در 

 [15] : 4-9-2قضیه

  در شرط زیر صدق می کند fفرض کنیم

  ( , ) ( , ) ( , ), 0, ,f x v f x v g x v v x v v R      

,0]روي g که  ) )است به طوري که  پیوستهیک تابع    , )r g x rنانزولی است،  

 مسئله مقدار اولیه

0

= ( , ( )), 
(0) = ,

'u g x u x
u u E




  

,0]داراي یک جواب روي  )  0براي 0u   و( ) 0u x  0 براي)  1-9 -2 (تنها جواب 0u   . در این

 .داراي جواب منحصر به فرد است)  1-9 -2 (صورت معادله دیفرانسیل فازي 

براي معادله دیفرانسیل فازي   ،یري تعمیم یافتهذپدر حالت  مشتق :5-9 -2توجه    ' ,y t f t y  دو

  :گرال دوم به فرم زیر نوشته می شودانتگرال متفاوت بیان می شود که معادله انتمعادله 

0
0( ) = ( 1) ( , ( ))

x

x
y x y f s y s ds   

  : فرض کنیم شرایط زیر برقرار است: [15]  6-9-2قضیه

0قرار دهیم ) الف  0 0 0[ , ] ( , )R x x p B y q   0 , , 0,y E p q                                                                                

    که

 0 0( , ) | ( , )B y q y E D y y q    
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f:0همچنین فرض کنید می باشد و Eگر یک گوي بسته در بیان R E  باشد بطوري  پیوستهیک تابع

)که  ( , ),0) ( , )D f x y f x y M   0براي همه( , )x y R  

:�قرار دهید  )ب ���, �� � �� � �0, �� → )10به طوري که   � ) 0g x   1و( , )g x u M  به ازاي

هر  0 0,ny x x d   0و u q   به طوري که( , )g x u  نانزولی بر حسب,G u  گونه اي است که به

)مسئله مقدار اولیه  ) = ( , ( ))'u x g t u x  (0)و = 0u  تنها داراي جواب( ) 0u x   روي 0 0,x x p.  

فرض کنید )ج ( , ), ( , ) ( , ( , ))D f x y f x z g x D y z هربه ازاي  

0( , ) , ( , ), ( , ), ( , )D y z q x y x z y z R   .  

0d)د    وجود دارد به طوریکه براي  0 0,x x x d   دنباله 0 0,ny x x d  که به صورت زیر  

 .:بیان می شود

0
1 0

0 0

= ( 1) ( , )

( )

x

n nx
y y f x y dt

y x y

 




  

  در این صورت معادله دیفرانسیل فازي 

    
 

'

0 0

,x x

x

y f t y

y y

 



  

y,ˆ )یر می باشدذپدیفرانسیل   (2) دیگريو  یرذپدیفرانسیل   (1)که یکی ( داراي دو جواب  y می   

  :و نیز داریم باشد

 0 0 0ˆ, : , ( , )y y x x r B y q   

به طوري که 
1

min , , ,q qr p d
M M

 
  

 
  متوالی و تکرارهاي 

1 0
0

0 0

( ) := ( , ( )) ,

( )

t

n nt
y t y f s y s ds

y x y

 



  

  

  و

0
1 0

0 0

ˆ ˆ( ) = ( 1) ( , ( ))

ˆ ( ) =

x

n nx
y x y f s y s ds

y x y


 




  

  .را به دو جواب خواهند بودهمگ
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در اینجا لازم است براي تعریف انتگرال فازي، مقدماتی از انتگرال لبگ که در این قسمت مورد استفاده قرار 

. می گیرد را ارائه دهیم  

را یک شبه  �از زیرمجموعه هاي  �گردایه ي . یک مجموعه ناتهی باشد �فرض کنید : 20-2-1تعریف

  :حلقه گوییم اگر

1( ∅ ∈ � 
2( � ∩ � ∈ ,�		آنگاه		� � ∈  .اگر		�

�,�اگر  )3 ∈ ,��آنگاه  � c�, … , c� ∈ S	  وجود دارند به طوریکه� � � �∪���
� c�  وc� ∩

c� � �اگر  ∅ � �. 

�آنگاه . یک مجموعۀ ناتهی باشد �فرض کنید : 3-2-1مثال � �∅,   .یک شبه حلقه است ��

:μتابع . باشد �یک شبه حلقه از زیرمجموعه هاي یک مجموعه  �فرض کنید : 21-2-1تعریف � →

  :است اگر �یک اندازه روي  �∞,�0

1( μ�∅� � 0 
2( μ��� � ∑ �	آنگاه		����� �∪���

� �� ∈ �	, ������� ⊂ �اگر	�
���. 

  

�فرض کنید : 22-2-1تعریف � ���, ��: �, � ∈ �, � � .       یک شبه حلقه است �آنگاه . ��

  :تعریف می کنیم

  .می نامیم �را اندازه لبگ روي  λ. یک اندازه است λآنگاه 

  

�. یک مجموعه ناتهی باشد �فرض کنید : 23-2-1تعریف ⊆   :را اندازه پذیر گوییم اگر �

  در واقع. نشان می دهیم Λگردایه ي همه ي مجموعه هاي اندازه پذیر را با : 5-2-1نکته

  

:�	فرض کنید: 24-2-1تعریف � → ,��یک تابع و  � �, μ� اندازه   �گوییم . یک فضاي اندازه باشد

�����O، �در  �پذیر است، اگر براي هر مجموعه ي باز  ∈ Λ باشد.  

�یک مجموعه و  �فرض کنید : تعریف ⊆ ∅باشد، به طوریکه  ���� ∈   همچنین . �

 μ: F → �∅�μیک تابع باشد به طوریکه  �∞,�0 � �فرض کنید . 0 ⊆   :تعریف می کنیم �
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μ
∗
�A

  

,��یک فضاي اندازه : 25-2-1تعریف �, μ�  را متناهی گوییم اگرμ
∗
�A� � ∞.  

:φاگر تابع اندازه پذیر : 26-2-1تعریف X → یک تابع ساده  φداراي برد متناهی باشد، آنگاه گوییم تابع  �

  .است

φداراي نمایشی به فرم  φرا تابع پله اي گوییم اگر  φتابع ساده : 27-2-1تعریف � ∑ b�χ��
�
. باشد ���

μیعنی . (یک مجموعه ي اندازه پذیر با اندازه متناهی است �Bجایی که 
∗
�B�� � ∞. (  

:�تابع : 28-2-1تعریف � → از توابع پله اي وجود  ���φیک تابع بالایی نامیده می شود اگر دنباله  �

  :داشته باشد به طوریکه

1( φ� ↑ F.  

2( lim�→� �φ� �μ � ∞. 

یک دنباله از توابع پله اي باشد به طوریکه  ���φیک تابع بالایی و  �فرض کنید : 29-2-1تعریف

φ� ↑ F  وlim�→� �φ� �μ �   :را به صورت زیر تعریف می کنیم �، آنگاه انتگرال لبگ ∞

:�تابع : 30-2-1تعریف � → ,�را انتگرال پذیر لبگ گوییم اگر دو تابع بالایی  � وجود داشته باشند             �

�:                                           به طوریکه � � � �.  

  :به صورت زیر تعریف می شود �انتگرال لبگ 
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        ��ل �وم  

 �عادلات د��� 
��ل ا�

  �زی از ����ه ����ی
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	مقدمه 1- 3
 ریاضیات در .است دیفرانسیل معادلات حل دارد درعمل نیز فراوانی کاربرد که ریاضیات، مهم مباحث از یکی

 براي تحلیلی هاي وروش فنون یادگیري و دیفرانسیل معادلات تحلیل و تجزیه صرف زیادي وقت محض

 که شود می داده نشان و گیرد می انجام معادلات بندي دسته با کار این .شود می ها آن جواب آوردن بدست

 توابع، براي اولیه تابع وجود همانند کرده ، اما حل تحلیلی روش به توان می را معادلات از خاصی دسته

  .آورد بدست را آنها جواب موجود تحلیلی باروش هاي توان نمی که دارند وجود فراوانی دیفرانسیل معادلات

 از این رواستفاده از .دارند پیچیده بسیار جوابی ساده دیفرانسیل معادلات بعضی اوقات، گاهی بتوان، اگر حتی

  .شود می توصیه است، موجود تحلیلی جواب که درمواردي حتی ، عددي روشهاي

معادلات دیفرانسیل در محیط . نظریه معادلات دیفرانسیل فازي بسیار مورد توجه واقع شده است ، اخیرا 

معادلات  فازي خطی . ن عدم اطمینان در سیستم هاي دینامیکی می باشدفازي یک راه طبیعی  مدل کرد

که در بسیاري از مسائل کاربردي ظاهر می  است مرتبه اول یکی از ساده ترین معادلات دیفرانسیل فازي

    .[43]شود

غازي براي بررسی مشتق آمعرفی شده است و این سر   [31]مقدار در  مشتق هاکوارا براي توابع فازي

ویا تحت ابهام از پ اولین روش براي مدل کردن سیستم .ند متغیره بوده استچیري هاکوارا براي توابع ذپ

بر این اساس وجود و یکتایی جواب هاي معادله دیفرانسیل فازي مورد . تفاضل هاکوارا استفاده می کند

 [32, 44,43,36, 52] .رفته استگمطالعه قرار 

معادلات دیفرانسیل فازي این است که جواب هاي بدست مشکل اصلی استفاده از مشتق هاکوارا براي حل 

نین چبراي رفع . ر زمان در حال افزایش استگذیعنی ابهام با . مده داراي محمل صعودي می باشندآ

  . معادلات دیفرانسیل شمول معرفی شد ،مشکلی

ن این است که آ نین روشی نیز داراي مشکل اساسی است وچتفسیر کردن معادلات دیفرانسیل فازي با 

  .رفته نمی شودگیري در حالت فازي در نظرذپمفهوم مشتق 

بیشتر مورد مطالعه قرار  [15]معرفی شد و در   [14]مشتق تعمیم یافته در ،نین مشکلاتیچبراي حل 

یري حل معادلات دیفرانسیل فازي را بدون مشکلات روش هاي قبلی ذپنین مفهومی از مشتق چ.  رفتگ

 . یر می سازدذپامکان 
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    1می گاندچروش هاي  2- 3

1iy  گامیک ت  روشهاي در  بر حسبiy 1از تقریبی  محاسبه براي یعنی .آمد می بدست( )iy t  تنها 

itنقطه در موجود اطلاعات از  آل ایده نوع از مسائلی براي روشها این خاطر همین به شد، می استفاده  

1در موجود اطلاعات آید، می بدست 1yوقتی اما، .دهستن 0,t t  با ترتیب همین به و برد کار به توان می را  

1iyو استفاده بیشتري اطلاعات از توان می جدیدتر يهاiy نآورد بدست کرد حساب را. 

yیا وyقبلی مقادیر از استفاده با گامی چند روش یک در اصولاً ، تابع که دهیم می تشکیل اي جمله چند یک 

 گیرند، می قرار استفاده مورد که قبلی نقاط تعداد .کنیم می برونیابی بعدي بازه براي را آن و کند تقریب را مشتق

 حاصل روش کل خطاي معمولاً .کند می مشخص را حاصل فرمول دقت مرتبه نتیجه در و اي چندجمله درجه

   .است یک اضافه به اي جمله چند درجه توان بهh مساوي

mروش یک [1] :1-2-3تعریف  کردن پیدا براي تفاضلی معادله یک اولیه مقدار مسئله کردن حل براي گامی 

)1 تقریب )iy t  1اي گره نقاط درit   :داده شود نمایش زیر صورت به تواند می که است  

1 1 2 1 0 1 1 1 1 0 1 1( ) ( ) ( ) ... ( ) ( , ) ( , ) ... ( , )i m i m i i m m i i m i i i m i my t a y t a y t a y t hb f t y b f t y b f t y                   

 
 

�	براي � � � 1,�, . . . , � � �    هک بطوري 1 � �� � �� � �� �. . . � �� � �, � � ���
�

 

��, ��, . . . , ����, ��, ��, . . . ,  :داریم را زیر آغازین مقادیر همچنین .هستند ثابتی مقادیر ��

�� � ��, �� � ��, . . . , ���� � ����.  
0mb  وقتی  1فوق  معادله زیرا گویند، می صریح را روشiy  شده  هاي قبلی تعیین جمله برحسبفقط  را

0mb وقتی .است 1  زیرا گویند، می ضمنی را روشiy  معادله فوق ظاهر می شود طرف دو هر در.   

  تفاضلی معادله براي  [1] :2-2- 3تعریف

1 1 2 1 0 1 i 1 1( ) ( ) ( ) ... ( ) ( , , , ,..., )i m i m i i m i i i my t a y t a y t a y t hF t h y y y              

0 0 1 1 1 1, ,..., m my y y      

1i اگر  1,2 هر براي,...,i mباشند،آنگاه ساده هاي ریشه 1 مطلق قدر مقدار با ها ریشه همه و 

 شرط در اگر وفقط اگر است پایدار چندگامی روش یک .کند می صدق ریشه شرط در تفاضلی روش گوییم می

  .کند صدق ریشه

                                                
1 Multi step 



31 
 

	 پذیري تعمیم یافتهتحت مشتق  		FDEsقضیه مشخصه تعمیم یافته براي 3- ٣    

  یریمگفازي زیر در نظر می  اولیه مقدار مسئله

  

  

)3-1(   ��
���� � ���, �����, � ∈ ���, ��

����� � ��,
�  

�������ر اگ دانیم می � ����, ��, ���, ���. (1)   باشد  یرذپدیفرانسیل

��������آنگاه � �����, ��, ����,  :شود می تبدیل زیر دیفرانسیل معادلات دستگاه به) 1-3(مسئله ���

 

)3-2(                                                      

'

'

0 0 0 0

( , ) ( , ( ), ) ( , ( , ), ( , )),

( , ) ( , ( ), ) ( , ( , ), ( , )),

( , ) ( ), ( , ) ( ),

y t r f t y t r F t y t r y t r

y t r f t y t r G t y t r y t r

y t r y r y t r y r

  
  
  

   

��������� آنگاه باشد یرذپدیفرانسیل y(t)   (2)    راگ � �����, ��, ����,  دستگاه به) 1-3(مسئله  ���

  :شود می تبدیل زیر دیفرانسیل معادلات

)3-3                                         (  

'

'

0 0 0 0

( , ) ( , ( ), ) ( , ( , ), ( , )),

( , ) ( , ( ), ) ( , ( , ), ( , )),     

( , ) ( ), ( , ) ( ),

y t r f t y t r G t y t r y t r

y t r f t y t r F t y t r y t r

y t r y r y t r y r

  


 
  

 

        

 معادلات هاي دستگاه با )1-3( ئله مقدار اولیه فازيمس شرایطی تحت که کند می ثابت زیر قضیه   

   .هستند ارز هم )3-3(  ,)2-3(دیفرانسیل

:� که طوري به گیریم می نظر در را) 1-3( مقدار اولیه فازي مسئله [50]:-٣1-3قضیه � � � → �   

  :کند زیر صدق درشرایط

            	
	����, ���� � ����, �, �, ��, ���, �, �, ���                                                                                 -(1)  

 
 

)   و روي هر مجموعه به  توابع همپیوسته   , )f t r )  و  , )f t r   -(2)                           	

.یکنواخت کراندار باشندطور   

وجودداشته باشد به طوري که    0L  مانندعددي       -(3)                            
    |���, ��, ��� � ���, ��, ���| � ����|�� � ��|, |�� � ��|     ∀� ∈ �0,1�; 

|���, ��, ��� � ���, ��, ���| � ����|�� � ��|, |�� � ��|     ∀� ∈ �0,1�.  
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 با) 1- 3(مقدار اولیه فازي مسئله پذیر  دیفرانسیل   (2)پذیر و  دیفرانسیل   (1) براي  آنگاه

  .ارزند دیفرانسیل هم معادلات دستگاه

  .ري استگجوابی براي دینین چهم ،این هم ارز بودن به این معنی است که هر جواب از یکی

 

   هقضیه مشخصه تعمیم یافتجواب هاي  عددي معادلات دیفرانسیل با استفاده  1- 3- 3

دستگاه معادلات بر مبناي قضیه مشخصه تعمیم یافته یک معادله دیفرانسیل فازي را می توان با دو  

  .دیفرانسیل کلاسیک هستندهار معادله چدستگاه شامل  که این دو ،دیفرانسیل معادل جایگزین کرد

دستگاه ، دو آوردن دو جواب تقریبی فازي براي معادلات دیفرانسیل فازيلذا می توان براي به دست 

تا کنون بر خی از روش هاي عددي براي . معادلات دیفرانسیل معادل را با روش هاي عددي حل کنیم

  .معادلات دیفرانسیل فازي تحت مشتق هاکوارا بیان شده اند

 همگرابا هر روش عددي کلاسیک ) 3-3(و ) 2-3(طرفی می دانیم که معادلات دیفرانسیل معمولی  از

اصلاح کننده تصحیح شده کلاسیک را   -پیشگو، لذادر این فصل سعی داریم روش هاي قابل حل هستند

 .گسترش دهیم ، براي یافتن دو جواب فازي معادلات دیفرانسیل فازي با مشتق تعمیم یافته

 درونیابی مسئله باید ابتدا ،تقریب بزند را فازي دیفرانسیل معادلات که چندگامی هاي روش آوردن بدست براي

 .کنیم تعریف را فازي اعداد

 فازي اعداد درونیابی 2- 3- 3
 :است زیر صورت به فازي هاي مجموعه براي درونیابی مسئله

tمتمایز نقاط در که کنیم می فرض   , ( )f t هدف تقریب تابع . باشد شده ارائه فازي مجموعه صورت به 

( )f t 0کنیم که  می فرض  .باشد می fدامنه در ها tهمه  براي     1< < < nt t t  ،1n  در  متمایز نقطه

R  0و 1, , , nu u u ،1n  در  فازي مجموعهها داده این براي درونیاب فازي اي جمله چند یک .باشند 

f:پیوسته  فازي تابع یک R  کند صدق زیر شرایط در که است:  

)1( -  ( ) = ,   = 1, 2, ,i if t u i n 

   .باشد میقطعی اي  جمله چند یک نیز fدرونیاب  آنگاه ، دباشن قطعی ها داده اگر - )2(

 :شود ساخته زیر صورت به تواند می کند صدق شرایط این در که fتابع

,هاي گره با kمرتبه  هاي اسپلاین خانواده kS که کنیم می فرض = 0,1, ,it i n دهد، یعنی نشان را

ks S اگر  

(1) -   s0  بازه روي[ , ]nt t1به متعلقkC  باشد.  
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(2)  - s =   بازه روي kمرتبه اي جمله چند یک    0,1, , 1i n   , 1[ , ]i it t    .باشد 

0که کنیم فرض 1= ( , , , )nx x x x  و( )S t به  متعلق اسپلاین یکkS هاي  داده که به طوري باشد

( , )i it x ,= 0,1, ,i nمرتبه فازي اسپلاین درونیاب آنگاه .کند درونیابی راk، ���� ، هاي  داده که

( , )i it u ,n
iu E  ,= 0,1, ,i n کند که مجموعه  می درونیابی راr برش آن براي هر   

0 1r   می باشد صورت زیر به :  

 ( ) = { : = ( ), [ ] },  0 1r r
x i iF t y R y p t x u r     

iفرض کنیم ks S هاي  داده( , )j jt f ,= 0,1, ,j n  ,که در اینجا کند، درونیابی را = 1jf  وقتیکه

=j i  آنگاه . در غیر اینصورت صفر استو
=0

( ) = ( )n
i ii

S t s t   و
=0

( ) = ( ) ( )n
i ii

f t s t u t در 

]0روي  Fنتیجه  , ]nt t همه  همچنین اگر و است پیوستهn
iu E 0هر  براي آنگاه[ , ]nt t t  و

( ) nf t E بود خواهد.   

)که  کنیم فرض :2- 3-3قضیه , )i it u  ,= 0,1,2, ,i n  ,که  کنیم فرض همچنین و باشند شده داده

=هر   ( , , )l c r
i i i iu u u u از  عضوي 0هر  براي آنگاه .باشد[ , ]nt t t داریم:  

( ) 0 ( )<0

( ) = ( ) ( )l l r
i i i i

s t s ti i

f t s t u s t u


   

=0
( ) = ( )

n
c c

i i
i

f t s t u  

( ) 0 ( )<0

( ) = ( ) ( )r r l
i i i i

s t s ti i

f t s t u s t u


   

 .ببینید را  [9]:اثبات

  

  یافته تصحیح ضمنی و صریح هاي روش 3- 3- 3

 حاصل درونیاب لاگرانژ اي جمله چند جاي به اول مرتبه) خطی( اسپلاین درونیاب کاربردن به با روشها این

,0]در بازه  حال .شوند می ]I T   0نقاط گره اي متساوي الفاصله 1 20 ... Nt t t t T       در نظر

����� که کنیم فرض .می گیریم � �����, ��, ����, �����و ��� � �����, ��, ����,  جوابهاي   ���

����� دقیق � �����, ��, ����, �����و   ��� � �����, ��, ����, به ترتیب تقریب این دو  ���

��اي گره نقاط در جواب  � �� � ��, � � �
�

 .می باشند  
 درونیاب کاربردن به با یافته تصحیح چندگامی هاي روش از تعدادي 1- 2-3تعریف   گرفتن نظر در با  

 :[9]آیند می بدست زیر صورت به اول مرتبه) خطی( اسپلاین

  :اهگنآباشد  یرذپدیفرانسیل y(t)  (1)    راگ
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  :1بشفورث – دمزآ گامیسه  روش

)3 -3-1(

2 1 1 1 1 1

2 1 1 1 1 1

1 0 1 1 2 1 3

( , ) ( , ) [ ( , ( , )) ( , ( , )) 4 ( , ( , ))],
2

( , ) ( , ) [ ( , ( , )) ( , ( , )) 4 ( , ( , ))],
2

( , ) , ( , ) ( , ) , (, , ) ,

i i i i i i i i

i i i i i i i i

i i i i

hy t r y t r f t y t r f t y t r f t y t r

hy t r y t r f t y t r f t y t r f t y t r

y t r y t r t r y t ry   

     

     

  

   

   

    4 1 5( , ) , ( , )i iy t r y t r 








 


 

  :2مولتون – دمزآ گامیدو  روش

)3 -3 -2(

2 1 1 1 1 1

2 1 1 1 1 1

1 0 1 1 2 3

( , ) ( , ) [ ( , ( , )) 2 ( , ( , )) ( , ( , ))],
2

( , ) ( , ) [ ( , ( , )) 2 ( , ( , )) ( , ( , ))],
2

( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) ,

i i i i i i i i

i i i i i i i i

i i i i

hy t r y t r f t y t r f t y t r f t y t r

hy t r y t r f t y t r f t y t r f t y t r

y t r y t r y t r y t r   

     

     

 

    

   

   









  

 :اهگنآباشد  یرذپدیفرانسیل y(t)  (2)    راگ

 :بشفورث – دمزآ گامیسه  روش

)3 -3 -3(

2 1 1 1 1 1

2 1 1 1 1 1

1 0 1 1 2 1 3

( , ) ( , ) [ ( , ( , )) ( , ( , )) 4 ( , ( , ))],
2

( , ) ( , ) [ ( , ( , )) ( , ( , )) 4 ( , ( , ))],
2

( , ) α , ( , ) , ( , ) , ( , ) ,

i i i i i i i i

i i i i i i i i

i i i i

hy t r y t r f t y t r f t y t r f t y t r

hy t r y t r f t y t r f t y t r f t y t r

y t r y t r y t r y t r  

     

     

  

   

   

    4 1 5( , ) , ( , )i iy t r y t r 
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 :مولتون – دمزآ گامیدو  روش

                                                
1 Adams-bashforth 
2Adams-Moulton 



35 
 

)3 -3 -4(

2 1 1 1 1 1

2 1 1 1 1 1

1 0 1 1 2 3

( , ) ( , ) [ ( , ( , )) 2 ( , ( , )) ( , ( , ))],
2

( , ) ( , ) [ ( , ( , )) 2 ( , ( , )) ( , ( , ))],
2

( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) ,

i i i i i i i i

i i i i i i i i

i i i i

hy t r y t r f t y t r f t y t r f t y t r

hy t r y t r f t y t r f t y t r f t y t r

y t r y t r y t r y t r   

     

     

 

    

   

   







  

  یافته تصحیح کننده اصلاح -پیشگو گامی سه روش 4- 3- 3

  .یريذپدیفرانسیل   (1)  روش سه گامی تحت IPC.  گوریتمال

  داده شده به صورت زیر  IVPدیفرانسیلتقریب می زنیم جواب معادله 
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0 0

( , ( )), [ , ]
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y f t y t t t T
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  



  

 دو روش از تکرار کننده و یک پیشگو روش یک عنوان یافته به تصحیح صریح گامی سه روش از استفاده با

و الگوریتم  به . یک عدد طبیعی است  Nن آکننده که در اصلاح روش عنوان یک به یافته تصحیح گامی

  .است شده صورت زیر ساخته
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0T th
N


  

   ����, �� � ��, ����, �� � ��, ����, �� � ��, 
  
  ����, �� � ��, ����, �� � ��, ����, �� � ��. 

 
  

1iفرض کنید  2-مرحله    

  فرض کنید 3 -   مرحله 

(0)
2 1 1 1 1 1

(0)
2 1 1 1 1 1

( , ) ( , ) [ ( , ( , )) ( , ( , )) 4 ( , ( , ))],
2

( , ) ( , ) [ ( , ( , )) ( , ( , )) 4 ( , ( , ))],
2

i i i i i i i i

i i i i i i i i

ht r w t r f t w t r f t w t r f t w t r

hw t r w t r f t

w

w t r f t w t r f t w t r

     

     

    

    




    



36 
 

  فرض کنید  -     4مرحله
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 فرض کنید -    5مرحله
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1i   6مرحله i    - 

2i گرا-      7مرحله N   3   مرحله برو  

)و . الگوریتم پایان یافته است -     8 مرحله ( , ), ( , ))w T r w T r  تقریب هایی براي جواب دقیق

����, ��, ���,  .است  .���

  .یريذپدیفرانسیل   (2)  روش سه گامی تحت IPC.  وریتمگال
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  فرض کنید  -     4مرحله
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1i   6مرحله i    - 

2i گرا-      7مرحله N   3   مرحله برو  

)و . الگوریتم پایان یافته است -     8 مرحله ( , ), ( , ))w T r w T r  تقریب هایی براي جواب دقیق

����, ��, ���,    .تاس  .���

  2ایداريپو  1راییگهم  4- ٣  

,0]در بازه  ]I T   0نقاط گره اي متساوي الفاصله 1 20 ... Nt t t t T      فرض .در نظر می گیریم 

�����دقیق  جوابهاي که کنیم � �����, ��, ����, �����و  ��� � �����, ��, ����, به ترتیب     ���

�����با  تقریب زده شده � �����, ��, ����, �����و   ��� � �����, ��, ����,  در ها جوابو ���

��اي گره نقاط � �� � ��, � � �
�

  .شوند می محاسبه  

 هاي چند یافته منحنی مولتن تصحیح -مزاآد بشفورث، مزاهاي آد براي روش آمده بدست هاي فرمول در و

  ضلعی

0 0 1 1( , , ) {[ , ( )],[ , ( )],...,[ , ( )]}N Ny t h r t y r t y r t y r  

���, �, �� � ����, ������, ���, ������, . . . , ���, �������,  

1براي  تقریبهایی ترتیب به 1 1[ ] [ ( , ), ( , )rY Y t r Y t r


�����و   � �����, ��, ����,  روي   ���

0tبازه   Nt t  یعنی. و لم زیر همگرایی این تقریب ها را نشان می دهد  .باشند می:  

1 1 1 10 0
lim ( , , ) ( , ), lim ( , , ) ( , )
h h

t h r Y t r y t h ry Y t r
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2 2 2 20 0
lim ( , , ) ( , ), lim ( , , ) ( , )
h h

t h r Y t r y t h ry Y t r
 

   

}0فرض کنیم دنباله اعداد  :١- 4-3لم }N
n nw  در شرایط زیر صدق کند.  

1 1 ,0 1n n nw Aw Bw C n N        

,A , Bآن  که در   C  آنگاه. بت و مفروض هستندثابت هاي مث:  

                                                
1 Convergence 
٢ Stability 


