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دیفرانسیل معادلات در آن�ها کاربرد و بازتولیدی هسته�های بر مبتنͬ عددی روش�های عنوان:

عباس�بندی سعید دکتر راهنما: استاد
رستمͬ داود دکتر مشاور: استاد

عددی آنالیز گرایش: کاربردی ریاضͬ رشته: دکتری تحصیلͬ: مقطع

پایه علوم دانشͺده (ره) خمینͬ امام المللͬ بین دانشͽاه:
١٢۶ صفحات: تعداد ١٣٩۴ فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

های جواب همͽرایی، خطا، برآورد بازتولیدی، هسته با هیلبرت فضای کلیدی: واژگان
محلͬ هم روش غیرخطͬ، مرزی شرایط با مسایل منفرد، مسایل غیرخطͬ، مسایل چندگانه،
توابع مشتق، عملیاتͬ ماتریس پیͺارد، تکرار اندازی، تیر روش متعامد، تصویر شبͺه، بدون

کاردینال

چͺیده
برای هیلبرت فضای بازتولیدی هسته�های بر مبتنͬ عددی روش�های از برخͬ بررسͬ ما هدف
قرار بررسͬ مورد را عددی روش�های از دسته آن زمینه این در است. دیفرانسیل معادلات حل
بازی را اصلͬ نقش آن، شامل فضای به توجه با هسته بازتولیدی خاصیت آن�ها در که مͬ�دهیم
هیلبرت فضای بازتولیدی هسته�های بر مبتنͬ روش�های کاربردهای به رساله این در مͬ�کند.
بررسͬ و جواب چندگانگͬ با مسایلͬ و منفرد غیرخطͬ، خطͬ، دیفرانسیل معادلات حل برای
منفرد و غیرخطͬ مرزی مقدار مسایل حل منظور به مͬ�پردازیم. روش�ها این کارگیری به خطای
هیلبرت، فضای بازتولیدی هسته�های بر مبتنͬ روش ترکیب از استفاده با مناسبی روش�های
مسایل و زمان به وابسته مسایل حل برای است. شده ارایه پیͺارد تکرار و تیراندازی روش�های
بررسͬ هیلبرت فضای بازتولیدی هسته�های از استفاده با شبͺه بدون محلͬ هم روش بالا بعد با
مسایل برای آن�ها کارگیری به خطای و همͽرایی شده، پیشنهاد روش�های ضمن در شده�اند.

است. شده ارایه نیز متعامد تصویر عملͽر خطای و غیرخطͬ و خطͬ



ৎقد৤م...



චاری... ণپاس໋�
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ඒࣂพ࢈ൈتار

بررسͬ طͬ در [١] زارمبا٢ توسط بیستم قرن ابتدای در بار اولین برای بازتولیدی١ هسته مفهوم
سه در بازتولیدی هسته نظریه توسعه آن از پس شد. معرفͬ ͷهارمونی توابع برای مرزی مقدار مسایل
١٩۵٠ سال در شد. انجام [۴] آرونشین۵ و [٣] مرسر۴ ،[٢] برگمن٣ توسط ترتیب به و عمده مرحله
برای را ساده�تری برهان�های زیادی حد تا همچنین و آوری جمع را زمینه این در قبلͬ کارهای آرونشین
بازتولیدی هسته�های دارد. را نقش مهمترین هسته بازتولیدی خاصیت او نظریه در کرد. ارایه قضایا
تصادفͬ فرایندهای سیͽنال، پردازش احتمال، و آمار کامپیوتر، علوم در جمله از علوم از بسیاری در
کاربرد با رابطه در فراوانͬ تحقیقات عددی آنالیز در دارند. فراوانͬ کاربردهای زمانͬ سری�های و
معادلات حل سازی، منظم پراکنده، داده�های تقریب درونیابی، زمینه�های در بازتولیدی هسته�های
بهینه استفاده شده�اند. ارایه شبͺه بدون روشهای و تصادفͬ دیفرانسیل معادلات حل دیفرانسیل،
است. بازتولیدی هسته�های مزایای مهمترین از ͬͺی اطلاعات بازیابی برای شده ارایه داده�های از
دارند. ای عمده نقش آن پایه�های و داده به وابسته فضاهای تولید در همچنین بازتولیدی هسته
با هیلبرت فضای ͷی یعنͬ است، یͺتا وجود صورت در هیلبرت۶ فضای ͷی بازتولیدی هسته
تغییر سازها، شرط پیش تولید مͬ�شود. مشخص خود هسته توسط یͺتا صورت به بازتولیدی هسته
عددی روشهای با ترکیب فضا، کاردینا�ل�های تقریب بازتولیدی، هسته با هیلبرت فضای پایه�های
بهبود منظور به [١١ ،١٠ ،٩ ،٨ ،٧ ،۶ ،۵] اخیر تلاش�های جمله از دیفرانسیل معادلات حل
[۴] در آرونشین توسط شده ذکر مطالب به توجه با مͬ�باشد. بازتولیدی هسته�های بر مبتنͬ روشهای
به توجه با که هستند مفهوم ͷی برای مختلف نام�های بازتولیدی هسته�های و مثبت و معین توابع

١Reproducing kernel

٢Zaremba

٣Bergman

۴Mercer

۵Aronszajn

۶Reproducing kernel Hilbert space (RKHS)
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است[۴]. بازتولیدی هسته ͷی مثبت معین تابع هر مͬ�شوند. استفاده مفهوم این به�کارگیری نحوه
و معین توابع جمله از مترن٨ شعاعͬ پایه تابع و گاوس٧ͬ شعاعͬ پایه تابع مانند شعاعͬ پایه توابع
در شده ارایه مقالات از بسیاری در دارند. فراوانͬ کاربردهای عددی مسایل در که هستند مثبت
با هیلبرت فضای اساس بر [١۶ ،١۵ ،١۴ ،١٣ ،١٢] کوی٩ توسط شده ارایه روش اخیر سال�های
روش است. رفته کار به خطͬ غیر و خطͬ دیفرانسیل معادلات انواع حل برای بازتولیدی، هسته
مرزی شرایط با و یͺتا جواب با مسایل حل برای تنها محققین سایر و کوی توسط شده پیشنهاد
حل برای که طوری به است روش این تعمیم رساله این در ما هدف مͬ�باشند. کاربرد دارای خطͬ
به همچنین باشد. استفاده قابل جواب چندگانگͬ با مسایلͬ و خطͬ غیر مرزی شرایط با مسایل
مͬ�پردازیم. خطͬ غیر و خطͬ مسایل حل برای شده پیشنهاد های روش خطای و همͽرایی مطالعه
هیلبرت فضای در متعامد تصویر عملͽر برای نیز خطایی برآورد ها، روش خطای بررسͬ ضمن در
در مساله دامنه بندی شبͺه از پرهیز منظور به اخیر سال�های در مͬ�دهیم. ارایه بازتولیدی هسته با
آنها توانایی و مزایا دلیل به و شده ارایه شبͺه بدون روش�های پیچیده، دامنه و بالا بعد با مسایل
ͷی رساله این در شده�اند. گرفته قرار توجه مورد بسیار مهندسͬ و ͬͺفیزی مختلف مسایل حل در
این به است. شده ارایه هیلبرت فضای بازتولیدی هسته�های بر مبتنͬ شبͺه بدون محلͬ هم روش
بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای کاردینال توابع از استفاده با مشتق عملیاتͬ های ماتریس منظور
با فضاهای روی بر استفاده قابل و مناسب الͽوریتم ͷی روش، این معرفͬ ضمن در شده�اند. تولید

است. شده ارایه بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای کاردینال١٠ توابع تولید برای بالا بعد

٧Gaussian radial basis function

٨Matern radial basis function

٩Minggen Cui

١٠Cardinal functions

ج



مطالب فهرست

ذ شͺل�ها فهرست

ش جدول�ها فهرست

٢ بازتولیدی هسته�های ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیاز مورد قضایای و تعاریف ١.١
٧ . . . . . . . . . محلͬ فضاهای و هیلبرت فضاهای کننده بازتولید هسته�های ٢.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . هیلبرت فضاهای کننده بازتولید هسته�های ١.٢.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . اکید مثبت معین توابع محلͬ فضاهای ٢.٢.١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . Wm

٢ [a, b] بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای ٣.١

معادلات حل برای هیلبرت فضای بازتولیدی هسته�های بر مبتنͬ روش خطای بررسͬ ٢
١٧ خطͬ دیفرانسیل
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جواب تقریب ٢.٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا برآورد ٣.٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دقیق جواب سری قطع خطای ١.٣.٢
٢۴ . . . گام طول بیشترین و تقریبی جواب مانده اساس بر تقریب خطای ٢.٣.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ۴.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . نقطه�ای دو دوم مرتبه مرزی مقدار مساله ١.۴.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . نقطه�ای دو پنجم مرتبه مرزی مقدار مساله ٢.۴.٢

چ
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٣۴ مرزی مقدار مسایل در جواب چندگانگͬ بررسͬ ٣
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جواب تقریب ٢.٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . براتو غیرخطͬ معادله ٣.٣
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واکنش-انتشار غیرخطͬ مدل ۴.٣
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقطه�ای سه غیرخطͬ مرزی مقدار مساله ۵.٣
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه ۶.٣

۵۵ غیرخطͬ مرزی شرایط با ͷالاستی تیر خمش چهار مرتبه غیرخطͬ مساله حل ۴
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴
۵٨ . . . . . . . . . . . . . غیرخطͬ مرزی شرایط با غیرخطͬ مساله حل روش ٢.۴
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی های مثال ٣.۴
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه ۴.۴

نوع از منفرد غیرخطͬ معادلات حل برای هیلبرت فضای بازتولیدی پیͺارد�هسته روش ۵
٧١ لین�امدن
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۵
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیͺارد تکرار ٢.۵
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همͽرایی و جواب تقریب روش ٣.۵
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال�های ۴.۵
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلͬ حالت در لین-امدن معادله ١.۴.۵
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوع از لین-امدن معادله ٢.۴.۵
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه ۵.۵

٨۶ هیلبرت فضای بازتولیدی های هسته بر مبتنͬ محلͬ هم روش ۶
٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۶
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاردینال توابع ٢.۶
٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق عملیاتͬ ماتریس ٣.۶
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . عددی های مثال و مشتق عملیاتͬ ماتریس کاربرد ۴.۶
١١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه ۵.۶

ح
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١١١ آتͬ کار�های و پیشنهاد�ها ٧
١١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آتͬ کار�های و پیشنهاد�ها ١.٧

١١۴ مراجع

خ
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د



شͺل�ها فهرست

Wm
فضای[٠,١]٠,٢ در مقیاسلͽاریتمͬ) (در Log١٠|K(x, x)−KN (x, x)|� نمودار ١.٢

٢٨ . . .N = ۵,١٠ با (١.۴.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ٣,۴,۵ به�ازای
Wm

[٠,١]٠,٢ فضای در ،Log١٠|u(x)−uN (x)|�ͬاریتمͽل مقیاس در مطلق خطای ٢.٢
٢٨ . . .N = ۵,١٠ با (١.۴.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ٣,۴,۵ به�ازای

Wm
[٠,١]٠,٢ فضای در ،Log١٠|u′(x)−u′N (x)|�ͬاریتمͽل مقیاس در مطلق خطای ٣.٢

٢٩ . . .N = ۵,١٠ با (١.۴.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ٣,۴,۵ به�ازای
Wm

[٠,١]٠,٢ فضای در ،Log١٠|u′′(x)−u′′N (x)|�ͬاریتمͽل مقیاس در مطلق خطای ۴.٢
٢٩ . . .N = ۵,١٠ با (١.۴.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ٣,۴,۵ به�ازای

Wm
فضای[٠,١]٠,٢ در ،Log١٠|u(٣)(x)−u(٣)

N (x)|�ͬاریتمͽمقیاسل در مطلق خطای ۵.٢
٣٠ . . . .N = ۵,١٠ با (١.۴.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ۴,۵ به�ازای

Wm
فضای[٠,١]٠,٢ در ،Log١٠|u(۴)(x)−u(۴)

N (x)|�ͬاریتمͽمقیاسل در مطلق خطای ۶.٢
٣٠ . . . . . .N = ۵,١٠ با (١.۴.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ۵ به�ازای

Wm
فضای[٠,١]٠,٢ در مقیاسلͽاریتمͬ) (در Log١٠|K(x, x)−KN (x, x)| نمودار ٧.٢

٣١ . .N = ١٠,٢٠ با (١۶.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ٣,۴,۵ به�ازای
Wm

[٠,١]٠,٢ فضای در ،Log١٠|u(x)−uN (x)|�ͬاریتمͽل مقیاس در مطلق خطای ٨.٢
٣٢ . . . .N = ١٠,٢٠ با (١۶.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ۶,٧ به�ازای

Wm
[٠,١]٠,٢ فضای در ،Log١٠|u′(x)−u′N (x)|�ͬاریتمͽل مقیاس در مطلق خطای ٩.٢

٣٢ . . . .N = ١٠,٢٠ با (١۶.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ۶,٧ به�ازای
Wm

[٠,١]٠,٢ فضای در ،Log١٠|u′′(x)−u′′N (x)|�ͬاریتمͽل مقیاس در مطلق خطای ١٠.٢
٣٢ . . . .N = ١٠,٢٠ با (١۶.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ۶,٧ به�ازای

ذ
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Wm
فضای[٠,١]٠,٢ در ،Log١٠|u(٣)(x)−u(٣)

N (x)|�ͬاریتمͽمقیاسل در مطلق خطای ١١.٢
٣٣ . . . .N = ١٠,٢٠ با (١۶.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ۶,٧ به�ازای

Wm
فضای[٠,١]٠,٢ در ،Log١٠|u(۴)(x)−u(۴)

N (x)|�ͬاریتمͽمقیاسل در مطلق خطای ١٢.٢
٣٣ . . . .N = ١٠,٢٠ با (١۶.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ۶,٧ به�ازای

Wm
فضای[٠,١]٠,٢ در ،Log١٠|u(۵)(x)−u(۵)

N (x)|�ͬاریتمͽمقیاسل در مطلق خطای ١٣.٢
٣٣ . . . .N = ١٠,٢٠ با (١۶.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ۶,٧ به�ازای

براتو. مساله برای F١۵(α;λ) = u١۵(١;α, λ) = ٠ رابطه در λ به نسبت α نمودار ١.٣
۴٣ . . . . . . . . . . . است. سازگار λc بحرانͬ مقدار تحلیلͬ مفهوم با نمودار

مختلف مقادیر و n = ١۵ با براتو مساله برای Fn(α;λ) = un(١;α, λ) نمودار ٢.٣
دارد ریشه ͷی λ = ٣٫ ۵١٣٨ برای و ریشه دو λ = ٣ و λ = ٢ برای معادله .λ

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ندارد. ریشه λ = ۵ و λ = ۴ برای و
.n = ١۵ و λ ∈ [١,۶] و α ∈ [٠,١٠] با براتو مساله برای Fn(α;λ) کانتور رسم ٣.٣

۴۴ . . . . . . . . . . . . . مͬ�کند. تایید را بحرانͬ مقدار تحلیلͬ مفهوم نمودار
و λ = ٢ با براتو مساله جواب اول شاخه لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای ۴.٣

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .n = ۵٠,١٠٠,٣٠٠ مختلف مقادیر
و λ = ٢ با براتو مساله جواب دوم شاخه لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای ۵.٣

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .n = ۵٠,١٠٠,٣٠٠ مختلف مقادیر
مساله برای F١۵(α;ψ) = u١۵(١;α, ψ)−١ = ٠ رابطه در ψ به نسبت α نمودار ۶.٣
با ψmax(m) و ψ∗(m) بحرانͬ مقادیر تحلیلͬ مفهوم با نمودار واکنش-انتشار.

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . است. سازگار m = −١ و m = −٣
۴ واکنش مرتبه

،n = ١۵ با واکنش-انتشار مساله برای Fn(α;ψ) = un(١;α, ψ) − ١ نمودار ٧.٣
ψ = ٠٫ برای۶ یͷریشه، ψ = ٠٫ برای٣ معادله .ψمختلف مقادیر mو = −٣

۴
۴٨ . . . . . . . . . . ندارد. ریشه ψ = ٠٫ ٩ برای و دارد ریشه دو ψ = ٠٫ ٨ و

و ψ ∈ [٠,١] ،α ∈ [٠,١] با واکنش-انتشار مساله برای Fn(α;ψ) کانتور رسم ٨.٣
ψmax(m) = و ψ∗(m) = ٠٫ ۴٠ بحرانͬ مقادیر تحلیلͬ مفهوم نمودار .n = ١۵

۴٩ . . . . . . . . . مͬ�کند. تایید m = −٣
۴ واکنش مرتبه برای را ٠٫ ٨٣٩٧۶٨

مقادیر با (١٧.٣) مساله جواب اول شاخه لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای ٩.٣
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . .n = ١٠٠,١۵٠,٣٠٠ و m = −٣

۴ ،ψ = ٠٫ ٨
مقادیر با (١٧.٣) مساله جواب دوم شاخه لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای ١٠.٣

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . .n = ١٠٠,١۵٠,٣٠٠ و m = −٣
۴ ،ψ = ٠٫ ٨

ر
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۵١ . n = ۵,١٠,١۵ با (٢٠.٣) مساله برای Fn(α) = un(١;α)− un(
١
٣ ;α) نمودار ١١.٣

۵١ . . . . . . . . . . .n = ۴٠ با (٢٠.٣) مساله برای un تقریبی جواب نمودار ١٢.٣
٣) مساله برای [٣٩] در شده داده تقریبی جواب با un تقریبی جواب مقایسه ١٣.٣
n = با x ∈ [٠,١] برای لͽاریتمͬ) مقیاس (در un(x) − u∗۵(x) نمودار .(٢٠.

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢۵,۵٠,١٠٠
n = با (٢١.٣) مساله برای Fn(α) = un(١;α) − ٢un(١

٣ ;α) نمودار (راست) ١۴.٣
α١ ∈ با متناظر ترتیب به u٢,n(x) و u١,n(x) جواب دو نمودار (چپ) و ١٠

۵٣ . . . . . .٠ ≤ u١(x), u٢(x) ≤ ٣۶ که طوری به α٢ ∈ [۵٩,۶٠] و [٣٣,٣۴]

α٣ ∈ [١٣۴١٢,١٣۴١۵] با متناظر n = ۶٠ با (٢١.٣) مساله برای u٣,n نمودار ١۵.٣
۵٣ . . . . . . . .٢٩٩٫ ٩٧

٢ ≤ max٠≤x≤١ |u٣(x)| ≤ ٢٢۵٣۵٫ ٩١ که طوری به
متناظر (٢١.٣) مساله جواب اول شاخه برای Log١٠|u٢٠٠(x)− un(x)| نمودار ١۶.٣

۵٣ . . . . . . . . . . . . . .n = ١٠٠,١۵٠ و x ∈ [٠,١] ،α٢ ∈ [۵٩,۶٠] با
متناظر (٢١.٣) مساله جواب دوم شاخه برای Log١٠|u٢٠٠(x)− un(x)| نمودار ١٧.٣

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .n = ١٠٠,١۵٠ و α٢ ∈ [۵٩,۶٠] با

(١.۴)مدل�سازی مساله توسط که g و f نیرو�های تاثیر تحت ͷالاستی تیر شͺل ١.۴
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است[۵١]. شده

از ترتیب به (٢٣.۴) مثال برای ΠNun(x) ∈ W۶
٢,N

[٠,١] مانده خطای نمودار ٢.۴
۶۶ .(۵.۴) نیوتن روش از تکرار پنج و n = ۵ ،N = ١٠,٢٠,۵٠ با چپ به راست

از ترتیب به (٢۴.۴) مثال برای ΠNun(x) ∈ W۶
٢,N

[٠,١] مانده خطای نمودار ٣.۴
۶٧ .(۵.۴) نیوتن روش از تکرار پنج و n = ۵ ،N = ١٠,٢٠,۵٠ با چپ به راست

از ترتیب به (٢۵.۴) مثال برای ΠNun(x) ∈ W۶
٢,N

[٠,١] مانده خطای نمودار ۴.۴
۶٨ .(۵.۴) نیوتن روش از تکرار پنج و n = ۵ ،N = ١٠,٢٠,۵٠ با چپ به راست

و تکرار m = ١٠،n = ٠ با (١٨.۵) مساله لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای ١.۵
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ١٠,٢۵,۵٠,١٠٠

و تکرار m = ١٠،n = ١ با (١٨.۵) مساله لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای ٢.۵
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ١٠,٢۵,۵٠,١٠٠

و تکرار m = ١٠،n = ۵ با (١٨.۵) مساله لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای ٣.۵
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ١٠,٢۵,۵٠,١٠٠

.N = ١٠,٢۵,۵٠,١٠٠ با (٢٠.۵) مساله برای Log١٠|Rx(x)−RN,x(x)| نمودار ۴.۵
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ز
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٨٣ . . . . . . . . . . .[٠,١] بازه در (٢٠.۵) مساله تقریبی های جواب نمودار ۵.۵
مقادیر و تکرار m = ١٠ با (٢١.۵) مساله لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای ۶.۵

٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ١٠,٢۵,۵٠,١٠٠ مختلف

v = ٠٫ ٠١, σ = با (x, t) ∈ [٠,١]× [٠,١] در (١٨.۶) مساله برای مطلق خطای ١.۶
١٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ١٠٠ و ١٠٠,∆t = ٠٫ ٠٠١

v = ٠٫ ٠٠۵,∆t = با (x, t) ∈ [٠,١]×[١,٢٫ ۴] در (١٩.۶) مساله برای مطلق خطای ٢.۶
١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ١٠٠ و ٠٫ ٠٠١

(٢٠.۶) مساله برای مطلق خطای و محلͬ هم نقاط پراکنده(تصادفͬ) توزیع ٣.۶
زمان در N = ۴٩ و v = ١,∆t = ٠٫ ٠٠٠١ با (x, y) ∈ [٠,١] × [٠,١] برای

١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = ١ نهایی
(x, y) برای∋ (٢٠.۶) مساله برای مطلق خطای و محلͬ هم نقاط یͺنواخت توزیع ۴.۶

١٠۶ .T = ١ نهایی زمان در N = ۴٩ و v = ١,∆t = ٠٫ ٠٠٠١ با [٠,١]× [٠,١]

(٢١.۶) مساله برای مطلق خطای و محلͬ هم نقاط پراکنده(تصادفͬ) توزیع ۵.۶
و v = ١,∆t = ٠٫ ٠٠٠١ با (x, y) ∈ [−٠٫ ۵,٠٫ ۵] × [−٠٫ ۵,٠٫ ۵] برای

١٠٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = ١ نهایی زمان در N = ۴٩
(x, y) برای∋ (٢١.۶) مساله برای مطلق خطای و محلͬ هم نقاط یͺنواخت توزیع ۶.۶
زمان در N = ۴٩ و v = ١,∆t = ٠٫ ٠٠٠١ با [−٠٫ ۵,٠٫ ۵]× [−٠٫ ۵,٠٫ ۵]

١٠٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = ١ نهایی

س



جدول�ها فهرست

۴٢ .nمختلف مقادیر با و λ = ٢ برای (١۵.٣) مساله جواب اول شاخه مطلق خطای ١.٣
۴٣ .nمختلف مقادیر با و λ = ٢ برای (١۵.٣) مساله جواب دوم شاخه مطلق خطای ٢.٣

واکنش مرتبه ،ψ = ٠٫ ٨ برای (١٧.٣) مساله جواب اول شاخه مطلق خطای ٣.٣
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .nمختلف مقادیر با و m = −٣

۴
واکنش مرتبه ،ψ = ٠٫ ٨ برای (١٧.٣) مساله جواب دوم شاخه مطلق خطای ۴.٣

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .nمختلف مقادیر با و m = −٣
۴

و n = ۵ با ΠNun(x) ∈ W۶
٢,N

[٠,١] از استفاده با (٢٣.۴) مثال مطلق خطای ١.۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(۵.۴) نیوتن روش از تکرار پنج

و n = ۵ با ΠNun(x) ∈ W۶
٢,N

[٠,١] از استفاده با (٢۴.۴) مثال مطلق خطای ٢.۴
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(۵.۴) نیوتن روش از تکرار پنج

و n = ۵ با ΠNun(x) ∈ W۶
٢,N

[٠,١] از استفاده با (٢۵.۴) مثال مطلق خطای ٣.۴
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(۵.۴) نیوتن روش از تکرار پنج

با Π۵٠u۵(x) و Π٢٠u۵(x) ،Π١٠u۵(x) تقریبی جوابهای برای E(ΠNvn) مقدار ۴.۴
خطای برآورد در را CN مقدار جدول آخر سطر . (۵.۴) نیوتن روش از تکرار پنج

۶٩ . . . . . . . . . . . مͬ�دهد. نشان N = ١٠,٢٠,۵٠ با (١۶.۴) و (٢١.۴)
بین ٠ ≤ x ≤ ١ برای En = Max|ΠNun(x) − u∗(x)| مطلق، خطای بیشترین ۵.۴
پنج با Π۵٠u۵(x) و Π٢٠u۵(x) ،Π١٠u۵(x) تقریبی های جواب و دقیق جواب
های مقاله در شده گزارش نتایج با آنها مقایسه و (۵.۴) نیوتن روش از تکرار

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[۵٣ ،۵١ ،۵٠]

ش
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مقادیر و تکرار m = ١٠ با (١٨.۵) مساله برای مانده خطای مربع انتگرال ١.۵
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ١٠,٢۵,۵٠,١٠٠ مختلف

مختلف مقادیر mتکرار، = ١٠ با (٢٠.۵) مساله برای مانده خطای مربع انتگرال ٢.۵
٨٣ . . . . . . . . . .h(y) مختلف خطͬ غیر توابع و N = ١٠,٢۵,۵٠,١٠٠

و تکرار m = ١٠ با دوم نوع از لین-امدن مساله برای مانده خطای مربع انتگرال ٣.۵
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ١٠,٢۵,۵٠,١٠٠ مختلف مقادیر

٩٨ .N مختلف مقادیر با (١٧.۶) مساله و (١۶.۶) مساله برای مطلق خطای بیشترین ١.۶
،٨٠] در شده ارایه نتایج با مقایسه و (١٧.۶) مساله برای مطلق خطای بیشترین ٢.۶

٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ١٣,٢۶,۵٢ با [٨١
،٨٠] در شده ارایه نتایج با مقایسه و (١٧.۶) مساله برای مطلق خطای بیشترین ٣.۶

٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N = ١٠,٢٠,۴٠ با [٨٣ ،٨٢
v = ٠٫ ٠٠۵, σ = ١٠٠,∆t = با (١٨.۶) مساله برای مطلق خطای بیشترین ۴.۶

٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = ١ در ٠٫ ٠٠١
v = ٠٫ ٠١, σ = ١٠٠,∆t = با (١٨.۶) مساله برای مطلق خطای بیشترین ۵.۶

١٠٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T = ١ در ٠٫ ٠٠١
برای [٨۶ ،٨۵ ،٨۴] در شده ارایه های گزارش با مطلق خطای بیشترین مقایسه ۶.۶

١٠٠ . . . . . .T = ١ در v = ٠٫ ٠٠۵, σ = ١٠٠,∆t = ٠٫ ٠١ با (١٨.۶) مساله
برای [٨۶ ،٨۵ ،٨۴] در شده ارایه های گزارش با مطلق خطای بیشترین مقایسه ٧.۶

١٠٠ . . . . . . .T = ١ در v = ٠٫ ٠١, σ = ١٠٠,∆t = ٠٫ ٠١ با (١٨.۶) مساله
١٠٢ .T = ٢٫ ۴ در v = ٠٫ ٠٠۵,∆t = ٠٫ ٠٠١ با (١٩.۶) مساله برای مطلق خطای ٨.۶
١٠٢ .T = ٢٫ ۴ در v = ٠٫ ٠١,∆t = ٠٫ ٠٠١ با (١٩.۶) مساله برای مطلق خطای ٩.۶

[٩٠ ،٨٩ ،٨٨ ،٨٧] در شده ارایه های گزارش با مطلق خطای بیشترین مقایسه ١٠.۶
١٠۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .v = ٠٫ ٠٠۵ با (١٩.۶) مساله برای

مقادیر با (٢٠.۶) مساله تقریبی جواب برای L٢ نسبی خطای و L∞ گزارش ١١.۶
١٠۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T نهایی زمان و N, v, dtمختلف

N, v, dt مختلف مقادیر با (٢١.۶) مساله برای L٢ نسبی خطای و L∞ گزارش ١٢.۶
١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .T نهایی زمان و
١٠٧ . . . . . . . .T = ١ در (٢٢.۶) مساله برای L٢ نسبی خطای و L∞ گزارش ١٣.۶
١٠٨ . . . . . .T = ١ در (٢٢.۶) مساله تقریبی جواب برای Lrms و L∞ گزارش ١۴.۶

١



١ فصل

بازتولیدی هسته�های
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نمود، خواهیم بیان را بعدی فصل�های برای نیاز مورد اولیه مفاهیم و تعاریف ابتدا فصل این در
مربوط مثال�های و بازتولیدی هسته�های اساسͬ قضایای و ویژگͬ�ها مفاهیم، برخͬ معرفͬ به سپس

مͬ�پردازیم. آن�ها به

نیاز مورد قضایای و تعاریف ١.١

اسͺالر ضرب و جمع عمل دو با عناصر از مجموعه�ای X حقیقͬ برداری فضای ͷی تعریف١.١.١.
باشند: زیر های ویژگͬ دارای a, b ∈ R و x, y, z ∈ X برای که است

،x+ y ∈ X •

،x+ y = y + x •

.x+ (y + z) = (x+ y) + z •

،x+ ٠ = x ،x ∈ X هر ازای به طوریͺه به دارد وجود X در ٠ یͺتای عضو •

،x+ (−x) = ٠ طوریͺه به دارد وجود −x ∈ X یͺتای عضو ،x هر ازای به •

،ax ∈ X •

،١x = x ،x هر ازای به •

،(ab)x = a(bx) •

،a(x+ y) = ax+ ay •

.(a+ b)x = ax+ bx •

طوریͺه به است ∥.∥ : X → R صورت به تابعͬ X حقیقͬ برداری فضای ͷی نرم .٢.١.١ تعریف

؛ ∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥ ،u, v ∈ X هر برای •

؛ ∥αu∥ = |α|∥u∥ ،α ∈ R و u ∈ X هر برای •

؛ ∥u∥ ≥ ٠ ،u ∈ X هر برای •

.u = ٠ اگر فقط و اگر ∥u∥ = ٠ •

باشد. داشته را اول شرط سه که است |.| : X → R مانند تابعͬ X روی نرم نیم ͷی

٣
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نرم�دار برداری فضای ͷی را است شده مجهز ∥.∥ نرم به که X برداری فضای .٣.١.١ تعریف
مͬ�دهیم. نمایش (X, ∥.∥) صورت به را آن و مͬ�گوییم

دنباله ͷی را {xn} ⊂ X دنباله باشد. نرم�دار برداری فضای ͷی (X, ∥.∥) فرضکنید تعریف١.١.۴.
هرگاه، گوییم کوش١ͬ

lim
m,n→∞

∥xm − xn∥ = ٠.

است. کوشͬ همͽرا، دنباله هر که است واضح

از عضوی به آن در کوشͬ دنباله هر اگر گوییم کامل را نرم�دار برداری فضای ͷی .۵.١.١ تعریف
گوییم. باناخ٢ فضای را کامل نرم�دار برداری فضای باشد. همͽرا فضا آن

تابعͬ X روی داخلͬ ضرب ͷی باشد. حقیقͬ برداری فضای ͷی X کنید فرض .۶.١.١ تعریف
که طوری به مͬ�باشد (., .) : X ×X → R مانند

؛ (u, v) = (v, u) ،u, v ∈ X هر برای •

+αu)؛ βv,w) = α(u,w) + β(v, w) ،α, β ∈ R و u, v, w ∈ X هر برای •

,u)؛ u) ≥ ٠ ،u ∈ X هر برای •

.u = ٠ اگر فقط و اگر (u, u) = ٠ •

گوییم. داخل٣ͬ ضرب فضای ͷی را (., .) داخلͬ ضرب با همراه X برداری فضای

(., .) داخلͬ ضرب .(u, v) = ٠ گاه هر مͬ�شوند گفته متعامد u, v ∈ X عضو دو .٧.١.١ تعریف
مͬ�کند تعریف زیر صورت به X روی نرم ͷی

∥u∥ =
√

(u, u), ∀u ∈ X, (١.١)

کرد: تعریف زیر صورت به مͬ�توان را X روی ͷمتری همچنین
d(u, v) = ∥u− v∥. (٢.١)

پیش-هیلبرت۴ فضای که متریͷاست یͷفضای تعریفشده ͷمتری Xبا داخلͬ فضایضرب
ͷی است. هیلبرت فضای ͷی باشد کامل آن بر علاوه که پیش-هیلبرت فضای هر مͬ�شود. گفته

١Cauchy sequence

٢Banach space

٣Inner product space

۴Pre-Hilbert space

۴
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همͽرا X از عضوی به X نرم به نسبت کوشͬ دنباله هر اگر است کامل X پیش-هیلبرت فضای
که است داخلͬ ضرب با (مختلط) حقیقͬ برداری فضای ͷی X هیلبرت فضای واقع در باشد.

باشد. کامل داخلͬ ضرب روی بر شده ساخته نرم به نسبت

است: ۵برقرار کشͬ-شوارتز نامساوی X هیلبرت فضای در .٨.١.١ گزاره
|(u, v)| ≤ ∥u∥∥v∥, ∀u, v ∈ X. (٣.١)

ارزند: هم زیر گزاره�های F : X → R خطͬ تابعک هر برای ،X هیلبرت فضای در .٩.١.١ قضیه

است. پیوسته X روی F •

است. پیوسته x = ٠ در F •

.|F (x)| ≤ C∥x∥ ،x ∈ X هر ازای به طوریͺه به دارد وجود C > ٠ عدد •

شود. مراجعه [١٧] به برهان.

X ′ آن�گاه باشد، X روی کراندار خطͬ تابعک�های همه مجموعه X ′ کنید فرض .١٠.١.١ تعریف
تعریف زیر صورت به را X ′ روی نرم مͬ�شود. گفته X دوگان فضای و است باناخ فضای ͷی

مͬ�کنیم.
∥F∥X′ = sup

x∈X,x ̸=٠

|F (x)|
∥x∥

.

وجود یͺتا x ∈ X ͷی ،F ∈ X ′ خطͬ تابعک هر برای (۶ ریتس نمایش (قضیه .١١.١.١ قضیه
طوریͺه به دارد

F (y) = (x, y), ∀y ∈ X, ∥F∥X′ = ∥x∥.

شود. مراجعه [١٧] به برهان.

عضوی ٠ هرگاه گوییم متعامد را X داخلͬ ضرب فضای ͷی در S مجموعه ͷی .١٢.١.١ تعریف
گوییم یͺه متعامد را S مجموعه همچنین باشند. متعامد S از متمایز عضو دو هر و نباشد S از
داخلͬ ضرب فضای ͷی در S متعامد مجموعه ͷی .∥s∥ = ١ باشیم داشته s ∈ S هر ازای به هرگاه

،x ∈ X برای اگر گوییم کامل را X
∀s ∈ S : (x, s) = ٠ ⇒ x = ٠.

گوییم. یͺه متعامد پایه ͷی را یͺه متعامد کامل مجموعه ͷی

۵Cauchy–Schwarz inequality

۶Riesz Reperesentation Theorem

۵
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دارای این بنابر است. متعامد کامل مجموعه ͷی دارای داخلͬ ضرب فضای هر .١٣.١.١ قضیه
است. یͺه متعامد کامل مجموعه ͷی

شود. مراجعه [١٧] به برهان.

در خطͬ مستقل دنباله ͷی x١, x٢, ... کنید فرض گرام-اشمیت٧) سازی (متعامد .١۴.١.١ قضیه
کنیم: تعریف زیر صورت به را y١, y٢, ... دنباله اگر باشند. X داخلͬ ضرب فضای

y١ = x١, yn+١ = xn+١ −
n∑

i=١

(xn+١, yi)
∥yi∥٢ yi, n = ١,٢, ..., (۴.١)

داریم آن�گاه

است. متعامد {y١, y٢, ...} مجموعه (١

Span{x١, x٢, ..., xn} = Span{y١, y٢, ..., yn} ،n = ١,٢, ... برای (٢

،n هر برای که باشد دیͽر متعامد دنباله ͷی z١, z٢, ... اگر آن بر علاوه
Span{x١, x٢, ..., xn} = Span{z١, z٢, ..., zn},

.zn = λnyn طوریͺه به دارد وجود λn ̸= ٠ مانند عدد ͷی n هر برای آن�گاه

شود. مراجعه [١٧] به برهان.

باشد. X در یͺه متعامد مجموعه�ای S و داخلͬ ضرب فضای ͷی X کنید فرض .١۵.١.١ تعریف
اگر یعنͬ باشد، ماکسیمال یͺه متعامد مجموعه ͷی هرگاه است یͺه متعامد کامل پایه ͷی S گوییم

.S = S̄ آن�گاه S ⊂ S̄ و باشد یͺه متعامد مجموعه�ای S̄

این در باشد. X داخلͬ ضرب فضای در یͺه متعامد مجموعه ͷی S کنید فرض .١۶.١.١ قضیه
است. S شامل که دارد یͺه متعامد ای پایه X صورت

شود. مراجعه [١٧] به برهان.

این در باشد. X در یͺه متعامد مجموعه�ای S و هیلبرت فضای ͷی X کنید فرض .١٧.١.١ قضیه
همͽراست. ∑u∈S(x, u)u سری x ∈ X هر ازای به صورت

شود. مراجعه [١٧] به برهان.

٧Gram-Schmidt Orthogonalization

۶
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بردار ͷی x ∈ X و X هیلبرت فضای ͷی در یͺه متعامد پایه ͷی {ei}i∈I اگر .١٨.١.١ تعریف
یͺه متعامد پایه به وابسته x فوریه٨ ضرایب {(x, ei)}i∈I های اسͺالر خانواده آن�گاه باشد، دلخواه

مͬ�شوند. گفته {ei}i∈I

آن�گاه: باشد، n مرتبه حقیقͬ ماتریس ͷی ،A ∈ Rn×n کنید فرض .١٩.١.١ تعریف

.x ∈ Rn هر برای xTAx > ٠ هرگاه گویند، ٩ مثبت معین را A •

.x ∈ Rn هر برای xTAx ≥ ٠ هرگاه گویند، ١٠ مثبت معین نیمه را A •

نامنفرد لذا مͬ�باشند، ١١ مثبت ویژه مقادیر دارای مثبت معین ماتریس�های که جایی آن از
مͬ�باشند.

محلͬ فضاهای و هیلبرت فضاهای کننده بازتولید هسته�های ٢.١

توابع ١٣ محلͬ فضاهای و ١٢ هیلبرت فضاهای کننده بازتولید هسته�های مفهوم ابتدا بخش این در
بازتولیدی، هسته با هیلبرت فضاهای خاصاز دسته ͷی معرفͬ به سپس مͬ�شوند بررسͬ مثبت معین

مͬ�پردازیم. آنها به مربوط مثال�های و ها ویژگͬ

هیلبرت فضاهای کننده بازتولید هسته�های ١.٢.١

مجهز و f : Ω ⊆ Rs → R توابع از حقیقͬ هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض .١.٢.١ تعریف
H هیلبرت فضای بازتولیدی هسته را k : Ω × Ω → R تابع آن�گاه باشد. (., .)H داخلͬ ضرب به

کند: صدق زیر شرایط در هرگاه مͬ�نامند

،k(.,x) ∈ H, ∀x ∈ Ω (١

٨Fourier coefficients

٩Positive definite

١٠Semi-positive definite

١١Eigen value

١٢Reproducing Kernel Hilbert Spaces

١٣Native Spaces

٧
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.f(x) = (f, k(.,x))H , ∀x ∈ Ω, ∀f ∈ H (٢

است. شده مشتق (٢) کنندگͬ بازتولید خاصیت از بازتولیدی هسته�های عنوان که شود توجه
:[١٨ ،١٢ ،۴] از عبارتند بازتولیدی هسته�های اساسͬ خواص از برخͬ

یͺتاست. وجود صورت در هیلبرت فضای ͷی بازتولیدی هسته •

سنجش تابعک�های که است این Hمعادل هیلبرت یͷفضای برای بازتولیدی یͷهسته وجود •

Mچنان =Mx مثبت ثابت مقدار یعنͬ باشند Ω روی کران�دار خطͬ تابعک�های δx نقطه�ای١۴
که باشد موجود

|δxf | = |f(x)| ≤M∥f∥H , ∀f ∈ H, ∀x ∈ Ω.

آن�گاه باشد، H فضای برای بازتولیدی هسته ͷی k(., .) تابع اگر •
δxf = f(x) = (f, k(.,x))H

نیز کران�دار کوشͬ-شوارتز رابطه بنابر و است خطͬ δx تابعک مͬ�دهد نشان فوق رابطه
زیرا: مͬ�باشد.

|δxf | = |f(x)| = |(f, k(.,x))H |

≤ ∥f∥H∥k(.,x)∥H .

k(x, x) ≥ ٠ داریم x ∈ Ω هر برای آن�گاه باشد، Ω روی H فضای بازتولیدی هسته k(x, y) اگر •
.H = {٠} اگر فقط و اگر k(x, x) = ٠ و

F مانند بزرگتر هیلبرت فضای ͷی از فضایی زیر k بازتولیدی هسته با H هیلبرت فضای اگر •
رابطه آن�گاه باشد

f(y) = (h(x), k(x, y))H

عمود H فضای بر g آن در که h = f + g واقع در مͬ�دهد. را H روی h ∈ F تابع از f تصویر
یعنͬ است،

(h(x), k(x, y))H = (f(x) + g(x), k(x, y))H = (f(x), k(x, y))H = f(y).

برای آن�گاه باشد، {ϕn} یͺه متعامد دستگاه دارای k بازتولیدی هسته با H هیلبرت فضای اگر •
کنند صدق زیر شرط در که اعداد از {αn} دنباله هر

∞∑
n=١

|αn|٢ <∞,

١۴point evaluation functionals

٨
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داریم
∞∑

n=١
|αn||ϕn(x)| ≤

√
k(x, x)

( ∞∑
n=١

|αn|٢
)١/٢

.

برای یͺه متعامد پایه ͷی {ei}ni=١ که باشد بعدی nهیلبرت فضای ͷی H کنید فرض مثال:
برای واقع در است. H فضای بازتولیدی هسته R(s, t) =

∑n
i=١ ei(t)ei(s) آن�گاه است. آن

داریم: f ∈ H هر

f(t) =
∑n

i=١ aiei(t).

(f(t), R(s, t))H =
(∑n

i=١ aiei(t),
∑n

i=١ ei(t)ei(s)
)
H

=
∑n

i=١ aiei(s) = f(s).

k بازتولیدی هسته با f : Ω ⊆ Rs → R توابع از هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض .٢.٢.١ قضیه
آن�گاه: باشد،

x,y ∈ Ω هر برای k(x,y) = (k(.,y), k(.,x))H (١

x,y ∈ Ω هر برای k(x,y) = k(y,x) (٢

یعنͬ مͬ�دهد. نتیجه را نقطه�ای همͽرایی هیلبرت، فضای نرم در همͽرایی (٣
lim
n→∞

∥f − fn∥H → ٠ =⇒ lim
n→∞

|f(x)− fn(x)| → ٠, ∀x ∈ Ω.

شود. مراجعه [١٨ ،۴] به برهان.

به δxf نقطه�ای سنجش تابعک برای را Mx مقدار مͬ�توان قبل قضیه در (١) خاصیت از نکته:
کرد: محاسبه زیر صورت

|δxf | = |(f, k(.,x))H |

≤ ∥f∥H∥k(.,x)∥H = ∥f∥H
√

(k(.,x), k(.,x))H

= ∥f∥H
√
k(x,x),

مͬ�شود نتیجه لذا
Mx =

√
k(x,x).

آن بسته فضای زیر ͷی H٠ و X روی بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای ͷی H اگر .٣.٢.١ قضیه
ΠRy(x) آن بازتولیدی هسته و است بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای ͷی خود H٠ آن�گاه باشد،

است. H٠ به H از متعامد تصویر Π : H → H٠ و H بازتولیدی هسته Ry(x) آن در که است

٩
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شود. مراجعه [۴] به برهان.

k : Ω×Ω → R هسته با بازتولیدی هسته�های هیلبرت توابع فضای ͷی H فرضکنید .۴.٢.١ قضیه
کران�دار و خطͬ تابعک�های فضای منظور جا این (در آن دوگان Hفضای ′ فرضکنید همچنین و بوده
و اگر مͬ�باشد اکید مثبت معین k علاوه به مͬ�باشد. مثبت معین k آن�گاه باشد. مͬ�باشد) H روی

باشند. خطͬ مستقل H ′ بر δx نقطه�ای سنجش تابعک�های اگر تنها

شود. مراجعه [١٨] به برهان.

مͬ�دهد. نشان را بازتولیدی هسته�های و اکید مثبت معین توابع بین مستقیم ارتباط ͷی فوق قضیه

اکید مثبت معین توابع محلͬ فضاهای ٢.٢.١

های ماتریس شدن ظاهر به منجر درونیابی در پایه توابع عنوان به مثبت معین توابع کارگیری به
مͬ�باشد. اهمیت دارای آن�ها بررسͬ و معرفͬ لذا شد. خواهند مثبت معین درونیاب

ماتریس اگر فقط و اگر گوییم، Ω روی مثبت معین را k : Ω×Ω → R متقارن تابع .۵.٢.١ تعریف
باشد. مثبت و معین Ω در نقاط متناهͬ های مجموعه تمام برای A = (k(xj , xi))١≤j,i≤n

طبق که شود اشاره باید اول گام در ،k بازتولیدی هسته ͷی با متناظر محلͬ فضای ساختن برای
مͬ�باشد: زیر فرم به توابع همه شامل H هیلبرت فضای ١.٢.١ تعریف

f =

N∑
j=١

cjk(.,xj), xj ∈ Ω.

مͬ�شود: نتیجه ٢.٢.١ قضیه همچنین و فوق رابطه به توجه با طرفͬ از

∥f∥H = (f, f)H = (

N∑
j=١

cjk(.,xj),

N∑
j=١

cjk(.,xj))H

=

N∑
j=١

N∑
i=١

cjci(k(.,xj), k(.,xi))H

=
N∑

j=١

N∑
i=١

cjcik(xj ,xi).

کرد. محاسبه فوق صورت به را f تابع هیلبرت فضای نرم مͬ�توان راحتͬ به بنابراین
متناهͬ خطͬ ترکیبات از فضا ͷی ادامه در

Hk(Ω) = span{k(.,y) : y ∈ Ω}

١٠
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،(., .)k وابسته دوخطͬ فرم ͷی همراه به

(
N∑

j=١
cjk(.,xj),

N∑
i=١

dik(.,yi))k =
N∑

j=١

N∑
i=١

cjdik(xj ,yi).

داد نمایش زیر فرم به مͬ�توان را Hk(Ω) فضای از عضو هر بنابراین مͬ�کنیم. تعریف

f =

N∑
j=١

cjk(.,xj).

با نیز ها xj انتخابی نقاط و N مقادیر بلͺه ها، cj ضرائب تنها نه فوق نمایش در که شود توجه
مͬ�کنند. تغییر ،f تغییر به توجه

دو فرم آن�گاه باشد متقارن و اکید مثبت معین هسته ͷی k : Ω × Ω → R اگر .۶.٢.١ قضیه
فضای ͷی Hk(Ω) فضای علاوه، به مͬ�کند. تعریف Hk(Ω) روی داخلͬ ضرب ͷی (., .)k خطͬ

مͬ�باشد. k بازتولیدی هسته با ١۵ پیش-هیلبرت

شود. مراجعه [١٩] به برهان.

هیلبرت فضای ͷی آن ساز کامل که است داخلͬ ضرب فضای ͷی پیش-هیلبرت فضای نکته:
باشد.

نیست. کامل لزوما یعنͬ مͬ�باشد پیش-هیلبرت فضای ͷی Hk(Ω) فضای شد اشاره که گونه همان
فضای ترین بدیهͬ ،∥.∥k نرم به متناظر Hk(Ω) فضای ساز کامل که مͬ�رسد نظر به منطقͬ بنابراین

باشد. k بازتولیدی هسته به متناظر هیلبرت

ساز کامل هیلبرت فضای ͷی k بازتولیدی هسته به متناظر Nk(Ω) محلͬ فضای .٧.٢.١ تعریف
طرفͬ از و است Hk(Ω) پیش-هیلبرت فضای

∥f∥k = ∥f∥Nk(Ω), ∀f ∈ Hk(Ω).

نرم�های Xبا مجموعه روی بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای H٢دو H١و فرضکنید .٨.٢.١ قضیه
آن�گاه باشند. آنها بازتولیدی هسته�های ترتیب به k٢(x, y) و k١(x, y) همچنین ،∥.∥٢ و ∥.∥١ ترتیب به
H = {f = f١ + f٢ : f١ ∈ H١, f٢ ∈ H٢} فضای بازتولیدی هسته k(x, y) = k١(x, y) + k٢(x, y)

مͬ�شود تعریف زیر صورت به H روی نرم است.
∥f∥٢ = min

(
∥f٢∥١

١ + ∥f٢∥٢
٢
)
,

مͬ�شود. گرفته f٢ ∈ H٢ و f١ ∈ H١ با f = f١ + f٢ تجزیه�های تمام روی بر مینیمم آن در که

شود. مراجعه [۴] به برهان.

١۵Pre-Hilbert space

١١
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با X مجموعه روی بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای دو H٢ و H١ کنید فرض .٩.٢.١ قضیه
آن�ها بازتولیدی هسته�های ترتیب به k٢(x, y) و k١(x, y) همچنین ،∥.∥٢ و ∥.∥١ ترتیب به نرم�های

فضای بازتولیدی هسته k(x, y) = k١(x, y) + k٢(x, y) آن�گاه ،H١ ∩H٢ = ٠ اگر باشند.
H = {f = f١ + f٢ : f١ ∈ H١, f٢ ∈ H٢},

مͬ�شود تعریف زیر صورت به H روی نرم است.
∥f∥٢ = ∥f١ + f٢∥٢ = ∥f٢∥١

١ + ∥f٢∥٢
٢,

هستند. H متعامد فضاهای زیر H٢ و H١ و

شود. مراجعه [۴] به برهان.

به مجموعه�های روی بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای دو H٢ و H١ کنید فرض .١٠.٢.١ قضیه
هسته�های k٢(s, t) و k١(x, y) فرضکنید همچنین باشند. ∥.∥٢ و ∥.∥١ نرم�های با ،X٢ و X١ ترتیب
X١ ×X٢ روی بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای ͷی H = H١ ⊗H٢ آن�گاه باشند. آنها بازتولیدی

است. k((x, s), (y, t)) = k١(x, y)k٢(s, t) فرم به آن بازتولیدی هسته و

شود. مراجعه [۴] به برهان.

{ϕ٢,n} و {ϕ١,n} کنید فرض است. زیر صورت به قبل قضیه در آن نرم و H هیلبرت فضای
مͬ�شود: تشͺیل زیر فرم به توابع تمام از H فضای باشند. H٢ و H١ در یͺه متعامد کامل دنباله�های

f(x, s) =

∞∑
i=١

∞∑
j=١

αi,jϕ١,i(x)ϕ٢,j(s), (۵.١)

است: زیر صورت به H در آن نرم که

∥f∥٢
H =

∞∑
i=١

∞∑
j=١

|αi,j |٢. (۶.١)

بازتولیدی هسته�های بر مبتنͬ شده ارایه های روش در فراوانͬ کاربردهای دارای فوق قضیه
از بیشتر جزئیات مشاهده برای مͬ�شود. استفاده بالاتر ابعاد با هسته�های تولید برای که مͬ�باشد
با رابطه در بیشتر جزییات مطالعه برای علاقمند، خوانندگان فرمایید. مراجعه [۴] به فوق قضیه
فرمایند. مراجعه [١٩ ،١٨ ،١٢ ،۴] به مͬ�توانند مثبت و معین توابع متفاوت انواع محلͬ فضاهای

دارای Ω کراندار دامنه روی Ry(x) پیوسته و مثبت معین هسته مرسر١۶) (قضیه .١١.٢.١ قضیه
است: زیر ویژه توابع بسط

Ry(x) =

∞∑
n=٠

λnφn(x)φn(y) ∀x, y ∈ Ω, (٧.١)

١۶Mercer’s theorem

١٢
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آن بر علاوه همͽراست. یͺنواخت و مطلق طور به که
λnφn(x) =

∫
Ω
Ry(x)φn(y)dy ∈ Ω, n ≥ ٠. (٨.١)

آن�گاه باشد، Ω روی H هیلبرت محلͬ فضای بازتولیدی هسته Ry(x) کنید فرض همچنین

است. H برای یͺه متعامد پایه ͷی {φn} •

است. L٢(Ω) برای متعامد پایه ͷی {φn} •

.∥φn∥٢
L٢(Ω) = λn → ٠, n→ ∞ •

شود. مراجعه [٢٠ ،١٨ ،۴] به برهان.

Wm
٢ [a, b] بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای ٣.١

آن�ها هسته�های و فضاها زیر بازتولیدی، هسته با هیلبرت فضاهای از دسته�ای معرفͬ به بخش این در
مͬ�کنیم. استفاده Wm

٢ [a, b] فضای از دیفرانسیل معادلات حل برای بعدی فصل�های در مͬ�پردازیم.
مͬ�شوند. ارایه نیاز مورد قضیه�های و تعاریف ادامه در

ϵ > ٠ هر برای اگر فقط و اگر است پیوسته مطلق طور به f : [a, b] → R تابع .١.٣.١ تعریف
, a ≤ x١ < y١ ≤ ... ≤ xn < yn ≤ b, n ∈ N هر برای طوری�که به باشد، داشته وجود δ > ٠ دلخواه،

n∑
i=١

(yi − xi) < δ ⇒
n∑

i=١
|f(yi)− f(xi)| < ϵ.

است. پیوسته بازه این روی [a, b] بازه روی پیوسته مطلق طور به تابع ͷی .٢.٣.١ گزاره

شود. مراجعه [١٢] به برهان.

|f ′(x)| ≤ M,x ∈ [a, b] اگر باشد، شده تعریف [a, b] ی بازه بر f تابع کنید فرض .٣.٣.١ گزاره
است. پیوسته مطلق طور به f این�صورت در

شود. مراجعه [١٢] به برهان.

طور به [a, b] روی ∫ x
a f(t)dt آن�گاه باشد، انتگرال�پذیر [a, b] ی بازه بر f تابع اگر .۴.٣.١ گزاره

است. پیوسته مطلق

شود. مراجعه [١٢] به برهان.

١٣
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کنید، فرض .۵.٣.١ تعریف
.Wm

٢ [a, b] = {u(x)| است پیوسته مطلق طور به u(m−١) و u(m) ∈ L٢[a, b]}

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به Wm
٢ [a, b] فضای در نرم و داخلͬ ضرب

داریم u, v ∈Wm
٢ [a, b] هر برای

(u(.), v(.))Wm
٢

=
m−١∑
i=٠

u(i)(a)v(i)(a) +

∫ b

a
u(m)(x)v(m)(x)dx, (٩.١)

∥u∥Wm
٢

=
√

(u(.), u(.))Wm
٢
. (١٠.١)

است. بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای ͷی Wm
٢ [a, b]، تابعͬ فضای .۶.٣.١ قضیه

شود. مراجعه [١٢] به برهان.

است: زیر صورت به Wm
٢ [a, b] فضای بازتولیدی هسته .٧.٣.١ گزاره

Ry(x) =


∑٢m

i=١ ci(y)x
i−١ , x ≤ y،

∑٢m
i=١ di(y)x

i−١ , x > y,

(١١.١)

مͬ�آیند: دست به زیر خطͬ دستگاه حل از i = ١, ...,٢m برای ci(y), di(y) ضرایب آن در که

∂iRy(a)

∂xi
− (−١)m−i−١∂

٢m−i−١Ry(a)

∂x٢m−i−١ = ٠, i = ٠,١, ...,m− ١

∂٢m−i−١Ry(b)

∂x٢m−i−١ = ٠, i = ٠,١, ...,m− ١

∂iRy(y
−)

∂xi
=
∂iRy(y

+)

∂xi
, i = ٠,١, ...,٢m− ٢

(−١)m

(
∂٢m−١Ry(y

−)

∂x٢m−١ − ∂٢m−١Ry(y
+)

∂x٢m−١

)
= ١.

(١٢.١)

شود. مراجعه [١٢] به برهان.

در مفصل طور به آن فضاهای وزیر Wm
٢ [a, b] فضای بازتولیدی هسته آوردن دست به روش

است. شده بیان [١٢] مرجع

است: زیر صورت به W١
٢ [٠,١] فضای بازتولیدی هسته مثال:

Ry(x) =


١ + x , x ≤ y،
١ + y , x > y.

(١٣.١)

١۴
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است: زیر صورت به W٣
٢ [٠,١] فضای بازتولیدی هسته مثال:

Ry(x) =


١ +

x۵

١٢٠ +
١

١٢x
٢y٣)٢ + x) + xy

(
١ − x۴

٢۴

)
, x ≤ y،

١ +
y۵

١٢٠ +
١

١٢x
٢y٣)٢ + y) + xy

(
١ − y۴

٢۴

)
, x > y.

(١۴.١)

و W٣
[٠,١]٠,٢ = {u(x)|u ∈ W٣

٢ [٠,١], u(٠) = u′(٠) = ٠} ⊂ W٣
٢ [٠,١] فضای مثال:

است: زیر صورت به آن بازتولیدی هسته

Ry(x) =


x٢y٢

۴ +
x٣y٢

١٢ − x۴y
٢۴ +

x۵

١٢٠ , x ≤ y،

y٢x٢

۴ +
y٣x٢

١٢ − y۴x
٢۴ +

y۵

١٢٠ , x > y.

(١۵.١)

است بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای ͷی W٣
[٠,١]٠,٢ است داده نشان [١٢] در ١٧ کوی

است. داده شرح را آن بازتولیدی هسته آوردن بدست روش همچنین و

آن�گاه باشد، Wm
٢ [a, b] فضای بازتولیدی هسته Ry(x) کنید فرض .٨.٣.١ گزاره

است. L٢[a, b] عضو y یا x به نسبت ٠ ≤ i+ j ≤ ٢m− ١ برای ∂
i+jRy(x)

∂xi∂yj
•

در پیوسته مطلق طور به تابع ͷی y یا x به نسبت ٠ ≤ i + j ≤ ٢m − ٢ برای ∂
i+jRy(x)

∂xi∂yj
•

است. [a, b]

است. Wm
٢ [a, b] عضو y یا x به نسبت ٠ ≤ i+ j ≤ m− ١ برای ∂

i+jRy(x)

∂xi∂yj
•

طوری�که: به دارد وجود c > ٠ ثابت آن�گاه ،u ∈Wm
٢ [a, b] اگر .٩.٣.١ لم

|u(x)| ≤ c∥u∥, |u(i)(x)| ≤ c∥u∥, ∀x ∈ [a, b],١ ≤ i ≤ m− ١. (١۶.١)

داریم: کشͬ-شوارتز نامساوی همچنین و Ry(X) بازتولیدی خاصیت به توجه با برهان.

|u(x)| = |(u(y), Ry(x))| ≤ ∥u∥∥Ry(x)∥,

داریم: همچنین

|u(i)(x)| = | ∂
i

∂xi
(u(y), Ry(x))|

= |(u(y), ∂
iRy(x)

∂xi
)|

≤ ∥u∥∥∂
iRy(x)

∂xi
∥ ≤ ci∥u∥, (i = ٠,١,٢, ...,m− ١).

١٧Minggen Cui

١۵
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.c = max٠≤i≤m−١{ci} دهید قرار هستند. ثابت اعداد ها ci آن در که

به Wm
٢ [a, b] فضای نرم fnدر اگر .fn, f ∈ Wm

٢ [a, b], (n = ١,٢, ...) کنید فرض .١٠.٣.١ قضیه
همͽراست. f (k) به یͺنواخت طور به f (k)n ،k = ٠,١, ...,m− ١ برای آن�گاه باشد، همͽرا f تابع

آن�گاه باشد. Wm
٢ [a, b] بازتولیدی هسته Ry(x) کنید فرض برهان.

fn(x)− f(x) = (fn(y)− f(y), Ry(x)) ,

f
(k)
n (x)− f (k)(x) = (fn(y)− f(y), Ry(x))

(k)

=
∂k

∂xk
[(fn(y)− f(y), Ry(x))]

=

(
fn(y)− f(y),

∂k

∂xk
Ry(x)

)
.

کشͬ- نامساوی از استفاده با همچنین . ∂
k

∂xk
Ry(x) ∈ Wm

٢ [a, b] داریم ٨.٣.١ گزاره از استفاده با
داریم شوارتز

|f (k)n (x)− f (k)(x)| ≤ ∥f (k)n (y)− f (k)(y)∥∥ ∂
k

∂xk
Ry(x)∥ ≤ C∥f (k)n (y)− f (k)(y)∥.

است. کامل اثبات بالا نامساوی به توجه با

١۶



٢ فصل

هسته�های بر مبتنͬ روش خطای بررسͬ

حل برای هیلبرت فضای بازتولیدی

خطͬ دیفرانسیل معادلات
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مقدمه ١.٢

هیلبرت فضاهای اساس بر کوی١ توسط شده ارایه روش اخیر سال�های در مقالات از بسیاری در
به است، رفته کار به خطͬ غیر و خطͬ دیفرانسیل معادلات انواع حل برای بازتولیدی هسته با
مساله دقیق جواب روش این در کنید. مراجعه [١۶ ،١۵ ،١۴ ،١٣ ،١٢] به مͬ�توانید مثال عنوان
جملات از متناهͬ تعداد قطع از تقریبی جواب و مͬ�آید دست به نامتناهͬ سری ͷی صورت به
دیفرانسیل معادلات حل برای روش این خطای بررسͬ به فصل این در مͬ�شود. حاصل سری این
شده ارایه خطای برآورد مͬ�پردازیم. جواب سری در قطع خطای بررسͬ به ابتدا مͬ�پردازیم. خطͬ
نشان و بوده محاسبه قابل دقیق طور به درصد این که است دقیق جواب نرم از درصدی صورت به
خطای بررسͬ ͷکم به آمده دست به خطای کران است. تقریبی جواب رفتار حالت بدترین دهنده
که است شده ارایه دیͽری خطا برآورد این بر علاوه است. پیشین٢ خطای برآورد ͷی واقع در قطع
به خطای کران در است. شده انتخاب نقاط گام طول بیشترین و تقریبی٣ جواب مانده اساس بر
کارگیری به برای پسین۴ خطای برآورد ͷی بنابراین نمͬ�شود، ظاهر مساله دقیق جواب آمده دست
صفر سمت به شده انتخاب نقاط گام طول بیشترین که وقتͬ حالت این در آورده�ایم. دست به روش
شرایط با خطͬ دیفرانسیل معادلات ادامه در مͬ�آید. دست به تقریبی جواب همͽرایی مͬ�کند میل

مͬ�کنیم. بررسͬ زیر کلͬ حالت در را اولیه شرایط یا مرزی
Lu = f(x), a ≤ x ≤ b

Bu = ٠,
(١.٢)

است: زیر فرم به M مرتبه از خطͬ دیفرانسیلͬ عملͽر ͷی L آن در که

Lu(x) =
M∑
k=٠

pk(x)u
(k)(x), (٢.٢)

هستند پیوسته [a, b] fدر و {pk(x)}k=٠,..,M فرضکنید است. نیومن۶ یا دیریͺله۵ مرزی شرایط B و
شرایط با مسایل مͬ�توان مناسب تبدیل از استفاده با که آنجا از .x ∈ [a, b] برای pM (x) > ٠ و

١M. G. Cui

٢A priori error estimate

٣Residual of approximate solution

۴A posteriori error estimate

۵Dirichlet

۶Neumann

١٨
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همͽن شرایط ما کلیت از کاستن بدون کرد، تبدیل همͽن شرایط با معادل مساله به را غیرهمͽن
مͬ�کنیم. بررسͬ را

جواب تقریب ٢.٢

مͬ�پردازیم. بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای روش ͷکم به (١.٢) مساله حل به بخش این در

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به Wm
٠,٢[a, b] داخلͬ ضرب فضای .١.٢.٢ تعریف

Wm
٠,٢[a, b] = {u(x)| است پیوسته مطلق طور به u(m−١) و u(m) ∈ L٢[a, b], Bu = ٠}

است. شده داده (١٠.١) و (٩.١) رابطه�های توسط Wm
٠,٢[a, b] فضای نرم و داخلͬ ضرب

است[١٢]. برقرار نیز Wm
٠,٢[a, b] ⊂ Wm

٢ [a, b] در (٩.٣.١) لم و (٨.٣.١) گزاره که کنید توجه
و Wm

٠,٢[a, b] بازتولیدی هسته با هیلبرت فضاهای مورد در بیشتر جزئیات مشاهده برای همچنین
برای ،(١.٢) مساله در شود. مراجعه [١٢ ،١٨ ،۴] به آن�ها بازتولیدی هسته آوردن دست به روش
ͷی دارای L خطͬ عملͽر مͬ�کنیم فرض و L : Wm

٠,٢[a, b] → W١
٢ [a, b] مͬ�دهیم قرار m > M

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را L−١ نرم است. L−١ :W١
٢ [a, b] →Wm

٠,٢[a, b] کراندار معکوس

∥L−١∥ = sup
٠ ̸=v∈W١

٢ [a,b]

∥L−١v∥Wm
٠,٢

∥v∥W١
٢

. (٣.٢)

xi ∈ هر برای کنید. مراجعه [٢١] به کراندار معکوس وجود برای کافͬ شرایط مشاهده برای
آن بر علاوه است. W١

٢ [a, b] بازتولیدی هسته r(x, .) آن در که ،φi(.) = r(xi, .) دهید قرار [a, b]

مراجع در زیر قضیه�های اثبات است. L الحاقͬ عملͽر L∗ که ،ψi(.) = (L∗φi)(.) کنید فرض
شده�اند. ارایه [١۶ ،١۵ ،١۴ ،١٣ ،١٢]

برای کامل دستگاه ͷی {ψi(x)}∞i=١ آن�گاه باشد، چͽال [a, b] در {xi}∞i=١ فرضکنید .٢.٢.٢ قضیه
Wm

٠,٢[a, b] فضای بازتولیدی هسته K(x, y) آن در که ،ψi(x) = LyK(x, y)|y=xi و است Wm
٠,٢[a, b]

است.

داریم برهان.

ψi(x) = (L∗φi)(x) = ((L∗φi)(y),K(x, y))Wm
٠,٢

= (φi(y), LyK(x, y))W١
٢
= LyK(x, y)|y=xi .

کنید فرض u ∈Wm
٠,٢[a, b] هر برای .ψi(x) ∈Wm

٠,٢[a, b] که است واضح

١٩
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(u(.), ψi(.))Wm
٠,٢

= ٠, i = ١,٢, ... .

یعنͬ

(u(x), ψi(x))Wm
٠,٢

= (u(x), LyK(x, y)|t=xi)Wm
٠,٢

= Ly(u(x),K(x, y))Wm
٠,٢

|y=xi = (Lu)(xi) = ٠.
(۴.٢)

وجود به توجه با بنابراین .(Lu)(x) = ٠ داریم، است چͽال [٠,١] در {xi}∞i=١ اینکه به توجه با
.u ≡ ٠ داریم Wm

٠,٢[a, b] در L−١

سازی متعامد فرآیند از استفاده با مͬ�توان Wm
٠,٢[a, b] در را {ψi(x)}∞i=١ یͺه متعامد دستگاه

آورد. دست زیر به صورت به {ψi(x)}∞i=١ روی اشمیت گرام-

ψi(x) =

i∑
k=١

βikψk(x), i = ١,٢, ... .

(١.٢) مساله جواب همچنین و f ∈ W١
٢ [a, b] باشد، چͽال [a, b] در {xi}∞i=١ اگر .٣.٢.٢ قضیه
داریم: زیر صورت به را (١.٢) جواب آن�گاه باشد، یͺتا

u(x) =

∞∑
i=١

i∑
k=١

βikf(xk)ψi(x). (۵.٢)

برهان.

u(x) =
∑∞

i=١(u(x), ψi(x))ψi(x)

=
∑∞

i=١
∑i

k=١ βik(u(x), L
∗φk(x))ψi(x)

=
∑∞

i=١
∑i

k=١ βik(Lu(x), φk(x))ψi(x)

=
∑∞

i=١
∑i

k=١ βik(f(x), φk(x))ψi(x)

=
∑∞

i=١
∑i

k=١ βikf(xk)ψi(x).

از متناهͬ تعداد به�ازای (۵.٢) رابطه در u(x) سری قطع با مͬ�توان را مساله تقریبی جواب حال
گرفت: نظر در زیر صورت به جملات

uN (x) =
N∑
i=١

i∑
j=١

βijf(xj)ψi(x). (۶.٢)

(١.٢) مساله حل برای هیلبرت فضای بازتولیدی هسته�های روش الͽوریتم

٢٠
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توجه کند. صدق مساله مرزی شرایط در که Wm
٠,٢[a, b] هیلبرت فضای هسته آوردن به�دست (١

خطͬ دستگاه ͷی حل از آن ضرایب که است صورت(١١.١) به هسته و m > M که کنید
مͬ�آید. دست به (١٢.١) مانند

.[a, b] در {xi}Ni=١ نقاط از استفاده با ψi(x) = LyK(x, y)|y=xi توابع آوردن به�دست (٢

.{ψi(x)}Ni=١ توابع روی بر گرام-اشمیت فرآیند اعمال با {ψi(x)}Ni=١ یͺه متعامد توابع تولید (٣

.(۶.٢) رابطه صورت به (۵.٢) جواب سری از جمله N با مساله جواب تقریب (۴

به N → ∞ که وقتͬ u(k)N (x), (١ ≤ k ≤ m − ١) آن مشتقات و uN تقریبی جواب .۴.٢.٢ قضیه
هستند. همͽرا یͺنواخت طور

خطا برآورد ٣.٢

جواب سری در قطع خطای بررسͬ به ابتدا مͬ�کنیم. بررسͬ را (۶.٢) تقریب خطای بخش این در
علاوه مͬ�دهد. نتیجه N → ∞ که وقتͬ را تقریبی جواب همͽرایی خطا برآورد این مͬ�پردازیم.
انتخاب نقاط گام طول بیشترین و مانده اساس بر که است شده ارایه دیͽری خطا برآورد این بر
مͬ�کند میل صفر سمت به شده انتخاب نقاط گام طول بیشترین که وقتͬ حالت این در است. شده

مͬ�شود. حاصل تقریبی جواب همͽرایی

دقیق جواب سری قطع خطای ١.٣.٢

هسته آن�گاه باشد. Wm
٠,٢[a, b] برای یͺه متعامد پایه ͷی {ψi(x)}∞i=١ کنید فرض .١.٣.٢ گزاره

است: زیر فرم به نمایشͬ دارای K(x, y) ∈Wm
٠,٢[a, b] بازتولیدی

K(x, y) =

∞∑
i=١

ψi(x)ψi(y). (٧.٢)

داریم: آن�گاه f ∈Wm
٠,٢[a, b] کنید فرض برهان.

(f(y),K(x, y))Wm
٠,٢

= (f(y),
∑∞

i=١ ψi(x)ψi(y))Wm
٠,٢

=
∑∞

i=١(f(y), ψi(y))Wm
٠,٢
ψi(x) = f(x).

توجه با است. ψi ∈Wm
٠,٢[a, b] یͺه متعامد پایه حسب بر f ∈Wm

٠,٢[a, b] فوریه بسط تساوی آخرین
است. کامل اثبات بازتولیدی هسته یͺتایی به

٢١
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کنید فرض .٢.٣.٢ تعریف
Wm

٢,N [٠,١] = span{ψ١, ..., ψN}

و

KN (x, y) =
N∑
i=١

ψi(x)ψi(y).

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را Wm
[٠,١]٠,٢ روی متعامد تصویر

ΠN :Wm
[٠,١]٠,٢ →Wm

٢,N [٠,١],

داریم: u ∈Wm
٠,٢[a, b] هر برای و v ∈Wm

٢,N
[a, b] هر برای که طوری به

(u−ΠNu, v)Wm
٠,٢

= ٠, (٨.٢)

آن، معادل طور به یا

ΠNu =

N∑
i=١

(u, ψi)ψi(x). (٩.٢)

طوری به است. Wm
٢,N

[a, b] در u ∈ Wm
٠,٢[a, b] تقریب بهترین ΠNu متعامد تصویر .٣.٣.٢ گزاره

داریم: v ∈Wm
٢,N

[a, b] دلخواه عضو هر به�ازای که
∥u−ΠNu∥Wm

٠,٢
≤ ∥u− v∥Wm

٠,٢
(١٠.٢)

برای تقریبی v =
∑N

i=١ v̂iψi ∈Wm
٢,N

[٠,١] کنید فرض برهان.

u =

∞∑
i=١

(u, ψi)Wm
٠,٢
ψi =

∞∑
i=١

ûiψi ∈Wm
٠,٢[a, b],

داریم آن�گاه باشد،

∥u−ΠNu∥Wm
٠,٢

=
∑∞

i=N+١ û
٢
i

≤
∑N

i=١(ûi − v̂i)
٢ +

∑∞
i=N+١ û

٢
i = ∥u− v∥Wm

٠,٢
.

مͬ�شود. بیان زیر قضیه در متعامد تصویر خطای برآورد

(۶.٢) رابطه توسط که باشد Wm
٢,N

[a, b] در (١.٢) تقریبی جواب uN کنید فرض .۴.٣.٢ قضیه
آن�گاه باشد. (١.٢) مساله دقیق جواب u ∈Wm

٠,٢[a, b] و است شده بیان
max
a≤x≤b

|u(x)− uN (x)| ≤ CN ∥u∥Wm
٠,٢
, (١١.٢)

سمت به N افزایش با و CN = maxa≤x≤b CN (x) = max٠≤x≤١ |K(x, x) −KN (x, x)| آن در که
مͬ�کند. میل صفر

٢٢
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داریم: x ∈ [a, b] هر برای برهان.

∥K(x, .)∥٢
Wm

٠,٢
= (K(x, .),K(x, .))Wm

٠,٢

= K(x, x) =
∑∞

i=١ ψ
٢
i (x).

(١٢.٢)

داریم: {ψi(x)}Ni=١ بودن یͺه متعامد از استفاده با همچنین

∥KN (x, .)∥٢
Wm

٠,٢
= (KN (x, .),KN (x, .))Wm

٠,٢

= (
∑N

i=١ ψi(x)ψi(.),
∑N

i=١ ψi(x)ψi(.))Wm
٠,٢

=
∑N

i=١ ψ
٢
i (x) = KN (x, x).

(١٣.٢)

{ψi(x)}Ni=١ بودن یͺه متعامد و کشͬ-شوارتز نامساوی از استفاده با .uN = ΠNu که کنید توجه
داریم: x ∈ [a, b] هر برای

|u(x)−ΠNu(x)|

= |
∑∞

i=N+١(u, ψi)ψi(x)|

= |(u(y),
∑∞

i=N+١ ψi(y)ψi(x))|

≤ ∥u∥∥
∑∞

i=N+١ ψi(y)ψi(x)∥

= ∥u∥ |
∑∞

i=N+١ ψ
٢
i (x)| = ∥u∥ |K(x, x)−KN (x, x)|.

داریم x ∈ [٠,١] هر برای .CN = max٠≤x≤١ CN (x) و CN (x) = K(x, x)−KN (x, x) دهید قرار

CN+١(x) = |K(x, x)−KN+١(x, x)|

= ∥
∑∞

i=N+٢ ψi(y)ψi(x)∥ = |
∑∞

i=N+٢ ψ
٢
i (x)|

≤ |
∑∞

i=N+١ ψ
٢
i (x)| = CN (x),

داریم آن�گاه
CN+١ = max

٠≤x≤١
CN+١(x) ≤ max

٠≤x≤١
CN (x) = CN .

داریم بزرگ کافͬ اندازه به n با N > n هر و دلخواه ϵ > ٠ هر برای و (١٢.٢) به توجه با همچنین

CN (x) =
∑∞

i=N+١(ψi(x))
٢ ≤ ϵ, ∀x ∈ [٠,١],

٢٣
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داریم N > n برای همچنین
CN = max

٠≤x≤١
CN (x) ≤ ϵ.

همͽراست. صفر به و است نزولͬ مثبت دنباله ͷی {CN}∞
N=١ بنابر�این

مͬ�کند. بیان را تقریب همچنین و متعامد تصویر رفتار حالت بدترین (١١.٢) خطای برآورد
نامعلوم کمیت تنها که است، شده داده u ∈ Wm

[٠,١]٠,٢ دقیق جواب نرم از درصدی براساس خطا
CN = maxa≤x≤b CN (x) = maxa≤x≤b |K(x, x) − ثابت N → ∞ که وقتͬ است. خطا کران در
به الͽوریتم�های اگر و بوده محاسبه قابل دقیق طور به CN مقدار که کنید توجه .KN (x, x)| → ٠
باشند، دیͽر دلیل هر به یا ناسازگاری یا ناپایداری مانند ضعف�هایی دارای جواب تقریب در رفته کار
برای بود. خواهد قبول قابل غیر و بزرگ آن مقدار و مͬ�دهد نشان CN مقدار در را خود ضعف این
[٢٢]٧ͷشاب رابرت توسط شده ارایه مقاله به مͬ�توان خطایی برآورد چنین زمینه در بیشتر مطالعه

نمود. مراجعه

گام طول بیشترین و تقریبی جواب مانده اساس بر تقریب خطای ٢.٣.٢

باشند. ψi یͺه متعامد پایه�های تولید برای شده انتخاب نقاط X = {x١, ..., xN} ⊂ [a, b] فرضکنید
که: مͬ�شود بیان h گام طول بیشترین اساس بر خطا برآورد بخش این ادامه در
h = max

٠≤i≤N
|xi+١ − xi|, x٠ = a, xN+١ = b.

همچنین باشد. صفر X = {x١, ..., xN} ⊂ [a, b] نقاط در g ∈W١
٢ [a, b] تابع فرضکنید .۵.٣.٢ لم

آن�گاه ،N ≥ α+ ١ و g(α+١) ∈ L٢[a, b] ،g ∈ Cα[a, b] کنید فرض
∥g∥W١

٢
≤ Chα max

a≤x≤b
|g(α)(x)|, (١۴.٢)

است. ثابت عدد ͷی C و x٠ = a, xN+١ = b ،h = max٠≤i≤N |xi+١ − xi| آن در که

داریم: x ∈ [xi, xi+١], (i = ١, ..., N) هر برای برهان.

|g(x)| = |g(x)− g(xi)| = |
∫ x
xi
g′(t)dt|

≤ |x− xi|maxxi≤x≤xi+١ |g
′(x)| ≤ h∥g′∥∞.

داریم x ∈ [x٠, x١] برای مشابه طور به
|g(x)| = |g(x)− g(x١)| ≤ |x− x١| max

x٠≤x≤x١
|g′(x)| ≤ h∥g′∥∞.

٧ Robert Schaback
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ti ∈ آن در که ،g′(ti) = ٠ که مͬ�دهد نتیجه [xi, xi+١] بازه در g روی بر رول٨ قضیه اعمال
|x−ti| < ٢h که طوری به دارد وجود ای ti ثابت x ∈ [a, b] هر برای .i = ١, ..., N−١ و (xi, xi+١)

و

|g′(x)| = |g′(x)− g′(ti)| =

|
∫ x

i
g′′(t)dt| ≤ |x− ti|maxxi≤x≤xi+٢ |g

′′(x)| ≤ ٢h∥g′′∥∞,

که طوری به دارد وجود C١ ثابت مشابه، طور به .|g(x)| ≤ ٢h٢∥g′′∥∞ داریم آن�گاه
|g(x)| ≤ C١h

α+١∥g(α+١)∥∞,

و
|g′(x)| ≤ C١h

α∥g(α+١)∥∞.

که طوری به یافت را C ثابت مͬ�توان سادگͬ به

∥g∥W١
٢
=

(
(g(a))٢ +

∫ b

a
(g′(x))٢dx

)١/٢
≤ Chα max

a≤x≤b
|g(α+١)(x)|.

(۶.٢) رابطه توسط که باشد Wm
٢,N

[a, b] در (١.٢) تقریبی جواب uN کنید فرض .۶.٣.٢ قضیه
معکوس دارای L کنید فرض باشد. (١.٢) مساله دقیق جواب u ∈ Wm

٠,٢[a, b] و است شده بیان
f, p٠, ..., pM ∈ Cα[a, b],١ ≤ α ≤ اگر همچنین و a < x١ ≤ ... ≤ xN < b اگر است. L−١ کراندار
m ≥M +١ و N ≥ α+١ که طوری به p(α+١)

٠ , ..., p
(α+١)
M , f (α+١) ∈ L٢[a, b] و ٢m−٢M −٢

آن�گاه
∥u(k) − u

(k)
N ∥∞ ≤ Chα max

a≤x≤b
|R(α+١)

N (x)|, ٠ ≤ k ≤ m− ١, (١۵.٢)

طول بیشترین h و ثابت عدد ͷی C ،x ∈ [a, b] در مانده خطای RN (x) = LuN (x)− f(x) آن در که
است. گام

مͬ�کند: درونیابی X نقاط در را f تابع LuN که مͬ�دهیم نشان ابتدا برهان.

٨Roll’s theorem
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LuN (xl) =
∑N

i=١
∑i

j=١ βijf(xj)Lψi(xl)

=
∑N

i=١
∑i

j=١ βijf(xj)(Lψi, φl)

=
∑N

i=١
∑i

j=١ βijf(xj)(ψi, L
∗φl)

=
∑N

i=١
∑i

j=١ βijf(xj)(ψi, ψl).

بنابراین،

∑s
l=١ βslLuN (xl)

=
∑N

i=١
∑i

j=١ βijf(xj)(ψi,
∑s

l=١ βslψl)

=
∑N

i=١
∑i

j=١ βijf(xj)(ψi, ψs)

=
∑s

j=١ βsjf(xj).

،LuN (x١) = f(x١) آن�گاه ،s = ١ اگر

آن�گاه s = ٢ اگر
β٢١LuN (x١) + β٢٢LuN (x٢) = β٢١f(x١) + β٢٢f(x٢).

داد نشان مͬ�توان سادگͬ به استقرا از استفاده با آن بر علاوه .LuN (x٢) = f(x٢) که است واضح
که

LuN (xi) = f(xi), i = ١, ..., N

برای که دید مͬ�توان سادگͬ به (٨.٣.١) گزاره از استفاده با .RN (x) = LuN (x)− f(x) دهید قرار
داریم (۵.٣.٢) لم از آن�گاه .R(α+١)

N ∈ L٢[a, b] و RN ∈ Cα[a, b] داریم ١ ≤ α ≤ ٢m−٢M −٢

∥RN∥W١
٢
≤ Chα max

a≤x≤b
|R(α+١)

N (x)|.

که: طوری به دارد وجود L ثابت آن�گاه ،u− uN = L−١RN که کنید توجه

∥u− uN∥Wm
٠,٢

= ∥L−١RN∥Wm
٠,٢

≤ ∥L−١∥∥RN∥W١
٢
≤ CLhαmaxa≤x≤b |R

(α+١)
N (x)|.

٢۶
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داریم (٩.٣.١) لم از استفاده با آن�گاه

∥u(k) − u
(k)
N ∥∞ ≤ CdLhα max

a≤x≤b
|R(α+١)

N (x)|,٠ ≤ k ≤ m− ١.

مͬ�کند. کامل را قضیه اثبات فوق نامساوی

عددی نتایج ۴.٢

قبلͬ، بخش�های در شده ارایه قضیه�های با آن مقایسه و خطا عملͬ بررسͬ منظور به بخش این در
مͬ�بریم. کار به خطͬ مرزی مقدار مساله دو روی بر را هیلبرت فضای بازتولیدی هسته�های روش

نقطه�ای دو دوم مرتبه مرزی مقدار مساله ١.۴.٢

بͽیرید: نظر در را زیر دو مرتبه نقطه�ای دو خطͬ مرزی مقدار مساله
u′′(x) + ٢٠٠exu′(x) + ٣٠٠ sin(x)u(x) = f(x),٠ ≤ x ≤ ١

u(٠) = a٠, u(١) = b٠,

است. u(x) = sinh(x) دقیق جواب که اند شده داده چنان f و a٠, b٠ آن در که
Log١٠|CN (x)| نمودار (١.٢) شͺل است. زیر شرح به (١.۴.٢) مساله روی بر روش اعمال نتایج
N = ۵,١٠ با [٠,١] بازه در و m = ٣,۴,۵ به�ازای Wm

[٠,١]٠,٢ فضای برای ، (۴.٣.٢) قضیه در
و تقریبی جواب مطلق خطای نمودار (۶.٢) و (۵.٢)،(۴.٢)،(٣.٢)،(٢.٢) شͺل�های در است.

است. شده �رسم لͽاریتمͬ مقیاس در آن چهارم مرتبه تا مشتقات

نقطه�ای دو پنجم مرتبه مرزی مقدار مساله ٢.۴.٢

بͽیرید: نظر در را زیر پنج مرتبه نقطه�ای دو خطͬ مرزی مقدار مساله
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[٠,١]٠,٢ فضای در لͽاریتمͬ) مقیاس (در Log١٠|K(x, x) − KN (x, x)|� نمودار :١.٢ شͺل

.N = ۵,١٠ با (١.۴.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ٣,۴,۵ به�ازای
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[٠,١]٠,٢ فضای در ،Log١٠|u(x)−uN (x)|�ͬاریتمͽل مقیاس در مطلق خطای :٢.٢ شͺل

.N = ۵,١٠ با (١.۴.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ٣,۴,۵
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.N = ۵,١٠ با (١.۴.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ٣,۴,۵
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[٠,١]٠,٢ فضای در ،Log١٠|u′′(x)−u′′N (x)|�ͬاریتمͽل مقیاس در مطلق خطای :۴.٢ شͺل

.N = ۵,١٠ با (١.۴.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ٣,۴,۵
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.N = ۵,١٠ با (١.۴.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ۴,۵ به�ازای
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(۴)
N (x)|�ͬاریتمͽل مقیاس در مطلق خطای :۶.٢ شͺل

.N = ۵,١٠ با (١.۴.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ۵ به�ازای
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[٠,١]٠,٢ فضای در لͽاریتمͬ) مقیاس (در Log١٠|K(x, x) − KN (x, x)| نمودار :٧.٢ شͺل

.N = ١٠,٢٠ با (١۶.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ٣,۴,۵ به�ازای



u(۵)(x) + u(x) = g(x), ٠ < x < ١

u(٠) = ٠, u(١) = ٠,

u′(٠) = ١, u′(١) = −e,

u(٣)(٠) = −٣,

(١۶.٢)

باشد. u(x) = x(١ − x)ex دقیق جواب که است شده داده چنان g آن در که

Log١٠|CN (x)| نمودار (٧.٢) شͺل است. زیر شرح به (١۶.٢) مساله روی بر روش اعمال نتایج
N = ١٠,٢٠ با [٠,١] بازه در و m = ۶,٧ به�ازای Wm

[٠,١]٠,٢ فضای برای ،(۴.٣.٢) قضیه در
مطلق خطای نمودار (١٣.٢) و (١٢.٢)،(١١.٢)،(١٠.٢)،(٩.٢)،(٨.٢) شͺل�های در است.

است. شده �رسم لͽاریتمͬ مقیاس در آن پنجم مرتبه تا مشتقات و تقریبی جواب
فضای همواری درجه رفتن بالا با مͬ�رود انتظار که همان�طور شده گزارش نتایج به توجه با
شده ارایه قضیه�های با کامل طور به که مͬ�شود حاصل بهتری نتایج و بوده سریعتر همͽرایی تقریب

است. سازگار فصل این در

٣١
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[٠,١]٠,٢ فضای در ،Log١٠|u′(x)−u′N (x)|�ͬاریتمͽل مقیاس در مطلق خطای :٩.٢ شͺل
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.N = ١٠,٢٠ با (١۶.٢) مساله برای [٠,١] بازه در و m = ۶,٧ به�ازای
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مقدمه ١.٣

هسته�های بر مبتنͬ روش از استفاده با مرزی مقدار مسایل جواب چندگانگͬ بررسͬ به فصل این در
معادلات کاربرد و نظریه در اساسͬ نقش مرزی مقدار مسایل مͬ�پردازیم. هیلبرت فضای بازتولیدی
بیولوژی شیمͬ، ،ͷفیزی علوم پدیده�های از بسیاری توصیف برای همچنین مͬ�کنند. بازی دیفرانسیل
مهندسͬ علوم در مرزی غیرخطͬ مسایل برای تحلیلͬ تقریبی جواب یافتن مͬ�روند. کار به غیره و
تعداد بینͬ پیش جواب، وجود بررسͬ ما هدف جا این در مͬ�باشد. زیادی اهمیت دارای ͷفیزی و
سه و نقطه�ای دو دوم، مرتبه غیرخطͬ مسایل برای تحلیلͬ تقریبی جواب�های محاسبه و جواب�ها
از بیشتر یا ͷی دارای یا باشند نداشته استجواب ممͺن غیرخطͬ مرزی مقدار مسایل است. نقطه�ای
مقدار مسایل تقریبی حل برای زیادی روش�های مقالات در .[٢۶ ،٢۵ ،٢۴ ،٢٣] باشند جواب ͷی
مسایل، این از برخͬ برای چندگانه جواب�های وجود رغم علͬ اما است، شده ارایه غیرخطͬ مرزی
چندگانگͬ بینͬ پیش هستند. همͽرا جواب شاخه�های از ͬͺی به فقط معمولا شده ذکر روش�های
اهمیت دارای غیرخطͬ مرزی مقدار مسایل جواب شاخه�های همه مناسب تقریب همچنین و جواب
را روشͬ هموتوپی تحلیلͬ روش براساس [٢۴ ،٢٣] در همͺارانش و ١ عباس�بندی است. فراوانͬ
[٢۶ ،٢۵] ٢ لیائو اند. کرده ارایه غیرخطͬ مرزی مقدار مسایل جواب چندگانگͬ بینͬ پیش برای
غیرخطͬ مرزی مقدار مسایل از برخͬ جدید شاخه�های آوردن دست به برای را هموتوپی روشتحلیلͬ
فضای بازتولیدی هسته�های ترکیب براساس جدید روش ͷی معرفͬ به ادامه در است. برده کار به
ͷی آوردن دست به همچنین و جواب چندگانگͬ بینͬ پیش منظور به تیراندازی روش و هیلبرت
سال�های در مͬ�پردازیم. غیرخطͬ مرزی مقدار مسایل جواب شاخه�های تمام برای قبول قابل تقریب
روش�های در آن�ها بهبود و بازتولیدی هسته�های مختلف کاربردهای به فراوانͬ مقاله�های در اخیر
طریق از جزئͬ مشتقات با مسایل عددی حل مͬ�توان نمونه عنوان به است. شده پرداخته عددی
[٢٩] تصادفͬ جزئͬ مشتقات با مسایل تقریب ، [٢٨ ،٢٧] ۴ محلͬ هم و ٣ گالرکین روش�های
مشاهده را [٣٢]۵ ماشین یادگیری در کاربردهایی و [٣١ ،٣٠] انتگرالͬ معادلات عددی حل ،
مسایل بسیاری روی بر آمیزی موفقیت صورت به هیلبرت فضای بازتولیدی هسته�های روش کرد.
نقطه با مسایل و مرزی مقدار مسایل غیرخطͬ دستگاه مثال عنوان به رفته�اند، کار به غیرخطͬ

١Abbasbandy

٢Liao

٣Galerkin

۴Collocation

۵Machine Learning

٣۵
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و وجود به وابسته شده ذکر روش�های همͽرایی اما ببینید. را [٣٣ ،١۴ ،١٣ ،١٢] منفرد بازگشت
مسایلͬ حل برای مستقیم طور به را آنها نمͬ�توان و است غیرخطͬ مرزی مقدار مساله جواب یͺتایی
معادلات نظریه در اولیه مقدار مسایل اینکه به توجه با برد. کار به هستند جواب چندگانگͬ دارای که
مساله حل به مرزی مقدار مساله حل جای به گرفته�اند قرار بررسͬ مورد بهتر و بیشتر دیفرانسیل
مورد مساله با متناسب اولیه مقدار مساله ͷی که ترتیب بدین مͬ�پردازیم. آن با متناسب اولیه مقدار
استفاده با و مͬ�کنیم حل را است بررسͬ قابل یا شده شناخته آن جواب یͺتایی و وجود که بررسͬ
هسته�های و تیراندازی روش دو ترکیب با مͬ�یابیم. را مرزی مقدار مساله جواب تیراندازی روش از
و نقطه�ای دو دو، مرتبه غیرخطͬ مرزی مقدار مسایل برای مناسب تکراری روش ͷی بازتولیدی
مرزی شرایط با و بالاتر مرتبه مسایل روی بر تعمیم قابل روش این مͬ�آوریم. بدست نقطه�ای سه
به اینجا در مͬ�کنیم. بررسͬ را شده پیشنهاد تکراری روش همͽرایی آن بر علاوه مͬ�باشد. پیچیده�تر

زیر دوم مرتبه غیرخطͬ مرزی مقدار مساله خاص طور
u′′ = f(x, u, u′);x ∈ [a, b], (١.٣)

دونقطه�ای مرزی شرط مͬ�کنیم، بررسͬ را زیر مرزی شرایط انواع از ͬͺی تحت
u(a) = u٠, u(b) = u١, (٢.٣)

u′(a) = u٠, u(b) = u١, (٣.٣)

نقطه�ای سه شرط یا
u(a) = u٠, u(b) = ρu(η), (۴.٣)

محاسباتͬ کارایی دادن نشان برای فصل انتهای در شده�اند. داده ثابت�های هردو ρ و η آن در که
ارایه عددی مثال�هایی جواب، شاخه�های تقریب و جواب چندگانگͬ یافتن برای روش توانایی و
از هستند حل قابل دقیق طور به که غیرخطͬ مسایل برخͬ برای را شده پیشنهاد روش شده�اند.
[٣٨ ،٣٧ ،٢٣] ٧ واکنش-انتشار غیرخطͬ معادله و [٣۶ ،٣۵ ،٣۴] براتو۶ غیرخطͬ مساله جمله
غیرخطͬ مساله دو روی بر را روش شده، پیشنهاد روش توانایی دادن نشان برای برده�ایم. کار به
آن�ها در جواب چندگانگͬ و یͺتایی وجود، همچنین و آن�ها دقیق جواب که سه�نقطه�ای مرزی مقدار
سازگار کامل طور به [٣٩] در شده گزارش نتایج با آمده بدست نتایج مͬ�بریم. کار به است نامعلوم
دست به مسایل این در جواب چندگانگͬ و وجود مورد در بیشتری اطلاعات آن بر علاوه است.
شاخه ͷی مثال آخرین در مͬ�آوریم. دست به را جواب مختلف شاخه�های تقریب همچنین مͬ�آید.
روش به نسبت شده پیشنهاد روش برتری دهنده�ی نشان که مͬ�آوریم دست به را جواب از جدید

۶Bratu’s equation

٧Reaction-diffusion equation

٣۶
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ارایه روش توجه قابل امتیازات کارایی، و سادگͬ عمل در است. [٣٩] مقاله در شده ارایه تحلیلͬ
محض تحلیلͬ روش�های مانند مساله روی پیچیده شرایط و ها فرض دادن قرار از که است شده

مͬ�کند. پرهیز [۴٢ ،۴١ ،۴٠] ٨ بالایی و پایینͬ جواب�های مانند

جواب تقریب ٢.٣

روش (۴.٣) یا (٣.٣) ،(٢.٣) مرزی شرایط از ͬͺی با (١.٣) غیرخطͬ مرزی مقدار مساله برای
مͬ�کنیم حل را زیر اولیه مقدار مساله مرزی، مقدار مساله جای به ما است. زیر شرح به تقریب

u′′ = f(x, u, u′); x ∈ [a, b],

u(a) = u٠, u′(a) = α,

(۵.٣)

فرض اینجا در شود. تعیین شده، تعویض مرزی شرط به توجه با باید و است مجهول α آن در که
پیوسته طور به آن بر علاوه و مͬ�باشد یͺتا و موجود (۵.٣) اولیه مقدار مساله جواب که مͬ�کنیم
به اولیه مقدار مسایل در اولیه شرایط به وابستگͬ و یͺتایی وجود، باشد. وابسته اولیه مقادیر به
کنید. رجوع [۴۴ ،۴٣ ،٢١] به مثال عنوان به است شده گرفته قرار بررسͬ مورد گسترده طور
α همچنین و آوریم بدست مناسب دقت با را (۵.٣) اولیه مقدار مساله تقریبی جواب باید حال
روش از منظور این به کند. صدق مرزی شرایط در u(x;α) جواب که کنیم تعیین طوری باید را
برای و مͬ�کنیم استفاده (۵.٣) اولیه مقدار مساله حل برای هیلبرت فضای بازتولیدی هسته�های
مقدار ͷی از استفاده جای به بازتولیدی هسته�های روش تکرارهای در پارامتری محاسبات از پرهیز
ͷی برای . n→ ∞ که وقتͬ u(b;αn) → u١ که طوری به مͬ�کنیم استفاده αn → α∗ دنباله ͷی از α
بعد ،Lu ≡ u′′(x) دهید قرار مͬ�آید. دست به زیر صورت به (۵.٣) مساله تقریبی جواب معین α
نمود.) مراجعه [١٢] مرجع به مͬ�توان صورت این به سازی همͽن مشاهده (برای سازی همͽن از

نوشت: زیر فرم به مͬ�توان را (۵.٣) اولیه مقدار مساله
Lu = f(x, u, u′;α); x ∈ [a, b],

u(a) = ٠, u′(a) = ٠.
(۶.٣)

(۵.٣.١) W١مشابه
٢ [a, b] W٣و

٢ [a, b] بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای ، (۶.٣) مساله حل برای
سازی ساده منظور به ادامه در کنید. مراجعه [١٢] بیشتربه جزئیات ی مشاهده برای تعریفمͬ�شوند،

٨Lower and Power Solution
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. b = ١ و a = ٠ مͬ�دهیم قرار

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به W٣
[٠,١]٠,٢ داخلͬ ضرب فضای .١.٢.٣ تعریف

W٣
[٠,١]٠,٢ = {u(x)| است پیوسته مطلق طور (٢)uبه و u(٣) ∈ L[٠,١]٢, u(٠) = ٠, u′(٠) = ٠}

است. شده داده (١٠.١) و (٩.١) رابطه�های توسط W٣
٠,٢[a, b] فضای نرم و داخلͬ ضرب

هسته با هیلبرت فضاهای W٣
[٠,١]٠,٢ و W١

٢ [٠,١] که است شده داده نشان [١٢] مرجع در
است. زیر صورت به Rx(.) ∈W٣

[٠,١]٠,٢ بازتولیدی هسته هستند. بازتولیدی

Rx(y) =


x٢y٢

۴ + x٢y٣
١٢ − xy۴

٢۴ + y۵
١٢٠ , y ≤ x،

x۵
١٢٠ − x۴y

٢۴ + (٣x٢+x٣)y٢

١٢ , y > x.

(٧.٣)

شده داده شرح مفصل طور به [٣٣ ،١۴ ،١٣ ،١٢] مراجع در Rx(y) هسته آوردن دست به روش
عملͽر که است واضح f ∈ W١

٢ [٠,١] و u ∈ W٣
[٠,١]٠,٢ صورتͬ�که در (۶.٣) مساله در است.

قرار ثابت، xi ∈ [٠,١] هر برای است. کراندار خطͬ عملͽر ͷی L : W٣
[٠,١]٠,٢ → W١

٢ [٠,١]

کنید فرض آن بر علاوه است. W١
٢ [٠,١] بازتولیدی هسته rx(.) آن در که ، φi(.) = rxi(.) دهید

باشد، چͽال [٠,١] در {xi}∞i=١ کنید فرض است. L الحاق عملͽر L∗ آن در که ψi(.) = (L∗φi)(.)

داریم همچنین و است W٣
[٠,١]٠,٢ برای کامل دستگاه ͷی {ψi(x)}∞i=١ ،(٢.٢.٢) قضیه به توجه با

با مͬ�توان را W٣
[٠,١]٠,٢ فضای روی {ψi(x)}∞i=١ یͺه متعامد دستگاه .ψi(x) = LyRx(y)|y=xi

آورد: به�دست زیر صورت به {ψi(x)}∞i=١ روی گرام-اشمیت سازی متعامد فرایند از استفاده

ψi(x) =
i∑

k=١
βikψk(x) (βii > ٠, i = ١,٢, ....). (٨.٣)

u(x;α) صورت به را جواب α مشتق اولیه مقدار به (۶.٣) جواب وابستگͬ روی تاکید منظور به
به بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای تکراری روش با (۶.٣) جواب ثابت α هر برای مͬ�نویسیم.

مͬ�شود. تولید زیر صورت

u٠(x) = ٠,

Bi =
∑i

k=١ βikf(xk, uk−١(xk), u′k−١(xk);α),

un(x;α) =
∑n

i=١Biψi(x).

(٩.٣)

اگر باشد. یͺتا جواب دارای (۶.٣) مساله و کراندار (٩.٣) در ∥un∥W٣
٠,٢

فرضکنید .٢.٢.٣ قضیه
(٩.٣) رابطه توسط که un(.;α) ای جمله n تقریبی جواب آنگاه باشد، چͽال [٠,١] در {xi}∞i=١

٣٨
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و همͽراست (۶.٣) مساله u(.;α) دقیق جواب به مͬ�شود تعریف

u(x;α) =

∞∑
i=١

Biψi(x),

است. شده داده (٩.٣) رابطه توسط Bi آن در که

داریم (٩.٣) رابطه از ثابت α ͷی برای برهان.
un+١(x;α) = un(x;α) +Bn+١ψn+١(x)

داریم {ψi}∞i=١ بودن یͺامتعامد از و
∥un+٢∥١ = ∥un∥٢ + (Bn+١)

٢

از و همͽراست ∥un∥ است، کراندار ∥un∥ که آنجا از .∥un+٢∥١ ≥ ∥un∥٢ مͬ�دهد نتیجه که
مͬ�دهیم نشان حال همͽراست. ∥.∥W٣

٠,٢
نرم در un(.;α) → ū(.;α) داریم W٣

[٠,١]٠,٢ بودن کامل
.ū(x;α) =∑∞

i=١Biψi(x) داریم (٩.٣) رابطه از گرفتن حد با است. (۶.٣) مساله جواب ū(.;α)

مͬ�کند.حال صدق (۶.٣) اولیه شرایط در ū(.;α) تابع که است واضح ψi ∈W٣
[٠,١]٠,٢ که آنجا از

داریم

Bn = (ū, ψn)

= (ū,
∑n

j=١ βnjψj)

=
∑n

j=١ βnj(ū, ψj)

=
∑n

j=١ βnj(ū, L
∗φj)

=
∑n

j=١ βnj(Lū, φj)

=
∑n

j=١ βnj(Lū)(xj ;α).

(١٠.٣)

که دید مͬ�توان سادگͬ به ،(١٠.٣) و (٩.٣) در Bn تعریف به توجه با
(Lū)(xj ;α) = f(xj , uj−١(xj ;α), u

′
j−١(xj ;α);α), (j = ١,٢, ...). (١١.٣)

{xnj}∞j=١ مانند ای دنباله زیر ،x̄ ∈ [٠,١] هر برای است چͽال [٠,١] در {xj}∞j=١ که آنجا از
u′(.;α) و f(., u, u′;α), u(.;α) توابع پیوستگͬ و (١١.٣) رابطه از .xnj → x̄ که طوری به دارد وجود
جواب ū(x;α) که مͬ�دهد نتیجه این .(Lū)(x̄;α) = f(x̄, ū(x̄;α), ū′(x̄;α);α) مͬ�گیریم نتیجه
.u(x;α) =∑∞

i=١Biψi(x) که مͬ�گیریم نتیجه (۶.٣) مساله جواب یͺتایی از است. (۶.٣) مساله
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معادله ریشه یافتن برای روشͬ (٢.٣) مرزی شرایط با (١.٣) مساله برای تیراندازی روش
u(x) ≡ u(x;α∗) آنگاه باشد، F (α) = u(١;α) − u١ ریشه α = α∗ اگر است. u(١;α) = u١

(١.٣) مساله از u(x) جواب هر برای همچنین است. (٢.٣) مرزی شرایط با (١.٣) مساله جواب
F (α) ریشه�های یافتن به ما مساله بنابراین است. F (α) برای ای ریشه α = u′(٠) مقدار (٢.٣) و
اگر کرد. بینͬ پیش F (α) ریشه�های تعداد از استفاده با مͬ�توان را جواب چندگانگͬ مͬ�یابد. تقلیل
ترتیب به مرزی مقدار مساله آنگاه باشد داشته ریشه ͷی از بیش یا ͷی یا باشد نداشته ای ریشه F
مختلف شاخه�های ازای به u′(٠) مقادیر ریشه�ها دارد. جواب چند یا ͷی یا است جواب بدون
α پارامتر ͷی برای مͬ�دهد. ما به را ریشه�ها با متناظر جواب شاخه�های u(x;α) و هستند جواب
حقیقت در و است وقت�گیر بسیار n بزرگ مقادیر با un(١;α) = u١ حل و un(١;α) محاسبه
ریشه�های ،αn یافتن برای تکراری دوبخشͬ روش از ما مشͺل این حل منظور به نیست. عملͬ
که طوری به αn → α∗، n → ∞ وقتͬ مͬ�دهیم نشان و مͬ�کنیم استفاده Fn(α) = un(١;α) − u١

.un(١;αn) → u(١;α∗) = u١

آنگاه باشد، ساده ریشه ͷی دارای I مانند بازه ͷی در F (α) = u(١;α) − u١ اگر .٣.٢.٣ قضیه
(٢.٣) و (١.٣) مرزی مقدار مساله u(x) دقیق جواب ͷی به un(x;αn) ای جمله n تقریبی جواب

.u′(٠) ∈ I جواب این برای که همͽراست

پس u(١;µ٢) > u١ و u(١;µ١) < u١ باشیم داشته µ٢ و µ١ عدد دو برای کنید فرض برهان.
.un(١;µ٢) > u١ و un(١;µ١) < u١ داریم n > N هر برای که طوری به دارد وجود N > ٠
که یافت طوری را αn ∈ [µ١, µ٢] مͬ�توان un(١;α) روی بر دوبخشͬ روش از استفاده با سپس
(uk(١;αn) − ، k > n هر برای که مͬ�کنیم ادعا .Fn(αn) = ٠ عبارتͬ به یا un(١;αn) = u١

بازه به متعلق F (α) ریشه نتیجه در ،Fk(αn)F (αn) > ٠ عبارتͬ به یا u١)(u(١;αn) − u١) > ٠
داریم بزرگ کافͬ اندازه به n با k > n هر برای و (٢.٢.٣) قضیه از است. [αn, µ٢] یا [µ١, αn]

|u(١;αn)− uk(١;αn)| ≤ |u(١;αn)− un(١;αn)|,

داریم همچنین
|(u(١;αn)− u١)− (uk(١;αn)− u١)| ≤ |(u(١;αn)− u١)− (un(١;αn)− u١)|,

بنابر�این
|F (αn)− Fk(αn)| ≤ |F (αn)− Fn(αn)|,

داریم Fn(αn) = ٠ یعنͬ un(١;αn) = u١ که حقیقت این از استفاده با سپس

|F (αn)− Fk(αn)| ≤ |F (αn)|. (١٢.٣)
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کنیم فرض یعنͬ نباشد، درست ما ادعای کنید فرض
Fk(αn) = (uk(١;αn)− u١) < ٠, F (αn) = (u(١;αn)− u١) > ٠,

داریم بنابراین است. بررسͬ قابل مشابه طور به دیͽر حالت
|F (αn)− Fk(αn)| ≤ F (αn),

داریم همچنین
−F (αn) ≤ F (αn)− Fk(αn) ≤ F (αn),

که مͬ�گیریم نتیجه فوق رابطه از
− F (αn) + Fk(αn) ≤ F (αn) ≤ F (αn) + Fk(αn), (١٣.٣)

دنباله ،{αn} دنباله آوردن دست به روش به توجه با است. متناقض فرض با راست سمت نامساوی
که طوری به است {βn} و {γn} دنباله زیر دو دارای

µ١ < γ١ < γ٢ < ... < γn < ... < α∗ < ... < βn < ... < β٢ < β١ < µ٢, (١۴.٣)

F (α) اگر بنابراین هستند. همͽرا F (α) ریشه به کدام هر نتیجه در و بوده کراندار و یͺنوا ها دنباله
به {αn} دنباله بنابراین و {βn} و {γn} دنباله دو هر آنگاه باشد [µ١, µ٢] در ساده ریشه ͷی دارای
اولیه مقدار مساله جواب بودن وابسته پیوسته طور به توجه با و هستند همͽرا [µ١, µ٢] در F (α) ریشه
همͽراست (٢.٣) ،(١.٣) مرزی مقدار مساله از جوابی به un(x;αn) اولیه شرایط به (۵.٣) مساله

.u′(٠) ∈ [µ١, µ٢] جواب این برای که

براتو غیرخطͬ معادله ٣.٣

کارایی و دقت بررسͬ برای ͬͺمح عنوان به که است غیرخطͬ مرزی مقدار مساله ͷی براتو٩ مساله
در زیر صورت به را براتو مساله .[٣۶ ،٣۵ ،٣۴ ،٢٣] مͬ�گیرد قرار استفاده مورد عددی روش�های

مͬ�گیریم: نظر
u′′(x) + λeu(x) = ٠; x ∈ [٠,١],

u(٠) = ٠, u(١) = ٠,
(١۵.٣)

صورت به تحلیلͬ جواب دارای براتو مساله .λ > ٠ آن در که

٩Bratu equation
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.nمختلف مقادیر با و λ = ٢ برای (١۵.٣) مساله جواب اول شاخه مطلق خطای :١.٣ جدول
x n=10 n=25 n=50 n=100 n=300

0.1 3.51522×10−5 3.17467×10−5 9.84916×10−6 2.62919×10−6 3.01616× 10−7

0.2 1.69633×10−4 7.0923×10−5 1.96864 ×10−5 5.09309×10−6 5.75709×10−7

0.3 3.79574×10−4 1.03015×10−4 2.7622×10−5 7.06917×10−6 7.9476×10−7

0.4 5.36299 ×10−4 1.24653 ×10−4 3.28584 ×10−5 8.35947×10−6 9.36894×10−7

0.5 6.23551×10−4 1.33622 ×10−4 3.48209 ×10−5 8.8233×10−6 9.86705×10−7

0.6 6.3221×10−4 1.28675×10−4 3.32792×10−5 8.4071×10−6 9.38537×10−7

0.7 5.62266×10−4 1.10517 ×10−4 2.83979×10−5 7.15635×10−6 7.9775×10−7

0.8 4.22589×10−4 8.09214 ×10−5 2.06982 ×10−5 5.20516×10−6 5.7951×10−7

0.9 2.288×10−4 4.29856×10−5 1.09452×10−5 2.74751×10−6 3.05545×10−7

u(x) = −٢ln
[
cosh((x− ١

٢)
θ
٢)

cosh( θ۴)

]
, (١۶.٣)

دو و صفر ،ͷی دارای ترتیب به مساله این مͬ�باشد. θ =
√

٢λ cosh( θ۴) جواب θ آن در که است
مقالات در است. بحرانͬ مقدار λc آن در که λ < λc و λ > λc, λ = λc هرگاه است، جواب
است. گردیده محاسبه λc = ٣٫ ۵١٣٨٣٠٧١٩ صورت به λc بحرانͬ مقدار [٣۶ ،٣۵ ،٣۴ ،٢٣]
نمودار مͬ�باشد. زیر شرح به نتایج و کرده�ایم اعمال (١۵.٣) مساله روی بر را پیشنهادی روش ما
را Fn(α;λ) تصویر (٣.٣) نمودار مͬ�دهد. نشان جواب چندگانگͬ در را λ پارامتر نقش (١.٣)
Fn(α;λ) = نمودار (٢.٣) شͺل در مͬ�دهد. نمایش n = ١۵ با λ ∈ [١,۶] و α ∈ [٠,١٠] برای
مͬ�دهد نشان که مͬ�بینیم λ = ۵ و λ = ٢, λ = ٣, λ = ٣٫ ۵١٣٨, λ = ۴ برای را un(١;α, λ)

و یͺتا جواب دارای λ = ٣٫ ۵١٣٨ برای و جواب دوگانگͬ دارای λ = ٣ و λ = ٢ برای مساله
دارد. کامل سازگاری λc تحلیلͬ مفهوم با نتایج این که است جواب بدون λ = ۵ و λ = ۴ برای
خطای همچنین شده�اند. ارایه (٢.٣) و (١.٣) جدول�های در نتایج λ = ٢ معین حالت ͷی برای
Log١٠(|u(x) − un(x)|) �یعنͬ لͽاریتمͬ مقیاس در دقیق جواب با مقایسه در تقریبی جواب مطلق
و (۴.٣) نمودارهای در n = ۵٠,١٠٠,٣٠٠ با جواب دوم و اول شاخه�های برای x ∈ [٠,١] در

مͬ�شود. مشاهده مشابهͬ نتایج λ دیͽر مقادیر برای شده�اند. ارایه (۵.٣)

واکنش�انتشار غیرخطͬ مدل ۴.٣

واکنش-انتشار فرآیند ͷی [٣٨ ،٣٧ ،٢٣] مقالات در شده بررسͬ واکنش-انتشار١٠ غیرخطͬ مدل
را زیر مرزی مقدار مساله بعد بدون متغیرهای حالت در مͬ�دهد. شرح را متخلخل جسم در پایدار

١٠reaction-diffusion model

۴٢



آذرنوید ͷباب دیفرانسیل معادلات در آن�ها کاربرد و بازتولیدی هسته�های بر مبتنͬ عددی روش�های

.nمختلف مقادیر با و λ = ٢ برای (١۵.٣) مساله جواب دوم شاخه مطلق خطای :٢.٣ جدول
x n=10 n=25 n=50 n=100 n=300

0.1 0.0152501 0.00191021 4.25384 ×10−4 9.92813×10−5 1.04815×10−5

0.2 0.0228265 0.00315066 7.15593×10−4 1.68237×10−4 1.78358×10−5

0.3 0.0235488 0.00347116 7.91016×10−4 1.85756×10−4 1.96533×10−5

0.4 0.0152907 0.00263852 6.17452 ×10−4 1.46493×10−4 1.55936×10−5

0.5 0.00256216 0.00147277 4.13236×10−4 1.06535×10−4 1.19899×10−5

0.6 0.00484163 0.00123032 4.3877×10−4 1.24091×10−4 1.47638×10−5

0.7 0.00430354 0.00159073 5.54154×10−4 1.56126×10−4 1.85567×10−5

0.8 0.00137065 0.00158389 5.19739×10−4 1.43799×10−4 1.69325×10−5

0.9 1.78414×10−4 9.85974×10−4 3.11219×10−4 8.51028×10−5 9.95879×10−6

Λ=3.513830719
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براتو. مساله برای F١۵(α;λ) = u١۵(١;α, λ) = ٠ رابطه در λ به نسبت α نمودار :١.٣ شͺل
است. سازگار λc بحرانͬ مقدار تحلیلͬ مفهوم با نمودار
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.λ مختلف مقادیر و n = ١۵ با براتو مساله برای Fn(α;λ) = un(١;α, λ) نمودار :٢.٣ شͺل
λ = ۵ و λ = ۴ برای و دارد ریشه ͷی λ = ٣٫ ۵١٣٨ برای و ریشه دو λ = ٣ و λ = ٢ برای معادله

ندارد. ریشه
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نمودار .n = ١۵ و λ ∈ [١,۶] و α ∈ [٠,١٠] با براتو مساله برای Fn(α;λ) کانتور رسم :٣.٣ شͺل
مͬ�کند. تایید را بحرانͬ مقدار تحلیلͬ مفهوم
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مقادیر و λ = ٢ با براتو مساله جواب اول شاخه لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای :۴.٣ شͺل
.n = ۵٠,١٠٠,٣٠٠ مختلف
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مقادیر و λ = ٢ با براتو مساله جواب دوم شاخه لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای :۵.٣ شͺل
.n = ۵٠,١٠٠,٣٠٠ مختلف
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داشت خواهیم
u′′(x)− ψ٢um = ٠; x ∈ [٠,١],

u′(٠) = ٠, u(١) = ١.
(١٧.٣)

نمود. مراجعه [٣٨] به مͬ�توان آن بعد بدون حالت و مساله این مورد در بیشتر جزئیات مشاهده برای
شده ارایه [٣٨] مقاله در پارامترها مقادیر تمام برای مساله این ضمنͬ طور به و تحلیلͬ دقیق جواب
دارای ٠ ≤ ψ < ψmax(m) = ٠٫ ٧۶۵١۵٢ برای مساله m = −١ واکنش مرتبه حالت در است.
−١ < m < ٠ واکنش مرتبه حالت در است. جواب بدون ψ > ψmax(m) برای و جواب دوگانگͬ
ψ∗(m) ≤ ψ < ψmax(m) برای جواب دو ،٠ ≤ ψ < ψ∗(m) برای یͺتا جواب دارای ترتیب به مساله
فقط ما شده پیشنهاد روش آزمودن منظور به است. جواب بدون ψ > ψmax(m) برای همچنین و
بحرانͬ مقادیر حالت این در مͬ�کنیم. بررسͬ است m = −٣

۴ آن واکنش مرتبه که حالتͬ در را مساله
داده ψmax(m) = ٠٫ ٨٣٩٧۶٨ و ψ∗(m) = ٠٫ ۴٠ صورت به [٣٨] مقاله در ψmax(m) و ψ∗(m)

مͬ�کنیم. جایͽزین زیر اولیه مقدار مساله با را (١٧.٣) مساله ما اند. شده
u′′(x)− ψ٢um = ٠; x ∈ [٠,١],

u(٠) = α, u′(٠) = ٠,
(١٨.٣)

ریشه�های ثابت ψ ͷی برای حالت این در شود. تعیین u(١) = ١ شرط به توجه با باید α آن در که
روش ما هستند. جواب مختلف شاخه�های برای u(٠) از تقریب�هایی Fn(α;ψ) = un(١;α, ψ)−١
نقش (۶.٣) نمودار است. زیر شرح به آن نتایج و ایم برده کار به (١٧.٣) روی بر را شده ارایه
نمودار (٧.٣) شͺل در مͬ�دهد. نشان m = −١ و m = −٣

۴ حالت در جواب چندگانگͬ در را ψ
مͬ�دهد نشان که کرده�ایم رسم ψ = ٠٫ ٩ و ψ = ٠٫ ٨ ،ψ = ٠٫ ۶ ،ψ = ٠٫ ٣ برای را F١۵(α;ψ)

و ψ = ٠٫ ۶ برای جواب دوگانگͬ و ψ = ٠٫ ٣ برای بدیهͬ غیر یͺتای جواب ͷی دارای مساله
مقادیر مفهوم با نمودارها این است. جواب بدون ψ = ٠٫ ٩ برای همچنین و است ψ = ٠٫ ٨
داده نشان [٣٨] مقاله در است. سازگار کاملا m = −٣

۴ حالت برای ψmax(m) و ψ∗(m) بحرانͬ
است زیر ضمنͬ جواب دارای مساله ψ = ٠٫ ٨ و m = −٣

۴ حالت در که است شده

x =
٢
√

٢c
٧
٨٠

٣۵ψ

√
(
u

c٠
)

١
۴ − ١

[
١۶ + ٨(

u

c٠
)

١
۴ + ۶(

u

c٠
)

١
٢ + ۵(

u

c٠
)

٣
۴

]
, (١٩.٣)

.c٠ = ٠٫ جواب۵٣٣٠۴٧٨٨ دوم شاخه برای و c٠ = ٠٫ جواب١٨٣۶٧۵١۶ اول شاخه برای آن در که

.٣) های جدول در جواب دوم و اول شاخه�های برای ترتیب به مطلق خطای خاص حالت این در
شده�اند. لͽاریتمͬ�ارایه مقیاس در (١٠.٣) و (٩.٣) نمودارهای و (٣.٣) ،(۴
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m = −٣
۴ واکنش مرتبه ،ψ = ٠٫ ٨ برای (١٧.٣) مساله جواب اول شاخه مطلق خطای :٣.٣ جدول

.nمختلف مقادیر با و
x n=10 n=25 n=50 n=100 n=300

0.1 0.00206381 9.67382×10−4 3.02236×10−4 8.33097×10−5 9.83545×10−6

0.2 0.00226077 9.88984 ×10−4 3.08849×10−4 8.51206×10−5 1.00486×10−5

0.3 0.00221527 9.54158×10−4 2.97263×10−4 8.18539×10−5 9.65812×10−6

0.4 0.00207173 8.74195×10−4 2.71618 ×10−4 7.4716×10−5 8.81079×10−6

0.5 0.00184051 7.62172×10−4 2.36227×10−4 6.49212×10−5 7.65174×10−6

0.6 0.00154228 6.28675 ×10−4 1.94464×10−4 5.3403×10−5 6.29143×10−6

0.7 0.00119623 4.81431×10−4 1.48667 ×10−4 4.0801×10−5 4.80507×10−6

0.8 8.17222×10−4 3.25486×10−4 1.00379 ×10−4 2.75347×10−5 3.24176×10−6

0.9 4.15974×10−4 1.64282×10−4 5.06052×10−5 1.38755×10−5 1.63322×10−6

m = −٣
۴ واکنش مرتبه ،ψ = ٠٫ برای٨ (١٧.٣) مساله جواب دوم شاخه مطلق خطای :۴.٣ جدول

.nمختلف مقادیر با و
x n=10 n=25 n=50 n=100 n=300

0.1 0.00737935 0.00137498 3.60694 ×10−4 9.22912×10−5 1.04108×10−5

0.2 0.00679932 0.00126829 3.32661×10−4 8.5112×10−5 9.60043×10−6

0.3 0.00612971 0.00114297 2.99753×10−4 7.66877×10−5 8.64983×10−6

0.4 0.00537648 0.0010022 2.6281×10−4 6.72331×10−5 7.58318×10−6

0.5 0.00455769 8.49349×10−4 2.22712×10−4 5.69732×10−5 6.42583×10−6

0.6 0.00369047 6.87601×10−4 1.80291×10−4 4.61203×10−5 5.2017×10−6

0.7 0.00278989 5.19736 ×10−4 1.36273×10−4 3.48596×10−5 3.93163×10−6

0.8 0.00186843 3.48049×10−4 9.1256×10−5 2.33439×10−5 2.63283×10−6

0.9 9.35966×10−4 1.74343 ×10−4 4.57121×10−5 1.16935×10−5 1.31885×10−6
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و m = −٣

۴ واکنش مرتبه با ψmax(m) و ψ∗(m) بحرانͬ مقادیر تحلیلͬ مفهوم با نمودار انتشار.
است. سازگار m = −١
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m = −٣
۴ ،n = ١۵ با واکنش-انتشار مساله برای Fn(α;ψ) = un(١;α,ψ)−١ نمودار :٧.٣ شͺل

دارد ریشه دو ψ = ٠٫ ٨ و ψ = ٠٫ ۶ برای ریشه، ͷی ψ = ٠٫ ٣ برای معادله .ψ مختلف مقادیر و
ندارد. ریشه ψ = ٠٫ ٩ برای و
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.n = ١۵ و ψ ∈ [٠,١] ،α ∈ [٠,١] با واکنش-انتشار مساله برای Fn(α;ψ) کانتور رسم :٨.٣ شͺل
مرتبه برای را ψmax(m) = ٠٫ ٨٣٩٧۶٨ و ψ∗(m) = ٠٫ ۴٠ بحرانͬ مقادیر تحلیلͬ مفهوم نمودار

مͬ�کند. تایید m = −٣
۴ واکنش
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ψ = مقادیر با (١٧.٣) مساله جواب اول شاخه لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای :٩.٣ شͺل
.n = ١٠٠,١۵٠,٣٠٠ و m = −٣

۴ ،٠٫ ٨

۴٩



آذرنوید ͷباب دیفرانسیل معادلات در آن�ها کاربرد و بازتولیدی هسته�های بر مبتنͬ عددی روش�های

n=300

n=150

n=100

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-6.5

-6.0

-5.5

-5.0

-4.5

-4.0

x

L
og

10
Èu

n
H
x
L
-

uH
xL
È

مقادیر با (١٧.٣) مساله جواب دوم شاخه لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای :١٠.٣ شͺل
.n = ١٠٠,١۵٠,٣٠٠ و m = −٣

۴ ،ψ = ٠٫ ٨

نقطه�ای سه غیرخطͬ مرزی مقدار مساله ۵.٣

وجود مͬ�کنیم. بررسͬ را نقطه�ای سه دوم مرتبه غیرخطͬ مرزی مقدار مساله دو بخش این در
برخͬ اما هستند، نامعلوم مسایل این برای دقیق جواب همچنین و جواب چندگانگͬ یا یͺتایی و

است. شده ارایه مسایل این جواب�های مورد در [٣٩] مقاله در اطلاعات

بͽیرید نظر در را زیر نقطه�ای سه غیرخطͬ مرزی مقدار مساله مثال:
u′′(x) + ٣

٨u(x) +
٢

١٠٨٩(u
′(x))٢ + ١ = ٠; x ∈ [٠,١],

u(٠) = α, u(١) = u(١
٣).

(٢٠.٣)

کرده اثبات را u مقعر مثبت جواب ͷی وجود نویسنده، و است شده بررسͬ [٣٩] در مساله این
دارد قرار ٠ ≤ max٠≤x≤١|u′(x)| ≤ ٣٣ و ٠ ≤ max٠≤x≤١|u(x)| ≤ ۴ ،٠ ≤ x ≤ در١ که است
در شده پیشنهاد روش ما است. داده ارایه جواب این تقریب برای تکراری طرح ͷی همچنین و
.٣) شͺل در است. زیر شرح به آن نتایج و برده�ایم کار به مساله این روی بر را قبلͬ فصل�های
مͬ�دهد نشان که است شده رسم n = ۵,١٠,١۵ برای Fn(α) = un(١;α)− un(

١
٣ ;α) نمودار (١١

تقریبی جواب مثال این در ما است نامعلوم دقیق جواب که آنجا از است. جواب ͷی دارای مساله
و تقریبی جواب نمودار (١٢.٣) شͺل مͬ�کنیم. مقایسه [٣٩] مقاله در شده داده تقریبی جواب با را
مͬ�دهد نشان nمختلف مقادیر برای را x ∈ [٠,١] در Log١٠|un(x)−u∗۵(x)| نمودار (١٣.٣) شͺل
نتایج با کامل طور به آمده به�دست نتایج است. [٣٩] مقاله در تقریبی جواب پنجم تکرار u∗۵(x) و

است. سازگار [٣٩] در شده گزارش
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.(٢٠.٣) مساله برای [٣٩] در شده داده تقریبی جواب با un تقریبی جواب مقایسه :١٣.٣ شͺل
.n = ٢۵,۵٠,١٠٠ با x ∈ [٠,١] برای لͽاریتمͬ) مقیاس (در un(x)− u∗۵(x) نمودار
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بͽیرید نظر در را زیر نقطه�ای سه غیرخطͬ مرزی مقدار مساله مثال:
u′′(x) + f(x, u(x), u′(x)) = ٠; x ∈ [٠,١],

u(٠) = α, u(١) = ٢u(١
٣),

(٢١.٣)

آن در که

f(x, u(x), u′(x)) =


٩√

u, ٠ ≤ u ≤ ٣۶,

١٨٠
√
u− ٣۵٫ ٩١, ٣۶ ≤ u ≤ ∞.

جواب دو دارای مساله که است داده نشان نویسنده و است شده بررسͬ [٣٩] مقاله در مساله این
زیر نامساوی�های در ترتیب به جواب دوم و اول شاخه�های به�طوری�که است u٢ و u١ مقعر مثبت

مͬ�کنند، صدق
٣
٨ ≤ max٠≤x≤١|u١(x)| ≤ ٣۶,

٢٩٩٫٩٧
٢ ≤ max٠≤x≤١|u٢(x)| ≤ ٢٢۵٣۵٫ ٩١.

زیر شرح به نتایج و ایم برده کار به مساله این روی بر را قبل بخش�های در شده ارایه روش ما
٠ ≤ α ≤ ١٠٠ و n = ١٠ برای Fn(α) = un(١;α)− ٢un(١

٣ ;α) نمودار شͺل(٣.١۴) در است.
و α١ ∈ [٣٣,٣۴] ریشه دو با متناظر جواب دو دارای مساله مͬ�دهد نشان که است شده رسم
که است شده رسم (١۴.٣) شͺل در ریشه�ها این با متناظر مثبت جواب�های است. α٢ ∈ [۵٩,۶٠]

مقاله در نویسنده .٣٨ ≤ max٠≤x≤١|ui(x)| ≤ ٣۶, (i = ١,٢) داریم ریشه دو هر برای مͬ�دهد نشان
اما ،٣

٨ ≤ max٠≤x≤١|u(x)| ≤ ٣۶ که طوری به مͬ�دهد نشان را جواب ͷی حداقل وجود [٣٩]
(٢١.٣) مساله جواب چندگانگͬ ما واقع در مͬ�دهد. نشان را ویژگͬ این با جواب دو وجود ما روش
در Fn(α) = un(١;α)− ٢un(١

٣ ;α) سوم ریشه یافته�ایم. را جواب جدید شاخه ͷی و داده نشان را
که طوری به مͬ�دهد را (٢١.٣) مساله سوم جواب ما به که دارد وجود α٣ ∈ [١٣۴١٢,١٣۴١۵]

داریم جواب این برای
٢٩٩٫ ٩٧

٢ ≤ max٠≤x≤١|u٣(x)| ≤ ٢٢۵٣۵٫ ٩١.

نتایج آمده دست به نتایج است. شده رسم u٣(x) مقعر مثبت جواب نمودار (١۵.٣) شͺل در
جواب شاخه�های درباره بیشتری اطلاعات آن بر علاوه و مͬ�کند تایید را [٣٩] در شده گزارش
شاخه برای u٢٠٠ تقریبی جواب با u١۵٠ و u١٠٠ تقریبی جواب�های مقایسه ما مͬ�دهد. ما به مساله
�رسم لͽاریتمͬ مقیاس در (١٧.٣) شͺل در را دوم شاخه برای و (١۶.٣) شͺل در را جواب اول

کرده�ایم.
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و n = ١٠ با (٢١.٣) مساله برای Fn(α) = un(١;α)−٢un(١
٣ ;α) نمودار (راست) :١۴.٣ شͺل

α٢ ∈ [۵٩,۶٠] و α١ ∈ [٣٣,٣۴] با متناظر ترتیب به u٢,n(x) و u١,n(x) جواب دو نمودار (چپ)
.٠ ≤ u١(x), u٢(x) ≤ ٣۶ که طوری به
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به α٣ ∈ [١٣۴١٢,١٣۴١۵] با متناظر n = ۶٠ با (٢١.٣) مساله برای u٣,n نمودار :١۵.٣ شͺل
.٢٩٩٫ ٩٧

٢ ≤ max٠≤x≤١ |u٣(x)| ≤ ٢٢۵٣۵٫ ٩١ که طوری
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با متناظر (٢١.٣) مساله جواب اول شاخه برای Log١٠|u٢٠٠(x) − un(x)| نمودار :١۶.٣ شͺل
.n = ١٠٠,١۵٠ و x ∈ [٠,١] ،α٢ ∈ [۵٩,۶٠]

۵٣
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با متناظر (٢١.٣) مساله جواب دوم شاخه برای Log١٠|u٢٠٠(x) − un(x)| نمودار :١٧.٣ شͺل
.n = ١٠٠,١۵٠ و α٢ ∈ [۵٩,۶٠]

نتیجه ۶.٣

ارایه مرزی مقدار مسایل جواب چندگانگͬ و وجود بررسͬ برای را عملͬ روش ͷی ما فصل این در
در که مͬ�کند محاسبه تحلیلͬ تقریبی جواب ͷی جواب شاخه�های تمام برای آن بر علاوه که کردیم
دو ترکیب مͬ�دهد. ما به را مناسبی نتایج هستند نتیجه بی محض تحلیلͬ روش�های که موارد برخͬ
قوی روش ͷی ما به تیراندازی روش و هیلبرت فضای بازتولیدی هسته�های روش قوی، عملͬ روش
اثبات نیز را روش همͽرایی و است ساده شده پیشنهاد تکراری روش بردن کار به مͬ�دهد. ارایه
برده�ایم. کار به نقطه�ای سه و دونقطه�ای غیرخطͬ مرزی مقدار مساله چهار روی بر را روش کرده�ایم.
جستجوی در روش قدرت دهنده نشان است آمده دست به مسایل این در که توجهͬ قابل نتایج

مͬ�باشد. جواب شاخه�های تقریب بر علاوه جواب چندگانگͬ

۵۴



۴ فصل

تیر خمش چهار مرتبه غیرخطͬ مساله حل

غیرخطͬ مرزی شرایط با ͷالاستی
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مقدمه ١.۴

مرزی مقدار مساله ͷی حل برای بازتولیدی هسته�های از استفاده با تکراری روش ͷی فصل این در
ارایه مͬ�آید، دست به ١ͷالاستی تیر خمش سازی مدل در که غیرخطͬ مرزی شرایط با چهار مرتبه
توانایی این از پیش شده ارایه هیلبرت فضای بازتولیدی هسته�های بر مبتنͬ روش�های شد. خواهد
هسته�های آوردن دست به برای روشͬ زیرا ندارند، را غیرخطͬ شرایط با مرزی مقدار مسایل حل
با روشͬ ارایه فصل این در ما هدف ندارد. وجود کنند صدق شده ذکر شرایط در که بازتولیدی
بر که است تیراندازی روش مشابه الͽوریتم ͷی و هیلبرت فضای بازتولیدی هسته�های روش ترکیب
استفاده با غیرخطͬ مسایل جواب تقریب برای خطا برآورد ͷی همچنین کند. غلبه شده ذکر مشͺل
مساله ادامه در داد. خواهیم ارایه بار اولین برای احتمالا هیلبرت فضای بازتولیدی هسته�های روش از

مͬ�کنیم: بررسͬ را زیر غیرخطͬ شرایط با چهار مرتبه مرزی مقدار غیرخطͬ

u(۴) = f(x, u(x), u′(x), u′′(x), u′′′(x)); ٠ < x < ١

u(٠) = u′(٠) = ٠,

u′′(١) = ٠, u(٣)(١) = g(u(١)),

(١.۴)

چهار مرتبه مرزی مقدار مسایل هستند. حقیقͬ توابع g ∈ C(R) و f ∈ C([٠,١] × R۴) آن در که
جلب خود به را زیادی محققان توجه دارند، کاربرد مهندسͬ مسایل از بسیاری در اینکه دلیل به
در ͷانیͺم در ای نقطه دو چهار مرتبه مرزی مقدار مسایل .[۵٠ ،۴٩ ،۴٨ ،۴٧ ،۴۶ ،۴۵] کرده�اند
به ͷالاستی تیر ͷی شدن خم (١.۴) مساله مͬ�شوند. ظاهر ͷالاستی تیر شͺل تغییر و خمش مدل
تیر در x ∈ [٠,١] نقطه جابجایی مقدار u(x) و مͬ�دهد نشان f غیرخطͬ نیروی وسیله به را ١ طول
مرزی شرط است. ثابت تیر چپ سمت انتهای مͬ�دهند نشان u(٠) = u′(٠) = ٠ شرایط است.
نیروی غیرخطͬ احتمالا رابطه بر که است، g(u(١)) برابر عمودی نیروی یعنͬ u(٣)(١) = g(u(١))

در لحظه�ای جابجایی مͬ�دهد نشان u′′(١) = ٠ آن بر علاوه دارد. دلالت u(١) جابجایی و عمودی
قضایای در کنید. مشاهده را (١.۴) شͺل مͬ�ماند. ثابت g نیروی تحت تیر و ندارد وجود x = ١
مرزی مقدار مسایل روی بر بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای تکراری روش همͽرایی برای شده ارایه
معادله جواب چندگانگͬ و وجود �است. الزامͬ مساله جواب یͺتایی [١۵ ،١۴ ،١٣ ،١٢] غیرخطͬ
[۵٢] در است. شده بررسͬ آنها مراجع و [۵٢ ،۵١ ،۵٠] جمله از متعددی مقالات در ͷالاستی تیر
این اساس بر اما است، شده بررسͬ ثابت نقطه قضیه ͷی از استفاده با (١.۴) مساله یͺتایی و وجود
این در ما که همͽرایی اثبات مͬ�کند. تحمیل مساله روی را پیچیده�ای شرایط جواب یͺتایی مقاله

١Elastic beam

۵۶
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شده مدل�سازی (١.۴) مساله توسط که g و f نیرو�های تاثیر تحت ͷالاستی تیر شͺل :١.۴ شͺل
است[۵١].

مسایل حل کلͬ حالت در ندارد. نیازی کلͬ حالت در مساله جواب یͺتایی به مͬ�دهیم ارایه فصل
از دشوارتر بسیار باشد، معلوم جواب یͺتایی و وجود هم اگر غیرخطͬ مرزی شرایط با مرزی مقدار
ارایه روش در است. رابین٢ و نیومن دیریͺله، مرزی شرایط مانند استاندارد شرایط با مسایلͬ حل
کرده غلبه غیرخطͬ مرزی شرایط بر تیراندازی الͽوریتم �مشابه الͽوریتمͬ ͷکم به فصل این در شده
مسایل تقریب در آن توانایی دلیل به هیلبرت فضای بازتولیدی هسته�های روش از استفاده با سپس و
حاصل روش مͬ�آوریم. دست به (١.۴) مساله برای مناسب تحلیلͬ تقریبی جواب ͷی غیرخطͬ
از مͬ�باشد. موضع٣ͬ غیر و غیرخطͬ مرزی شرایط با غیرخطͬ مسایل حل برای نیرومند روشͬ شده
مناسب تصویر عملͽر ͷی از ما است، نامتناهͬ سری ͷی صورت به آمده دست به جواب که آنجا
کاربردی تقریبی جواب ͷی و کرده استفاده بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای فضای، زیر ͷی در
داده مساله دقیق جواب نرم از درصدی صورت به تصویر عملͽر اعمال خطای مͬ�آوریم. دست به
زیر در دقیق جواب تقریب بهترین آمده دست به تصویر داد خواهیم نشان همچنین و شد خواهد
برآورد ͷی تصویر عملͽر اعمال برای آمده دست به خطای از استفاده با است. شده ذکر فضای
آمده دست به خطاهای برآورد و شده پیشنهاد روش مͬ�کنیم. ارایه آمده دست به جواب برای خطا
غیر و غیرخطͬ شرایط دیͽر انواع با مرزی مقدار مسایل روی بر راحتͬ به مͬ�توان را فصل این در
از عددی های مثال شده، پیشنهاد روش توانایی و کارایی دادن نشان منظور به برد. کار به موضعͬ
دست به تقریب�های دقت مͬ�شود. ارایه بعدی های بخش در (١.۴) مساله روی بر روش این اعمال
کار به با مͬ�دهد نشان که مͬ�کنیم مقایسه [۵٣ ،۵١ ،۵٠] مراجع در شده گزارش نتایج با را آمده

�آورده�ایم. دست به را قبولͬ قابل نتایج (١.۴) مساله روی بر شده پیشنهاد روش گیری

٢Dirichlet, Neumann and Robin boundary condition

٣Nonlinear and nonlocal boundary condition
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غیرخطͬ مرزی شرایط با غیرخطͬ مساله حل روش ٢.۴

(١.۴) مساله غیرخطͬ مرزی شرایط در که بازتولیدی هسته آوردن به�دست برای روشͬ که آنجا از
روش نداریم، مساله این جواب یͺتایی و وجود مورد در اطلاعاتͬ همچنین و ندارد وجود کند، صدق
طور به نمͬ�تواند ،[۵۵ ،۵۴ ،١۶ ،١۵ ،١۴ ،١٣ ،١٢] غیرخطͬ مسایل روی بر رفته کار به استاندارد
تیراندازی روش مشابه جدید، روش اصلͬ ایده شود. برده کار به (١.۴) مساله حل برای مستقیم
حل جای به ما است. اصلͬ مساله جای به دیͽر مرزی مقدار مساله ͷی حل ،(١.۴) مساله برای

مͬ�کنیم: حل را زیر فرم به مرزی مقدار مسایل از دنباله ͷی اصلͬ مساله

u(۴) = f(x, u(x), u′(x), u′′(x), u′′′(x)); ٠ < x < ١

u(٠) = u′(٠) = ٠,

u(١) = s, u′′(١) = ٠,

(٢.۴)

کار به (١.۴) تقریبی جواب آوردن دست به برای پارامتر این که طوری به است s پارامتر شامل که
که طوری به مͬ�دهیم انجام s = sm دنباله انتخاب با را کار این ما مͬ�رود.

lim
m→∞

u′′′(١, sm)− g(sm) = ٠, (٣.۴)

معادله حل برای را نیوتن روش اگر است. s = sm با (٢.۴) مساله جواب u(x, sm) آن در که
نیاز s به نسبت u′′′(١, s)− g(s) مشتق به تکرار هر در بریم، کار به u′′′(١, s)− g(s) = ٠ غیرخطͬ
برطرف z(x, t) = ∂u(x,s)

∂s دادن قرار با زیر مرزی مقدار مساله حل با مͬ�توان را مشͺل این داریم.
کرد.

z(۴) = fuz + fu′z′ + fu′′z′′ + fu′′′z′′′; ٠ < x < ١

z(٠) = z′(٠) = ٠,

z(١) = ١, z′′(١) = ٠,

(۴.۴)

متغیر به نسبت آن مرزی شرایط و (٢.۴) مرزی مقدار مساله از گیری مشتق با مͬ�توان را فوق مساله
صورت به دنباله ͷی سپس مͬ�کنیم، انتخاب ٠ ≤ s٠ ≤ ١ اولیه مقدار ͷی ابتدا آورد. دست به s

مͬ�کنیم: تولید زیر

sn = sn−١ −
u′′′(١, sn−١)− g(sn−١)
z′′′(١, sn−١)− g′(sn−١)

. (۵.۴)

زیاد میزان این اما مͬ�کنیم، حل را مرزی مقدار مساله دو نیوتن روش از تکرار هر در بنابراین
بازتولیدی هسته�های روش تقریب قدرت و نیوتن روش همͽرایی زیاد سرعت با عمل در محاسبات

۵٨
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u(١) = s خود مرزی شرط به پیوسته طور به (٢.۴) جوابمساله اگر مͬ�شود. متعادل هیلبرت فضای
جواب آنگاه باشد، همͽرا u′′′(١, s) − g(s) = ٠ ریشه آوردن دست به برای نیوتن روش و وابسته
.۴) و (٢.۴) مسایل کلͬ حالت در همͽراست. (١.۴) مساله جواب u به u(., sm) ،(٢.۴) مساله

هستند: زیر فرم به (۴

Lu = u(۴) = F (x, u(x), u′(x), u′′(x), u′′′(x)); a < x < b

u(a) = A, u′(a) = B,

u(b) = C, u′′(b) = D.

(۶.۴)

.[۵۶] مͬ�دهد ارایه را (۶.۴) مساله یͺتایی و وجود تضمین برای کلͬ شرایط زیر قضیه

کند: صدق لیپشیتز۴ شرط در [a, b]×D روی F (x, u٠, u١, u٢, u٣) تابع کنید فرض .١.٢.۴ قضیه

|F (x, u٠, u١, u٢, u٣)− F (x, ū٠, ū١, ū٢, ū٣)| ≤
٣∑

i=٠
Li|ui − ūi|, (٧.۴)

آن در که
D = {(u٠, u١, u٢, u٣) : |ui| ≤ ci(b− a)۴−i L̂+ ℓ

١ − θ
+ max

a≤x≤b
|P (i)

٣ (x)|,٠ ≤ i ≤ ٣},

و

L̂ = max
a≤x≤b

|f(x,٠,٠,٠,٠)|, θ =
٣∑

i=٠
Lici(b− a)۴−i < ١, ℓ =

٣∑
i=٠

Li|P (i)

٣ (x)|, (٨.۴)

صدق (۶.۴) مرزی شرایط در که است ٣ درجه از یͺتا ای جمله چند ͷی p٣(x) که طوری به
دارای D در (۶.۴) مرزی مقدار مساله آنگاه .c٣ = ۵

٨ و c٠ = ٣٩+۵۵
√

٣٣
۶۵۵٣۶ , c١ = ١

۴٨ , c٢ = ١
٨ کند،

مͬ�شود: تولید زیر تکراری طرح با که un(x) دنباله آن بر علاوه یͺتاست. جواب

Lvn+١ = v
(۴)

n+١ = F (x, un(x), u
′
n(x), u

′′
n(x), u

′′′
n (x)); a < x < b

vn+١(a) = ٠, v′
n+١(a) = ٠,

vn+١(b) = ٠, v′′
n+١(b) = ٠,

(٩.۴)

با
un(x) = vn(x) + P٣(x), v٠(x) = ٠, n = ٠,١,٢, ...

۴Lipschitz condition
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زیر صورت به خطا برآورد ͷی همچنین همͽراست. (۶.۴) مرزی مقدار مساله u(x) جواب به
دارد: وجود (٩.۴) تکراری طرح برای

max
٠≤x≤١

|un(x)− u(x)| ≤ θn
L̂− ℓ

١ − θ
. (١٠.۴)

شود. مراجعه [۵۶] مرجع به برهان.

بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای و a = ٠, b = ١ مͬ�هیم قرار (٩.۴) مساله حل منظور به
مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به را Wm

[٠,١]٠,٢

به (۵.٣.١) در Wm
٢ [٠,١] تعریف به توجه با را Wm

[٠,١]٠,٢ داخلͬ ضرب فضای .٢.٢.۴ تعریف
مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت

Wm
[٠,١]٠,٢ = {u(x)|u ∈Wm

٢ [٠,١], , u(٠) = ٠, u′(٠) = ٠, u(١) = ٠, u′′(١) = ٠}

است. شده داده (١٠.١) و (٩.١) رابطه�های توسط Wm
[٠,١]٠,٢ فضای نرم و داخلͬ ضرب

هسته با هیلبرت فضاهای Wm
[٠,١]٠,٢ و W١

٢ [٠,١] که است شده داده نشان [١٢] مرجع در
است: زیر صورت به Wm

[٠,١]٠,٢ فضای بازتولیدی هسته هستند. بازتولیدی

k(x, .) =


∑٢m

i=١ ci(y)x
i−١ , x ≤ y،

∑٢m
i=١ di(y)x

i−١ , x > y.

(١١.۴)

و خواص ،Wm
[٠,١]٠,٢ بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای مورد در بیشتر جزئیات مشاهده برای

اگر (٩.۴) مساله در کرد. مراجعه [١٢] مرجع به مͬ�توان آن بازتولیدی هسته آوردن دست به روش
L : Wm

[٠,١]٠,٢ → W١
٢ [٠,١] که است واضح F ∈ W١

٢ [٠,١] و vn+١ ∈ Wm
[٠,١]٠,٢, (m ≥ ۵)

r(x, .) آن در که ،φi(.) = r(xi, .) دهید قرار xi ∈ [٠,١] هر برای است. کراندار خطͬ عملͽر ͷی
الحاقͬ عملͽر L∗ که ،ψi(.) = (L∗φi)(.) فرضکنید آن بر علاوه W١است.

٢ [٠,١] بازتولیدی هسته
ͷی {ψi(x)}∞i=١ ،(٢.٢.٢) قضیه به توجه با باشد، چͽال [٠,١] در {xi}∞i=١ کنید فرض است. L
{ψi(x)}∞i=١ یͺه متعامد دستگاه .ψi(x) = Lyk(x, y)|y=xi و است Wm

[٠,١]٠,٢ برای کامل دستگاه
به {ψi(x)}∞i=١ روی بر اشمیت گرام- سازی متعامد فرآیند از استفاده با مͬ�توان Wm

[٠,١]٠,٢ در را
آورد. دست زیر صورت

ψi(x) =

i∑
k=١

βikψk(x) (βii > ٠, i = ١,٢, ....). (١٢.۴)

آنگاه باشد، Wm
[٠,١]٠,٢ فضای ی برا متعامد یͺا پایه ͷی {ψi(x)}∞i=١ کنید فرض .٣.٢.۴ گزاره

است: زیر سری نمایش دارای k(x, y) آن بازتولیدی هسته

k(x, y) =

∞∑
i=١

ψi(x)ψi(y). (١٣.۴)

۶٠



آذرنوید ͷباب دیفرانسیل معادلات در آن�ها کاربرد و بازتولیدی هسته�های بر مبتنͬ عددی روش�های

آنگاه f ∈Wm
[٠,١]٠,٢ کنید فرض برهان.

(f(y), k(x, y)) = (f(y),

∞∑
i=١

ψi(x)ψi(y)) =

∞∑
i=١

(f(y), ψi(y))ψi(x) = f(x),

ψi ∈ Wm
[٠,١]٠,٢ متعامد یͺا پایه حسب بر f ∈ Wm

[٠,١]٠,٢ تابع بسط آخر تساوی آن در که
مͬ�شود. کامل اثبات بازتولیدی هسته یͺتایی به توجه با است.

.Wm
٢,N

[٠,١] = span{ψ١, ..., ψN} و kN (x, y) =
∑N

i=١ ψi(x)ψi(y) کنید فرض .۴.٢.۴ تعریف
مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را Wm

[٠,١]٠,٢ در متعامد تصویر
ΠN :Wm

[٠,١]٠,٢ →Wm
٢,N [٠,١],

داریم: u ∈Wm
[٠,١]٠,٢ هر برای که طوری به

(ΠNu− u, v) = ٠, ∀v ∈Wm
٢,N [٠,١], (١۴.۴)

معادل: طور به یا

ΠNu =

N∑
i=١

(u, ψi)ψi(x). (١۵.۴)

مͬ�شود. ارایه زیر قضیه در تصویر عملͽر خطای برآورد

داریم: u ∈Wm
[٠,١]٠,٢ هر برای .۵.٢.۴ قضیه

max
٠≤x≤١

|ΠNu(x)− u(x)∥ ≤ CN ∥u∥, (١۶.۴)

.CN = max٠≤x≤١ |k(x, x)− kN (x, x)| آن در که

داریم: کشͬ-شوارتز نامساوی از استفاده با x ∈ [٠,١] هر برای برهان.

|ΠNu(x)− u(x)| = |
∑∞

i=N+١(u, ψi)ψi(x)|

= |(u(y),
∑∞

i=N+١ ψi(y)ψi(x))| ≤ ∥u∥∥
∑∞

i=N+١ ψi(y)ψi(x)∥

= ∥u∥ |
∑∞

i=N+١ ψ
٢
i (x)| = ∥u∥ |k(x, x)− kN (x, x)|.

درصدی صورت به خطا کران مͬ�دهد. نشان را تصویر عملͽر رفتار حالت بدترین (١۶.۴) رابطه
نشان مͬ�توان سادگͬ به (۴.٣.٢) قضیه برهان به توجه با است. شده داده u ∈ Wm

[٠,١]٠,٢ نرم از
.CN → ٠ ثابت N → ∞ که وقتͬ داد،
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که طوری به است، Wm
٢,N

[٠,١] در u ∈ Wm
[٠,١]٠,٢ تقریب بهترین ΠNu تصویر .۶.٢.۴ گزاره

داریم:
∥ΠNu− u∥ ≤ ∥v − u∥ ∀v ∈Wm

٢,N [٠,١] (١٧.۴)

باشد: u ∈Wm
[٠,١]٠,٢ برای تقریبی v =

∑N
i=١ v̂iψi ∈Wm

٢,N
[٠,١] کنید فرض برهان.

∥ΠNu− u∥ =
∑∞

i=N+١(u, ψi)
٢

≤
∑N

i=١(v̂i − (u, ψi))
٢ +

∑∞
i=N+١(u, ψi)

٢ = ∥v − u∥.

(٩.۴) مساله جواب همچنین و f ∈ W١
٢ [a, b] باشد، چͽال [٠,١] در {xi}∞i=١ اگر .٧.٢.۴ قضیه

داریم: زیر صورت به را (٩.۴) جواب آنگاه باشد، یͺتا

vn+١(x, s) =
∞∑
i=١

i∑
k=١

βikF (xk, un(xk), u
′
n(xk), u

′′
n(xk), u

′′′
n (xk))ψi(x), (١٨.۴)

.un(x) = vn(x) + P٣(x) آن در که

صورت به ψi ∈Wm
[٠,١]٠,٢ متعامد یͺا های پایه اساس بر را (٩.۴) در vn+١ بسط مͬ�توان برهان.

.(f(x), φi(x)) = f(xi) داریم f ∈W١
[٠,١]٠,٢ هر برای که کنید توجه داد. نمایش زیر

vn+١(x) =
∑∞

i=١(vn+١(x), ψi(x))ψi(x)

=
∑∞

i=١
∑i

k=١ βik(vn+١(x), L∗φk(x))ψi(x)

=
∑∞

i=١
∑i

k=١ βik(Lvn+١(x), φk(x))ψi(x)

=
∑∞

i=١
∑i

k=١ βik(F (x, un(x), u
′
n(x), u

′′
n(x), u

′′′
n (x)), φk(x))ψi(x)

=
∑∞

i=١
∑i

k=١ βikF (xk, un(xk), u
′
n(xk), u

′′
n(xk), u

′′′
n (xk))ψi(x). �

(١٩.۴)

مͬ�توان که مͬ�کنیم استفاده (٩.۴) مساله تقریبی جواب عنوان به ΠNvn متعامد تصویر از حال
به (۶.۴) مساله تقریبی جواب کنید توجه آورد. دست به vn سری نمایش از جمله N قطع با را آن

بود. خواهد uNn = ΠNvn + P٣ صورت

دقیق جواب v∗ ∈ Wm
[٠,١]٠,٢ اگر باشد. برقرار (١.٢.۴) قضیه شرایط کنید فرض .٨.٢.۴ قضیه

v∗ به یͺنواخت طور به ΠNvn(x) تقریبی جواب N,n → ∞ که وقتͬ آنگاه باشد، (٩.۴) مساله
همͽراست.
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داریم: آنگاه ،vn =
∑∞

i=١ ciψi(x) کنید فرض برهان.

∥ΠNvn − vn∥ =

√√√√ ∞∑
i=N+١

c٢i = CN .

و مͬ�یابد کاهش یͺنواخت طور به N افزایش با CN یعنͬ CN+١ ≤ CN دید مͬ�توان سادگͬ به
x ∈ [٠,١] هر برای و کشͬ-شوارتز نامساوی از استفاده با . CN → ٠ داریم N → ٠ هنگامͬ�که

داریم:

|ΠNvn(x)− vn(x)|

= (k(x, .),ΠNvn − vn)

≤ ∥k(x, .)∥∥ΠNvn − vn∥

=
√
k(x, x)CN .

داریم: (١.٢.۴) قضیه از ،x ∈ [٠,١] هر برای آنگاه ،k٠ = max٠≤x≤١
√
k(x, x) دهید قرار

|ΠNvn(x)− v∗(x)|

= |ΠNvn(x)− vn(x) + vn(x)− v∗(x)|

≤ |vn(x)− v∗(x)|+ |ΠNvn(x)− vn(x)|

≤ θn L̂−ℓ
١−θ

+ k٠CN .

(٢٠.۴)

(٩.۴) تکراری طرح به مربوط آن اول بخش است، شده تشͺیل بخش دو از (٢٠.۴) خطای برآورد
N → ∞ با و است تصویر خطای به مربوط آن دوم بخش و مͬ�کند میل صفر به n→ ∞ با و است

مͬ�کند. میل صفر به

دقیق جواب v∗ ∈ Wm
[٠,١]٠,٢ اگر باشد. برقرار (١.٢.۴) قضیه شرایط کنید فرض .٩.٢.۴ قضیه

N ≥ N٠ و n ≥ n٠ هر برای که طوری به دارند وجود N٠ و n٠ های ثابت آنگاه باشد، (۶.۴) مساله
داریم:

max
٠≤x≤١

|ΠNvn(x)− v∗(x)| ≤ θn
L̂− ℓ

١ − θ
+ C٠CN ∥v∗∥, (٢١.۴)

است. vn و v∗ از مستقل ثابتͬ C٠ و CN = max٠≤x≤١ |k(x, x)− kN (x, x)| → ٠ آن در که

داریم بزرگ کافͬ اندازه به N و n دلخواه، > ٠ هر برای و (٨.٢.۴) قضیه از برهان.
max

٠≤x≤١
|ΠNvn(x)− v∗(x)| ≤ ϵ.
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آن�گاه ،ϵ = ∥v∗∥ دهید قرار

|(|ΠNvn(x)| − |v∗(x)|)|

≤ |ΠNvn(x)− v∗(x)| ≤ ∥v∗∥,

داریم کشͬ-شوارتز نامساوی از استفاده با سپس

|ΠNvn(x)| ≤ ∥v∗∥+ |v∗(x)|

= ∥v∗∥+ |(k(x, .), v∗(.))|

≤ ∥v∗∥+ ∥k(x, .)∥∥v∗∥ ≤ (١ + k٠)∥v∗∥.

ΠNvnعضوی که آنجا از ،∥u∥∞ = max٠≤x≤١ |u(x)| دهید قرار است. قبل قضیه مشابه k٠ آن در که
ثابتͬ مͬ�گیریم نتیجه هم�ارزند نرم�ها همه متناهͬ بعد با نرم�دار فضای هر در و است Wm

٢,N
[٠,١] از

به�طوری�که: دارد وجود K مانند
∥ΠNvn∥ ≤ K∥ΠNvn∥∞ = K max

٠≤x≤١
|ΠNvn(x)|.

داریم: بزرگ کافͬ اندازه به N برای و (٨.٢.۴) قضیه برهان از

∥vn∥ ≤ ∥vn −ΠNvn∥+ ∥ΠNvn∥

≤ ٢∥ΠNvn∥ ≤ ٢Kmax٠≤x≤١ |ΠNvn(x)|

بنابر�این
∥vn∥ ≤ ٢K(١ + k٠)∥v∗∥.

(۵.٢.۴) و (١.٢.۴) قضیه�های از حال .∥vn∥ ≤ C٠∥v∗∥ پس C٠ = ٢K(١ + k٠) مͬ�دهیم قرار
داریم:

|ΠNvn(x)− v∗(x)| = |ΠNvn(x)− vn(x) + vn(x)− v∗(x)|

≤ |vn(x)− v∗(x)|+ |ΠNvn(x)− vn(x)| ≤ θn L̂−ℓ
١−θ

+ CN ∥vn∥

داریم بنابر�این

|ΠNvn(x)− v∗(x)| ≤ θn
L̂− ℓ

١ − θ
+ C٠CN ∥v∗∥.
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عددی های مثال ٣.۴

مͬ�دهیم. ارایه عددی مثال چند ادامه در عمل، در شده پیشنهاد الͽوریتم کارایی دادن نشان منظور به
مقاله�های در شده گزارش نتایج بهترین و دقیق جواب�های با را آمده دست به نتایج همچنین

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را مانده خطای مͬ�کنیم. مقایسه [۵٣ ،۵١ ،۵٠]
Res(x, v̄) = v̄(۴)(x)− F (x, v̄, v̄′, v̄′′, v̄′′′).

به x ∈ [٠,١] بازه در مانده خطای از گیری انتگرال با را مانده خطای مربع انتگرال همچنین
مͬ�آوریم: دست به زیر صورت

E(v̄) =

∫ ١

٠
(Res(x, v̄))٢dx. (٢٢.۴)

مͬ�گیریم: نظر در زیر صورت به g و f شده داده توابع با را (١.۴) مساله مثال:

f(x, u) = u٢ − ١
۵٧۶x

٨ +
۵

٢٨٨x
٧ − ۴٣

۵٧۶x
۶ +

۵
٣٢x

۵ − ٩
۶۴x

۴ + ١, (٢٣.۴)

و
g(u) = − ln(١ + u)

۴ln(٢٩
٢۴)

.

صورت به فوق مثال دقیق جواب
u(x) =

١
٢۴x

۴ − ۵
٢۴x

٣ +
٣
٨x

٢,

(٢.۴) شͺل است. شده گزارش (١.۴) جدول در مختلف های N برای مطلق خطای است.
روش از تکرار پنج و n = ۵ ،N مختلف مقادیر با ،ΠNun(x) ∈ W۶

٢,N
[٠,١] مانده خطای

مͬ�دهد. نشان (٢٣.۴) مثال برای را نیوتن

مͬ�گیریم: نظر در زیر صورت به g و f شده داده توابع با را (١.۴) مساله مثال:
f(x, u) = u٢ − x١٠ + ۴x٩ − ۴x٨ − ۴x٧ + ٨x۶ − ۴x۴ + ١٢٠x− ۴٨, (٢۴.۴)

و
g(u) = ١٢u.

صورت به فوق مثال دقیق جواب
u(x) = x۵ − ٢x۴ + ٢x٢,

(٣.۴) شͺل است. شده گزارش (٢.۴) جدول در مختلف های N برای مطلق خطای است.
روش از تکرار پنج و n = ۵ ،N مختلف مقادیر با ،ΠNun(x) ∈ W۶

٢,N
[٠,١] مانده خطای

مͬ�دهد. نشان (٢۴.۴) مثال برای را نیوتن
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راست از ترتیب به (٢٣.۴) مثال برای ΠNun(x) ∈ W۶
٢,N

[٠,١] مانده خطای نمودار :٢.۴ شͺل
.(۵.۴) نیوتن روش از تکرار پنج و n = ۵ ،N = ١٠,٢٠,۵٠ با چپ به

پنج و n = ۵ با ΠNun(x) ∈ W۶
٢,N

[٠,١] از استفاده با (٢٣.۴) مثال مطلق خطای :١.۴ جدول
.(۵.۴) نیوتن روش از تکرار

x N=10 N=20 N=50
0.1 5.83243e-10 1.31254e-11 2.30699e-13
0.2 1.12568e-9 4.00801e-11 8.26405e-13
0.3 1.9817e-9 7.84989e-11 1.7062e-12
0.4 2.97456e-9 1.25704e-10 2.80039e-12
0.5 4.0986e-9 1.79414e-10 4.05195e-12
0.6 5.3117e-9 2.37788e-10 5.41538e-12
0.7 6.58981e-9 2.99382e-10 6.85525e-12
0.8 7.9111e-9 3.63081e-10 8.34458e-12
0.9 9.25875e-9 4.28029e-10 9.86297e-12
1 1.06187e-8 4.93552e-10 1.13946e-11
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.00002

-0.00001

0.00001

0.00002

0.00003

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.010

-0.005

0.005

0.010

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-1.´ 10-9

-5.´ 10-10

5.´ 10-10

1.´ 10-9

1.5´ 10-9

2.´ 10-9

راست از ترتیب به (٢۴.۴) مثال برای ΠNun(x) ∈ W۶
٢,N

[٠,١] مانده خطای نمودار :٣.۴ شͺل
.(۵.۴) نیوتن روش از تکرار پنج و n = ۵ ،N = ١٠,٢٠,۵٠ با چپ به

پنج و n = ۵ با ΠNun(x) ∈ W۶
٢,N

[٠,١] از استفاده با (٢۴.۴) مثال مطلق خطای :٢.۴ جدول
.(۵.۴) نیوتن روش از تکرار

x N=10 N=20 N=50
0.1 5.87057e-7 1.37316e-8 1.31072e-10
0.2 7.51763e-7 2.25703e-8 2.22097e-10
0.3 9.5727e-7 2.86739e-8 2.87605e-10
0.4 1.06356e-6 3.25896e-8 3.30533e-10
0.5 1.1199-6 3.46313e-8 3.53904e-10
0.6 1.12496e-6 3.51e-8 3.6081e-10
0.7 1.0911e-6 3.42994e-8 3.54409e-10
0.8 1.0272e-6 3.25386e-8 3.37928e-10
0.9 9.43237e-7 3.01321e-8 3.14664e-10
1 8.49142e-7 2.74e-8 2.87978e-10

۶٧
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.00006

-0.00004

-0.00002

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.0006

-0.0005

-0.0004

-0.0003

-0.0002

-0.0001

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-5.´ 10-6

-4.´ 10-6

-3.´ 10-6

-2.´ 10-6

-1.´ 10-6

راست از ترتیب به (٢۵.۴) مثال برای ΠNun(x) ∈ W۶
٢,N

[٠,١] مانده خطای نمودار :۴.۴ شͺل
.(۵.۴) نیوتن روش از تکرار پنج و n = ۵ ،N = ١٠,٢٠,۵٠ با چپ به

مͬ�گیریم: نظر در زیر صورت به g و f شده داده توابع با را (١.۴) مساله مثال:

f(x, u, u′) = (u′)٢ − ١
٣۶x

۶ +
٧

٣۶x
۵ − ٩

١۶x
۴ +

٧
٩x

٣ − ۴
٩x

٢ + ١, (٢۵.۴)

و
g(u) = −١

۶

√
٧٢
١٣u.

صورت به فوق مثال دقیق جواب
u(x) =

١
٢۴x

۴ − ٧
٣۶x

٣ +
١
٣x

٢,

(۴.۴) شͺل است. شده گزارش (٣.۴) جدول در مختلف های N برای مطلق خطای است.
روش از تکرار پنج و n = ۵ ،N مختلف مقادیر با ،ΠNun(x) ∈ W۶

٢,N
[٠,١] مانده خطای

مͬ�دهد. نشان (٢۵.۴) مثال برای را نیوتن

.۴) خطای برآورد در CN مقدار همچنین و (٢٢.۴) مانده خطای انتگرال (۴.۴) جدول در
را شده داده قضیه�های در آمده به�دست نتایج کامل طور به که است شده گزارش (١۶.۴) و (٢١
مقالات در شده گزارش نتایج بهترین با آمده به�دست نتایج مقایسه (۵.۴) جدول مͬ�کند. تایید
روش توانایی و کارایی شͺل�ها و جدول�ها در شده ارایه نتایج مͬ�دهد. نشان را [۵٣ ،۵١ ،۵٠]

مͬ�کنند. تایید را شده پیشنهاد

۶٨
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پنج و n = ۵ با ΠNun(x) ∈ W۶
٢,N

[٠,١] از استفاده با (٢۵.۴) مثال مطلق خطای :٣.۴ جدول
.(۵.۴) نیوتن روش از تکرار

x N=10 N=20 N=50
0.1 5.51269e-10 1.16691e-11 1.9726e-13
0.2 1.00156e-9 3.44251e-11 6.9654-13
0.3 1.71098e-9 6.61598e-11 1.42282e-12
0.4 2.50864e-9 1.04459e-10 2.31245e-12
0.5 3.39494e-9 1.47314e-10 3.31464e-12
0.6 4.3341e-9 1.93173e-10 4.39049e-12
0.7 5.30875e-9 2.40893e-10 5.51156e-12
0.8 6.30403e-9 2.89679e-10 6.6582e-12
0.9 7.31043e-9 3.3901e-10 7.81761e-12
1 8.32143e-9 3.88559e-10 8.98215e-12

پنج با Π۵٠u۵(x) و Π٢٠u۵(x) ،Π١٠u۵(x) تقریبی جوابهای برای E(ΠNvn) مقدار :۴.۴ جدول
با (١۶.۴) و (٢١.۴) خطای برآورد در را CN مقدار جدول آخر سطر . (۵.۴) نیوتن روش از تکرار

مͬ�دهد. نشان N = ١٠,٢٠,۵٠
Ex N=10 N=20 N=50

Ex 1 9.56627e-9 7.92316e-11 1.34809e-13
Ex 2 0.0182834 6.21298e-4 6.71226e-6
Ex 3 9.56627e-9 7.92315e-11 1.34809e-13
CN 3.71955e-12 2.27861e-13 5.80132e-15

جواب بین ٠ ≤ x ≤ ١ برای En =Max|ΠNun(x)− u∗(x)| مطلق، خطای بیشترین :۵.۴ جدول
.۴) نیوتن روش از تکرار پنج با Π۵٠u۵(x) و Π٢٠u۵(x) ،Π١٠u۵(x) تقریبی های جواب و دقیق

.[۵٣ ،۵١ ،۵٠] های مقاله در شده گزارش نتایج با آنها مقایسه و (۵
Ex [51] [50] [53] E10 E20 E50

Ex 1 6.59831e-4 — — 1.06187e-8 4.93552e-10 1.13946e-11
Ex 2 — 3.2404e-3 1.7128e-3 1.12496e-6 3.51e-8 3.6081e-10
Ex 3 3.30503e-4 — — 8.32143e-9 3.88559e-10 8.98215e-12

۶٩
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نتیجه ۴.۴

فصل این در را غیرخطͬ مرزی شرایط با نقطه�ای دو چهارم مرتبه مرزی مقدار مسایل عددی حل
مشابه الͽوریتم ͷی و هیلبرت فضای بازتولیدی هسته�های روش ترکیب از استفاده با کردیم. بررسͬ
ما واقع در شد. ارایه مناسب تحلیلͬ تقریبی جواب�های آوردن دست به ��برای الͽوریتمͬ تیراندازی،
شرایط با مسایل حل به قادر که کردیم اصلاح طوری را هیلبرت فضای بازتولیدی هسته�های روش
عملͽر ͷی از عملͬ و استفاده قابل تقریبی جواب آوردن دست به منظور به باشد. غیرخطͬ مرزی
از استفاده با همچنین کردیم. بررسͬ نیز را آن کارگیری به خطای و کرده استفاده متعامد تصویر
فضای بازتولیدی هسته�های روش کار�گیری به برای خطایی برآورد متعامد تصویر عملͽر خطای

کردیم. ارایه غیرخطͬ مسایل روی بر هیلبرت

٧٠



۵ فصل

فضای بازتولیدی پیͺارد�هسته روش

غیرخطͬ معادلات حل برای هیلبرت

لین�امدن نوع از منفرد
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مقدمه ١.۵

روش و هیلبرت فضای بازتولیدی هسته�های روش ترکیب از که تکراری روش ͷی فصل این در
منفرد مسایل حل برای را روش کارایی همچنین مͬ�کنیم. مطالعه را مͬ�آید دست به پیͺارد١ تکراری
به شده پیشنهاد ترکیبی روش همͽرایی اثبات بر علاوه مͬ�کنیم. بررسͬ ٢ لین-امدن نوع از غیرخطͬ
چندین روش توانایی و کارایی دادن نشان منظور به مͬ�پردازیم. نیز روش کارگیری به خطای برآورد
غیرخطͬ مساله مͬ�کنیم. مقایسه شده ارایه قضیه�های با را آمده دست به نتایج و بررسͬ را مثال
ͬͺفیزی های پدیده از بسیاری و شناسͬ ستاره ستاره�ای٣، بین ساختارهای در لین-امدن نوع از منفرد
بین ساختارهای نظریه در اساسͬ معادلات از ͬͺی معادله این .[۶٠ ،۵٩ ،۵٨ ،۵٧] دارد کاربرد
مساله تقریبی جواب اخیر سال�های در است. شده گرفته قرار مطالعه مورد بسیار و بوده ای ستاره
۶ اختلال ،[۶٣] لژاندر۵ موج�ͷهای ،[۶٢ ،۶١] ۴ هموتوپی اختلال روش�های توسط لین-امدن
١٠ گویا لژاندر طیفͬ شبه ،[۶٧] ٩ پد سری ،[۶۶] ٨ بسل محلͬ هم ،[۶۵] ٧ ادمیان تجزیه ،[۶۴]
دست به [٧١] ١٣ هرمیت توابع محلͬ هم و [٧٠] ١٢ غیراختلالͬ تقریبی ،[۶٩] ١١ تغییرات ،[۶٨]
مساله این عددی حل بازه ابتدای در لین-امدن معادله بودن منفرد و غیرخطͬ دلیل به است. آمده
معادله مͬ�روند کار به غیرخطͬ معادلات حل برای که روش�ها از بسیاری مͬ�باشد. پیچیده بسیار

١Picard iteration

٢Lane-Emden

٣Interstellar structure

۴Homotopy Perturbation

۵Legendre wavelets

۶Perturbation method

٧Adomian decomposition

٨Bessel collocation

٩Pade Series method

١٠Rational Legendre pseudospectral

١١Variational approach

١٢Nonperturbative approximate

١٣Hermite function collocation

٧٢
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بسیار خود غیرخطͬ دستگاه این حل مͬ�کنند. تبدیل جبری معادلات از غیرخطͬ دستگاه ͷی به را
باشند. تعبیر بدون آمده دست به جواب�های یا باشد نداشته وجود جواب است ممͺن و بوده پیچیده
استفاده پیͺارد تکراری روش از منظور این به کنیم. غلبه مشͺل این به مناسب ͷتکنی ͷی با باید ما
در مͬ�دهیم. ارایه آن برای خطایی برآورد و کرده اثبات را روش این همͽرایی همچنین مͬ�کنیم،

مͬ�پردازیم زیر صورت به لین-امدن مساله کلͬ حالت عددی حل به ادامه
y′′ + α

xy
′ + f(x, y) = g(x), ٠ < x ≤ ١, α ≥ ٠,

y(٠) = A, y′(٠) = ٠,
(١.۵)

. g ∈ C[٠,١] و حقیقͬ پیوسته تابع ͷی f ثابت، ͷی A آن در که

پیͺارد تکرار ٢.۵

دهید: قرار u ∈ L∞[٠,١] برای .١.٢.۵ تعریف
(Du)(x) :=

∫ x

٠
t−α

∫ t

٠
sαu(s)dsdt, ∀x > ٠. (٢.۵)

داریم: (١.۵) اول معادله روی بر D عملͽر اعمال با
y(x) = A+D(g(x)− f(x, y(x))) =: (T y)(x), (٣.۵)

.A = y(٠) آن در که

D = [٠,١]× [٠, ymax] آن در که ،f(x, y(x)) ∈ L∞(D) و g ∈ L∞[٠,١] فرضکنید .٢.٢.۵ گزاره
است: زیر های ویژگͬ دارای (٣.۵) ثابت نقطه مساله جواب هر .ymax = max٠≤x≤١ |y(x)| و

.limx↓٠ y(x) = A (١

و y ∈ C[٠,١]١ (٢
y′(x) = −

∫ x

٠
(
s

x
)α(f(s, y(s))− g(s))ds , ∀x > ٠.

برقرار x ∈ [٠,١] همه برای تقریبا f(x, y(x))− g(x) > ٠ اگر و limx↓٠ y′(x) = ٠ همچنین
.٠ ≤ y(x) ≤ A و y′(x) < ٠ داریم، x ∈ [٠,١] همه برای آنگاه ، باشد

٧٣
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گزاره فرضهای به توجه با . δ > ٠, c٠ = supx∈[٠,δ] |f(x, y(x))−g(x)| فرضکنید (١ برهان.
،٠ < x ≤ δ همه برای آنگاه .٠ ≤ c٠ <∞ داریم

|y(x)| = |A+D(g(x)− f(x, y(x)))|

= |A+
∫ x

٠ t
−α
∫ t

٠ s
α(g(s)− f(s, y(s))dsdt|

≤ A+
∫ x

٠ t
−α
∫ t

٠ s
α|g(s)− f(s, y(s)|dsdt

≤ A+ c٠
∫ x

٠ t
−α
∫ t

٠ s
αdsdt = A+ c٠ x٢

٢(α+١)
.

.limx↓٠ y(x) = A بنابراین

آنگاه z = s
x دهید قرار ،x > ٠ همه برای (٢

y′(x) = −
∫ x

٠ (
s
x)

α(f(s, y(s))− g(s))ds

= −x
∫ ١

٠ zα(f(zx, y(zx))− g(zx))dz.

داریم: ٠ < x ≤ δ همه برای آنگاه باشند. قبل قسمت مشابه c٠ و δ کنید فرض

|y′(x)| ≤ c٠x
∫ ١

٠
zαdz = c٠

x

α+ ١ ,

.limx↓٠ y′(x) = ٠ بنابراین

x ∈ [٠,١] برای لیپشیتز١۴ شرط در خود دوم آرگومان به توجه با f(x, y) کنید فرض .٣.٢.۵ قضیه
کند: صدق u, v ∈ L∞[٠,١] و

|f(x, u)− f(x, v)| ≤ k|u− v|, k <∞, (۴.۵)

آن بر علاوه .y∗ = T y∗ که طوری به یͺتاست ثابت نقطه ͷی دارای (٣.۵) ثابت نقطه مساله آنگاه
و همͽراست y∗ به ym+١ = T ym تکراری طرح

∥y∗ − ym∥∞ ≤ cosh(
√
k)L٠

٢(α+ ١)
× km

(٢m)!
, (۵.۵)

.L٠ = max٠≤x≤١ |g(x)− f(x,A)| آن در که

١۴Lipschitz condition

٧۴
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داریم: (٣.۵) از برهان.

|T u− T v| = |D(f(x, u))−D(f(x, v))|

≤
∫ x

٠ t
−α
∫ t

٠ s
α|f(s, u)− f(s, v)|dsdt

≤ kx٢
٢(α+١)

∥u− v∥∞.

(۶.۵)

مͬ�پردازیم: آن اثبات به ابتدا پس داریم، نیاز زیر نامساوی به اثبات بعدی گام در

|T nu− T nv| ≤ knx٢n

(٢n)! ∥u− v∥∞. (٧.۵)

که کنید دقت ابتدا
(Dxj) =

xj+٢

(j + ٢)(α+ j + ١)
.

داریم: استقرا با

است. برقرار (٧.۵) نامساوی که میͽیریم نتیجه (۶.۵) از :n = ١ (١

:n→ n+ ١ (٢

داریم: (۶.۵) رابطه و (٢.٢.۵) گزاره از آنگاه است، برقرار n برای (٧.۵) کنید فرض

|T n+١u− T n+١v| ≤ |T (T nu)− T (T nv)|

= |D(f(x, T nu))−D(f(x, T nv))|

= |D(f(x, T nu)− f(x, T nv))|

≤ kD|(T nu)− (T nv)| ≤ kD(k
nx٢n

(٢n)!
∥u− v∥∞)

= kn+١x٢n+٢
(٢n+٢)(α+٢n+١)(٢n)!

∥u− v∥∞ ≤ kn+١x٢(n+١)

(٢(n+١))!
∥u− v∥∞,

m ∈ N که مͬ�گیریم نتیجه (٧.۵) نامساوی از است. برقرار n + ١ برای (٧.۵) نامساوی بنابراین
مͬ�دهد نتیجه ثابت نقطه قضیه بنابراین است. انقباضͬ L∞[٠,١] روی T m که طوری به دارد وجود

و دارد y∗ ∈ L∞[٠,١] یͺتای ثابت نقطه ͷی T m که
lim
n→∞

T nmy٠ = y∗.

و است T y = y یͺتای ثابت نقطه y∗ که دید مͬ�توان سادگͬ به ثابت نقطه قضیه ͷکم به آنگاه
داریم: y٠ ∈ L∞[٠,١] هر برای

lim
n→∞

T ny٠ = y∗.

٧۵
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آن بر علاوه

|T m+ny٠ − T my٠|

≤ Σn−١
i=٠ |T m+i+١y٠ − T m+iy٠|

≤ Σn−١
i=٠

km+ix٢(m+i)

(٢(m+i))!
∥y١ − y٠∥∞

≤ (Σ∞
i=٠

ki

(٢i)!
) km

(٢m)!
∥y١ − y٠∥∞.

داریم: آنگاه y٠(x) = A کنید فرض

|y١(x)− y٠(x)| = |T y٠ − y٠|

= |D(g(x)− f(x,A))| ≤ L٠
٢(α+١)

.

است. کامل اثبات Σ∞
i=٠

ki

(٢i)!
= cosh(

√
k) و limn→∞ T m+ny٠ = y∗ که آنجا از

است: زیر خطͬ مساله جواب ͷی ym+١ = T ym تکرار هر
y′′
m+١ + α

xy
′
m+١ + f(x, ym) = g(x), ٠ < x ≤ ١, α ≥ ٠,

ym+(٠)١ = A, y′
m+(٠)١ = ٠.

(٨.۵)

همͽرایی و جواب تقریب روش ٣.۵

تکراری صورت به را هیلبرت فضای بازتولیدی هسته�های روش ما (١.۵) خطͬ غیر مساله جای به
سازی همͽن از بعد ،Ly ≡ y′′ + α

xy
′ مͬ�دهیم قرار مͬ�کنیم. اعمال (٨.۵) خطͬ مساله روی بر

مͬ�نویسیم: زیر صورت به را (٨.۵) مساله
Lum+١ = F (x, um), ٠ < x ≤ ١, α ≥ ٠,

um+(٠)١ = ٠, u′
m+(٠)١ = ٠,

(٩.۵)

فضاهای ،(٩.۵) مساله حل برای .ym+١ = um+١ +A و F (x, y) = g(x)− f(x, y+A) آن در که
مͬ�شوند. تعریف (۵.٣.١) مشابه W١

٢ [٠,١] و W٣
٢ [٠,١] بازتولیدی هسته با هیلبرت

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به W٣
[٠,١]٠,٢ داخلͬ ضرب فضای .١.٣.۵ تعریف

W٣
[٠,١]٠,٢ = {u(x)| است پیوسته مطلق طور (٢)uبه و u(٣) ∈ L[٠,١]٢, u(٠) = ٠, u′(٠) = ٠}

است. شده داده (١٠.١) و (٩.١) رابطه�های توسط W٣
[٠,١]٠,٢ فضای نرم و داخلͬ ضرب
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هسته با هیلبرت فضاهای W٣
[٠,١]٠,٢ و W١

٢ [٠,١] که است شده داده نشان [١٢] مرجع در
است: زیر صورت به Rx(.) ∈W٣

[٠,١]٠,٢ بازتولیدی هسته هستند. بازتولیدی

Rx(t) =


x٢t٢

۴ + x٢t٣
١٢ − xt۴

٢۴ + t۵
١٢٠ , t ≤ x،

x۵
١٢٠ − x۴t

٢۴ + (٣x٢+x٣)t٢

١٢ , t > x.

(١٠.۵)

خواص ،W٣
[٠,١]٠,٢ بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای مورد در بیشتر جزئیات مشاهده برای

xi ∈ هر برای کرد. مراجعه [١٢] مرجع به مͬ�توان آن بازتولیدی هسته آوردن دست به روش و
بر علاوه است. W١

٢ [٠,١] بازتولیدی هسته r(x, .) آن در که ،φi(.) = r(xi, .) دهید قرار [٠,١]

[٠,١] در {xi}∞i=١ کنید فرض است. L الحاقͬ عملͽر L∗ که ،ψi(.) = (L∗φi)(.) کنید فرض آن
و است W٣

[٠,١]٠,٢ برای کامل دستگاه ͷی {ψi(x)}∞i=١ ،(٢.٢.٢) قضیه به توجه با باشد، چͽال
از استفاده با مͬ�توان را W٣

[٠,١]٠,٢ در {ψi(x)}∞i=١ یͺه متعامد دستگاه .ψi(x) = LtRx(t)|t=xi

آورد: دست به زیر صورت به {ψi(x)}∞i=١ روی بر گرام-اشمیت سازی متعامد فرایند

ψi(x) =

i∑
k=١

βikψk(x) (βii > ٠, i = ١,٢, ....). (١١.۵)

جواب آنگاه باشد، یͺتا (٩.۵) مساله جواب و باشد چͽال [٠,١] بازه در {xi}∞i=١ اگر .٢.٣.۵ قضیه
است: زیر فرم به (٩.۵) مساله

um+١(x, s) =
∞∑
i=١

i∑
k=١

βikF (xk, um(xk))ψi(x). (١٢.۵)

صورت به مͬ�توان ψi ∈W٣
[٠,١]٠,٢ متعامد یͺا پایه حسب بر را (٩.۵) در um+١ فوریه بسط برهان.

.(f(x), φi(x)) = f(xi) داریم f ∈W١
[٠,١]٠,٢ هر برای که کنید توجه نوشت. زیر

um+١(x) =
∑∞

i=١(um+١(x), ψi(x))ψi(x)

=
∑∞

i=١
∑i

k=١ βik(um+١(x), L∗φk(x))ψi(x)

=
∑∞

i=١
∑i

k=١ βik(Lum+١(x), φk(x))ψi(x)

=
∑∞

i=١
∑i

k=١ βik(F (x, um), φk(x))ψi(x)

=
∑∞

i=١
∑i

k=١ βikF (xk, um(xk))ψi(x).

(١٣.۵)

زیر صورت به ym+١ = um+١ +A بسط جمله N از استفاده با را ym+١,N تقریبی جواب حال
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مͬ�گیریم: نظر در

ym+١,N (x) = A+ um+١,N (x) = A+
N∑
i=١

i∑
k=١

βikF (xk, um(xk))ψi(x). (١۴.۵)

مͬ�شود. بیان زیر قضیه در سری قطع خطای برآورد

داریم: u ∈W٣
[٠,١]٠,٢ هر برای .٣.٣.۵ قضیه

max
٠≤x≤١

|uN (x)− u(x)| ≤ CN ∥u∥, (١۵.۵)

.CN → ٠ ثابت ،N → ∞ که وقتͬ و

دهید قرار برهان.

RN,x(t) =

N∑
i=١

ψi(x)ψi(t),

از استفاده با .uN (x) = (u(.), RN,x(.)) دید مͬ�توان {ψi}i=١,...,N تعامد به توجه با سادگͬ به
داریم: x ∈ [٠,١] هر برای و کشͬ-شوارتز نامساوی

|uN (x)− u(x)| = |
∑∞

i=N+١(u, ψi)ψi(x)|

= |(u(y),
∑∞

i=N+١ ψi(y)ψi(x))|

≤ ∥u∥∥
∑∞

i=N+١ ψi(y)ψi(x)∥

= ∥u∥ |
∑∞

i=N+١ ψ
٢
i (x)|

= ∥u∥ |Rx(x)−RN,x(x)|.

آنگاه CN = max٠≤x≤١ CN (x) و CN (x) = |Rx(x)−RN,x(x)| دهید قرار

CN+١(x) = |Rx(x)−RN+١,x(x)|

= ∥
∑∞

i=N+٢ ψi(y)ψi(x)∥ = |
∑∞

i=N+٢ ψ
٢
i (x)|

≤ |
∑∞

i=N+١ ψ
٢
i (x)| = CN (x).

نرم از درصدی صورت به خطا و مͬ�دهد نشان را قطع خطای رفتار بدترین (١۵.۵) معادله
مقدار که کنید توجه است. خطا کران در نامعلوم مقدار تنها که است، شده داده u ∈ W٣

[٠,١]٠,٢

است. محاسبه قابل دقیق صورت به خطا کران در CN ثابت
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(١.۵) مساله دقیق جواب y اگر باشد. برقرار (٣.٢.۵) قضیه شرایط کنید فرض .۴.٣.۵ قضیه
داریم: آنگاه باشد،

max
٠≤x≤١

|y − yN,m| ≤ cosh(
√
k)L٠

٢(α+ ١)
× km

(٢m)!
+ k٠CN , (١۶.۵)

.CN → ٠ داریم N → ٠ که وقتͬ و k٠ = max٠≤x≤١
√
Rx(x) آن در که

داریم: آنگاه ،um =
∑∞

i=١ ciψi(x) کنید فرض برهان.

∥ym − yN,m∥ = ∥um − uN,m∥ =

√√√√ ∞∑
i=N+١

c٢i = CN .

استفاده با مͬ�یابد. کاهش یͺنوا طور به N افزایش با CN یعنͬ CN+١ ≤ CN دید مͬ�توان سادگͬ به
داریم: x ∈ [٠,١] هر برای و کشͬ-شوارتز نامساوی از

|ym(x)− yN,m(x)|

= |um(x)− uN,m(x)| = (Rx(.), um(.)− uN,m(.))

≤ ∥Rx(.)∥∥um(.)− uN,m∥ =
√
Rx(x)CN .

داریم: (٣.٢.۵) قضیه از

|y(x)− yN,m(x)| ≤ |y(x)− ym(x)|+ |ym(x)− yN,m(x)|

≤ cosh(
√
k)L٠

٢(α+١)
× km

(٢m)!
+ k٠CN .

است (٨.۵) تکراری طرح به مربوط آن اول بخش است، بخش دو شامل (١۶.۵) خطای برآورد
N → ∞ که وقتͬ و است قطع خطای آن دوم بخش و مͬ�کند میل سمتصفر →mبه ∞ که وقتͬ و

مͬ�کند. میل صفر سمت به

عددی مثال�های ۴.۵

و کارایی لین-امدن، نوع از مثال چندین روی بر روش اعمال عددی نتایج ͷکم به بخش، این در
در مͬ�دهیم. نمایش Res(x) با را x ∈ [٠,١] نقاط در مانده خطای مͬ�دهیم. نشان را روش دقت
خطای مربع انتگرال از تقریبی جواب دقت دادن نشان منظور به است نامعلوم دقیق جواب که حالتͬ
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مختلف مقادیر و تکرار m = ١٠ با (١٨.۵) مساله برای مانده خطای مربع انتگرال :١.۵ جدول
.N = ١٠,٢۵,۵٠,١٠٠

n N=10 N=25 N=50 N=100
0 4.02746× 10−5 1.93114× 10−6 1.17886× 10−7 1.29724× 10−24

1 4.02755× 10−5 1.93182× 10−6 1.17944× 10−7 1.11778× 10−20

2 4.03258× 10−5 1.93249× 10−6 1.17991× 10−7 2.40853× 10−20

3 4.04028× 10−5 1.93266× 10−6 1.17998× 10−7 3.04066× 10−20

4 4.0521× 10−5 1.93272× 10−6 1.17989× 10−7 3.13916× 10−20

5 4.06908× 10−5 1.933× 10−6 1.17983× 10−7 2.93148× 10−20

مͬ�کنیم: استفاده زیر صورت به دامنه کل روی مانده

E =

∫ ١

٠
(Res(x))٢dx. (١٧.۵)

کلͬ حالت در لین�امدن معادله ١.۴.۵

مورد را آن بار اولین برای که امدن١۶ و لین١۵ نام�های به ͷاخترفیزی دانشمندان از بعد (١.۵) معادله
و g(x) = ٠ ،f(x, y) = yn برای (١.۵) مساله است. شده نام�گذاری ،[٧٢] داده�اند قرار مطالعه
α و f(x, y), g(x) چندین با را مساله ما اینجا در است. لین-امدن معادله استاندارد فرم α = ٢

مͬ�کنیم. حل مختلف

بͽیرید: نظر در را زیر لین-امدن مساله مثال:
y′′ + ٢

x y
′ + yn = ٠, ٠ < x ≤ ١, α ≥ ٠,

y(٠) = ١, y′(٠) = ٠.
(١٨.۵)

به ترتیب به و [٧١] است موجود n = ٠,١,۵ های حالت برای فقط مساله دقیق جواب
مͬ�شوند: داده زیر صورت

y(x) = ١ − x٢

۶ , y(x) =
sin(x)

x
, y(x) = (١ +

x٢

٣ )−
١
٢ . (١٩.۵)

n = ٠,١,۵ برای لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای نمودار ٣.۵ و ٢.۵ ،١.۵ های شͺل در
برای مانده خطای مربع انتگرال است. شده رسم N = ١٠,٢۵,۵٠,١٠٠ و تکرار m = ١٠ با

است. شده رسم (١.۵) جدول در N مختلف مقادیر و n = ٠,١,٢,٣,۴,۵,m = ١٠

١۵Lane

١۶Emden
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و تکرار m = ١٠،n = ٠ با (١٨.۵) مساله لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای :١.۵ شͺل
.N = ١٠,٢۵,۵٠,١٠٠
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و تکرار m = ١٠،n = ١ با (١٨.۵) مساله لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای :٢.۵ شͺل
.N = ١٠,٢۵,۵٠,١٠٠
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و تکرار m = ١٠،n = ۵ با (١٨.۵) مساله لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای :٣.۵ شͺل
.N = ١٠,٢۵,۵٠,١٠٠
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.N = ١٠,٢۵,۵٠,١٠٠ با (٢٠.۵) مساله برای Log١٠|Rx(x)−RN,x(x)| نمودار :۴.۵ شͺل

بͽیرید: نظر در را زیر لین-امدن مساله مثال:
y′′ + ١

x y
′ + eh(y) = ٠, ٠ < x ≤ ١, α ≥ ٠,

y(٠) = ١, y′(٠) = ٠.
(٢٠.۵)

مقادیر با (٢٠.۵) مثال برای را Log١٠|CN (x)| = Log١٠|Rx(x) − RN,x(x)| نمودار ۴.۵ شͺل
غیر�خطͬ مختلف توابع برای مانده خطای مربع انتگرال (٢.۵) جدول در مͬ�دهد. نشان N مختلف
(٢٠.۵) مثال برای را تقریبی های جواب ۵.۵ شͺل در است. شده گزارش (٢٠.۵) مثال در h(y)

کرده�ایم. رسم [٠,١] بازه در h(y) مختلف توابع با
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hHyL=SinHþyL

hHyL=ExpH-y2L

hHyL=ExpHyL

hHyL=ExpHy2L

.[٠,١] بازه در (٢٠.۵) مساله تقریبی های جواب نمودار :۵.۵ شͺل

مختلف مقادیر تکرار، m = ١٠ با (٢٠.۵) مساله برای مانده خطای مربع انتگرال :٢.۵ جدول
.h(y) مختلف خطͬ غیر توابع و N = ١٠,٢۵,۵٠,١٠٠

h(y) N=10 N=25 N=50 N=100
y 5.20584× 10−4 2.51154× 10−5 1.63545× 10−6 2.51365× 10−22

−y2 9.13069× 10−6 4.56534× 10−7 2.98878× 10−8 3.51183× 10−24

y2 5.6771× 10−4 2.55454× 10−5 1.64482× 10−6 7.04745× 10−23

sin(πy) 7.74872× 10−5 3.60194× 10−6 2.33742× 10−7 1.37125× 10−21

cos(πy) 9.18103× 10−6 4.56752× 10−7 2.98794× 10−8 6.85589× 10−25

cos2(πy) 4.6141× 10−4 252981× 10−5 1.68488× 10−6 3.55475× 10−22
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مختلف مقادیر و mتکرار = ١٠ با (٢١.۵) مساله لͽاریتمͬ) مقیاس (در مطلق خطای :۶.۵ شͺل
.N = ١٠,٢۵,۵٠,١٠٠

بͽیرید: نظر در را زیر لین-امدن مساله مثال:
y′′ + ١

x y
′ + xy = x۵ − x۴ + ۴۴x٢ − ٣٠x, x ≥ ٠,

y(٠) = ٠, y′(٠) = ٠.
(٢١.۵)

است. y(x) = x۴ − x٣ صورت به دقیق جواب

N = مختلف١٠,٢۵,۵٠,١٠٠ مقادیر و mتکرار = ١٠ با مقیاسلͽاریتمͬ) (در مطلق خطای نمودار
است. شده رسم ۶.۵ شͺل در

دوم نوع از لین�امدن معادله ٢.۴.۵

مͬ�شود: سازی مدل [٧٣] دوم نوع لین-امدن معادله با ١٧ همدما گازی های حوزه معادله
y′′ + ٢

x y
′ + ey = ٠, , ٠ < x ≤ ١, α ≥ ٠,

y(٠) = ٠, y′(٠) = ٠,
(٢٢.۵)

N مختلف مقادیر و تکرار m = ١٠ با دوم نوع لین-امدن معادله برای مانده خطای مربع انتگرال
است. شده گزارش (٣.۵) جدول در

١٧The isothermal gas sphere equation

٨۴



آذرنوید ͷباب دیفرانسیل معادلات در آن�ها کاربرد و بازتولیدی هسته�های بر مبتنͬ عددی روش�های

و تکرار m = ١٠ با دوم نوع از لین-امدن مساله برای مانده خطای مربع انتگرال :٣.۵ جدول
.N = ١٠,٢۵,۵٠,١٠٠ مختلف مقادیر

N=10 N=25 N=50 N=100
4.0277× 10−5 1.93147× 10−6 1.1792× 10−7 7.74267× 10−21

نتیجه ۵.۵

ͷی پیͺارد تکرار و بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای روش ترکیب از استفاده با فصل این در
بسیاری آوردیم. دست به لین-امدن نوع از منفرد غیرخطͬ مسایل برای تحلیلͬ تقریبی جواب
ͷی به را غیرخطͬ معادلات ابتدا غیرخطͬ، مسایل حل برای مقالات در شده ارایه روش�های از
دارای خود غیرخطͬ معادلات از دستگاه این حل مͬ�کنند. تبدیل غیرخطͬ معادلاتجبری از دستگاه
است. اطمینان قابل غیر یͺتایی، و وجود صورت در آمده دست به جواب و بوده زیادی پیچیدگͬ�های
از استفاده برای خطایی کران و کرده استفاده پیͺارد تکرار از مساله بودن غیرخطͬ بر غلبه برای ما
علاوه و داده ارایه جواب سری قطع برای خطایی برآورد همچنین ایم. داده ارایه تکراری روش این
پایان در ایم. کرده اثبات را مͬ�آید دست به روش دو ترکیب از که تقریبی جواب همͽرایی ها آن بر
عددی نتایج ایم. کرده ارایه مثال چندین شده پیشنهاد روش محاسباتͬ دقت دادن نشان منظور به

مͬ�دهند. نشان را روش دقت و کارایی
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های هسته بر مبتنͬ محلͬ هم روش

هیلبرت فضای بازتولیدی
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مقدمه ١.۶

تاکید با هیلبرت فضای بازتولیدی های هسته از استفاده با را محلͬ هم شبͺه روشبدون فصل این در
مرزی مقدار مسایل حل برای شبͺه بدون های روش مͬ�کنیم. بررسͬ ها هسته بازتولیدی خاصیت بر
پیشنهاد محققان توسط شبͺه بدون روش چندین و بوده محققان توجه مورد بسیار اخیر سال�های در
معادلات مختلف انواع روی بر شعاعͬ پایه توابع از استفاده با شبͺه بدون های روش است. شده
[٧٨ ،٧٧ ،٧۶ ،٧۵ ،٧۴ ،١٨] های مقاله به مͬ�توان مثال عنوان به است، شده اعمال دیفرانسیل
و غیرمتقارن کلͬ فرم دو به شعاعͬ پایه توابع از استفاده با شبͺه بدون های روش کرد. مراجعه
مختلف شرایط با جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حالت دو هر در است. شده ارایه متقارن
محلͬ هم روش مͬ�شوند. سازی گسسته محلͬ هم نقاط در شعاعͬ پایه توابع از استفاده با مرزی
جبری معادلات دستگاه اگرچه است. ساده بسیار عمل در ،١ کانسا توسط شده معرفͬ غیرمتقارن
مرزی شرایط و دیفرانسیل معادله سازی گسسته طریق از که روش این در آمده دست به غیرمتقارن
منفرد است ممͺن کلͬ حالت در مͬ�آید دست به شعاعͬ پایه توابع از استفاده با محلͬ هم نقاط در
برای ها ͷتکنی و ها الͽوریتم از بسیاری که است داده نشان نویسنده [۵] مقاله در . [٧٧] باشد
با مͬ�توان را ها ای جمله چند روی طیفͬ های روش از استفاده با جزیی مشتقات با معادلات حل
حل برای شعاعͬ پایه توابع بر مبتنͬ های روش در معمولا برد. کار به شعاعͬ پایه توابع از استفاده
خواهیم نشان ما فصل این در است. نشده استفاده ها هسته بازتولیدی خاصیت دیفرانسیل معادلات
معادلات عددی حل برای مͬ�توان را بازتولیدی های هسته روی بر شبͺه بدون روش چͽونه که داد
محلͬ هم روش برد. کار به ها هسته بازتولیدی خاصیت روی بر تاکید با مرزی شرایط با دیفرانسیل
به دیفرانسیل معادله برای تقریبی جوابی دنبال به و پرداخته ͬͺفیزی فضای سازی گسسته به معمولا

است: زیر صورت

uN (x) =

N∑
k=١

uN (xk)hk(x), (١.۶)

X = {x١, ..., xN} شده انتخاب محلͬ هم نقاط به وابسته کاردینال٢ توابع ،hk توابع آن در که
که طوری به هستند

hk(xj) = δk,j =


١ j = k

٠ j ̸= k

, (١ ≤ j, k ≤ N),

١Kansa

٢Cardinal functions
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بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای ͷی عضویت که کاردینالͬ توابع از محلͬ هم روش در ما اینجا در
و پیچیده های دامنه سازی گسسته در شعاعͬ پایه توابع مزایای از ͬͺی مͬ�کنیم. استفاده هستند،
بر مبتنͬ محلͬ هم روش در شده ذکر مزایای است. پراکنده٣) (داده�های پراکنده نقاط از استفاده
محلͬ هم ماتریس در و سازی گسسته در مرزی نقاط آن بر علاوه و شده حفظ بازتولیدی های هسته
بازتولیدی های هسته از ما محلͬ، هم ماتریس در مرزی شرایط اعمال جای به نمͬ�شوند. ظاهر
که دهیم نشان مͬ�توانیم نتیجه در و کنند صدق شده همͽن مرزی شرایط در که مͬ�کنیم استفاده
است. غیرمنفرد محلͬ هم ماتریس باشیم داشته اصلͬ معادله در پذیر معکوس خطͬ عملͽر ͷی اگر
هسته بازتولیدی خاصیت از استفاده با ساده و جدید الͽوریتم ͷی شده، پیشنهاد روش ضمن در
حالت سادگͬ به چندبعدی های حالت برای را آن مͬ�توان که مͬ�شود ارایه کاردینال توابع تولید برای
دقیق جواب نرم از درصدی برحسب جواب بازسازی طرح خطای برازش برد. کار به بعدی ͷی
خطا کران همچنین است. دقیق جواب نرم نامعلوم عنصر تنها خطا برازش این در که مͬ�شود ارایه
آن مͬ�توان که است بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای در معلوم تابع ͷی درونیابی خطای براساس
پیشنهاد روش عملͺرد و کارایی دادن نشان برای آورد. دست به محلͬ هم نقاط در دقیق طور به را
چندبعدی غیرخطͬ مسایل و بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات جمله از مثال چندین روی بر را آن شده،
بعدی بخش در مͬ�کنیم. مقایسه مقالات در گزارششده نتایج با را آمده دست به نتایج و برده کار به
بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای ͷی از فضایی زیر برای را کاردینال توابع آوردن دست به روش
در مͬ�شود. ارایه سوم بخش در آن کارگیری به خطای و مشتق عملیاتͬ ماتریس مͬ�دهیم. شرح
دوبعدی و ͷی ۴ برگرز غیرخطͬ معادله خطͬ، دیفرانسیل معادله دو روی بر را روش چهارم بخش

ایم. برده کار به زمان به وابسته بعدی سه مرزی مقدار مساله ͷی و

کاردینال توابع ٢.۶

با هیلبرت فضای زیرفضای ͷی در چندمتغیره کاردینال توابع آوردن دست به روش به بخش این در
مͬ�پردازیم. بازتولیدی هسته�های

هسته K : Ω × Ω → R و بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض .١.٢.۶ قضیه
فقط و اگر است مثبت و معین K آن بر علاوه است. مثبت معین نیمه K آن�گاه باشد. آن بازتولیدی

باشند. خطͬ مستقل H ′ در نقطه برازش تابعک�های اگر

٣Scattered data

۴Burgers’ equations
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شود. مراجعه [١٨] مرجع به برهان.

مͬ�کنند مشخص یͺتا طور به را همدیͽر آن بازتولیدی هسته و هیلبرت فضای ͷی واقع در
و H هیلبرت فضای ͷی از K : Ω × Ω → R مشخص بازتولیدی هسته ͷی برای .[١٨ ،۴]
تعریف زیر صورت به را متناهͬ بعد با بازسازی فضای ،Ω ⊂ Rd آن در که X = {x١, ..., xN} ⊂ Ω

مͬ�کنیم:
SX = span{K(., xj) : ١ ≤ j ≤ N}. (٢.۶)

مͬ�کنیم: تعریف را زیر فضای ابتدا K بازتولیدی هسته ͷی محل۵ͬ فضای تولید برای
S = {s ∈ SX : X ⊂ Rd, |X| <∞} (٣.۶)

است زیر فرم به درونیاب توابع همه شامل که

s(x) =

N∑
j=١

cjK(x, xj), (۴.۶)

زیر صورت به بردار ͷی کنید فرض .X = {x١, ..., xN} ⊂ Rd و c = (c١, ..., cn)T ∈ RN آن در که
داریم:

fX = (f(x١), ..., f(xN ))T ∈ RN ,

X = {x١, ..., xN} ⊂ Rd نقاط متناهͬ مجموعه در f : Rd → R نامعلوم تابع مقادیر که
X = نقاط مجموعه هر برای fX شده داده های داده باشد مثبت و معین K هسته اگر است.
مثبت و معین به توجه با است. (۴.۶) فرم به یͺتا درونیاب ͷی دارای {x١, ..., xN} ⊂ Rd

f = کنید فرض است. مثبت و معین AX = (K(xi, xj))١≤i,j≤N ∈ RN×N ماتریس K بودن
بازتولیدی خاصیت از استفاده با آن�گاه باشند، S به متعلق g =

∑N
j=١ djK(., xj) و

∑N
j=١ cjK(., xj)

ماتریس با شده تولیده S در نرم و داخلͬ ضرب مͬ�توانیم ،(K(., xi),K(., xj))H = K(xi, xj) هسته
کنیم: تعریف زیر صورت به را AX مثبت و معین

(f, g)K := (
∑N

j=١ cjK(x, xj),
∑N

j=١ djK(x, xj))H

=
∑N

i=١
∑N

j=١ cidjK(xi, xj) = cTAXd,

و

∥f∥K :=
√

(f, f)K =

N∑
i=١

N∑
j=١

cicjK(xi, xj) = cTAXc,

۵Native Space
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به توجه با S داخلͬ ضرب فضای کردن کامل با ،c, d ∈ RN و X = {x١, ..., xN} ⊂ R آن در که
دستگاه . H = S مͬ�آوریم، دست به را K با متناظر بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای ∥.∥K آن نرم
زیر صورت به {K(., xi)}Ni=١ روی گرام-اشمیت فرآیند با مͬ�توان را SX در {ψi(x)}Ni=١ یͺه متعامد

آورد دست به

ψi(x) =

i∑
k=١

βikK(., xk) (βii > ٠, i = ١,٢, ....). (۵.۶)

{h١, ..., hN} ⊂ SX کاردینال توابع X = {x١, ..., xN} ⊂ Rd نقاط مجموعه هر برای .٢.٢.۶ گزاره
مͬ�کند صدق زیر شرط در که دارد وجود

hj(xk) =


١ j = k

٠ j ̸= k

, (١ ≤ j, k ≤ N), (۶.۶)

کرد تولید زیر صورت به را ها آن مͬ�توان و

hi(x) =

N∑
k=١

βkiψk(x), (١ ≤ i ≤ N), x ∈ Rd. (٧.۶)

یعنͬ یͺتاست مͬ�کند صدق sX = fX در که s : Rd → R درونیاب مͬ�دانیم برهان.
s(xj) = f(xj), ١ ≤ j ≤ N, (٨.۶)

و دارد وجود کند صدق (۶.۶) شرط در که si ∈ SX یͺتا درونیاب ͷی hi, (١ ≤ i ≤ N) هر برای
مͬ�شود. داده زیر صورت به

si(x) =
∑N

k=١ cikψk(x) =
∑N

k=١(si, ψk)Hψk(x)

=
∑N

k=١(si,
∑k

j=١ βkjK(., xj))Hψk(x)

=
∑N

k=١
∑k

j=١ βkj(si,K(., xj))Hψk(x)

=
∑N

k=١
∑k

j=١ βkjsi(xj)ψk(x)

=
∑N

k=١
∑k

j=١ βkjhi(xj)ψk(x) =
∑N

k=١ βkiψk(x), ١ ≤ i ≤ N.

هستند. نظر مورد کاردینال توابع si |(١≤i≤N) آن در که

و کرد تولید سادگͬ به را چندمتغیره حالت در کاردینال توابع مͬ�توان فوق گزاره به توجه با
AX ماتریس معکوس ͷکم به SX کاردینال توابع [٧٩] در است. فوق گزاره مزایای از ͬͺی این
ͷی کردن معکوس از بالا گزاره و ها هسته بازتولیدی خاصیت از استفاده با ما مͬ�آیند. دست به
شده اصلاح فرآیند آن بر علاوه مͬ�کنیم. پرهیز کاردینال توابع تولید برای حالت بد معمولا ماتریس
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هزینه با ماتریس کردن معکوس به نسبت که است O(N٢) محاسباتͬ هزینه دارای گرام-اشمیت
مͬ�کند. استفاده کمتری محاسبات از O(N٣) محاسباتͬ

مشتق عملیاتͬ ماتریس ٣.۶

از استفاده دیفرانسیل، معادلات حل برای محلͬ هم روش بردن کار به روش چندین از ͬͺی
باشد بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض است. مشتق عملیاتͬ ماتریس�های
نقاط در را u ∈ H تابع مقادیر فقط ما هنگامͬ�که است. آن بازتولیدی هسته K : Ω × Ω → R که
زیر صورت به را z ∈ Ω ثابت نقطه برای Lu(z) مقدار داریم u دامنه در X = {x١, ..., xN} پراکنده

مͬ�زنیم: تقریب

Lu(z) ≃
N∑

k=١
αku(xk), (٩.۶)

تابع روی بر L اعمال تقریب ما هدف است. دیفرانسیلͬ کراندار خطͬ عملͽر ͷی L آن در که
زیرفضای ͷی است. uX ∈ RN نقاط، متناهͬ تعداد در تابع این مقادیر ͷکم با u ∈ H نامعلوم

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را H بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای خطͬ
SX = span{K(., xj) : ١ ≤ j ≤ N},

باشد: زیر صورت به H خطͬ زیرفضای ͷی S⊥
X کنید فرض

S⊥
X = {f ∈ H|f(xi) = ٠, i = ١, ..., N}.

داریم: f ∈ S⊥
X هر برای ،K هسته بازتولیدی خاصیت به توجه با

(f,
N∑

k=١
ckK(., xk))H =

N∑
k=١

ck(f,K(., xk))H =
N∑

k=١
ckf(xk) = ٠,

صورت به مͬ�توان را u ∈ H هر نتیجه در و است SX متعامد ساز کامل S⊥
X مͬ�دهد نتیجه این که

داریم: ١ ≤ k ≤ N, برای .u⊥٠ ∈ S⊥
X و u٠ ∈ SX آن در که کرد تجزیه u = u٠ + u⊥٠

u(xk) = u٠(xk) + u⊥٠ (xk) = u٠(xk),

است: زیر صورت به u ∈ SX یͺتای درونیاب بنابراین

u٠(x) =
N∑

k=١
ckK(x, xk) =

N∑
k=١

u٠(xk)hk(x) =
N∑

k=١
u(xk)hk(x),
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به دارد وجود g ∈ H مانند عضوی L کراندار خطͬ عملͽر هر برای ریتس، نمایش قضیه به توجه با
بنابراین ،Lu(z) = (g, u)H داریم u ∈ H هر و z ∈ Ω ثابت نقطه هر برای که طوری

Lu(z) = (g, u)H ≃ (g, u٠)H

= (g٠ + g⊥٠ , u٠)H = (g٠, u٠)H

= (
∑N

k=١ αkK(., xk), u٠)H

=
∑N

k=١ αku٠(xk)

=
∑N

k=١ αku(xk).

(١٠.۶)

آوریم: دست به زیر صورت به را αi, (١ ≤ i ≤ N) ضرایب مͬ�توانیم ما

Lhi(z) = (g, hi)H

= (g٠ + g⊥٠ , hi)H = (g٠, hi)H

= (
∑N

k=١ αkK(., xk), hi)H

=
∑N

k=١ αkhi(xk) = αi.

در را (٩.۶) معادله اگر است. دقیق u ∈ SX توابع برای (١٠.۶) معادله در تقریب که است واضح
داشت: خواهیم کنیم محاسبه u ∈ SX هر برای xi, (i = ١, ..., N), نقاط

Lu(xi) =
N∑

k=١
u(xk)Lhk(xi), i = ١, ..., N

است زیر صورت به آن ماتریسͬ فرم که
Lu = Lu,

L عملیاتͬ ماتریس عناصر و ،Lu = (Lu(x١), ...,Lu(xN ))T ,u = (u(x١), ..., u(xN ))T آن در که
جزیی مشتقات با معادلات حل برای مͬ�توان را L عملیاتͬ ماتریس است. lij = Lhj(xi)صورت به
است. نیاز مورد ها داده بردار در L ضرب فقط گاهͬ برد. کار به معمولͬ دیفرانسیلͬ معادلات و

داریم. نیاز را Lماتریس معکوس گاهͬ و زمان به وابسته معادلات برای مثال عنوان به

پذیر معکوس آن با متناظر L عملیاتͬ ماتریس باشد پذیر معکوس L خطͬ عملͽر اگر .١.٣.۶ لم
است.
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کنید فرض ،X = {x١, ..., xN} شده انتخاب محلͬ هم نقاط برای برهان.
c١Lh١(x) + ...+ cNLhN (x) = ٠,

داریم L بودن خطͬ به توجه با آن�گاه
L(c١h١(x) + ...+ cNhN (x)) = ٠.

داریم L−١ وجود به توجه با سپس
c١h١(x) + ...+ cNhN (x) ≡ ٠

ماتریس و بوده خطͬ مستقل Lhj(x)|١≤j≤N مͬ�گیریم نتیجه کاردینال توابع خطͬ استقلال از آن�گاه
است. پذیر معکوس L

هسته K : Ω × Ω → R و بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض .٢.٣.۶ قضیه
هر برای آن�گاه .Ω ⊂ Rd که طوری به X = {x١, ..., xN} ⊂ Ω کنید فرض باشد، آن بازتولیدی

داریم u ∈ H و z ∈ Ω

|Lu(z)−
N∑

k=١
u(xk)Lhk(z)| ≤ ∥u∥H∥εX∥H , (١١.۶)

معلوم تابع درونیاب خطای نرم ∥εX∥H = ∥LyK(., z) −
∑N

k=١K(., xk)Lhk(z)∥H آن در که
.٠ ≤ ∥εX∥٢

H ≤ LxLyK(x, y)|x,y=z همچنین و است LyK(., z)

وجود g ∈ H مانند تابعͬ L کراندار خطͬ عملͽر هر برای ریتس نمایش قضیه به توجه با برهان.
آن�گاه .Lu(z) = (g, u)H داریم z ∈ Ω و u ∈ H هر برای که طوری به دارد

|Lu(z)−
∑N

k=١ u(xk)Lhk(z)|

= |(u, g)H − (u,
∑N

k=١K(., xk)Lhk(z))H |

= ∥(u, g −
∑N

k=١K(., xk)Lhk(z))H∥

≤ ∥u∥H∥g −
∑N

k=١K(., xk)Lhk(z)∥H .

دید مͬ�توان سادگͬ به (١٠.۶) معادله از .∥εX∥H = ∥g −
∑N

k=١K(., xk)Lhk(z)∥H دهید قرار
معلوم تابع درونیابی خطای ∥εX∥H و هستند g = LyK(., z) ∈ H درونیابی ضرایب Lhk(z)|١≤k≤N
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آن�گاه آورد. دست به دقیق طور به را آن مͬ�توان که است LyK(., z)

∥εX∥٢
H = (g −

∑N
k=١K(., xk)Lhk(z), g −

∑N
k=١K(., xk)Lhk(z))H

= (g, g)H − ٢∑N
k=١(g,K(., xk))HLhk(z) +

∑N
k=١

∑N
j=١K(xk, xj)Lhk(z)Lhj(z)

= (g, g)H − ٢∑N
k=١

∑N
j=١K(xj , xk)Lhj(z)Lhk(z) +

∑N
k=١

∑N
j=١K(xk, xj)Lhk(z)Lhj(z)

= (g, g)H − (Lh(z))TAX(Lh(z)),

و AX ماتریس بودن مثبت و معین به توجه با سپس .Lh(z) = (Lh١(z), ...,LhN (z))T . آن در که
(g, g)H = Lg(z) = L(g,K(., y))H |y=z = LxLyK(x, y)|x,y=z,

داریم:
٠ ≤ ∥εX∥٢

H ≤ LxLyK(x, y)|x,y=z,

مͬ�کند. اثر آن روی عملͽر که است متغیری دهنده نشان آن زیرنویس که

جواب نرم از درصدی صورت به را تقریب طرح از نقطه به نقطه خطای برازش ͷی فوق قضیه
خطای حسب بر خطا کران همچنین مͬ�دهد. ما به را است خطا کران در نامعلوم مولفه تنها که دقیق
به خطͬ دیفرانسیل معادله ͷی کنید فرض است. H هیلبرت فضای در معلوم تابع ͷی درونیابی

داریم: زیر فرم
Lu = f, (١٢.۶)

خطͬ عملͽر ͷی L : U → V مرزی شرایط از نظر صرف است. f ∈ V شده داده تابع آن در که
وضعͬ خوش از زیر تعریف ما مͬ�برد. V فضای ͷی به را U دار نرم فضای ͷی عناصر که است

مͬ�کنیم. استفاده را است شده ارایه ۶ͷشاب رابرت توسط [٢٢] مقاله در که مساله

ثابتͬ اگر است وضع خوش U روی ∥.∥W نرم به نسبت (١٢.۶) مانند مساله ͷی .٣.٣.۶ تعریف
کند. صدق زیر وضعͬ خوش نامساوی در که باشد داشته وجود C مانند

∥u∥W ≤ C∥Lu∥V , u ∈ U. (١٣.۶)

تقریب است شده تعریف (١.۶) در که u∗N با UN ⊆ U در را u∗ ،(١٢.۶) مساله دقیق جواب ما
روی UN متناهͬ بعد با فضای در ∥LuN − f∥V مانده نرم سازی مینیمم با مͬ�توان را u∗N مͬ�زنیم.

آورد. دست به uN ∈ UN همه

۶Robert Schaback
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تعریف به توجه با فرضکنید همچنین باشد. برقرار (٢.٣.۶) قضیه شرایط فرضکنید .۴.٣.۶ قضیه
وضعͬ خوش نرم ،C ثابت با f ∈ V تابع برای Lu = f مانند وضع خوش مساله ͷی (٣.٣.۶)
∥f∥V = maxz∈Ω|f(z)| داده فضای نرم و H بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای ͷی روی ∥.∥W

آن�گاه باشد تقریبی جواب u∗N ∈ SX ⊆ H و مساله دقیق جواب u∗ اگر باشیم. داشته
∥u∗ − u∗N∥W ≤ C∥u∥H∥εX∥H , (١۴.۶)

مͬ�شود. تعریف (٢.٣.۶) قضیه مانند ∥εX∥H آن در که

از .u٠ ∈ SX که کرد، تجزیه u∗ = u٠ + u⊥٠ به یͺتا طور به مͬ�توان را u∗ ∈ H دقیق جواب برهان.
داریم (١١.۶) و (١٣.۶) وضعͬ خوش شرط

∥u∗ − u∗N∥W ≤ C∥L(u∗ − u∗N )∥V ≤ C∥L(u∗ − u٠)∥V

= C maxz∈Ω|L(u∗ − u٠)(z)| = C maxz∈Ω|Lu∗(z)− Lu٠(z)|

= C|Lu∗(z٠)− Lu٠(z٠)| = C|Lu∗(z٠)−
∑N

k=١ u٠(xk)Lhk(z٠)|

= C|Lu∗(z٠)−
∑N

k=١ u
∗(xk)Lhk(z٠)| ≤ C∥u∗∥H∥εX∥H

است. Ω در ای نقطه z٠ آن در که

وضع خوش سازی گسسته ͷی دارای باشد، وضع خوش مساله اگر که مͬ�دهد نشان قضیه این
صورت به خطا و مͬ�دهد نشان را u∗N تقریب رفتار حالت بدترین (١۴.۶) معادله .[٢٢] است

است. خطا کران در نامعلوم مولفه تنها که شده داده ∥u∗∥H دقیق جواب نرم از درصدی

عددی های مثال و مشتق عملیاتͬ ماتریس کاربرد ۴.۶

عملیاتͬ ماتریس ساختن برای بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای چند معرفͬ به ابتدا بخش این در
مͬ�دهیم. نشان مشتقاتجزیی با معادله و دیفرانسیل معادله چند بر را آن سپسکاربرد پرداخته مشتق

f : Ω ⊂ Rd → R توابع از بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض .١.۴.۶ تعریف
هر برای K(., x) ∈ H اگر فقط و اگر است، H بازتولیدی هسته K : Ω × Ω → R تابع باشد.

.f ∈ H هر برای (K(., x), f)H = f(x) و x ∈ Rd

تعریف (۵.٣.١) مشابه آن�ها نرم و داخلͬ ضرب ،Wm
٢ [a, b] بازتولیدی هسته با هیلبرت فضاهای

آوردن دست به روش ،Wm
٢ [a, b] هیلبرت فضای مورد در بیشتر جزییات مشاهده برای مͬ�شوند.

کنید. مراجعه [۵۵ ،۵۴ ،١۶ ،١۵ ،١۴ ،١٣ ،١٢] به آنها به مربوط قضیه�های و آن هسته
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مثبت و معین ،[a, b] کراندار بازه ͷی برای ،Wm
٢ [a, b]هیلبرت فضای بازتولیدی هسته .٢.۴.۶ گزاره

است. اکید

نقطه برازش های تابعک دهیم نشان بتوانیم اگر ،(١.٢.۶) و (۶.٣.١) های قضیه طبق برهان.
c ∈ RN و x١, ..., xN ∈ [a, b] مجزا دو به دو نقاط برای مͬ�شود. کامل برهان هستند، خطͬ مستقل

کنید: فرض
c١δx١ + ...+ cNδxN = ٠,

داریم: f ∈Wm
٢ [a, b] هر برای آن�گاه

(c١δx١ + ...+ cNδxN )f = c١f(x١) + ...+ cNf(xN ) = ٠.
وندرموند٧ ماتریس V آن در که ،V c = ٠ آن�گاه ،f(x) = x, x٢, ..., xN ∈Wm

٢ [a, b] کنید فرض
است: زیر صورت به

x١ · · · xN

x٢
١ · · · xNN

... . . . ...

xN١ · · · xNN


c = ٠. (١۵.۶)

مستقل نقطه برازش های تابعک که مͬ�گیریم نتیجه و c = ٠ داریم فوق ماتریس بودن منفرد غیر از
هستند. خطͬ

چندین مͬ�بینیم. دیفرانسیل معادلات بر را مشتق عملیاتͬ ماتریس کاربرد بخش این ادامه در
مرزی مقدار مسایل برای آمده دست به مشتق عملیاتͬ های ماتریس کارایی دادن نشان برای مثال
فضای زیر ͷی مرزی مقدار مسایل حل منظور به مͬ�شود. ارایه بالا مرتبه زمان به وابسته مسایل و
آن روی مرزی شرایط دادن قرار با Wm

٢ [a, b] بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای از Ŵm
٢ [a, b] بسته

مرزی مقدار مساله دو حل به مشتق عملیاتͬ ماتریس عملͺرد مشاهده برای ابتدا مͬ�دهیم. تشͺیل
نشان برای را بعدی دو و ͷی برگرز٨ مساله سپس . مͬ�پردازیم پنج و دو مرتبه خطͬ ای نقطه دو
منظور به را بعدی سه مساله ͷی آخر مثال در مͬ�کنیم. بررسͬ زمان به وابسته مسایل حل روش دادن
جواب با را آمده دست به نتایج مͬ�کنیم. بررسͬ بعدی چند مسایل حل در روش کارایی دادن نشان
خطای بیشترین از منظور این به و مͬ�کنیم مقایسه مقالات در شده گزارش نتایج و مسایل دقیق

٧Vandermonde matrix

٨Burgers’ problem
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استفاده مͬ�شوند تعریف زیر صورت به که ها٩ مربع جذر میانگین خطای و نسبی خطای نرم مطلق،
مͬ�کنیم:

L∞ = max١<i<N |ui − ûi|

،
L٢ =

√
ΣN
i=١(ui − ûi)٢

ΣN
i=١(ûi)

٢

و

rms =

√
١
N

ΣN
i=١(ui − ûi)٢,

هستند. xi نقاط در تقریبی و دقیق های جواب مقادیر ûi و ui و محلͬ هم نقاط تعداد N آن در که

بͽیرید: نظر در را زیر دوم مرتبه ای نقطه دو مرزی مقدار مساله :١ مثال
u′′(x) = − sinh(x)

(١+cosh(x))٢ , −١ < x < ١

u(−١) = α, u(١) = γ,

(١۶.۶)

باشد. u(x) = sinh(x)
١+cosh(x)

صورت به مساله دقیق جواب که اند شده داده طوری γ و α آن در که

بͽیرید: نظر در را زیر پنجم مرتبه ای نقطه دو مرزی مقدار مساله :٢ مثال

u(۵)(x) + u(x) = g(x), ٠ < x < ١

u(٠) = ٠, u(١) = ٠,

u′(٠) = ١, u′(١) = −e,

u(٣)(٠) = −٣,

(١٧.۶)

باشد. u(x) = x(١−x)ex صورت به مساله دقیق جواب که است شده داده طوری g آن در که

مͬ�گیریم نظر در را Ŵm
٢ [a, b] ⊂ Wm

٢ [a, b] فضای ابتدا ،(١٧.۶) و (١۶.۶) های مساله حل برای
در آنها عضو تابع هر که (١٧.۶) مساله برای (m ≥ ۵) و (١۶.۶) مساله برای (m ≥ ٣) آن در که
گسسته خطͬ دستگاه حل با xi نقاط در تقریبی جواب ͷی کنند. صدق شده همͽن مرزی شرایط

مͬ�آید: دست به زیر
Lu = f ,

٩root mean squared error(RMSE)
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.N مختلف مقادیر با (١٧.۶) مساله و (١۶.۶) مساله برای مطلق خطای بیشترین :١.۶ جدول
Ex N=10 N=25 N=50 N=100
Ex1 9.36088e-5 7.80543e-6 9.09414e-7 1.40113e-7
Ex2 4.06488e-6 6.75659e-7 5.15317e-8 6.80347e-9

[٨١ ،٨٠] در شده ارایه نتایج با مقایسه و (١٧.۶) مساله برای مطلق خطای بیشترین :٢.۶ جدول
.N = ١٣,٢۶,۵٢ با

— N=13 N=26 N=52
[81], The fifth-order method 1.3767e-4 7.1273e-6 4.6950e-7

[81], The seventh-order method 1.0024e-4 6.8397e-6 4.4773e-7
[80] 5.91739e-5 3.40705e-7 2.03387e-8

Present Method 4.14718e-6 3.29059e-7 4.60087e-8

L و محلͬ هم نقاط در دیفرانسیل معادله در راست سمت تابع ،f تابع مقادیر شامل f آن در که
به است. (١٧.۶) و (١۶.۶) دیفرانسیل های معادله در خطͬ عملͽر برای مشتق عملیاتͬ ماتریس

مͬ�شود: داده زیر صورت به محلͬ هم نقاط در تقریبی جواب دیͽر عبارت

u = L−١f ,

مطلق خطای بیشترین داریم. نیاز مسایل این حل برای را L ماتریس معکوس که مͬ�کنیم مشاهده
های جدول در [٨٣ ،٨٢ ،٨١ ،٨٠] در شده گزارش نتایج با همراه (١٧.۶) و (١۶.۶) مسایل برای

اند. شده داده نشان (٣.۶) و (٢.۶) ،(١.۶)

بͽیرید: نظر در را زیر برگرز مساله سوم مثال عنوان به :٣ مثال

ut + uux − vuxx = ٠, x ∈ (٠,١), t ∈ (٠, T ]

u(x,٠) = f(x),

u(٠, t) = g١(t), u(١, t) = g٢(t),

(١٨.۶)

و است ویسͺوزیته١١ اندازه کننده مشخص رینولدز١٠ عدد Re ≥ ٠ و v = ١
Re آن در که

ͷی σ که باشد u(x, t) = ٢vπe−π٢vtsin(πx)

σ+e−π٢vtcos(πx)
دقیق جواب که مͬ�شوند داده چنان f, g١, g٢

است. پارامتر

١٠Reynolds number

١١size of viscosity

٩٨
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،٨٢ ،٨٠] در شده ارایه نتایج با مقایسه و (١٧.۶) مساله برای مطلق خطای بیشترین :٣.۶ جدول
.N = ١٠,٢٠,۴٠ با [٨٣

— N=10 N=20 N=40
[82] 0.1570 0.0747 0.0208
[83] 2.2593e-4 1.3300e-5 5.2812e-7
[80] 6.29887e-5 2.14116e-6 7.00280e-8

Present Method 4.06488e-6 6.75653e-7 9.77376e-8

v = ٠٫ ٠٠۵, σ = ١٠٠,∆t = ٠٫ ٠٠١ با (١٨.۶) مساله برای مطلق خطای بیشترین :۴.۶ جدول
.T = ١ در

x N=9 N=19 N=49 N=99
0.1 2.262e-7 2.03753e-8 1.49817e-9 1.89103e-10
0.2 7.61072e-9 3.04182e-9 2.15462e-10 2.73761e-11
0.3 5.61635e-9 1.73892e-10 1.26178e-11 1.62505e-12
0.4 1.03542e-9 5.57599e-12 5.87341e-14 2.84012e-14
0.5 2.0797e-10 1.2354e-11 3.03348e-13 1.29787e-14
0.6 1.25513e-9 9.5256e-12 2.44183e-14 2.50198e-14
0.7 6.4257e-9 1.87357e-10 1.36151e-11 1.75094e-12
0.8 8.5334e-9 3.39848e-9 2.36027e-10 2.97671e-11
0.9 2.62064e-7 2.28723e-8 1.6453e-9 2.06043e-10

مختلف مقادیر با (٧.۶) و (۶.۶) ،(۵.۶) ،(۴.۶) های جدول در عددی نتایج مساله این برای
در مطلق خطای نمودار شده�اند. مقایسه [٨۶ ،٨۵ ،٨۴] در شده گزارش نتایج با و شده ارایه N, v
(١.۶) شͺل در N = ١٠٠ و v = ٠٫ ٠١, σ = ١٠٠,∆t = ٠٫ ٠٠١ با (x, t) ∈ [٠,١] × [٠,١]

سازی گسسته برای مشتق عملیاتͬ ماتریس از زمان به وابسته مسایل حل در است. شده داده نشان
است. شده استفاده [۵] مقاله مانند زمانͬ گام مختلف مقادیر با ١٢ اویلر صریح روش از و مͺانͬ

f, g١, g٢ که طوری به بͽیرید نظر در را (١٨.۶) برگرز مساله چهارم مثال عنوان به :۴ مثال
باشد: زیر صورت به دقیق جواب که اند شده داده طوری

u(x, t) =
(xt )

١ + ( t
t٠ )

١
٢ exp( x٢

۴vt
)
, t ≥ ١, (١٩.۶)

.t٠ = exp( ١
٨v

) آن در که

و N, v مختلف مقادیر با (١٠.۶) و (٩.۶) ،(٨.۶) های جدول در عددی نتایج مساله، این برای
خطای نمودار اند. شده مقایسه [٩٠ ،٨٩ ،٨٨ ،٨٧] در شده گزارش نتایج با و شده ارایه T زمان

١٢explicit Euler method

٩٩
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v = ٠٫ ٠١, σ = ١٠٠,∆t = ٠٫ ٠٠١ با (١٨.۶) مساله برای مطلق خطای بیشترین :۵.۶ جدول
.T = ١ در

x N=9 N=19 N=49 N=99
0.1 6.10581e-7 6.26004e-8 4.39306e-9 5.53562e-10
0.2 1.36231e-7 2.17878e-8 1.46821e-9 1.85574e-10
0.3 4.28999e-8 4.73128e-9 3.19272e-10 4.05259e-11
0.4 2.3068e-9 6.25785e-10 4.37662e-11 5.68849e-12
0.5 1.55687e-9 7.47366e-11 6.9561e-12 1.03795e-12
0.6 2.47148e-9 6.82795e-10 4.72142e-11 6.10849e-12
0.7 4.90948e-8 5.25698e-9 3.47964e-10 4.38599e-11
0.8 1.57021e-7 2.43749e-8 1.60721e-9 2.01578e-10
0.9 7.07425e-7 7.01786e-8 4.81376e-9 6.01779e-10

مساله برای [٨۶ ،٨۵ ،٨۴] در شده ارایه های گزارش با مطلق خطای بیشترین مقایسه :۶.۶ جدول
.T = ١ در v = ٠٫ ٠٠۵, σ = ١٠٠,∆t = ٠٫ ٠١ با (١٨.۶)

N Kaysar [84] Mittal and Jain [85] Jiwari et al. [86] present method
10 1.2458e-7 1.215e-7 4.708e-8 2.18427e-7
20 3.3944e-8 3.062e-8 1.091e-8 5.0701e-8
40 1.1249e-8 7.644e-9 1.980e-9 8.45243e-9

مساله برای [٨۶ ،٨۵ ،٨۴] در شده ارایه های گزارش با مطلق خطای بیشترین مقایسه :٧.۶ جدول
.T = ١ در v = ٠٫ ٠١, σ = ١٠٠,∆t = ٠٫ ٠١ با (١٨.۶)

N Kaysar [84] Mittal and Jain [85] Jiwari et al. [86] present method
10 4.8808e-7 4.6280e-7 6.001e-11 5.70664e-7
20 1.4305e-7 1.1640e-7 1.010e-11 1.11397e-7
40 5.6677e-8 2.9068e-8 1.277e-10 1.71283e-8

١٠٠
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v = ٠٫ ٠١, σ = با (x, t) ∈ [٠,١] × [٠,١] در (١٨.۶) مساله برای مطلق خطای :١.۶ شͺل
.N = ١٠٠ و ١٠٠,∆t = ٠٫ ٠٠١

١٠١
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.T = ٢٫ ۴ در v = ٠٫ ٠٠۵,∆t = ٠٫ ٠٠١ با (١٩.۶) مساله برای مطلق خطای :٨.۶ جدول
x N=9 N=19 N=49 N=99

0.1 3.38788e-4 1.29098e-5 1.4327e-7 1.36393e-8
0.2 2.22943e-4 1.20103e-5 8.70747e-8 1.4864e-8
0.3 3.5307e-3 6.64242e-6 4.2466e-8 1.67124e-8
0.4 6.14054e-3 1.05248e-6 4.05435e-9 1.83551e-8
0.5 9.38858e-3 3.26473e-6 1.09728e-7 1.0658e-8
0.6 4.65907e-3 9.55317e-5 2.52439e-7 3.51594e-8
0.7 1.20515e-3 9.85081e-4 4.04149e-6 1.08066e-7
0.8 1.48941e-2 1.25824e-3 1.01506e-5 7.9405e-7
0.9 7.82867e-3 2.33629e-4 1.14803e-6 9.28533e-7

.T = ٢٫ ۴ در v = ٠٫ ٠١,∆t = ٠٫ ٠٠١ با (١٩.۶) مساله برای مطلق خطای :٩.۶ جدول
x N=9 N=19 N=49 N=99

0.1 9.95273e-5 3.35171e-6 1.08602e-7 1.30316e-8
0.2 8.94701e-5 2.39213e-6 7.82263e-8 1.44698e-8
0.3 3.18397e-4 1.04958e-6 4.44714e-8 1.47884e-8
0.4 2.04775e-5 5.04465e-8 2.52569e-8 1.24927e-8
0.5 7.40076e-4 1.45148e-6 6.83275e-8 1.36276e-9
0.6 1.13465e-3 1.07839e-5 1.67551e-7 7.40158e-8
0.7 8.42578e-4 2.2044e-5 2.44873e-6 1.95911e-6
0.8 1.37617e-3 1.20514e-5 4.29766e-5 4.30052e-5
0.9 2.62408e-3 5.83287e-4 5.10815e-4 5.06428e-4

(٢.۶) شͺل در N = ١٠٠ و v = ٠٫ ٠٠۵,∆t = ٠٫ ٠٠١ با (x, t) ∈ [٠,١]× [١,٢٫ ۴] در مطلق
است. شده داده نشان

بͽیرید: نظر در را زیر بعدی دو برگرز مساله :۵ مثال
ut + uux + uuy = vuxx + vuyy, x٠ ≤ x ≤ xN , y٠ ≤ y ≤ yN , t > ٠, (٢٠.۶)

مرزی شرایط است. رینولدز عدد Re که v = ١
Re > ٠ و u(x, y,٠) = u٠(x, y) اولیه شرط با

و است u(x, y, t) = ١
١+e(x+y−t)/٢v صورت به دقیق جواب که است شده داده چنان دیریͺله

.x٠ = y٠ = ٠, xN = yN = ١

(١١.۶) جدول در بالا مثال برای T نهایی زمان و N, v, dt مختلف مقادیر با آمده دست به نتایج
مطلق خطای و محلͬ هم نقاط (تصادفͬ) پراکنده و یͺنواخت توزیع نمودار است. شده ارایه
با (x, y) ∈ [٠,١] × [٠,١] در نقاط این از استفاده با آمده دست به تقریبی جواب با متناظر
(۴.۶) و (٣.۶) های شͺل در T = ١ نهایی زمان و N = ۴٩ و v = ١,∆t = ٠٫ ٠٠٠١

اند. شده ارایه

١٠٢



آذرنوید ͷباب دیفرانسیل معادلات در آن�ها کاربرد و بازتولیدی هسته�های بر مبتنͬ عددی روش�های

v = ٠٫ ٠٠۵,∆t = با (x, t) ∈ [٠,١]× [١,٢٫ ۴] در (١٩.۶) مساله برای مطلق خطای :٢.۶ شͺل
.N = ١٠٠ و ٠٫ ٠٠١

١٠٣
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برای [٩٠ ،٨٩ ،٨٨ ،٨٧] در شده ارایه های گزارش با مطلق خطای بیشترین مقایسه :١٠.۶ جدول
.v = ٠٫ ٠٠۵ با (١٩.۶) مساله

N ∆t T Gao et al. [87] Duan et al. [88] present method
50 0.004 2.4 1.1e-3 4.0e-3 3.11061e-5
100 0.001 2.4 2.8712e-4 9.9261e-4 4.35295e-5
N ∆t T Zhu and Wang [89] Ramadan et al. [90] present method
50 0.01 2.4 6.31491e-3 2.16784e-3 4.24253e-5
50 0.01 1.8 5.12020e-3 2.47189e-3 9.79958e-5

مختلف مقادیر با (٢٠.۶) مساله تقریبی جواب برای L٢ نسبی خطای و L∞ گزارش :١١.۶ جدول
.T نهایی زمان و N, v, dt

N v dt T L∞ L2

25 1.00 0.001 0.05 8.82387e-8 1.08665e-7
25 1.00 0.001 0.25 1.44423e-7 1.90166e-7
25 1.00 0.001 1 2.77147e-7 3.27534e-7
25 0.10 0.0001 1 4.0824e-3 4.62779e-3
100 1.00 0.001 0.05 1.78314e-8 2.0465e-8
100 1.00 0.0001 0.25 2.85404e-8 3.33872e-8
100 1.00 0.0001 1 5.55185e-8 5.56571e-8
100 0.10 0.001 0.25 4.1883e-4 1.62067e-3
100 0.10 0.0001 1 6.69479e-4 6.60445e-4

های هسته K٢ و K١ و بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای دو W٢ و W١ کنید فرض .٣.۴.۶ قضیه
هسته و است بازتولیدی هسته با هیلبرت فضای ͷی W =W١ ⊗W٢ آن�گاه باشند. آنها تولیدی باز

است. K(x١, x٢, y١, y٢) = K١(x١, y١)K٢(x٢, y٢) آن تولیدی باز

شود. مراجعه [۴] مرجع به برهان.

ادامه در فرمایید. مراجعه [۴] و (١٠.٢.١) قضیه به قضیه این از بیشتری جزییات مشاهده برای
های هسته عنوان به Wm

٢ [a, b] فضای تولیدی باز های هسته ضرب از بعدی چند مسایل حل برای
مͬ�کنیم. استفاده بعدی چند بازتولیدی

بͽیرید: نظر در را زیر بعدی دو برگرز مساله :۶ مثال
ut + uux + uuy = vuxx + vuyy, x٠ ≤ x ≤ xN , y٠ ≤ y ≤ yN , t > ٠, (٢١.۶)

مرزی شرایط است. رینولدز عدد Re که v = ١
Re > ٠ و u(x, y,٠) = u٠(x, y) اولیه شرط با

u(x, y, t) = ٠٫ ۵ − tanh(x+y−t
٢v

صورت( به دقیق جواب که است شده داده چنان دیریͺله
.x٠ = y٠ = −٠٫ ۵, xN = yN = ٠٫ ۵ و است

١٠۴
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برای (٢٠.۶) مساله برای مطلق خطای و محلͬ هم نقاط پراکنده(تصادفͬ) توزیع :٣.۶ شͺل
.T = ١ نهایی زمان در N = ۴٩ و v = ١,∆t = ٠٫ ٠٠٠١ با (x, y) ∈ [٠,١]× [٠,١]

١٠۵
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(x, y) ∈ برای (٢٠.۶) مساله برای مطلق خطای و محلͬ هم نقاط یͺنواخت توزیع :۴.۶ شͺل
.T = ١ نهایی زمان در N = ۴٩ و v = ١,∆t = ٠٫ ٠٠٠١ با [٠,١]× [٠,١]

١٠۶
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و N, v, dt مختلف مقادیر با (٢١.۶) مساله برای L٢ نسبی خطای و L∞ گزارش :١٢.۶ جدول
.T نهایی زمان

N v dt T L∞ L2

25 1.00 0.001 0.05 1.12966e-5 1.22801e-5
25 1.00 0.001 0.25 9.80027e-6 1.07641e-5
25 1.00 0.001 1 7.70433e-6 4.7759e-6
25 0.10 0.0001 1 3.86755e-3 1.22881e-3
100 1.00 0.001 0.05 2.28137e-6 2.01698e-6
100 1.00 0.0001 0.25 2.02631e-6 1.75416e-6
100 1.00 0.0001 1 1.45723e-6 8.25501e-7
100 0.10 0.0001 1 3.82887e-3 4.78001e-4

.T = ١ در (٢٢.۶) مساله برای L٢ نسبی خطای و L∞ گزارش :١٣.۶ جدول
dt N=8 N=27 N=64 N=125 N=216

0.01 3.70573e-3 1.68192e-3 9.38978e-4 5.7752e-4 3.84791e-4
0.001 3.66461e-3 1.64998e-3 9.11093e-4 5.52206e-4 3.61018e-4
0.0001 3.66052e-3 1.64681e-3 9.0834e-4 5.49726e-4 3.58712e-4

ارایه T نهایی زمان و N, v, dtمختلف مقادیر با (١٢.۶) جدول در عددی نتایج مساله این برای
با متناظر مطلق خطای و محلͬ هم نقاط (تصادفͬ) پراکنده و یͺنواخت توزیع نمودار است. شده
با (x, y) ∈ [−٠٫ ۵,٠٫ ۵] × [−٠٫ ۵,٠٫ ۵] در نقاط این از استفاده با آمده دست به تقریبی جواب
شده ارایه (۶.۶) و (۵.۶) های شͺل در T = ١ نهایی زمان و N = ۴٩ و v = ١,∆t = ٠٫ ٠٠٠١

اند.

بͽیرید: نظر در را زیر بعدی سه مساله :٧ مثال
∂u(x, y, z, t)

∂t
=

١
π٢∇

٢u(x, y, z, t)− ٢et−π(x+y+z), (٢٢.۶)

مرزی شرایط و t = ٠ در اولیه شرایط همچنین است. t > ٠ و ٠ ≤ x, y, z ≤ ١ آن در که
آورد: دست به است زیر صورت به که مساله دقیق جواب از مͬ�توان را دیریͺله

u(x, y, z, t) = et−π(x+y+z) + x+ y + z.

و (١٣.۶) های جدول در [٩١] در شده گزارش نتایج با آنها مقایسه و (٢٢.۶) مساله عددی نتایج
است. شده ارایه (١۴.۶)

١٠٧
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.T = ١ در (٢٢.۶) مساله تقریبی جواب برای Lrms و L∞ گزارش :١۴.۶ جدول
Present method,N=150 G. Yao et al. [91],N=160

dt L∞ Lrms L∞ Lrms

0.01 1.87124e-3 8.1899e-4 2.98e-3 6.39e-4
0.001 1.83218e-3 7.79576e-4 3.88e-3 8.32e-4
0.0001 1.82829e-3 7.75725e-4 2.84e-3 8.51e-4

برای (٢١.۶) مساله برای مطلق خطای و محلͬ هم نقاط پراکنده(تصادفͬ) توزیع :۵.۶ شͺل
نهایی زمان در N = ۴٩ و v = ١,∆t = ٠٫ ٠٠٠١ با (x, y) ∈ [−٠٫ ۵,٠٫ ۵] × [−٠٫ ۵,٠٫ ۵]

.T = ١

١٠٨
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(x, y) ∈ برای (٢١.۶) مساله برای مطلق خطای و محلͬ هم نقاط یͺنواخت توزیع :۶.۶ شͺل
.T = ١ نهایی زمان در N = ۴٩ و v = ١,∆t = ٠٫ ٠٠٠١ با [−٠٫ ۵,٠٫ ۵]× [−٠٫ ۵,٠٫ ۵]
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نتیجه ۵.۶

هسته با هیلبرت فضای محلͬ هم شبͺه بدون روش جدید، شبͺه بدون روش ͷی فصل این در
فضای ͷی کاردینال توابع از استفاده با شده ساخته مشتق عملیاتͬ ماتریس بر مبتنͬ بازتولیدی،
(روش شعاع١٣ͬ پایه توابع محلͬ هم روش با مقایسه در شد. ارایه بازتولیدی هسته با هیلبرت
هسته روی بر مرزی شرایط که آنجا از و داریم را محلͬ هم ماتریس بودن غیرمنفرد ما ( کانسا١۴
است. ساده روش این کارگیری به و بوده شبͺه بدون روش ͷی واقع در روش است، شده داده قرار
فضای ͷی کاردینال توابع آوردن دست به برای مناسب و جدید الͽوریتم ͷی روش، این ضمن در
عملیاتͬ ماتریس کارگیری به نقطه به نقطه برازشخطای همچنین و ارایه بازتولیدی هسته با هیلبرت
و کرده اجرا مساله هفت روی بر را آن روش کارایی دادن نشان منظور به است. شده بررسͬ نیز مشتق
کاربردی و کارایی دقت، که کرده�ایم مقایسه مقالات در شده گزارش نتایج با را آمده دست به نتایج

مͬ�دهد. نشان را روش بودن

١٣Radial basis function collocation

١۴Kansa

١١٠
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آتͬ کار�های و پیشنهاد�ها ١.٧

عددی روش�های زمینه در کار به علاقه که دانشجویانͬ برای پیشنهاد�ها برخͬ رساله از فصل این در
مͬ�شود: ارایه دارند، بازتولیدی هسته�های بر مبتنͬ

است. شده اعمال کراندار دامنه با مسایلͬ روی بر رساله این در شده ارایه روش�های تمامͬ .١
کرد؟ اعمال نامتناهͬ دامنه�های با مسایلͬ روی بر را روش�ها این مͬ�توان آیا

از استفاده [۵۴ ،١۶ ،١۵ ،١۴ ،١٣ ،١٢] کوی توسط شده پیشنهاد روش ضعف�های از ͬͺی .٢
دلیل همین به است. استفاده مورد فضای در متعامد یͺه پایه� تولید برای گرام-اشمیت فرآیند
نمایی و مثلثاتͬ توابع مانند ضرایبی با خطͬ عملͽر دارای که مسایلͬ روی بر روش اجرای
الͽوریتم�های از استفاده مͬ�دهد. قرار تاثیر تحت را روش کارایی و بوده کند بسیار هستند
روش مͬ�تواند تقریبی، یا ماتریسͬ الͽوریتم�های مانند بیشتر اجرای سرعت با متعامد�سازی

نماید. تقویت را شده ارایه

به شعاعͬ، پایه توابع و بازتولیدی هسته�های روی بر اخیر سال�های در شده انجام مطالعات .٣
مورد بسیار ،[٩۴ ،٩٣ ،٩٢ ،۶ ،٢٠] خاص ویژگͬ�های با و مناسب پایه�های تولید منظور
معرفͬ گرفته�اند. قرار دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش�های زمینه در محققان توجه
عددی روش�های در آنها کاربرد�های و ٣SV D پایه گسسته٢، یͺه متعامد پایه نیوتن١، پایه
را ۵QR − RBF روش [٨ ،٧] در فرونبرگ۴ همچنین است. شده ذکر تحقیقات حاصل
کرده معرفͬ شعاعͬ پایه توابع از استفاده با شده تولید هم�محلͬ ماتریس تجزیه استفاده با
در شده، ذکر مقاله�های در شده ارایه پایه�های تولید و الͽوریتم�ها اجرای امͺان بررسͬ است.
در شده ارایه عددی روش�های بهبود جهت در توجهͬ قابل نتایج مͬ�تواند Wm

٢ [a, b] فضای
باشد. داشته [۵۴ ،١۶ ،١۵ ،١۴ ،١٣ ،١٢ ،٨ ،٧]

هسته�های بر مبتنͬ روش از استفاده با آمده دست به تقریب خطای برآورد دوم فصل در .۴
تحلیل یا خطا برآورد مͬ�توان آیا شد. ارایه خطͬ مسایل برای هیلبرت فضای بازتولیدی

١Newton basis

٢Discretely orthonormal bases

٣SVD bases

۴Bengt Fornberg

۵RBF-QR method

١١٢
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بازتولیدی هسته�های روش اعمال برای است، شده انجام [٩۵] مقاله در آنچه مانند خطایی
داد؟ ارایه خطͬ غیر مسایل روی بر هیلبرت فضای

مرزی، مقدار مسایل جواب چندگانگͬ مورد در سوم فصل در آمده دست به نتایج به توجه با .۵
بازتولیدی روشهسته�های از استفاده با را جزیی مشتقات مسایل در جواب چندگانگͬ مͬ�توان

کرد. بررسͬ هیلبرت فضای

جمله�ای�های چند از استفاده با طیف۶ͬ شبه روش�های در شده انجام مطالعات گستردگͬ به توجه با .۶
با آن�ها کارگیری به امͺان بررسͬ روش�ها، این در خطا برآورد تکنی�ͷهای همچنین و متعامد
[۵] در کار این مͬ�شود. پیشنهاد بازتولیدی هسته�های توسط شده تولید پایه�های از استفاده

است. شده انجام شعاعͬ پایه توابع از استفاده با

ضرب فضای ͷی پایه�های بازتولیدی، هسته�های توسط شده تولید پایه�های اینکه به توجه با .٧
مشتقات با مسایل و معمولͬ دیفرانسیل معادلات گسسته�سازی مͬ�شود پیشنهاد هستند، داخلͬ
ضعیف فرم و هم�محل٧ͬ) (روش قوی فرم اساس بر شده ارایه روش�های استفاده با جزیی

گیرند. قرار بررسͬ مورد معادلات گالرکین٨) (روش

۶Pseudo-spectral method

٧Collocation method

٨Galerkin method

١١٣
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