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 معاونت پژوهص و فه آوزی 

 به نام خدا 

 منشىز اخلاق پژوهص

ست و همىازي ناظر بر اعمال انسان و به منظىز پاض داشت مقام بلىد دانص و  وند سبحان و اعتقاد به ایه که عالم محضس خدا گاي دانشگاي در اعتلای فرهنگ و با یازی اش خدا پژوهص و نظر به اهمیت خای

 دنظر قرازدادي و اش آن تخطی وکنیم:تمدن بشسی، ما دانشجىیان و اعضاء هیات علمی واحدهای دانشگاي آشاد اسلامی متعهد می لردیم اصىل شیر زا در اندام فعالیت های پژوهشی م

 ت و وفادازی به آن و دوزی اش هر گىنه پنهان ساشی حقیقت،اصل حقیقت دىیی: تلاش در زاستای پی دىیی حقیق  -1

 اصل زعایت حقىق:التصام به زعایت کامل حقىق پژوهشگران و پژهیدگان)انسان، حیىان و نبات( و سایر صاحبان حك، -2

کازان پژوهص،  -3  اصل مالکیت مادی و معنىی: تعهد به زعایت کامل حقىق مادی و معنىی دانشگاي و کلیً هم

 مىافع ملی: تعهد به زعایت مصالح ملی و در نظر داشته پیشبردو تىسعً کشىز در کلیً مراحل پژوهص،اصل  -4

 اصل زعایت انصاف و امانت: تعهد به اجتىاب اش هر گىنه خانت دازی غیس علمی و حفاظت اش امىال، تجهیصات و مىابع در اختیاز، -5

 انه افراد، ساشمان ها و کشىز و کلیً افراد و نهادهای مرتبط با تحقیكاصل زاشدازی : تعهد به صیانت اش اسساز و اطلاعات محرم -6

 اصل احتسام: تعهد به زعایت حریم ها و حرمت ها در اندام تحقیقات و زعایت خانت نقد و خىددازی اش هر گىنه حرمت ضکنی. -7

کازان علمی و -8  دانشجىیان به غیس اش مىازدی که منع قانىنی دازد. اصل ترویح: تعهد به زواج دانص و اضاعه نتایح تحقیقات و انتقال آن به هم

 یس علمی می آلایىد.اصل برائت: التصام به برائت دىیی اش هر گىنه زفتاز غیس حرفه ای و اعلام مىضع نسبت به کسانی که حىشي علم و پژوهص زا به ضائبً های غ  -9
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 دانشگاه آصاد اسلاهی

 واحذ علوم و تحمیمات

 تعهذ اصالت سساله

‌27/10/93وِ‌زض‌زاضید‌‌واضتطزی‌ضقسِ‌ضیايیایٌداًة‌ػاَفِ‌آضهٌس‌زاًف‌آهَذسِ‌زوسطای‌زرههی‌زض‌

تا‌" وؿطی‌غیط‌لُؼی‌ػسزی‌ٍ‌زحلیلی‌تطای‌حل‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌ضٍـ‌ّای"اظ‌ضؾالِ‌ذَز‌زحر‌ػٌَاى‌

‌زفاع‌ًوَزُ‌ام‌تسیٌَؾیلِ‌هسؼْس‌هی‌قَم‌:ػالی‌ٍ‌زضخ20‌‌ِوؿة‌ًوطُ‌

1) ‌ ‌حانل ‌ضؾالِ ‌اظ‌ایي ‌وِ ‌هَاضزی ‌زض ٍ‌ ‌تَزُ ‌ایٌداًة ‌زَؾٍ ‌قسُ ‌اًدام ‌خػٍّف ٍ‌ زحمیك

زؾساٍضزّای‌ػلوی‌ٍ‌خػٍّف‌زیگطاى‌)اػن‌اظ‌خایاى‌ًاهِ،‌وساب،‌همالِ‌ٍ‌...(‌اؾسفازُ‌ًوَزُ‌ام،‌هُاتك‌

يَاتٍ‌ٍ‌ضٍیِ‌هَخَز،‌ًام‌هٌثغ‌هَضز‌اؾسفازُ‌ٍ‌ؾایط‌هكرهاذ‌آى‌ضا‌زض‌فْطؾر‌هطتََِ‌شوط‌ٍ‌

 زضج‌وطزُ‌ام.

ؾالِ‌لثلاً‌تطای‌زضیافر‌ّیچ‌هسضن‌زحهیلی‌)ّن‌ؾُح،‌خائیي‌زط‌یا‌تالازط(‌زض‌ؾایط‌زاًكگاُ‌ّا‌ایي‌ض (2

 ٍ‌هَؾؿاذ‌آهَظـ‌ػالی‌اضائِ‌ًكسُ‌اؾر.

‌ثثر‌ (3 ‌چاج‌وساب، ‌اظ ‌تطزاضی‌اػن ‌تْطُ ‌گًَِ ‌ّط ٍ‌ ‌اؾسفازُ ‌لهس ‌فطاغر‌زحهیل، ‌اظ ‌تؼس چٌاًچِ

هؼاًٍر‌خػٍّكی‌ٍاحس‌هدَظّای‌هطتََِ‌ضا‌اذص‌اذسطاع‌ٍ‌...‌اظ‌ایي‌خایاى‌ًاهِ‌زاقسِ‌تاقن،‌اظ‌حَظُ‌

 ًواین.

‌ٍاحس‌ (4 ٍ‌ ‌خصیطم ‌هی ‌ضا ‌آى ‌اظ ‌ػَالة‌ًاقی ‌ثاتر‌قَز، ‌فَق ‌ظهاًی‌ذلاف‌هَاضز ‌ّطهمُغ ‌زض چٌاًچِ

‌هسضن‌ ‌نَضذ‌اتُال ‌زض ٍ‌ ‌ًوَزُ ‌همطضاذ‌ضفساض ‌ایٌداًة‌هُاتك‌يَاتٍ‌ٍ ‌اؾر‌تا ‌هداظ زاًكگاّی

 زحهیلی‌ام‌ّیچ‌گًَِ‌ازػایی‌ًرَاّن‌زاقر.

م‌ٍ‌ًام‌ذاًَازگی‌:‌ػاَفِ‌آضهٌسًا  

 زاضید‌ٍ‌اهًاء:
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 دانشگاه آزاد اسلاهی

 واحد علوم و تحقیقات

 دانشکده علوم پایه، گروه ریاضی
‌

 (Ph.D)سساله دکتشی سشته سیاضی کاستشدی 
 

 عنواى
 کسشی غیش لطعی عذدی و تحلیلی تشای حل هعادلات دیفشانسیل سوش های

 
 

 استاداى راهنوا
‌زوسط‌زَفیك‌الَْیطًلَ

 تٌسی زوسط‌ؾؼیس‌ػثاؼ

 

 هشاور استاد
‌زوسط‌اؾوؼیل‌تاتلیاى
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‌قدزدانی

گازش  وند مهربان زا ضاكرم که مرا نیسو بخشید تا ن ا نثاز کسانی کنم که در ایه خىد ز  بر خىد لاشم می دانم کمال تقدیر و تشکرحال پیش زو زا به اتمام برسانم.  زسالهخدا

، که تمام زوشهایی که تحت نظازت ایطان مشغىل به تىفیك الهىیرولى ، آقای دکتس لرانقدزم تشىیك مه دریغ وکردند. اش استاد لحظً ای اش زاهنمایی، پشتیبانی وس مسی 

نظیس اش یک ، استاد بززگىازم، که الگىیی بیسعید عباض بىدی  ی دکتس اش آقا زا دازم.ر تشک کمال کاز بىدم سسضاز اش آمىخته تىامان علم و اخلاق بىد،

کاز  سمعیل بابلیان، صمیمانه به خاطر همً محبت ها، قدزدانی زا دازم. نهایت در ذهه مه حک نمىدند، زا پژوهشگر و یک استاد فدا
اش استاد  ازجمىد ،  آقای دکتس ا

دکتس مجید امیس فخریان و خانم دکتس ناشننه احمدی که داوزی یان دکتس فرهاد حسنه شادي طفیی ، ، آقا  فرهیختًاساتیدو زوشنگری ها یطان ، سپاسگزازم. اش  هادغدغه

 .تشکر زا دازمایه زساله زا بر عهدي داشتند و با زهنمىن هایطان،  مرا در ازائه کازی بهتس یازی نمىدند، کمال 

ز كردند، استقامت در تلاش زا به مه آمىختىد و در تمام ایه سال ها با فراهم اش خانىادي عزیزم که اش کىدکی، شىز دانسته و  لرت کشف و جستجى زا در مه بیدا

 .كردن آزامص فکری و آسایص زوحی، بسیازی دشىازی ها زا بر مه آسان نمىدند، با تمام ودىد قدزدانم
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 چکیذه

‌ضؾالِزض‌ایي‌ ‌تطای‌ایي‌هٌظَض‌هكسك‌وؿطی‌واخچَ‌تط‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌فاظی‌تطضؾی‌هی، گطزز.

قَز.‌ّای‌آى‌تا‌خعئیاذ‌ثاتر‌هیاؾاؼ‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌زؼوین‌یافسِ‌ّاوَّاضا‌زؼطیف‌ٍ‌لَاػس‌ٍ‌ٍیػگی

‌قسُهؼازلِ‌ؾدؽ‌ ‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌اضائِ ‌هی‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌فاظی‌زحر‌هفَْم ‌ًظط‌گطفسِ ‌قَززض ،ٍ‌

‌ٍ‌یىس ‌ّوچٌیي‌یه‌ضٍـ‌زحلیلی‌تطای‌تسؾر‌آٍضزى‌خَاب‌سآیهی‌تسؾرآى‌ایی‌خَاب‌قطایٍ‌ٍخَز .

ّای‌ػسزی‌ایي‌خَابػلاٍُ‌تط‌آى،‌قَز.‌ای‌فاظی‌هؼطفی‌هیهؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌ذُی‌ٍ‌چٌس‌هطزثِ

تؿٍ‌زیلَض‌اظ‌آى‌خایی‌وِ،‌ایي‌ضٍـ‌تط‌اؾاؼ‌آیس.‌زؾسِ‌اظ‌هؼازلاذ‌تِ‌ضٍـ‌اٍیلط‌وؿطی‌فاظی‌تسؾر‌هی

‌واخچَ‌فاظیگطزز،‌اظ‌ایي‌ضٍ‌تؿٍ‌زیلَض‌زؼوین‌یافسِ‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌هیى‌زؼوین‌یافسِ‌فاظی‌تیا

ٍ‌‌قَزوؿطی‌فاظی‌حل‌هیزیفطاًؿیل‌قَز.‌زض‌خایاى،‌تطای‌زَيیح‌تیكسط،‌چٌس‌هثال‌اظ‌هؼازلِ‌هی‌هؼطفیًیع‌

‌آیس.تسؾر‌هی‌ْاّای‌زحلیلی‌ٍ‌ػسزی‌آًخَاب

‌

‌کلوات کلیذی ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌فاظی، ‌هؼازلِ :‌ ‌ّاوَّاضا، ‌یافسِ ‌زؼوین ‌هسَؾٍ‌هكسك‌واخچَ ‌همساض لًیِ

‌لًیِ‌همساض‌هیاًی‌اًسگطال‌ضیواى ‌لًیِ‌همساض‌هیاًی‌اًسگطال‌فاظی، ‌تؿٍ‌زیلَض‌زؼوین‌-فاظی، لیٍَیل‌فاظی،

‌فاظی. یافسِ‌فاظی،‌ضٍـ‌اٍیلط‌وؿطی

‌  
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 همذهه 1-1

‌آى‌زض‌ػلَم‌هَيَع‌ ‌اذیط‌تِ‌ذاَط‌واضتطزّای‌گؿسطزُ ‌اًسگطال‌وؿطی‌زض‌چٌس‌زِّ حؿاب‌زیفطاًؿیل‌ٍ

هرسلف‌ًِ‌زٌْا‌تؿیاض‌هَضز‌زَخِ‌ضیايی‌زاًاى‌تلىِ‌هٌْسؾیي‌ًیع‌لطاض‌گطفسِ‌اؾر.‌هفاّین‌وؿطی‌زض‌ٍالغ‌

‌اقس.تاتعاض‌هفیسی‌تطای‌حل‌هؼازلاذ‌اًسگطال‌ٍ‌زیفطاًؿیل‌ٍ‌هؿائل‌ذال‌زض‌ضیايی‌فیعیه‌هی

آغاظ‌قس.‌‌َّخیسالهیلازی‌زَؾ1695‌‌ٍتا‌َطح‌یه‌ؾَال‌زض‌ؾال‌وؿطی‌زیفطاًؿیل‌ٍ‌اًسگطال‌حؿاب‌هفَْم‌

‌خطؾ‌ٍی ‌لایة‌ًیسع ‌یاظ ‌وِ ‌ًواز‌اگط"س dزض

d

n

nt
‌‌ 0وِ

n‌ٍ 0
0,1,2,...‌‌ 1ٍلسی

2
n ‌‌ چِ‌تاقس،

ایي‌هؿالِ‌ظاّطاً‌زٌالى‌اؾر،‌اها‌یه‌ضٍظ،‌ػَالة‌هفیسی‌"لایة‌ًیسع‌زض‌خَاب‌چٌیي‌گفر:‌"افسسازفالی‌هی

ٍ‌اٍیلط‌قىل‌گطفر‌ٍ‌اظ‌آى‌ضٍظ‌اظ‌ضیايیاذ‌زَؾٍ‌لایة‌ًیسع‌‌ایي‌قاذِ‌اتسسایی‌حثهثا‌"ذَاّس‌زاقر.

زاهاض،‌،‌گطاًَالس،‌آلاگطاًػ،‌آتل،‌لیٍَیل،‌ضیواىفَضیِ،‌‌لاخلاؼ،زَؾٍ‌تؿیاضی‌اظ‌ضیايی‌زاًاى‌اظ‌خولِ‌زاوٌَى‌

‌زض‌ایي‌ظهیٌِ‌تیاى‌ ‌ایٌاى‌اظ‌وؿاًی‌تَزًس‌وِ‌هفاّین‌ٍ‌زؼاضیف‌تٌیازی‌ضا زیَیؽ‌ٍ‌زیگطاى‌گؿسطـ‌یافر،

‌وطزًس.
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هكسماذ‌،‌تا‌زؼوین‌فطهَل‌هكسك‌هؼوَلی‌ؾدؽٍ‌‌قس‌كسماذ‌وؿطی‌تِ‌نَضذ‌یه‌اًسگطال‌زؼطیفزض‌اتسسا‌ه

‌‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌تیاى‌گطزیسوؿطی‌تا‌هطزثِ‌زلرَاُ‌

d !
, , ,

d ( )!

n m
m n

n

x m
x m n m n

x m n

  


‌

‌زَاى‌آى‌ضا‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌ًَقرهیوِ‌

( 1)

( 1)

n m
m n

n

d x m
x

dx m n

 

  

‌

ُ‌آتل‌اٍلیي‌وؿی‌اؾر‌وِ‌ػولگطّای‌وؿطی‌ضا‌هؿسمیواً‌تطای‌حل‌یه‌هؼازلِ‌اًسگطال‌هَضز‌اؾسفازُ‌لطاض‌زاز

وِ‌آتل‌تطای‌آى‌اظ‌ػولگط‌وؿطی‌اؾسفازُ‌وطز،‌ٌّگام‌حل‌یه‌هؿألِ‌ّوعهاى‌ضخ‌زازُ‌‌هؼازلِ‌اًسگطالی‌.اؾر

تِ‌ََضی‌وِ‌ظهاى‌خاییي‌آهسى‌یه‌خطم‌ًمُِ‌ای‌تسٍى‌‌اؾر‌اظ‌یافسي‌قىلی‌اظ‌یه‌هٌحٌیحانل‌وِ‌‌تَز

‌اهطٍظ‌تِ‌هؿألِ،‌وِ‌زأثیط‌یه‌هیساى‌گطاًكی‌ضٍی‌ایي‌قىل‌هؿسمل‌اظ‌ًمُِ‌آغاظیي‌تاقس‌انُىان‌ٍ‌زحر

‌قَز:هسل‌تٌسی‌هیتِ‌نَضذ‌ظیط‌‌ٍّوعهاى‌آتل‌هؼطٍف‌اؾر‌

‌
0

( ) ( ) ( )d
x

k x x t f t t ‌

‌ ‌تا ‌فَق 1هؼازلِ

2
  ‌.آتل‌هؼطٍف‌اؾر‌ ‌اًسگطال ‌هؼازلِ ‌يطیة‌تِ ‌اظ ‌فَق‌نطف‌ًظط ‌اًسگطال ‌هؼازلِ

1

(1/ 2)
/1اظ‌هطزثِ‌‌لیٍَیل‌-،‌اًسگطال‌وؿطی‌هؼطٍف‌ضیواى آتل‌تا‌اثط‌زازى‌ػولگط‌وؿطیوِ‌اؾر.‌‌2

1

2D

‌
‌ ‌حل‌وطز. ‌آى‌ضا )ّوچٌیي‌فَضیِ‌یه‌ًوایف‌اًسگطالی‌تطای‌زاتغ‌تط‌زٍ‌َطف‌هؼازلِ، )f xتِ‌نَضذ‌ظیط‌‌

‌زؼطیف‌ًوَزُ‌اؾر

1
( ) ( ( ) d )d

2

i x i xf x e f x e x  


 



 

  ‌

ضا‌تِ‌ذَز‌خلة‌وطز،‌اظ‌ایي‌ضٍ‌ٍی‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌ایي‌زَخِ‌لیٍَیل‌ٍ‌خَاب‌آتل‌‌فطهَل‌اًسگطال‌فَضیِایي‌

‌ ‌ضاهفاّین ‌حؿاب‌وؿطی ‌نَضذ‌گؿسطزُ‌ًظطیِ ‌زاز‌ایتِ ‌زَؾؼِ ‌انُلاح‌حؿاب‌. ‌ٍ‌اهطٍظُ زیفطاًؿیل

‌گَیا،زَاًس‌هیطزثِ‌هكسك‌تِ‌ََضی‌وِ‌ه‌اؾر‌وؿطی‌هطتٌَ‌تِ‌اًسگطال‌ٍ‌هكسمگیطی‌اظ‌هطزثِ‌زلرَاُاًسگطال‌

ػلاٍُ‌تط‌ایي،‌ضٍـ‌ّای‌هسؼسزی‌تطای‌تسؾر‌آٍضزى‌اًسگطال‌ٍ‌هكسك‌اظ‌هطزثِ‌‌ٍحسی‌هرسلٍ‌تاقس.‌گٌگ
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اًسگطال‌‌،2،‌اًسگطال‌ٍ‌هكسك‌وؿطی‌ّازاهاضز1لیٍَیل‌-زلرَاُ‌ٍخَز‌زاضز‌هاًٌس‌اًسگطال‌ٍ‌هكسك‌وؿطی‌ضیواى

وِ‌تؿسِ‌تِ‌ًَع‌‌5ٍ‌هكسك‌وؿطی‌واخچ4‌َوَتط-اًسگطال‌ٍ‌هكسك‌اضزلی‌،3لسٌیىَف‌-گطًٍَالسٍ‌هكسك‌وؿطی‌

‌گطزز.فیعیه‌ٍ‌ًیاظ‌هؿالِ‌ًَع‌هكسك‌ٍ‌اًسگطال‌اًسراب‌هی

‌اقاضُ‌قس‌اّویر‌حؿاتاى‌وؿطی‌اظ‌خٌثِ‌واضتطز‌آى‌هی ‌ّای‌واضتطزیحَظُ‌اظ‌تاقس.‌تطذیّواًَُض‌وِ‌لثلاً

‌ًمل،‌ٍ‌حول‌ٍ‌كاتِسه‌ذَز‌ّای‌ؾاظُ‌زض‌زیٌاهیىی‌سّایفطآیٌ‌ضئَلَغی،‌ؾیالاذ،‌هىاًیه‌آى‌قاهل‌اهطٍظُ

‌ٍیؿىَالاؾسیه،‌ّای‌ؾیؿسن‌وٌسطل‌ًظطیِ‌احسوال،‌ٍ‌آهاض‌تطق،‌ّای‌قثىِ ‌قیوی‌الىسطٍقیوی،‌زیٌاهیىی،

‌تاقس.غیطُ‌هی‌ٍ‌ؾیگٌال،‌خطزاظـ‌ٍ‌اخسیه‌فیعیه،‌خلیوط،

‌

 هشوسی تش تاسیخچه حساب دیفشانسیل و انتگشال فاصی 1-2

گصاضز‌وِ‌ّای‌َثیؼی‌ّوِ‌چیع‌زا‌زضخِ‌ای‌هثْن‌اؾر،‌هٌُك‌ؾٌسی‌تٌا‌تِ‌ػازذ‌فطو‌ضا‌تط‌ایي‌هیزض‌خسیسُ

ًوازّای‌تِ‌واض‌گطفسِ‌قسُ‌زلیك‌اؾر.‌تِ‌ّویي‌زلیل،‌زض‌هَضز‌ظًسگی‌ذاوی‌واضتطز‌ًساضز،‌تلىِ‌فمٍ‌تطای‌

(‌ٍلسی‌زضؾر‌اؾر‌وِ‌ًواز‌ّای‌زلیمی‌تA‌ِیا‌غیط‌‌Aیه‌ظًسگی‌آؾواًی‌ذیالی‌هؼسثط‌اؾر.‌لاًَى‌هیاًِ‌)

واض‌گطفسِ‌قًَس،‌اها‌ٌّگاهی‌وِ‌ًواز‌ّا‌فاظی‌ّؿسٌس‌زضؾر‌ًیؿر،‌الثسِ‌زض‌ٍالغ‌زواهی‌ػلاهر‌ّا‌ّویي‌

اؾسفازُ‌َثیؼی‌ضا‌هسل‌تٌسی‌وٌین‌تایس‌اظ‌هحاؾثازی‌‌ّایخؽ‌اظ‌ایي‌ضٍ‌اگط‌ترَاّین‌خسیسُ‌گًَِ‌هثْن‌ّؿسٌس.

وٌین‌وِ‌تسَاًس‌اتْام‌ّای‌هَخَز‌ضا‌زضًظط‌تگیطز،‌ایٌداؾر‌وِ‌اضظـ‌ٍ‌اّویر‌حؿاب‌زیفطاًؿیل‌ٍ‌اًسگطال‌

‌قَز.فاظی‌قٌاذسِ‌هی

‌لُفی ‌هدوَػِخطٍفؿَض ‌ؾال‌ظازُ ‌زض ‌وطز‌1965ّای‌فاظی‌ضا ‌خكٌْازی‌وِ[49]‌خكٌْاز ‌زؼطیف‌هٌدط‌، ‌تِ

‌ؾاذساض‌فاظی‌اػساز ‌زَؾٍ‌هیعٍهَزَ‌ٍ‌تطای‌ػوَهی‌ضیايی‌گطزیس. ‌‌6زاًاوا‌اػساز ‌36]زض هُطح‌قس‌وِ‌[

تطـ‌ّا‌زض‌ًظطگطفسِ‌قسُ‌‌اظ‌ایهدوَػِ‌فاظی‌اػساز‌زض‌آًْا‌وِ‌آى‌ضا‌زَؾؼِ‌زازًس‌[24]‌7خاضاز‌ٍ‌زٍتَیؽ

تَز.‌تطای‌زؼطیف‌اًسگطال‌ٍ‌هكسك‌زض‌هحاؾثاذ‌فاظی‌اتسسا‌ًیاظ‌تِ‌زؼطیف‌زاتغ‌فاظی‌زاقسین‌وِ‌ًگاقر‌فاظی‌

هؼطفی‌قس.‌وِ‌تؼس‌اظ‌آى‌زٍتَیؽ‌ٍ‌خاضاز‌هفَْم‌هكسك‌ٍ‌اًسگطال‌اظ‌زاتغ‌فاظی‌ضا‌‌[22]‌8چاًگ‌زَؾٍ‌ظازُ‌ٍ

                                                
1. Riemann–Liouville 

2. Hadamard  

3. Grunwald-Letnikov 

4. Erdely-Kober 

5. Caputo  

6. Mizumoto and Tanaka 

7. Dubois and Prade 

8. Chang 
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‌1تیاى‌قس‌اها‌والَا‌[29]یه‌زاتغ‌فاظی‌زض‌‌هفَْم‌اًسگطال.‌تؼس‌اظ‌آى‌[25]تط‌اؾاؼ‌انل‌گؿسطـ‌تیاى‌وطزًس

‌هؼازلاذ‌اًسگطال‌‌[30] ‌تِ‌زًثال‌آى، ‌زؼطیف‌وطز. ‌اًسگطال‌لثگ‌ضا ‌اًسراب‌وطز‌ٍ‌هفَْم ًگطقی‌زیگطی‌ضا

هُطح‌قسًس‌ٍ‌تا‌زَخِ‌تِ‌واضتطز‌ایي‌زؾسِ‌اظ‌هؼازلاذ‌‌[42]ٍ‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌فاظی‌زض‌‌[38]فاظی‌زض‌

ٍ‌تیف‌اظ‌تیؿر‌ؾال‌‌زؼطیف‌قس‌[42]اًَاع‌هرسلف‌آى‌تیاى‌ٍ‌تؿطػر‌گؿسطـ‌یافر.‌هكسك‌ّاوَّاضا‌زض‌

ٍ‌‌گطزیسٍخَز‌ٍ‌یىسایی‌خَاب‌هؼازلاذ‌تطضؾی‌‌ٍاظ‌ایي‌ًَع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌زض‌هؼازلاذ‌فاظی‌اؾسفازُ‌

زطیي‌خَاب‌ّای‌ػسزی‌ٍ‌زحلیلی‌تطای‌آى‌تسؾر‌آهس.‌اها‌ایي‌ًگطـ‌یه‌ؾطی‌واؾسی‌ّایی‌زاضز،‌وِ‌انلی

‌فاظی‌همسا ‌ّاوَّاضای‌زاتغ ‌هكسك ‌ایي‌اؾر‌وِ ‌يؼف‌آى ‌ّوچٌیي‌ّیچ‌ًمُِ ‌ًیؿر‌ٍ ‌هَخَز ‌ّوَاضُ ض

زًویٌی‌تطای‌ٍخَز‌یه‌خَاب‌فاظی‌تطای‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیلی‌وِ‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌ایي‌ًَع‌هكسك‌خصیطی‌تیاى‌

‌ًساضز.هی ‌ٍخَز ‌ًَع‌‌قَز، ‌ایي ‌زض ‌زؼطیف‌قس. ‌لَی ‌خصیطی ‌زیفطاًؿیل ‌يؼف، ‌ایي ‌تطزى ‌تیي ‌اظ تطای

‌زَخِ‌تِ‌ایٌىِ‌زض‌زؼطیف‌ ‌چْاض‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌تا ‌هَخَز‌اؾر، ‌زض‌چِ‌حالسی‌زفايل‌ّاوَّاضا هكسك،

حالر‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌تِ‌ٍخَز‌آهسُ‌اؾر.‌ایي‌زؼطیف‌اظ‌زیفطاًؿیل‌خصیطی،‌يؼف‌ػسم‌ٍخَز‌هكسك‌زاتغ‌

فاظی‌همساض‌ضا‌اظ‌تیي‌تطز‌اها‌ایي‌زؼطیف‌ّن‌ذالی‌اظ‌اقىال‌ًثَز‌چَى‌اگط‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌ضا‌زحر‌هكسك‌

‌هكسك‌خصیطی‌لَیخصیطی‌لَی‌زؼطیف‌و ‌ایي‌ایطاز ‌ًثاقس. ‌زیفطاًؿیل‌یىسا ‌‌‌ٌین‌هوىي‌اؾر‌خَاب‌هؼازلِ

‌هیهی ‌چَى‌ها ‌آى‌ًماٌ‌یىٌَایی‌خَاب‌زغییطزَاًس‌یه‌هعیر‌ّن‌تاقس، ‌‌‌زَاًین‌ًماٌ‌هٌفطز‌خَاب‌وِ‌زض

‌هی ‌زمطیثا‌ّوِ‌خا‌ههكرم‌وٌس‌ضا ‌تٌاتطایي‌خَاب‌ّایی‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌فاظی‌وِ‌خایساض، سٌاٍب‌ٍ‌وٌین.

‌هی ‌ؾدؽ‌زاضای‌ضفساض‌هداًثی‌ّؿسٌس‌ضا ازی‌انلاح‌ّنایي‌ًَع‌اظ‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌تط‌زَاى‌تسؾر‌آٍضز.

اها‌تِ‌ذاَط‌ًَع‌ًوایف‌آى‌ذیلی‌تِ‌نَضذ‌واضتطزی‌‌گطزیسزیفطاًؿیل‌خصیطی‌يؼیف‌هؼطفی‌اًدام‌قس‌ٍ‌

تِ‌ًام‌زفايل‌زؼوین‌یافسِ‌‌[43]ّای‌فكطزُ‌هحسب‌زض‌یه‌ًَع‌زفايل‌تیي‌هدوَػِ‌چٌسی‌تؼساؾسفازُ‌ًكس.‌

ّاوَّاضا‌تیاى‌قس‌وِ‌هكىل‌ػسم‌ٍخَز‌زفايل‌تیي‌زٍ‌زاتغ‌زا‌حسٍزی‌تطَطف‌قس.‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌ایي‌زؼطیف‌

زفايل‌ٍ‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌لَی‌یه‌ًَع‌زیگط‌اظ‌هكسك‌زَاتغ‌فاظی‌همساض‌تِ‌ًام‌هكسك‌زؼوین‌یافسِ‌ّاوَّاضا‌

‌ ‌تا‌[19]زض ‌ًسایح‌یىؿاى ‌ّاوَّاضا‌‌اضائِ‌قس‌وِ ‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌زؼوین‌یافسِ هكسك‌خصیطی‌يؼیف‌زاضز.

‌اظ‌ ‌اؾسفازُ ‌تا زاوٌَى‌زض‌تؿیاضی‌اظ‌همالاذ‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌هَضز‌ٍثَق‌ضیايی‌زاًاى‌فاظی‌تَزُ‌اؾر.

‌ ‌اٍل‌هكسك‌زؼوین‌یافسِ‌ّاوَّاضاض، ‌هكسماذ‌خعئی[20]هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌هطزثِ ‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌تا ،[11]‌،

زیفطاًؿیل‌-،‌هؼازلِ‌اًسگطال[37]،‌خَاب‌ّای‌ػسزی‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌[32]هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌همساض‌هطظی‌

‌یىسایی‌اظ‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌هَضز‌تحث‌ٍ‌تطضؾی‌لطاض‌گطفسِ‌اؾر،‌قطایٍ‌ٍخَز‌ٍ‌ٍ‌تؿیاضی‌زیگط‌[28]

وسام‌اظ‌ایي‌زؾسِ‌هؼازلاذ‌تسؾر‌ّای‌ّط‌خَابتا‌زَخِ‌تِ‌ًَع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی،‌‌زؼییي‌قسُ‌ٍ‌ّایخَاب

‌آهسُ‌اؾر.

                                                
1. Kaleva 
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 هشوسی تش تاسیخچه حساب دیفشانسیل و انتگشال کسشی فاصی 1-3

ًَیؿٌسگاى‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌‌،[‌اؾر3وؿطی‌فاظی‌همالِ‌]‌ًمُِ‌قطٍع‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌ٍاًسگطال

طاًؿیل‌وؿطی‌لُؼی‌تسؾر‌آٍضزًس.‌ضا‌تا‌همازیط‌اٍلیِ‌فاظی‌هؼطفی‌وطزًس‌ٍ‌خَاب‌آى‌ضا‌هاًٌس‌هؼازلاذ‌زیف

ای‌یافر.‌[‌ضًٍك‌ٍیػ16ُ]‌زض‌لیٍَیل‌وؿطی‌فاظی-اها‌ایي‌زؾسِ‌اظ‌هؼازلاذ‌تا‌هؼطفی‌اًسگطال‌ٍ‌هكسك‌ضیواى

آًاى‌هكسك‌وؿطی‌زض‌ًظط‌گطفسِ‌ضا‌تط‌اؾاؼ‌هكسك‌ّاوَّاضا‌زؼطیف‌وطزًس‌ٍ‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌ضا‌تط‌

ّای‌[‌خَاب12حل‌ًوَزًس.‌ّوچٌیي‌الَْیطًلَ‌ٍ‌ّوىاضاًف‌زض‌]‌ی‌ٍهؼطفاؾاؼ‌ایي‌ًَع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌

‌نطیح‌ایي‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌ضا‌تسؾر‌آٍضزًس.

لیٍَیل‌-هكسك‌ّاوَّاضاض‌ّوَاضُ‌هَخَز‌ًیؿر‌خؽ‌هكسك‌وؿطی‌ضیواى‌زَيیح‌زازُ‌قس،ّواًَُض‌وِ‌لثلا‌

لیٍَیل‌زَاتغ‌-هكسك‌وؿطی‌ضیواى‌وِ‌زَاى‌ازػا‌وطزاگط‌تطاؾاؼ‌ایي‌ًَع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌زؼطیف‌قَز،‌ًوی

‌همساض ‌]‌ّوَاضُ‌فاظی ‌زض ‌ؾثة، ‌ّویي ‌تِ ‌اؾر. ‌ضیواى41هَخَز ‌وؿطی ‌هكسك ‌اظ‌-[ ‌اؾسفازُ ‌تا لیٍَیل

‌خَاب ٍ‌ ‌قسزیفطاًؿیل‌خصیطی‌لَی‌زؼطیف‌گطزیس ‌ضٍـ‌لاخلاؼ‌تسؾر‌آٍضزُ ‌اظ ‌اؾسفازُ ‌تا ٍ‌‌ّای‌آى

‌اظ‌10زض‌]‌قطایٍ‌ٍخَز‌ٍ‌یىسایی‌خَاب‌آى ‌اؾسفازُ ‌تا طضؾی‌ت‌2وطایي-ٍ‌وطاؾٌَؾلؿىی‌1قطایٍ‌ًاگاهَ[

‌ ‌تثیٌیس‌همالِ‌]گطزیس. ‌ًَع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌ضیواى17زض‌ّویي‌ضاؾسا، ‌هؼازلِ‌وؿطی‌اظ ‌وِ ‌ضا لیٍَیل‌ضا‌-[

ًوایس.‌هؼازلِ‌اًسگطال‌وٌس‌ٍ‌ٍخَز‌ٍ‌یىسایی‌خَاب‌ضا‌تطای‌آى‌ثاتر‌هیزثسیل‌تِ‌یه‌هؼازلِ‌اًسگطال‌فاظی‌هی

‌خَاب‌[‌هؼطفی‌ٍ‌قطایٍ‌ٍخَز‌ٍ‌یىسایی6زیفطاًؿیل‌ًظیط‌آى‌زض‌]-ٍ‌هؼازلِ‌اًسگطال‌لیٍَیل-وؿطی‌ضیواى

‌[‌تطای‌حل‌ایي‌هؼازلِ‌تىاض‌گطفسِ‌قسُ‌اؾر.‌33زض‌]‌3ضٍـ‌زىطاض‌زغییطاذٍ‌آًْا‌تطضؾی‌

ًَع‌زیگط‌هكسماذ‌وؿطی‌وِ‌زاوٌَى‌زض‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌فاظی‌تطضؾی‌قسُ‌اؾر‌هكسك‌وؿطی‌اظ‌ًَع‌

‌ه ‌اؾر. ‌ضٍـ‌واخچَ ‌تا ‌ّاوَّاضا ‌خصیطی ‌زیفطاًؿیل ‌اظ ‌اؾسفازُ ‌تا ‌فاظی ‌واخچَ ‌وؿطی ؼازلاذ‌زیفطاًؿیل

[‌حل‌گطزیسُ‌اؾر.‌تا‌زض‌ًظط‌گطفسي‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌لَی‌5[‌ٍ‌تا‌ضٍـ‌ػولیازی‌زاٍ‌زض‌]46لاخلاؼ‌زض‌]

زیفطاًؿیل‌ًظیط‌‌[‌هؼطفی‌گطزیسُ‌اؾر‌ٍ‌هؼازل34ِزَاتغ‌فاظی‌همساض،‌ًَع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌واخچَ‌زض‌همالِ‌]

آى‌تا‌ضٍـ‌ػسزی‌اٍیلط‌زهحیح‌یافسِ‌زمطیة‌ظزُ‌قسُ‌اؾر.‌آًاى‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌واخچَ‌فاظی‌ضا‌

ضٍـ‌ضا‌تطای‌حل‌آى‌زؾسگاُ‌تِ‌واض‌تطزُ‌اًس.‌‌اًس‌ٍوطزُه‌زؾسگاُ‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌واخچَ‌لُؼی‌زثسیل‌تِ‌ی

[‌ ‌4هطخغ ‌هؼازلِ ‌خَاب ‌آٍضزى ‌تسؾر ‌تِ ‌اذسهال‌زاضز ‌انل‌[ ‌اظ ‌اؾسفازُ ‌تا ‌واخچَ ‌وؿطی زیفطاًؿیل

گؿسطـ‌ظازُ،‌آًاى‌ضٍـ‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌اظ‌هطزثِ‌نحیح‌ضا‌تطای‌ایي‌زؾسِ‌اظ‌هؼازلاذ‌زؼوین‌زازُ‌اًس.‌

                                                
1. Nagumo 

2. Krasnoselskii-Krein 

3. Variational iteration method  
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[‌تطای‌ًگطقی‌هسفاٍذ‌تِ‌هكسماذ‌وؿطی،‌هاظًسضاًی‌ٍ‌ّوىاضـ‌هكسك‌وؿطی‌واخچَ‌ضا‌35ّوچٌیي‌تثیٌیس‌]

اضائِ‌ًوَزًس،‌آًاى‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌ًظیط‌آى‌ضا‌هؼطفی‌وطزًس‌‌2ی‌فاظی‌ًَع‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌زؼطیف‌هدوَػِ‌ّا

‌ّای‌آى‌ضا‌زمطیة‌ظزًس.ٍخَز‌ٍ‌یىسایی‌خَاب‌ضا‌ثاتر‌وطزًس‌ٍ‌خَاب

‌

 تیاى هساله و ضشوست تحمیك 1-4

یه‌ًَع‌خسیس‌اظ‌هكسك‌وؿطی‌زض‌حؿاب‌زیفطاًؿیل‌ٍ‌اًسگطال‌وؿطی‌‌،‌هؼطفیایي‌خایاى‌ًاهِخٌثِ‌ًَآٍضی‌

زض‌زؼطیف‌ایي‌هفَْم‌اظ‌.‌گطزیساضائِ‌‌[7]زض‌تاقس‌وِ‌ایي‌هفَْم‌هیزؼوین‌یافسِ‌‌واخچَ‌هكسك‌وؿطی‌تِ‌ًام

‌ ‌اؾسفازُ ‌ّاوَّاضا ‌یافسِ ‌زؼوین ‌‌وٌینهیهكسك ‌تیاى ‌ضا ‌واخچَ ‌وؿطی ‌خصیطی ‌زیفطاًؿیل ‌اًَاع .‌ًوائینهیٍ

تطضؾی‌‌[9]زاضز‌ضا‌زض‌لیٍَیل‌وؿطی‌-ای‌وِ‌تا‌اًسگطال‌ضیواىذهَنیاذ‌ایي‌ًَع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌ٍ‌ضاتُِ

‌‌.وٌینهی ‌اظ‌ایي‌هفاّین‌ّوچٌیي، ‌اؾسفازُ ‌تا ٍ‌ٍخَز‌ٍ‌‌وٌینهیزؼطیف‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌واخچَ‌ضا

ؾدؽ‌ضٍقی‌ضا‌تطای‌یافسي‌ًوائین.‌هیضائِ‌ا‌وطایي-یىسایی‌خَاب‌آى‌ضا‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌قطایٍ‌وطاؾٌَؾلؿىی

هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌ذُی‌زض‌حالر‌ّای‌هرسلف‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌زؼوین‌یافسِ‌واخچَ‌یلی‌زحلخَاب‌

‌زطتؿیاض‌خطاّویر‌ای‌اظ‌لحاِ‌واضتطزیطزثِهؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌چٌس‌هاظ‌آى‌خایی‌وِ،‌.‌وٌینهیهؼطفی‌

‌هؼ ‌اظ ‌ایي‌زؾسِ ‌ها ‌ًاهِ ‌خایاى ‌ایي ‌زض ‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌هؼوَلی‌ّؿسٌس. ‌‌‌‌‌تطضؾی‌ًیع‌ازلاذ‌ضااظ

‌وٌینهی .‌ ‌اظ‌زغییط‌هسغییط‌تطای‌تسؾر‌آٍضزى‌خَاب‌آى، ‌اؾسفازُ ‌تِ‌زؾسگاُ‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌‌هؼازلِتا ضا

ای‌زض‌زؾسگاُ‌هؼازلِ‌هطزثِ‌وِ‌خَاب‌ّای‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌چٌسًوائین‌هیزثسیل‌ٍ‌ثاتر‌‌فاظی‌ذُیوؿطی‌

ا‌قطایٍ‌ٍخَز‌ٍ‌یىسایی‌خَاب‌زؾسگاُ‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌وٌس‌ٍ‌تطػىؽ.‌لصزیفطاًؿیل‌ًظیطـ‌نسق‌هی

‌1زَضٍیه-.‌تِ‌ػٌَاى‌واضتطزی‌اظ‌ایي‌ًَع‌هؼازلاذ،‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌تاگلیآٍضینهیوؿطی‌فاظی‌ضا‌تسؾر‌

‌:[47]گیطینتاقس،‌ضا‌زض‌فطم‌ظیط‌ًظط‌هیوِ‌اظ‌هْن‌زطیي‌هؼازلاذ‌زض‌هىاًیه‌ؾیالاذ‌هی

‌
3

2
1 2 *

( ) ( ) ( ) ( )y x f x C y x C D y x   ‌

وٌس‌وِ‌زض‌ًیَزٌی‌ضا‌هُالؼِ‌هی‌هایغ‌یه‌زض‌ٍض‌غََِ‌ؾرر‌ٍ‌ؾفر‌نفحِ‌یه‌ایي‌هؼازلِ،‌هؿالِ‌حطور

)آى‌ )y x1يطایة‌‌نفحِ،‌خاتدایی‌زَنیف‌زاتغ‌
C‌‌ٍ2

Cثاتر‌ّایی‌ّؿسٌس‌وِ‌تؿسگی‌تِ‌خطم‌ٍ‌هىاى‌‌

تا‌زثسیل‌آى‌تِ‌زؾسگاُ‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌فاظی‌اظ‌ضا‌ّای‌ایي‌هؼازلِ‌فطم‌ولی‌خَاب‌[.48خؿن‌زاضز]

                                                
1. Bagley-Torvik 
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0هطزثِ‌ 1 اظ‌زاتغ‌‌‌ ‌اؾسفازُ یل‌خصیطی‌ّای‌هرسلف‌زیفطاًؿلفلط‌زض‌فطم‌هازطیؿی‌تا‌حالر-هیسگٍ‌تا

‌[.15]‌آوریممیتسؾر‌واخچَ‌

‌تطـrاؾسفازُ‌اظ‌وِ‌تسٍى‌‌تاقسهی‌ّای‌ػسزین،‌اضائِ‌ضٍـزیگطی‌وِ‌ها‌زض‌نسز‌اًدام‌آى‌ّؿسیهؿالِ‌

تا‌اؾسفازُ‌خایاى‌ًاهِ‌ها‌ضٍـ‌اٍیلط‌وؿطی‌ضا‌وِ‌زض‌ایي‌تسَاًس‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌فاظی‌ضا‌حل‌وٌس.‌

‌زؼوین‌ ‌تؿٍ‌زیلَض ‌فاظی‌اضائِ‌هیاظ ‌تِ‌زّینیافسِ ‌ًیاظ ‌تطای‌ایي‌هٌظَض، ‌هیاًی‌اًسگطال‌وؿطی‌. ‌همساض لًیِ

زض‌،‌لصا‌قَزهمساض‌هسَؾٍ‌فاظی‌هیلًیِ‌همساض‌هیاًی‌اًسگطال‌ٍ‌اثثاذ‌‌هٌدط‌تِ‌فاظی‌زاضین‌وِلیٍَیل‌-ضیواى

تؿٍ‌زیلَض‌زؼوین‌یافسِ‌‌هفاّین‌ٍ‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌ایي‌اینتِ‌اثثاذ‌ایي‌لًایای‌اؾاؾی‌ًیع‌خطزاذسِایي‌خایاى‌ًاهِ‌

،‌ضٍـ‌اٍیلط‌وؿطی‌ضا‌خؽ‌تط‌اؾاؼ‌ایي‌تؿًٍوائین.‌فاظی‌ضا‌زض‌حالاذ‌هرسلف‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌تیاى‌هی

ّای‌ػسزی‌آى‌تطین‌ٍ‌خَابتِ‌واض‌هیهؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌فاظی‌‌وٌین‌ٍ‌ضٍـ‌ضا‌تطای‌حلهؼطفی‌هی

‌آٍضین.ضا‌تسؾر‌هی

‌

‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌ؾاظهاًسّی‌قسُ‌اؾر.هُالة‌ایي‌خایاى‌ًاهِ‌

‌زض‌ ‌حؿاتی ‌اػوال ٍ‌ ‌فاظی ‌ػسز ‌زؼطیف‌اًَاع ‌هاًٌس ‌فاظی ‌اٍلیِ ‌هفاّین ‌تا ‌ذلانِ ‌ََض ‌تِ ‌زٍم، ‌فهل زض

ٍ‌تسؾر‌آٍضزى‌هكسك‌ٍ‌اًسگطال‌آى‌‌وٌینهیزاتغ‌فاظی‌همساض‌ضا‌هؼطفی‌.‌قَینهدوَػِ‌اػساز‌فاظی‌آقٌا‌هی

.‌زض‌ًوائینهیذال‌وِ‌زض‌فهَل‌تؼسی‌هَضز‌ًیاظ‌اؾر‌ضا‌تیاى‌تطذی‌اظ‌زَاتغ‌‌زّین.‌ّوچٌیيهیضا‌زَيیح‌

ٍ‌ذهَنیاذ‌ایي‌ًَع‌اظ‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌فهل‌ؾَم،‌هكسك‌وؿطی‌واخچَ‌زؼوین‌یافسِ‌ّاوَّاضا‌ضا‌زؼطیف‌

ًوائین.‌هی‌وٌین.‌ّوچٌیي‌لًیِ‌همساض‌هسَؾٍ‌ٍ‌همساض‌هیاًی‌اًسگطال‌فاظی‌ضا‌تیاىوؿطی‌فاظی‌ضا‌تطضؾی‌هی

‌زی ‌ؾدؽ‌تؿٍ ‌واخچَ ‌وؿطی ‌هكسك ‌اظ ‌اؾسفازُ ‌تا ‌ضا ‌زؼاضیف‌ٍ‌تسؾر‌هیلَض ‌اظ ‌اؾسفازُ ‌ؾدؽ‌تا آٍضین.

‌تا‌اؾسفازُ‌هكسكآٍضین.‌زض‌فهل‌چْاضم‌،‌تؿٍ‌زیلَض‌زؼوین‌یافسِ‌فاظی‌ضا‌تسؾر‌هیوٌیناضائِ‌هیلًایایی‌وِ‌

یي‌زؾسِ‌اظ‌هؼازلاذ‌ا‌وٌین‌وًِوائین‌ٍ‌ثاتر‌هیوؿطی‌فاظی‌تیاى‌قسُ،‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌هؼطفی‌هی

‌‌زاضًس.‌خَاب‌یىسا ‌هؼطفی ‌هؼازلاذ‌وٌینهیؾدؽ‌یه‌ضٍـ‌تطای‌حل‌هؼازلاذ‌وؿطی‌ذُی ‌ازاهِ ‌زض .

ای‌فاظی‌آى‌ضا‌تِ‌زؾسگاُ‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌فاظی‌زه‌هطزثِ‌هؼطفی‌ٍای‌فاظی‌ضا‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌چٌس‌هطزثِ

زض‌یه‌هؿالِ‌واضتطزی‌هىاًیه‌ؾیالاذ‌ضا‌‌ب،ٍ‌تؼس‌اظ‌اثثاذ‌ٍخَز‌ٍ‌هٌحهط‌تفطزی‌خَا‌ًوائینهیزثسیل‌

.‌ّوچٌیي،‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌ینآٍضهیفطم‌ولی‌خَاب‌ضا‌زض‌زٍ‌حالر‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌تسؾر‌‌گیطین‌ًٍظط‌هی

تؿٍ‌زیلَض‌زؼوین‌یافسِ‌تسؾر‌آهسُ‌زض‌فهل‌ؾَم‌ضٍـ‌اٍیلط‌وؿطی‌ضا‌زض‌حالر‌ّای‌هرسلف‌زیفطاًؿیل‌
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هثال‌اظ‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌هؼوَلی‌ٍ‌چٌس‌هطزثِ‌ای،‌ضٍـ‌ّای‌تیاى‌ؾدؽ‌تا‌چٌس‌‌آٍضین.هی‌رتسؾخصیطی‌

‌ًوایین.ٍ‌زض‌خایاى‌ًسایح‌حانل‌اظ‌ایي‌زحمیك‌ضا‌زض‌فهل‌خٌدن‌تیاى‌هی‌زّینقسُ‌ضا‌زَيیح‌هی
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 فصل دوم

 و هعشفی تواتع خاص حساب دیفشانسیل و انتگشال فاصی

 

 همذهه 2-1

‌فاظی‌ضا ‌ػسز ‌ًوَزى ‌تطای‌هؼطفی ‌زؼاضیف‌لاظم ٍ‌ ‌وطزُ ‌تیاى ‌فاظی‌ضا ‌هدوَػِ ‌هفَْم ‌اتسسا ‌ایي‌فهل ‌‌‌‌‌زض

‌تطضؾی‌،‌ٍ‌تا‌زَخِ‌تِ‌زاتغ‌ػًَیر‌اػساز‌فاظی‌اگَیینهی ‌اها‌اظ‌آى‌هیًَاع‌هرسلف‌اػساز‌فاظی‌ضا ًوایین.

ای‌ضا‌وِ‌خاضاهسطّای‌آى‌غیط‌لُؼی‌ّؿسٌس‌ضا‌هسل‌تٌسی‌وٌین‌تایس‌اظ‌اػساز‌ٍ‌خایی‌وِ‌ّطگاُ‌ترَاّین‌هؿالِ

‌تگیطین‌خؽ‌اّویر‌ٍ‌لعٍم‌اػوال‌حؿاتی‌تیي‌اػ ‌اظ‌ایي‌ضٍ‌زَاتغ‌فاظی‌تْطُ ساز‌فاظی‌هؼلَم‌ذَاّس‌قس.

‌زؼطیف‌خوغ،‌يطب‌ٍ‌زف ‌هؼطفی‌ٍ‌هفاّین‌‌وٌینهیطیك‌زٍ‌ػسز‌فاظی‌ضا ٍ‌ّوچٌیي‌زَاتغ‌فاظی‌همساض‌ضا

‌وٌین.هیاؾاؾی‌ّوچَى‌حس،‌خیَؾسگی،‌هكسك‌ٍ‌اًسگطال‌ایي‌زَاتغ‌ضا‌تطضؾی‌

زض‌خایاى‌ایي‌فهل‌ًیع‌تا‌چٌس‌هفَْم‌اظ‌حؿاب‌زیفطاًؿیل‌ٍ‌اًسگطال‌وؿطی‌غیط‌فاظی‌وِ‌زض‌فهَل‌تؼس‌هَضز‌

‌قَین.آقٌا‌هیًیاظ‌ذَاّس‌تَز،

 

 هدووعه فاصی و خواص آى 2-2

‌[.50]‌ًوایینزض‌ایي‌ترف،‌هفاّین‌ٍ‌زؼاضیف‌اٍلیِ‌هدوَػِ‌فاظی‌ضا‌تیاى‌هی
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 هدووعه فاصی 2-2-1

‌زاتغ‌هكرهِ‌ّط‌ظیط‌هدوَػِ‌لُؼی‌‌Xفطو‌وٌیس‌ ،‌هدَػX‌ِاظ‌Aیه‌هدوَػِ‌هطخغ‌زلرَاُ‌تاقس.

‌اؾر،‌{0,1}

1 , ;
( )

0 , .
A

x A
x

x A



 


‌

‌اظ‌هدَػِ‌زٍ‌ػًَی‌ ‌ضا ‌زاتغ‌هكرهِ ‌تطز ‌‌{0,1}حال‌اگط ‌تاظُ ‌یه‌زاتغ‌ذَاّین‌‌[0,1]تِ زَؾؼِ‌زّین،

‌ًاهین.هی‌Aزّس.‌ایي‌زاتغ‌ضا‌زاتغ‌ػًَیر‌ًؿثر‌هی‌[0,1]،‌ػسزی‌ضا‌اظ‌تاظX‌ُاظ‌xزاقر‌وِ‌تِ‌ّط‌

اؾر‌وِ‌آى‌ضا‌یه‌هدوَػِ‌فاظی‌ای‌یه‌هدوَػِ‌لُؼی‌ًیؿر‌تلىِ‌هدوَػA‌ِخؽ‌تٌاتطایي‌اوٌَى‌زیگط

‌تٌاتطایي‌یه‌هدوَػِ‌فاظی‌هی زَاًس‌تِ‌ََض‌هدوَػِ‌ای‌اؾر‌وِ‌زضخِ‌ػًَیر‌اػًاء‌آى‌هی‌Aًاهین.

‌‌اذسیاض‌قَز.‌[0,1]خیَؾسِ‌اظ‌تاظُ‌

)ضا‌تا‌‌Aاگط‌زاتغ‌ػًَیر‌ )
A

xقَز‌وِ‌ًكاى‌زّین،‌هكرم‌هی‌( )
A

xزاتؼی‌اؾر‌وِ‌تِ‌ّط‌ػًَ‌اظ‌‌

X‌‌ُتِ‌ػٌَاى‌زضخِ‌ػًَیر‌آى‌ػٌهط‌زض‌هدوَػِ‌فاظی‌‌[0,1]یه‌ػسز‌اظ‌تاظAزّس.‌ًعزیىی‌ًؿثر‌هی

)همساض‌ )
A

xتِ‌ػسز‌یه‌ًكاى‌زٌّسُ‌زؼلك‌تیكسط‌‌xتِ‌هدوَػِ‌فاظی‌‌A‌.اؾر‌ٍ‌تطػىؽ‌

 ی فاصیگاه هدووعهتکیه 2-2-2

)وX‌‌ِهدوَػِ‌ًماَی‌اظ‌ ) 0
A

x ‌‌ُتاقس،‌زىیِ‌گاAقَزًاهٌس،‌ٍ‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌ًكاى‌زازُ‌هیهی‌‌

   { | 0}
A

Supp A x X x   

 ی فاصیهدووعهکانوى)هشکض(  2-2-3

)وX‌‌ِهدوَػِ‌ًماَی‌اظ‌ ) 1
A

x تاقس،‌هطوع‌‌Aقَز،‌ٍ‌تهَضذ‌ظیط‌ًكاى‌زازُ‌هیقَزًاهیسُ‌هی‌‌

   { | 1}
A

Core A x X x  ‌

 ی فاصیاستفاع هدووعه 2-2-4

تاقس‌ضا‌زض‌ًظط‌تگیطیس.‌همساض‌ایي‌زضخِ‌ػًَیر‌ضا‌‌Aوِ‌زاضی‌تالازطیي‌زضخِ‌ػًَیر‌زض‌‌Xای‌اظ‌ًمُِ‌

‌ًاهٌس.‌یؼٌی‌هی‌Aاضزفاع‌هدوَػِ‌
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 {   |  } 
A

M Sup x x X ‌

 ی فاصی نشهالهدووعه 2-2-5

‌ضا‌ًطهال‌گَیٌس‌اگط‌ٍ‌فمٍ‌اگط‌اضزفاع‌آى‌تطاتط‌یه‌تاقس.‌یؼٌی‌Aهدوَػِ‌

 {   |   } 1
A

Sup x x X  ‌

ضا‌‌Aی‌فاظی‌غیط‌ًطهال‌زضغیط‌ایٌهَضذ‌آى‌ضا‌غیط‌ًطهال‌)ظیط‌ًطهال(‌گَیٌس.‌تسیْی‌اؾر‌وِ‌ّطهدوَػِ

)زَاى‌تا‌زمؿین‌هی )
A

xتط‌اضزفاع‌‌A.ًطهال‌وطز‌، 

 فاصیی هدووعهتشش  2-2-6

 )یؼٌی rحسالل‌تِ‌تعضگی‌Aضا‌وِ‌زضخِ‌ػًَیر‌آًْا‌زض‌هدوَػِ‌فاظی‌‌Xظیط‌هدوَػِ‌ػٌانطی‌اظ‌

‌0r تاقس‌ضا‌‌)rتطـ‌Aقَز‌گَیین‌وِ‌یه‌هدوَػِ‌غیط‌فاظی‌اؾر‌وِ‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌هی‌‌

[ )] ({ | }r

A
x X xA r  ‌

 هحذب ی فاصیهدووعه 2-2-7

1ضا‌هحسب‌گَیین‌اگط‌تطای‌ّط‌‌Aهدوَػِ‌فاظی‌ 2
,x x X‌‌ٍ[0,1]زاقسِ‌تاقین‌‌‌

1 2 1 2
[ (1 ) ] min[ ( ), ( )]

A A A
x x x x      ‌

 

 فاصی عذد 2-3

‌[.18]‌زض‌ایي‌ترف‌چٌس‌زؼطیف‌اظ‌اػساز‌فاظی‌ضا‌هؼطفی‌ذَاّین‌وطز

)زؼطیف.‌هدوَػِ‌فاظی‌‌2-3-1 )A ‌‌ُضا‌ػسز‌فاظی‌گَیین‌ّط‌گا‌

1. Aًطهال‌تاقس‌؛‌ 

2. Aهحسب‌تاقس؛‌ 
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3. ( )
A

xِای‌خیَؾسِ‌تاقس.زى‌

Xزؼطیف.‌هدوَػ2-3-2‌‌ِ ضا‌زض‌ًظط‌تگیطیس،‌یه‌ظیط‌هدوَػِ‌فاظی‌اظ‌‌Xتِ‌نَضذ‌یه‌ًگاقر‌‌

: [0,1  ]u X ًكاًگط‌هدوَػِ‌ای‌اظ‌ظیط‌هدوَػِ‌ّای‌فاظی‌اظ‌هحَض‌‌قَز.‌فطو‌وٌیس‌زؼطیف‌هی‌

:اػسازحمیمی‌تاقس‌)یؼٌی‌ [0,1  ]u وٌس(‌وِ‌زض‌ذهَنیاذ‌ظیط‌نسق‌هی‌

|ًطهال‌تاقس،‌یؼٌی‌‌u‌،uتِ‌اظای‌ّط‌ .1 ( ) 1{ }nx u x   

هحسب‌تاقس،‌یؼٌی‌u‌،uتِ‌اظای‌ّط‌ .2

‌, , 0 1         ( (1 ) ) ( ), ( ) .{ }x y u x y min u x u y         

 ًیوِ‌خیَؾسِ‌تالایی‌تاقس.‌تط‌‌u‌،uتِ‌اظای‌ّط‌ .3

}‌1تؿساض .4 | ( ) 0}x uc xl  ‌.فكطزُ‌تاقس 

‌قَز.‌هدوَػِ‌اػساز‌فاظی‌ًاهیسُ‌هی‌زض‌ایي‌نَضذ‌

0.‌اگط‌ًىسِ.‌اػساز‌حمیمی‌ّوچٌیي‌اػساز‌فاظی‌ّؿسٌس،‌یؼٌی‌‌2-3-3
x ‌‌ِزاتغ‌ػًَیر‌آى‌ت

‌قَزنَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌هی

0

0

0
( )

1

x x
u x

x x


 


‌

 تشش اعذاد فاصی 2-3-4

0تطای‌ 1r لطاض‌زّیس‌ [ ] ( )|ru x u x r  ‌‌ٍ 0[ ] ( ) 0|u cl x u x  ‌،زض‌ایي‌نَضذ[ ]ru‌

‌تطـ‌لُط‌ػسز‌فاظی‌ًام‌زاضز.‌0تطـ‌هطوع‌1‌ٍگَیین.‌هی‌uتطـ‌ػسز‌فاظی‌rضا‌

]u‌‌ٍ[(.‌فطو‌وٌیس‌50)]2لًیِ‌اؾسىیٌگ‌2-3-4-1 ]ru‌rتطـ‌آى‌تاقس،‌زض‌ایي‌نَضذ‌

1. [ ]ru0تاقس‌ٍ‌تطای‌ّط‌یه‌تاظُ‌تؿسِ‌هی‌ 1r زاضین‌‌[ ] [ , ]r

r r
u u u . 

1اگط‌ .2 2
0 1r r  ‌‌ُ2آًگا 1[ ] [ ]

r r
u u. 

تطای‌ّط‌زًثالِ‌ .3 n
r‌‌ِ0,1)ّوگطا‌ت]rزاضین‌

1

[ ] [ ]nr r

n

u u




. 

                                                
1. Closure 

2. Stacking Theorem 
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تطای‌ّط‌زًثالِ‌ .4 n
r‌‌ِ0زاضین‌0ّوگطا‌ت

1

[ ] [ ]nr

n

cl u u




 
 

 
. 

‌فشم پاساهتشی اعذاد فاصی 2-3-5

)زض‌فطم‌خاضاهسطی‌تِ‌نَضذ‌ظٍج‌‌uیه‌ػسز‌فاظی‌فاظی‌ , )
r r

u u اظ‌زَاتغ‌‌,
r r

u u ‌ٍ0 1r تاقس‌وِ‌هی‌

‌زض‌قطایٍ‌ظیط‌نسق‌وٌس:‌

1. 
r

uتاقس.‌0ٍ‌ضاؾر‌خیَؾسِ‌زض‌‌[0,1)یه‌زاتغ‌وطاًساض،‌ًاًعٍلی‌ٍ‌چح‌خیَؾسِ‌تط‌‌ 

2. 
r

uتاقس.‌0ٍ‌ضاؾر‌خیَؾسِ‌زض‌‌[0,1)یه‌زاتغ‌وطاًساض،‌ًانؼَزی‌ٍ‌چح‌خیَؾسِ‌تط‌‌ 

0تطای‌ّط .3 1r ‌،
r r

u u .‌

 LRاعذاد فاصی  2-3-6

,زٍ‌زاتغ‌‌ :[0,1] [0,1]L R ‌‌ٍ(0)وِ‌نؼَزی‌ٍ‌خیَؾسِ‌ّؿسٌس‌ٍ‌زض‌قطای (0) 0L R ‌‌ٍ‌

(1) (1) 1L R وٌٌس‌ضا‌زض‌ًظط‌تگیطیس.‌فطو‌وٌیس‌نسق‌هی‌a b c d  ‌‌ِاػسازحمیمی‌تاقٌس.‌هدوَػ

:فاظی‌ [0,1  ]u یفاظضا‌ػسز‌‌LRتاقسهینَضذ‌ظیط‌ِ‌زاتغ‌ػًَیسی‌تًاهٌس‌وِ‌زاضای‌هی‌‌

0

( 1)

0

x a
L

u x

R

x a

a x b
b a

b x c

d x
c x d

d c

x d



 


 


 








 
 

  


 


   
  



‌

 ایاعذاد فاصی روصنمه 2-3-7

‌ ‌حالر‌ذال‌اػساز ‌شٍظًمLRِزض ‌ػسز ،‌ ‌زَاتغ ‌ذَاّین‌زاقر‌اگط R,ای‌ضا Lّط‌ػسز‌‌‌ یه‌ذٍ‌تاقٌس،

)4زَاى‌تِ‌نَضذ‌ای‌ضا‌هیشٍظًمِ , , , )a b c d تاقسًكاى‌زاز‌وِ‌زاضی‌زاتغ‌ػًَیر‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌هی‌‌
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0

(

0

) 1

x a

a x b
b a

b x c

d x
c x

x a

u x

d
d c

x d



 


 


 









 









‌

‌تاقستطـ‌آى‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌هیrیه‌ػسز‌شٍظًمِ‌ای‌تاقس‌آًگاu‌ُاگط‌

( ), ( )
r r

u a r b a u d r d c      ‌

 اعذاد فاصی هثلثی 2-3-8

bای،‌ٍلسی‌زض‌حالر‌ذال‌ػسز‌فاظی‌شٍظًمِ cی‌هثلثی‌ضا‌ذَاّین‌زاقر‌وِ‌تا‌ؾِتاقس،‌آًگاُ‌ػسز‌فاظ‌‌

)3زایی‌هطزة‌ , , )a b c هی‌‌ ‌ًكاى‌زازُ cتطاتط‌یه‌اؾر‌b‌‌ٍقًَس‌وِ‌همساض‌زاتغ‌ػًَیر‌زض bضا‌‌

bخٌْای‌ضاؾر‌ٍ‌ aًاهٌس.‌وِ‌زاضای‌زاتغ‌ػًَیر‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌اؾرضا‌خٌْای‌چح‌ػسز‌فاظی‌هثلثی‌هی‌‌

‌

0

( )

0

x a

x a
a x b

b a
u x

c x
b x c

c b

x c





  
 

 
  

 
 

‌

)تطـ،‌rّوچٌیي‌َثك‌زؼطیف‌ )
r

u a b a r   ‌‌ٍ( )
r

u c c b r   ًماٌ‌اًسْایی‌‌rتطـ‌ػسز‌فاظی‌

0هثلثی‌تِ‌اظای‌ّط‌ 1r تاقس.هی‌‌

 اعذاد فاصی هثثت و هنفی هثلثی 2-3-9

‌وِ‌تِ‌نَضذ‌ؾِ‌زایی‌‌uػسز‌فاظی‌هثلثی‌ )ضا , , )a b cػسز‌‌‌ ‌زضًظط‌تگیطیس. ‌ضا هثثر‌اؾر‌اگط‌‌uتاقس،

0a ّوچٌیي‌،u0هٌفی‌اؾر‌اگط‌‌a ‌‌.تاقس‌
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 اعوال حساتی دس هدووعه اعذاد فاصی 2-4

‌حالر‌‌خاضاهسطّای‌تا‌ػولیاذ‌اًدام‌تطای‌ها‌اغلة، ‌تایس‌زض ‌وِ ‌زؼطیف‌اػوال‌حؿاتی‌زاضین. ‌تِ ‌ًیاظ هثْن

ازُ‌قطٍع‌ظ‌1ذال‌ّواى‌زؼاضیف‌ولاؾیه‌زض‌هدوَػِ‌اػساز‌حمیمی‌تاقس.‌ها‌ایي‌تحث‌ضا‌تا‌انل‌گؿسطـ

‌[.50‌،18‌،11ًوایین‌]هی

‌اصل گستشش 2-4-1

تU‌‌ِزّس‌زا‌زاهٌِ‌یه‌زاتغ‌ضا‌اظ‌ًماَی‌زض‌انل‌گؿسطـ‌یه‌ضاتُِ‌اؾاؾی‌اؾر‌وِ‌تِ‌ها‌ایي‌اهىاى‌ضا‌هی

‌فطو‌وٌیس‌‌Uهدوَػِ‌ّای‌فاظی‌زض‌ ‌هكرم‌زط‌ایي‌وِ، f:زَؾؼِ‌زّین. U Vدوَػِ‌زاتؼی‌اظ‌ه‌

‌ّوچٌیي‌فطو‌وٌیس‌یه‌هدوَػِ‌فاظی‌‌Vتِ‌هدَػِ‌لُؼی‌‌Uلُؼی‌ ‌‌Aتاقس. ‌ها‌Uزض ٍ‌ ‌قسُ ‌زازُ

)ضا‌تِ‌ًحَی‌زؼییي‌وٌین‌وV‌‌ِزض‌‌Bهیرَاّین‌هدوَػِ‌فاظی‌ )B f Aاگط‌‌.fیه‌ًگاقر‌یه‌تِ‌یه‌

‌تاقس،آى‌گاُ‌زاضین،

(2-1)‌1( ) [ ( )],
B A

y f y y V   ‌

)1وِ‌زض‌آى‌ )f yهؼىَؼ‌ ،f‌ِتِ‌ایي‌هؼٌی‌و‌ ]1تَزُ، ( )]f f y y اگط‌‌ .f‌‌ُآى‌گا‌ یه‌تِ‌یه‌ًثاقس،

ًگاقسV‌‌ِتِ‌یه‌ًمُِ‌یىؿاى‌زض‌‌Aتا‌همازیط‌زؼلك‌هسفاٍذ‌زض‌‌Uٌّگاهی‌وِ‌زٍ‌یا‌چٌس‌ًمُِ‌هسوایع‌زض‌

‌ ‌تاقین ‌زاقسِ ‌اگط ‌هثال ‌ػٌَاى ‌تِ ‌آهس. ‌ذَاّس ‌تَخَز ‌اتْام 1قًَس، 2
( ) ( )f x f x y ‌‌ ٍلی

1 2
x x‌‌ٍ

1 2
( ) ( )x x ‌ُِآى‌گاُ‌ؾور‌ضاؾر‌ضات‌ 1زَاًس‌زٍ‌همساض‌هرسلف‌هی‌(2-1)،

1
( ) ( ( ))

A A
x f y  یا‌‌

1

2
( ) ( ( ))

A A
x f y  ‌‌ِت‌ ‌ضا ‌زؼلك ‌همساض ‌تیي‌زٍ ‌تعضگسط ‌همساض ‌ها ‌اتْام، ‌ایي ‌تطای‌ضفغ ‌ًوایس. ‌اذسیاض ضا

( )
B

yزّین.‌زض‌حالر‌ولی،‌زاتغ‌زؼلك‌تطای‌ًؿثر‌هی‌Bقَز،تِ‌نَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌هی‌‌

(2-2)‌
1( )

( ) ( ),      
x f y

B A
y max x y V 



 ‌

)1وِ‌زض‌آى‌ )f yقَز،تِ‌نَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌هی‌

1( ) | ( ){ }f y x U f x y   ‌

‌قَز.‌انل‌گؿسطـ‌ًاهیسُ‌هی‌(2-2)ضاتُِ‌

                                                
1. Expansion principle 
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2-4-1-1‌‌ ‌وٌیس ‌فطو )لًیِ. , ) :f x y  هی‌‌ ‌آًگاُ ‌تاقس، ‌تِ‌خیَؾسِ ‌ضا ‌آى زَاًین

:F  زاز‌تِ‌ََضی‌وِ‌‌گؿسطـ‌( , )w F u vزاضای‌‌rتطـ‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌اؾر‌

[ ] { ( , ) | [ ] , [ ] }r r rw f x y x u y v  ‌

u,تطای‌ّط‌ vیؼٌی‌اگط‌‌،[ ] [ , ]r

r r
w w w تاقس،‌آًگاُ‌ذَاّین‌زاقر‌‌‌

 inf ( , ) | [ ] , [ ]r r

r
w f x y x u y v   ‌

 sup ( , ) | [ ] , [ ]r r

r
w f x y x u y v   ‌

 اعوال حساتی دس اعذاد فاصی هثلثی 2-4-2

u ,فطو‌وٌیس‌ vزٍ‌ػسز‌فاظی‌هثلثی‌‌
1 1 1

( , , )u a b c‌ٍ
2 2 2

( , , )v a b cتاقس‌زض‌ایي‌نَضذ‌‌

 خوع 2-4-2-1

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2
( , , ) ( , , ) ( , , )u v a b c a b c a a b b c c      ‌

 ضشب اسکالش 2-4-2-2

1 1 1

1 1 1

( , , ) 0

( , , ) 0

ka kb kc k
k u

kc kb ka k


 


‌

 ضشب دو عذد هثثت 2-4-2-3

1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1 1 1
( , , )u v a b a b bb bb bc b c bc    ‌

 تفشیك 2-4-2-4

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2
( , , ) ( , , ) ( , , )u v a b c a b c a c b b c a      

 تشش اعذاد فاصیrاعوال حساتی سوی  2-4-3

u ,فطو‌وٌیس‌ v‌‌ٍزٍ‌ػسز‌فاظی‌تاقٌس.‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌انل‌گؿسطـ‌خوغ‌ٍ‌يطب‌اؾىالط‌ٍ‌يطب‌ز

 آیس.(‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌تسؾر‌هی1-1-4-2ػسز‌فاظی‌َثك‌لًیِ‌)
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 خوع 2-4-3-1

 [ ] | [ ] , [ ] [ ] [ ] [ , ]r r r r r

r r r r
u v x y x u y v u v u v u v            ‌

 ضشب اسکالش 2-4-3-2

 [ ] | [ ] [ ]
[ , ] 0

[ , ] 0

r r r r

r r

r k
k u kx x u k

u ku k

ku ku k
u

 

 
  

 
 


‌

 ضشب 2-4-3-3

[ ] [min{ , , , },max{ , , , }]r

r r r r r r r r r r r r r r r r
u v u v u v u v u v u v u v u v u v               ‌

 1تفشیك هاکوهاسا 2-4-3-4

‌‌ u ,فطو‌وٌیس v‌ ‌اگط ،w‌‌ ‌ای‌وِ ‌گًَِ ‌تِ ‌تاقس uهَخَز v w ‌ ‌گاُ ‌آى ،wزفايل‌‌‌ ضا

uًاهین‌ٍآى‌ضا‌تا‌هی‌u‌‌ٍvّاوَّاضا‌ vقَززّین‌ٍ‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌هیًوایف‌هی‌‌

[ ] [ ] [ ] [ , ]r r r

r r r r
u v u v u v u v       ‌

اظ‌آى‌خایی‌وِ‌اگط‌
r r r r

u u v v     تاقس‌زفايل‌ّاوَّاضا‌هَخَز‌ًیؿر.‌تطای‌ضفغ‌ایي‌اقىال،‌زفايل‌‌

‌زؼوین‌یافسِ‌ّاوَّاضا‌اضائِ‌قس.‌

 2ی هاکوهاساتفاضل تعوین یافته 2-4-3-5

u ,فطو‌وٌیس‌‌ vآًگاُ‌زفايل‌زؼوین‌یافسِ‌ّاوَّاضا‌‌،u‌‌ٍvقَزتِ‌نَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌هی‌‌

     (i).  ,

 (ii).  ( 1) .
gH

u v w
u v w

or v u w

 
  

  
‌

‌تاقستِ‌نَضذ‌ظیط‌هی‌u‌‌ٍvی‌ّاوَّاضا‌یافسِتطـ‌زفايل‌زؼوین‌rخؽ‌

[ ] [min{ , },max{ , }]
gH r r r r r r r r

ru v u v u v u v u v           
 

                                                
1. Hukuhara difference 

2. Generalized Hukuhara difference 
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ی‌ّاوَّاضا‌تطای‌ایٌىِ‌زفايل‌زؼوین‌یافسِ
gH

u v‌‌ِتاقس‌تایس‌قطایٍ‌ظیط‌تطلطاض‌تاقس‌هسؼلك‌ت‌

,
case(i) [0,1],

, , ,

,  
case(ii)

  

       

[

 

  

      
0,1].

, ,  , 

r r r r r r

r r r r

r r r r r r

r r r r

w u v w u v
r

w w w w

w u v w u v
r

w w w w

     

   

     

   

    
 



    
 



‌

 ی هاکوهاساویژگی های تفاضل تعوین یافته 2-4-3-6

u ,زٍ‌ػسز‌فاظی‌ vزض‌ًظط‌تگیطیس،‌زض‌ایي‌نَضذ‌‌

 ی‌ّاوَّاضا‌زض‌نَضذ‌ٍخَز،‌یىساؾر.زفايل‌زؼوین‌یافسِ .1

اگط‌ .2
gH

u vزض‌حالر‌‌(i)‌‌ُهَخَز‌تاقس،‌آًگا
gH

v uزض‌حالر‌(ii)‌‌.تطلطاض‌اؾر‌ٍ‌تطػىؽ 

3. ( )
gH

v uu v  

4. 0 ( )
gH gH gH

u v v u 

5. 
gH gH

u v v u w ض‌نَضزی‌تطلطاض‌اؾر‌وِز‌‌w w ‌0خؽ‌w اؾر،‌لصا‌‌u v. 

‌فاظی‌ :توخه 2-4-3-7 ‌تِ‌اظای‌ّط‌زٍ‌ػسز ‌ایي‌خایاى‌ًاهِ‌فطو‌تطایي‌اؾر‌وِ u,زض v‌ُآًگا
gH

u v‌

‌تاقس.هی‌هَخَز‌اؾر‌ٍ‌هسؼلك‌تِ‌

‌

 1فاصله هاسذوسف 2-5

:زاتغ‌ 0}{D  ضا‌وِ‌تِ‌نَضذ‌‌‌

[0, 1]

( ,  ) sup max | |, | |{ }
r r r r

r

D u v u v u v   



  
‌

‌هی ‌زؼطیف ‌فاظی ‌ػسز ‌زٍ ‌تیي ‌ّاؾسٍضف ‌فانلِ ‌ضا u,قَز، v‌‌ ‌هسطیه ‌فًای )گَیین. ,  )D‌‌،واهل

 :]31[وٌسخساقسًی‌ٍ‌تِ‌نَضذ‌هَيؼی‌فكطزُ‌اؾر،‌وِ‌زض‌ذهَنیاذ‌ظیط‌نسق‌هی

‌

                                                
1. Hausdorff distance  
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,( , ) ( , ), , D u v D v u u v  ‌

( ,  ) ( ,  ) , ,  ,  ,D u w v w D u v u v w     

( ,  ) | | ( ,  ),  ,    ,,D u v D u v u v       

( ,  ) ( ,  ) ( ,  ), ,  ,  ,  .D u v w z D u w D v z u v w z     ‌

 

 تاتع فاصی 2-6

]:زاتغ , ]f a b هی‌‌ ‌همساض ‌فاظی ‌زاتغ ‌یه ‌ٍضا ‌rًاهین ‌همساض ‌فاظی ‌زاتغ ‌ّط‌‌fتطـ ‌اظای تِ

[ , ]x a b‌‌ٍ[0,1]rضا‌تِ‌نَضذ‌‌( ; ) [ ( ), ( )]
r r

f x r f x f x زّین.ًوایف‌هی‌‌

 

 حذ و پیوستگی تاتع فاصی  2-7

]:زاتغ‌فاظی‌همساض‌ , ]f a b ‌‌ٍُِ‌ًم
0

[ , ]x a bزض‌ًظط‌تگیطیس،‌اگط‌‌‌

0
0  0  0 | | ( ( ), )( )x x x D f x L          ‌

زض‌ًمf‌‌ُِحس‌زاتغ‌‌Lآًگاُ‌
0

xقَزتاقس،‌وِ‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌ًكاى‌زازُ‌هیهی‌‌

0

lim ( )
x x

f x L


‌

‌ضا‌خیَؾسِ‌گَیین‌ّطگاf‌‌ٍُ‌ّوچٌیي‌زاتغ‌

0
0

lim ( ) ( )
x x

f x f x


‌

]تط‌تاظf‌‌ٍُ‌زاتغ‌فاظی‌همساض‌ , ]a b‌‌ُِ0خیَؾسِ‌گَیین‌اگط‌زض‌ّط‌ًم
[ ,  ]ax b‌‌ِخیَؾسِ‌تاقس‌تِ‌ََضی‌و

b,خیَؾسگی‌زض‌ًماٌ‌ a13,27[تاقسیه‌َطفِ‌هی‌[.‌

]زض‌ایي‌خایاى‌ًاهِ،‌هدوَػِ‌زوام‌زَاتغ‌فاظی‌همساض‌خیَؾسِ‌تط‌تاظُ‌ , ]a bضا‌تا‌ًواز‌‌[ , ]C a bزّین.ًكاى‌هی‌
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 هشتك تاتع فاصی 2-8

 ,21-18[ زكطیح‌ذَاّین‌ًوَززض‌ایي‌ترف‌اًَاع‌هكسك‌زاتغ‌فاظی‌همساض‌ضا‌تیاى‌وطزُ‌ٍ‌ذهَنیاذ‌آى‌ضا‌

43-45[‌.‌

  1هشتك هاکوهاسا 2-8-1

]:زاتغ‌‌ , ]f a b ‌ُِضا‌زض‌ًم
0

[ , ]x a b0گَیٌس‌اگط‌تطای‌ّط‌‌2ضا‌هكسك‌خصیط‌ّاوَّاضا‌h ‌‌ُتِ‌اًساظ

‌ وافی‌وَچه‌زفايل
0 0

( ) ( )f x f x h‌‌ ٍ
0 0

( ) ( )f x h f x‌‌ ‌همساض ٍ
0

( )f x هَخَز‌‌‌ چٌاى

‌تاقس‌وِ‌

(2-3)‌0 0 0 0

0 0
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( , ( )) ( , ( )) 0

h h

f x h f x f x f x h
lim D f x lim D f x

h h

 
  ‌

زض‌ایي‌نَضذ‌
0
)(f xضا‌هكسك‌ّاوَّاضا‌زاتغ‌f‌‌ُِزض‌ًم

0
[ , ]x a bًاهین.هی‌‌

)زَاتغ‌زض‌فًای‌هسطیه‌‌(3-2)زض‌ضاتُِ‌ , )Dقًَس‌ٍ‌زض‌ًماٌ‌اًسْایی‌گطفسِ‌هی‌[ , ]a bزٌْا‌هكسك‌یه‌‌،

]:َطفِ‌گطفسِ‌هی‌قَز.‌تٌاتطایي‌زاتغ‌ , ]f a b ‌‌ُزض‌تاظ[ , ]a bهكسك‌خصیط‌ّاوَّاضا‌گَیین‌ّطگاُ‌زاتغ‌‌

f‌‌ٌزض‌زوام‌ًما
0

[ , ]x a b‌.هكسك‌خصیط‌تاقس‌

2-8-1-1‌‌ ‌همساض ‌فاظی ‌زاتغ ]:لًیِ. , ]f a b ‌‌ ‌تا )تطـ‌rضا ; ) [ ( ), ( )]
r r

f x r f x f x ًظط‌‌‌ زض

‌اگط‌زاتغ‌ ]تط‌fتگیطیس. , ]a bزَاتغ‌‌ّاوَّاضا‌ هكسك‌خصیط‌‌ )تاقس‌آًگاُ ) ( )
r

f x ‌‌ٍ( ) ( )
r

f x تِ‌اظای‌ّط‌

[0,1]r‌ٍ‌ ‌اؾر ‌خصیط )‌هكسك ; ) [( ) ( ),( ) ( )]
r r

f x r f x f x   ‌ ‌ّط ‌اظای ‌تِ ‌وِ ‌ََضی r‌‌ٍ[0,1]تِ

[ , ]x a bزاضین‌‌

( ) ( ) ( ) ( )
r r

f x f x  .‌

یىی‌اظ‌يؼف‌ّای‌اؾاؾی‌وِ‌زض‌هفَْم‌هكسك‌خصیطی‌زَاتغ‌فاظی‌ٍخَز‌زاضز‌آى‌اؾر‌وِ‌هكسك‌ّاوَّاضای‌

0یؼٌی‌‌fزاتغ‌فاظی‌همساض‌ 0

0

( ) ( )

h

f x f x h
lim

h

‌‌ 0یا 0

0

( ) ( )

h

f x h f x
lim

h

‌ٍّط‌ز‌ یه‌ػسز‌فاظی‌‌یا

‌ًثاقس،‌زض‌ایي‌نَضذ‌هكسك‌هَخَز‌ًیؿر.‌تطای‌زَيیح‌تیكسط‌ایي‌هَيَع‌تِ‌هثال‌ظیط‌زَخِ‌وٌیس.‌

                                                
1. Hukuhara derivative 

2. Hukuhara differentiable  
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)هثال.‌زاتغ‌2-8-1-2 ; ) [ ,(2 )]sinf x r r r x 0ضا‌تِ‌اظای‌‌ x  ‌‌ٍ0 1r ‌.زض‌ًظط‌تگیطیس‌

( ; ) [( ) ( ),( ) ( )] [ cos ,(2 )cos ]
r r

f x r f x f x r x r x     ‌

0ػثاضذ‌فَق‌تطای‌
2

x


 یه‌ػسز‌فاظی‌اؾر‌ٍلی‌تطای‌‌
2

x


ػسز‌فاظی‌ًیؿر،‌خؽ‌‌( )f xتِ‌اظای‌‌

( , ]
2

x


‌.هَخَز‌ًیؿر‌

‌وٌین.اظ‌هكسك‌تطای‌زَاتغ‌فاظی‌همساض‌زؼطیف‌هی‌یحال‌زؼطیف‌زیگط

 1ی لویهشتك پزیش تعوین یافته 2-8-2

]:زاتغ‌ , ]f a b ‌ُِضا‌زض‌ًم
0

[ , ]x a b‌(ضا‌هكسك‌خصیط‌زؼوین‌یافسِ‌ی‌لَی‌GH-گَیٌس‌‌‌)هكسك‌خصیط

اگط‌ٍخَز‌زاقسِ‌تاقس‌
0

( )f x ‌‌ِچٌاى‌و‌

i. 0تِ‌اظای‌ّط‌h 0تِ‌اًساظُ‌وافی‌وَچه،‌زفايل‌‌ 0
( ) ( )f x f x h‌‌ٍ0 0

( ) ( )f x h f x‌‌ٍ

 هَخَز‌تاقٌس‌‌(Dحسٍز‌ظیط‌)زض‌فًای‌هسطیه‌

0 0 0 0
0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

h h

f x h f x f x f x h
lim lim f x

h h

 
 

‌

‌یا

ii. 0تِ‌اظای‌ّط‌h 0تِ‌اًساظُ‌وافی‌وَچه،‌زفايل‌‌ 0
( ) ( )f x fh x‌ٍ0 0

( ) ( )f x f x h

 ٍحسٍز‌هَخَز‌تاقٌس‌

0 0 0 0

0
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

h h

f x f x f x f x
lim

h
lim f x

h h

h











‌

یا
‌

iii. 0تِ‌اظای‌ّط‌h 0تِ‌اًساظُ‌وافی‌وَچه،‌زفايل‌‌ 0
( ) ( )f x fh x‌‌ٍ0 0

( ) ( )f x fh x‌‌ٍ

 حسٍز‌ظیطهَخَز‌تاقٌس‌

0 0 0 0

0
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

h h

h h

h

f x f x f x f x
lim lim f x

h
 







‌

                                                
1. Strongly generalized differentiable 
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‌یا

iv. 0تِ‌اظای‌ّط‌h تِ‌اًساظُ‌وافی‌وَچه،‌زفايل‌‌
0 0

( ) ( )f x f x h‌‌ٍ
0 0

( ) ( )f x f x h‌‌ٍ

 حسٍز‌ظیطهَخَز‌تاقٌس‌

0 0 0 0

0
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

h h

f x f x f x f x
lim lim f x

h

h h

h
 

 


‌

زَاى‌تِ‌زؼطیف‌زیگطی‌اظ‌هفَْم‌هكسك‌زَاتغ‌فاظی‌همساض‌تا‌زض‌ًظط‌گطفسي‌زفايل‌زؼوین‌یافسِ‌ّاوَّاضا‌هی

‌نَضذ‌ظیط‌تیاى‌وطز.

 1ی هاکوهاساهشتك تعوین یافته 2-8-3

‌ ًمُِ
0

( , )x a b‌‌ ٍh‌‌ ‌وِ ‌تگیطیس ‌ًظط ‌زض ‌چٌاى ضا
0

( , )x h a b زؼوین‌‌ ‌ایي‌نَضذ‌هكسك یافسِ‌‌زض

:ّاوَّاضا‌زاتغ‌ ( , )f a b ‌‌ُِزض‌ًم
0

xقَزتِ‌نَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌هی‌‌

0 0

0
0

( ) ( )
( ) lim

gH

gH
h

f x h f x
f x

h


 ‌

اگط‌
0

( )
gH

f x آًگاُ‌گَیین‌‌ ،f2ی‌ّاوَّاضاخصیط‌زؼوین‌یافسِزیفطاًؿیل‌‌‌(gHزض‌‌)زیفطاًؿیل‌خصیط

ًمُِ‌
0

x‌‌.اؾر‌

‌زَاى‌تطای‌هكسك‌خصیطی‌زؼوین‌یافسِ‌ّاوَّاضا‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌تیاى‌وطز.تِ‌نَضذ‌هؼازل‌زؼطیف‌زیگطی‌هی

:زؼطیف.‌فطو‌وٌیس‌‌2-8-3-1 ( , )f a b ‌‌ٍزاتؼی‌فاظی‌همساض‌تاقس‌( , )c a bزض‌ایي‌نَضذ‌زاتغ‌‌.

‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌اؾر‌اگطc‌gHزض‌ًمf‌‌ُِفاظی‌

( ) (
i( m)

)
l

gH

x
H

c
g

f
f c

x f c

x c
 


‌

‌ًاهین.هی‌cزض‌ًمf‌‌ُِهكسك‌زاتغ‌gHتاقس،‌زض‌ایي‌نَضذ‌ایي‌همساض‌ضا‌‌هَخَز‌ٍ‌هسؼلك‌تِ‌فًای‌

‌21)]‌زؼطیف‌2-8-3-2 ‌وِ ‌فطو‌وٌیس .)]: ( , )f a b ‌‌ ‌ایي‌gHزاتؼی ‌زض ‌تاقس. ‌خصیط زیفطاًؿیل

‌نَضذ

                                                
1. Generalized Hukuhara derivative 
2. Generalized Hukuhara differentiable  
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)گَیین‌ )f x‌ُِزض‌ًم
0

x‌،[( ) ]i gH زیفطاًؿیل‌خصیط‌اؾر‌اگط‌

(2-4)‌
0 0 0

(i). ( ; ) [( ) ( ),( ) ( )] 0 1
gH r r

f x r f x f x r     ‌‌

)گَیین‌ )f x‌‌ُِزض‌ًم
0

x‌،[( ) ]ii gH زیفطاًؿیل‌خصیط‌اؾر‌اگط‌

(2-5)‌
0 0 0

(ii). ( ; ) [( ) ( ),( ) ( )] 0 1
gH r r

f x r f x f x r      

‌‌

2-8-3-3‌‌ ‌ًمُِ زؼطیف.
0

( , )x a bزؼَیى‌‌ ‌‌1ًمُِ ‌خصیطیgHًَع ‌ّط‌fزیفطاًؿیل ‌تطای ‌اگط اؾر،

اظ‌‌Vّوؿایگی‌
0

x‌‌ًٌما
1 0 2

x x x ‌‌ِهَخَز‌تاقس‌تِ‌ََضی‌و‌

‌زؼَیى‌ًَع ‌‌(I)ًمُِ ‌ًمُِ زض
1

x‌(2-4)‌‌ ٍ‌ ‌ًثاقس‌(5-2)تطلطاضتاقس ‌‌تطلطاض ‌ًمُِ ‌زض ٍ
2

x‌(2-5)‌

 .تطلطاض‌ًثاقس‌(4-2)تطلطاضتاقس‌ٍ‌

‌ ‌‌(IIزؼَیى‌ًَع)ًمُِ ‌ًمُِ زض
1

x‌(2-5)‌‌ ٍ‌ ‌‌(4-2)تطلطاضتاقس ‌ًمُِ ‌زض ‌ًثاقسٍ تطلطاض
2

x‌(2-4)‌

 .تطلطاض‌ًثاقس‌(5-2)تطلطاضتاقس‌ٍ‌

 هشتك پزیشی تعوین یافته هاکوهاسا اص هشتثه دوم 2-8-4

:فطو‌وٌیس‌ ( , )f a b زض‌ایي‌نَضذ‌زاتغ‌‌‌ ‌fزاتؼی‌فاظی‌همساض‌تاقس. ،gHزیفطاًؿیل‌خصیط‌اظ‌

‌ ‌ًمُِ ‌زض ‌زٍم هطزثِ
0

( , )x a b‌‌ ‌زاتغ ‌)یؼٌیf،gHاؾر‌اگط ‌تاقس ‌خصیط زیفطاًؿیل
0

( )
gH

f x ‌ٍ‌ )

‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌آى‌زؼَیى‌ًكَز.‌زض‌ایي‌نَضذ‌gHای‌ًَع‌ّوچٌیي‌زض‌ّیچ‌ًمُِ

0 0

0
0

( ) ( )
( ) lim ,

gH gH gH

gH
h

f x h f x
f x

h

 
 

‌

0تِ‌قطٌ‌آى‌وِ‌
( )

gH
f x خؽ‌زاتغ‌‌.f‌‌ِضا‌زٍ‌هطزثgH.زیفطاًؿیل‌خصیط‌گَیین‌

:زؼطیف.‌فطو‌وٌیس‌و2-8-4-1‌‌ِ ( , )f a b ‌‌ٍ( )
gH

f x‌‌ُِ0زض‌ًم
( , )x a bچٌاى‌،gHزیفطاًؿیل‌

)خصیط‌تاقس‌وِ‌ّیچ‌ًمُِ‌زؼَیى‌ًَع‌زض‌تاظُ‌ , )a bهَخَز‌ًثاقس‌ٍ‌زَاتغ‌( ) ( )
r gH

f x ‌ٍ( ) ( )
r gH

f x ‌‌ٍّط‌ز

0زض‌ًمُِ‌
xزیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقٌس.‌زض‌ایي‌نَضذ‌‌

                                                
1. Switching point 
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 ( )
gH

f x،[( ) ]i gH ُِزیفطاًؿیل‌خصیط‌زض‌ًم
0

xاؾر،‌ّطگاُ‌ًَع‌‌gHزیفطاًؿیل‌خصیطی‌( )f x‌

‌ٍ( )
gH

f xیىؿاى‌تاقس،‌خؽ‌زض‌ایي‌نَضذ‌ 

0 0 0
(i). ( ; ) [( ) ( ),( ) ( )],  0 1,

gH r r
f x r f x f x r     ‌

 ( )
gH

f x،[( ) ]ii gH ُِزیفطاًؿیل‌خصیط‌زض‌ًم
0

xاؾر‌ّطگاُ‌ًَع‌‌gHزیفطاًؿیل‌خصیطی‌( )f x‌

‌ٍ( )
gH

f xهسفاٍذ‌تاقس،‌خؽ‌زض‌ایي‌نَضذ 

0 0 0
(ii). ( ; ) [( ) ( ),( ) ( )],  0 1.

gH r r
f x r f x f x r     ‌

 امmهشتك پزیشی تعوین یافته هاکوهاسا اص هشتثه 2-8-5

:فطو‌وٌیس‌‌ ( , )f a b زض‌ایي‌نَضذ‌زاتغ‌‌‌ ‌fزاتؼی‌فاظی‌همساض‌تاقس. ،gHزیفطاًؿیل‌خصیط‌اظ‌

ام‌زض‌ًمm‌ُِهطزثِ‌
0

( , )x a bاؾر‌اگط‌زَاتغ‌‌( )i

gH
f0,1تِ‌اظای‌,..., 1i m ،gHزیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقٌس‌

)تط‌‌زیفطاًؿیل‌خصیطیgHًَع‌‌زؼَیى‌یٍ‌ًمُِ , )a b‌ًٍساقسِ‌تاقس‌‌‌

( 1) ( 1)

0 0( )

0
0

( ) ( )
( ) lim ,

m m

gH gH gHm

gH
h

f x h f x
f x

h

 






‌

)تِ‌قطٌ‌آى‌وِ‌

0

) ( )
g

m

H
f x .‌‌

2-8-5-1‌‌ ‌زاتغ ‌وِ ‌فطو‌وٌیس :زؼطیف. ( , )f a b ‌m‌ِهطزثgHایي‌‌ ‌زض ‌تاقس. ‌خصیط زیفطاًؿیل

‌نَضذ

 گَیین‌( 1) ( )m

gH
f x‌ُِزض‌ًم

0
x‌،[( ) ]i gH زیفطاًؿیل‌خصیط‌اؾر‌اگط‌

(2-6)‌( ) ( ) ( )

0 0 0
(i). ( ; ) [( ) ( ),( ) ( )] 0 1m m m

gH r r
f x r f x f x r   ‌‌

 گَیین‌( 1) ( )m

gH
f x‌‌ُِ0زض‌ًم

x‌،[( ) ]ii gH زیفطاًؿیل‌خصیط‌اؾر‌اگط‌

(2-7)‌( ) ( ) ( )

0 0 0
(ii). ( ; ) [( ) ( ),( ) ( )] 0 1m m m

gH r r
f x r f x f x r    

‌ ‌ًواز ‌ًاهِ، ‌ایي‌خایاى ]زض , ]mC a b‌‌ ‌فاظی‌همساض ‌زَاتغ ‌زوام ‌هدوَػِ ‌ًكاًگط ]هسؼلك‌تِ , ]C a b‌‌ِاؾر‌و

i,...,0,1ام‌هَخَز‌ٍ‌خیَؾسِ‌تاقس‌یؼٌی‌تِ‌اظای‌mكسماذ‌آى‌زا‌هطزثِ‌ه mزاقسِ‌تاقین‌‌( ) [ , ]i

gH
C a bf .‌

‌
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 های هشتك تعوین یافته هاکوهاساویژگی 2-8-6

]:زاتغ‌‌لًیِ.‌2-8-6-1 , ]f a b ت‌‌ )‌ِ‌نَضذضا ; ) [ ( ), ( )]
r r

f x r f x f x اظای‌‌‌ زض‌‌r[0,1]تِ

)گَیین‌اگط‌ٍزٌْا‌اگط‌زَاتغ‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌هیgHضا‌‌fًظط‌تگیطیس.‌زاتغ‌ ), ( )
r r

f x f x 

زیفطاًؿیل‌خصیط‌‌

‌تاقٌس.‌ّوچٌیي‌

(2-8)‌( ; ) [min{( ) ( ),( ) ( )},max{( ) ( ),( ) ( )}], 0 1
gH r r r r

f x r f x f x f x f x r         ‌

 هشتك ضشب اسکالش 2-8-6-2

]:زاتغ‌‌ , ]f a b ‌‌ُِتا‌يات( ) ( )f x c g xوِ‌زض‌آى‌cٍ‌زاتغ‌‌gضا‌زض‌‌حمیمی‌همساض‌تاقس‌

‌هَخَز‌اؾر‌ٍ‌تطاتط‌اؾر‌تا‌fزؼوین‌یافسِ‌ّاوَّاضا‌زاتغ‌‌هكسك‌زض‌ایي‌نَضذ‌ًظط‌تگیطیس.

( ) ( )
gH

f x c g x .‌

 هشتك هدووع 2-8-6-3

‌ ,زَاتغ :[ , ]f g a b ‌‌ ‌زَاتؼی ‌وِ ‌ََضی ‌تِ ‌تگیطیس ‌ًظط ‌زض ‌ًَع‌gHضا ٍ‌ ‌تاقٌس ‌خصیط زیفطاًؿیل

)زیفطاًؿیل‌خصیطی‌ّط‌زٍ‌زاتغ‌یىؿاى‌تاقس.‌زض‌ایي‌نَضذ‌ ) ( )f x g x‌،gH‌ٍزیفطاًؿیل‌خصیط‌اؾر‌‌

( ) ( ) ( ) ( ).
gH gH gH

f g x f x g x    ‌

 هشتك تفاضل 2-8-6-4

‌ ,زَاتغ :[ , ]f g a b ‌‌ ‌زَاتؼی ‌وِ ‌ََضی ‌تِ ‌تگیطیس ‌ًظط ‌زض ‌ًَع‌gHضا ٍ‌ ‌تاقٌس ‌خصیط زیفطاًؿیل

‌ایي‌نَضذ‌زاتغ ‌زض ‌تاقس. ‌یىؿاى ‌زاتغ ‌زٍ )زیفطاًؿیل‌خصیطی‌ّط ) ( )
gH

f x g x‌ ،gHزیفطاًؿیل‌خصیط‌

).‌اؾر‌ٍ‌ ) ( ) ( ) ( )
gH gH gH gH gH

f g x f x g x  ‌

 شتك ضشب دو تاتعه 2-8-6-5

]:زَاتغ‌ , ]f a b ‌ٍ:[ , ]g a b ‌(وِ‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌ّؿسٌس‌fزاتغ‌‌gHضا‌زض‌‌)زیفطاًؿیل‌خصیط

fًظط‌تگیطیس.‌زض‌ایي‌نَضذ‌زاتغ g‌،gHٍزیفطاًؿیل‌خصیط‌اؾر‌‌

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
gH gH

f g x f x g x f x g x   ‌
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 ایهشتك صندیشه 2-8-6-6

:تاقس‌ٍ‌زاتغ‌‌یه‌تاظُ‌تاظ‌زض‌‌Iفطو‌وٌیس‌وِ‌ : ( )g I g I  زیفطاًؿیل‌خصیط‌ٍ‌زاتغ‌فاظی‌‌

f:همساض‌  ‌gHزیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقس.‌زض‌ایي‌نَضذ‌

( ) ( ) ( ) ( ( )).
gH gH

fog x g x f g x  ‌

13هثال. تاتع  2-8-6-7
:[0, ]

4
f


‌‌ُِ2تا‌يات

( ) (1,2,3)(sin )
2

f x x x (1,2,3)وِ‌زض‌آى‌‌‌

‌زاضین‌(2-6-8-2)یه‌ػسز‌هثلثی‌اؾر‌ضا‌زض‌ًظط‌تگیطیس.‌زض‌ایي‌نَضذ‌َثك‌لًیِ‌

2
( ) (1,2,3)(cos )

2
gH

f x x  ‌

‌لصا‌ذَاّین‌زاقر

2
( ; ) [1 ,3 ](cos )

2
gH

f x r r r x    ‌

‌ ‌ًماٌ ‌زض ‌زاتغ 3ایي 5 11
, ,

4 4 4

  هی‌‌ ‌زغییط ‌آى ‌خصیطی ‌زیفطاًؿیل ‌زاتغ‌ًَع ‌ػلاهر ‌تِ ‌زَخِ ‌تا وٌس،

2
cos

2
x یاتین‌وِ‌،‌زض‌هی( )f x‌‌ُ3تط‌تاظ 5 11

[0, ] [ , ]
4 4 4

  
زاتغ‌‌[( ) ]i gH زیفطاًؿیل‌خصیط‌ٍ‌تط‌

3تاظُ‌ 5 11 13
[ , ] [ , ]

4 4 4 4

   
زاتؼی‌‌[( ) ]ii gH (2-2(‌ٍ‌)1-2زیفطاًؿیل‌خصیط‌اؾر.‌قىل‌)تِ‌زطزیة‌‌

‌زاتغ‌ٍ‌هكسك‌زؼوین‌یافسِ‌آى‌ضا‌تِ‌زهَیط‌وكیسُ‌اؾر.

‌

‌

‌

‌

‌7-6-8-2تطـ‌زاتغ‌فاظی‌همساض‌هثال‌rًوایف‌.1-2قىل‌

fr

fr
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‌

‌

‌

‌

‌7-6-8-2تطـ‌هكسك‌زؼوین‌یافسِ‌ّاوَّاضای‌زاتغ‌فاظی‌همساض‌هثال‌r.‌ًوایف2-2قىل‌

 

 انتگشال تاتع فاصی 2-9

‌,5[ خطزاظینّای‌آى‌هیقَین‌ٍ‌تِ‌تطضؾی‌ٍیػگیزض‌ایي‌ترف‌تا‌هفَْم‌اًسگطال‌گیطی‌اظ‌زَاتغ‌فاظی‌آقٌا‌هی

18, 38[.‌

 انتگشال سیواى 2-9-1

]:زاتغ‌ , ]f a b ‌‌ُتط‌تاظ[ , ]a bضیواى‌اًسگطال‌خصیط‌اؾر‌اگط‌ٍخَز‌زاقسِ‌تاقس‌‌I ‌‌ِتِ‌ََضی‌و

‌ ‌ّط 0تطای تاقس‌‌ ‌زاقسِ 0ٍخَز ‌‌ ‌اظ ‌افطاظ ‌ّط ‌تطای ‌وِ ]چٌاى , ]a bنَضذ‌‌‌ تِ

0 n
a x x b   ‌‌ 1وِ

| |
i i

x x 


 ‌‌ i,...,0,1تطای n‌‌ ‌ًمُِ ‌ّط ‌تطای ٍ1
[ , ]

i i i
x x


‌‌ِو

0,1,...,i nتاقس،‌زاضین‌‌

1

1

( )( ),( )
n

i i i

i

f x x ID 




 ‌

)زض‌ایي‌نَضذ‌لطاض‌زّیس‌ )
b

a
I f x dx .‌

 انتگشال لثگ 2-9-2

f '
r

f '
r
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]:زاتغ‌فاظی‌همساض‌‌ , ]f a b ‌‌ ‌ًظط‌تگیطیس‌چٌاى‌وِ ‌زض )ضا ; ) [ ( ), ( )]
r r

f x r f x f x اظای‌ّط‌‌ ٍتِ

[0,1]rتط‌‌[ , ]a bاًساظُ‌خصیط‌ٍ‌لثگ‌اًسگطال‌خصیط‌تاقٌس.‌خؽ‌ها‌‌( )d
b

a
f x xتِ‌نَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌‌ ‌ضا

‌وٌینهی

( ; )d [ ( )d , ( )d ]   0 1
b b b

r r
a a a

f x r x f x x f x x r     ‌

خیَؾسِ‌تاقس‌حانل‌اًسگطال‌ضیواى‌f‌‌ٍگَیین.‌زَخِ‌وٌیس‌وِ‌اگط‌زاتغ‌ضا‌اًسگطال‌خصیط‌لثگ‌هی‌fٍ‌ها‌زاتغ‌

‌لثگ‌یىؿاى‌ذَاّس‌تَز.

‌ ‌تاظُ ‌تط ‌زَاتغ‌فاظی‌همساض‌وِ ‌هدوَػِ‌زوام ‌ایي‌خایاى‌ًاهِ، ]زض , ]a bًواز‌ّؿسٌس‌اًسگطال‌خصیط‌لثگ‌‌ ‌تا ضا

[ , ]L a bزّین.ًكاى‌هی‌‌

 های انتگشال فاصیویژگی 2-9-3

‌اًسگطال‌فاظی‌ذهَنیاذ‌ظیط‌ضا‌زاضز:

,.‌اگط‌1 :[ , ]f g a b زَاتغ‌اًسگطال‌خصیط‌تاقٌس‌ٍ‌تطای‌‌
2 1
,c c زاضین‌‌

1 2 1 2
( ( ) ( ))d ( )d ( )d

b b b

a a a
c f x c g x x c f x x c x xg    ‌

]:اگط‌.‌2 , ]f a b ‌‌ٍزاتغ‌اًسگطال‌خصیط‌[ , ]c a bتاقس،‌زاضین‌ 

( )d ( )d ( )d
b c b

a a c
f x x f x x f x x    

]:ٍ‌زاتغ‌‌c.‌اگط‌3 , ]f a b ‌‌ُتط‌تاظ[ , ]a bزغییط‌ػلاهر‌ًسّس،‌زاضین‌ 

( )d ( )d
b b

a a
c f x x c f x x ‌

 لضایای اساسی انتگشال فاصی 2-9-4

]:زاتغ‌خیَؾسِ‌لًیِ.‌‌2-9-4-1 , ]f a b ضا‌تا‌‌( ; ) [ ( ), ( )]
r r

f x r f x f x ‌.زض‌ًظط‌تگیطیس‌

)زاتغ‌.‌1 ) ( )d

x

a

F x f t t gH‌ٍزیفطاًؿیل‌خصیط‌اؾر‌( ) ( )
gH

F x f x . 
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)زاتغ‌.‌2 ) ( )d

a

x

F x f t t gH‌ٍزیفطاًؿیل‌خصیط‌اؾر‌( ) ( )
gH

F x f x  .‌

]:لًیِ.‌فطو‌وٌیس‌زاتغ‌‌2-9-4-2 , ]f a b gHاقس‌ٍ‌ًَع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌آى‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌ت

]زض‌تاظُ‌ , ]a bزغییط‌ًىٌس‌زض‌ایي‌نَضذ‌‌

( )d ( ) ( )

b

gH Hg

a

f x x f b f a ‌

]:لًیِ.‌زَاتغ‌2-9-4-3 , ]f a b ٍ:[ , ]g a b (وِ‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌ّؿسٌسfزاتغgHزیفطاًؿیل‌

‌خصیط(‌ضا‌زض‌ًظط‌تگیطیس.‌زض‌ایي‌نَضذ‌

   ( ) ( )d ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d .
b b

gH gH gH
a a

f x g x x f b g b f a g a f x g x x  ‌

‌تاقس.وِ‌ایي‌ضاتُِ‌ًكاًگط‌اًسگطال‌گیطی‌خع‌تِ‌خع‌اظ‌حانل‌يطب‌یه‌زاتغ‌فاظی‌همساض‌ٍ‌زاتغ‌حمیمی‌هی

 هعادله انتگشال فاصی 2-9-5

‌زض‌ًظط‌تگیطیسهؼازلِ‌اًسگطال‌ٍلسطا‌ضا‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌

(2-9)‌( ) ( ) ( , ) ( , ( ))d

x

a

y x f x k x t g t y t t  ‌

]:وِ‌زض‌آى‌ , ]f a b ،:k ‌‌ِو ( , ) |x t a t x b    ّوچٌیي‌[ , ]: a bg  ‌

‌تاقس.تِ‌نَضذ‌ظیط‌هی‌(9-2)قطٌ‌ٍخَز‌ٍ‌یىسایی‌خَاب‌هؼازلِ‌‌تاقس.زاتؼی‌خیَؾسِ‌هی

‌زض‌قطایٍ‌ظیط‌نسق‌وٌس:‌(9-2)لًیِ.‌اگط‌هؼازل2-9-5-1‌‌ِ

i. زاتغ‌:[ , ]f a b ‌.خیَؾسِ‌ٍ‌وطاًساض‌تاقس 

ii. زاتغ‌:k ‌‌ٍ0خیَؾسِ‌تاقس‌M ٍخَز‌زاقسِ‌تاقس‌وِچٌاى‌
0

( ( , ),0)d

x

D k x t t M. 

iii. زاتغ‌[ , ]: a bg  ‌.خیَؾسِ‌تاقس‌ٍ‌زض‌قطٌ‌لیح‌قیسؽ‌نسق‌وٌس 

iv. زاتغ‌( ,0)g t‌‌ُتط‌تاظ[ , ]a b‌.وطاًساض‌تاقس 

)آًگاُ‌یه‌خَاب‌هٌحهط‌تفطز‌ )y x‌‌ِتط‌‌(9-2)اظ‌هؼازل[ , ]a bٍ‌ّوچٌیي‌زًثالِ‌زىطاضیٍخَز‌زاضز‌‌‌
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(2-10)‌
0

1

( ) ( )

( ) ( ) ( , ) ( , ( ))d

x

n n

a

y x f x

y x f x k x t g t y t t




  
‌

]تِ‌خَاب‌هؼازلِ‌تط‌ , ]a b‌.ّوگطایی‌یىٌَاذر‌زاضز 

 همذهاتی اص حساب دیفشانسیل و انتگشال کسشیهفاهین و تعاسیف  2-11

اؾاؾی‌زض‌زَاتغ‌لثل‌اظ‌هثحث‌انلی‌ایي‌خایاى‌ًاهِ،‌یؼٌی‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌فاظی،‌ها‌ًیاظ‌تِ‌زؼطیف‌

حؿاب‌زیفطاًؿیل‌ٍ‌اًسگطال‌وؿطی‌زاضین.‌ایي‌زَاتغ‌زض‌هفاّین‌ٍ‌زؼاضیف‌تؼسی‌زاضای‌ًمف‌هْوی‌ّؿسٌس،‌

‌[.39,23ایي‌هفاّین‌ضا‌زكطیح‌ذَاّین‌وطز‌]‌خؽ‌اتسسا

 1تاتع گاها 2-11-1

‌تاقس،‌وِ‌تِ‌نَضذ‌زاتغ‌گاها‌یىی‌اظ‌انلی‌زطیي‌زَاتغ‌زض‌هحاؾثاذ‌وؿطی‌هی

(2-11)‌1

0

( ) d ,x tx t e t


   ‌

0xایي‌فطم‌اظ‌ًوایف‌زاتغ‌زٌْا‌تطای‌‌قَز،زؼطیف‌هی زَاى‌تا‌لطاض‌زازى‌اها‌هی.‌ّوگطاؾر‌‌

lim 1

n

t

n

t
e

n





 
  

 
‌

‌ٍnتسؾر‌تیاٍضین‌زاتغ‌گاها‌تِ‌نَضذ‌ظیطتطای‌ًوایف‌حسی‌تاض‌اًسگطال‌گطفسي‌‌‌

0

!
( ) lim

( 1)( 2)...( )

x

n

n n
x

x x x x n
 

  
 

زض‌حالر‌ولی‌زاتغ‌گاها‌تطای‌ّوِ‌ 1, 2, 3,.....x    قَز.‌تطای‌زضن‌تْسط‌ضفساض‌ایي‌زاتغ‌زؼطیف‌هی‌

‌ضا‌تثیٌیس.‌(4-2ٍ‌)‌(3-2قىل‌)

 های تاتع گاهاویژگی 2-11-1-1

)تِ‌نَضذ‌‌ًیع‌ا،‌زاتغ‌گاهتطای‌.‌1 ) ( 1)!   قَز.زؼطیف‌هی‌‌ 

                                                
1. Gamma function 
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0xاگط‌.‌2 ‌‌ُآًگا( 1) ( )x x x   ‌

‌

‌

).‌ًوایف‌زاتغ‌3-2قىل )xزض‌زاهٌِ‌اػساز‌حمیمی‌

‌

 

1.‌ًوایف‌زاتغ‌4-2قىل

( )x
‌زض‌زاهٌِ‌اػساز‌حمیمی‌

 تاتع خطا 2-11-2

‌قَزتِ‌نَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌هیقَز،‌وِ‌تؿیاض‌ظاّط‌هی‌ّای‌وؿطیزض‌هحاؾثِ‌اًسگطالزاتغ‌ذُا‌

2

0

2
erf ( ) d

x

tx e t


 ‌

erfّن‌چٌیي‌چَى‌ ( ) 1 وطزهىول‌زاتغ‌ذُا‌ضا‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌زَاى‌هی‌‌
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erfc( ) 1 erf ( )x x  

‌1لفلش-هیتگتاتع   2-11-3

0فطو‌وٌیس‌ زض‌ایي‌نَضذ‌زاتغ‌‌،Eتِ‌نَضذ‌‌‌

(2-12)‌
0

( )
( 1)

j

j

x
E x

j









 

‌

‌ًام‌زاضز.‌لفلط‌اظ‌هطزثِ‌-هیسگقَز‌وِ‌زاتغ‌زؼطیف‌هی

 لفلش دو پاساهتشی-هیتگتاتع  2-11-3-1

,فطو‌وٌیس‌ 0  زض‌ایي‌نَضذ‌زاتغ‌‌،
,

E تِ‌نَضذ‌‌

(2-13)‌,

0

( )
( )

j

j

x
E x

j
 

 






 

‌

,لفلط‌زٍ‌خاضاهسطی‌تا‌خاضاهسطّای‌-هیسگقَز‌وِ‌زاتغ‌زؼطیف‌هی ‌.ًام‌زاضز‌

تا‌ًوازّای‌زؼطیف‌فَق‌چٌاًچِ‌فطو‌وٌین‌ , 1,2  ذَاّین‌زاقر‌‌

‌
1,1

0 0

( )
( 1) !

k k
x

k k

x x
E x e

k k

 

 

  
 

 ‌‌

‌
1,2

1
( )

xe
E x

x


‌

‌
2,1

( ) coshE x x‌

‌2,2

sin
( )

x
E x

x
‌

 لفلش-هیتگهای تاتع ویژگی 2-11-3-2

‌زَاى‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌تیاى‌وطز.تطذی‌اظ‌ذهَنیاذ‌ایي‌زاتغ‌ضا‌هی

                                                
1. Mittag-Leffler function 
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زَاى‌اظ‌ضاتُِ‌ضا‌هی‌لفلط‌اظ‌هطزثِ‌-هیسگزاتغ‌.‌1
,1
( ) ( )E x E x ‌.تِ‌نَضذ‌زٍ‌خاضاهسطی‌تیاى‌وطز‌ 

ؾطی‌زَاًی‌.‌2
,

E اگط‌‌, 0  ‌‌ِتِ‌اظای‌ّوx.ّوگطاؾر‌، 

0xتطای‌.‌3 2زاضین‌‌
1

2
1

2

( ) (1 erf ( )) xE x x e . 

,فطو‌وٌیس‌.‌4 0  زض‌ایي‌نَضذ‌تطای‌‌xزاضین‌ 

, ,

1
( ) ( )

( )
E x xE x    




 


‌

 لفلش-هیتگهشتك و انتگشال اص تاتع  2-11-3-3

0فطو‌وٌیس‌ .1 ‌،هكسك‌زاتغ‌‌خؽ( )E xقَزهی‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌‌

,1

d
( ( )) ( )

d

m
m

mm
E x x E x

x

 

 




‌

,فطو‌وٌیس‌ .2 0  زض‌ایي‌نَضذ‌هكسك‌زاتغ‌‌،
,

( )E x قَزتِ‌نَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌هی‌‌

1 1

, ,

d
( ( )) ( )

d

m
m

mm
x E x x E x

x

   

   

  


‌

0فطو‌وٌیس‌ .3 ‌‌ٍزض‌ایي‌نَضذ‌هكسك‌واخچَ‌اظ‌زاتغ.( )E x تطاتط‌اؾر‌تا‌‌

. *
( ) ( )D E x E x  

   ‌

0فطو‌وٌیس‌ .4 زض‌ایي‌نَضذ‌اًسگطال‌زاتغ‌‌،( )E xقَزهیتِ‌نَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌‌‌

,2

0

( )d ( )

x

E t t xE x 

  ‌

,فطو‌وٌیس‌ .5 0  ‌،اًسگطال‌زاتغ‌خؽ‌,
( )E x قَزتِ‌نَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌هی‌‌

1

, , 1

0

( )d ( )

x

t E t t x E x   

    


‌
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زض‌ایي‌خایاى‌ًاهِ‌اظ‌زاتغ‌
,

( )E x تطای‌زضن‌تْسط‌ضفساض‌ایي‌زاتغ‌آى‌ضا‌زض‌‌‌ ‌لصا تؿیاض‌اؾسفازُ‌قسُ‌اؾر،

‌این.(‌ضؾن‌ًوَز5ُ-2قىل‌)

‌

‌

‌

‌لفلط-هیسگ.‌زاتغ‌5-2قىل‌

 تاتع فوق هنذسی  2-11-4

‌زض‌حالر‌ولی‌تِ‌نَضذزاتغ‌فَق‌ٌّسؾی‌‌
1 1

( ,..., , ,...  , ; )
pp qq

a a b b xFزَاى‌تِ‌قَز‌وِ‌هیًوایف‌زازُ‌هی

‌نَضذ‌یه‌ؾطی‌فَق‌ٌّسؾی‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌وطز

 1 1

1 1

01 1

( )... ( ) ( )... ( )
( ,..., , ,..., ; )

( )... ( ) ( )... ( ) !
 

k

q p

p q

q

q

k

p

p

b b a k a k x
a a b b x

a a b k b k
F

k





     

     

‌

i)تِ‌قطٌ‌وِ‌
bاػساز‌نحیح‌ًاهثثر‌ًثاقٌس(.‌اگط‌‌p q‌‌ِاظای‌زوامت‌x‌ٍ‌1اگطّا‌ّوگطاؾر‌p q ‌

|تطای‌قؼاع‌ّوگطائی‌ؾطی‌تطاتط‌یه‌اؾر‌یؼٌی‌ؾطی‌ | 1x ‌ٍ1ِ‌چٌاًچ‌ّوگطاؾر‌p q ؾطی‌تطای‌‌

‌.ّا‌غیط‌نفط،‌ٍاگطاؾر‌xزوام

,1زض‌حالر‌ذال‌اگط‌ 2q p زاقرذَاّین‌‌

2 01

0

( ) ( )
( , , ; ) ,

( ) !
,

( )

( ) ( )
k

k

a k b k
a b c x x a b

c k k
F c

c

a b





   
 

 




 

‌

‌اگطًاهٌس.‌وِ‌آى‌ضا‌زاتغ‌فَق‌ٌّسؾی‌گاٍؾی‌ًیع‌هی    0 Re c Re a زاًسگطال‌زاض‌ی‌تِ‌نَضذًوایك‌‌

E1

2

x

E1 x

E1

2
,
1

2

x
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‌
1

1 1

2 1

0

( )
( , , ; ) (1 ) (1 ) d

( ) ( )
  a c a bc

a b c x t t tx t
a c

F
a

   
  
   ‌

‌اگط‌،زض‌حالر‌ذال    0Re c Re a b  ‌ٍ‌cػسز‌نحیح‌ًاهثثر‌ًثاقس،‌زاضین‌‌‌

‌
2 1

( , , ; )
( ) ( )

( ) ( )
a b xF c

c c a b

c a c b

   

   

‌‌

 ‌ٍ‌یا‌اگط 1p q ٍذَاّین‌زاقر‌
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a k
a b x x a

b
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a


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
 


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





‌

زاتغ‌وِ‌
1 1
F‌‌ًِیع‌هؼطٍف‌اؾر.‌اگطزاتغ‌وَهط‌ت‌    0Re c Re a زاضین،‌ًوایف‌اًسگطالی‌ظیط‌ضا‌‌

‌
1

1 1

1 1

0

( , ; ) (1 ) d
( )

( ) ( )
a c a xta c x t t eF t

c

a c a
  



   ‌

‌

‌

‌

‌

2.‌ًوایف‌زَاتغ‌فَق‌ٌّسؾی‌گاٍؾی6-2قىل‌ 1
F1ٍ‌وَهط‌ 1

F‌

 لیوویل-انتگشال سیواى 2-11-5

]:فطو‌وٌیس‌زاتغ‌ , ]f a b زض‌ایي‌نَضذ‌اًسگطال‌ضیواى‌ٍ‌خیَؾسِ‌لثگ‌اًسگطال‌خصیط‌‌ لیٍَیل‌-تاقس.

تا‌ًواز‌‌fزاتغ‌
a

J قَزتِ‌نَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌هی‌وِ‌زّینًوایف‌هی‌‌

2F1 1, 1; 2;
x2

4

1F1 1; 1;
x2

4
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11
( ) ( ) ( )d

( )

x

a

a

J f x x t f t t 



 
 ‌

 

 لیوویل-هشتك سیواى 2-11-6

]:فطو‌وٌیس‌زاتغ‌ , ]f a b زض‌ایي‌نَضذ‌اًسگطال‌ضیواىٍ‌خیَؾسِ‌لثگ‌اًسگطال‌خصیط‌‌‌ لیٍَیل‌-تاقس.

تا‌ًواز‌‌fزاتغ‌
a

J قَزتِ‌نَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌هی‌وِ‌زّینًوایف‌هی‌‌

11 d
( ) ( ) ( )d 1 .

( ) d

xm
m

m

a

D f x x t f t t m m
m x

  


     
  ‌

 هشتك کسشی کاپچو 2-11-7

)فطو‌وٌیس‌ ) , ]:[m a bf خیَؾسِ‌تاقس.‌زض‌ایي‌نَضذ‌هكسك‌وؿطی‌واخچَ‌لثگ‌اًسگطال‌خصیط‌ٍ‌‌زاتغ‌

‌قَزتِ‌نَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌هی‌fزاتغ‌

(2-44) ( 1) ( )

*

1
( )( ) ( ) ( )        1  ,   , 

( ) a

x
m mD f x x t f t dt m m m t a

m

  


       
  
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فصل سوم
 

‌‌اص نوع کاپچو  هشتك کسشی تعوین یافته فاصی
‌

 همذهه 3-1

‌ ‌هفَْم ‌ایي‌فهل‌اتسسا ‌زض ‌هفَْم ‌اظ ‌اؾسفازُ ‌تا ‌ضا ‌زؼطیفهكسك‌وؿطی‌واخچَ ‌ّاوَّاضا ‌‌‌‌‌هكسك‌زؼوین‌یافسِ

‌ایي‌لَاػس‌قاهل‌‌واخچَ‌لَاػس‌هكسك‌گیطی‌وؿطی‌ؾدؽ‌ًوایین.هی ‌تیاى‌وٌین. اظ‌یه‌زاتغ‌فاظی‌همساض‌ضا

ی‌ضا‌وِ‌تیي‌هكسك‌واخچَ‌ٍ‌تاقس.‌ّوچٌیي‌ضٍاتُهكسك‌اظ‌هدوَع،‌حانل‌يطب‌ٍ‌زفايل‌تیي‌زٍ‌زاتغ‌هی

‌اثثاذ‌-اًسگطال‌وؿطی‌ضیواى ‌تطای‌زَاتغ‌فاظی‌همساض ‌ضا ‌زاضز ‌وٌینهیلیٍَیل‌ٍخَز ‌همساض‌. ّوچٌیي‌لًیِ

وٌین‌ٍ‌تا‌ایي‌هفاّین،‌لًیِ‌همساض‌هیاًی‌ضا‌تطای‌هسَؾٍ‌ٍ‌همساض‌هیاًی‌اًسگطال‌ضا‌تطای‌زَاتغ‌فاظی‌تیاى‌هی

‌تطای‌هكسك‌وؿطی‌واخچَ‌تِ‌آٍضین.‌هی‌لیٍَیل‌فاظی‌تسؾر-اًسگطال‌وؿطی‌ضیواى ّوچٌیي‌لًیِ‌زیلَض‌ضا

ضؾاًین.‌ؾدؽ‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌ذَال‌زَاتغ‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌واخچَ،‌تؿٍ‌زیلَض‌زؼوین‌یافسِ‌فاظی‌ضا‌اثثاذ‌هی

‌ًوائین.تطای‌اًَاع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌اضائِ‌هی

 

 لیوویل فاصی-انتگشال سیواى 3-2

]‌فطو‌وٌیس‌ , ] [ , ]f C a b L a b لیٍَیل‌فاظی‌-تاقس.‌زض‌ایي‌نَضذ‌اًسگطال‌ضیواى‌یه‌زاتغ‌فاظی‌همساض‌

‌[41]‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌هی‌قَز‌fاظ‌زاتغ‌
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(3-1)‌11
( )( ) ( ) ( )d ,         ,
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a
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x

J f x x t f t t x a 



  
 ‌

1تطای‌ 1زاضین‌

a
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f x r f x f x تاقس‌‌
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J f x r J f x J f x r       ‌

‌

‌[‌تطضؾی‌قسُ‌اؾر.15‌،9‌،7قًَس،‌زض‌هطاخغ‌]زؼاضیف‌ٍ‌هفاّیوی‌وِ‌اظ‌ایي‌ترف‌تِ‌تؼس‌تیاى‌هی

 

 هشتك تعوین یافته هاکوهاسا کسشی کاپچو 3-3

)فطو‌وٌیس‌ ) [ , ] [ , ]m

gH
f C a b L a b هكسك‌زؼوین‌یافسِ‌ّاوَّاضا‌وؿطی‌واخچَاظ‌زاتغ‌فاظی‌همساض‌‌.f‌(
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(3-2)

‌( ) ( 1) ( )

*

1
  ( ) ( )( ) ( ) ( )d 1  ,   ,   
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0تٌاتطایي‌اگط‌ 1 زاضین‌
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D f x J f x x t f t x a
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     
  ‌

‌

]لًیِ.‌فطو‌وٌیس‌‌3-3-1 , ] [ , ]
gH

f C a b L a b  ٍ‌تِ‌اظای‌ّط‌‌a x b ‌‌ٍ0 1r زاقسِ‌تاقین‌‌

( ; ) [ ( ), ( )]
r r

f x r f x f x ‌ ‌اگط ‌نَضذ ‌ایي ‌زض .( )
r

f x‌‌ ٍ( )
r

f xَواخچ‌ ‌خصیط ‌هكسك ‌هطزثِ‌‌زَاتؼی اظ

(0,1]تاقٌس‌زض‌ایي‌نَضذ‌زاتغ‌فاظی‌همساض‌f‌  [ ]cf gHتاقس.‌ّوچٌیيزیفطاًؿیل‌خصیط‌هی‌

* * * * *
(  )( ; ) [min{( )( ),( )( )},max{( )( ),( )( )}], 0 1

gH r r r r
D f x r D f x D f x D f x D f x r         ‌

وِ‌زض‌آى‌ًواز‌
*

Dتیاى‌قسُ‌اؾر.(‌7-10-2)زض‌زؼطیف‌‌‌
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‌َثك‌فطو )اثثاذ: )
r

f x‌ ٍ( )
r

f x‌ ‌واخچَ ‌هطزثِزَاتغ‌زیفطاًؿیل‌خصیط ‌‌اظ ‌َثك‌ضاتُِ ‌(14-2)تاقٌس‌لصا

تاقس‌اظ‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌هیf‌ gH(‌زاتغ‌فاظی‌همساض1-6-8-2هكسك‌خصیط‌ّؿسٌس‌خؽ‌َثك‌لًیِ‌)‌زَاتؼی

 ‌fزاتغ‌(2-3)خِ‌تِ‌ضاتُِ‌ایي‌ضٍ‌تا‌زَ [ ]cf gHتاقس.زیفطاًؿیل‌خصیط‌هی‌

‌زاضین‌(2-3)زض‌‌(8-2)حال‌تا‌خای‌گصاضی‌

*

1 1
(  )( ; ) [ {( ) ( ) , ( ) ( )}, {( ) ( ) , ( ) ( )}]d

(1 ) ( )

x

gH r r r r
a

D f x r min f t f t max f t f t t
x t





      
  ‌

aچَى‌ t x ‌‌ٍ(1 ) 0  ‌ِزاضین‌و‌

*

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
(  )( ; ) [ { d , d }, { d , d }]

(1 ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( )

x x x x
r r r r

gH
a a a a

f t f t f t f t
D f x r min t t max t t

x t x t x t x t



    

      

          

‌تٌاتطایي

 .
* * * * *

(  )( ; ) [min{( )( ),( )( )},max{( )( ),( )( )}] 0 1
gH r r r r

D f x r D f x D f x D f x D f x r         

 

‌

‌فطو‌وٌیس‌3-3-2 ]:زؼطیف. , ]f a b ‌ ‌ًمُِ زض
0

( , )x a b‌[ ]cf gHزیفطاًؿیل‌خصیط‌‌ ‌هطزثِ ‌اظ

‌تاقس.‌زض‌ایي‌نَضذ

o   تابعf  در نقطه
0

( , )x a b، [( ) ]cf i gH باشد اگز دیفزانسیل پذیزمی 

(3-4)‌
* 0 * 0 * 0

(i)   (  )( ; ) [( )( ),( )( ], )     0 1
gH r r

D f x r D f x D f x r     ‌

o  تابع f  در نقطه
0

( , )x a b ،[( ) ]cf ii gH باشد اگزدیفزانسیل پذیزمی 

(3-5)‌* 0 * 0 * 0
(ii)   (  )( ; ) [( )( ),( )( ],     ) 0 1

gH r r
D f x r D f x D f x r     ‌

‌وِ‌زض‌آى
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( 1)

* 0

( 1)

* 0

1
( )( ) ( ) ( ) ( ) d  

( )

1
( )( ) ( ) ( ) ( ) d

( )

m
x

r r
a

m

r r
a

x

D f x x t f t t
m

D f x x t f t t
m

 

 





   

   

 
 

 
 





‌

‌

‌3-3-3‌‌ ‌ًمُِ زؼطیف.
0

( , )x a b‌‌ ‌زؼَیى‌ًَع ]ًمُِ ]cf gHخصیطی‌ ‌ّط‌fزیفطاًؿیل ‌تطای ‌اگط اؾر،

اظ‌‌Vّوؿایگی‌
0

x‌‌ًٌما
1 0 2

x x x ‌‌ِهَخَز‌تاقس‌تِ‌ََضی‌و‌

o ًمُِ‌زؼَیى‌ًَع(I)‌‌ُِزض‌ًم
1

x‌(3-4)‌‌ٍتطلطاض‌ًثاقسٍ‌زض‌ًمُِ‌‌(5-3)تطلطاضتاقس‌
2

x‌(3-5)‌

 .تطلطاض‌ًثاقس‌(4-3)تطلطاضتاقس‌ٍ‌

o ‌ًُِم(زؼَیى‌ًَعII)‌‌ُِزض‌ًم
1

x‌(3-5)‌‌ٍتطلطاض‌ًثاقسٍ‌زض‌ًمُِ‌‌(4-3)تطلطاضتاقس‌
2

x‌(3-4)‌

‌.تطلطاض‌ًثاقس‌(5-3)تطلطاضتاقس‌ٍ‌

3-3-4‌‌ ‌وٌیس ‌فطو زؼطیف.
1 2

( ) ( ( ), ( ),..., ( ))
n

F x f x f x f x‌‌ ‌تَُضیىِ ‌تاقس ‌تطزاض یه
i

fاظای‌‌‌ تِ

1,2,..,i nاگط‌تِ‌اظای‌‌‌ i,..,1,2زَاتغ‌فاظی‌همساض‌تاقٌس. nزاقسِ‌تاقین‌‌( ) [ , ] [ , ]m

i
C a b L a bf 

)آًگاُ‌هكسك‌زؼوین‌یافسِ‌ّاوَّاضا‌وؿطی‌واخچَاظ‌تطزاض‌فاظی‌همساض‌ )F xقَزتِ‌نَضذ‌زؼطیف‌هی‌‌

* * 1 * 2 *
  ( ) ( ), ( ),..., ( )( )t

gH gH gH gH n
D F x D f x D f x D f x   ‌

o اگط‌ًَع‌[ ]cf gHزَاتغ‌‌زیفطاًؿیل‌خصیطی
i

f1,2تِ‌اظای‌‌,..,i n‌،[( ) ]cf i gH زیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقس‌

)آًگاُ‌تطزاض‌ )F xضا‌[( ) ]cf i gH .زیفطاًؿیل‌خصیط‌گَیین 

o اگط‌ًَع‌[ ]cf gHزَاتغ‌‌زیفطاًؿیل‌خصیطی
i

f‌1,2تِ‌اظای‌,..,i n،[( ) ]cf ii gH زیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقس‌

)آًگاُ‌تطزاض‌ )F xضا‌‌[( ) ]cf ii gH .زیفطاًؿیل‌خصیط‌گَیین 

o اگط‌ًَع‌[ ]cf gHَاتغ‌ز‌زیفطاًؿیل‌خصیطی
i

f1,2تِ‌اظای‌‌,..,i nّوگی‌یىؿاى‌ًثاقس‌آًگاُ‌تطزاض‌‌( )F x

]ضا‌ ]cf gH.زیفطاًؿیل‌خصیط‌زطویثی‌گَیین 

‌

‌زاتغ‌‌3-3-5 f[0,5]:هثال. ‌‌ُِيات‌ ‌تا )ضا ) (0.5,1.5,2) xf x eایي‌نَضذ‌‌‌ ‌زض ‌ًظط‌تگیطیس. زض

)(‌زاضین‌2-6-8-2َثك‌لًیِ‌) ) (0.5,1.5,2) x

gH
f x e زاضین‌(2-3).‌خؽ‌اظ‌زؼطیف‌‌
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0.
0.5

0

5

*

0.

0

5

1 1

(0.5,1.5,2)

1
  ( ) ( ) ( )d

(0.5)

( )  d
(0.5)

(1,3,4)  e [0.5,1.5, ]

gH gH

t

x

x

x

D f x x t f t t

x t e t

x
F x







 


 


 



‌

)]fزاتغ‌‌[0,5](‌ٍايح‌اؾر‌تط‌تاظ1‌ُ-3ّواًَُض‌وِ‌زض‌قىل‌) ) ]cf i gH تاقس.زیفطاًؿیل‌خصیط‌هی‌

‌

‌

‌

‌

‌(iواخچَ‌اظ‌ًَع‌)‌وؿطی‌زؼوین‌یافسِ‌ّاوَاضا.‌ًوایف‌هكسك‌1-3قىل‌

3هثال.‌زاتغ‌‌3-3-6
:[ , ]

2
f


 ‌‌ُِضا‌تا‌يات( ) (0,1,2)sinf x xزض‌ًظط‌تگیطیس.‌زض‌ایي‌نَضذ‌‌

)(‌زاضین‌2-6-8-2َثك‌لًیِ‌) ) (0,1,2)cos
gH

f x x ‌ِزَاى‌ًَقرهی‌(2-3).‌تا‌زَخِ‌ت‌

0.5

*

0.5

.5

2

1

0

0

0

2

1
  ( ) ( ) ( )d

(0.5)

( ) cos  d
(0.5)

(0,2,4)  [1,1.25,0.75

(0,1,

,

2)

]
4

x

x

gH gH
D f x x t f t t

x t t t

x x
F







 


 


 



‌

]ایي‌زاتغ‌تط‌تاظُ‌ ,3 / 2] ‌[( ) ]cf ii gH (‌ضا‌تثیٌیس.‌2-3تاقس.‌قىل‌)زیفطاًؿیل‌خصیط‌هی‌

1 2 3 4 5

50

100

150

200
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‌

‌

‌

‌

‌(iiواخچَ‌اظ‌ًَع‌)‌وؿطی‌زؼوین‌یافسِ‌ّاوَاضا.‌ًوایف‌هكسك‌2-3قىل‌

‌زاتغ‌‌3-3-7 f[0,4]:هثال. ‌‌ُِيات‌ ‌تا )2ضا ) (0.25,0.5,1)( 4 3)f x x x  زض‌‌‌ زض‌ًظط‌تگیطیس.

)(‌زاضین2-6-8-2ایي‌نَضذ‌َثك‌لًیِ‌) ) (0.25,0.5,1)(2 4)
gH

f x x  ‌ٍ‌ُِزَاى‌ًَقرهی‌(2-3)اظ‌ضات‌

0.5

0

0.5

*

0

0.5(0.25,0.

1
  ( ) ( ) ( )d

(0.5)

( ) (2 4) d (2,4,8)  ( 1)
(0.5) 3

5,1)

H gH

x

g

x

D f x x t f t t

x x
x t t t







 


    






‌

زاضای‌ًمُِ‌زؼَیى‌اؾر‌ٍ‌ًَع‌زیفطاًؿیل‌‌[0,4]تیٌیس،‌ایي‌زاتغ‌تط‌تاظُ‌(‌هی3-3ّواى‌ََض‌وِ‌زض‌قىل‌)

3xخصیطی‌آى‌زض‌ًمُِ‌ اظ‌ًَع‌‌( )ii‌‌ِت( )iقَز.هیزؼَیى‌‌‌

‌

‌

‌

‌

‌(‌i(‌تِ‌)ii.‌ًوایف‌زؼَیى‌ًَع‌واخچَ‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌اظ‌ًَع‌)3-3قىل‌

3.5 4.0 4.5

4

3

2

1
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 لیوویل فاصی و هشتك کسشی تعوین یافته هاکواسا کاپچو-ویژگی های انتگشال سیواى 3-4

‌اظ‌خولِ‌هكسك‌وؿطی‌‌زض‌ایي‌ترف‌تِ‌تطضؾی‌ذهَنیاذ‌هكسك‌ٍ‌اًسگطال‌وؿطی‌اظ‌زَاتغ‌فاظی همساض،

یافسِ‌ّاوَاضا‌واخچَ‌اظ‌زاتغ‌ثاتر،‌حانل‌يطب‌اؾىالط‌فاظی‌زض‌زاتغ‌حمیمی،‌حانل‌يطب‌اؾىالط‌زؼوین‌

خطزاظین‌ٍ‌چٌسیي‌ٍیػگی‌تٌیازی‌وِ‌تیي‌هكسك‌ٍ‌حمیمی‌زض‌زاتغ‌فاظی،‌هدوَع‌ٍ‌زفايل‌زٍ‌زاتغ‌فاظی‌هی

‌وٌین.اًسگطال‌وؿطی‌فاظی‌ٍخَ‌زاضز‌ضا‌تیاى‌هی

‌0فطو‌وٌیسلن.‌‌3-4-1 1 ‌ٍ:[ , ]f a b زاتغ‌ثاتر‌تاقس.‌زض‌ایي‌نَضذ‌‌*
(  )( ) 0

gH
D f x ‌

‌ ‌اظای‌ّط ‌فطو‌وٌیس‌تِ )اثثاذ. , )x a bتاقین‌‌ )زاقسِ )f x c ‌ ‌تِ‌ضاتُِ ‌زَخِ ‌تٌاتطایي‌تا .(3-2)‌

‌زاضین

*

1 1 0
(  )( )  d  d 0

(1 ) ( ) (
 

1 )

)

)

(

(

x x

g
a

g

H

H

a
D f x t t

x t x t

f t


  
  
   



  ‌

‌

0فطو‌وٌیس‌لن.‌‌3-4-2 1 ‌ٍ: ( , )f a b ‌‌ِزاتغ‌حمیمی‌همساض‌خیَؾسِ‌ٍ‌لثگ‌اًسگطال‌خصیط‌اؾر،‌ت

)ََضیىِ‌ )f x‌‌ُتط‌تاظ( , )a bزغییط‌ػلاهر‌ًسّس.‌زض‌ایي‌نَضذ‌تطای‌‌cزاضین‌‌

* *
  ( ( )) = ( )
gH

D c f x c D f x ‌

‌ذهَنیر‌ؾَم‌اًسگطال‌زاضین‌ٍ‌(2-3)تا‌خای‌گصاضی‌زض‌ضاتُِ‌‌ٍ(‌2-6-8-2اثثاذ.‌َثك‌لؿور‌)

* *

1 ( )
(  )( )  d  d (  )( )

(1 ) ( ) (1 ) ( )

(
 

)x x

gH
a a

c f t
D f x t

c f t
t c D x

x t x
f

t

 

  


  
    



 ‌

‌

3-4-3‌‌ ‌فطو‌وٌیس 0لن. 1 ‌‌ ‌زاتغ ٍ:[ , ]f a b ‌‌ ‌خصیط ‌لثگ‌اًسگطال ٍ‌ ‌ایي‌خیَؾسِ ‌زض تاقس.

*نَضذ‌
  [ , ]
gH

D f C a b ‌ٍ*
  ( ) 0
gH

D f a .‌

*خیَؾسِ‌اؾر‌خؽ‌fچَى‌زاتغ‌‌(2-3)اثثاذ.‌تا‌زَخِ‌تِ‌ضاتُِ‌
 
gH

D fّوچٌیيًیع‌خیَؾسِ‌هی‌تاقس‌‌.‌

.*

1
  ( )  d 0

(1 )

)

)

(

(

a

gH
a

gH
f

a
t

D f t
a t









  ‌

‌
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‌[(16)]‌لن‌3-4-4 ‌وٌیس ‌فطو ., 0  ‌ٍ:[ , ]f a b ‌‌ِو‌ ‌ََضی ‌تِ ‌اؾر ‌همساض ‌فاظی زاتغ

[ , ] [ , ]f C a b L a b زض‌ایي‌نَضذ‌‌

a a a
J J f J f   ‌

3-4-5‌‌ ‌وٌیس ‌فطو 0لن. 1 ‌‌ ٍ: [ , ]f a b‌‌ ‌ََضی ‌تِ ‌اؾر ‌همساض ‌فاظی وِ‌زاتغ

[ , ] [ , ]
gH

f C a b L a b  زض‌ایي‌نَضذ‌‌

*
( )( ) ( ) ( )

a gH gH
J D f x f x f a  ‌

‌(‌هی‌زَاى‌ًَقر4-4-3ٍ‌لن‌)‌(2-3)اثثاذ.‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌ضاتُِ‌

1

*
(  )( ) ( )( ) ( )d

x

a gH a a gH gH
a

J D f x J J f x f t t       ‌

)تط‌تاظf‌‌ُاتسسا‌فطو‌وٌیس‌ , )a b‌،[( ) ]i gH زیفطاًؿیل‌خصیط‌خؽ‌ذَاّین‌زاقر‌‌

*
(  )( ; ) ( ; )d [( ) ( ), ( ) ( )]d [ ( ) ( )d , ( ) ( )d ]

[ ( ) ( ), ( ) ( )] ( ) ( )

x x x x

a gH gH r r r r
a

r r r r

a a a
J D f x r f t r t f t f t t f t t f t t

f x f a f x f a f x f a

     

   

      

   

     

)تط‌تاظf‌‌ٍُ‌اگط‌ , )a b‌،[( ) ]ii gH زیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقس‌زاضین‌‌

*
(  )( ; ) ( ; )d [( ) ( ), ( ) ( )]d [ ( ) ( )d , ( ) ( )d ]

[ ( ) ( ), ( ) ( )] ( 1) ( ) ( 1) ( )

a a

x x x x

a gH gH r r r r
a

r r r r

a
J D f x r f t r t f t f t t f t t f t t

f x f a f x f a f a f x

     

   

      

     

   ‌

‌

3-4-6‌‌ ‌لن. ‌وٌیس 0فطو 1 ‌ٍ‌:[ , ]f a b ‌‌ِو‌ ‌ََضی ‌تِ ‌اؾر ‌همساض ‌فاظی زاتغ

[ , ] [ , ]f C a b L a b زض‌ایي‌نَضذ‌‌

*gH a
D J f f  ‌

‌(‌زاضین2-6-8-2ٍ‌لًیِ‌)‌(2-3)اثثاذ.‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌ضاتُِ‌
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1 1 1

*

1 2

(
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d )
( )

1
( ) ( )d )

(
(

)

gH a a a gH a gH
a

x

x

a
a

D J f x J J f x J x

J

t f t t

x t f t t

     

 







  

 

   











‌

‌(‌زاضین4-4-3حال‌اظ‌ذهَنیاذ‌زاتغ‌گاها‌ٍ‌لن‌)

‌1 2 1 1

*

1
( ) ( ) ( ) ( )d ) ( )( ) (

( 1
( )

)
gH a gH a a a

x

a
D J f x x t f t t J J f x fJ x     



       
  ‌

‌

]:لن.‌فطو‌وٌیس‌‌3-4-7 , ]f a b ‌‌ِزاتغ‌فاظی‌همساض‌اؾر‌تِ‌ََضی‌و( ) [ , ] [ , ]m

gH
f C a b L a b ‌

ٍ, ‌‌ِ0ضا‌چٌاى‌زض‌ًظط‌تگیطیس‌و 1, 0   ‌‌ٍ1k k    وِ‌زض‌آى‌‌,k k m ‌‌.تاقس

‌زض‌ایي‌نَضذ

* * *
     
gH gH gH

D D f D f   ‌

‌گیطین.اثثاذ.‌تطای‌اثثاذ‌ایي‌ذانیر‌ؾِ‌حالر‌ظیط‌ضا‌زض‌ًظط‌هی

1. [ ]   ‌ُِآٍضین(‌تسؾر‌هی6-4-3(‌ٍ‌)3-4-3ٍ‌لن‌ّای‌)‌(2-3):‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌ضات‌

‌
[ ] 1 [ ] 1 1 [ ] 1

* * * *

1 1

* *

           

     

gH gH gH a gH gH a gH

gH a gH gH

D D f D J D f D J D f

D J D f D f

        

     

    

   

 

 ‌

2.  ُِزاضین‌(2-3):‌زض‌ایي‌حالر‌تا‌ضات 

1 1

* *
    =    
gH gH gH gHa

D D f J D f D f         

3. [ ] [ ]   ‌ُِزَاى‌ًَقر(‌هی4-4-3ٍ‌لن‌)‌(2-3):‌اظ‌ضات 

[ ] 1 [ ] 1 1 [ ] [ ] 1

* * *

1 [ ] ( ) [ ] 1

*

         

   

gH gH gH a gH a gHa

a gH gH

D D f D J D f J J D f

J D f D f

         

       

     

      

 

 

 

‌
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‌فطو‌وٌیس‌3-4-8 ‌0لن. 1 ‌ٍ‌, [ , ] [ , ]
gH gH

f g C a b L a b   اگط‌‌ .,g f‌‌ )]ّط‌زٍ ) ]cf i gH 

‌ ‌زٍ ‌یاّط ‌خصیط )]زیفطاًؿیل ) ]cf ii gH ٍ‌ ‌تاقٌس ‌خصیط زیفطاًؿیل
1 2
,c cایي‌‌ ‌زض ‌تاقٌس ‌حمیمی ‌ّای ثاتر

‌نَضذ

* 1 2 1 * 2 *
  ( ( ) ( ))   ( )   )= ( 
gH gH gH

D c f x c g x c D f x c D g x   ‌

*اثثاذ.‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌زؼطیف‌اخطازَض‌
 
gH

D(ٍ‌ذهَنیر‌اٍل‌اًسگطال‌3-6-8-2ٍ‌لؿور‌‌)زاضین‌

1

* 1 2 1 2

1 1

1 2

1 * 2 *

  ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ) ( )

  ( )   ( )

gH a gH

a gH a gH

gH gH

D c f x c g x J c f x c g x

c J f x c J g x

c D f x c D g x

 

 

 



 

  

  

 

‌

‌

3-4-9‌‌ ‌فطو‌وٌیس ,لن. [ , ] [ , ]f g C a b L a b تَُضی‌‌ )وِ ) ( )
gH

f x g x‌‌ ‌ّط ‌اظای ]تِ , ]x a b‌

‌هَخَز‌تاقس،‌زض‌ایي‌نَضذ

 =( ( ) ( )) ( ) ( )
a gH a gH a

J f x g x J f x J g x  ‌

)اثثاذ.‌فطو‌وٌیس‌ ) ( )
gH

f x g xاظ‌ًَع‌اٍل‌تاقس‌یؼٌی‌‌

( ) ( ) [( )( ) ( )( ),( )( ) ( )( )] 0 1
gH r r r r

f x g x f x g x f x g x r       ‌

‌تٌاتطایي‌زاضین

11
( ( ) ( )) ( ) [( )( ) ( )( ), ( )( ) ( )( )] ,      0 1

( )

[ ( )( ) ( )( ), ( )( ) ( )( )],  0 1

( ) ( )

x

a gH r r r r

a

a r a r a r a r

a a

J f x g x x t f t g t f t g t dt r

J f x J g x J f x J g x r

J f x J g x

 

   

 



    

   

     


    





‌

)حال‌فطو‌وٌیس‌ ) ( )
gH

f x g xاظ‌ًَع‌زٍم‌تاقس‌یؼٌی‌‌‌

( ) ( ) [( )( ) ( )( ),( )( ) ( )( )] 0 1
gH r r r r

f x g x f x g x f x g x r      ‌
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11
( ( ) ( )) ( ) [( )( ) ( )( ), ( )( ) ( )( )] ,      0 1

( )

[ ( )( ) ( )( ), ( )( ) ( )( )],  0 1

( 1) ( ) ( 1) ( ))

x

a gH r r r r

a

a r a r a r a r

a a

J f x g x x t f t g t f t g t dt r

J f x J g x J f x J g x r

g fJ x J x

 

   

 



 

 

  

 

     


    

  



‌

‌

0لن.‌فطو‌وٌیس‌‌3-4-10 1 ‌‌ٍ, [ , ] [ , ]f g C a b L a b وِ‌تَُضی‌( ) ( )
gH

f x g xتِ‌اظای‌ّط‌‌

[ , ]x a b‌‌ ‌ٍزَاتغ ‌تاقس g,هَخَز f‌‌ ‌زٍ )]ّط ) ]cf i gH ‌ ‌زٍ ‌ّط ‌یا ‌خصیط )]زیفطاًؿیل ) ]cf ii gH 

‌ایي‌نَضذزیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقٌس‌زض‌

* * *
  ( ( ) ( ))   ( )   ( ) =
gH gH gH gH gH

D f x g x D f x D g x  

‌

*اثثاذ.‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌زؼطیف‌اخطازَض‌
 
gH

D(زاضین9-4-3(‌ٍ‌لن‌)4-6-8-2ٍ‌لؿور‌‌)‌

1 1

*

1 1

* *

  ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ) ( )   ( )   ( )

gH gH a gH gH a gH gH gH

a gH gH a gH gH gH gH

D f x g x J f x g x J f x g x

J f x J g x D f x D g x

  

   

 

 

  





 

‌

 

,هثال.‌زَاتغ‌‌3-4-11 :[0, ]
2

f g


‌‌ُِتا‌يات( ) (2,3,4)sinf x x‌ٍ2( ) (1,1.5,2)g x xزض‌ًظط‌‌

‌تگیطیس.‌خؽ‌زاضین

( ) (2,3,4)cos ( ) (2,3,4)
gH gH

f x x g x x  ‌

‌لصا‌

1 2

2
1* 2

1 8 16
( )( ) (4,6,8) [1,1.25,1.75, ] ( ,4, )

4 3
 

3
gH

x
f g x x F x xD



 
    

 
‌

1 2

2
1 2*

1 8 16
( )( ) (4,6,8) [1,1.25,1.75, ] ( ,4, )

4 3 3
 
gH gH

x
f g x x F xD x



 
  

 
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 لیوویل-لضیه همذاس هیانی فاصی تشای انتگشال سیواى 3-5

‌تطای‌اًسگطال‌وؿطی‌ضیواى ‌لًیِ‌همساض‌هیاًی‌ضا ‌تطای‌ایي‌هٌظَض‌تسؾر‌هیلیٍَیل‌-زض‌ایي‌ترف، آٍضین.

‌اثثاذ‌لًیِ‌همساض‌هسَؾٍ‌فاظی‌ ‌تطای‌اًسگطال‌فاظی‌زاقسِ‌تاقین‌وِ‌ایي‌هْن‌تا تایس‌لًیِ‌همساض‌هیاًی‌ضا

[‌اؾسفاز31‌ُازفاق‌افساز.‌زض‌ایي‌لًایا‌تِ‌ضاتُِ‌زطزیثی‌تیي‌اػساز‌فاظی‌ًیاظ‌زاضین‌وِ‌اظ‌زؼطیف‌اضائِ‌قسُ‌زض‌]

‌وٌین.هی

 

 تشتیة دس هدووعه اعذاد فاصیساتطه  3-5-1

‌ضات3-5-1-1‌ُِ ‌زؼطیف. ‌فاظی ‌ػسز ‌زٍ ‌تیي ‌زطزیة ‌‌u‌ٍvی ‌تطـrتا ]ّای ] [ , ]r

r r
u u u ‌‌ٍ

[ ] [ , ]r

r r
v v v قَزتِ‌نَضذ‌ظیط‌زؼطیف‌هی‌‌

o گَیین‌u v0اگط‌ٍ‌زٌْا‌اگط‌تِ‌اظای‌ّوِ‌همازیط‌‌ 1r زاقسِ‌تاقین‌‌
r r

u v ‌‌ٍ
r r

u v  

o گَیینu v0اگط‌ٍ‌زٌْا‌اگط‌تِ‌اظای‌ّوِ‌همازیط‌‌ 1r زاقسِ‌تاقین‌‌
r r

u v ‌‌ٍ
r r

u v ‌

uگعاضُ.‌اگط‌‌3-5-1-2 v‌‌ُآًگاv u .‌

0(،‌تِ‌اظای‌همازیط‌1-1-5-3اثثاذ.‌تا‌زَخِ‌تِ‌زؼطیف‌) 1r تطای‌اثثاذ‌زاضین‌،‌

,       
r r r r

u v u v    ‌

‌خؽ‌

,       
r r r r

v u v u        ‌

vتٌاتطایي‌ u ‌.ٍ‌حىن‌تطلطاض‌اؾر‌

 

uگعاضُ.‌اگط‌‌3-5-1-3 v‌‌ٍv u‌‌ُآًگاu v.‌

0(،‌تِ‌اظای‌ّوِ‌همازیط‌1-1-5-3اثثاذ.‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌فطيیاذ‌ٍ‌زؼطیف‌) 1r زاضین‌‌‌

,        , ,       
r r r r r r r r

u v u v v u v u          ‌
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0خؽ‌تِ‌اظای‌ّوِ‌همازیط‌ 1r زاضین‌‌( ) ( ),    ( ) ( )u r v r u r v r
   

 قَز.،‌وِ‌اظ‌آى‌لًیِ‌اثثاذ‌هی‌

 

3-5-1-4‌‌ ‌فطو‌وٌیس ,گعاضُ. :[ , ]f g a b همازیط‌‌‌ ‌اظای‌ّوِ ‌تِ ‌اگط ‌فاظی‌تاقٌس. ‌خیَؾسِ ‌زاتغ زٍ

[ , ]x a bزاقسِ‌تاقین‌‌( ) ( )f x g x‌ُآًگا‌

( )d ( )d
b b

a a
f x x g x x .‌

](‌اظ‌فطيیاذ‌تِ‌اظای‌1-1-5-3اثثاذ.‌تا‌زَخِ‌تِ‌زؼطیف‌) , ],  [0,1]x a b r   گطفر‌ًسیدِ‌زَاىهی‌‌

( ; ) ( ; ),  ( , ) ( ; ),f x r g x r f x r g x r
   

 ‌

‌اًسگطال‌زاضینخؽ‌اظ‌یىٌَا‌تَزى‌

( ; ) ( ; ) ,     ( , ) ( ; ) ,
b b b b

a a a a
f x r dx g x r dx f x r dx g x r dx
   

    ‌

‌خؽ‌حىن‌ثاتر‌اؾر.

 

 لضیه همذاس هتوسط فاصی 3-5-2

‌وٌین.زض‌ایي‌ترف‌لًیِ‌همساض‌هسَؾٍ‌ضا‌تطای‌زَاتغ‌فاظی‌خیَؾسِ‌تیاى‌هی

)لًیِ.‌زاتغ‌فاظی‌همساض‌‌3-5-2-1 )f xضا‌تط‌[ , ]a bزض‌ًظط‌تگیطیس.‌زض‌ایي‌نَضذ‌تِ‌اظای‌ّط‌ػسز‌فاظی‌‌

)و‌‌ِهاًٌس‌ ) ( )f a f bحسالل‌ٍخَز‌زاضز‌یه‌‌،[ , ]c a b‌ِتِ‌ََضی‌و‌( )f c .‌

‌اثثاذ.‌لطاض‌زّیس‌

{ | [ , ], ( ) }.x x a b f x  ‌

یه‌ػسز‌حمیمی‌‌وٍِخَز‌زاضز‌‌اؾر،‌خؽ‌ؾَخطیونbیه‌هدوَػِ‌غیط‌زْی‌ٍ‌اظ‌تالا‌وطاًساض‌تا‌‌چَى‌

supcفطو‌وٌیس‌تاقس.‌هی .‌

)اتسسا‌ )f c 0تِ‌اظای‌ّوِ‌همازیط‌‌(1-1-5-3)ضا‌زض‌ًظط‌تگیطیس.‌خؽ‌اظ‌زؼطیف‌‌ 1r زاضین‌‌‌
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( ) , ( )
r r r r

f c f c     ‌

‌زاتؼی‌خیَؾسِ‌فاظی‌اؾر‌لصا‌fػلاٍُ‌تطایي‌تِ‌زلیل‌ایٌىِ‌

(3-6)‌  0,  0,  ( ), ( ) .x x c D f x f c         ‌

‌ثاتر‌ ‌همساض ‌ّط ‌اظای 0تِ 1r ‌‌ ‌زّیس لطاض min ( ) , ( )
r r r r

f c f c      زؼطیف‌هسط‌‌ ‌خؽ‌اظ ،

‌ّاؾسٍضف‌زاضین‌

(3-7)‌( ) ( ) ( ) ( )
r r r r r

f x f c f x f c          ‌

‌ٍ‌

(3-8)‌( ) ( ) ( ) ( )
r r r r r

f x f c f x f c          ‌

‌ ‌هؼازلاذ ‌تِ ‌زَخِ ‌‌(8-3)تا ٍ(3-7)‌ ‌همازیط ‌ّوِ ‌اظای ‌تِ ،( , )x c c   هی‌‌ ‌وِ‌ًسیدِ گیطین

( ) , ( )
r r r r

f x f x     ایي‌ایداب‌هی‌ ‌وِ .‌ cوٌس یه‌وطاى‌تالا‌تطای‌‌‌‌ ‌ؾَخطیون‌تاقس‌وِ تا

‌ّیچ‌ًمُِ‌زض‌cتَزى‌ ‌زٌالى‌اؾر‌ظیطا )ای‌زض‌تاظُ , ]c c‌‌ِو( ) , ( )
r r r r

f x f x     زَاًس‌ًوی‌

0چَى‌‌تاقس.‌هسؼلك‌تِ‌ 1r 0زَاى‌ًسیدِ‌گطفر‌وِ‌تِ‌اظای‌ّط‌هی‌زلرَاُ‌تَز‌خؽ‌ 1r زاضین‌‌‌

( ) ,   ( )
r r r r

f x f x     ‌

)هی‌زَاى‌ًسیدِ‌گطفر‌‌(1-1-5-3)خؽ‌تٌاتط‌زؼطیف‌ )f c .‌

)حال‌فطو‌وٌیس‌ )f c 0.‌هدسزاً‌اظ‌خیَؾسگی‌ٍ‌ذهَنیاذ‌هسط‌ّاؾسٍضف‌تِ‌اظای‌ّط‌ 1r ‌‌ُزلرَا

‌هی‌زَاى‌ًسیدِ‌گطفر‌وِ‌(6-3)ی‌هؼازلِ‌ٍ‌اظ‌ایي‌تِ‌تؼس‌ثاتر‌اظ

(3-9)‌( ) ( ) ( ) ( )
r r r r r

f x f c f x f c          ‌

‌ٍ‌

(3-10)‌( ) ( ) ( ) ( )
r r r r r

f x f c f x f c          ‌

)تِ‌اظای‌ّوِ‌همازیط‌‌(9-3)ٍ‌‌(10-3)خؽ‌تا‌زَخِ‌تِ‌هؼازلاذ‌ , )x c c   زاضین‌‌‌
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( ) ,   ( )
r r r r

f x f x     ‌

ٍ‌تٌاتطایي‌
2

c


 وِ‌ایي‌زض‌زٌالى‌تا‌هفَْم‌ؾَخطیون‌تَزى‌‌c‌‌.چَى‌اؾرrخؽ‌تِ‌اظای‌زلرَاُ‌تَز‌‌

0ّط‌ 1r زاضین‌‌‌

( ) ,   ( )
r r r r

f x f x     ‌

)خؽ‌ )f c ‌ُگیطین‌ًسیدِ‌هی(‌3-1-5-3).‌تٌاتطایي‌تا‌زَخِ‌تِ‌گعاض( )f c .‌

 لضیه همذاس هیانی انتگشال فاصی 3-5-3

‌وٌین.زض‌ایي‌ترف‌لًیِ‌همساض‌هیاًی‌اًسگطال‌اظ‌حانل‌يطب‌یه‌زاتغ‌فاظی‌ٍ‌یه‌زاتغ‌حمیمی‌ضا‌ثاتر‌هی

]:لًیِ.‌فطو‌وٌیس‌و3-5-3-1‌‌ِ , ]f a b زاتؼی‌خیَؾسِ‌فاظی‌تاقس‌تِ‌ََضی‌وِ‌تِ‌اظای‌ّوِ‌همازیط‌‌

[ , ]x a bزاقسِ‌تاقین‌‌( ) ( ) ( )f a f x f bّوچٌیي‌‌،:[ , ]g a b یه‌زاتغ‌حمیمی‌اًسگطال‌خصیط‌زض‌‌

]ی‌تاظُ , ]a bتاقس.‌زض‌ایي‌نَضذ‌حسالل‌یه‌‌( , )c a b‌‌ٍِخَز‌زاضز‌تِ‌ََضی‌و‌

( ) ( )d ( ) ( )d
b b

a a
f x g x x f c g x x ‌

)اثثاذ.‌اتسسا‌فطو‌وٌیس‌ ) 0g x ‌(‌ٍُ‌فطيیاذ‌لًیِ‌زاضین‌4-1-5-3خؽ‌تا‌زَخِ‌تِ‌گعاض‌)‌

( ) ( )d ( ) ( )d ( ) ( )d
b b b

a a a
f a g x x f x g x x f b g x x  ‌

)(‌اًسگطال‌ٍ‌هثثر‌تَزى‌اًسگطال‌3خؽ‌تا‌زَخِ‌تِ‌ٍیػگی‌) )g x‌‌ُتط‌تاظ[ , ]a bزاضین‌‌

( ) ( )d
( ) ( )

( )d

b

a

b

a

f x g x x
f a f b

g x x




‌

](‌حسالل‌یه‌1-2-5-3تا‌زَخِ‌تِ‌لًیِ‌) , ]c a b‌‌ٍِخَز‌زاضز‌تِ‌ََضی‌و‌

( ) ( )d
( )

( )d

b

a

b

a

f x g x x
f c

g x x




‌

)حال‌فطو‌وٌیس ) 0g x ‌ُزَاى‌ًَقر(‌هی4-1-5-3(‌ٍ‌)2-1-5-3ّای‌)خؽ‌تا‌زَخِ‌تِ‌گعاض‌
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‌( ) ( )d ( ) ( )d ( ) ( )d

b b b

a a a

f b g x x f x g x x f a g x x  ‌

)(‌اًسگطال‌ٍ‌هٌفی‌تَزى‌اًسگطال‌3اظ‌ٍیػگی‌) )g x‌‌ُتط‌تاظ[ , ]a bزاضین‌‌

‌
( ) ( )d

( ) ( )
( )d

b

a

b

a

f x g x x
f a f b

g x x




‌

](‌ٍخَز‌زاضز‌حسالل‌یه‌1-2-5-3لصا‌َثك‌لًیِ‌) , ]c a b‌‌ِچٌاى‌و‌

( ) ( )d
( )

( )d

b

a

b

a

f x g x x
f c

g x x



‌

‌ٍ‌ایي‌یؼٌی

‌( ) ( )d ( ) ( )d .
b b

a a
f x g x x f c g x x ‌

 

حانل‌يطب‌زاتغ‌لیٍَیل‌اظ‌-حال‌لًیِ‌هَضز‌ًیاظ‌تطای‌اثثاذ‌لًیِ‌همساض‌هیاًی‌تطای‌اًسگطال‌وؿطی‌ضیواى

‌وٌین.این.‌اظ‌ایي‌ضٍ‌زض‌لًیِ‌ظیط‌ایي‌ًظطیِ‌هْن‌ضا‌تیاى‌هیفاظی‌همساض‌ٍ‌یه‌زاتغ‌حمیمی‌ضا‌ثاتر‌وطزُ

]:لًیِ.‌فطو‌وٌیس‌3-5-4 , ]f a b ‌‌ِزاتؼی‌خیَؾسِ‌فاظی‌تاقس‌تِ‌ََضی‌و[ , ] [ , ]f C a b L a b ‌
]ٍ‌تِ‌اظای‌ّوِ‌همازیط‌ , ]x a bزاقسِ‌تاقین‌‌( ) ( ) ( )f a f x f bّوچٌیي‌‌،g‌‌ِیه‌زاتغ‌حمیمی‌خیَؾس

]ی‌ٍ‌اًسگطال‌خصیط‌زض‌تاظُ , ]a bتاقس.‌زض‌ایي‌نَضذ‌حسالل‌یه‌( , )c a b‌‌ٍِخَز‌زاضز‌تِ‌ََضی‌و‌

( ) ( ) ( ) ( )
a a

J f x g x f c J g x ‌

‌لیٍَیل‌زاضین‌–اثثاذ.‌تا‌زَخِ‌تِ‌زؼطیف‌اًسگطال‌ضیواى‌

1

1 ( ) ( )
( ) ( ) d

( ) ( )

x

a
a

f t g t
J f x g x t

x t



 

 ‌

لطاض‌زّیس‌
1

( )
( )

( )( )

g t
g t

x t  

 

]زاتؼی‌خیَؾسِ‌ٍ‌اًسگطال‌خصیط‌زض‌g،‌خؽ‌تا‌زَخِ‌تِ‌فطو‌لًیِ‌ , ]a b‌

‌زاضین‌‌(1-3-5-3)وٌس.‌خؽ‌تا‌زَخِ‌تِ‌لًیِ‌اؾر‌ٍ‌ػلاهر‌آى‌زض‌ایي‌تاظُ‌زغییطی‌ًوی
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( ) ( ) ( ) ( )d ( ) ( )d ( ) ( )
x x

a a
a a

J f x g x f t g t t f c g t t f c J g x    ‌

 

 تسط تیلوس تشای هشتك تعوین یافته کاپچو 3-6

تاقس‌ضا‌تٌَیؿین‌وِ‌تطای‌ایي‌زض‌ایي‌ترف‌لهس‌زاضین‌تؿٍ‌زیلَض‌زاتغ‌فاظی‌همساض‌وِ‌هكسك‌خصیط‌واخچَ‌هی

زّس‌احسیاج‌زاضین‌وِ‌ای‌وِ‌ضاتُِ‌تیي‌هكسك‌زؼوین‌یافسِ‌ّاوَّاضا‌ٍ‌اًسگطال‌فاظی‌ضا‌ًكاى‌هیلًیِ‌هٌظَض‌تِ

‌اتسسا‌آى‌ضا‌اثثاذ‌وٌین.

]هسؼلك‌تf‌‌ِلًیِ.‌فطو‌وٌیس‌‌3-6-1 , ]nC a b‌‌ٍ1تاقس‌ k n تٌاتطایي‌.‌

k‌‌ٍ1kهكسماذ‌هطزثf‌‌ِاگط‌زاتغ‌ (1 ام‌آى‌[( ) ]i gH ‌ُزیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقٌس،‌آًگا 

‌( 1) ( 1) ( )( ) ( ) ( )d .
x

k k k

gH gH gH
a

f x f a f t t   ‌

k‌‌ٍ1kهكسماذ‌هطزثf‌‌ِاگط‌زاتغ‌ (2 ام‌آى‌[( ) ]ii gH ُزیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقٌس،‌آًگا‌

‌( 1) ( 1) ( )( ) ( ) ( )d .
x

k k k

gH gH gH
a

f x f a f t t   ‌

k‌‌ٍ1kهكسماذ‌هطزثf‌‌ِاگط‌زاتغ‌ (3 آًگاًَُع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌آى‌هسفاٍذ‌تاقس،‌‌ام‌آى‌

 ( 1) ( 1) ( )( ) ( ) ( 1) ( )d .
x

k k k

gH gH gH
a

f x f a f t t   ‌

]اثثاذ.‌تا‌زَخِ‌تِ‌فطو‌لًیِ‌وِ‌ , ]nf C a bهی‌زَاى‌گفر‌زَاتغ‌( )k

gH
f0,1تِ‌اظای‌‌,...,k n‌ُیزض‌تاظ

[ ,  ]a b‌‌.اًسگطال‌خصیط‌ّؿسٌس‌

)(‌فطو‌وٌیس‌و1‌ِتطای‌اثثاذ‌لؿور‌) ) ( )k

gH
f x‌‌ٍ( 1)( )k

gH
f xزَاتغ‌‌[( ) ]i gH زض‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقٌس‌

 (‌تاقٌس.‌خؽ‌1-5-8-2زؼطیف‌)

‌

( ) ( ) ( )

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1

( ; )d ( ) ( )d , ( ) ( )d

( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( )

( )

x x x
k k k

gH r r
a a a

k k k k

r r r r

k k k k

r r r r

k k

gH gH

f t r t f t t f t t

f x f a f x f a

f x f x f a f a

f x f

 

       

       

 

 
  

   

    



 





 

  

) ( )a

‌
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‌خؽ‌لًیِ‌زض‌ایي‌حالر‌تطلطاض‌اؾر.

)(‌2تطای‌اثثاذ‌لًیِ‌زض‌حالر‌) ) ( )k

gH
f x‌‌ٍ( 1)( )k

gH
f xزَاتغ‌‌[( ) ]ii gH زیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقٌس‌زض‌زؼطیف‌

‌(‌تاقٌس.‌خؽ‌2-8-5-1)

‌

( ) ( ) ( )

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1

( ; )d ( ) ( )d , ( ) ( )d

( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( )

( )

x x x
k k k

gH r r
a a a

k k k k

r r r r

k k k k

r r r r

k k

gH gH

f t r t f t t f t t

f x f a f x f a

f x f x f a f a

f x f

 

       

       

 

 
  

   

    



 





 

  

) ( )a

 

‌قَز.‌تٌاتطایي‌لًیِ‌زض‌ایي‌حالر‌اثثاذ‌هی

(‌ ‌لؿور ‌اثثاذ ‌3تطای ‌وِ( ‌وٌیس )‌فطو ) ( )k

gH
f x‌‌ )]زاتغ ) ]i gH ‌ ‌زاتغ ٍ‌ ‌خصیط )زیفطاًؿیل 1) ( )k

gH
f x

‌
[( ) ]ii gH (‌تاقٌس.‌خؽ‌1-5-8-2اقٌس‌زض‌زؼطیف‌)زیفطاًؿیل‌خصیط‌ت 

‌

( ) ( ) ( )

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1)

( ; )d ( ) ( )d , ( ) ( )d

( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( )

( 1) ( ) ( 1

x x x
k k k

gH r r
a a a

k k k k

r r r r

k k k k

r r r r

k

gH

f t r t f t t f t t

f x f a f x f a

f x f x f a f a

f a

 

       

       





 

 

 
  

   

     

  

  

( 1)) ( )k

gH
f x

‌

‌زاتغ ‌وِ ‌ٍلسی )تطای ) ( )k

gH
f x[( ) ]ii gH ‌ ‌زاتغ ٍ‌ ‌خصیط )زیفطاًؿیل 1) ( )k

gH
f x

‌[( ) ]i gH خصیط‌‌ زیفطاًؿیل

‌وٌین.تاقس‌وِ‌اظ‌تیاى‌آى‌نطف‌ًظط‌هیتاقٌس،‌اثثاذ‌تِ‌ّویي‌نَضذ‌هی

 

0لًیِ.‌فطو‌وٌیس‌‌3-6-2 ،،[ ] 1m  ‌‌ٍ( ) [ , ] [ , ]m

gH
f C a b L a b ‌.‌

]ٍ‌زوام‌هكسماذ‌هطزثِ‌تالازط‌آى‌زض‌تاظf‌‌ُ(‌اگط1 , ]a bزَاتؼی‌‌gHزیفطاًؿیل‌خصیط‌اظ‌ًَع‌لؿور‌( )iزض‌‌

 (‌تاقٌس،‌خؽ‌1-5-8-2زؼطیف‌)

1
( )

*

1

( )
( ) ( ) ( ) (  )( )

!

km
k

gH a gH

k

x a
f x f a f a J D f x

k

 





  ‌
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]ٍ‌زوام‌هكسماذ‌هطزثِ‌تالازط‌آى‌زض‌تاظf‌‌ُ(‌اگط2 , ]a bزَاتؼی‌‌gHزیفطاًؿیل‌خصیط‌اظ‌ًَع‌لؿور‌( )ii‌
 (‌تاقٌس،‌آًگا1ُ-5-8-2زض‌زؼطیف‌)

1
( )

*

1

( )
( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) (  )( )

!

km
k

gH a gH

k

x a
f x f a f a J D f x

k

 





  ‌

]زض‌تاظf‌ُ(‌اگط3 , ]a bزیفطاًؿیل‌خصیط‌اظ‌ًَع‌لؿور‌‌( )i‌(تاقس‌ٍ‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌1-5-8-2زض‌زؼطیف‌‌)

)هكسماذ‌هطزثِ‌تالازط‌آى‌یىی‌زض‌هیاى‌اظ‌ًَع‌ )i‌ِت( )ii‌ُزغییط‌وٌس.‌آًگا 

‌
1 1

( ) ( )

*

1 1
       

( ) ( )
( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) (  )( )

! !

k km m
k k

gH gH a gH

k k
k is odd k is even

x a x a
f x f a f a f a J D f x

k k

 
 

 

 
     

‌

]ِ‌زض‌ًمf‌ُ(‌فطو‌وٌیس‌ًَع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌زاتغ4 ,  ]a b اظ‌ًَع‌IIزؼَیى‌قَز‌ٍ‌هكسك‌هطزثِ‌اٍل‌آى‌

]زض‌ًمُِ‌ , ]b اـ‌اظ‌ًَع‌ًَع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌Iزؼَیى‌قَز.‌اگط‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌زَاتغ‌‌( )k

gH
f‌‌ِت

k,...,2,3اظای‌ mاظ‌ًَع‌‌( )i‌(تاقٌس.‌آًگا1ُ-5-8-2زض‌زؼطیف‌‌)‌

‌

1
( )

*

1

1
( )

*

1

1
( )

*

2

( )
( ) ( 1) ( ) ( 1) (  )( ) ;

!

( )
( ) ( ) ( ) (  )( ) ;

!

( )
( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) (  )( ) .

!

km
k

gH a gH

k

km
k

gH a gH

k

km
k

gH gH a gH

k

x a
f a f a J D f x a x

k

x a
f x f a f a J D f x x b

k

x a
f a x a f a f a J D f x x b

k

 

 

 




















 
   






    




     












‌

‌

]ی‌زض‌ًمf‌ُِ(‌اگط‌5 ,  ]a b اـ‌اظ‌ًَعًَع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌Iقَز‌ٍ‌هكسك‌هطزثِ‌اٍل‌آى‌زض‌زؼَیى‌

]ی‌ًمُِ , ]b اـ‌اظ‌ًَعًَع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌ IIتاقس.‌ػلاٍُ‌تط‌ایي‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌زَاتغ( )k

gH
f‌‌ِت

k,...,2,3اظای‌ mاظ‌ًَع‌‌( )ii‌(تاقٌس.‌آًگا1‌ُ-5-8-2زض‌زؼطیف‌‌) 
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‌

1
( )

*

1

1
( )

*

1

1
( )

*

2

( )
( ) ( ) (  )( )

!

( )
( ) ( 1) ( ) ( 1) (  )( )

( ) !

( )
( ) ( 1)( ) ( ) ( ) (  )( )

!

km
k

gH a gH

k

km
k

gH a gH

k

km
k

gH gH a gH

k

x a
f a f a J D f x a x

k

x a
f a f a J D f x x

f x k

x a
f a x a f a f a J D f x x b

k

 

 

 



 















 
   





    
 


 

     









 

)اثثاذ.تا‌زَخِ‌تِ‌فطو‌لًیِ‌ ) [ , ] [ , ]m

gH
f C a b L a b (آى3-3،‌خؽ‌تٌاتط‌لؿور‌‌)[ ]cf gHزیفطاًؿیل‌

‌(‌زاضین4-4-3اظ‌لن‌)تاقس،‌لصا‌هی‌ی‌خصیط‌اظ‌هطزثِ

( ) ( )

*
(  )( ) ( ( )( )) ( )( )m m m m

a gH a a gH a gH
J D f x J J f x J f x    ‌

 زَاى‌گفر‌(‌هی5-4-3(‌ٍ‌لن‌)1-6-3ی‌)تا‌زَخِ‌تِ‌لًیِ

)(‌فطو‌وٌیس‌وِ‌زَاتغ‌1 )k

gH
f0,1تِ‌اظای‌‌,...,k n‌‌ُزض‌تاظ[ , ]a bزَاتؼی‌‌gHزیفطاًؿیل‌خصیط‌اظ‌ًَع‌

)لؿور‌ )i(تاقٌس.‌تٌاتطایي‌1-5-8-2زض‌زؼطیف‌‌)‌

‌

( ) 1 ( 1) 1 ( 1)

*

2 ( 2) 2 ( 2) 1 ( 1)

2 1 ( 1)

2

(  )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

m m m m m m

a gH a gH a gH a gH

m m m m m m

a gH a gH a gH

m m

a gH a gH a gH

a gH a

J D f x J f x J f x J f a

J f x J f a J f a

J f x J f a J f a

f x f a J f a J

     

     

 





  





1 ( 1)( )( ) ( )( )m m

gH a gH
f a J f a  

‌

‌چَى‌

d
( )

  d d
!

k
x x x

k

a
a a a

k times

x a
J x x x

k


   ‌

‌خؽ‌هی‌زَاى‌گفر‌

‌
2 1

( 1)

*

( ) ( )
(  )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2! ( 1)!

m
m

a gH gH gH gH

x a x a
J D f x f x f a x a f a f a f a

m

 


 
   


‌
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‌ٍ‌تٌاتطایي‌

1
( )

*

1

( )
( ) ( ) ( ) (  )( )

!

km
k

gH a gH

k

x a
f x f a f a J D f x

k

 





  ‌

‌خؽ‌لًیِ‌زض‌ایي‌حالر‌تطلطاض‌اؾر.

)(‌اگطزَاتغ2 )k

gH
f0,1تِ‌اظای‌‌,...,k n‌‌ُزض‌تاظ[ , ]a bزَاتؼی‌‌gHزیفطاًؿیل‌خصیط‌اظ‌ًَع‌لؿور‌( )iiزض‌

 (‌تاقٌس،‌آًگا1‌ُ-5-8-2زؼطیف‌)

( ) 1 ( 1) 1 ( 1)

*

2 ( 2) 2 ( 2) 1 ( 1)

2 1 ( 1)

(  )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( )

m m m m m m

a gH a gH a gH a gH

m m m m m m

a gH a gH a gH

m m

a gH a gH a gH

a gH

J D f x J f x J f x J f a

J f x J f a J f a

J f x J f a J f a

f a f x J f

     

     

 

 



  

   2 1 ( 1)( ) ( )( ) ( )( )m m

a gH a gH
a J f a J f a  

‌

‌،‌هی‌زَاى‌ًَقر‌(1)هكاتِ‌اثثاذ‌لؿور‌

‌
1

( )

*

1

( )
( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) (  )( )

!

km
k

gH a gH

k

x a
f x f a f a J D f x

k

 





  ‌

,...,0,1تِ‌اظای‌(‌فطو‌وٌیس‌3
2

m
k 
‌

2)زَاتغ‌ ) ( )k

gH
f xزَاتؼی‌‌تِ‌اظای‌gHزیفطاًؿیل‌خصیط‌اظ‌ًَع‌( )i‌‌ٍ

2)زَاتغ‌ 1) ( )k

gH
f xزَاتؼی‌gHزیفطاًؿیل‌خصیط‌اظ‌ًَع‌( )ii‌(تاقٌس1-5-8-2زض‌زؼطیف‌‌)‌ُآًگا‌. 

 

( ) 1 ( 1) 1 ( 1)

*

1 ( 1) 2 ( 2) 2 ( 2)

1 ( 1) 2 ( 2)

(  )( ) ( )( ) ( )( ) ( 1) ( )( )

( )( ) ( 1) ( )( ) ( 1) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

m m m m m m

a gH a gH a gH a gH

m m m m m m

a gH a gH a gH

m m m m

a gH a gH

m

J D f x J f x J f a J f x

J f a J f a J f x

J f a J f a f x f a

x a

     

     

   

   

    

   

 


1 2
( 1) ( 2)( )

( ) ( ) ( ) ( )
( 1)! ( 2)!

m
m m

gH gH

x a
f a f a f x f a

m m

 
 

 
 

 

‌خؽ‌
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‌
1 1

( ) ( )

*

1 1
       

( ) ( )
( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) (  )( )

! !

k km m
k k

gH gH a gH

k k
k is odd k is even

x a x a
f x f a f a f a J D f x

k k

 
 

 

 
    ‌

)(‌فطو‌وٌیس‌4 )k

gH
f2,3تِ‌اظای‌‌,...,k nزیفطاًؿیل‌خصیط‌اظ‌ًَع‌‌( )i‌(تاقٌس1-5-8-2زض‌زؼطیف‌‌)‌

(3-11)‌
( ) 1 ( 1) 1 ( 1)

*

2 2 1 ( 1)

(  )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

m m m m m m

a gH a gH a gH a gH

m m

a gH a gH a gH

J D f x J f x J f x J f a

J f x J f a J f a

     

 

 

 

‌

]زض‌تاظُ‌‌چَى ,  ]a ‌،( )
gH

f xزَاتؼی‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌اظ‌ًَع‌‌( )i‌ُی‌ٍ‌زض‌تاظ[ ,  ]bزیفطاًؿیل‌خصیط‌اظ‌ًَع‌‌

( )iiخؽ‌‌تاقس(‌هی1-5-8-2)زؼطیف‌زض‌‌‌

(3-12)‌2

( )( ) ( )( ) ;

( )( )

( )( ) ( 1) ( )( ) .

a gH a gH

a gH

a gH a gH

J f x J f x a x

J f x

J f a J f x x b





   


  
     

 

‌ٍ( )f x‌‌ُزض‌تاظ[ ,  ]a زاتؼی‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌اظ‌ًَع‌‌( )ii‌ُی‌ٍ‌زض‌تاظ[ ,  ]bزاتؼی‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌اظ‌ًَع‌‌

( )i‌(اؾر،‌لصا1-5-8-2زض‌زؼطیف‌‌)‌

(3-13)‌

( ) ( 1) ( ) ;

( )( )    ( )    ( ) ;

( ) ( 1) ( ) .

a gH

f a f x a x

J f x f a f a x

f a f x x b



 



   



   


   

‌

‌خایگصاضی‌هؼازلاذ‌ ‌اثثاذ‌آیستسؾر‌هیاثثاذ‌ایي‌حالر‌ًیع‌‌(11-3)ی‌زض‌هؼازلِ‌(12-3)ٍ‌‌(13-3)تا .

‌وٌین.(‌اؾر،‌وِ‌اظ‌تیاى‌آى‌نطف‌ًظط‌هی4ًیع‌ّواًٌس‌لؿور‌)(‌5لؿور‌)

 

 ی فاصی تسط تیلوس تعوین یافته 3-7

)زض‌ایي‌ترف‌تؿٍ‌زیلَض‌زاتغ‌ )f x‌‌ِتا‌اؾسفازُ‌اظ‌هكسماذ‌وؿطی‌واخچَ‌هطزثk0,1ام‌تِ‌اظای‌,...,k n‌

‌ٍ0 1 1زّین.‌زض‌حالر‌ذال‌اگط‌لطاض‌زّین‌اضائِ‌هی‌ تؿٍ‌زیلَض‌زؼوین‌یافسِ‌ّواى‌تؿٍ‌زیلَض‌‌

ذَاّس‌قس.‌تطای‌تسؾر‌آٍضزى‌ایي‌هْن،‌ًیاظ‌تِ‌زٍ‌ذانیر‌هكسك‌وؿطی‌واخچَ‌زاضین‌وِ‌اتسسا‌آًْا‌ضا‌تیاى‌

‌وٌین.هی
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3-7-1‌‌ ‌اظای ‌تِ ‌وٌیس ‌فطو 0لن. 1 ‌ ‌زَاتغ ،*
  : ( , )k

gH
D f a b ‌‌ ‌اظای k,...,0,1تِ n

  [ ]cf gHاقٌس.تزیفطاًؿیل‌خصیط‌‌

1nاگط‌تِ‌اظای‌ (1 ًَع‌‌  [ ]cf gHزیفطاًؿیل‌خصیطی‌زَاتغ‌( 1)

*
(  )( )n

gH
D f x‌‌ٍ*

(  )( )n

gH
D f xیىؿاى‌‌

 تاقٌس،‌زض‌ایي‌نَضذ

( 1)

* * *
(  )( ) (  )( ) (  )( )= n n n

a gH gH gH
J D f x D f x D f a   ‌

1nاگط‌تِ‌اظای‌ (2 ًَع‌‌  [ ]cf gHزیفطاًؿیل‌خصیطی‌زَاتغ‌( 1)

*
(  )( )n

gH
D f x‌‌ٍ*

(  )( )n

gH
D f xیىؿاى‌‌

 ًثاقٌس،‌زض‌ایي‌نَضذ

( 1)

* * *
(  )( ) ( 1)(  )( ) ( 1)(  )( )n n n

a gH gH gH
J D f x D f a D f x      ‌

‌(‌اثثاذ‌ٍايح‌اؾر.5-4-3(‌ٍ‌لن‌)1-6-3ی‌)اثثاذ.‌تا‌زَخِ‌تِ‌لًیِ

‌

0تِ‌اظای‌فطو‌وٌیس‌‌لن.‌3-7-2 1 ٍ‌زَاتغ‌‌*
  : ( , )k

gH
D f a b 0,1تطای‌‌,...,k n‌  [ ]cf gH

‌‌تاقٌس.زیفطاًؿیل‌خصیط‌

1nاگط‌تِ‌اظای‌ (1 ًَع‌‌  [ ]cf gHزیفطاًؿیل‌خصیطی‌زَاتغ‌( 1)

*
(  )( )n

gH
D f x‌‌ٍ*

(  )( )n

gH
D f xیىؿاى‌‌

 تاقس،‌آًگاُ

( 1) ( 1)

* * *

( )
(  )( ) (  )( ) (  )( )

( 1)

n
n n n n n

a gH a gH gH

x a
J D f x J D f x D f a

n


    



  

 

‌

1nاگط‌تِ‌اظای‌ (2 ًَع‌‌  [ ]cf gHزیفطاًؿیل‌خصیطی‌زَاتغ‌( 1)

*
(  )( )n

gH
D f x‌‌ٍ*

(  )( )n

gH
D f xیىؿاى‌‌

 ًثاقس،‌آًگاُ‌

( 1) ( 1)

* * *

( )
(  )( ) ( 1) (  )( ) (  )( )

( 1)

n
n n n n n

a gH a gH gH

x a
J D f x J D f x D f a

n


    



  
  

 
‌

تا‌اؾسفازُ‌اظ‌لن‌وٌین.‌(‌ضا‌ثاتر‌هی1یىسیگط‌ّؿسٌس‌لصا‌زٌْا‌لؿور‌)(‌هكات2‌ِ)‌ٍ(‌1لؿور‌)اثثاذ‌اثثاذ.‌

‌زَاى‌ًَقرهی(‌10-4-3ٍ‌)(‌5-4-3)‌،(4-4-3ّای‌)
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 

  

( 1) ( 1) ( 1)

* * * *

* * *

* *

(  )( ) (  )( ) ( )( ) (  )( )

( )( ) (  )( ) (  )( )

( )
(  )( ) (  )( )

( 1)

n n n n n n n

a gH a gH a gH a gH

n n n n

a gH gH gH

n
n n n

a gH gH

J D f x J D f x J D f x J D f x

J D f x D f x D f a

x a
J D f a D f a

n

       

   


  



  









 

 

0لًیِ.‌فطو‌وٌیس‌‌3-7-3 1 ‌‌ٍ*
  ( ) [ , ] [ , ]k

gH
D f x C a b L a b  0,1تطای‌‌,...,k nُآًگا‌،‌

)(‌اگط‌1 )f xزاتؼی‌‌[( ) ]cf i gH تِ‌اظای‌ّوِ‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌k‌‌ِ0,1و,...,k n‌ُی‌زض‌تاظ[ , ]a b‌

)زض‌تاظ‌‌ُتاقس‌زض‌ایي‌نَضذ‌ , )a b‌‌ٍِخَز‌زاضز‌تِ‌ََضی‌و‌

( 1)

* ( 1)

*

1

(  )( )( )
( ) ( ) (  )( ) ( )

( 1) (( 1) 1)

nkn
gHk n

gH

k

D fx a
f x f a D f a x a

k n


 



 








   

    
‌

)(‌اگط‌2 )f xزاتؼی‌‌[( ) ]cf ii gH تِ‌اظای‌ّوِ‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌k‌‌ِ0,1و,...,k n‌ُی‌زض‌تاظ[ , ]a b‌

)ی‌زض‌تاظ‌ُزض‌ایي‌نَضذ‌ٍخَز‌زاضز‌ًمُِ‌.‌تاقس , )a b‌ِتِ‌ََضی‌و 

‌
( 1)

* ( 1)

*

1

(  )( )( )
( ) ( ) ( 1) (  )( ) ( 1) ( )

( 1) (( 1) 1)

nkn
gHk n

gH

k

D fx a
f x f a D f a x a

k n


 



 








   

    
‌‌

)(‌اگط‌3 )f xزاتؼی‌‌[( ) ]cf i gH 2اظ‌هطزثِ‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌k‌ٍ[( ) ]cf ii gH ‌ِزیفطاًؿیل‌خصیط‌اظ‌هطزث

2)ی‌ 1)k 1تِ‌اظای‌‌,...,
2

n
k وِ‌زض‌آى‌‌n‌‌.زض‌ایي‌نَضذ‌ٍخَز‌زاضز‌ًمُِ‌همساضی‌ظٍج‌اؾر،‌تاقس

‌ُی‌زض‌تاظ( , )a b‌ِتِ‌ََضی‌و 

‌
* *

1 1
       

( 1)

* ( 1)

( ) ( )
( ) ( ) ( 1) (  )( ) (  )( )

( 1) ( 1)

(  )( )
( 1) ( )

(( 1) 1)

k kn n
k k

gH gH

k k
k is odd k is even

n

gH n

x a x a
f x f a D f a D f a

k k

D f
x a

n

 
 





 





 





 
  

   

 
  

 

‌

]ی‌زض‌ًم‌ُِیاظ‌هطزثf‌ًَِع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌واخچَ‌‌اگط(‌4 , ]a b اظ‌ًَع‌‌II‌(3-3-3زض‌زؼطیف‌‌)

*‌زَاتغزؼَیى‌قَز‌ٍ‌
  ( )k

gH
D f x

k,...,1,2تِ‌اظای‌‌ n‌ِیاظ‌هطزث‌[( ) ]cf i gH زضزیفطاًؿیل‌خصیط‌

[ , ]a bزض‌ایي‌نَضذ‌ٍخَز‌زاضز‌ًمُِ‌.‌تاقس‌‌ُی‌زض‌تاظ( , )a b‌ِتِ‌ََضی‌و 
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‌

*

( 1)

* ( 1)

*

2

( 1)

* (

*

1

( )
( ) ( 1) (  )( )

( 1)

(  )( )( )
        (  )( ) ( ) ;

( ) ( 1) (( 1) 1)

(  )( )( )
( ) (  )( ) ( )

( 1) ( 1

 

( 1) )

gH

nkn
gHk n

gH

k

nkn
gHk

gH

k

x a
f a D f a

D fx a
D f a x a a x

f x k n

D fx a
f a D f a x a

k n





 








 



 














 


    

     


  

    



 1) .n x b











 


‌

‌

]ی‌زض‌ًم‌ُِیاظ‌هطزثf‌ًَِع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌واخچَ‌‌(‌اگط5 , ]a b اظ‌ًَع‌‌I‌(3-3-3زض‌زؼطیف‌‌)

*زَاتغ‌ٍ‌‌زؼَیى‌قَز
  ( )k

gH
D f x

k,...,1,2تِ‌اظای‌‌ n‌ِیاظ‌هطزث‌[( ) ]cf ii gH زضزیفطاًؿیل‌خصیط‌

[ , ]a bزض‌ایي‌نَضذ‌ٍخَز‌زاضز‌ًمُِ‌.‌تاقس‌‌ُی‌زض‌تاظ( , )a b‌ِتِ‌ََضی‌و 

*

( 1)

* ( 1)

*

1

( 1)

*

*

1

( )
( ) (  )( )

( 1)

(  )( )( )
        ( 1) (  )( ) ( 1) ( ) , ;

( ) ( 1) (( 1) 1)

(  )( )( )
( ) ( 1) (  )( ) ( 1)

( 1) ((

 

gH

nkn
gHk n

gH

k

nkn
gHk

gH

k

x a
f a D f a

D fx a
D f a x a a x

f x k n

D fx a
f a D f a

k n





 








 

















 


    

     


 

  



 ( 1)( ) , .
1) 1)

nx a x b















  
 

‌

*اثثاذ.‌فطو‌وٌیس‌وِ‌
  ( )k

gH
D f x0,1تِ‌اظای‌‌,...,k nزَاتؼی‌‌[( ) ]cf i gHزیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقٌس.‌زض‌

‌ایي‌نَضذ‌

‌
 ( 1) ( 1)

* * * *

0

2 2 ( 1) ( 1)

* * *

(  )( ) (  )( ) ( ) (  )( ) (  )( )

(  )( ) ... (  )( ) (  )( )

n
k k k k

a gH gH a gH a gH a gH

k

n n n n

a gH a gH a gH

J D f x J D f x f x J D f x J D f x

J D f x J D f x J D f x

       

     

 



 

 

 


‌

‌(‌زاضین‌2-7-3(‌ٍ‌)1-7-3ّای‌)تا‌زَخِ‌تِ‌لن

(3-14)‌( 1) ( 1)

* *

1

( )
( ) (  )( ) ( ) (  )( )

( 1)

kn
n n k

a gH gH

k

x a
f x J D f x f a D f a

k


  



 




 

 
‌

‌(‌زاضین4-5-3لیٍَیل‌)-ّوچٌیي‌تا‌زَخِ‌تِ‌لًیِ‌همساض‌هیاًی‌اًسگطال‌ضیواى
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(3-15)
( 1)( 1) 1
*( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

* *

(  )( )( )
(  )( ) (  )( ) d ( )

(( 1) ) (( 1) 1)

nn
x

gHn n n n

a gH gH
a

D fx t
J D f x D f t x a

n n


   




 

 
   

  
    ‌

‌(‌تطلطاض‌اؾر.1اثثاذ‌زض‌حالر‌)‌(14-3)زض‌هؼازلِ‌‌(15-3)ی‌تا‌خایگصاضی‌هؼازلِ

*(‌فطو‌وٌیس‌2تطای‌اثثاذ‌لؿور‌)
(  )( )k

gH
D f x0,1تِ‌اظای‌‌,...,k nزَاتؼی‌‌  [( ) ]cf ii gH زیفطاًؿیل‌

‌خصیط‌تاقٌس.‌تٌاتطایي

‌
( 1) ( 1)

* * * *

0

2 2 ( 1) ( 1)

* * *

(  )( ) (  )( ) ( ) ( 1) (  )( ) ( 1) (  )( )

( 1) (  )( ) ( 1) (  )( ) ( 1) (  )( )

( )
n

k k k k

a gH gH a gH a gH a gH

k

n n n n

a gH a gH a gH

J D f x J D f x f x J D f x J D f x

J D f x J D f x J D f x

       

     

 



 

   

    


‌

‌زَاى‌ًَقر(‌هی2-7-3(‌ٍ‌)1-7-3ّای‌)تا‌اؾسفازُ‌اظ‌لن

( 1) ( 1)

* *

1

( )
( ) ( 1) (  )( ) ( ) ( 1) (  )( )

( 1)

kn
n n k

a gH gH

k

x a
f x J D f x f a D f a

k


  



 




   

 
‌

‌خؽ‌اثثاذ‌زض‌ایي‌حالر‌ًیع‌تطلطاض‌اؾر.

k,...,0,1(‌فط‌و‌وٌیس‌وِ‌تِ‌اظای‌3حال‌تطای‌اثثاذ‌لؿور‌) nاگط‌‌kظٍج‌تاقس‌زَاتغ‌‌*
(  )( )k

gH
D f x‌

  [( ) ]cf i gH زیفطاًؿیل‌خصیط‌ٍ‌اگط‌kفطز‌تاقس‌آًگاُ‌ایي‌زَاتغ‌‌  [( ) ]cf ii gH زیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقٌس.‌زض‌

‌ایي‌نَضذ‌

‌
( 1) ( 1)

* * * *

0

2 2 ( 1) ( 1)

* * *

(  )( ) (  )( ) ( ) ( 1) (  )( ) ( 1) (  )( )

(  )( ) (  )( ) ( 1) (  )( )

n
k k k k

a gH gH a gH a gH a gH

k

n n n n

a gH a gH a gH

J D f x J D f x f x J D f x J D f x

J D f x J D f x J D f x

       

     

 



 

   

   


‌

‌(‌زاضین1زض‌لؿور‌)‌هكاتِ‌ضًٍس‌زَيیح‌زازُ‌قسُ

‌

( 1) ( 1)

* * *

1 1
       

* *

1 1
       

( ) ( 1) (  )( ) ( ) ( 1) (  )( ) (  )( )

( ) ( )
( ) ( 1) (  )( ) (  )( )

( 1) ( 1)

n n
n n k k k k

a gH a gH a gH

k k
k is odd k is even

k kn n
k k

gH gH

k k
k is odd k is even

f x J D f x f a J D f a J D f a

x a x a
f a D f a D f a

k k

     

 
 

 

 

 

 

    

 
  

   

 

 

‌
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]آى‌زض‌تاظُ‌وؿطی‌واخچَ‌(‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌5(‌ٍ‌)‌4زض‌اثثاذ‌لؿور‌)اظ‌آى‌خایی‌وِ‌ , ]a bوٌس‌زغییط‌هی‌

(‌ٍ‌زض‌لؿور‌زیگط‌تاظ1‌ُای‌ذَاّس‌قس،‌خؽ‌زض‌یه‌لؿور‌تاظُ‌هكاتِ‌لؿور‌)تؿٍ‌زیلَض‌آى‌چٌس‌ياتُِ

‌وٌین.اثثاذ‌هدسز‌آًْا‌نطف‌ًظط‌هی(‌اؾر،‌خؽ‌اظ‌2اتِ‌لؿور‌)هك

 
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 فصل چهارم

  عذدی و تحلیلی تشای حل هعادلات دیفشانسیل هایسوش

  غیشلطعی کسشی

‌

 همذهه  4-1

تا‌اؾسفازُ‌اظ‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌واخچَ‌زؼوین‌‌زض‌ایي‌فهل‌لهس‌زاضین‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌فاظی‌ضا

‌‌ّاوَّاضا‌یافسِ ‌تطضؾی‌وٌین. ‌ایي‌ضٍ، ‌هطزثِاظ ‌چٌس ‌هؼوَلی‌ٍ ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌واخچَ ‌اضائِ‌هؼازلِ ای‌ضا

‌وطزی ‌ٍ‌یىسایی‌خَاب‌آًْا ‌تسؾر‌آٍضزُن‌ٍ‌قطایٍ‌ٍخَز ‌ؾدؽ‌اینضا ‌اظ‌زؾسِزحلیلی‌ایي‌خَاب‌ّای‌.

‌تا‌اؾسفازُ‌ا ‌اضائِ‌ضٍـ‌لفلط‌هؼطفی‌هی-هیسگظ‌زاتغ‌هؼازلاذ‌ضا اٍیلط‌وؿطی‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌وٌین.‌ّوچٌیي‌تا

‌آٍضین.تسؾر‌هیًیع‌ضا‌آى‌خَاب‌ّای‌ػسزی‌تؿٍ‌زیلَض‌زؼوین‌یافسِ‌
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 هعادلات دیفشانسیل کسشی کاپچو فاصی  4-2

‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌واخچَ‌ضا‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌زض‌ًظط‌تگیطیس

(4-1)‌*

0 0 0

(  )( ) ( , ( ))

( ) ,          0

 


  

gH
D y x f x y x

y x y x
‌

وِ‌زض‌آى‌زاتغ‌
0 0

:[ , ] f x x aخیَؾسِ‌اؾر‌تِ‌ََضی‌وِ‌تط‌‌زاضین‌( ( , ),0)D f x z M‌ٍ‌

‌
0 0

{( , ) : 0 ,  ( , ) }           ,x z x x a D z y b aM b     ‌

0لًیِ.‌فطو‌وٌیس‌‌4-2-1 1 ‌‌ِهؼازل‌اؾر‌تا‌(1-4)زض‌ایي‌نَضذ‌هؼازل‌

‌
0

0 1

1 ( , ( ))
( ) ( ) d

( ) ( )  

 

x

gH
x

f t y t
y x y x t

x t
‌

‌وٌین‌اػوال‌هی‌(1-4)اثثاذ:‌ػولگط‌ضا‌تط‌َطفیي‌هؼازلِ‌

‌*
(  )( ) ( , ( ))  

a gH a
J D y x J f x y x‌

‌‌(‌زاضین2-4-4خؽ‌تا‌زَخِ‌تِ‌لن‌)

0
0 1

1 ( , ( ))
( ) ( ) d

( ) ( )  

 

x

gH
x

f t y t
y x y x t

x t
‌

‌

‌زَاتغ‌4-2-2 ‌اگط )ˆًسیدِ. ), ( )y x y x‌‌ ‌ّای  خَاب [( ) ] cf i gH‌‌ ٍ‌ ‌خصیط  زیفطاًؿیل [( ) ] cf ii gH‌

‌تاقٌس،‌زاضین‌(1-4)زیفطاًؿیل‌خصیط‌هؼازلِ‌

‌
0

0 1

1 ( , ( ))
( ) ( ) d  

( ) ( )  
 

 
x

x

f t y t
y x y x t

x t
‌

‌
0

0 1

ˆ1 ( , ( ))
ˆ( ) ( ) ( 1) d

( ) ( )  
 

 
x

x

f t y t
y x y x t

x t
‌

‌ٍخَز‌زاضز‌ٍ‌یىساؾر.‌(1-4)وٌین‌وِ‌خَاب‌هؼازلِ‌حال‌ثاتر‌هی

‌
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‌زض‌قطایٍ‌ظیط‌نسق‌هی‌وٌس‌(1-4)زض‌هؼازلf‌‌ِلًیِ.‌فطو‌وٌیس‌زاتغ‌‌4-2-3

A. 1 2
1 2 0

0

( ) ( , )
( ( , ), ( , ))               ,  1

( )

K D z z
D f x z f x z x x with K K

x x 

 
 


   


 

B. 
1 2 1 2

( ( , ), ( , )) [ ( , )] 0 1, (1 ) 1, 0,  ,D f x z f x z D z z K           

 هؼطٍف‌ّؿسٌس.‌زمطیة‌ّای‌هسَالی‌زض‌حالر‌وطایي-وِ‌تِ‌قطایٍ‌وطاؾٌَؾلؿىی [( ) ] cf i gHزیفطاًؿیل‌

‌خصیطی‌

(4-2)‌
0

1

1 0

1
( ) ( ) ( , ( ))d

( )








  

 
x

n n
x

y x y x t f t y t t‌

 ٍ‌تطای‌ [( ) ] cf ii gHزیفطاًؿیل‌خصیطی‌‌

(4-3)‌
0

1

1 0

1
ˆ ˆ( ) ( ) ( , ( ))d

( )










 

 
x

n n
x

y x y x t f t y t t‌

)ˆتِ‌زطزیة‌تِ‌خَاب‌ّای‌یىسای‌ ), ( )y x y x‌‌ِتط‌تاظُ‌‌(1-4)هؼازل
0 0

[ , ]x x r‌ِو
1

(1 )
min{ ,( ) }

 


b
r a

M
‌

‌ّوگطایی‌یىٌَاذر‌زاضًس.

‌زض‌حالر‌ ‌زٌْا ‌لًیِ‌ضا ‌ها  اثثاذ: [( ) ] cf i gHوٌین‌ٍ‌تطای‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌اثثاذ‌هی  [( ) ] cf ii gH

‌وٌین.زیفطاًؿیل‌خصیطی‌اثثاذ‌تِ‌نَضذ‌هكاتِ‌لاتل‌زؼوین‌اؾر‌تٌاتطایي‌اظ‌تیاى‌آى‌نطف‌ًظط‌هی

زاتغ‌خیَؾسِ‌فاظی
0
( )y xضا‌تط‌‌

0 0
[ , ]x x a‌‌ِتِ‌ََضی‌و

0 0 0
( ) y x y‌‌ٍ

0
( ) y xزض‌ًظط‌تگیطیس.‌زمطیة‌‌

ّای‌هسَالی‌
0

{ ( )}
n n

y xتسؾر‌آیس‌تط‌تاظُ‌‌(2-4)وِ‌اظ‌‌
0 0

[ , ]x x rخیَؾسِ‌ٍ‌ذَـ‌زؼطیف‌اؾر.‌حال‌تا‌‌

‌زاضینn...,1,2اؾسفازُ‌اظ‌اؾسمطا‌تطای‌

‌
0

1

0 1 0

1
( ( ), ) ( ) ( ( , ( )),0)d ( )

( ) ( ) (1 )

x

n n
x

M Mr
D y x y x t D f t y t t x x b


 

   




     
   ‌

‌هؼازل‌اؾر‌تا‌‌(3-4)اظ‌آى‌خایی‌وِ‌ضاتُِ‌

(4-4)‌* 1 0 0
  ( )( ) ( , ( ))       ,         ( )


  

gH n n n
D y x f x y x y x y‌

‌ها‌تایس‌ثاتر‌وٌین‌وِ

(4-5)‌
* 1

lim (  ( )( ), ( , ( ))) 0
gH n n

n
D D y x f x y x




‌
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)َثك‌قطٌ‌‌ )B1)زاضین‌‌ ) 1 K2زّس‌وِ‌ًسیدِ‌هی‌

0

1 1 .... 1    




         i

i

K K Kخؽ‌‌

تَُضیى1N‌‌ٍِخَز‌زاضز‌ػسز‌َثیؼی‌
1

0

1  




  
N

i

i

K‌ِتا‌زَخِ‌تِ‌فطو‌ایٌى‌.( ( , ),0)D f x y Mتط‌‌

‌‌ِزاضین‌(4-4)ٍ‌هؼازل‌

(4-6)‌* 1 1 0 1
(  ( )( ), ( , ( ))) ( ( , ( )), ( , ( ))) 2

gH
D D y x f x y x D f x y x f x y x M  ‌

‌زَاى‌ًَقرهی‌n...,1,2خؽ‌تطای‌

‌* 1
(  ( )( ), ( , ( ))) ( ( , ( )), ( , ( )))

gH n n n n
D D y x f x y x D f x y x f x y x


‌

)لصا‌اظ‌قطٌ‌ )B‌‌ٍ(4-4)1,2,3تِ‌اظای‌‌,...iزاضین‌‌

(4-7)‌

0

* 1 1 1

1

1

*

(  ( )( ), ( , ( ))) ( ( , ( )), ( , ( )))

[ ( ( ), ( )]

1
[ ( ) (  ( )( ), ( , ( )))d ]

( )

gH i i i i

i i

x

gH i i
x

D D y x f x y x D f x y x f x y x

D y x y x

x t D D y t f t y t t





  






  









 
 

‌

‌گیطین‌وِتا‌اؾسفازُ‌اظ‌اؾسمطا‌ًسیدِ‌هی‌(6-4)حال‌اظ‌ایي‌ًاهؿاٍی‌ٍ‌ضاتُِ‌

(4-8)‌* 1 1 0
(  ( )( ), ( , ( ))) ( )

gH N N
D D y x f x y x R x x 

 
 ‌

وِ‌زض‌آى‌  r‌،
1

0

 




 
N

i

i

r‌،N>1‌ِچٌاى‌وK<1+r‌ٍ‌

(4-9)‌2 1 21 ... ...1
( )(2 ) ( )

( )

      
 

      


N N N

R M‌

)اظ‌َطفی‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌قطٌ‌ )A‌‌ُِ0,1,2تطای‌‌(4-4)ٍ‌ضات,...j‌‌ٍ0
0   x x aیاتین‌وِزض‌هی‌‌

‌

0

* 1 1 1

0

1

*

0

( )
(  ( )( ), ( , ( ) ( ( ), ( ))

( )

( ) ( ( ( ), ( , ( ))) )d
( )

gH N j N j N j N j

x

gH N j N j
x

K
D D y x f x y x D y x y x

x x

K
x t D D y t f t y t t

x
f

x





 



 



      



 






 
 

‌‌

j‌‌ٍ0...,0,1,2ٍ‌اؾسفازُ‌اظ‌اؾسمطا‌تِ‌اظای‌‌(8-4)اظ‌‌
0   x x aزاضین‌‌
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‌* 1 1 0
(  ( )( ), ( , ( )) ( ) ( ) j

gH N j N j

K
D D y x f x y x R x x 


   

 ‌

1وِ‌خاییاظ‌آى‌





K‌‌ُِاثثاذ‌قس.‌(5-4)خؽ‌ضات‌

تٌاتطایي‌زًثالِ‌
1

{ ( )}
n n

y x‌ِو
0 0

y ( ) 
n

x y‌،
0

( ( ), )
n

D y x y bٍ‌ّوچٌیي‌‌*
(  (  ) )

gH n
D y xتط‌‌

0 0
[ , ]x x a‌

‌وٌسخیَؾسِ‌اؾر،‌زض‌قطٌ‌ظیط‌نسق‌هی

(4-10)‌* 1 1 0
(  ( )( ), ( , ( )) ( ) j

gH N j N j
D D y x f x y x R x x 

   
 ‌

1وِ‌زض‌آى‌





 
Kٍ‌ثاتر‌ّای‌‌, R‌‌ُِزازُ‌قسُ‌اؾر.‌(9-4)زض‌ضات 

}وِ‌زًثالِ‌وٌینحال‌ها‌ثاتر‌هی ( )}
n

y xُتط‌تاظ
0 0

[ , ]x x a‌‌ُِّوگطایی‌یىٌَاذر‌زاضز.‌زَخِ‌وٌیس‌وِ‌اظ‌ضات

،‌زاتغ‌خیَؾسِ‌(4-10)
1
( )

 N j
x0,1,2تطای‌‌,...j‌ُتط‌تاظ

0 0
[ , ]x x a‌ٍِخَز‌زاضز‌تِ‌ََضی‌و‌

(4-11)‌* 1 1 1
  ( )( ) ( , ( )) ( ) 

     
 

gH N j N j N j
D y x f x y x x‌

‌وِ‌زض‌آى

(4-12)‌1 0
  ( ( ),0) ( )j j

N j
D x R x x R a   

 
  ‌

‌زاضین‌وِ‌(4-4)اظ‌ضاتُِ‌

(4-13)‌
0

1

1 0 1 1

1
( ) ( ) [ ( , ( )) ( ) d

(
= ]

)

 




     
  
 

x

N j N j N j
x

y x y x t f t y t t t‌

‌لطاض‌زّیس

(4-14)‌* 1 * 1
(  ( )( ),  ( )( ))

gH N j gH N i
D D y x D y x 

   
 ‌

‌خایی‌وِاظ‌آى‌

(4-15)
0

1

1 1 1 1

1
( ( ), ( )) ( ) [ ( ( , ( )), ( , ( ))] ( ( ), ( ))

( )
[ ]

x

N j N i N j N i N j N i
x

D y x y x x t D f t y t f t y t D t t dt  




         
  
 ‌

)ٍ‌قطٌ‌‌(12-4)ٍ‌‌(11-4)،‌(4-4)خؽ‌اظ‌ضٍاتٍ )Bزاضین‌‌
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‌1 1 0
[ ( ( ), ( ))] ( )( )i j

N j N i
D y x y x R x x   

   
  ‌

)ٍ‌‌(15-4)لصا‌اظ‌هؼازلِ‌ ) 2  i jآٍضینتسؾر‌هی‌‌

‌
0 0

2 2
[ ] ( ) 2 ( )

( )


  

 
 


  



M Ra
x x R x x‌

rّوچٌیي‌چَى‌ ‌ٍ  rزَاى‌ًَقرهی‌‌

(4-16)‌
1

2 2
[( ) 2 ]

( )


 

 


 


  rM Ra

R a R‌

‌ذَاّین‌زاقروٌین،‌خؽ‌فطایٌس‌ضا‌هاًٌس‌لثل‌زىطاض‌هی‌(16-4)هدسزا‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌هؼازلِ‌

‌1
0 2 0

2
[( ) 2 ]( ) ( )

( )


  

 


    



R Ra
R x x R x x‌

1وِ‌زض‌آى‌
2

2
[( ) 2 ]

( )




 


 



R Ra
R R‌ ‌ایي‌فطایٌس‌ضا .1Nوٌین‌ٍ‌فطو‌وٌیس‌تاض‌زىطاض‌هی‌

1N
Rیه‌

,تاقس،‌خؽ‌تطای‌‌Rاًسراب‌ثاتر‌ 0,1,2,...i j‌ٍ
0

0   x x aآٍضینتسؾر‌هی‌‌

‌
0

( )  R x x‌

)حال‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌قطٌ‌ )A‌،(4-11)‌‌ٍ(4-12)فْوین‌وِهی‌‌

‌
1 1 0

1 1 0

0

( ( , ( )), ( , ( ))) ( )( )

( )
( ( ), ( )) ( )( )

( )

i j

N j N i

i j

N j N i

D f x y x f x y x R x x

K
D y x y x R x x

x x







 

 
 

   

   

  


  

 




‌

‌زّسوِ‌ًسیدِ‌هی

(4-17)‌0
[( )( 2 ) ( )]( ) 

 


    i jR
K

Ra R x x‌

*لطاض‌زّیس‌ 2  R R Raضا‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌تاظ‌ًَیؿی‌وطز‌(17-4)زَاى‌ضاتُِ‌،‌خؽ‌هی‌

‌*

0
[ ( )]( )      i jR R x x‌

‌آٍضین‌وِتا‌اؾسمطا‌تسؾر‌هی
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‌1 * 1 2 1 *

0 0
[ ( ) ( ... 1)]( ) [ ( ) ]( )

1

        


              


m i j m m m i j R
R R x x R x x‌

‌  , تٌاتطایي‌ٍلسی‌وِ  ,   i j m‌‌ ‌‌0زاضین 1چَى ‌ ‌زًثالِ ‌لصا .{ ( , ( ))}
n

f x y xوَقی‌‌‌ ‌هؼیاض زض

}وٌس‌خؽ‌زًثالِ‌نسق‌هی ( , ( ))}
n

f x y x‌‌ 0تط
 x x aهی‌‌ ‌ایي‌ًسیدِ زّس‌ّوگطای‌یىٌَاذر‌اؾر‌وِ

}زًثالِ‌ ( )}
n

y x0ّوگطایی‌یىٌَاذر‌تط‌‌
 x x a‌.زاضز‌

‌ )فطو‌وٌیس )y x‌‌ ‌زًثالِ }حس ( )}
n

y xخؽ‌‌‌ )تاقس، )y x‌‌  خَاب [( ) ] cf i gH‌ِهؼازل‌ ‌خصیط زیفطاًؿیل

(4-1)‌‌ ‌یؼٌی ‌ًثاقس ‌زضؾر ‌ایي ‌وِ ‌وٌیس ‌ذلف ‌فطو ‌حال اؾر.
1
( )y x‌‌ ٍ

2
( )y xّای‌خَاب‌

  [( ) ] cf i gH‌ ‌هؼازلِ ‌خصیط ‌زًثالِ‌(1-4)زیفطاًؿیل تاقس.
1 2 1 2

{y ( ), y ( ), y ( ), y ( ),...}x x x xًظط‌‌‌ ‌زض ضا

‌ ‌تٌاتطایي ٍ‌ ‌زاضز ‌یىٌَاذر ‌ّوگطایی ‌زًثالِ ‌ایي تگیطیس.
1 2
( ) ( )y x y xهی‌ ‌خؽ‌ًسیدِ ‌خَاب‌. ‌وِ گیطین

  [( ) ] cf i gH.زیفطاًؿیل‌خصیط‌هٌحهط‌تفطز‌اؾر‌

‌

 

 هعادله دیفشانسیل خطی کسشی فاصی 4-3

 زض‌ایي‌ترف‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌ذُی‌تا‌يطایة‌ثاتر‌زحر‌ [ ] cf gHوِ‌اظ‌‌ زیفطاًؿیل‌خصیطی‌ضا

‌ًوائین.لحاِ‌واضتطز‌زاضای‌اّویر‌تؿیاض‌اؾر‌ضا‌تطضؾی‌هی

 

 های تحلیلی هعادله دیفشانسیل خطی کسشی فاصیخواب 4-3-1

0فطو‌وٌیس‌ 1 ‌‌ٍِهؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌همساض‌اٍلی‌.‌

(4-18)‌* 0
  ( ) ( ) ( )          (0)
gH

D y x y x q x y y    ‌

]وِ‌زض‌آى‌ , ]q C a bتاقس،‌ضا‌زض‌ًظط‌تگیطیس.یه‌زاتغ‌فاظی‌هؼلَم‌هی‌‌

0اگط‌ ‌‌ٍ( )y xزاتغ‌‌  [( ) ] cf i gHُزیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقس‌آًگا‌

(4-19)‌
0

ˆ( ) ( ) ) (y x y E x y x

  ‌
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0ٍ‌اگط‌ ‌‌ٍ( )y xزاتغ‌‌  [( ) ] cf ii gHُزیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقس‌آًگا‌

(4-20)‌
0

ˆ( ) ( ) 1) ) ( (y x y E x y x

  ‌

‌وِ‌زض‌آى

‌
0

1
ˆ( ) [ ( ) ( )]d

x d
y x q x t E t t

dt



 


 ‌

)اثثاذ.‌فطو‌وٌیس‌ )y xزاتغ‌‌  [( ) ] cf i gH‌ٍ0زیفطاًؿیل‌خصیط‌ وٌین‌وِتاقس‌خؽ‌ثاتر‌هی‌‌

الف(‌زاتغ‌
0

( ) ( )

 y x y E xزض‌هؼازلِ‌ّوگي‌‌* 0
( ) ( ), (0)   

gH
D y x y x y yوٌس.نسق‌هی‌‌

)ˆب(‌زاتغ‌ )y xیه‌خَاب‌تطای‌هؼازلِ‌غیط‌ّوگي‌ظیط‌هی‌تاقس‌‌

(4-21)‌*
  ( ) ( ) ( )          (0) 0
gH

D y x y x q x y   ‌

)اتسسا‌لطاض‌زّیس‌ ) : 

 p x xخؽ‌‌

‌

1

* * 0 0 0

0 0

11 1

0 0 0 0

0 0

1

0 1

0 0

0

[
( ( ))( ( ))

  ( )   [ ( ) ] ( ) ]
(1 ) (1 )

( ( )) ( )
[ ( ) ] [ ( ) ]

(1 ) ( )

( ( )) ( )

( ) (1

  

  



  



 

 

 

 



 


 

 
 

 


 



 
   


 

  

 
  

 

 



jj
j

gH gH gH

j j

j j

j j

j j

j j

j j

j

p xp x
D y x D y x J y x

j j

p x p x
J y x J y x

j j

J p x p x
y y

j j
0

0 0

1

0 0

0 0

) (1 )

( )
( )

(1 ) ( 1)

 

 



   

 
 

 

 

 

 

 


   

  
   

 

 

j j

j j

j j j

j j

x
y

j

x x
y y y x

j j

‌

‌ ‌زاتغ ‌ذهَنیر‌زٍم ‌تِ ‌زَخِ ‌تا ‌وِ ‌وٌیس ‌ؾطی‌زَاًی‌-هیسگزَخِ )لفلط، ) E x‌‌ ‌اظای‌ّوِ ‌xتِ

‌اظای‌ ‌خؽ‌ایي‌ؾطی‌تِ ‌زَاًؿسین‌خای‌هكسك‌تا‌‌.واهل‌زاضز‌ّوگطایی‌یىٌَاذر‌x‌ٍّوگطاؾر، لصا

‌ ‌ّوچٌیي‌زاضین‌وِ ‌ػَو‌وٌین. ‌ؾطی‌ضا ‌اًسگطال‌تا ؾطی‌ٍ
0 0

(0) (0)  y y E yخؽ‌‌ ،( )y xزض‌‌

‌وٌس،‌تٌاتطایي‌لؿور‌)الف(‌ثاتر‌قس.هؼازلِ‌ّوگي‌نسق‌هی

‌حال‌تطای‌لؿور‌)ب(‌زاضین‌

‌
0 0

1 1
ˆ( ) ( )( ( ) d= ( )( ( ( ) )) d 

  
 

    
x x

y x q x t E t t q t E x t t‌
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)زاتغ‌ )q x‌ٍ‌َِثك‌فطو‌خیَؾس( )E xاًسگطال‌حانل‌هَخَز‌ٍ‌خیَؾسِ‌هی‌‌ ‌لصا تاقس،‌اًسگطال‌خصیط‌اؾر،

(0)ˆزاضین‌‌0xّوچٌیي‌تا‌خای‌گصاضی‌ 0yتٌاتطایي‌‌.yوٌس،‌وافیؿر‌ًكاى‌نسق‌هی‌قطایٍ‌اٍلیِزض‌‌

‌زاضین‌وِ‌وٌس.‌تطای‌ایي‌هٌظَضنسق‌هیًیع‌زّین‌آى‌ًیع‌زض‌هؼازلِ‌غیطّوگي‌

‌

1

1 1

1

1 1

1

1 1

( ( ))
( ( ( ))) ( ) ( ( )) ( )

(1 )

( ( ))
( )

( ) ( )


     







   



 


 



 



  



 

  
 

 
 



 

j

j

j j j

j j

j p x
E p x p x E p x p x

j

p x x
p x

j j

‌

‌ٍ‌تٌاتطایي‌

‌

1

0 0
1

1 1 1

0
0

1 1

1 1 ( )
ˆ( ) ( )( ( ( ) )) d ( ) d

( )

1
( )( ) d ( )

( )






 




  

 







 
  

 


  



  


 

 

j j
x x

gH

j

x
j j j j

j j

x t
y x q t E x t t q t t

j

q t x t t J q x
j

‌

‌زض‌ًسیدِ‌

‌

1 1 ( 1)

* * 0 0

1 1

0 0

0 1

ˆ    ( )   ( ) ( )

ˆ( ) ( ) ( ) ( )   ( )

   

 

 

  

 
  

 

 

 

 

    

 

 

j j j j

gH gH

j j

j j j j

j j

D y x D J q x J q x

J q x q x J q x q x y x

‌

‌اظ‌ذهَنیر‌ّوگطایی‌زاتغ‌ ‌اؾسفازُ )تا )E xٍ‌خیَؾسگی‌( )q x‌‌ٍؾطی‌‌ ‌تا زَاًؿسین‌وِ‌خای‌اًسگطال‌ضا

‌هكسك‌ػَو‌وٌین. ‌تا 0تطای‌ٍلسی‌وِ‌‌ؾطی‌ضا ‌‌ ٍ( )y xزاتغ‌‌  [( ) ] cf ii gH‌،زیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقس

‌وٌین.ي‌ضٍـ‌لاتل‌تطضؾی‌اؾر‌وِ‌ها‌اظ‌تیاى‌هدسز‌آى‌نطف‌ًظط‌هیاثثاذ‌تِ‌ّوی

‌

زض‌ایي‌لًیِ‌اگط‌اظ‌زاتغ‌زٍ‌خاضاهسطی
,

0

( )    ,  0 ,  0
( )

   
 





  
 


j

j

x
E x

j
اؾسفازُ‌وٌین‌خَاب‌هؼازلِ‌‌

‌زَاى‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌تاظًَیؿی‌وٌین.ضا‌هی‌(4-15)

‌1

0 ,
0

( ) ( ) ( ) ( )d  

     
x

y x y E x q x t t E t t‌

0اگط‌ ‌‌ٍ( )y xزاتغ‌‌  [( ) ] cf i gHٍزیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقس‌‌
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1

0 ,
0

( ) ( ) ( 1) ( ) ( )d  

     
x

y x y E x q x t t E t t‌

0اگط‌ ‌‌ٍ( )y xزاتغ‌‌  [( ) ] cf ii gH.زیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقس 

 

 های هعادلات دیفشانسیل کسشی خطیهثال 4-3-2

 ًوائین.حل‌هی‌[0,1)‌زض‌ایي‌ترف‌زٍ‌هثال‌اظ‌هؼازلاذ‌وؿطی‌فاظی‌اظ‌هطزثِ

‌‌ضا‌زض‌ًظط‌تگیطیسهثال.‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌ّوگي‌ظیط‌‌4-3-2-1

(4-22)‌0.5

* 0
(  )( ) ( ) ,                       (0)  

gH
D y x y x y y  ‌

0وِ‌زض‌آى‌
(0,1,2)y 1یه‌ػسز‌فاظی‌هثلثی‌اؾر.‌چَى‌‌ خؽ‌خَاب‌‌  [( ) ]cf i gH زیفطاًؿیل‌خصیط‌

‌آیس.تِ‌نَضذ‌ظیط‌تسؾر‌هی‌(1-3-4آى‌َثك‌ترف‌)

‌20.5

0 0.5 0
( )   ( ) (1= er f ( )) xy x y E x y x e ‌

0.5(‌زاتغ‌هكسك‌وؿطی‌واخچَ‌آى‌ضا‌اظ‌هطزث2‌ِ-4ٍ‌قىل‌)‌(22-4)(‌خَاب‌هؼازل1‌ِ-4قىل‌) ضا‌زض‌‌

0تاظُ‌ 2x ‌.(‌هكرم‌اؾر‌خَاب‌2-4ّواى‌ََض‌وِ‌اظ‌قىل‌)‌تِ‌زهَیط‌وكیسُ‌اؾر[( ) ]cf i gH 

‌یاتس.خٌْای‌خَاب‌ًیع‌افعایف‌هی‌xزیفطاًؿیل‌خصیط‌اؾر‌ٍ‌تا‌افعایف‌

‌

‌

‌

‌

‌(22-4).‌ًوایف‌خَاب‌هؼازل1‌ِ-4قىل‌

yr x

yr x
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‌

‌

‌

‌

‌(22-4).‌ًوایف‌هكسك‌زؼوین‌یافسِ‌واخچَ‌ّاوَّاضای‌خَاب‌هؼازل2‌ِ-4قىل‌

‌

‌ظیط‌ضا‌زض‌ًظط‌تگیطیس‌1كيیهثال.‌هؼازلِ‌وؿطی‌ضیلىؿ‌4-3-2-2

(4-23)0.5 2

* 0
(  )( ) ( )                        (0)                                               

gH
D y x y x c x y y   ‌

‌یه‌ثاتر‌فاظی‌اؾر.‌cوِ‌زض‌آى‌

1فطو‌وٌیس‌‌ ‌‌ٍ( )y xزاتغ‌‌  [( ) ]cf i gH خَاب‌ضا‌‌(19-4)ضاتُِ‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقس،‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌

‌زَاى‌ًَقرتِ‌نَضذ‌ظیط‌هی

(4-24)‌
0.5 2 0.5

0 0.5 0.5
0

0.5 2 (0.5 1) 0.5

0 0.5 0.5,0.5
0

d
[ ]( ) ( ) ( ) ( ) d

( ) ( ) ( )d

d

x

x

y x y E x c x t E t t

y E x c x t t E t

t

t

  

  





‌

‌لفلط‌زاضین‌وِ-هیسگحال‌اظ‌ذهَنیر‌چْاضم‌زاتغ‌

(4-25)‌20.5

0.5
( ) (1 erf ( )) xE x x e ‌

‌وِ‌آیستسؾر‌هیلفلط‌-هیسگزاتغ‌ّوچٌیي‌اظ‌ذهَنیر‌خٌدن‌

                                                
1. Relaxation equation 
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(4-26)‌20.5 0.5 0.5 0.5

0.5,0.5 0.5

1 1
( ) ( ) (1 erf ( ))

(0.5) (0.5)

xE x x E x x x e    
 

‌

‌آیسخَاب‌هؼازلِ‌تِ‌نَضذ‌تسؾر‌هی‌(24-4)زض‌‌(26-4)ٍ‌‌(25-4)تا‌خای‌گصاضی‌ضٍاتٍ‌

‌2 22

0

0.

0

5

( ) (1 erf ( )) ( ) [(1 erf ( )) ]d
(0.5)

x
x ty x y x e c x e

t
t t t



     


‌

‌وِ‌ایي‌تطاتط‌اؾر

‌

2 2

0

2
2 2 4 2

2 2 2 2

1 1 3 16
( ) (1 erf ( )) ( e (1 2erf ( )) ( ( )

2 2 15

1
( 1 2 )erfi( ) [1,1, , 2, ] [1,

3
1, ,2, ]))

4 2 2 2

x xy x y x e c x x x x x x

x
x x F x x F x






       

    

‌

0ایي‌خَاب‌تِ‌اظای‌
(0.5,1,1.2)y ‌‌ٍ(1,1.2,2)c ‌(3-4زض‌قىل‌‌)‌ِزهَیط‌وكیسُ‌قسُ‌اؾر.ت‌

)](‌ًوایاًگط‌4-4ّوچٌیي‌قىل‌) ) ]cf i gH 0.5زیفطاًؿیل‌خصیط‌تَزى‌زاتغ‌خَاب‌تِ‌اظای‌ ‌.اؾر‌

 

‌

‌

‌

‌

)].‌ًوایف‌خَاب‌3-4قىل‌ ) ]cf i gH-(23-4)هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌‌

‌

yr x

yr x



77 

 

‌

‌

 

‌

)].‌ًوایف‌هكسك‌زؼوین‌یافسِ‌واخچَ‌ّاوَّاضای‌خَاب4-4قىل‌ ) ]cf i gH-‌ِ(23-4)زیفطاًؿیل‌خصیط‌هؼازل‌

1حال‌فطو‌وٌیس‌  ‌‌ٍ( )y xزاتغ‌‌  [( ) ]cf ii gH (20-4)ضاتُِ‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقس،‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌‌‌

‌زاضین‌وِ

‌

0.5 2 0.5

0 0.5 0.5
0

0.5 2 0.5 0.5

0 0.5 0.5,0.5
0

0.5
0.5 2 0.5

0 0.5 0.5
0

d
( ) ( ) ( 1) ( ) [ ( )]d

dt

( ) ( 1) ( ) [ ( )]d

( ) ( ) [ ( ) ]d
(0.5)

x

x

x

y x y E x c x t E t t

y E x c x t t E t t

t
y E x c x t E t t





    

     

    








 

‌‌خؽ‌زاضین

0.5

0 0.5

4
( ) ( 2 (2 )) (15 2 (5 4 )) 2e Erfc

15
( ) xx

y E x x x x xy c xx


       ‌

ایي‌خَاب‌تِ‌اظای‌
0

(0.5,1.5,3.5)y ‌‌ٍ(1,1.2,2)c ‌(زهَیط‌وكیسُ‌قسُ‌اؾر.5-4زض‌قىل‌‌)‌‌
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)].‌ًوایف‌خَاب‌5-‌4قىل ) ]cf ii gH-‌ِ(23-4)زیفطاًؿیل‌خصیط‌هؼازل‌

0زض‌تاظُ‌‌(23-4)‌خَاب‌هؼازلِهكسك‌ّاوَّاضای‌واخچَ‌زاتغ‌(‌زَخِ‌وٌیس،‌زهَیط‌6-4تِ‌قىل‌) 1x ‌

‌هی ‌ًكاى ‌قىل‌هكرم‌اؾر‌زّس. ‌زض ‌وِ ‌ََض ‌ّواى ‌ایي‌زاتغ )]تطایي‌تاظُ ) ]cf i gH زیفطاًؿیل‌خصیط‌

‌اؾر.‌

‌

‌

‌

 

‌

)]هكسك‌زؼوین‌یافسِ‌واخچَ‌ّاوَّاضای‌خَاب.‌ًوایف‌6-4قىل‌ ) ]cf ii gH-‌ِ(23-4)زیفطاًؿیل‌خصیط‌هؼازل‌
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 ای فاصیهعادله دیفشانسیل کسشی چنذ هشتثه 4-4

‌ای‌ضا‌زحر‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌واخچَ‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌زض‌ًظط‌تگیطیسی‌چٌس‌هطزثِهؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿط

(4-27)‌
2 11

* * * *

( ) ( )

0

( ) ( , ( ),  ( ),  ( ),...,  ( ))

(0) , 0,1,..., 1

kk

gH gH gH gH

j j

D y x f x y x D y x D y x D y x

y y j m

    


   
‌

وِ‌زض‌آى‌
1 2

0 ...     
k

‌،[ ] 1 
k

m‌ٍ:[0, ] kf T‌.زاتؼی‌خیَؾسِ‌اؾر‌

ای‌وؿطی‌فاظی‌هؼازل‌یه‌زؾسگاُ‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌وٌین‌وِ‌یه‌هؼازلِ‌چٌس‌هطزثِاتسسا‌ها‌ثاتر‌هی

‌اؾر.‌ایفاظی‌زه‌هطزثِ

‌تگیطیس‌هؼازلِلًیِ.‌زض‌ًظط‌‌4-4-1

(4-28)‌11 2

* * * *
( ) ( , ( ),  ( ),  ( ),...,  ( ))k k

gH gH gH gH
D y x f x y x D y x D y x D y x   ‌

‌تا‌قطایٍ‌اٍلیِ

(4-29)‌( ) ( )

0
(0) , 0,1,..., 1  j jy y j m‌

وِ‌زض‌آى‌
1 2

0 ...     
k

j,...,1,2ٍ‌تطای‌‌ kزاضین 
j

وِ‌حسالل‌یىی‌اظ‌آًْا‌ػسز‌نحیح‌‌

‌فطو‌وٌیس‌ ‌اظ‌هرطج‌وَچىسطیي‌هًطب‌هكسطن‌Mًثاقس.
1 2
, , ,  

k
‌لطاض‌زّیس‌‌ 1تاقس،

 
M

‌‌ٍ


k

N Mاگط‌ًَع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌ّط‌وسام‌اظ‌زَاتغ‌.‌زض‌ایي‌نَضذ
*

j

gH
D y

1,2تِ‌اظای‌,...,j kتط‌‌

,0]تاظُ‌ ]Tیي‌هؼازلِ‌تا‌زؾسگاُ‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌ظیط‌هؼازل‌اؾرزغییط‌ًىٌس،‌ا‌‌

(4-30)‌

* 0 1

* 1 2

* 2 1

* 1 0 1 1

                 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( , ( ), ( ), , ( ))

gH

gH

gH N N

gH N N

D y x y x

D y x y x

D y x y x

D y x f x y x y x y x









 

 









‌

‌تا‌قطایٍ‌اٍلیِ
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(4-31)‌
( )

0
 , {0},

(0)

0, eles.


 

 



j

M

j

j
y

y M‌

,0]تِ‌ػثاضزی‌زاتغ‌ ] my C T‌‌ِوٌس‌اگط‌ٍ‌زٌْا‌اگط‌تطزاض‌نسق‌هی‌(29-4)تا‌قطایٍ‌اٍلیِ‌‌(28-4)زض‌هؼازل
2 ( 1)

0 1 1 * * *
( , , , ) ( ,  ,  , ,  )  


 t N t

N gH gH gH
Y y y y y D y D y D y‌‌ُحل‌وٌس‌ٍ‌زض‌قطایٍ‌‌(30-4)زؾسگا‌ ضا

‌نسق‌وٌس.‌(31-4)اٍلیِ‌

اثثاذ.‌َثك‌فطو‌حسالل‌یىی‌اظ‌
j

j,...,1,2تطای‌‌ k2اؾر‌وِ‌ًسیدِ‌هی‌زّس‌‌غیط‌نحیح‌Mخؽ‌‌
1

0
2

 ‌ ‌فطو‌وٌیس‌وِ ‌اتسسا .
0 1 1

( , , , )


 t

N
Y y y y‌(‌ ‌تاقس‌خؽ‌ثاتر‌هی3-27خَاب‌زؾسگاُ وٌین‌(

0
:y y‌ِزاضین‌(7-4-3)وٌس.‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌لن‌نسق‌هی‌(29-4)ٍ‌قطایٍ‌اٍلیِ‌‌(28-4)زض‌هؼازل‌

(4-32)‌

* * 0 1

2

* * * * 1 2

( 1) ( 2)

* * * * 2 1

( 1)

* * * * 1 0 1 1

  ( )   ( ) ( )

( )   ( )   ( ) 

  ( )     ( )   ( )

( )     ( )   ( , ( ), ( ), , ( ) 

 

   

   

   

 

 



 

 

  

  

  

gH gH

gH gH gH gH

N N

gH gH gH gH N N

N N

gH gH gH gH N N

D y x D y x y x

D y x D D y x D y y x

D y x D D y x D y y x

D y x D D y x D y f x y x y x y x

‌

اظ‌آى‌خایی‌وِ‌ 
k

Nخؽ‌زاتغ‌‌،( )y x‌‌ِوٌس.‌اظ‌َطفینسق‌هی‌(28-4)زض‌هؼازل‌

( ) ( )

* 0
(0)   (0) (0) ,                   0,1,..(0) ., 1.j j j

gH gH j jM
y D y y y y j m



     ‌

)خؽ‌ )y x‌‌ِوٌس.ًیع‌نسق‌هی‌(29-4)زض‌قطایٍ‌اٍلی‌

‌ ‌زاتغ ‌وٌیس ‌فطو ,0]حال ] my C T‌‌ ‌هؼازلِ ‌‌(28-4)زض ‌زض ‌اٍلیِوِ ‌لصا‌‌(29-4)‌قطایٍ ‌وٌس. نسق
2 ( 1)

* * * 0 1 1
( ,  ,  , ,  ) ( , , , )  


 N t t

gH gH gH N
Y y D y D y D y y y y‌‌ ‌زؾسگاُ ‌اگط‌‌(30-4)خَاب ٍ‌ اؾر

{0} 
j

M
آًگاُ‌‌

( )

0
(0) 

j

M
j

y y(ٍ‌خیَؾسگی‌زاتغ‌3-4-3،‌تطای‌ؾایط‌خاّا‌تا‌زَخِ‌تِ‌لن‌‌)( )y xزاضین‌‌

وِ‌
0
(0) 0yتاقس.هی‌

‌

 ‌ای‌زؾسگاُ‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطیخَاب‌تطای‌وؿطی‌یه‌اظ‌آى‌خایی‌وِ‌ّط‌خَاب‌هؼازلِ‌چٌس‌هطزثِ

‌وٌین.تاقس‌ٍ‌تطػىؽ،‌زض‌ایٌدا‌ها‌ٍخَز‌ٍ‌یىسایی‌خَاب‌زؾسگاُ‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌ضا‌ثاتر‌هیهی
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j,...,1,2لًیِ.‌فطو‌وٌیس‌تِ‌اظای‌‌4-4-2 k‌،0 1 
j

ضا‌‌تاقس.‌زؾسگاُ‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌ظیط‌

‌زض‌ًظط‌تگیطیس

(4-33)‌* 1

( )

0

  ( ) ( , ( ), , ( )),  

(0) , 1,2, , , 

 


 

j

gH j j k

j

j

D y x f x y x y x

y y j k
‌

,0]:وِ‌زض‌آى‌ ] k

j
f T1,2تِ‌اظای‌, ,j kهی‌زَاتؼی‌خیَؾسِ‌ّؿسٌس‌ٍ‌زض‌قطٌ‌لیح‌قیسؽ‌نسق‌-

‌وٌس.‌یؼٌی

‌
1 1

1

( ( , ( ), , ( )), ( , ( ), , ( ))) ( , ),             1,2, , ,


 
k

j k j k j i i

i

D f x y x y x f x z x z x L D y z j k‌

وِ‌زض‌آى‌
j

Lزَاتؼی‌حمیمی‌هثثر‌ّؿسٌس‌ ‌‌.ّا خَاب‌هٌحهط‌تفطز‌خیَؾسِ‌‌(33-4)زض‌ایي‌نَضذ‌زؾسگاُ

‌زاضز.

)اثثاذ.‌فطو‌وٌیس )
j

y x1,2تطای‌‌, ,j k‌  [( ) ] cf i gH‌ِزیفطاًؿیل‌خصیط‌اظ‌هطزث
j

تاقس.‌تا‌زَخِ‌تِ‌‌

‌ضا‌هی‌زَاى‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌ًَقر‌(33-4)(‌زؾسگا2‌ُ-2-4ًسیدِ‌)

(4-34)‌1

1
0

1
( ) (0) ( ) ( , ( ), , ( ))d ,                   1,2, , .

( )






   

 
j

x

j j j k

j

y x y x t f t y t y t t j k‌

‌تٌاتطایي‌زاضین

(4-35)‌1

1
0

1 ˆ( ) (0) ( ) ( , ( ), , ( ))d ,                   1,2, , ,
( )

x

j j j k
y x y x t f t y t y t t j k



   
 ‌

‌ ‌آى ‌زض minوِ 1,2,...,,  
j

j
j k‌ ٍ1 1

( )ˆ ( , ( ), , ( )) ( ) ( , ( ), , ( ))
( )

 




 


j

j k j k

j

f t y t y t x t f t y t y t‌

‌تاقس.هی

‌زّیس‌ لطاض
1 2

( , , , ) t

N
Y y y y‌ ٍ1 2

ˆ ˆ ˆˆ ( , , , ) t

N
F f f f‌‌ ‌ذَاّین‌‌(33-4)خؽ‌زؾسگاُ ‌تِ‌نَضذ‌ظیط ضا

‌زاقر

(4-36)‌1

0

1 ˆ( ) (0) ( ) ( , ( ))d .
( )

x

Y x Y x t F t Y t t



  
 ‌

اظ‌َطف‌زیگط،‌تا‌زَخِ‌تِ‌خیَؾسگی
j

f1,2تطای‌,...,j kوٌٌس‌زاضینٍ‌ایٌىِ‌زض‌قطٌ‌لیح‌قیسؽ‌نسق‌هی‌‌
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1 1

1 1

1 1

1

ˆ ˆ( ( , ( ), , ( )), ( , ( ), , ( )))

( ) ( )
( ( ) ( , ( ), , ( )), ( ) ( , ( ), , ( )))

( ) ( )

( ) ˆ( ) ( ( , ( ), , ( )), ( , ( ), , ( ))) ( ,
( )

j j

j

j k j k

j k j k

j j

k

j k j k j i i

ij

D f x y x y x f x z x z x

D x t f t y t y t x t f t z t z t

x t D f x y x y x f x z x z x L D y z

   

 

 

 





 







 
  

 


 


 ),       1,2, , ,j k

‌

)وِ‌زض‌آى‌ )ˆ ( )
( )

 




 


j

j j

j

L x t Lتٌاتطایي‌‌ .ˆ
j

f‌‌ِزض‌قطٌ‌لیح‌قیسؽ‌ًؿثر‌ت
j

yتا‌ثاتر‌لیح‌قیسؽ‌‌

ˆ
j

L1,2تِ‌اظای‌‌,...,j kوٌس،‌زض‌ًسیدِ‌نسق‌هیF̂‌‌ِزض‌قطٌ‌لیح‌قیسؽ‌ًؿثر‌تYتا‌ثاتر‌لیح‌قیسؽ‌‌

L̂وٌس.نسق‌هی‌‌

(‌ایي‌5-9-2تاقس،‌خؽ‌َثك‌لًیِ‌)هؼازلِ‌فاظی‌ٍلسطا‌اظ‌ًَع‌زٍم‌هی‌(36-4)ّوچٌیي‌اظ‌آى‌خایی‌وِ‌هؼازلِ‌

‌آى‌یىساؾر.‌هؼازلِ‌خَاب‌زاضز‌ٍ‌خَاب

)ّای‌حال‌فطو‌وٌیس‌خَاب )
j

y x1,2تِ‌اظای‌‌, ,j k‌  [( ) ] cf ii gH‌ِهطزث‌ زیفطاًؿیل‌خصیط‌اظ
j

‌

‌ضا‌هی‌زَاى‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌ًَقر‌(33-4)،‌زؾسگاُ‌(2-2-4)تاقس.‌خؽ‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌ًسیدِ‌

(4-37)‌1

1
0

1
( ) (0) ( ) ( , ( ), , ( ))d ,                   1,2, , .

( )






  

 
j

x

j j j k

j

y x y x t f t y t y t t j k‌

‌(‌ضا‌تِ‌نَضذ‌هؼازلِ‌اًسگطال‌ظیط‌ًَقر3-34ّواًٌس‌ضًٍس‌لثل‌هی‌زَاى‌)

‌1

0

1 ˆ( ) (0) ( ) ( , ( ))d .
( )






 

 
x

Y x Y x t F t Y t t‌

ایي‌هؼازلِ‌اًسگطال‌زاضای‌خَاب‌‌وٌس،زض‌قطٌ‌لیح‌قیسؽ‌نسق‌هی‌F̂چَى‌‌(1-5-7-2خؽ‌َثك‌لًیِ‌)

‌تاقس.هٌحهط‌تفطز‌هی

 

 ای فاصیکاستشد هعادله دیفشانسیل کسشی چنذ هشتثه 4-4-1

‌واضتطزّا ‌اظ ‌تاگلییىی ‌هؼازلِ ‌هىاًیه‌ؾیالاذ ‌زض ‌وؿطی ‌زیفطاًؿیل ‌هؼازلاذ ‌تِ‌‌زَضٍیه-ی ‌وِ اؾر

‌قَزهسل‌تٌسی‌هینَضذ‌ظیط‌
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(4-38)‌
3

2
1 2 *

( ) ( ) ( )   ( ),

(0) ,       (0) ,

0,

 

gH gH

gH

y x f x C y x C D y x

y A y B A B

x 

    


  

‌

وِ‌زض‌آى‌
2 1
,C C‌ٍيطایة‌ثاتر‌حمیمی‌( )f xهؼلَم‌اؾر.‌خیَؾسِ‌زاتغ‌فاظی‌‌

‌زَاى‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌ًَقرضا‌هی‌(38-4)(‌هؼازل1‌ِ-4-4تا‌اؾسفازُ‌اظ‌لًیِ‌)

(4-39)‌

1

2
* 0 1

1

2
* 1 2

1

2
* 2 3

1

2
* 3 1 0 2 3

  ( ) ( )

  ( ) ( )

  ( ) ( )

  ( ) ( ) ( ) ( )







  

gH

gH

gH

gH

D y x y x

D y x y x

D y x y x

D y x f x C y x C y x

‌

‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌ًكاى‌زاز‌(39-4)‌وؿطی‌زؾسگاُ‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیلزَاى‌هی

 
1

2
*

  ( ) ( ) ( ) 
gH

D Y x Y x F x‌

‌وِ‌زض‌آى

 

0

1

2

3 1 2

( ) 0 1 0 0 0

( ) 0 0 1 0 0
( ) , , ( )

( ) 0 0 0 1 0

( ) 0 0 ( )

y x

y x
Y x F x

y x

y x C C f x



     
     
       
     
     

   

‌

)تطین‌ٍ‌اگط‌حال‌لًیِ‌ضا‌زض‌فطم‌هازطیؿی‌تِ‌واض‌هی )Y xتطزاض‌‌  [( ) ] cf i gHزیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقس‌زاضین‌

(4-40)‌
1

12
1

0
2

( ) (0) ( ) ( ) ( )d   
x

Y x Y E t q t F x t t‌

)ٍ‌اگط‌ )Y xتطزاض‌‌  [( ) ] cf ii gHزیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقس‌زاضین‌

(4-41)‌
1

12
1

0
2

( ) (0) ( ) ( 1) ( ) ( )d   
x

Y x Y E t q t F x t t‌

‌وِ‌زض‌آى‌
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‌
1

1 2
2

1

02

( )
( ) ( )

d d
(1 )

2








 

 


j

j

d d x
q x E x

jx x
‌

 خَاب‌‌(40-4)یه‌زاتغ‌هازطیؽ‌همساض‌اؾر.‌تا‌حل‌زؾسگاُ‌ [( ) ] cf i gH‌ُزیفطاًؿیل‌خصیط‌ٍ‌تا‌حل‌زؾسگا

(4-41)‌‌  خَاب [( ) ] cf ii gH‌ ‌هؼازلِ ‌خصیط ‌تسؾر‌هی‌(38-4)زیفطاًؿیل ‌تطزاضضا ‌اٍل ‌هَلفِ ‌وِ ‌آٍضین

10 2 3
( ) ( ( ), ( ), ( ), ( )) tY x y x y x y x y xتاقس.هی‌ 

 ایهای هعادله دیفشانسیل کسشی چنذ هشتثههثال 4-4-2

‌وٌین.زَضٍیه‌فاظی‌ضا‌حل‌هی-زض‌ایي‌ترف‌تطای‌زَيیح‌تیكسط‌زٍ‌هؼازلِ‌تاگلی

‌هثال.‌هؼازلِ‌ظیط‌ضا‌زض‌ًظط‌تگیطیس‌4-4-2-1

(4-42)‌
3

2
*

c ( ) ( )   ( ) ,

(0)

 ( +1)

(0)

gH gH

gH

xy x y x D y x

y y c


   


 

‌

‌زَاى‌تِ‌زؾسگاُ‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌ظیط‌زثسیل‌وطزضا‌هی‌(42-4)یه‌ػسز‌فاظی‌اؾر.‌هؼازلc‌‌ِوِ‌زض‌آى‌‌

(4-43)‌

1

2
* 0 1

1

2
* 1 2

1

2
* 2 3

1

2
* 3 0 3

  ( ) ( )

  ( ) (

c ( +1

)

  ( ) ( )

  ( ) ( ) )( )

gH

gH

gH

gH

D y x y x

D y x y x

D y x y x

D xy x y x y x







 

‌

‌وٌینضا‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌تاظًَیؿی‌هی‌(43-4)ؾدؽ‌زؾسگاُ‌

1

2
*

  ( ) ( ) ( )
gH

D Y x Y x F x ‌

‌وِ‌زض‌آى
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1

0 1 0 0 0 0 1 1 0

0 0 1 0 1 0 0 0 0
,         ,         ( )

0 0 0 1 0 1 0 0 0

1 0 0 1 0 0 1 c ( +1)0

F x

x

 

     
     
       
     
     
     ‌

)]ٍ‌لصا‌خَاب‌ ) ]cf i gH‌ُآیستِ‌نَضذ‌ظیط‌تسؾر‌هی‌(40-4)‌اظ‌ضاتُِ‌(43-4)زیفطاًؿیل‌خصیط‌زؾسگا‌

0

1 1
1 12 2

1 1
0

2 2 2

3

1 1

2 2
1 1

0
2 2

c

( ) 0

( ) 0 0d
( ) ( ) ( ( )) d

( ) 0d

( ) 0

0 0d
( ) ( ( )) d

0d

0 0

 (t+1)

c (t+1)

x

x

y x c

y x
Y x E t E t t

y x t

y x

c

E t

c

tc
E t t

  

 



     
     
       
     
     

    

   
   
   
   
   





  





‌

)هَلفِ‌اٍل‌تطزاض‌‌(42-4)خؽ‌خَاب‌هؼازلِ‌ )Y xیؼٌی‌‌
0
( )y x(1,2,3)تاقس.‌تا‌فطو‌ایٌىِ‌هی‌c یه‌‌

‌تطاتط‌اؾر‌تا‌(42-4)ػسز‌فاظی‌هثلثی‌تاقس‌خَاب‌هؼازلِ‌

( ) (1,2,3) ( 1 = )y x x‌

‌5-4ٍ‌قىل‌)‌(‌خَاب‌زلیك‌ایي‌هؼازل4ِ-4قىل‌) ‌ضا تِ‌(‌زاتغ‌هكسك‌وؿطی‌واخچَ‌زؼوین‌یافسِ‌ّاوَّاضا

‌ّواى‌ََض‌وِ‌اظ‌قىل‌زاتغ‌هكسك‌هكرم‌اؾر،‌ًَع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌خَاب‌اظ‌ًَع‌زهَیط‌وكیسُ‌اؾر.

[( ) ]cf i gHتاقس.زیفطاًؿیل‌خصیط‌هی‌

‌

‌

‌

‌

‌(42-4).‌ًوایف‌خَاب‌هؼازل7‌ِ-4قىل‌

yr x

yr x

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1

2

3

4

5

6
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‌

‌

 

‌

)].‌ًوایف‌هكسك‌زؼوین‌یافسِ‌واخچَ‌ّاوَّاضای‌خَاب8-4قىل‌ ) ]cf i gH-‌ِ(42-4)زیفطاًؿیل‌خصیط‌هؼازل‌

‌ای‌ظیط‌ضا‌زض‌ًظط‌تگیطیسهثال.‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌چٌس‌هطزث4-4-2-2‌ِ

(4-44)‌
3

2
*

3
( ) ( ) 3 ( )   ( )

8
gH gH

y x f x y x D y x   ‌

)3وِ‌زض‌آى‌ ) 2 ( 1)
[0.5]

c
f x cx cx x x


  


(0)ٍ‌همساض‌اٍلیِ‌تطاتط‌اؾر‌ (0) 0

gH
y y تِ‌ََضی‌‌

‌تطای‌تسؾر‌آٍضزى‌خَاب‌یه‌ػسز‌فاظی‌هی‌cوِ‌ )]تاقس. ) ]cf ii gH‌ِ(44-4)زیفطاًؿیل‌خصیط‌هؼازل‌

‌زّینزؾسگاُ‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌ظیط‌ضا‌زكىیل‌هی

(4-45)‌

1

2
* 0 1

1

2
* 1 2

1

2
* 2 3

1

2
* 3 0 3

  ( ) ( ) 

( ) ( )

  ( ) ( )

3
( ) ( ) 3 ( ) ( )

8

gH

gH

gH

gH

D y x y x

D y x y x

D y x y x

D y x f x y x y x







  

‌

‌زَاًین‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌تٌَیؿینضا‌هی‌(45-4)حال‌زؾسگاُ‌

1

2
*

  ( ) ( ) ( )
gH

D Y x Y x F x ‌

‌وِ‌زض‌آى‌

D yr x

D yr x

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.5

1.0

1.5
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1

0 1 0 0 1 1
00 0

8 30 0 1 0
0

1 0 0 0,         ,      

3
( )3

   ( )0 0 0 1
0

0 1 0 0
0 0

0 08 1 0

F

f x

x  

   
    
    
      
    
    

     
   

‌

‌(‌زاضین3-22تا‌اؾسفازُ‌اظ‌ضاتُِ‌)

‌

0

1 1
1 12 2

1 1
0 0

2 2 2

3

( ) 0 ( )

( ) 0 0d d
( ) ( 1) ( ( )) d ( 1) ( ( ))

( )

d
( ) 0 0d d

( ) 0

x x

f t

y x f t

y x
Y x E t t E t t

y x t t

y x

  

     
     
         
     
     

    

 ‌

)هؤلفِ‌اٍل‌تطزاض‌‌(44-4)خَاب‌هؼازلِ‌ )Y xتاقس‌وِ‌تطاتط‌اؾر‌تاهی‌‌

(4-46)‌
3

32
11

0

1
( )  ( ) ( ) 2 ( ) d

3 [0.5]
( ) ( )

x

y x
c

q t x t c x t c x t t    
‌

وِ‌زض‌آى‌
11

( )q tٍ‌ؾسَى‌اٍل‌هازطیؽ‌‌هَلفِ‌ٍالغ‌زض‌ؾُطاٍل‌‌

1

2

02

2

1

d d
( ) ( )

d d
[1 ]

2

j

j

j

t
q t E t

jt t








 

 
‌

تا‌خای‌گصاضی‌
11

( )q t‌‌ِآیستِ‌نَضذ‌ظیط‌تسؾر‌هی‌(44-4)خَاب‌هؼازلِ‌‌(46-4)زض‌هؼازل‌

3

( )
3

x
y x c ‌

(‌تِ‌زهَیط‌7-4تاقس،‌زض‌قىل‌)وِ‌یه‌ػسز‌فاظی‌هثلثی‌هی‌c=(1,3,5)خَاب‌زلیك‌هؼازلِ‌تا‌لطاض‌زازى‌

تطـ‌ّای‌هكسك‌وؿطی‌واخچَ‌زؼوین‌یافسِ‌خَاب‌r(‌خای‌8-4وكیسُ‌قسُ‌اؾر‌ٍ‌ّوچٌیي‌زض‌قىل‌)

)]ػَو‌قسُ‌اؾر‌وِ‌ایي‌اهط‌ًكاى‌زٌّسُ‌ایي‌اؾر‌وِ‌خَاب‌ایي‌زاتغ‌‌(44-4)هؼازلِ‌ ) ]cf ii gH

‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌اؾر.
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‌

‌

‌

 

‌(44-4).‌ًوایف‌خَاب‌هؼازل9‌ِ-4قىل‌

‌

‌

 

‌

)].‌ًوایف‌هكسك‌زؼوین‌یافسِ‌واخچَ‌ّاوَّاضای‌خَاب10-4قىل‌ ) ]cf ii gH-‌ِ(44-4)زیفطاًؿیل‌خصیط‌هؼازل‌

‌

 سوش اویلش کسشی فاصی 4-5

‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌تا‌همساض‌اٍلیِ‌ضا‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌زض‌ًظط‌تگیطیس

(4-47)‌*
(  )( ) ( , ( ))    ,    [ , ]

( )

gH
D y x f x y x x a b

y a





  


 
‌

yr x

yr x

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.5

1.0

0.5

D yr x

D yr x

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5
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0وِ‌زض‌آى‌ 1 ‌‌ٍ:[ , ]f a b  ‌‌،زاتغ‌خیَؾسِ‌تاقس.‌ّوچٌیي*
)  (

gH
D y xًكاى‌زٌّسُ‌هكسك‌‌

‌اظ‌هطزثِ )اظ‌زاتغ‌هدَْل‌واخچَ‌زؼوین‌یافسِ‌ّاوَّاضا )y xٍخَز‌ٍ‌هی‌‌ ‌زؼییي‌وٌین. ‌وِ‌تایس‌آى‌ضا تاقس،

‌(‌تطضؾی‌قسُ‌اؾر.3-2-4زض‌لًیِ‌)‌(47-4)یىسایی‌خَاب‌هؼازلِ‌

ظین.‌زض‌ٍالغ،‌زًثالِ‌اظ‌زمطیة‌ّا‌خطزاهی‌(47-4)زض‌ایي‌ترف‌تِ‌هؼطفی‌ضٍـ‌اٍیلط‌فاظی‌تطای‌حل‌هؼازلِ‌

)ضا‌تطای‌خَاب‌ )y x‌ُآٍضزى‌ضٍـ‌اٍیلط،‌‌آٍضین.‌تطای‌تسؾرای‌تسؾر‌هیزض‌چٌسیي‌ًمُِ‌تِ‌ًام‌ًماٌ‌گط

]تاظُ‌ , ]a b‌ِضا‌تNظیط‌تاظُ‌تا‌ََل‌b a
h

N


‌ُای‌ٍ‌ًماٌ‌گط

i
x a ih 0,1,2تِ‌اظای‌‌,...,i Nزمؿین‌‌

‌وٌین.هی

]تط‌تاظُ‌(47-4)اتسسا‌فطو‌وٌیس‌وِ‌خَاب‌هؼازلِ‌ , ]a b‌‌ٍ‌ِخیَؾس  [( ) ]cf i gH ‌.تٌاتط‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقس

ای‌تؿٍ‌زیلَض‌زؼوین‌یافسِ‌ضا‌حَل‌ًمُِ‌گطُ(‌3-7-3(‌لًیِ‌)1لؿور‌)
k

x0,1تِ‌اظای‌‌,..., 1k N زض‌‌

‌ًظط‌تگیطیس‌خؽ‌زاضین

(4-48)‌
2

21 1

1 * *

( ) ( )
( ) ( ) (  )( ) (  )( )

( 1) (2 1)

k k k k

k k gH k gH k

x x x x
y x y x D y x D y

 
  

 
 



 
  

   
‌

خایی‌وِ‌اظ‌آى
1k k

h x x


 ‌‌ُِزَاى‌ًَقرضا‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌هی‌(48-4)ضات‌

(4-49)‌
2

2

1 * *
( ) ( ) (  )( ) (  )( )

( 1) (2 1)
k k gH k gH k

h h
y x y x D y x D y

 
  

 


  
   

‌

‌وَچه‌زض‌ًظط‌تگیطین‌هی‌hاگط‌ََل‌گام‌ ‌ّوچٌیي‌تا‌‌(49-4)زَاًین‌اظ‌خولِ‌ؾَم‌ضا نطف‌ًظط‌وٌین،

)زَخِ‌تِ‌ایٌىِ‌ )y x‌‌ِوٌس،‌زاضیننسق‌هی‌(47-4)زض‌هؼازل‌

(4-50)‌1
( ) ( ) ( , ( ))

( 1)
k k k k

h
y x y x f x y x






 
 

‌

)زّین‌تطای‌ؾاذسي‌ضٍـ‌اٍیلط‌وؿطی‌لطاض‌هی )
k k

y y x2 ,1 = تِ‌اظای‌‌, ... , k N‌ِاظ‌همساض‌اٍلی‌ ‌لصا ،

زاضین‌
0

y ‌ٍ‌

(4-51)‌1
( , ),          , 0,1,..., 1.

( 1)
k k k k

h
y y f x y k N





   

 
‌
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]تط‌تاظُ‌(47-4)حال‌فطو‌وٌیس‌وِ‌خَاب‌هؼازلِ‌ , ]a b‌‌ٍ‌ِخیَؾس  [( ) ]cf ii gH .لصا‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌تاقس‌

ای‌تؿٍ‌زیلَض‌زؼوین‌یافسِ‌زاتغ‌خَاب‌حَل‌ًمُِ‌گطُ
k

x‌‌ُِزض‌ًم
1k

x


(‌3-7-3(‌لًیِ‌)2هُاتك‌تا‌لؿور‌)‌

‌نَضذ‌ظیط‌اؾرتِ‌

(4-52)
2

21 1

1 * *

( ) ( )
( ) ( ) ( 1) (  )( ) ( 1) (  )( )

( 1) (2 1)

k k k k

k k gH k gH k

x x x x
y x y x D y x D y

 
  

 
 



 
  

   
‌

 لصا‌تِ‌نَضذ‌هكاتِ‌ضٍـ‌اٍیلط‌تطای‌ [( ) ]cf ii gH زیفطاًؿیل‌خصیط‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌اؾر‌

(4-53)‌
1

( 1) ( , ),          , 0,1,..., 1.
( 1)

k k k k

h
y y f x y k N





   

 
‌

‌ ‌وِ )فطو‌وٌیس )y x‌‌ ‌ًمُِ ]زض , ]a b خصیطی‌‌ ‌ًَع‌واخچَ‌زیفطاًؿیل ‌اظ ‌وI‌‌ِآى ‌چٌاى زؼَیى‌قَز

0 1 1
, ,..., , , ,...,

j j N
x x x x x


،‌ضٍـ‌اٍیلط‌ضا‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌(3-7-3(‌لًیِ‌)5لؿور‌)تا‌زَخِ‌تِ‌تٌاتطایي‌،‌

‌زاضین

(4-54)‌
1

1

( , ), 0,1,...,
( 1)

( 1) ( , ), 1, 2,..., 1
( 1)

k k k k

k k k k

h
y y f x y k j

h
y y f x y k j j N














  

 

      
  

‌

]ٍ‌اگط‌زض‌ًمُِ‌ , ]a b ًَع‌زیفطاًؿل‌خصیطی‌اظ‌ًَع‌IIزغییط‌وٌس،‌ضٍـ‌اٍیلط‌تِ‌نَضذ‌ظیط‌اؾر‌‌

(4-55)‌
1

1

( 1) ( , ), 0,1,...,
( 1)

( , ), 1, 2,..., 1.
( 1)

k k k k

k k k k

h
y y f x y k j

h
y y f x y k j j N














  

 

      
  

‌

 فشانسیل کسشی فاصییهای عذدی هعادله دهثال 4-5-1

‌هثال.‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌ظیط‌ضا‌زض‌ًظط‌تگیطیس‌4-5-1-1

(4-56)‌*
(  )( ) (0,1,1.5) ( 1),       0 1

gH
D y x x     ‌

(0)تا‌همساض‌اٍلیِ‌ 0y اگط‌ترَاّین‌خَاب‌‌.  [ ]cf i gH ‌ِضا‌اظ‌ضٍـ‌اٍیلط‌‌(56-4)زیفطاًؿیل‌خصیط‌هؼازل

‌تسؾر‌تیاٍضین،‌ضاتُِ‌ظیط‌ضا‌ذَاّین‌زاقر
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(4-57)‌
1

(0,1,1.5),          , 0,1,..., 1.
k k

y y h k N


   ‌

0.1hضٍـ‌اٍیلط‌ضا‌تا‌ ‌‌ٍ0.01h ‌(تِ‌ًوایف‌گصاقس1‌ِ-4اخطا‌وطزین‌وِ‌خَاب‌ّای‌آى‌زض‌خسٍل‌‌)

 قسُ‌اؾر.‌خَاب‌زلیك‌ [( ) ]cf i gH ‌ِتطاتط‌‌(56-4)زیفطاًؿیل‌خصیط‌هؼازل( ) (0,1,1.5)y x xتاقس،‌هی‌

(‌13-4)‌-(11-4)‌ّایزض‌قىل‌1,0.75,0.5وِ‌ایي‌زاتغ‌تا‌هكسماذ‌واخچَ‌زؼوین‌یافسِ‌ّاوَّاضا‌آى‌اظ‌هطزثِ‌

 ‌ضؾن‌قسُ‌اؾر.

‌

‌1-1-5-4.‌ًسایح‌ػسزی‌هثال1-4خسٍل‌

 

  

x α = 0.5  α = 0.75  α = 1 

 h=0.1 h=0.01 h=0.1 h=0.01 h=0.1 h=0.01 

0.1 (0,0.31,0.47) (0,0.1,0.15) (0,0.17,0.26) (0,0.03,0.04) (0,0.1,0.15) (0,0.1,0.15) 

0.2 (0,0.63,0.94) (0,0.2,0.30) (0,0.35,0.53) (0,0.06,0.09) (0,0.2,0.30) (0,0.2,0.30) 

0.3 (0,0.94,1.42) (0,0.3,0.45) (0,0.53,0.80) (0,0.09,0.14) (0,0.3,0.45) (0,0.3,0.45) 

0.4 (0,1.26,1.89) (0,0.4,0.60) (0,0.71,1.06) (0,0.12,0.18) (0,0.4,0.60) (0,0.4,0.60) 

0.5 (0,1.58,2.37) (0,0.5,0.75) (0,0.88,1.33) (0,0.15,0.23) (0,0.5,0.75) (0,0.5,0.75) 

0.6 (0,1.89,2.84) (0,0.6,0.90) (0,1.06,1.60) (0,0.18,0.28) (0,0.6,0.90) (0,0.6,0.90) 

0.7 (0,2.21,3.32) (0,0.7,1.05) (0,1.24,1.86) (0,0.22,0.33) (0,0.7,1.05) (0,0.7,1.05) 

0.8 (0,2.52,3.79) (0,0.8,1.20) (0,1.42,2.13) (0,0.25,0.37) (0,0.8,1.20) (0,0.8,1.20) 

0.9 (0,2.84,4.26) (0,0.9,1.35) (0,1.60,2.40) (0,0.28,0.42) (0,0.9,1.35) (0,0.9,1.35) 

1.0 (0,3.16,4.74) (0,1.0,1.50) (0,1.77,2.66) (0,0.31,0.47) (0,1.0,1.50) (0,1.0,1.50) 
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‌‌
0.5تِ‌اظای‌‌(56-4):‌ًوایف‌خَاب‌زلیك‌هؼازل11‌ِ-4قىل‌ ‌)چح(‌ٍ‌هكسك‌واخچَ‌زؼوین‌یافسِ‌آى‌)ضاؾر( 

‌

‌

‌

 

‌‌

0.75تِ‌اظای‌‌(56-4):‌ًوایف‌خَاب‌زلیك‌هؼازل12‌ِ-4قىل‌ ‌)چح(‌ٍ‌هكسك‌واخچَ‌زؼوین‌یافسِ‌آى‌)ضاؾر( 

‌

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0
0.0

0.5

1.0

0.0

0.5

1.0

0

1

2
0.0

0.5

1.0

0.0

0.5

1.0

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0
0.0

0.5

1.0

0.0

0.5

1.0

0

1

2
0.0

0.5

1.0

0.0

0.5

1.0
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‌‌

1تِ‌اظای‌‌(56-4):‌ًوایف‌خَاب‌زلیك‌هؼازل13‌ِ-4قىل‌ ‌)چح(‌ٍ‌هكسك‌واخچَ‌زؼوین‌یافسِ‌آى‌)ضاؾر(‌

 

‌هثال.‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌واخچَ‌ظیط‌ضا‌زض‌ًظط‌تگیطیس‌4-5-1-2

(4-58)‌*
(  )( ) ( ), 0 1

(0) (0,1,2)

gH
D y x y x x

y

    



‌

 خَاب‌زلیك‌ [( ) ]cf ii gH ‌ِتطاتط‌‌(58-4)زیفطاًؿیل‌خصیط‌هؼازل( ) (0,1,2) ( )y x E x تاقس.هی‌‌

 ضٍـ‌اٍیلط‌تطای‌زمطیة‌خَاب‌ [( ) ]cf ii gH ‌ِتِ‌نَضذ‌ظیط‌اؾر‌(58-4)زیفطاًؿیل‌خصیط‌هؼازل‌

(4-59)‌
0

1

(0,1,2),  

,     0,1,..., 1.
( 1)

k k k

y

h
y y y k N










    

‌

0.1hّای‌ّای‌هرسلف‌ٍ‌ََل‌گام(‌ًسایح‌ػسزی‌ایي‌هثال‌ضا‌تِ‌اظای‌2-4خسٍل‌) ‌‌ٍ0.01h ًكاى‌‌

‌ّوچٌیي‌قىلهی ‌اؾر.‌(16-4)-(14-4ّای‌)زّس. ‌تِ‌زهَیط‌وكیسُ ‌هكسماذ‌وؿطی‌واخچَ‌ضا ‌خَاب‌ٍ

‌xتا‌افعایف‌‌ًكاى‌زٌّسُ‌ایي‌اؾر‌وِ‌ّای‌زاتغ‌هكسك‌وؿطی‌واخچًَسایح‌تسؾر‌آهسُ‌زض‌خسٍل‌ٍ‌قىل

 لصا‌خَاب‌تسؾر‌آهسُ‌‌وٌسخٌْای‌خَاب‌واّف‌خیسا‌هی [( ) ]cf ii gH اؾر.‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌

 

 

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0
0.0

0.5

1.0

0.0

0.5

1.0

0

1

2
0.0

0.5

1.0

0.0

0.5

1.0
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 2-1-5-‌4.‌ًسایح‌ػسزی‌هثال2-4خسٍل‌

x α = 0.5  α = 0.75  α = 1 

 h=0.1 h=0.01 h=0.1 h=0.01 h=0.1 h=0.01 

0.1 (0,0.64,1.28) (0,0.3020,0.6040) (0,0.80,1.61) (0,0.70,1.40) (0,0.90,1.80) (0,0.90,1.80) 

0.2 (0,0.41,0.82) (0,0.0912,0.1824) (0,0.65,1.30) (0,0.49,0.99) (0,0.81,1.62) (0,0.81,1.63) 

0.3 (0,0.26,0.53) (0,0.0275,0.0551) (0,0.52,1.04) (0,0.34,0.69) (0,0.72,1.45) (0,0.73,1.47) 

0.4 (0,0.26,0.34) (0,0.0083,0.0166) (0,0.42,0.84) (0,0.24,0.49) (0,0.65,1.31) (0,0.66,1.33) 

0.5 (0,0.17,0.22) (0,0.0025,0.0050) (0,0.34,0.68) (0,0.17,0.34) (0,0.59,1.18) (0,0.60,1.21) 

0.6 (0,0.11,0.22) (0,0.0009,0.0017) (0,0.27,0.55) (0,0.12,0.24) (0,0.53,1.06) (0,0.54,1.09) 

0.7 (0,0.07,0.14) (0,0.0003,0.0006) (0,0.22,0.44) (0,0.08,0.17) (0,0.47,0.95) (0,0.49,0.98) 

0.8 (0,0.04,0.09) (0,0.0001,0.0002) (0,0.17,0.35) (0,0.05,0.11) (0,0.43,0.86) (0,0.44,0.89) 

0.9 (0,0.02,0.05) (0,0.0000,0.0001) (0,0.14,0.28) (0,0.04,0.08) (0,0.38,0.77) (0,0.40,0.80) 

1.0 (0,0.01,0.03) (0,0.0000,0.0000) (0,0.11,0.23) (0,0.03,0.06) (0,0.34,0.69) (0,0.36,0.73) 

‌

‌‌

0.5تِ‌اظای‌‌(58-4):‌ًوایف‌خَاب‌زلیك‌هؼازل14‌ِ-4قىل‌ ‌)چح(‌ٍ‌هكسك‌واخچَ‌زؼوین‌یافسِ‌آى‌)ضاؾر( 

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0
0.0

0.5

1.0

0.0

0.5

1.0

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0
0.0

0.5

1.0

0.0

0.5

1.0
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‌‌

0.75تِ‌اظای‌‌(58-4):‌ًوایف‌خَاب‌زلیك‌هؼازل15‌ِ-4قىل‌ ‌)چح(‌ٍ‌هكسك‌واخچَ‌زؼوین‌یافسِ‌آى‌)ضاؾر(‌

‌‌

1تِ‌اظای‌‌(58-4):‌ًوایف‌خَاب‌زلیك‌هؼازل16‌ِ-4قىل‌ ‌)چح(‌ٍ‌هكسك‌واخچَ‌زؼوین‌یافسِ‌آى‌)ضاؾر(‌

‌

‌هثال.‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌همساض‌اٍلیِ‌ظیط‌ضا‌زض‌ًظط‌تگیطیس‌4-5-1-3

(4-60)‌1

2

2

1
2 2

*

1 3 1
(  )( ) (0, ,1)  (1,1 , , ), 1 2

(2 ) 2 2 2 2 4

(1) (0,0.5,1)sin( )

gH

x
D y x F x x

y


    

 




 
    
 




‌

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0
0.0

0.5

1.0

0.0

0.5

1.0

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0
0.0

0.5

1.0

0.0

0.5

1.0

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0
0.0

0.5

1.0

0.0

0.5

1.0

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0
0.0

0.5

1.0

0.0

0.5

1.0
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‌ ‌تطاتط ‌زیفطاًؿیل ‌هؼازلِ ‌ایي )خَاب ) (0,0.5,1)sin( )y x xآى‌ ‌اظ ‌اظای‌اؾر. ‌تِ ‌خَاب ‌وِ خایی

0.5 ‌‌ُِ1.463زض‌ًمx ًَع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌واچَ‌آى‌اظ‌ًَع‌Iتا‌افطاظ‌وطزى‌تاظُ‌قَز.‌زؼَیى‌هی

‌تاظN‌ُتِ‌[1,2] ‌ظیط ‌خَاب‌ّای‌هؼازلِ ‌تطای‌زمطیة‌ظزى ‌نَضذ‌ظیط ‌تِ ‌ضٍـ‌اٍیلط ‌‌‌‌ؾاذسِ‌(4-60)،

‌قَزهی

1

2

1 2

2 2

1

1

2 2 2

1 21

1 3 1
(0, ,1)  (1,1 , , ) , 0,1,...,

( 1) (2 ) 2 2 2 2 4

( 1) 1 3 1
(0, ,1)  (1,1 , , ) , 1, 2,..., 1.

( 1) (2 ) 2 2 2 2 4

k

k k k

k

k k k

xh
y y F x k j

xh
y y F x k j j N





   
 

 

   
 

 










    

   

 
      

   

  
 
 





 
 

  

‌

10Nتا‌زض‌ًظط‌گطفسي‌ ‌،100N ‌ٍ1000N ‌(ًكاى‌3-4خَاب‌ّای‌زمطیثی‌تسؾر‌آهسُ‌زض‌خسٍل‌‌)

وِ‌خَاب‌هؼازلِ‌ٍ‌هكسماذ‌وؿطی‌واخچَ‌زؼوین‌یافسِ‌آى‌ضا‌تِ‌زهَیط‌‌(17-4)زازُ‌قسُ‌اؾر.‌تثیٌیس‌قىل‌

1.463xاتغ‌زض‌ًمُِ‌وكیسُ‌اؾر.‌ّواى‌ََض‌وِ‌اظ‌قىل‌هكرم‌اؾر‌وِ‌هكسك‌واخچَ‌خَاب‌ایي‌ز ًَع‌‌

‌وٌس.زیفطاًؿیل‌خصیطی‌آى‌زغییط‌هی

 

 3-1-5-4.‌ًسایح‌ػسزی‌هثال3-4خسٍل‌

x h=0.1 h=0.01 h=0.001 

1.1 (0,0.49,0.98) (0, 0.4936,0.9875) (0,0.4942,0.9823) 

1.2 (0,0.46, 0.93) (0,0.4745,0.9514) (0,0.4747,0.9512) 

1.3 (0,0.42, 0.86) (0,0.4468,0.8923) (0,0.4452,0.8920) 

1.4 (0,0.41, 0.80) (0,0.4024, 0.8092) (0,0.4023,0.8031) 

1.5 (0, 0.35,0.71) (0,0.3526,0.7072) (0,0.3523,0.7062) 

1.6 (0, 0.30, 0.59) (0,0.2945,0.5835) (0,0.2923,0.5832) 

1.7 (0,0.20, 0.43) (0,0.2248,0.4583) (0,0.2246,0.4545) 

1.8 (0,0.16,0.31) (0,0.1536,0.3148) (0,0.1536,0.3903) 

1.9 (0, 0.04, 0.13) (0,0.1265,0.0264) (0,0.0234,0.0011) 

2.0 (0,-0.00,-0.00) (0,-0.0124,-0.0184) (0,0.0000,0.0000) 
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‌‌

0.5تِ‌اظای‌‌(60-4):‌ًوایف‌خَاب‌زلیك‌هؼازل17‌ِ-4قىل‌ ‌)چح(‌ٍ‌هكسك‌واخچَ‌زؼوین‌یافسِ‌آى‌)ضاؾر(‌

‌  

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

0.0

0.5

1.0

0.0

0.5
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 فصل پنجن

‌نتایح و پیشنهادات

 

 نتایح حاصل اص تحمیك 5-1

‌هكسك‌ضؾالِزض‌ایي‌ ‌زض‌زؼطیف‌ایي‌ًَع‌اظ‌زیفطاًؿیل‌، وؿطی‌واخچَ‌اظ‌زَاتغ‌فاظی‌همساض‌زؼطیف‌گطزیس.

خصیطی‌وؿطی‌تِ‌هكسك‌زاتغ‌فاظی‌اظ‌هطزثِ‌نحیح‌ًیاظ‌زاقسین‌تٌاتطایي‌تایس‌اظ‌یىی‌اظ‌اًَاع‌زیفطاًؿیل‌زَاتغ‌

‌هی‌فاظی‌هاًٌس ‌اؾسفازُ ‌زؼوین‌یافسِ‌ّاوَّاضا ‌ٍ‌یا ‌زؼوین‌یافسِ‌لَی، ‌زَخِ‌تِ‌ایٌىِ‌‌وطزین.ّاوَّاضا، ‌تا اها

‌اظ‌زیگط‌زؼاضیف‌ووسط‌اؾر‌ٍ‌هحاؾثِ‌وطزى‌آى‌تؿیاض‌يؼف ّای‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌زؼوین‌یافسِ‌ّاوَّاضا

تاقس،‌ها‌زض‌زؼطیف‌وطزى‌هكسك‌واخچَ‌اظ‌ایي‌ًَع‌هكسك‌اؾسفازُ‌وطزُ‌این.‌لصا‌ها‌ًیع‌هی‌زطؾْل‌ٍ‌واضتطزی

‌تؼًی‌هَالغ‌ًَع‌زیفطاًؿیل‌زٍ‌ًَع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌وؿطی‌واخچَ‌تطای‌ ‌زاضین‌ٍ‌زض زَاتغ‌فاظی‌همساض

‌ؾدؽ‌لَاػس‌هكسك‌گیطی‌خصیطی‌ػَو‌هی ‌ًاهیسین. قَز‌وِ‌ًمُِ‌زؼَیى‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌واخچَ‌آى‌ضا

‌تطای‌هدوَع ‌ضا ‌ّوچٌیي‌‌،وؿطی‌واخچَ ‌وطزین. ‌تیاى ‌ضا ‌فاظی‌همساض ‌زَاتغ ‌حانل‌يطب‌اؾىالط زفايل،

ؾدؽ‌لًیِ‌همساض‌هسَؾٍ‌فاظی‌ضا‌اثثاذ‌لیٍَیل‌تسؾر‌آٍضزین.‌-ال‌ضیواىضٍاتٍ‌تیي‌هكسك‌وؿطی‌ٍ‌اًسگط

ًوَزین‌ایي‌لًیِ‌ایي‌هُلة‌اثثاذ‌وطز‌وِ‌اگط‌یه‌زاتغ‌فاظی‌همساض‌خیَؾسِ‌تاقس‌آًگاُ‌تِ‌اظای‌ّط‌همساض‌

ؽ‌زضآى‌ًمُِ‌تا‌آى‌تطاتط‌اؾر.‌ؾدٍخَز‌زاضز‌حسالل‌یه‌ػًَ‌اظ‌زاهٌِ‌آى‌وِ‌همساض‌زاتغ‌‌،فاظی‌زض‌تطز‌زاتغ
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این.‌زض‌ایي‌لًیِ‌تؿیاض‌هْن‌اظ‌ضیايی‌ػوَهی‌فاظی‌یؼٌی‌لًیِ‌همساض‌هیاًی‌اًسگطال‌فاظی‌ضا‌تسؾر‌آٍضزُ

‌زاتغ‌فاظی‌ ‌تاقین‌تِ‌ََضی‌وِ ‌زاقسِ ‌زاتغ‌فاظی‌ٍ‌حمیمی‌ضا ‌اگط‌حانل‌يطب‌زٍ ‌ثاتر‌وطزین‌وِ لًیِ

زَاًس‌یه‌همساض‌ضا‌تط‌تاظُ‌فاظی‌هیخیَؾسِ‌تاقس‌ٍ‌زاتغ‌حمیمی‌تط‌تاظُ‌اًسگطال‌گیطی‌زغییط‌ػلاهر‌ًسّس،‌زاتغ‌

‌تا‌ایي‌هفَْم‌زَاًؿسین،‌لًیِ‌همساض‌هیاًی‌اًسگطال‌وؿطی‌ اًسگطال‌گیطی‌اذص‌وٌس‌ٍ‌اظ‌اًسگطال‌تیطٍى‌تیایس.

لیٍَیل‌ضا‌ثاتر‌وٌین.‌ّوچٌیي‌تؿٍ‌زیلَض‌ضا‌تطای‌هكسك‌واخچَ‌فاظی‌زؼوین‌یافسِ‌تسؾر‌آٍضزین.‌تا‌-ضیواى

ؿٍ‌زیلَض‌تض‌ضیايیاذ‌فاظی،‌زض‌ازاهِ‌تؿٍ‌زیلَض‌زؼوین‌یافسِ‌ضا‌اضائِ‌ًوَزین.‌زَخِ‌تِ‌واضتطز‌تؿٍ‌زیلَض‌ز

ای‌لاتل‌اؾسفازُ‌اؾر‌ٍ‌اگط‌هطزثِ‌آى‌ضا‌یه‌لطاض‌زّین‌ّواى‌تؿٍ‌زیلَض‌هؼوَلی‌زؼوین‌یافسِ‌تطای‌ّط‌هطزثِ

‌اظ‌ایي‌ضٍ،‌اظ‌ایي‌خؽ‌هیوِ‌زض‌تؿیاضی‌اظ‌ظهیٌِ‌ّا‌واضتطز‌زاضز‌ضا‌تسؾر‌آٍضزُ ى‌ّط‌زاتغ‌زحلیلی‌زَااین.

فاظی‌همساض‌ضا‌تِ‌نَضذ‌یه‌ؾطی‌ًوایف‌زاز.‌وِ‌ایي‌هَيَع‌اظ‌لحاِ‌واضتطز‌تؿیاض‌حائع‌اّویر‌ذَاّس‌

ّای‌تطـrاضخحیسی‌وِ‌ًگطـ‌ها‌زض‌ایي‌خایاى‌ًاهِ‌ًؿثر‌تِ‌واضّای‌لثلی‌زاقر‌ایي‌اؾر‌وِ‌ها‌اظ‌‌تَز.

‌ًَیؿین.واً‌تؿٍ‌زیلَض‌زاتغ‌فاظی‌ضا‌هیوٌین‌ٍ‌هؿسمیزَاتغ‌اؾسفازُ‌ًوی

ضا‌زحر‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌‌فاظی‌اظ‌تسؾر‌آٍضزى‌ایي‌هفاّین،‌زَاًؿسین‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌ؾدؽ‌تؼس

زؼطیف‌ًوایین.‌قطایٍ‌ٍخَز‌ٍ‌یىسایی‌خَاب‌هؼازلِ‌هؼطفی‌قسُ‌ضا‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌وؿطی‌واخچَ‌زؼوین‌یافسِ‌

ین.‌خؽ‌اظ‌آى،‌هؼازلِ‌وؿطی‌ذُی‌ضا‌هؼطفی‌وطزین‌ٍ‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌وطزوطایي‌اثثاذ‌-طایٍ‌وطاًَؾلؿىیق

حل‌وطزین‌ضا‌لفلط‌خَاب‌ّای‌زحلیلی‌ایي‌هؼازلِ‌ضا‌تسؾر‌آٍضزین.‌چٌس‌هثال‌اظ‌ایي‌ًَع‌هؼازلِ‌-هیسگزاتغ‌

ٍضین.‌خَاب‌ّای‌زلیك‌ضا‌ضؾن‌وطزین‌ٍ‌تا‌تیاتسؾر‌ب‌ّای‌آى‌ضا‌تسٍى‌تطـ‌ظزى‌هؼازلِ،‌خَا‌زَاًؿسین‌ٍ

‌ن‌هكسك‌خَاب‌تسؾر‌آهسُ‌ًَع‌زیفطاًؿیل‌خصیطی‌آى‌ضا‌ًكاى‌زازین.ضؾ

هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌‌لاظم‌تَز‌وِ‌اها‌اظ‌آًدایی‌وِ‌زض‌تیكسط‌هؼازلاذ‌وؿطی‌تیف‌اظ‌یه‌هطزثِ‌هكسك‌زاضین،‌خؽ

تِ‌‌.‌خؽ‌تطای‌حل‌آى‌تط‌آى‌قسین‌وِ‌تا‌اؾسفازُ‌اظ‌زغییط‌هسغییط‌هؼازلِ‌ضاٌینای‌ضا‌زؼطیف‌ووؿطی‌چٌس‌هطزثِ

‌تِ‌یه‌هؼازلِ‌وؿطی‌هؼوَلی‌زثسیل‌وٌین‌ٍ‌تا‌اًدام‌زغییط‌هسغییط‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌چٌس‌هطزثِ ای‌ضا

0هؼوَلی‌اظ‌هطزثِ‌‌وؿطی‌فاظی‌یه‌زؾسگاُ‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل 1 ‌‌.وِ‌‌قسلاظم‌اظ‌ایي‌ضٍ‌زثسیل‌وطزین

ؽ،‌وِ‌ایي‌هْن‌ًیع‌تا‌وٌس‌ٍ‌تطػىثاتر‌وٌین‌خَاب‌هؼازلِ‌زض‌زؾسگاُ‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌ًظیطـ‌نسق‌هی

این،‌اًدام‌قس.‌ؾدؽ‌ایي‌زؾسگاُ‌هؼازلِ‌ّایی‌وِ‌تطای‌هكسك‌واخچَ‌زؼوین‌یافسِ‌اثثاذ‌وطزٍُیػگیاؾسفازُ‌اظ‌

خَز‌ٍ‌هٌحهطتفطزی‌خَاب‌ضا‌تا‌قطٌ‌لیح‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌ضا‌تِ‌فطم‌یه‌هؼازلِ‌اًسگطال‌زثسیل‌وطزین‌ٍ‌ٍ

زثسیل‌تِ‌یه‌‌فاظی‌ای،‌ّط‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌چٌس‌هطزثِقیسؽ‌تسؾر‌آٍضزین.‌ّواى‌ََض‌وِ‌زَيیح‌زازین

خؽ‌ها‌ضٍقی‌ضا‌وِ‌تطای‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌هؼوَلی‌فاظی‌قسُ‌اؾر.‌‌ایزؾسگاُ‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌زه‌هطزثِ

ن‌تِ‌ََضی‌وِ‌زض‌ایي‌حالر‌يطایة‌هؼازلِ‌تِ‌فطم‌یه‌هازطیؽ‌ّؿسٌس،‌زاقسین‌ضا‌تطای‌حل‌آى‌زؼوین‌زازی
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‌تا‌-هؼازلِ‌تاگلی‌زیفطاًؿیل‌خصیط‌واخچَ-(i(‌ٍ‌)iiتا‌ایي‌ضٍـ‌ها‌خَاب‌ّای‌) ‌تسؾر‌آٍضزین. زَضٍیه‌ضا

‌تؿیاض‌هَثط‌ٍ‌واضآهس‌اؾر‌ٍ‌ حل‌زٍ‌هثال‌اظ‌ایي‌هؼازلِ‌زض‌فهل‌چْاضم‌ًكاى‌زازین‌وِ‌ضٍـ‌اضائِ‌قسُ

‌ای‌ًیؿر‌ضا‌حل‌وٌس.ای‌وِ‌حل‌آًْا‌ّوَاضُ‌واض‌ؾازُزَاًس‌هؼازلاذ‌وؿطی‌چٌس‌هطزثِچگًَِ‌هی

لفلط‌ٍ‌یه‌زاتغ‌-هیسگحانل‌يطب‌زاتغ‌اظ‌هؼایة‌ضٍـ‌اضائِ‌قسُ‌ایي‌اؾر‌وِ‌ها‌زض‌فطم‌ولی‌خَاب‌اظ‌

قس،‌وِ‌زض‌ّا‌هوىي‌اؾر‌وِ‌اًسگطال‌حانل‌لاتل‌حل‌ًثااًسگطال‌تگیطین،‌زض‌تؼًی‌اظ‌هثالتایس‌فاظی‌همساض‌

‌ ‌تِ‌یىی‌اظ‌ضٍـ‌ّای‌اًسگطال‌گیطی‌ػسزی‌زمطیة‌تعًین. ّوچٌیي‌تطای‌تسؾر‌ایي‌هَالغ‌تایس‌اًسگطال‌ضا

تایس‌هازطیؽ‌يطایة‌هؼىَؼ‌خصیط‌تاقس‌زض‌‌زؾسگاُ‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌ذُی‌فاظی‌آٍضزى‌خَاب

‌تسؾر‌آٍضز.‌زَاى‌اظ‌ایي‌ضٍـًوی‌ای‌ضازَاى‌خَاب‌هؼازلِ‌زیفطاًؿیل‌چٌس‌هطزثِغیط‌ایي‌نَضذ‌ًوی

ّای‌ػسزی‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌فاظی‌تط‌آى‌تَزین‌وِ‌زض‌ایي‌خایاى‌ًاهِ،‌تطای‌تسؾر‌آٍضزى‌خَاب

هؼازلِ‌حل‌وٌین.‌اظ‌ضٍ‌تا‌فاظی‌وطزى‌انل‌ٍ‌خایِ‌تؿٍ‌زیلَض‌‌ّایخَاب‌ّای‌هؼازلِ‌ضا‌تسٍى‌اؾسفازُ‌اظ‌تطـ

ایي‌ضٍـ‌‌زَاًؿسین‌ضٍقی‌ضا‌تطای‌حل‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌تِ‌ًام‌ضٍـ‌اٍیلط‌وؿطی‌تسؾر‌تیاٍضین.

‌حالاذ‌ ‌زض )]ضا ) ]cf i gH ‌ ‌خصیط، )]زیفطاًؿیل ) ]cf i gH ً‌ ‌وِ ‌ظهاًی ٍ‌ ‌خصیط ‌زیفطاًؿیل‌زیفطاًؿیل َع

‌این.تطضؾی‌ًوَزُ‌زؼطیفف‌ػَو‌قَز‌ضاخصیطی‌زض‌تاظُ‌

ضٍـ‌اضائِ‌قسُ‌تا‌زَخِ‌تِ‌ایٌىِ‌لاتلیر‌حل‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌فاظی‌تسٍـ‌تطـ‌ظزى‌هؿالِ‌ضا‌

لُغ‌وطزى‌خولاذ‌زٍم‌تِ‌تؼس‌تؿٍ‌زیلَض‌تسؾر‌آهسُ‌اؾر‌اظ‌ایي‌ضٍ‌خَاب‌زاضز.‌اظ‌آى‌خایی‌وِ‌ضٍـ‌اظ‌

‌الایی‌تطذَضزاض‌ًیؿسٌس.‌اها‌ایي‌ضٍـ‌خیچیسگی‌هحاؾثازی‌ًساضز‌ٍ‌ضٍـ‌هَثط‌ٍ‌واضاهسی‌اؾر.ّا‌اظ‌زلر‌ت

‌

 پیشنهادات 5-2

اًس‌ضا‌ّوچَى‌ضٍـ‌آزٍهیي‌ضٍـ‌ّایی‌وِ‌تط‌خایِ‌ضٍـ‌زیلَض‌گفسِ‌قسُزَاًین‌زض‌ضاؾسای‌ایي‌خایاى‌ًاهِ‌هی

واضایی‌ٍ‌ؾَْلر‌اؾسفازُ‌اظ‌ضٍـ‌اٍیلط‌.‌ّوچٌیي‌تا‌زَخِ‌تِ‌وطزّای‌ػسزی‌زیگط‌تیاى‌ٍ‌تؿیاضی‌اظ‌ضٍـ

وِ‌هكسماذ‌خعئی‌وؿطی‌زؼوین‌یافسِ‌زَاًین‌.‌ّوچٌیي‌هیازلاذ‌هرسلف‌ضا‌تا‌ایي‌ضٍـ‌حل‌ًوَززَاى‌هؼهی

‌ضا‌زؼطیف‌وٌین‌زا‌تسَاًین‌زؾسِ‌ٍؾیغ‌زطی‌اظ‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌فاظی‌ضا‌ّوچَى‌هؼازلِ‌ ّاوَّاضا

‌ؾاظی‌وِ‌تطای‌هسل‌2وَاًسَهی‌هی‌تاقس،‌هؼازلِ‌تلَخ‌شضاذ‌زیٌاهیىی‌اضضفس‌وِ‌هطتٌَ‌تِ‌وٌسطل‌1قَضزیٌگط

                                                
1. Schrodinger 

2. Bloch 
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‌هی‌ای‌ّؿسِ‌هغٌاَیؿی ‌ظهاىاؾسفازُ ‌هؼازلِ ‌ایسظ1وؿطی-قَز، ‌هؼازلِ ‌ّصلَلَی،‌2، ‌خعئی ‌هكسك ‌هؼازلِ ،

‌ٍ‌تؿیاضی‌اظ‌هؼازلاذ‌وؿطی‌زیگط‌ضا‌تطضؾی‌ًوایین. 3ایهؼازلاذ‌وؿطی‌يطتِ

ایي‌اؾر‌وِ‌تا‌زَخِ‌تِ‌ایٌىِ‌زض‌حؿاب‌زیفطاًؿیل‌ٍ‌اًسگطال‌وؿطی،‌تاقس‌‌زَاًس‌هفیسزیگطی‌وِ‌هیخیكٌْاز‌

‌اًسگطال‌وؿطی‌هاًٌس‌اًسگطال‌ٍ‌هكسك‌وؿطی‌ّازاهاضز ‌زؼطیف‌هكسك‌ٍ اًسگطال‌ٍ‌هكسك‌‌،اًَاع‌هسؼسزی‌اظ

‌اًسگطال‌ٍ‌هكسك‌اضزلیلسٌیىَف‌گطًٍَالس‌ـوؿطی‌ ‌تطاوَتط،‌ٍ‌غیطُ‌ٍخَز‌زاضز،‌هی-، ی‌زَاى‌ایي‌هفاّین‌ضا

زیفطاًؿیل‌ًظیط‌آًْا‌ضا‌زؼطیف‌وطز‌ٍ‌-زَاتغ‌فاظی‌همساض‌زؼوین‌زّین‌ٍ‌هؼازلاذ‌زیفطاًؿیل،‌اًسگطال‌ٍ‌اًسگطال

‌ایي‌هفاّین‌اظ‌حؿاب‌زیفطاًؿیل‌وؿطی‌زاوٌَى‌زؼطیف‌ًكسُ‌اؾر‌وِ‌تا‌ ‌تسؾر‌آٍضز. خَاب‌ّای‌آى‌ضا

‌ام‌زاز.زَاى‌واضّای‌تؿیاض‌واضتطزی‌ٍ‌خطاؾسٌازی‌ضا‌اًدٍضٍز‌تِ‌ایي‌حَظُ‌هی

‌  

                                                
1. Time-fractional 

2. HIV 

3. Impulsive 
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Numerical and analytical methods for solving uncertain fractional differential 

equations 

 

Abstract  

In this thesis, fuzzy fractional differential equation is investigated. For this, the 

Caputo fractional derivative is defined based on generalized Hukuhara 

differentiability, and its rules and properties proved in details. Then, the fuzzy 

fractional differential equation is considered and its existence and uniqueness 

condition of solution obtained under presented differentiability concept. Also, an 

analytical method is introduced for getting solution of fuzzy linear and multi-

order fractional differential equation. Moreover numerical solutions of this set of 

equations are obtained by fuzzy fractional Euler method. Since, this method is 

defined based on fuzzy generalized Taylor expansion, the generalized Taylor 

expansion is also introduced using generalized Caputo differentiability. At the 

end, to more illustration several examples of fuzzy fractional differential 

equations are solved and analytical and numerical solutions obtained. 
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