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 ونت پژوهشی و فناوریمعا

 

دا  خ م  نا  به 

هش و پژ ق  خلا ا ر   منشو

ست وهمواره ناظر براعمال انسان و به منظور پاس داشت مقام بلند دانش و پژوه  وند سبحان واعتقاد به این که عالم محضرخدا ش و نظر به اهمیت با یاری از خدا

ی فرهنگ وتمدن بشری ، ما گاه دانشگاه دراعتلا ی دانشگاه آزاد اسلامی متعهد می جای گردیم اصول زیر را درانجام دانشجویان واعضاء هیأت علمی واحدها

ی پژوهشی مد نظر قرارداده وفعالیت  آن تخطی نکنیم : از ها

ی پی -1  دوری ازهرگونه پنهان سازی حقیقت جویی حقیقت و و فاداری به آن واصل حقیقت جویی : تلاش درراستا

 سایرصاحبان حق : التزام به رعایت کامل حقوق پژوهشگران و پژوهیدگان )انسان ، حیوان ونبات ( واصل رعایت حقوق  -2

ی : تعهد به رعایت مصالح ملی و -3 ی ومعنو پیشبرد و در اصل مالکیت ماد  توسعه کشور درکلیه مراحل پژوهش نظر داشتن 

پیشبرد و اصل منافع ملی : تعهد به رعایت مصالح ملی و در -4  توسعه کشور درکلیه مراحل پژوهش نظر داشتن 

ری غیرعلمی و حفاظت ازاموال ، تجهیزات و منابع دراختیار -5  اصل رعایت انصاف و امانت : تعهد به اجتناب ازهرگونه جانبدا

ی مرتبط با تحقیق -6  اصل راز داری : تعهد به صیانت ازاسرار واطلاعات محرمانه افراد ، سازمان ها وکشور وکلیه افراد و نهادها

 ها در انجام تحقیقات و رعایت جانب نقد و خودداری ازهرگونه حرمت شکنی ها وحرمت صل احترام : تعهد به رعایت حریما -7

ی که منع قانونی دا  -8 کاران  علمی و دانشجویان به غیر ازموارد  رد .اصل ترویج : تعهد به رواج دانش و اشاعه نتایج تحقیقات و انتقال آن به هم



 ج‌

 

 : التزام به برائت جویی از هرگونه رفتار غیر حرفه ای واعلام موضع  نسبت به کسانی برائت اصل         

 که حوزه علم وپژوهش ر ابه شائبه های غیرعلمی می آلایند . 
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 د‌

 

      

 دانشگاه آزاد اسلامی

‌واحد علوم تحقیقات

 گروه ریاضی-دانشکده: علوم پایه

 ( Ph.Dضی کاربردی  )در رشته ریا رساله دکتری

 آنالیز عددی گرایش:
‌

 عنوان:

های نیمه تحلیلی با تاکید  های معادلات دیفرانسیل غیرخطی با روش تعیین جواب

 ی بزرگ روی مسائل با دامنه
 

 راهنما: تا اناس

 بندی  کتر سعید عباس

  کتر توفیق الهویرانلو
 

 مشاور: تا اس

  کتر محسن رستمی مال خلیفه
 

 نگارش:

 ابوالحسنی ابرقویی محمد
 

 1369 بهار



 ه‌

 

 گزاری سپاس
باید‌خواست‌که‌رسلد،‌خواستنی‌به‌قدرت‌عشق،‌عشقی‌به‌وسعت‌ایمان،‌ایمانی‌به‌عمق‌هستی‌که‌هسهتی‌‌

همه‌عشق‌است‌و‌عشق‌همه‌او‌‌و‌او‌همه‌چلز‌و‌چلزی‌نلست‌غلر‌او‌و‌چلزی‌نلست‌غلر‌از‌خواستن‌برای‌

دل‌را‌مرکز‌عواطف‌و‌قههب‌را‌مرکهز‌ایمهان‌و‌مرهز‌را‌محهل‌اهراوش‌‌‌‌‌‌‌رسلدن‌به‌او،‌به‌نام‌او،‌به‌نام‌او‌که‌

‌ها‌قرار‌داد.‌اندیشه

بخش‌از‌درخت‌‌هایی‌جان‌چلن‌ملوه‌ام‌در‌منزلی‌دیگر‌از‌منازل‌احصلل،‌خوشه‌اینک‌که‌به‌فضل‌الهی‌اوانسته

آنهان‌‌‌دانم‌به‌پاس‌الاش‌و‌لطف‌هملشگی‌استادان‌گرانقهدر،‌از‌‌دانش‌و‌معرفت‌باشم‌بر‌خویش‌وظلده‌می

‌قدردانی‌کنم.

راهنمای‌بزرگوارم‌که‌انجام‌‌اناستاد‌بندی‌و‌پروفسور‌اوفلق‌الهویرانهو‌سعلد‌عباس‌پروفسور‌اناز‌جناب‌آقای

دانم،‌‌گرانقدر‌می‌اندریغ‌این‌استاد‌ها‌و‌الطاف‌بی‌نامه‌را‌از‌آغاز‌اا‌پایان‌مرهون‌راهنمایی‌و‌ادوین‌این‌پایان

‌محسن‌رستمی‌مال‌خهلدهچنلن‌از‌استاد‌مشاور‌عزیزم‌جناب‌آقای‌دکتر‌‌کمال‌اشکر‌و‌قدردانی‌را‌دارم.‌‌هم

 گرانه‌صملمانه‌سپاسگزارم.‌های‌روشن‌خاطر‌زحمات‌فراوان‌و‌راهنمایی‌به

‌زاده‌لطدی‌پروفسور‌عزای‌و‌پروفسور‌حسلنو‌‌پروفسور‌بابهلان‌سزاوار‌است‌از‌استادان‌بزرگوار‌جناب‌آقایان

پدر‌و‌مادر‌عزیزم،‌برادرانم،‌‌کنم.‌از‌اشکر‌و‌قدردانی‌رسالهقبول‌داوری‌این‌به‌خاطر‌پلشنهادات‌دلسوزانه‌و‌

ام‌را‌با‌خاطرات‌‌همواره‌در‌کنارم‌بوده‌و‌گذران‌زندگی‌احصلهی‌که‌دوستان‌عزیز‌خانواده‌محترم‌همسرم‌و

 نمایم.‌خوش‌از‌ایشان‌به‌یادگار‌دارم،‌قدردانی‌می

رسلدن‌به‌این‌مرحهه‌‌اوهای‌‌ها‌و‌دلگرمی‌که‌بدون‌حمایت‌ار‌از‌جانمعزیز‌همسردر‌پایان‌از‌لطف‌هملشگی‌

ای‌ههر‌چنهد‌‌‌‌از‌زندگی‌برایم‌ناممکن‌بود،‌خالصانه‌سپاسگزارم‌و‌از‌خداوند‌خواستارم‌اوفلق‌جبهران‌قطهره‌‌

‌هایش‌را‌به‌من‌عطا‌فرماید.‌اندک‌از‌مهربانی

 

 

 

     

 

‌



 و‌

 

 تقدیم به

یا  همسرم مار

دگی گانه خورشید زن  ام ی
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ز‌

 ت مطالبفهرس

  صفحه                            عنوان

 1 ............................................................................................................... دهلچک

 2 ............................................................................................................. شگدتارلپ

 یمقدمات میمفاه: اول فصل

 6 ......................................................................................................... مقدمه‌1.1

 6 ................................................................................. یمعمول للدرانسید معاد(ت‌1.2

 8 ..................................................... یزمان‌ی‌وابسته‌یجزئ‌مشتقات‌با‌للدرانسید‌معاد(ت‌1.3

 11 ................................................................................للدرانسید معاد(ت‌دستگاه‌1.4

 یکسر حسابان:  وم فصل

 21 .......................................................................................................یکسر‌حسابان‌گسترش‌و‌شیدالپ‌خچهیاار‌2.1

 24 ........................................................... کوفلن‌لت-گرونوالد‌کسری‌یرلگ‌انتگرال‌و‌یرلگ‌مشتق‌یعمهگرها‌2.2

 21 ....................................... کوفلن‌لت-گرونوالد‌کسری‌یرلگ‌انتگرال‌و‌ریلگ‌مشتق‌عمهگرهای‌خواص‌.2.2.1

 21 ................................................................................................................................... لیوولل -مانیر کسری مشتق‌2.3

 11 ....................................................... لیوولل-مانیر کسری عمهگرهای هاییژگیو‌.2.3.1

 12 ................................................................................................................................................... کاپواو کسری مشتق‌2.4

 12 .......................................................................................................................................کسری للدرانسید‌معاد(ت‌2.5

 یکمک پارامتر کی با یور ش تکرار روش: سوم فصل

 11 ............................................................................................................................................................................. مقدمه‌3.1

 12 ...................................................................................................................................................یوردش‌اکرار‌روش‌3.2

 22 ............................................................................................................یکمک‌پارامتر‌کی‌با‌یوردش‌اکرار‌روش‌3.3

 24 .................................................................................. یکمک‌پارامتر‌کی‌با‌یوردش‌اکرار‌روش‌ییگرا‌هم‌3.3.1

 23 ........................................................................................................................... یکمک‌پارامتر‌ی‌نهلبه‌انتخاب‌3.3.2

 بزرگ یها  امنه یرو یکسر مشتقات با لیفرانسی  معا لات یعد  حل:چهارم فصل

 42 ............................................................................................................................................................................. مقدمه‌4.1



 ح‌

 42 ........... یکسر‌مشتق‌با‌یرخطلغ‌مسائل‌از‌یبرخ‌حل‌یبرا‌یکمک‌پارامتر‌کی‌با‌یوردش‌اکرار‌روش‌4.2

 44 ....................................................................................... گرما‌شبه‌و‌موج‌شبه‌یکسر‌للدرانسید‌معاد(ت‌4.2.1

‌شبه‌و‌موج‌شبه‌یکسر‌للدرانسید‌معاد(ت‌حل‌یبرا‌یکمک‌پارامتر‌کی‌با‌یوردش‌اکرار‌روش‌4.2.2

 45 ............................................................................................................ گرما

 11 .................................................................................................. همرفت-انتشار‌یکسر‌للدرانسید‌معاد(ت‌4.2.3

 61 همرفت-انتشار‌یکسر‌للدرانسید‌معاد(ت‌حل‌یبرا‌یکمک‌پارامتر‌کی‌با‌یوردش‌اکرار‌روش‌4.2.4

 بزرگ یها  امنه یرو یکسر یجزئ مشتقات با لیفرانسی  معا لات  ستگاه یعد  حل: پنجم فصل

 81 ............................................................................................................................................................................. مقدمه‌5.1

 81 ...........................................................زمان‌به‌وابسته‌یکسر‌یجزئ‌مشتقات‌با‌للدرانسید‌معاد(ت دستگاه‌5.2

‌یجزئه‌‌مشهتقات‌‌با‌للدرانسید‌معاد(ت‌دستگاه‌حل‌یبرا‌یکمک‌پارامتر‌کی‌با‌یوردش‌اکرار‌روش‌5.3

 86 ............................................................................................................یکسر

 82 .................................................................................. یکمک‌پارامتر‌کی‌با‌یوردش‌اکرار‌روش‌ییگرا‌هم‌5.3.1

 31 ........................................................................................................................... یکمک‌پارامتر‌ی‌نهلبه‌انتخاب‌5.3.2

 32 ........................................................................................................................................................... یعدد‌یها‌مثال‌5.4

 یریگ جهینت: ششم فصل

 212 ..................................................................................................................................................یرلگ‌جهلنت‌و‌بحث‌6.1

 212 ................................................................................................................................................................ نهادات‌شلپ‌6.2

 128.............................................................................................................مراجع

 132.....................................................................................یفارس‌به‌یسلانگه‌نامه‌واژه

 

 

 

 

‌



 ط‌

 فهرست جداول

 صفحه                            عنوان

. ‌1جدول ‌دوم‌و‌سهت‌لب‌ی‌مرابهه‌‌یبه‌یاقر‌یهها‌‌جهواب‌‌و‌قلدق‌جواب‌از‌حاصل‌یخطا‌نلب‌یا‌سهیمقا:‌4

‌ℎبا‌ینهاد‌شلپ‌یها‌روش‌ی‌ههلوس‌به = ‌𝛼که‌یهنگام‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌و‌1/21 = ‌مثهال‌‌یبهرا‌‌1

1 . 4. .............................................................................................................. 51 

. ‌2جدول . ‌5ی‌رابطه‌در‌ها‌𝛽𝑖ریمقاد:‌4 ‌اسهتاندارد‌‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌ینهاد‌شلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌4

. ‌1مثال‌یبرا 4. ................................................................................................... 51 

. ‌3جدول . ‌5ی‌رابطه‌در‌ها‌𝛽𝑖ریمقاد:‌4 ‌اسهتاندارد‌‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌ینهاد‌شلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌4

. ‌1مثال‌یبرا 4. ................................................................................................... 52 

. ‌5جدول . ‌9ی‌رابطه‌در‌ها‌𝛽𝑖ریمقاد:‌4 ‌اسهتاندارد‌‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌ینهاد‌شلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌4

. ‌2ثالم‌یبرا 4‌. .................................................................................................. 51 

. ‌6جدول . ‌9ی‌رابطه‌در‌ها‌𝛽𝑖ریمقاد:‌4 ‌اسهتاندارد‌‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌ینهاد‌شلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌4

. ‌2مثال‌یبرا 4. ................................................................................................... 58 

. ‌1جدول ‌هدهتم‌‌و‌سهت‌لب‌ی‌مرابهه‌‌یبه‌یاقر‌یهها‌‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌از‌حاصل‌یخطا‌نلب‌یا‌سهیمقا:‌4

‌ℎبا‌ینهاد‌شلپ‌یها‌روش‌ی‌ههلوس‌به = ‌𝛼که‌یهنگام‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌1/15 = ‌یبهرا‌‌1

. ‌3مثال 4. ......................................................................................................... 64 

. ‌8جدول . ‌13ی‌رابطه‌در‌ها‌𝛽𝑖ریمقاد:‌4 ‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌ینهاد‌شلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌4

. ‌3مثال‌یبرا 4. ................................................................................................... 65 

. ‌9جدول . ‌13ی‌رابطه‌در‌ها‌𝛽𝑖ریمقاد:‌4 ‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌ینهاد‌شلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌4

. ‌3مثال‌یبرا 4. ................................................................................................... 66 

. ‌11جدول ‌ی‌ههلوس‌به‌شانزدهم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌یها‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌از‌حاصل‌یخطا‌نلب‌یا‌سهیمقا:‌4

‌ℎبا‌ینهاد‌شلپ‌یها‌روش = ‌𝛼کهه‌‌یهنگام‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌1/52 = ‌مثهال‌‌یبهرا‌‌1/5

4 . 4. .............................................................................................................. 14 



 ی‌

. ‌11جدول ‌ی‌ههلوس‌به‌شانزدهم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌یها‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌از‌حاصل‌یخطا‌نلب‌یا‌سهیمقا:‌4

‌ℎبا‌ینهاد‌شلپ‌یها‌روش = ‌𝛼کهه‌‌یامهنگ‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌1/26 = ‌مثهال‌‌یبهرا‌‌1/1

4 . 4. .............................................................................................................. 15 

. ‌12جدول ‌ی‌ههلوس‌به‌شانزدهم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌یها‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌از‌حاصل‌یخطا‌نلب‌یا‌سهیمقا:‌4

‌ℎبا‌ینهاد‌شلپ‌یها‌روش = ‌𝛼کهه‌‌یهنگام‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌1/14 = ‌مثهال‌‌یبهرا‌‌1/9

4 . 4. .............................................................................................................. 16 

. ‌13جدول . ‌19ی‌رابطه‌در‌ها‌𝛽𝑖ریمقاد:‌4 ‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌ینهاد‌شلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌4

. ‌4مثال‌یبرا‌مختهف‌یها‌𝛼با 4. ............................................................................... 11 

. ‌14جدول . ‌19ی‌رابطه‌در‌ها‌𝛽𝑖ریمقاد:‌4 ‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌ینهاد‌شلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌4

. ‌4مثال‌یبرا‌مختهف‌یها‌𝛼با 4. ............................................................................... 18 

. ‌15جدول ‌یبرخ‌یبرا‌ینهاد‌شلپ‌‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌یبیاقر‌یها‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌زا‌حاصل‌یخطا:‌4

. ‌4مثال‌یبرا‌‌𝛼و‌‌𝑁ریمقاد‌از 4................................................................................ 18 

. ‌1جدول ‌چههارم‌‌و‌سهت‌لب‌ی‌مرابهه‌‌یبیاقر‌یها‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌از‌حاصل‌یخطا‌نلب‌یا‌سهیمقا:‌5

‌ℎبا‌ینهاد‌شلپ‌یها‌روش‌ی‌ههلوس‌به = ‌𝛼که‌یهنگام‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌1/9545 = ‌یبرا‌1

𝑢(𝑥, 𝑡)‌5مثال‌در‌ . 1. .........................................................................................111 

. ‌2جدول ‌چههارم‌‌و‌سهت‌لب‌ی‌مرابهه‌‌یبیاقر‌یها‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌از‌حاصل‌یخطا‌نلب‌یا‌سهیمقا:‌5

‌ℎبا‌ینهاد‌شلپ‌یها‌روش‌ی‌ههلوس‌به = ‌𝜈که‌یهنگام‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌1/9541 = ‌یبرا‌1

𝑤(𝑥, 𝑡)‌5مثال‌در‌ . 1. ........................................................................................112 

. ‌3جدول . ‌18ی‌رابطه‌در‌ها‌𝛽𝑖ریمقاد:‌5 ‌با‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌ینهاد‌شلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌5

𝛼یبرا‌مختهف‌یها 𝑢(𝑥, 𝑡)‌1مثال‌در‌ . 5...................................................................113 

. ‌4جدول . ‌18ی‌رابطه‌در‌ها‌𝛽𝑖ریمقاد:‌5 ‌با‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌ینهاد‌شلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌5

𝛼یبرا‌مختهف‌یها 𝑢(𝑥, 𝑡)‌1مثال‌در‌ . 5...................................................................114 

. ‌5جدول . ‌18ی‌رابطه‌در‌ها‌𝛽𝑖ریمقاد:‌5 ‌با‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌ینهاد‌شلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌5

𝜈یبرا‌مختهف‌یها 𝑤(𝑥, 𝑡)‌1مثال‌در‌ . 5. .................................................................115 



 ک‌

. ‌6جدول . ‌18ی‌رابطه‌در‌ها‌𝛽𝑖ریمقاد:‌5 ‌با‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌ینهاد‌شلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌5

𝛼یبرا‌مختهف‌یها 𝑤(𝑥, 𝑡)‌1مثال‌در‌ . 5. .................................................................116 

. ‌1جدول ‌دوم‌و‌سهت‌لب‌ی‌مرابهه‌‌یبه‌یاقر‌یهها‌‌جهواب‌‌و‌قلدق‌جواب‌از‌حاصل‌یخطا‌نلب‌یا‌سهیمقا:‌5

‌ℎبا‌ینهاد‌شلپ‌یها‌روش‌ی‌ههلوس‌به = ‌𝛼که‌یهنگام‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌1/1998 = ‌یبرا‌1

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)‌5مثال‌در‌ . 2. .....................................................................................111 

. ‌8جدول ‌دوم‌و‌سهت‌لب‌ی‌مرابهه‌‌یبه‌یاقر‌یهها‌‌جهواب‌‌و‌قلدق‌جواب‌از‌حاصل‌یخطا‌نلب‌یا‌سهیمقا:‌5

‌ℎبا‌ینهاد‌شلپ‌یها‌روش‌ی‌ههلوس‌به = ‌𝜈که‌یهنگام‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌1/2113 = ‌یبرا‌1

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)‌5مثال‌در‌ . 2. .....................................................................................118 

. ‌9جدول ‌دوم‌و‌سهت‌لب‌ی‌مرابهه‌‌یبه‌یاقر‌یهها‌‌جهواب‌‌و‌قلدق‌جواب‌از‌حاصل‌یخطا‌نلب‌یا‌سهیمقا:‌5

‌ℎبا‌ینهاد‌شلپ‌یها‌روش‌ی‌ههلوس‌به = ‌𝜇که‌یهنگام‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌1/2113 = ‌یبرا‌1

𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑡)‌5مثال‌در‌ . 2. ......................................................................................119 

. ‌11جدول . ‌22ی‌رابطه‌در‌ها‌𝛽𝑖ریمقاد:‌5 ‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌ینهاد‌شلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌5

,𝑢(𝑥,𝑦 یبرا‌مختهف‌یها‌𝛼با 𝑡)‌2مثال‌در‌ . 5.............................................................121 

. ‌11جدول . ‌22ی‌رابطه‌در‌ها‌𝛽𝑖ریمقاد:‌5 ‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌ینهاد‌شلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌5

,𝑢(𝑥,𝑦 یبرا‌مختهف‌یها‌𝛼با 𝑡)‌2مثال‌در‌ . 5.............................................................121 

. ‌12جدول . ‌22ی‌رابطه‌در‌ها‌𝛽𝑖ریمقاد:‌5 ‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌ینهاد‌شلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌5

,𝑤(𝑥 یبرا‌مختهف‌یها‌𝜈با 𝑦, 𝑡)‌2مثال‌در‌ . 5. ...........................................................122 

. ‌13جدول . ‌22ی‌رابطه‌در‌ها‌𝛽𝑖ریمقاد:‌5 ‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌ینهاد‌شلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌5

,𝑤(𝑥 یبرا‌مختهف‌یها‌𝜈با 𝑦, 𝑡)‌2مثال‌در‌ . 5. ...........................................................123 

. ‌14جدول . ‌22ی‌رابطه‌در‌ها‌𝛽𝑖ریمقاد:‌5 ‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌ینهاد‌شلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌5

,𝑠(𝑥 یبرا‌فمخته‌یها‌𝜇با 𝑦, 𝑡)‌2مثال‌در‌ . 5. ............................................................124 

. ‌15جدول . ‌22ی‌رابطه‌در‌ها‌𝛽𝑖ریمقاد:‌5 ‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌ینهاد‌شلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌5

,𝑠(𝑥 یبرا‌مختهف‌یها‌𝜇با 𝑦, 𝑡)‌2مثال‌در‌ . 5. ............................................................125 

   



 ل‌

 فهرست اشکال

 صفحه                            عنوان

‌𝑡در‌اسهتاندارد‌‌یوردشه‌‌اکهرار‌‌روش‌و‌یشنهادلپ‌ی‌ههلوس‌به‌دهم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌یها‌جواب:‌4. ‌1شکل = ‌یهها‌‌𝛼بها‌‌‌11

 48 .......................................................................................................................4. ‌1مثال‌یبرا‌هفمخت

‌پهارامتر‌‌کیه‌‌بها‌‌یوردشه‌‌اکهرار‌‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌دوم‌و‌ستلب‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌نلب‌اداضل:‌4. ‌2شکل

‌𝛼که‌یهنگام‌،یکمک = ‌ℎو‌1 =  49 ..............................................................................4. ‌1مثال‌یبرا‌1/21

‌اسهتاندارد،‌‌یوردشه‌‌اکهرار‌‌روش‌ی‌ههلوسه‌‌بهه‌‌دوم‌و‌سهت‌لب‌ی‌مرابهه‌‌یبه‌یاقر‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌نلب‌اداضل:‌4. ‌3شکل

‌𝛼که‌یهنگام =  49 ........................................................................................................ .4. ‌1مثال‌یبرا‌1

‌𝑡در‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌و‌یشنهادلپ‌ی‌ههلوس‌به‌دهم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌یها‌جواب:‌4. ‌4شکل = ‌𝑦و‌21 = ‌بها‌‌21

𝛼54 ............................................................................................................. .4. ‌2مثال‌یبرا‌مختهف‌یها 

‌پهارامتر‌‌کیه‌‌بها‌‌یوردشه‌‌اکرار‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌هدتم‌و‌ستلب‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌نلب‌اداضل:‌4. ‌5شکل

‌𝛼که‌یهنگام‌،یکمک = ‌ℎو‌2 =  55 ..............................................................................4. ‌2مثال‌یبرا‌1/15

‌تاندارد،اسه‌‌یوردشه‌‌اکهرار‌‌روش‌ی‌ههلوسه‌‌بهه‌‌هدهتم‌‌و‌سهت‌لب‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌نلب‌اداضل:‌4. ‌6شکل

‌𝛼که‌یهنگام =  55 ........................................................................................................ .4. ‌2مثال‌یبرا‌2

‌𝑡در‌اسهتاندارد‌‌یوردشه‌‌اکهرار‌‌روش‌و‌یشهنهاد‌لپ‌ی‌ههلوس‌به‌دهم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌یها‌جواب:‌4. ‌1شکل = 11،‌𝑦 = 11‌

𝑧 =  61 ............................................................................................. .4. ‌3مثال‌یبرا‌مختهف‌یها‌𝛼با‌و11

‌پهارامتر‌‌کیه‌‌بها‌‌یوردشه‌‌اکهرار‌‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌چهارم‌و‌یس‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌نلب‌اداضل:‌4. ‌8شکل

‌𝛼که‌یهنگام‌،یکمک = ‌ℎو‌1 =  62 ..............................................................................4. ‌3مثال‌یبرا‌1/15

‌اسهتاندارد،‌‌یوردشه‌‌اکهرار‌‌روش‌ی‌ههلوسه‌‌بهه‌‌چههارم‌‌و‌یسه‌‌ی‌مرابهه‌‌یبیاقر‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌نلب‌اداضل:‌4. ‌9شکل

‌𝛼که‌یهنگام =  63 ........................................................................................................ .4. ‌3مثال‌یبرا‌1

‌𝑥در‌یشنهادلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌هدتم‌ی‌بهمرا‌یبیاقر‌یها‌جواب:‌4. ‌11شکل =  11 .... .4. ‌4مثال‌یبرا‌مختهف‌یها‌𝛼با‌5

‌،یکمک‌پارامتر‌کی‌با‌یوردش‌اکرار‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌شانزدهم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌نلب‌اداضل:‌4. ‌11شکل

‌𝛼که‌یهنگام = ‌ℎو‌1/5 =  11 .................................................................................. .4. ‌4مثال‌یبرا‌1/52

‌،یکمک‌پارامتر‌کی‌با‌یوردش‌اکرار‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌شانزدهم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌نلب‌اداضل:‌4. ‌12شکل

‌𝛼که‌یهنگام = ‌ℎو‌1/1 =  12 .................................................................................. .4. ‌4مثال‌یبرا‌1/26

‌،یکمک‌پارامتر‌کی‌با‌یوردش‌اکرار‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌شانزدهم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌نلب‌اداضل:‌4. ‌13شکل

‌𝛼که‌یهنگام = ‌ℎو‌1/9 =  13 .................................................................................. .4. ‌4مثال‌یبرا‌1/14



 م‌

‌𝑥در‌اسهتاندارد‌‌یوردشه‌‌اکهرار‌‌روش‌و‌یشهنهاد‌لپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌سوم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌یها‌جواب:‌4. ‌14شکل = 11،‌،‌

‌𝛼که‌یهنگام =  81 ................................................................................................... .4. ‌5مثال‌یبرا‌‌1/5

‌𝑥در‌اسهتاندارد‌‌یوردشه‌‌اکهرار‌‌روش‌و‌یشهنهاد‌لپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌سوم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌یها‌جواب:‌4. ‌15شکل = 11،‌،‌

‌𝛼که‌یهنگام =  81 ................................................................................................... .4. ‌5مثال‌یبرا‌‌1/1

‌𝑥در‌اسهتاندارد‌‌یوردشه‌‌اکهرار‌‌روش‌و‌یشهنهاد‌لپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌سوم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌یها‌جواب:‌4. ‌16شکل = 11،‌،‌

‌𝛼که‌یهنگام =  81 ................................................................................................... .4. ‌5مثال‌یبرا‌‌1/9

‌𝑥در‌یشنهادلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌هدتم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌یها‌جواب:‌5. ‌1شکل = ,‌𝑢(8یبرا‌مختهف‌یها‌𝛼با‌8 𝑡)مثهال‌‌در‌‌

1 .5. ............................................................................................................................................ 91 

‌𝑥در‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌هدتم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌یها‌جواب:‌5. ‌2شکل = ‌یبهرا‌‌مختههف‌‌یهها‌‌𝛼بها‌‌8

𝑢(8, 𝑡)91 ........................................................................................................................5. ‌1مثال‌در‌ 

‌𝑥در‌ینهاد‌شلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌هدتم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌یها‌جواب:‌5. ‌3شکل = ,‌𝑤(8یبرا‌مختهف‌یها‌𝜈با‌8 𝑡)مثال‌در‌‌

1 .5. ............................................................................................................................................ 98 

‌𝑥در‌تاندارداسه‌‌یوردش‌اکرار‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌هدتم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌یها‌جواب:‌5. ‌4شکل = ‌یبهرا‌‌مختههف‌‌یهها‌‌𝜈بها‌‌8

𝑤(8, 𝑡)98 ...................................................................................................................... .5. ‌1مثال‌در‌ 

‌پهارامتر‌‌کیه‌‌بها‌‌یوردش‌اکرار‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌چهارم‌و‌ستلب‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌نلب‌اداضل:‌5. ‌5شکل

‌𝛼که‌یهنگام‌،یکمک = ‌ℎو‌1 =  99 ......................................................... .5. ‌1مثال‌در‌‌𝑢(𝑥,𝑡)یبرا‌1/9545

‌پهارامتر‌‌کیه‌‌بها‌‌یوردش‌اکرار‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌چهارم‌و‌ستلب‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌نلب‌اداضل:‌5. ‌6شکل

‌𝜈که‌یهنگام‌،یکمک = ‌ℎو‌1 = ,‌𝑤(𝑥یبرا‌1/9541 𝑡)111 ....................................................... .5. ‌1مثال‌در‌ 

‌𝑥در‌یشنهادلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌دهم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌یها‌جواب:‌5. ‌1شکل = 𝑦 = ,‌𝑢(8,8یبهرا‌‌مختههف‌‌یها‌𝛼با‌8 𝑡)‌

 111 ................................................................................................................................ .5. ‌2مثال‌در

‌𝑥در‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌دهم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌یها‌جواب:‌5. ‌8شکل = 𝑦 = ‌یبرا‌مختهف‌یها‌𝛼با‌8

𝑢(8,8, 𝑡)111 .................................................................................................................. .5. ‌2مثال‌در‌ 

‌𝑥در‌یشنهادلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌دهم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌یها‌جواب:‌5. ‌9شکل = 𝑦 = ,‌𝑤(8,8یبهرا‌‌مختهف‌یها‌𝜈با‌8 𝑡)‌

 112 ................................................................................................................................ .5. ‌2مثال‌در

‌𝑥در‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌دهم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌یها‌جواب:‌5. ‌11شکل = 𝑦 = ‌مختههف‌‌یهها‌‌𝜈بها‌‌8

,‌𝑤(8,8یبرا 𝑡)112 ........................................................................................................... .5. ‌2مثال‌در‌ 

‌𝑥در‌یشنهادلپ‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌دهم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌یها‌جواب:‌5. ‌11شکل = 𝑦 = ,‌𝑠(8,8یبهرا‌‌مختهف‌یها‌𝜇با‌8 𝑡)‌

 113 ................................................................................................................................ .5. ‌2مثال‌در



 ن‌

‌𝑥در‌استاندارد‌یوردش‌اکرار‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌دهم‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌یها‌جواب:‌5. ‌12شکل = 𝑦 = ‌مختههف‌‌یهها‌‌𝜇بها‌‌8

,‌𝑠(8,8یبرا 𝑡)113 ............................................................................................................ .5. ‌2مثال‌در‌ 

‌پهارامتر‌‌کیه‌‌بها‌‌یوردشه‌‌اکرار‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌دوم‌و‌ستلب‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌نلب‌اداضل:‌5. ‌13شکل

‌𝛼که‌یهنگام‌،یکمک = ‌ℎو‌1 = ,‌𝑢(𝑥,8یبرا‌1/1998 𝑡)114 .................................................... .5. ‌2مثال‌در‌ 

‌پهارامتر‌‌کیه‌‌بها‌‌یوردشه‌‌اکرار‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌دوم‌و‌ستلب‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌نلب‌اداضل:‌5. ‌14شکل

‌𝜈که‌یهنگام‌،یکمک = ‌ℎو‌1 = ,‌𝑤(𝑥یبرا‌1/2113 8, 𝑡)‌2مثال‌در‌. 5...................................................... 115 

‌پهارامتر‌‌کیه‌‌بها‌‌یوردشه‌‌اکرار‌روش‌ی‌ههلوس‌به‌دوم‌و‌ستلب‌ی‌مرابه‌یبیاقر‌جواب‌و‌قلدق‌جواب‌نلب‌اداضل:‌5. ‌15شکل

‌𝜇که‌یهنگام‌،یکمک = ‌ℎو‌1 = ,‌𝑠(𝑥,8یبرا‌1/2113 𝑡)‌2مثال‌در‌. 5....................................................... 116 

 

‌

‌

‌

‌



2 

 چکیده

‌معاد(ت‌‌می منجر غلرخطی معاد(ت حل به اغهب طبلعی مسائل و ها‌پدیده از بسلاری بندی‌مدل شود.

 مشکلات‌.هستند غلرخطی معاد(ت از ی‌مهم‌خانواده یک غلرخطی، جزئی‌کسری مشتقات با لدیدرانسل

 عددی های‌روش از اا شود‌می باعث احهلهی جواب یک آوردن دست‌به و مسائل این حل در‌مسلر موجود

 کسریگلری‌‌انتگرال و گلری‌مشتق عمهگرهای کسری، حسابان با آشنایی به‌این‌منظور‌برای‌.کنلم استداده

 اساسی خواص برخی و معرفی کاپواو گلری‌مشتق عمهگر همچنلن و للوویل-ریمان نلکوف‌و‌لت-گرونوالد

‌بررسی ها‌آن ‌هدف‌می قرار مورد  با دیدرانسلل معاد(ت از برخی حل و بررسی پژوهش، این از گلرند.

‌.ستا بزرگ های‌دامنه مهندسی‌روی عهوم آمده‌در پدید زمانی ی‌وابسته جزئی مشتقات

های‌‌معادله حل برای کارآمد احهلهی‌نلمه روش یک عنوان‌به وردشی اکرار روش نخست رساله، این در

 پرداخته‌شده کمکی پارامتر یک با وردشی اکرار روش معرفی به سپس‌.است شده ارائه غلرخطی دیدرانسلل

 و‌دستگاه همرفت-تشارگرما،‌معاد(ت‌کسری‌ان‌و‌شبه‌وجم‌شبه‌معاد(ت‌کسری معرفی به ادامه در‌.است

‌مشتقات‌دیدرانسلل معاد(ت  به رساله، این در شده‌معرفیروش‌ از استداده با و پرداختهکسری‌‌جزئی با

‌ .است‌شده پرداخته ها‌شاخه این در موجود از‌مسائل برخی حل برای مناسب کارهای‌راه بررسی

‌

‌

 وردشی؛ اکرار روش زمانی؛ ی‌هوابست جزئی‌کسری مشتقات با دیدرانسلل معاد(ت‌ :کلیدي کلمات

 دیدرانسلل معاد(تدستگاه‌‌گرما؛‌شبهموج‌و‌‌شبه معاد(ت‌کسری‌کمکی؛ پارامتر یک با اکرار‌وردشی روش

‌جزئی‌کسری. مشتقات با
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 گفتارپیش

به‌ ها‌مدل این از زیادی اعداد . نمود اوصلف ریاضی های‌مدل اوسا اوان‌می را طبلعی های‌پدیده از بسلاری

‌برای‌.شوند‌می منجر یئجز مشتقات با دیدرانسلل معاد(ت و انتگرال معاد(ت معمولی، دیدرانسلل عاد(تم

 محدود بسلار اغهب ها‌روش این ولی ،است‌شده ارائه احهلهی حل های‌روش معاد(ت، این از معدودی اعداد

اغهب‌ که خاصی شرایا برای انها ها‌روش این ،دیگر‌بلان‌به .هستند مسئهه بر حاکم شرایا اابع شدت‌به و‌بوده

اعتبار‌ شده‌ارائه حل روش شرایا، این از هرکدام ارللر با و اند‌شده ارائه هستند، همراه زیاد های‌سازی‌ساده با

 خواهند ناچلزی عمهی کاربرد دارای اغهب احهلهی حل های‌روش این بنابراین‌.داد خواهد دست از را خود

 با اغهب مسائل این حل برای اقریبی روش انتخاب‌.آوریم‌می روی اقریبی های‌روش به رو، هملن از بود‌و

 حل برای که اقریبی های‌روش‌.شود‌می انجام نلاز مورد دقت و مسئهه دامنه پلچلدگی مسئهه، به‌شکل اوجه

‌:شوند‌می اقسلم ی‌زیر‌دسته سه به معمو(ً روند‌می کار به معاد(ت‌اابعی

 2های‌احهلهی‌روش 

 1احهلهی‌نلمه‌های‌روش 

 2های‌عددی‌روش‌

های‌‌جواب‌.است شده ارائه معاد(ت این های‌جواب یافتن برای بسلاری احهلهی های‌روش ااکنون دیرباز از

به‌ اوجه با ولی هستند، معاد(ت این دقلق های‌جواب نظری لحاظ از ها‌روش این از استداده آمده‌با‌دست‌به

‌‌روش این احهلهی، های‌روش های‌دودیتمح و معاد(ت این گستردگی‌و گوناگونی ی‌‌همه‌انهایی‌بهها

 احهلهی‌نلمه های‌روش داشتن اختلار به‌هملن‌منظور‌در‌.نلستند گو‌پاس  را گران‌پژوهش و نلازهای‌مهندسلن

 مناسب دقت از هم گوناگون، مسائل حل در ها‌روش این که‌ای‌گونه‌بهاست،‌ ناپذیر‌اجتناب عددی‌مناسب یا

‌پا هم و  با هایی‌جواب و با( ابعاد دارای که مسائهی برای چنلن‌هم باشند، برخوردار مطهوبی یداریاز

‌.نمایند فراهم را های‌مطهوب‌دسترسی‌به‌جواب امکان پلچلده‌هستند، ساختارهای

 اقریبی های‌جواب یافتن برای موجود های‌روش احهلهی، های‌روش بر علاوه‌شد، گدته که طور‌همان

‌.شوند‌می بندی‌اقسلم عددی و احهلهی‌نلمه ی‌دسته دو به همعاد(ت‌یادشد

                                                                 
1
Analytic Method‌ 

2
‌Semi-analytic Method 

3
‌Numerical Method 
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‌اختلال1آدوملان ی‌اجزیه های‌روش ‌آناللز2همواوپی ، های‌‌روش ‌جمهه از‌4وردشی اکرار و‌3همواوپی ،

موجب‌ اوجه اند.‌این‌کرده جهب را گران‌پژوهش از بسلاری اوجه اخلر های‌سال در که هستند احهلهی‌نلمه

‌است‌شده سعی بهبودیافته های‌روش در. ستا شده ها‌روش از‌این هرکدام برای مهمی اصلاحات آمدن پدید

‌.شوند رفع مناسب‌ای‌گونه‌به موجود های‌علب اا

 اقریب‌زده مناسب ای‌پایه اوابع از خطی ارکلبات از استداده با معادله جواب عددی، های‌روش از برخی در

 هاییاز‌ابزار استداده با سپس. باشند دست در اوابع اقریب رایب مناسب ابزاری باید ها‌روش این در .شود‌می

‌چون های‌‌ای‌چندجمهه ، 1شعاعی ای‌پایه وابعا‌.آید‌می‌دست‌به اقریبی جواب 6محهی‌هم و 5گالرکلن هم

معادله‌ جواب اابع اقریب برای مناسب ابزارهای جمهه از 12ها‌موجک و‌11(گر ، 11هرملت ،9لژاندر ، 8چبلشف

‌.هستند

مهندسی‌ عهوم در کاربردی مسائل از برخی حل برای موجود های‌روش ی‌اوسعه به داریم قصد رساله ینا در

‌.دهلم گسترش را ها‌آن از استداده ی‌دامنه ها،‌روش این از بعضی ساختار بهبود با اا برآنلم چنلن‌هم‌.بپردازیم

‌:است شرح به‌این خلاصه طور‌به که شده انظلم و اهله فصل پنج در حاضر ی‌رساله

‌دیدرانسلل‌معمولی، مورد در (زم مقدماای مداهلم مختصر طور‌به رساله این نخست فصل در  معاد(ت

‌معاد(ت‌دیدرانسلل‌بلان‌شده‌است.‌های‌سلستم‌و‌وابسته‌به‌زمان‌جزئیمعاد(ت‌دیدرانسلل‌با‌مشتقات‌

اعاریف‌در‌ادامه‌‌.است شده هارائای‌از‌حساب‌دیدرانسلل‌و‌انتگرال‌کسری‌‌ااریخچه‌نخست دوم، فصل در

 معاد(ت ی‌زملنه در مباحثی نلز پایان در.‌است‌شده‌ها‌مطرح‌نتگرال‌مرابه‌کسری‌و‌خواص‌مهم‌آنمشتق‌و‌ا

‌شده‌است. ارائه دیدرانسلل‌کسری

‌

                                                                 
1
‌Adomian Decomposition Method 

2
‌Homotopy Perturbation Method 

3
‌Homotopy Analysis Method 

4
‌Variational Iteration Method 

5
Galerkian Method‌ 

6
‌Collocation Method 

7
‌Basis Functions 

8
Chebyshev polynomials Method‌ 

9
‌Legendre Polynomials  

10
‌Hermite Polynomials  

11
‌Laguerre Polynomials Method 

12
‌Wavelets 
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 های‌معادله حل برای کارآمد احهلهی‌نلمهیک‌روش‌ عنوان‌به وردشی نخست‌روش‌اکرار سوم، فصل در

 پرداخته کمکی پارامتر یک با وردشی اکرار روش معرفی به ادامه رد‌.است شده ارائه یدیدرانسلل‌غلرخط

‌زگلرد‌و‌پس‌ا‌می قرار مطالعه مورد کمکی پارامتر یک با وردشی اکرار روش گرایی‌در‌ادامه‌هم‌.است شده

مکی‌آن‌یک‌روش‌جدید‌بر‌اساس‌همگرایی‌بلان‌شده‌روش‌اکرار‌وردشی‌برای‌انتخاب‌مناسب‌پارامتر‌ک

 شود.‌می‌ارائه

برای‌معاد(ت‌‌کمکی پارامتر یک با وردشی اکرارنخست،‌به‌چگونگی‌استداده‌از‌روش‌ چهارم فصل در

‌بررسی ‌به ‌ادامه ‌در ‌و ‌شده ‌پرداخته ‌کسری موج‌و‌‌شبههای‌کسری‌‌معادله اقریبی های‌جواب دیدرانسلل

روش‌‌ی‌وسلهه‌بهبزرگ‌‌های‌دامنهی‌رو‌همرفت-انتشارکسری‌‌های‌معادله‌و‌بزرگ‌های‌دامنه روی گرما‌شبه

 .است شده پرداخته‌کمکی پارامتر یک با وردشی اکرار

 های‌شاخه اغهب در جزئی‌کسری‌که با‌مشتقات‌دیدرانسلل معاد(ت معرفی‌دستگاه به نخست پنجم فصل در

 پرداخته دارند، دکاربر دیناملکی های‌دستگاه نانوالکتریک، الکتریکی، مدارهای سازی‌شبله کاربردی‌مانند عهوم

 در موجود مسائل از برخی حل برای مناسب کار‌راه یک سوم فصل در شده روش‌ارائه از با‌استداده ادامه در و

 .است شده شاخه‌معرفی این

 از برگرفته و راستا در نهادی،‌پلش های‌روش اساس بر زیر پژوهشی مقا(ت که است ذکر به (زم همچنلن

‌.هستند حاضر ی‌رساله

‌
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 مقدمه 1.1

معرفی‌ به نخست‌. است‌شده اشاره است، نلاز مورد پژوهش این ی‌ادامه در که مداهلمی به فصل این در

 جزئی مشتقات با دیدرانسلل از‌معاد(ت کوااهی شرح سپس‌.شود‌می دیدرانسلل‌معمولی‌پرداخته معاد(ت

  .شود‌می ارائه‌و‌دستگاه‌معاد(ت‌دیدرانسلل‌زمانی ی‌وابسته

‌‌‌‌‌‌

‌معمولی  یفرانسیل معا لات 1.2

ریاضی‌ زبان به ائلمس که‌وقتی اجتماعی، عهوم و طبلعی عهوم مهندسی، عهوم جمهه از ها‌زملنه از بسلاری در

یک‌  را ای‌معادله چنلند.‌باش‌می آن مشتقات و مجهول اابع یک شامل که رسلم‌می یا‌معادله به شوند‌می بلان

 باشد‌انها داشته مستقل ترلرم‌یک انها معادله، در موجود مجهول اابع هرگاه و نامند‌می دیدرانسلل ی‌معادله

 ونامند‌‌معمولی‌می را دیدرانسلل معادله حالت این در شوند‌می رظاه دیدرانسلل معادله در معمولی های‌مشتق

 یک از‌جواب نامند.‌منظور‌می جزئی دیدرانسلل معادله یک را آن باشد داشته مترلر یک از بلش چه‌چنان

 معادله کهی‌یک شکل کند. صدق آن قلود و دیدرانسلل معادله در که است اابعی یافتن دیدرانسلل معادله

‌:است زیر صورت‌به‌𝑛مرابه‌ معمولی دیدرانسلل

𝐹(𝑥 , 𝑦 , 𝑦′ ,… , 𝑦(𝑛)) = 1                                                                             (1 . 1) 
, 𝑦مترلرهای‌ از خطی اابعی‌𝐹اگر‌ است خطی(‌1.1دیدرانسلل‌) معادله 𝑦′ ,… , 𝑦(𝑛)یک‌ کهی شکل.‌باشد‌

 :است زیر صورت‌به‌‌𝑛مرابه‌‌ خطی دیدرانسلل همعادل

𝑎1(𝑥)𝑦
(𝑛) + 𝑎1(𝑥)𝑦

(𝑛−1) +⋯+𝑎𝑛(𝑥)𝑦 = 𝑔(𝑥)                                          
 شود.‌می ناملده خطیغلر دیدرانسلل معادله یک نباشد، خطی که دیدرانسلهی معادله

شرایا‌ یک‌مجموعه با همراه‌𝑛مرابه‌ دیدرانسلل یک‌معادله‌(𝐼𝑉𝑃)ه‌اولل مقدار یک‌مسأله‌‌1.2.1تعریف 

‌:است زیر صورت‌به اولله

 

𝐹(𝑥 , 𝑦 , 𝑦′ ,… , 𝑦(𝑛)) = 1,                                                                                (2 . 1) 
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𝑦(𝑖)(𝑎) = 𝛼𝑖 , 𝑖 = 1,1, … , 𝑛 − 1,                                                           (3 .1) 
‌ در که ‌اابع کردن پلدا اولله مقدار مسأله یک حل از منظور هستند.‌ تابتی مقادیر ها𝛼𝑖 ‌و‌اولله نقطه‌𝑎آن

𝑦(𝑥)کند صدق‌(1.3)شرایا‌ و  (1.2) دیدرانسلل معادله در که است‌. 

 

‌ رانسللدید معادله یک‌1.2.2تعریف  مقدار‌ مسأله یک را مرزی شرایا از مجموعه یک با همراه‌𝑛مرابه

‌:نوشت زیر صورت‌به ‌اوان‌می را‌𝑛مرابه‌ مرزی مقدار مسأله یک کهی شکل.‌نامند‌می‌(BVP) مرزی‌

‌ 
𝐹(𝑥 , 𝑦 , 𝑦′ ,… , 𝑦(𝑛)) = 1,                                                                               (4 . 1) 

∑(𝛼𝑖,𝑗𝑦
(𝑗)(𝑎)+ 𝛽𝑖,𝑗𝑦

(𝑗)(𝑏)) = 𝛾𝑖 ,

𝑛−1

𝑗=1

                 𝑖 = 1,1,… , 𝑛 − 1,         (5 .1) 

 مسأله‌مقدار یک حل از منظور.‌هستند مرزی مقادیر‌𝑏و‌𝑎و‌‌تابت یمقادیر‌ها‌𝛽𝑖,𝑗و‌‌ها‌‌𝛼𝑖,𝑗آن در که

 .کند صدق‌(1.5)‌مرزی‌شرایا و  (1.4) دیدرانسلل معادله در که است‌𝑦(𝑥)اابع‌ کردن لداپ‌مرزی

 جواب‌دارند؟ مسائل این آیا که است این شود‌می مطرح مرزی و اولله مقدار مسائل به راجع که اساسی سؤال

‌.دشو‌می داده پاس  سؤا(ت این به ادامه در یکتاست؟ جواب این آیا دارند، جواب اگر و

 

𝑓:ℝ𝑛اابع‌‌1.2.3تعریف  →ℝ𝑛تابت‌ هرگاه کند‌می صدق شلتز للپ شرط در‌یک‌𝐶داشته‌باشد وجود‌ 

‌که‌طوری‌به

∥ 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦) ∥< 𝐶 ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥                                                                                  
 

 آنگاه کند، شلتز‌صدق للپ شرط اابع‌‌در‌(1.3) اولله‌ شرایا با‌(1.2) اولله مقدار مسأله در اگر‌1.2.4قضیه 

‌.است یکتا جواب دارای اولله مقدار مسأله

 

‌مرزی مقدار مسأله در کنلد فرض‌1.2.5قضیه 

{
𝑦′′ = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′),   𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

𝑦(𝑎) = 𝛼,         𝑦(𝑏) = 𝛽,      
                                                                      (6 . 1) 

𝑓��اوابع‌

𝜕𝑦
‌،𝑓و‌‌𝜕𝑓

𝜕𝑦′
‌بر‌مجموعه‌

𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑦′)|𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,−∞ ≤ 𝑦 ≤ ∞,−∞ ≤ 𝑦′ ≤ ∞ } 
‌و دنباش پلوسته
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,𝑥)‌هر برای‌-1 𝑦, 𝑦′) ∈ 𝐷‌𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦, 𝑦′) > 1 , ‌‌

,𝑥)هر‌ رایب که‌طوری‌به باشد داشته وجود‌Mتابت‌‌-2 𝑦, 𝑦′) ∈ 𝐷‌

|
𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦,𝑦′)| ≤ 𝑀,                                                                                

‌.[31]است یکتا جواب دارای مرزی مقدار مسأله آنگاه

‌

‌مرزی مقدار مسأله در کنلد فرض‌1.2.9قضیه 

{
𝑦′′(𝑥)+ 𝑝(𝑥)𝑦′(𝑥)+ 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑟(𝑥),   𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

𝑦(𝑎) = 𝛼,         𝑦(𝑏) = 𝛽,                                                  
                        (1 . 1) 

‌:باشند برقرار زیر شرایا

‌.باشند پلوسته‌𝐷بر‌𝑟(𝑥)و‌𝑝(𝑥)‌، 𝑞(𝑥)اوابع‌‌-1

2-‌𝑞(𝑥) > 1, ∀𝑥 ∈ [𝑎,𝑏]‌

‌.[13]است یکتا جواب دارای مرزی مقدار همسأل آنگاه

‌

‌ی زمانی معا لات  یفرانسیل با مشتقات جزئی وابسته 1.3

صورت‌این‌‌عنوان‌یکی‌از‌مترلرهای‌مستقل‌باشد،‌در‌این‌ی‌دیدرانسلل‌جزئی‌پارامتر‌زمان‌به‌اگر‌در‌معادله

‌یک‌معادله ‌وابسته‌معادله، ‌مشتقات‌جزئی ‌با ‌دیدرانسلل ‌زمانی‌ی ‌به‌1ی ‌معادله‌است. ‌مثال، ی‌موج‌‌عنوان

 دوبعدی

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

1
𝑐2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
 ,    𝑡 ≥ 1                                                                      

‌آن ‌در ‌سرعت‌انتشار‌موج‌در‌صدحه‌𝑐که لل‌با‌مشتقات‌جزئی‌ی‌دیدرانس‌ای‌از‌یک‌معادله‌است،‌نمونه‌‌،

 ی‌زمانی‌است.‌وابسته

‌قانون‌بلش ‌قانون‌ار ‌مانند ‌2های‌ماکسول‌های‌طبلعی‌فلزیک، معاد(ت‌حرکت‌‌،3استوکس‌-معاد(ت‌ناویه،

‌معادله ‌و ‌شرودینگر‌نلوان ‌معاد(ت‌دیدرانسلل‌‌4ی ‌برحسب ‌مکانلک‌کوانتوم، ی‌زمانی‌‌وابسته‌جزئیدر

‌به‌ها،‌پدیده‌قانون‌بلانی‌دیگر،‌این‌شوند.‌به‌سازی‌می‌مدل ی‌اراباط‌مترلرهای‌مکانی‌و‌‌وسلهه‌های‌فلزیکی‌را

                                                                 
1
‌Time-Dependend‌Partial Differential Equations 

2
‌Maxwell 

3
‌Navier-Stokes 

4
‌Schrodinger 
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ها،‌‌ها‌در‌این‌معاد(ت‌بدان‌خاطراست‌که‌مشتق‌کنند.‌وجود‌مشتق‌ها‌نسبت‌به‌زمان‌اوصلف‌می‌‌های‌آن‌مشتق

 دهند.‌هایی‌مانند‌سرعت،‌نلرو،‌اصطکاک،‌شار‌و‌شدت‌جریان‌را‌نشان‌می‌کملت

‌یافتن‌جواب‌یگان‌به ‌مشتقات‌‌ی‌یک‌معادله‌ههنگام ‌در‌معادله‌و‌جزئیی‌دیدرانسلل‌با ‌باید ‌اابع‌مجهول ،

ها‌‌صورت‌شرایا‌مرزی،‌اولله‌یا‌ارکلبی‌از‌آن‌شرایا‌جانبی‌مسئهه‌صدق‌کند.‌این‌شرایا‌ممکن‌است‌به

له‌شوند‌و‌مقدار‌اابع‌را‌در‌زمان‌اول‌باشند.‌شرایا‌اولله‌در‌مسائهی‌که‌دارای‌مترلر‌زمان‌هستند‌مطرح‌می

کنند‌که‌این‌شرایا‌برای‌اضملن‌‌کنند.‌اما‌شرایا‌مرزی‌مقدار‌اابع‌جواب‌را‌روی‌مرز‌اعللن‌می‌مشخص‌می

‌از:‌اند‌عبارتیگانگی‌جواب‌(زم‌هستند.‌برخی‌شرایا‌مرزی‌

 مقدار‌اابع‌مجهول‌بر‌روی‌مرز‌ملدان‌‌برحسبچه‌شرایا‌مرزی‌فقا‌‌چنان‌: یریکله مرزی شرایط

 رط‌مرزی‌دیریکهه‌گویند.داده‌شده‌باشد،‌آن‌را‌ش

 مشتق‌اابع‌مجهول‌در‌جهت‌بردار‌نرمال‌بر‌‌برحسباگر‌شرایا‌مرزی‌فقا‌‌:نیومن مرزی شرایط

 روی‌مرز‌ملدان‌مکان‌داده‌شده‌باشد،‌آن‌را‌شرط‌مرزی‌نلومن‌گویند.

 قسمت‌:روبین مرزی شرایط‌ ‌در ‌مرزی ‌شرایا ‌‌اگر ‌مرز ‌از ‌در‌‌برحسبهایی ‌و ‌ اابع‌مجهول

‌ د.باشد،‌آن‌را‌شرط‌مرزی‌روبلن‌گوینمشتق‌در‌جهت‌نرمال‌داده‌شده‌‌برحسبهای‌دیگر‌‌قسمت

‌نتایج‌پژوهش‌آن ‌مشاهدات‌و ‌به‌چه ‌در گونه‌از‌معاد(ت‌نشان‌‌های‌اقریبی‌این‌دست‌آوردن‌جواب‌گران،

های‌زمانی‌بزرگ‌با‌‌های‌اقریبی‌مناسب‌در‌بازه‌دست‌آوردن‌جواب‌گر‌این‌است‌که‌برای‌به‌دهند،‌بلان‌می

‌روشاست ‌از ‌به‌داده ‌بود. ‌خواهد ‌با( ‌بسلار ‌محاسبات ‌حجم ‌عددی، ‌به‌های ‌در ‌مثال ‌آوردن‌‌عنوان دست

هایی‌با‌ابعاد‌حدود‌‌های‌عددی،‌مااریس‌های‌زمانی‌بزرگ‌در‌بسلاری‌از‌روش‌های‌مناسب‌برای‌بازه‌جواب

ها‌‌ی‌آن‌یا‌زمان‌محاسبه‌های‌موجود‌خارج‌است،‌ی‌رایانه‌ها‌یا‌از‌عهده‌ی‌آن‌آیند‌که‌محاسبه‌ملهلون‌پدید‌می

احهلهی‌نلز‌برای‌حل‌‌های‌نلمه‌کارگلری‌روش‌چنلن‌به‌نلست.‌هم‌صرفه‌به‌مقرونبسلار‌زیاد‌است‌و‌در‌نتلجه‌

‌بهرو‌در‌این‌رساله‌‌شوند.‌از‌این‌های‌مناسبی‌می‌جواب‌‌های‌زمانی‌کوچک‌منجر‌به‌این‌معاد(ت،‌انها‌در‌بازه

‌ارکلب‌دنبال ‌یا ‌روش‌بهبودها ‌عددی‌هستلم‌که‌علب‌احهلهی‌نلمههای‌‌هایی‌از ‌به‌و ای‌‌گونه‌های‌موجود‌را

‌به ‌یعنی‌بتوان ‌کنند. ‌جواب‌ی‌آن‌وسلهه‌مناسب‌رفع ‌برای‌معاد(ت‌دیدرانسلل‌با‌‌ها، های‌اقریبی‌مناسبی‌را

ای‌یافت‌که‌زمان‌انجام‌محاسبات‌منطقی‌‌گونه‌های‌زمانی‌بزرگ‌به‌ی‌زمانی‌در‌بازه‌مشتقات‌جزئی‌وابسته

‌.باشد

‌
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‌ یفرانسیل  ستگاه معا لات 1.4

‌:نوشت زیر صورت‌به اوان‌می را بعدی𝑛 ‌معمولی‌دیدرانسلل معاد(ت دستگاه یک

{
 
 

 
 𝐹1 (𝑥 , 𝑦1 ,𝑦2 , … , 𝑦𝑛 , 𝑦1

′ ,𝑦2
′ ,… , 𝑦𝑛

′ ,… , 𝑦1
(𝑛) , 𝑦2

(𝑛) , … , 𝑦𝑛
(𝑛)) = 1 

𝐹2 (𝑥 , 𝑦1 ,𝑦2 , … , 𝑦𝑛 , 𝑦1
′ ,𝑦2

′ ,… , 𝑦𝑛
′ ,… , 𝑦1

(𝑛) , 𝑦2
(𝑛) , … , 𝑦𝑛

(𝑛)) = 1 
⋮

𝐹𝑛 (𝑥 , 𝑦1 ,𝑦2 , … , 𝑦𝑛 , 𝑦1
′ ,𝑦2

′ ,… , 𝑦𝑛
′ , … , 𝑦1

(𝑛) ,𝑦2
(𝑛) ,… ,𝑦𝑛

(𝑛)) = 1 

           (8 .1)        

𝑦𝑗
(𝑖)(𝑎) = 𝛼𝑖,𝑗 , 𝑖 = 1,1,… , 𝑛 − 1, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛                            (9 . 1) 

…,𝑦1(𝑥),𝑦2(𝑥)اوابع‌ اعللن دیدرانسلل معاد(ت دستگاه یک حل از منظور , 𝑦𝑛(𝑥)معادله‌ در که است‌

‌.کنند اولله‌‌صدق شرایا (1.9)و‌‌(1.8)

ناملده‌‌جزئی‌دیدرانسلل معاد(ت گاهدستیک‌‌(1.8)معادله‌‌باشد، یکی از بلش مستقل مترلرهای اعداد اگر

یکی‌از‌مترلرهای‌مستقل‌‌عنوان‌بهی‌دیدرانسلل‌جزئی‌پارامتر‌زمان‌‌معادله‌دستگاه‌اگر‌در‌چنلن‌هم،‌شود‌می

‌است.‌‌‌ی‌زمانی‌دیدرانسلل‌با‌مشتقات‌جزئی‌وابسته‌تمعاد(‌دستگاه‌،‌یکدستگاه‌صورت‌این‌باشد،‌در‌این
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‌

‌

‌

 

‌تاریخچه پیدایش و گسترش حسابان کسری 2.1

 طبلعی‌به های‌مرابه از مشتق و انتگرال ی‌محاسبه اعملم واقع در کسری انتگرال و دیدرانسلل حساب موضوع

 در‌مطالعات انتگرال و دیدرانسلل حساب گذار‌بنلان و مبتکر‌1نلتز‌(یب بار خستلنن. باشد‌می دلخواه های‌مرابه

 1هوپلتال با‌را بحثی نامه یک در 1695 سال در او د.بو کرده اشاراای کسری مرابه از مشتق مدهوم به خود

 به را های‌طبلعی‌مرابه از مشتق مدهوم اوان‌می یاآ‌":پرسلد و کرد آغاز غلرصحلح ی‌مرابه از مشتق درباره

 را سؤال نلتز‌این‌(یب پاس  در و شد کنجکاو سؤال این به راجع هوپلتال " داد؟ اعملم صحلحغلر های‌مرابه

1ی‌‌مرابه از مشتق" که کرد مطرح

2
 و کرد احساس‌اعجب سؤال این مقابل در (یب‌نلتز " ؟دارد معنی چه‌ 

 نقطه این و‌".داشت خواهد مدلدی نتایج آینده در ولی شود‌مییک‌اناقض‌ به منجر مدهوم این‌":‌داد پاس 

‌.بود کسری حسابان عموضو اولد و آغاز

‌مقا(ای در 3للوویل ژوزف اوسا کسری انتگرال و دیدرانسلل حساب زملنه در اساسی احقلقات آن از‌پس

‌.ارائه‌کرد را کسری عمهگرهای از اعریف نخستلن مقا(ت این در او که شد انجام‌1832-‌1831های‌سال طی

 اا آن‌زمان از که شد للوویل -ریمان کسری گلری‌لانتگرا عمهگر اعریف به منجر ‌4ریمان مطالعات ادامه، رد

‌اصهی یک حال به  للوویل‌-ریمان اعریف از بعدد.‌باش‌می کسری انتگرال و دیدرانسلل حساب برای پایه

 نلز و‌للوویل ریمان از قبل که است ذکر قابل البته.‌است شده ارائه محققان سایر اوسا نلز دیگری اعاریف

 مطالعه هایی‌در‌گام کرد، معرفی کسری های‌اوان محاسبه برای را گاما اابع که‌وقتی خود مطالعات در5  اویهر

‌.بود برداشته کسری گلری‌انتگرال

و‌ گرفت قرار دانان‌ریاضی از بسلاری اوجه مورد کسری انتگرال و دیدرانسلل حساب نظریه بعدی های‌قرن در

گذشته‌ دهه چند در چنلن‌.‌همگلرند‌می قرار هاستداد مورد کسری مشتق از متداوای اعاریف حاضر حال در

مانند‌ هایی‌زملنه در مختهف مسائل بندی‌مدل برای عهمی مختهف های‌حوزه در مهندسلن و دانشمندان

                                                                 
1
‌Leibniz 

2
‌L’Hospital 

3
‌Liouville 

4
‌Riemann 

5
‌Euler 
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 فرآیندهای‌انتشار، و سلگنال پردازش الکتروشلمی، الکتروللت، قطبش -الکترود ،‌1ویسکوا(ستلک های‌سلستم

‌اند.‌کرده اعریف و مشخص کسری حسابان موضوع برای کهی چارچوب یک کنترل، پردازش،

‌با دسترس در کسری مشتق از متداوای اعاریف شد بلان که چنان‌هم  مشتق‌از اعریف سه حال این است.

 متداوت‌های‌زملنه در مسائل مدل‌بندی در و هستند بلشتری کاربردهای دارای اعاریف بقله به نسبت کسری

 در‌سال 3نلکوف‌لت و‌1861 سال در 2گرونوالد احقلقات نتلجه که اعریف، نروند.‌نخستل‌می کار به عهمی

 و‌ریمان، للوویل کارهای ادامه در آن .‌پس‌ازشود‌می ناملده نلکوف‌لت -گرونوالد مشتق‌کسری است، 1868

 شد معرفی5  اسپانلر و 4 اولدهام اوسا کسری گلری‌مشتق از دیگری اعریف مشتق‌ریمان، از دیگری اعریف

‌مشتقک ‌همشود‌می ناملده للوویل-ریمان انتگرال و ه اوسا‌ 1916 سال در نلز کاپواو کسری مشتق چنلن‌.

‌‌.شد معرفی ویسکوا(ستلسلته زملنه در مطالعااش در6  کاپواو

‌.دارد وجود کسری مشتق برای شده بلان مختهف اعاریف های‌مزیت و خصوصلات مورد در زیادی های‌بحث

 ولی‌.باشند‌می زیادی اشکا(ت دارای واقعی دنلای های‌پدیده بندی‌مدل در للوویل -ریمان کسری عمهگرهای

مسائل‌ بندی‌مدل در را للوویل -ریمان عمهگرهای مشکلات کسری گلری‌مشتق عمهگر از کاپواو اعریف

 است‌که این کاپواو مشتق براری باشد.‌دللل‌می ار‌کاربردی بسلار مهندسی و عهوم زملنه در و کند‌می برطرف

 یک‌معادله در داریم.‌وقتی نلاز یکتا جواب آوردن دست‌به برای اولله شرایا به دیدرانسلل معاد(ت حل در

 باشند.‌در‌کافی‌می جواب یکتایی اتبات برای مسأله اولله شرایا باشد کاپواو نوع از کسری مشتق دیدرانسلل،

 عنوان‌به اابع‌جواب کسری مشتق مقدار ازمندنل آن اعریف نوع خاطر به للوویل -ریمان کسری مشتق مقابل

‌ایناست مسأله اولله شرایا  طور‌به حل‌مسأله با زمان‌هم باید و نلستند فلزیکی شده ایجاد اولله شرایا .

 جزئلات بررسی‌.‌برایاست للوویل -ریمان کسری مشتق اساسی ضعف موضوع .‌اینشوند انتخاب مناسب

‌.کنلد رجوع[51 ,49 ,36] مراجع به ریکس حسابان چه‌ااری  به راجع بلشتر

نقاط‌ و ها‌مزیت و شود‌می ارائه کسری گلری‌انتگرال و گلری‌مشتق عمهگرهای از مختهدی اعاریف ادامه در

‌‌.گرفت خواهند قرار بررسی مورد اعاریف این از هرکدام ضعف

‌

                                                                 
1
‌Viscoelastic 

2
 Grunwald‌  

3
‌Letnikov 

4
‌Oldham 

5
 Spanier‌ 

6
Caputo‌ 



24 

‌نیکوف لت-کسری گرونوالد یریگ انتگرال و یریگ مشتق یعملگرها 2.2

دلخواه‌ ی‌مرابه از نلکوف‌لت-گرونوالد کسری گلری‌انتگرال و گلری‌مشتق عمهگرهای اعریف شبخ این در

𝛼 >  .پردازیم‌می عمهگرها این خواص به سپس و کرده بلان را‌1

𝛼فرض‌کنلد‌ .2.2.1تعریف  ∈ ℝ+برای‌ نلکوف‌لت-گرونوالد کسری گلری‌مشتق ،‌عمهگر‌𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏‌

‌شود:‌می اعریف زیر صورت‌به

𝐷𝑎
𝛼𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

ℎ→1

(∆ℎ
𝛼𝑓)(𝑥)

ℎ𝛼
= 𝑙𝑖𝑚

ℎ→1

1
ℎ𝛼
∑(−1)𝑘 (

𝛼

𝑘
)𝑓(𝑥 − 𝑘ℎ)

𝑛

𝑘=1

,       (1 .2)  

𝑛آن‌ در که = [
𝑥−𝑎

ℎ
. 1)ی‌‌رابطه در‌‌𝛼جای‌به‌𝛼−کردن‌ جانشلن .‌با‌[  گلری‌کسری‌انتگرال ،‌اعریف‌(2

‌آید:‌می دست‌به زیر صورت‌به نلز‌𝛼ی‌‌ابهمر از نلکوف‌لت-گرونوالد

𝐼𝑎
𝛼𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

ℎ→1

(∆ℎ
−𝛼𝑓)(𝑥)

ℎ−𝛼
= 𝑙𝑖𝑚

ℎ→1
ℎ𝛼∑(−1)𝑘 (

−𝛼

𝑘
)𝑓(𝑥 − 𝑘ℎ)

𝑛

𝑘=1

= 𝑙𝑖𝑚
ℎ→1

ℎ𝛼

𝛤(𝛼)
∑

𝛤(𝑘 + 𝛼)

𝛤(𝑘 + 1)
𝑓(𝑥 − 𝑘ℎ)

𝑛

𝑘=1

.      (2 . 2)   

‌1فرض‌کنلد‌[51] .2.2.2 قضیه < 𝑚 ≤ 𝛼 ≤ 𝑚+ ‌ و دلخواه حقلقی یک‌عدد‌1 دارای‌‌𝑓اابع

𝑚+ -گرونوالد کسری گلری‌مشتق عمهگر اتر صورت این در باشد،‌[𝑎,𝑥]‌ی‌بازه روی پلوسته مشتق‌1

‌:است بلان قابل زیر صورت‌به‌𝑓روی‌‌αی‌‌نلکوف‌مرابه‌لت

𝐷𝑎
𝛼𝑓(𝑥) =∑

𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑥 − 𝑎)−𝛼+𝑘

𝛤(−𝛼+ 𝑘 + 1)

𝑚

𝑘=1

+
1

𝛤(−𝛼 +𝑚+ 1)
∫ (𝑥 − 𝑡)𝑚−𝛼𝑓(𝑚+1)(𝑡)𝑑𝑡.
𝑥

𝑎

 

𝛼فرض‌کنلد‌ [51] .2.2.3 قضیه > +𝑚دارای‌‌𝑓اابع‌ و دلخواه حقلقی یک‌عدد‌1  روی پلوسته مشتق‌1

 قابل زیر صورت‌هب‌‌𝛼ی‌مرابه از نلکوف‌لت-گرونوالد کسری گلری‌انتگرال عمهگر باشد،‌آنگاه‌[𝑎,𝑥]‌ی‌بازه

‌:است بلان

𝐼𝑎
𝛼𝑓(𝑥) =∑

𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑥 − 𝑎)𝛼+𝑘

𝛤(𝛼 + 𝑘 + 1)
+

1
𝛤(𝛼 +𝑚+ 1)

∫ (𝑥 − 𝑡)𝑚+𝛼𝑓(𝑚+1)(𝑡)𝑑𝑡.
𝑥

𝑎

𝑚

𝑘=1
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 نیکوف لت-کسری گرونوالد یریگ انتگرال وگیری  عملگرهای مشتقخواص  .2.2.1

‌.‌برایدهلم‌می قرار بررسی مورد را نلکوف‌لت-گرونوالد کسری ایعمهگره مهم خواص از برخی اینجا در

  .کنلد رجوع [51] به روابا اتبات و ها‌ویژگی این جزئلات مشاهده

‌ [51] .2.2.4 قضیه 𝛼فرض‌کنلد > 𝛽نامندی‌و‌ حقلقی یک‌عدد‌1 >  کسری مشتق آنگاه .باشد‌1−

𝑥)اابع‌ نلکوف‌لت‌-گرونوالد − 𝑎)𝛽دباش‌می زیر صورت‌به‌:‌‌

𝐷𝑎
𝛼(𝑥 − 𝑎)𝛽 = {

𝛤(𝛽+ 1)
𝛤(−𝛼+ 𝛽 + 1)

(𝑥 − 𝑎)𝛽−𝛼 ,   {
1 ≤ 𝑚 ≤ 𝛼 < 𝑚+ 1,   𝛽 > 𝑚,
𝛼 < 1,   𝛽 > −1,                        

1,                                                𝑜. 𝑤.
 

𝛼فرض‌کنلد‌‌[51] .2.2.5 قضیه >  صورت: این .‌درباشند هیخوادل صحلح عدد‌𝑚و‌‌حقلقی عدد‌1

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
(𝐷𝑎

𝛼𝑓(𝑥)) = 𝐷𝑎
𝛼 (
𝑑𝑚𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑚
)+∑

𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑥 − 𝑎)−𝛼−𝑚+𝑘

𝛤(−𝛼−𝑚+ 𝑘+ 1)
,            (3 . 2) 

𝑚−1

𝑘=1

 

. 3)ی‌‌رابطه 𝑥نقطه‌ در اگر که کند‌می بلان‌(2 = 𝑎باشد برقرار زیر شرایا‌:‌

𝑓(𝑘)(𝑎) = 1,   𝑘 = 1,1,2,… ,𝑚 − 1, 

‌𝑑𝑚عمهگرهای آنگاه

𝑑𝑥𝑚
‌𝐷𝑎و‌

𝛼یعنی شوند،‌می جا‌جابه باهم‌‌:‌

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
(𝐷𝑎

𝛼𝑓(𝑥)) = 𝐷𝑎
𝛼 (
𝑑𝑚𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑚
) = 𝐷𝑎

𝛼+𝑚𝑓(𝑥). 

‌ فرض‌[51] .2.2.9 قضیه ‌‌𝛼کنلد ‌مشتقباشند دلخواه حقلقی عدد دو‌𝛽و مشتق‌ ،‌از‌𝛽مرابه‌ کسری .

‌:بگلرید نظر‌در را زیر‌‌𝛼ی‌مرابه کسری

𝐷𝑎
𝛽
(𝐷𝑎

𝛼𝑓(𝑥)), 
‌𝛼متداوت حالت دو < 𝛼و‌‌1 > 𝛼اگر‌ .گلریم‌می نظر‌در را‌1 < ‌داریم:‌𝛽حقلقی‌ عدد هر برای ،‌آنگاه‌1

𝐷𝑎
𝛽
(𝐷𝑎

𝛼𝑓(𝑥)) = 𝐷𝑎
𝛼+𝛽

𝑓(𝑥), 
1گر‌و‌ا < 𝑚 ≤ 𝛼 ≤ 𝑚+ ‌داریم:‌𝛽حقلقی‌ عدد هر برای ،‌آنگاه‌1

𝐷𝑎
𝛽
(𝐷𝑎

𝛼𝑓(𝑥)) = 𝐷𝑎
𝛼+𝛽

𝑓(𝑥), 
‌آنکه شرط‌به

𝑓(𝑘)(𝑎) = 1,   𝑘 = 1,1,2,… ,𝑚 − 1. 
‌
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 لیوویل -ریمان کسری مشتق 2.3

. 1)در‌ رو‌پس کسری اداضلات یک حد صورت‌به نلکوف‌لت-گرونوالد کسری مشتق عمهگر اعریف 2)‌

انتگرال‌ و مشتق برای‌(3.2.2)و‌‌(2.2.2)قضایای‌ در آمده‌دست‌به روابا .‌هرچندنلست مدلد و راحت خلهی

 کار‌ها‌آن در انتگرالی‌غلر عبارت وجود دللل به ولی است بهتر و ار‌ساده نظر به نلکوف‌لت-گرونوالد کسری

 از اعریف‌دیگری للوویل و ریمان مشکل ینا کردن برطرف .‌براینلست ساده خلهی نلز اعاریف این با کردن

‌کسری‌انتگرال و گلری‌مشتق اعریف واقع در که کردند ارائه کسری گلری‌انتگرال و گلری‌مشتق  گلری

 صحلح‌نلز غلر مشتقات برای اعریف پرکاربردارین و هستند آن از خاصی حالت نلکوف‌لت-گرونوالد

‌باشد‌می ‌ للوویل -ریمان کسری عمهگر اعریف رد اگر که داد نشان اوان‌می راحتی‌به. دارای‌‌𝑓(𝑥)اابع

+‌𝑚ی‌مرابه از پلوسته مشتقات عمهگر‌ اعریف معادل للوویل -ریمان کسری عمهگر اعریف آنگاه باشد‌1

+‌𝑚.‌شرطبود خواهد نلکوف‌لت-گرونوالد کسری یک‌‌𝑓(𝑥)اابع‌ برای بودن پذیر‌مشتق پلوسته مرابه‌1

 اکثر چون است مهمی بسلار شرط کاربرد، در ولی کند‌می محدود را رعمهگ اعریف و است قوی شرط

‌هستند هموار کافی اندازه‌به و پلوسته دیناملکی های‌پدیدهخواص‌  عمهگر اعریف مهم براری حال‌بااین.

 اعریف این در که است این نلکوف‌لت-گرونوالد کسری عمهگر اعریف به نسبت للوویل -کسری‌ریمان

 اا باشد پذیر‌انتگرال‌𝑓(𝑥)اابع‌ است کافی واقع در و است شده ار‌ضعلف خلهی‌𝑓(𝑥)روی‌اابع‌ شرایا

 را للوویل -ریمان کسری گلری‌انتگرال و گلری‌مشتق عمهگرهای ادامه در .[51]باشد قابل‌اعریف عمهگر این

‌.دهلم‌می قرار بررسی مورد را ها‌آن های‌ویژگی و مجزا‌اعریف طور‌به

‌-ریمان کسری عمهگر مندی حقلقی های𝛼برای‌ نلکوف،‌لت-گرونوالد کسری گلری‌تقمش عمهگرهای مشابه

‌درشود‌می ناملده للوویل -ریمان کسری انتگرال نلز للوویل فرمول‌ از مستقلم اعملم یک عمهگر این واقع .

‌:است زیر صورت‌به گانه‌𝑚گلری‌‌انتگرال

∫ 𝑑𝑡1∫ 𝑑𝑡2

𝑡1

𝑎

𝑡

𝑎

…∫ 𝑓(𝑡𝑚)𝑑𝑡𝑚

𝑡𝑚−1

𝑎

=
1

(𝑚 − 1)!
∫

𝑓(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)1−𝑚
𝑑𝜏

𝑡

𝑎

.       (4 . 2) 

𝑚)‌ازآنجاکه − 1)! = 𝛤(𝑚)ریمان‌‌ . 4)رابطه‌ دوم طرف که شد متوجه ، غلر‌صحلح‌‌ اعداد برای‌(2

 زیر صورت‌به‌‌للوویل -ریمان کسری گلری‌انتگرال عمهگر اعریف به منجر ریمان ایده .‌ایناست دار‌معنی نلز

 :شد

 گاه‌.‌آنباشد پذیر‌انتگرال‌[𝑎,𝑥]‌ی‌بازه‌زیر هر در و پلوسته‌‌𝑓(𝑥)اابع کنلد‌فرض‌[51]‌.2.3.1تعریف 

𝛼ی‌‌مرابه از للوویل-ریمان کسری گلری‌عمهگر‌انتگرال > ‌:شود‌می اعریف زیر صورت‌به‌1
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𝐼𝑎
𝛼𝑓(𝑥) =

1
𝛤(𝛼)

∫ (𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

.                                     (5 . 2) 

چنلن‌‌هم.‌باشد پذیر‌انتگرال‌[𝑎,𝑥]‌ی‌بازه‌زیر هر در و پلوسته‌‌𝑓(𝑥)اابع کنلد‌فرض‌[51]‌.2.3.2تعریف 

‌ فرض −𝑚کنلد 1 ≤ 𝛼 < 𝑚آنگاه‌‌ زیر‌ صورت‌به‌𝛼مرابه‌ للوویل-ریمان کسری گلری‌مشتق عمهگر .

‌شود:‌می اعریف

𝐷𝑎
𝛼𝑓(𝑥) =

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
(𝐼𝑎
𝑚−𝛼𝑓(𝑥)) =

1
𝛤(𝑚 − 𝛼)

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
∫ (𝑥 − 𝑡)𝑚−𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

.     (6 . 2)   

 

‌لیوویل-ریمان کسری عملگرهای های ویژگی .2.3.1

و‌ هگرهاعم این مهم خواص از برخی للوویل، -ریمان گلری‌انتگرال و گلری‌مشتق عمهگرهای اعریف از پس

در‌ سهولت .‌برایداد خواهلم قرار بررسی مورد را لت‌نلکوف-گرونوالد عمهگرهای با ها‌آن ی‌رابطه چنلن‌هم

 :کنلم‌می بلان را زیر اعریف ابتدا للوویل-ریمان عمهگرهای خواص بررسی

1برای‌ .2.3.3تعریف  ≤ 𝑚 ≤ 𝛼 < 𝑚+ ‌𝐼𝑎فضای‌،1
𝛼([𝑎, 𝑏])اوابع‌ امام شامل‌𝑓(𝑥)هک است‌ 

‌:باشند‌می زیر های‌دارای‌ویژگی

𝐼𝑎
𝑚−𝛼+1𝑓(𝑥) ∈ 𝐶([𝑎,𝑏]), 

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
(𝐼𝑎
𝑚−𝛼+1𝑓(𝑥))𝑥=𝑎 = 1,   𝑘 = 1,1,2,… ,𝑚. 

گروهی‌‌نلم و جابجایی‌خواص به اوان‌می للوویل-ریمان کسری گلری‌انتگرال عمهگر های‌ویژگی ارین‌مهم از

‌شود.‌می بلان زیر قضله در که کرد اشاره آن

‌ فرض‌[51]‌.2.3.4 قضیه ,𝛼کنلد 𝛽 > 1‌‌ 𝑓(𝑥)و ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏])در‌‌  برای زیر روابا صورت این .

‌برقراراند: للوویل-ریمان کسری گلری‌عمهگر‌انتگرال

𝐼𝑎
𝛼𝐼𝑎

𝛽
𝑓(𝑥) = 𝐼𝑎

𝛽
𝐼𝑎
𝛼𝑓(𝑥),         𝐼𝑎

𝛼𝐼𝑎
𝛽
𝑓(𝑥) = 𝐼𝑎

𝛼+𝛽
𝑓(𝑥),         𝑥 ∈ [𝑎,𝑏] 

 

1اگر‌‌[51]‌.2.3.5 قضیه ≤ 𝑚 ≤ 𝛼 < 𝑚+ ‌:داریم را زیر روابا آنگاهو‌‌،‌‌1

𝐷𝑎
𝛼(𝑥 − 𝑎)𝛽 =

𝛤(𝛽 + 1)
𝛤(−𝛼 + 𝛽 + 1)

(𝑥 − 𝑎)𝛽−𝛼 ,    

𝐼𝑎
𝛼(𝑥 − 𝑎)𝛽 =

𝛤(𝛽 + 1)
𝛤(−𝛼 + 𝛽 + 1)

(𝑥 − 𝑎)𝛽+𝛼 .  

‌1کنلد فرض‌[51]‌.2.3.9 قضیه ≤ 𝑚 ≤ 𝛼 < 𝑚+ ‌‌:صورت این در باشد، تابت اابع‌𝑐و‌‌1
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𝐷𝑎
𝛼𝑐 =

𝑐

𝛤(1−𝛼)
(𝑥 − 𝑎)−𝛼 , 

𝐼𝑎
𝛼𝑐 =

𝑐

𝛤(1+𝛼)
(𝑥 − 𝑎)𝛼 . 

 تابت اابع مشتق‌کسری مقدار که است این للوویل-ریمان کسری عمهگرهای های‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ایراد ارین‌مهم از یکی

 در که است للوویل‌این-ریمان کسری عمهگرهای مورد در دیگر اوجه لقاب .‌نکتهشود‌نمی صدر وقت‌هلچ

 این .‌رابطههمدیگر‌نلستند معکوس للوویل-ریمان کسری گلری‌انتگرال و گلری‌مشتق عمهگرهای کهی حالت

‌:شود‌می بلان زیر قضله در عمهگر دو

‌

1اگر‌‌[51]‌.2.3.7 قضیه < 𝑚 ≤ 𝛼 < 𝑚+ 𝑓(𝑥)و‌‌1 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏])‌‌.مداری گاه‌آن:‌‌

𝐷𝑎
𝛼𝐼𝑎

𝛼𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥). 

‌ گلری‌مشتق عمهگر دیگر‌عبارت‌به 𝐷𝑎کسری
𝛼گلری‌انتگرال عمهگر چپ معکوس‌ ‌ 𝐼𝑎کسری

𝛼باشد‌می‌‌.

‌𝑓(𝑥)اگر علاوه‌به ∈ 𝐶𝑚+1([𝑎,𝑏])ی:‌رابطه آنگاه‌‌

𝐼𝑎
𝛼𝐷𝑎

𝛼𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥), 

‌𝑓(𝑥)اگر است برقرار ∈ 𝐼𝑎
𝛼([𝑎, 𝑏])‌‌.صورت این غلر در:‌

𝐼𝑎
𝛼𝐷𝑎

𝛼𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)+∑
(𝑥 − 𝑎)𝛼−𝑘−1

𝛤(𝛼 − 𝑘)

𝑑𝑚−𝑘

𝑑𝑥𝑚−𝑘
[𝐷𝑎

𝑚−𝛼−1𝑓(𝑥)]𝑥=𝑎 .

𝑚

𝑘=1

 

 للوویل‌-ریمان کسری گلری‌انتگرال و گلری‌مشتق عمهگرهای برای زیر کهی قضله از خاصی حالت فوق قضله

‌.باشد‌می

‌

‌‌[51]‌.2.3.7 قضیه 1اگر < 𝑚 ≤ 𝛼 < 𝑚+ 1‌‌ 1و < 𝛼 ≤ 𝛽‌‌ ‌‌گاه‌آن. ‌هر 𝑓(𝑥)برای ∈

𝐶([𝑎,𝑏])‌ داریم:‌

𝐷𝑎
𝛽
𝐼𝑎
𝛼𝑓(𝑥) = 𝐷𝑎

𝛽−𝛼
𝑓(𝑥). 

‌𝑓(𝑥)اگر چنلن‌هم ∈ 𝐶𝑚+1([𝑎,𝑏])ی:‌رابطه آنگاه‌‌

𝐼𝑎
𝛽
𝐷𝑎
𝛼𝑓(𝑥) = 𝐷𝑎

𝛼−𝛽
𝑓(𝑥), 

‌𝑓(𝑥)اگر تاس برقرار ∈ 𝐼𝑎
𝛼([𝑎, 𝑏])‌.صورت این غلر در‌:‌
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𝐼𝑎
𝛼𝐷𝑎

𝛽
𝑓(𝑥) = 𝐷𝑎

𝛽−𝛼
[𝐼𝑎
𝛽
𝐷𝑎
𝛽
𝑓(𝑥)]

= 𝐷𝑎
𝛽−𝛼

𝑓(𝑥)−∑
(𝑥 − 𝑎)𝛽−𝑗

𝛤(1+𝛼 − 𝑗)
[𝐷𝑎

𝛽−𝑗
𝑓(𝑥)]𝑥=𝑎.

𝑘

𝑗=1

 

‌

‌شود.‌می ظاهر صحلح مرابه از مشتق با للوویل -یمانر کسری مشتق ارکلب کاربردی مسائل از بسلاری در

‌ للوویل -ریمان کسری مشتق از‌ام‌‌𝑛مشتق ‌مانندبگلرید نظر‌در را‌𝛼مرابه ‌-گرنوالد کسری مشتق .

𝐷𝑎للوویل‌ -ریمان کسری گلری‌مشتق عمهگر نلکوف،‌لت
𝛼با‌ نلز‌𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
‌:یعنی شود‌می ،جا‌جابه‌

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝐷𝑎

𝛼𝑓(𝑥)) = 𝐷𝑎
𝛼 (
𝑑𝑛𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑛
) = 𝐷𝑎

𝑛+𝛼𝑓(𝑥), 

‌که شرطی به

𝑓(𝑘)(𝑎) = 1,   𝑘 = 1,1,2,… ,𝑚 − 1. 
‌فرضکنلم بررسی را للوویل -ریمان کسری مشتق عمهگر دو ارکلب داریم قصد قسمت این در ‌کنلد‌.

𝑚− 1 ≤ 𝛼 < 𝑚و‌‌𝑛 − 1 ≤ 𝛽 < 𝑛مداری صورت این در‌:‌

𝐷𝑎
𝛼 (𝐷𝑎

𝛽
𝑓(𝑥)) =

𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
[𝐷𝑎

−(𝑚−𝛼) (𝐷𝑎
𝛽
𝑓(𝑥))]

=
𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
{𝐷𝑎

𝛼+𝛽−𝑚
𝑓(𝑥)−∑

(𝑥− 𝑎)𝑚−𝛼−𝑗

𝛤(1+𝑚−𝛼 − 𝑗)
[𝐷𝑎

𝛽−𝑗
𝑓(𝑥)]𝑥=𝑎

𝑛

𝑗=1

}

= 𝐷𝑎
𝛼+𝛽

𝑓(𝑥)−∑
(𝑥− 𝑎)−𝛼−𝑗

𝛤(1−𝛼 − 𝑗)
[𝐷𝑎

𝛽−𝑗
𝑓(𝑥)]𝑥=𝑎

𝑛

𝑗=1

.      (1 .2) 

‌:نوشت اوان‌می‌𝛽و‌‌‌𝛼کردن جا‌جابه با و

𝐷𝑎
𝛽
(𝐷𝑎

𝛼𝑓(𝑥)) = 𝐷𝑎
𝛼+𝛽

𝑓(𝑥)−∑
(𝑥 − 𝑎)−𝛽−𝑗

𝛤(1−𝛽 − 𝑗)
[𝐷𝑎

𝛼−𝑗
𝑓(𝑥)]𝑥=𝑎

𝑛

𝑗=1

.          (8 . 2) 

. 1)روابا‌ کردن مقایسه با . 8)و‌‌(2 𝛼برای‌ کهی حالت در که یابلم‌درمی‌(2 ≠ 𝛽عمهگرهای‌‌𝐷𝑎
𝛼و‌‌𝐷𝑎

𝛽‌

های‌‌راست‌اساوی طرف در موجود مجموع دو هر که خاص حالت در مگر ندارند جایی‌جابه خاصلت

(1 . . 8)و‌‌(2 ‌:یعنی شوند، صدر‌(2

[𝐷𝑎
𝛽−𝑗
𝑓(𝑥)]𝑥=𝑎 = 1,        𝑗 = 1,2, … , 𝑛, 

[𝐷𝑎
𝛼−𝑗
𝑓(𝑥)]𝑥=𝑎 = 1,        𝑗 = 1,2,… ,𝑚, 
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‌:داریم حالت این در و

𝐷𝑎
𝛽
(𝐷𝑎

𝛼𝑓(𝑥)) = 𝐷𝑎
𝛼 (𝐷𝑎

𝛽
𝑓(𝑥)) = 𝐷𝑎

𝛼+𝛽
𝑓(𝑥). 

مشتقات‌ از خاصی حالت نلکوف‌لت-گرونوالد کسری مشتقات شد، عنوان بخش این ابتدای در که چنان‌هم

‌-گرونوالد و للوویل-ریمان کسری مشتقات بلن ی‌رابطه‌بخش این پایان .‌درباشند‌می لللووی-ریمان کسری

‌.کنلم‌می بررسی را نلکوف‌لت

‌𝑚کنلد فرض‌[51]‌.2.3.8 قضیه ≤ 𝛼 < 𝑚 + 𝑓(𝑥)و‌‌1 ∈ 𝐶𝑚+1([𝑎,𝑏])‌.کسری‌ مشتقات آنگاه

‌:داریم شتقم دو هر برای یعنی باشند،‌می ارز‌هم للوویل-ریمان و نلکوف‌لت-گرونوالد

𝐷𝑎
𝛼𝑓(𝑥) =∑

𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑥 − 𝑎)−𝛼+𝑘

𝛤(−𝛼+ 𝑘 + 1)
  

𝑚

𝑘=1

+
1

𝛤(−𝛼 +𝑚+ 1)
∫ (𝑥 − 𝑡)𝑚−𝛼𝑓(𝑚+1)(𝑡)𝑑𝑡.
𝑥

𝑎

 

‌

 کاپوتو کسری مشتق 2.4

ای‌ه‌ویژگی دارای گلری‌انتگرال و گلری‌مشتق کسری عمهگرهای برای للوویل -ریمان اعریف باوجوداینکه

در‌ که چنان‌.‌همشود‌می مواجه زیادی مشکلات با فلزیکی مسائل بندی‌مدل در اعریف این باشد،‌می جالبی

. 6)ی‌‌قضله 3 . مشتق‌ که است این للوویل ریمان کسری عمهگرهای مشکلات ارین‌مهم از یکی شد، ذکر‌(2

 للوویل‌در -ریمان کسری گلری‌مشتق عمهگر ویژگی .‌اینشود‌نمی صدر تابت اابع یک للوویل -ریمان کسری

 دیگر‌.‌مشکلباشد‌می بحث قابل موضوع یک و کرده ایجاد مشکل1  اطوری معاد(ت نوشتن و بندی‌مدل

حد‌پایلنی‌ در للوویل-ریمان کسری مشتق که است این للوویل -ریمان کسری گلری‌مشتق عمهگر به راجع

𝑥 = 𝑎اابع‌ باشد.‌بسا‌می اکلن‌𝜙(𝑥)بگلرید: نظر‌در را زیر صورت‌به‌‌

𝜙(𝑥) =∑
𝜙(𝑘)(𝑎)(𝑥− 𝑎)𝑘

𝑘!
  

𝑚

𝑘=1

. 

‌𝑚مرابه للوویل-ریمان کسری مشتق ≤ 𝛼 < 𝑚 + ‌شود:‌می محاسبه زیر صورت‌به اابعاین‌‌1

𝐷𝑎
𝛼𝜙(𝑥) =∑

𝜙(𝑘)(𝑎)𝐷𝑎
𝛼(𝑥 − 𝑎)𝑘

𝑘!
  

𝑚

𝑘=1

=∑
𝜙(𝑘)(𝑎)(𝑥 − 𝑎)𝑘−𝛼

𝛤(𝑘− 𝛼 − 1)
  

𝑚

𝑘=1

. 

‌𝐷𝑎اابع حد محاسبه با
𝛼𝜙(𝑥)نقطه‌ نزدیکی در‌𝑥 = 𝑎داریم‌:‌

                                                                 
1
‌Evolution Equations 
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𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝐷𝑎
𝛼𝜙(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎
∑

𝜙(𝑘)(𝑎)(𝑥 − 𝑎)𝑘−𝛼

𝛤(𝑘− 𝛼 − 1)
  

𝑚

𝑘=1

, 

‌:درنتلجه و

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝐷𝑎
𝛼𝜙(𝑥) = ∞, 

‌اینکه مگر

𝜙(𝑘)(𝑎) = 1,      𝑘 = 1,1,2, … ,𝑚. 
‌

‌𝑥پایلنی حد نقطه در للوویل-ریمان کسری مشتق کهی حالت در بنابراین = 𝑎موضوع‌ .‌اینباشد‌می اکلن‌

نلز‌ اند‌شده بندی‌مدل للوویل-ریمان کسری مشتق عمهگر اوسا که کسری مرزی مقدار معاد(ت حل در

𝐷1للوویل‌-ریمان کسری (پلاس‌مشتق ابدیل شد، ذکر که مشکلاای بر .‌علاوهکند‌ایجاد‌می مشکل
𝛼برای‌‌

‌شود:‌می اعریف زیر صورت‌به که‌𝜙(𝑥)اابع‌

ℒ(𝐷1
𝛼𝜙(𝑥)) = 𝑠𝛼𝜙̂(𝑠)−∑ 𝑠𝑘 [𝐷1

𝛼−𝑘−1𝜙]𝑥=1

𝑚+1

𝑘=1

, 

‌𝑥نقطه در اابع کسری مشتقات مقادیر به کهی حالت در = مسائل‌ حل در موضوع این و است وابسته‌1

‌کند.‌می مشکل ایجاد کسری اولله قدارم

سایر‌ به نسبت متداوای های‌ویژگی که کرد اعریف را کسری گلری‌مشتق روش یک کاپواو 1916 سال در

 ها‌و‌ویژگی ارین‌مهم جمهه .‌ازکرد‌می برطرف را کسری مشتقات دیگر اعاریف مشکلات و داشت ها‌روش

صدر‌ برابر تابت اابع کاپواو کسری مشتق که است این دیگر اعاریف به نسبت کاپواو اعریف های‌براری

‌باشد.‌معمولی‌می مشتق از اعملم یک کسری مشتق از کاپواو اعریف که گدت اوان‌می واقع .‌دراست

𝑥فرض‌کنلد‌‌.2.4.1تعریف  > αو‌‌1 ∈ ℝحقلقی‌ اابع .‌گویلم‌𝑓فضای‌ به متعهق‌∁𝛼‌،عدد‌ هرگاه است

𝑝حقلقی‌ > 𝛼که‌طوری‌به باشد داشته وجود‌‌𝑓(𝑥) = 𝑥𝑝𝑓1 (𝑥)آن‌ در که‌𝑓1(𝑥) ∈ ∁[1,∞]‌‌.‌

𝑥فرض‌با‌‌.2.4.2تعریف  > 𝛼و‌‌1 ∈ ℝ‌‌،حقلقی‌ اابع گویلم𝑓فضای‌ به متعهق‌𝐶𝛼
𝑚 , 𝑚 ∈ ℤ+است‌‌،

‌.𝑓(𝑚)𝜖 𝐶𝛼اگر‌ انها‌و اگر

1کنلد‌ فرض‌.2.4.3تعریف  ≤ 𝑚− 1 < 𝛼 ≤ 𝑚و‌‌𝑓 ∈ 𝐶𝛼
𝑚کسری‌ مشتق عمهگر رتصو این ،‌در‌

‌شود:‌می اعریف زیر صورت‌به کاپواو

𝐷∗
𝛼

𝑎 𝑓(𝑥) =
1

𝛤(𝑚− 𝛼)
∫ (𝑥 − 𝑡)𝑚−𝛼+1𝑓(𝑚)(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

.                                     (9 . 2)   
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های‌‌دودیتحم عمهگر این اعریف برای که گرفت نتلجه اوان‌می کاپواو کسری مشتق اعریف به اوجه با

اعریف‌ شد‌گدته که چنان‌هم ولی است، شده اعمال‌𝑓اابع‌ روی بر للوویل-ریمان اعریف به نسبت بلشتری

‌باشد.‌می للوویل-ریمان اعریف به نسبت زیادی های‌مزیت دارای کسری مشتق برای کاپواو

‌𝑓(𝑥)اابع‌ روی بر که شرایطی .‌احتپردازیم‌می کاپواو کسری مشتق عمهگر مهم ویژگی چند بلان به حال

𝛼اگر‌ کردیم، اعمال → 𝑚مرابه‌ مشتق به کاپواو مشتق گاه‌آن‌𝑚ام‌اابع‌‌𝑓(𝑥)کنلد‌ .‌فرضشود‌می ابدیل‌

1 ≤ 𝑚− 1 < 𝛼 ≤ 𝑚و‌اابع‌‌𝑓(𝑥)دارای‌‌𝑚+ باشد.‌‌[𝑎,𝑥]ی‌‌بازه روی پلوسته دار‌کران مشتق‌1

𝑥هر‌ برای > 𝑎9)رابطه‌ از جزء‌جزءبه انتگرال گرفتن با‌ . ‌:داریم‌(2

𝑙𝑖𝑚
𝛼→𝑚

𝐷∗
𝛼

𝑎 𝑓(𝑥)

= 𝑙𝑖𝑚
𝛼→𝑚

(
𝑓(𝑚)(𝑎)(𝑥− 𝑎)𝑚−𝛼

𝛤(𝑚 − 𝛼 + 1)

+
1

𝛤(𝑚 − 𝛼 + 1)
∫ (𝑥 − 𝑡)𝑚−𝛼𝑓(𝑚+1)(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

= 𝑓(𝑚)(𝑎) +∫ 𝑓(𝑚+1)(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

= 𝑓(𝑚)(𝑥),      𝑚 = 1,2, ⋯. 

‌گاه‌داریم:‌آن باشند، کاپواو گلری‌مشتق و‌‌عمهگر للوویل -ریمان گلری‌انتگرال عمهگر‌گر‌ا‌.2.4.4 قضیه

𝐷∗
𝛼

𝑎 𝐼𝑎
𝛼𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥), 

𝐼𝑎
𝛼 𝐷∗

𝛼
𝑎 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)−∑ 𝑓(𝑘)(𝑎+)

𝑥𝑘

𝑘!

𝑚−1

𝑘=1

,   𝑥 > 1, 

𝐷∗
𝛼

𝑎 𝑓(𝑥) = {
𝐼𝑎
𝛼𝑓(𝑚)(𝑥),         𝑚 − 1 < 𝛼 < 𝑚
𝑑𝑚𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑚
,                            𝛼 = 𝑚.

 

 

𝛽کنلد‌ فرض‌.2.4.5 قضیه ≥ 1‌‌،1 ≤ 𝑚− 1 < 𝛼 ≤ 𝑚و‌‌𝐷∗
𝛼

𝑎باشد.‌ کاپواو گلری‌مشتق عمهگر‌

‌:داریم را زیر ی‌رابطه گاه‌آن

𝐷∗
𝛼

𝑎 (𝑥 − 𝑎)𝛽 = {

1,                𝛽 ∈ {1,1, ⋯ ,𝑚 − 1}                    
𝛤(𝛽 + 1)

𝛤(𝛽 − 𝛼 + 1)
(𝑥 − 𝑎)𝛽−𝛼 ,           {

𝛽 ∈ ℤ+ ,      𝛽 ≥ 𝑚,
𝛽 ∉ ℕ,   𝛽 > 𝑚− 1.

 

‌

‌1کنلد فرض‌.2.4.9 قضیه ≤ 𝑚− 1 < 𝛼 ≤ 𝑚‌ ،𝐷𝑎
𝛼‌‌ ∗𝐷و

𝛼
𝑎گلری‌‌مشتق عمهگرهای ارالب به‌

‌:صورت این در باشند، کاپواو و للوویل-ریمان کسری
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𝐷𝑎
𝛼𝑓(𝑥) = 𝐷∗

𝛼
𝑎 𝑓(𝑥)+∑

𝑓(𝑎+)(𝑥 − 𝑎)𝑘−𝛼

𝛤(𝑘− 𝛼 − 1)
  

𝑚−1

𝑘=1

. 

در‌‌𝑓اول‌اابع‌ اینکه‌‌مشتق مگر نلستند برابر باهم‌‌𝑓اابع کاپواو و للوویل-ریمان مشتق عمهگرهای بنابراین

𝑥 = 𝑎باشند صدر‌.‌

‌

 کسری معا لات  یفرانسیل 2.5

مختهف‌ های‌حوزه در که فراوانی کاربردهای دللل به کسری حسابان شد عنوان بخش‌قبل در که گونه‌همان

برای‌ دقلق ریاضی ابزار یک کسری .‌مشتقاتاست برخوردار اوجهی قابل اهملت از دارد، مهندسی و عهوم

کسری‌ مشتقات ،معمولی مشتقات با مقایسه .‌درهستند گوناگون های‌زملنه در مسائل بندی‌مدل‌و اوصلف

مختهف‌ های‌زملنه در زیادی مسائل .‌حلباشند‌می فرآیندها و مواد موروتی‌خواص و حافظه اوصلف به قادر

‌چنلنشود‌می منجر آن کسری مشتقات و مجهول اابع یک شامل معادله یک حل به معاد(ت‌ معاد(ای، .

‌شکلشوند‌می ناملده کسری دیدرانسلل زیر‌ صورت‌به ای‌ابهمر چند سریک دیدرانسلل معادله یک کهی .

‌باشد:‌می

𝐷𝛼𝑦(𝑥)= 𝐹(𝑥, 𝑦(𝑥),𝐷𝛼1𝑦(𝑥),𝐷𝛼2𝑦(𝑥),⋯ ,𝐷𝛼𝑛𝑦(𝑥)),                               (11 . 2) 
𝛼که‌در‌آن‌ > 𝛼1 > 𝛼2 > ⋯ > 𝛼𝑛 > 1‌،𝑚− 1 < 𝛼 ≤ 𝑚و‌‌𝑚 ∈ ℕ.‌

 معرفی‌شدند، قبل های‌بخش در که کسری مشتقات انواع از کدام ره را فوق رابطه در موجود کسری مشتقات

 مشتق مسائل‌بر بندی‌مدل در کاپواو کسری مشتق شد‌داده اوضلح که چنان‌هم .‌ولیگرفت نظر‌در اوان‌می

. 11)ای‌‌مرابه چند کسری دیدرانسلل معادله .‌برایشود‌می داده ارجلح للوویل-ریمان کسری  اولله شرایا‌(2

‌:اند‌اعریف‌قابل‌ زیر صورت‌به

𝑦(𝑖)(𝑎) = 𝑐𝑖 ,       𝑖 = 1,1, ⋯ ,𝑚 − 1. 
. 11)کسری‌ دیدرانسلل ی‌معادله در اگر  کسری ی‌دیدرانسلل‌باشد،‌معادله‌𝑦(𝑥)از‌ خطی اابعی‌𝐹اابع‌‌(2

 شکل .‌بنابرایناست کسری،‌غلرخطی دیدرانسلل ی‌معادله صورت این غلر در و خطی کسری ی‌معادله یک

‌باشد:‌می زیر صورت‌به‌ای‌مرابه‌چند تابت ضرایب با خطی کسری دیدرانسلل ی‌معادله یک کهی

𝐷𝛼𝑦(𝑥)= 𝑎1𝐷
𝛼1𝑦(𝑥)+ 𝑎2𝐷

𝛼2𝑦(𝑥)+⋯+ 𝑎𝑛𝐷
𝛼𝑛𝑦(𝑥)+ 𝑎𝑛+1𝑦(𝑥)

+ 𝑎𝑛+2𝑔(𝑥), 

‌𝑎𝑖آن در که , 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛 + و‌ جزئلات بررسی برای‌.باشد‌می معهوم اابعی‌𝑔(𝑥)و‌ تابت مقادیری‌2

‌.کنلد رجوع [51 ,49 ,36] به کسری دیدرانسلل معاد(ت به مربوط قضایای
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‌‌باشد، یکی از بلش مستقل مترلرهای اعداد اگر . 11)معادله ‌جزئی‌دیدرانسلل معاد(ت دستگاهیک‌‌(2

یکی‌‌عنوان‌بهپارامتر‌زمان‌‌کسری‌سلل‌جزئیی‌دیدران‌معادله‌دستگاه‌اگر‌در‌چنلن‌همشود،‌‌ناملده‌می‌کسری

‌دیدرانسلل‌با‌مشتقات‌جزئی‌تمعاد(‌دستگاه‌،‌یکدستگاه‌این‌صورت‌ایناز‌مترلرهای‌مستقل‌باشد،‌در‌

‌.است‌ی‌زمانی‌وابسته‌کسری

‌

‌  
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‌

‌

‌

‌

‌

 فصل سوم

 روش تکرار وردشی با یک پارامتر کمکی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
‌  
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‌
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‌

‌

‌مقدمه 3.1

‌فص‌همان ‌در ‌که ‌پوگونه ‌بلشل ‌شد، ‌‌لش‌گدته و‌ای‌غلرخطی‌هستند‌ر‌ذاطو‌بهقعی‌ن‌واجهادر‌‌ها‌پدیدهار

‌‌سلههو‌به ‌(دمعای ‌مدت ‌‌یبند‌لغلرخطی ‌ظهوشوند‌میمشخص‌و ‌با ‌رایانه. ‌د‌ر ‌های ‌یجلتالی پلشرفت‌و

مسائل‌غلرخطی‌‌های‌جوابآوردن‌ست‌دگرچه‌بهاشد.‌ار‌‌نسان‌و‌آساآ‌خطیئل‌حل‌‌مساها،‌‌ون‌آنفزروزا

و‌قت‌با(‌دبرکامپلوارهایی‌با‌اشتن‌دا‌ی‌واسطه‌به،‌ویژه‌بهست.‌ه‌اپلچلدو‌‌سختر‌بسلاز‌هنو‌حالت‌کهیدر‌

‌ت‌محاسبا ‌زقااربا ‌ویام ‌ملپل،‌متهب‌و‌متمتلکا،‌محاسباای‌قوی‌هاارفزا‌‌منر‌د ‌مانند یک‌‌آوردن‌دست‌بهی،

‌مسئهه‌اقریب ‌از ‌غلرخطی‌ی‌‌عددی ‌شدداده ‌در ‌موارمقابل‌اقریب‌عده ‌بسلاری‌از ‌دی‌در و‌‌ار‌سختد

‌ست.ار‌‌ا‌پرهزینه

‌نتایج‌پژوهش‌آن ‌مشاهدات‌و ‌به‌چه ‌در گونه‌از‌معاد(ت‌نشان‌‌های‌اقریبی‌این‌دست‌آوردن‌جواب‌گران،

های‌زمانی‌بزرگ‌با‌‌های‌اقریبی‌مناسب‌در‌بازه‌دست‌آوردن‌جواب‌گر‌این‌است‌که‌برای‌به‌دهند،‌بلان‌می

‌روش ‌از ‌‌استداده ‌بسلار ‌محاسبات ‌حجم ‌عددی، ‌بههای ‌بود. ‌خواهد ‌به‌با( ‌در ‌مثال ‌آوردن‌‌عنوان دست

هایی‌با‌ابعاد‌حدود‌‌های‌عددی،‌مااریس‌های‌زمانی‌بزرگ‌در‌بسلاری‌از‌روش‌های‌مناسب‌برای‌بازه‌جواب

ها‌‌ی‌آن‌های‌موجود‌خارج‌است،‌یا‌زمان‌محاسبه‌ی‌رایانه‌ها‌یا‌از‌عهده‌ی‌آن‌آیند‌که‌محاسبه‌ملهلون‌پدید‌می

احهلهی‌نلز‌برای‌حل‌‌های‌نلمه‌کارگلری‌روش‌چنلن‌به‌نلست.‌هم‌صرفه‌به‌مقروندر‌نتلجه‌‌بسلار‌زیاد‌است‌و

 .شوند‌های‌مناسبی‌می‌جواب‌‌های‌زمانی‌کوچک‌منجر‌به‌این‌معاد(ت،‌انها‌در‌بازه

‌این ‌در ‌ارکلب‌‌جا‌هدف ‌یا ‌بهبودها ‌روش‌یافتن ‌از ‌‌هایی ‌علب‌احهلهی‌نلمههای ‌که ‌را‌‌است ‌موجود های

‌به‌ای‌گونه‌به ‌بتوان ‌یعنی ‌کنند. ‌رفع ‌آن‌وسلهه‌مناسب ‌جواب‌ی ‌معاد(ت‌‌ها، ‌برای ‌را ‌مناسبی ‌اقریبی های

 ای‌یافت‌که‌زمان‌انجام‌محاسبات‌منطقی‌باشد.‌گونه‌های‌زمانی‌بزرگ‌به‌غلرخطی‌در‌بازه

ل،‌روش‌ختلارد،‌روش‌اپلکااری‌اکرمانند‌روش‌حل‌مسائل‌غلرخطی‌ای‌براحهلهی‌زیادی‌‌های‌نلمه‌روش

و‌ند‌د‌دارجوار‌وردشی‌واکرهومواوپی‌و‌روش‌ناللز‌ل‌هومواوپی،‌روش‌آختلان،‌روش‌املای‌آدو‌هاجزی

رگ(‌در‌)کوچک‌یا‌بزاختلال‌متر‌راپاد‌جووبه‌ل‌ختلاا‌های‌روشیی‌را.‌کاشوند‌میگرفته‌ر‌سلع‌بهکاو‌طور‌به

در‌‌ها‌روشین‌ای‌ابرلب‌ان‌ععنو‌به‌اواند‌میله‌دمعادر‌متر‌راین‌پاد‌اکه‌نبودارد‌حل‌بستگی‌رد‌موی‌‌دلهمعا
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‌های‌ای‌چندجمههمحاسبه‌ل‌هومواوپی‌نلز‌ختلان‌و‌املاآدواجزیه‌‌های‌روشصهی‌اضعف‌د.‌نظر‌گرفته‌شو

‌خی‌است.‌های‌ای‌چندجمههن‌و‌ملاآدو‌های‌ای‌چندجمههبه‌م‌موسو

‌‌به‌های‌زمانی‌کوچک‌منجر‌که‌انها‌در‌بازه‌است‌اینمشکل‌اساسی‌در‌استداده‌از‌روش‌اکرار‌وردشی‌نلز‌

ی‌کافی‌بزرگ‌مورد‌نظر‌‌اندازه‌های‌به‌چه‌جواب‌مسئهه‌در‌بازه‌چنان‌دیگر‌بلان‌بهشود.‌‌های‌مناسبی‌می‌جواب

‌اکرارهای‌زیادی‌از‌این‌روش‌به ‌اعداد ‌باید ی‌ها‌النتگرا‌ی‌محاسبه‌صورت‌اینکار‌گرفته‌شود.‌در‌‌باشد،

ها‌بسلار‌زیاد‌است‌و‌در‌نتلجه‌‌ی‌آن‌شود‌و‌زمان‌محاسبه‌بسلار‌مشکل‌میحل‌مسئهه‌ن‌جریاه‌در‌ظاهر‌شد

‌نلست.‌صرفه‌به‌مقرون

ای‌مناسب‌‌گونه‌شود‌مشکل‌یادشده‌را‌به‌ی‌یک‌بهبود‌از‌روش‌اکرار‌وردشی‌سعی‌می‌در‌این‌فصل‌با‌ارائه‌

های‌موجود‌‌ها‌و‌مشکل‌معرفی‌روش‌اکرار‌وردشی‌پرداخته‌و‌علب‌رو‌(زم‌است،‌نخست‌به‌‌رفع‌کرد.‌ازاین

 ده‌از‌این‌روش‌بررسی‌شود.هنگام‌استدا‌به

‌

‌روش تکرار ور شی 3.2

‌وردشی ‌‌1روش‌اکرار ‌آن ‌از ‌می‌یک‌روش‌نلمه‌عنوان‌بهکه ‌‌احهلهی‌یاد ‌‌1998در‌سال‌بار‌نخستلنشود،

اعملمی‌از‌‌درواقعاین‌روش‌‌.[22 ,19 ,18]شد‌معرفی‌2ی‌دانشمند‌چلنی‌به‌نام‌جی‌هوان‌خی‌وسلهه‌به

برای‌شرح‌این‌‌.[28]‌ارائه‌شد‌اینکوای اوسا‌1918است‌که‌در‌سال‌‌3یافته‌اعملمروش‌ضرایب‌(گرانژ‌

‌روش‌معادله‌دیدرانسلل‌زیر‌را‌در‌نظر‌بگلرید:

𝐿𝑢(𝑡) + 𝑁𝑢(𝑡) = 𝑔(𝑡),                                                                                    (1 . 3) 
 اابعی‌معهوم‌هستند.‌‌‌𝑔(𝑡)طی‌و‌غلرخطی‌وخ‌عمهگرهای‌ارالب‌به‌‌𝑁و‌𝐿که‌در‌آن‌

. 1)له‌دحل‌معا‌منظور‌بهن‌کنوا‌‌ ‌بتددر‌ا‌اوان‌میار‌وردشی‌خی،‌اکری‌روش‌‌لهسلو‌به‌(3 ‌اابعک‌اصحلحا

 نظر‌گرفت:را‌در‌یر‌ز

𝑢𝑛+1(𝑡) = 𝑢𝑛(𝑡)+∫ 𝜆(𝑡,𝑠){𝐿𝑢𝑛(𝑠)+ 𝑁𝑢̃𝑛(𝑠) − 𝑔(𝑠)}𝑑𝑠,
𝑡

1
                       (2 .3) 

یک‌‌‌𝑢̃𝑛ی‌جواب‌و‌اقریب‌اولله‌𝑢1ام‌جواب،‌‌𝑛 اقریب‌𝑢𝑛،‌یافته‌اعملمضریب‌(گرانژ‌‌‌𝜆(𝑡,𝑠)که‌در‌آن

‌𝛿𝑢̃𝑛دیگر‌عبارت‌بهشود،‌‌گرفته‌می‌نظر‌درارللر‌محدود‌ = . 1)ی‌‌.‌برای‌یافتن‌پاس ‌معادله1 ،‌ضریب‌(3

                                                                 
1
‌Variational iteration metho 

2
‌Ji-Huan He 

3
‌General Lagrange multiplier 
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‌ ‌می‌ای‌گونه‌به‌𝜆(𝑡,𝑠)(گرانژ ‌)‌انتخاب ‌اصحلح ‌اابعک ‌که . 2)شود ‌به‌(3 ‌یا ‌باشد، ‌معادل‌ایستا ‌طور

𝛿𝑢𝑛+1 = که‌در‌شرط‌اولله‌‌𝑢1خواه‌‌لدی‌‌و‌انتخاب‌اابع‌اولله‌𝜆(𝑡,𝑠).‌سپس‌با‌داشتن‌ضریب‌(گرانژ‌1

‌ر‌نتلجهآیند‌و‌د‌دست‌می‌به‌𝑢از‌جواب‌دقلق‌‌𝑢𝑛های‌متوالی‌‌یا‌مرزی‌مسئهه‌صدق‌کند،‌اقریب

𝑢(𝑡) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑢𝑛(𝑡). 

‌بررسی‌شده‌است.‌[56]گرایی‌این‌روش‌در‌مرجع‌‌هم

. 1)‌‌ار‌مسائل‌غلرخطی‌در‌بلش ‌شود:‌صورت‌زیر‌در‌نظر‌گرفته‌می‌،‌به‌𝐿خطی‌‌عمهگر،‌(3

𝐿𝑢(𝑡) = 𝛼𝑚𝑢
(𝑚)(𝑡) + 𝛼𝑚−1𝑢

(𝑚−1)(𝑡)+⋯+𝛼1𝑢
′(𝑡) + 𝛼1𝑢(𝑡)

=∑𝛼𝑖𝑢
𝑖(𝑡)

𝑚

𝑖=1

,                                                                          (3 .3) 

. 1)صورت‌با‌استداده‌از‌‌ها،‌عددهای‌تابت‌هستند.‌در‌این‌αiکه‌در‌آن‌ ی‌‌اابعک‌اصحلح،‌برای‌معادله‌(3

(2 .  شود:‌صورت‌زیر‌ساخته‌می‌به‌(3

𝑢𝑛+1(𝑡) = 𝑢𝑛(𝑡) +∫ 𝜆(𝑡, 𝑠) {∑𝛼𝑖𝑢𝑛
(𝑖)(𝑠)

𝑚

𝑖=1

+𝑁𝑢̃𝑛(𝑠) − 𝑔(𝑠)}𝑑𝑠,
𝑡

1
          (4 . 3) 

. 4)با‌برقرار‌نمودن‌شرط‌ایستایی‌برای‌اابعک‌اصحلح‌ ‌داریم:‌(3

𝛿𝑢𝑛+1(𝑡) = 𝛿𝑢𝑛(𝑡)+ 𝛿∫ 𝜆(𝑡, 𝑠) {∑𝛼𝑖𝑢𝑛
(𝑖)(𝑠)

𝑚

𝑖=1

}𝑑𝑠 
𝑡

1

= 𝛿𝑢𝑛(𝑡)+ 𝛼1𝛿∫ 𝜆(𝑡,𝑠)𝑢𝑛(𝑠)𝑑𝑠 
𝑡

1
+∑𝛼𝑖𝛿∫ 𝜆(𝑡, 𝑠)𝑢𝑛

(𝑖)(𝑠)𝑑𝑠 
𝑡

1

𝑚

𝑖=1
= 1,                                                                               (5 . 3)  

. 5)ی‌‌وجودآمده‌در‌رابطه‌انتگرال‌بهبرای‌‌جزء‌جزءبهگلری‌‌اکنون‌با‌استداده‌از‌انتگرال ‌آوریم:‌دست‌می‌به‌(3
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𝛿𝑢𝑛(𝑡) +∫ 𝛼1𝜆(𝑡,𝑠)𝛿𝑢𝑛(𝑠)𝑑𝑠 
𝑡

1

+ 𝛿∑𝛼𝑖

𝑚

𝑖=1

((𝜆𝑢𝑛
(𝑖−1) − 𝜆′𝑢𝑛

(𝑖−2) +⋯+ (−1)𝑖−1𝜆(𝑖−1)𝑢𝑛)
𝑠=𝑡

+ (−1)𝑖∫ 𝜆𝑖𝑢𝑛(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

1
)

= 𝛿𝑢𝑛(𝑡)+∫ {∑(−1)𝑖𝛼𝑖𝜆
(𝑖)(𝑡,𝑠)

𝑚

𝑖=1

}𝛿𝑢𝑛(𝑠)𝑑𝑠 
𝑡

1

+∑𝛼𝑖

𝑚

𝑖=1

∑(−1)𝑖+𝑗−1𝜆(𝑖−𝑗−1)(𝑡, 𝑠)𝛿𝑢𝑛
(𝑗)(𝑠)

𝑖−1

𝑗=1 𝑠=𝑡

= 1,     (6 . 3)  

. 6)ی‌‌آمده‌در‌رابطه‌دست‌های‌به‌جا‌کردن‌سری‌با‌جابه ‌دهد:‌نتلجه‌می‌(3

𝛿𝑢𝑛(𝑡) +∫ {∑(−1)𝑖𝛼𝑖𝜆
(𝑖)(𝑡, 𝑠)

𝑚

𝑖=1

}𝛿𝑢𝑛(𝑠)𝑑𝑠 
𝑡

1

+∑ ∑ (−1)𝑖+𝑗−1𝛼𝑖𝜆
(𝑖−𝑗−1)(𝑡,𝑠)𝛿𝑢𝑛

(𝑗)(𝑠)

𝑚

𝑖=𝑗+1 𝑠=𝑡

𝑚−1

𝑗=1

= 1      (1 .3) 

‌شود.‌رو‌شرایا‌ایستایی‌زیر‌حاصل‌می‌ازاین

{
 
 
 
 

 
 
 
 ∑(−1)𝑖𝛼𝑖𝜆

(𝑖)(𝑡, 𝑠)

𝑚

𝑖=1

= 1,                                                             

∑(−1)𝑖−1𝛼𝑖𝜆
(𝑖−1)(𝑡, 𝑠)

𝑚

𝑖=1 𝑠=𝑡

= −1,                                  (8 . 3)

∑ (−1)𝑖+𝑗−1𝛼𝑖𝜆
(𝑖−𝑗−1)(𝑡, 𝑠)

𝑚

𝑖=𝑗+1 𝑠=𝑡

= 1,       𝑗 = 1,2, ⋯ ,𝑚 − 1

 

𝜉چه‌از‌ارللر‌مترلر‌‌چنان = 𝑠 − 𝑡ی‌‌ی‌خطی‌مرابه‌،‌استداده‌شود،‌معادله‌𝑚‌‌‌،ام‌با‌ضرایب‌تابت𝑚شرط‌‌

‌آید:‌دست‌می‌صورت‌زیر‌به‌،‌به‌𝜆اولله‌برای‌اعللن‌
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{
 
 
 
 

 
 
 
 ∑(−1)𝑖𝛼𝑖𝜆

(𝑖)(𝜉)

𝑚

𝑖=1

= 1,                                                          

∑(−1)𝑖−1𝛼𝑖𝜆
(𝑖−1)(1)

𝑚

𝑖=1

= −1,                                  (9 .3)

∑ (−1)𝑖+𝑗−1𝛼𝑖𝜆
(𝑖−𝑗−1)(1)

𝑚

𝑖=𝑗+1

= 1,       𝑗 = 1,2, ⋯ ,𝑚 − 1

 

‌ی‌دیدرانسلل‌خطی‌زیر‌را‌در‌نظر‌بگلرید:‌برای‌مثال‌معادله

𝑢′′ +𝜔2𝑢 = 𝐴𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡+ 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑡,      (11 . 3) 
𝑢(1) = 1,       𝑢′(1) = 1.                       (11 .3) 

. 2)با‌استداده‌از‌ . 11)ی‌‌اابعک‌اصحلح‌برای‌معادله‌(3 ‌شود:‌صورت‌زیر‌ساخته‌می‌به‌(3

𝑢𝑛+1(𝑡) = 𝑢𝑛(𝑡)

+∫ 𝜆(𝑡, 𝑠){𝑢𝑛
′′(𝑠)+ 𝜔2𝑢𝑛(𝑠) − 𝐴𝑠𝑖𝑛𝜔𝑠+ 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑠}𝑑𝑠.       (12 . 3) 

𝑡

1
 

𝐿𝑢صورت‌‌خطی‌به‌عمهگرشود‌در‌این‌معادله،‌‌گونه‌که‌مشاهده‌می‌همان = 𝑢′′ +𝜔2𝑢‌‌.اوجه‌با،‌است‌

. 4)ی‌به‌رابطه‌ ‌داریم:‌(3

𝛼1 = 𝜔
2 ,               𝛼1 = 1,              𝛼2 = 1, 

‌جای ‌د‌با ‌معادلهگذاری‌این‌مقدارها . 9)ی‌‌ر ‌معادله(3 ‌برای‌اعللن‌‌ی‌مرابه‌، ‌ضرایب‌تابت، ‌با ،‌‌λی‌دو

‌آید:‌دست‌می‌صورت‌زیر‌به‌به

{
𝜆′′(𝜉)+ 𝜔2𝜆(𝜉) = 1,
𝜆′(1) = 1,                     
𝜆(1) = 1,                      

 

𝜆(𝜉)جواب‌این‌معادله‌برابر‌است‌با‌ =
1

𝜔
𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝜉)که‌‌جایی‌.‌از‌آن𝜉 = 𝑠 − 𝑡است.‌در‌نتلجه‌ضریب‌‌

‌شود:‌صورت‌زیر‌محاسبه‌می‌به‌𝜆(𝑡,𝑠)(گرانژ‌

𝜆(𝑡,𝑠) =
1
𝜔
𝑠𝑖𝑛𝜔(𝑠 − 𝑡).                                                                        (13 . 3) 

. 13)گذاری‌‌با‌جای . 12)در‌‌(3 ‌آید:‌می‌دست‌ه،‌فرمول‌اکراری‌زیر‌ب(3

𝑢𝑛+1(𝑡) = 𝑢𝑛(𝑡)

+
1
𝜔
∫ 𝑠𝑖𝑛𝜔(𝑠 − 𝑡) {𝑢𝑛

′′(𝑠)+ 𝜔2𝑢𝑛(𝑠) − 𝐴𝑠𝑖𝑛𝜔𝑠
𝑡

1
+𝐵𝑠𝑖𝑛𝑠}𝑑𝑠.                                                                    (14 . 3) 
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𝑢1(𝑡)ی‌‌حال‌با‌انتخاب‌اقریب‌اولله = 𝑢(1) = . 14)استداده‌از‌فرمول‌اکراری‌و‌‌1 ‌،خواهلم‌داشت:(3

𝑢1(𝑡) = 1+
1
𝜔
∫ 𝑠𝑖𝑛𝜔(𝑠 − 𝑡) {𝜔2 −𝐴𝑠𝑖𝑛𝜔𝑠+ 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑠}𝑑𝑠 
𝑡

1

= 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡−
𝐴

2𝜔
𝑡𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 +

𝐴

𝜔
𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡

+
𝐵

𝜔2 − 1
(𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡),                                         (15 . 3)  

. 11)ی‌‌‌واب‌دقلق‌معادلهکه‌همان‌ج  است.‌(3

ای‌نلست.‌برای‌رفع‌این‌مشکل‌‌کار‌ساده‌عنوان‌هلچ‌به‌‌𝜆ی‌ضریب‌(گرانژ‌برای‌مسائل‌غلرخطی،‌محاسبه‌‌‌

‌در‌نظر‌گرفته‌می‌های‌غلرخطی‌به‌جمهه ‌بنابراین‌ضریب‌(گرانژ‌به‌صورت‌ارللرات‌محدود صورت‌‌شوند.

‌آید.‌دست‌‌و‌در‌نتلجه‌پاس ‌دقلق‌مسئهه‌ممکن‌است‌بعد‌از‌چند‌‌اکرار‌بهشود‌‌اقریبی‌اعللن‌می

‌های‌روشنسلل‌)مانند‌ایدردله‌دمعادر‌متر‌کوچک‌راپا‌وجود‌بهروش‌اکرار‌وردشی‌که‌داشت‌باید‌اوجه‌‌‌

‌ختلاا ‌وندزی‌نلال( ‌بهجو‌ارد چنلن‌در‌این‌روش‌‌.‌همکند‌میهم‌افرها‌‌یباقراز‌نباله‌دیک‌صورت‌‌اب‌را

‌آدوملان‌و‌اختلال‌هومواوپی‌برای‌چلره‌شدن‌بر‌جملات‌غلرخطی‌نلاز‌به‌استداده‌از‌های‌روش‌فبرخلا

از‌‌λخی‌نلست.‌از‌طرفی‌دیگر‌هرگاه‌در‌اعللن‌ضریب‌(گرانژ‌‌های‌ای‌چندجمههن‌و‌ملاآدو‌های‌ای‌چندجمهه

ر‌و‌اعداد‌اکرار‌کمتر‌ا‌گاه‌روش‌با‌سرعت‌بلش‌دیدرانسلل‌استداده‌شود،‌آن‌ی‌اری‌از‌معادله‌های‌بلش‌قسمت

های‌این‌روش‌نسبت‌‌ارین‌مزیت‌عنوان‌شاخص‌اوان‌به‌چه‌گدته‌شد‌را‌می‌شود.‌آن‌مطهوب‌نزدیک‌می‌دقت‌به

های‌بزرگی‌نلز‌هست‌که‌‌احهلهی‌در‌نظر‌گرفت.‌ولی‌روش‌اکرار‌وردشی‌دارای‌علب‌های‌نلمه‌به‌سایر‌روش

‌مسائل‌کاربرد ‌حل‌بسلاری‌از ‌کارایی‌آن‌در ‌عدم ‌به که‌جواب‌مسئهه‌در‌‌ویژه‌هنگامی‌شود،‌به‌ی‌میمنجر

‌ی‌زیر‌خلاصه‌کرد:‌اوان‌در‌سه‌دسته‌ها‌را‌می‌های‌بزرگ‌مورد‌نظر‌باشد.‌این‌مشکل‌بازه

 غلرخطی‌‌عمهگر𝑁و‌قسمت‌غلرهمگن‌‌𝑔(𝑡)ی‌‌قدری‌پلچلده‌باشند‌که‌محاسبه‌ممکن‌است‌به‌

‌مواردی‌‌انتگرال ‌در ‌و ‌دشوار ‌بسلار ‌شده ‌اوللد ‌به‌غلرممکنهای ‌‌باشد. ‌مثال‌وجود ‌عمهگرعنوان

𝑁(𝑢) = √𝑢یا‌‌𝑁(𝑢) = 𝑠𝑖𝑛 (𝑢)و‌‌قسمت‌غلر‌همگن‌‌𝑔(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛 (𝑡2)در‌یک‌مسئهه‌‌

‌کارگلری‌این‌روش‌باشد.‌ممکن‌است‌مانع‌به

 منظور‌رسلدن‌به‌اقریب‌مناسب،‌ممکن‌است‌که‌اعداد‌جملات‌اقریب‌‌با‌افزایش‌اعداد‌اکرارها‌به

‌در‌به ‌آمده ‌موجب‌افزایش‌اعداد‌‌دست ‌این‌امر ‌که ‌کند ‌زیادی‌رشد ‌سرعت‌بسلار ‌با ‌اکرار هر

سازی‌‌از‌طرف‌دیگر‌ذخلره .شود‌و‌در‌نتلجه‌پلچلدگی‌و‌زمان‌با(ی‌محاسبات‌می‌ها‌گلری‌انتگرال

‌به ‌یک‌اکرار ‌محاسبه‌نتایج‌حاصل‌از ‌اشرال‌فضای‌زیادی‌از‌‌منظور ‌به ‌منجر ‌نلز ‌جدید ی‌اکرار
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‌سلستم‌محاس‌حافظه ‌‌به .شود‌باای‌میی ‌مثال‌وجود 𝑁(𝑢) عمهگرعنوان = 𝑢5 ‌اولله  ‌شروع ی‌‌و

𝑢1(𝑡) = 1+ 2𝑡 − 𝑢2 ‌اقریب‌باعث‌می  ‌در ‌جملات‌اوللد‌شده ‌اعداد ‌که ،‌𝑢1(𝑡)های‌‌شود

𝑢2(𝑡) و‌𝑢3(𝑡) در‌حالی‌برای‌بسلاری‌از‌مسائل،‌ .باشد‌جمهه‌‌251و‌ 11‌،51برابر‌‌ارالب‌به‌

‌با ‌کوچک‌نمی ‌𝑛اقریب ‌‌های ‌اقریب‌مناسبی‌باشد‌خصوصاً ‌به‌که‌هنگامیاواند دست‌‌هدف‌ما

‌.های‌بزرگ‌است‌آوردن‌جواب‌اقریبی‌مناسب‌روی‌بازه

 برای‌یک‌معادله‌می‌ دست‌‌ی‌دیدرانسلل‌ممکن‌است‌بتوان‌بلش‌از‌یک‌ضریب‌(گرانژ‌به‌دانلم‌که

ار‌و‌‌ار‌اعللن‌شود‌با‌سرعت‌بلش‌دقلقضریب‌(گرانژ‌‌هرقدردانلم‌که‌‌آورد‌و‌از‌طرف‌دیگر‌هم‌می

ولی‌مشکل‌موجود‌این‌است‌که‌هرچه‌ضریب‌ .اوان‌به‌اقریب‌بهتر‌نزدیک‌شد‌اعداد‌اکرار‌کمتر‌می

‌به .رود‌محاسبات‌نلز‌با(ار‌می‌‌ار‌شده‌و‌زمان‌ها‌پلچلده‌ی‌انتگرال‌ار‌اعللن‌شود‌محاسبه‌(گرانژ‌دقلق

ارین‌ضریب‌‌شود‌که‌از‌ساده‌اا‌حد‌امکان‌سعی‌می‌دللل‌است‌که‌در‌حل‌بسلاری‌از‌مسائل‌هملن

دست‌آوردن‌اقریب‌‌شود‌که‌برای‌به‌(گرانژ‌متناسب‌با‌مسئهه‌استداده‌شود‌و‌این‌امر‌نلز‌موجب‌می

شود‌که‌در‌اعللن‌ضریب‌(گرانژ‌بر‌سر‌‌بنابراین‌مشاهده‌می .مناسب‌اعداد‌اکرار‌روش‌را‌با(‌ببریم

‌می‌دوراهییک‌ ‌این‌نک .گلریم‌قرار ‌مشکل‌قبل‌‌برخلافته زیادی‌بر‌روی‌سرعت‌‌مقدار‌بهدو

 .گذارد‌گرایی‌اتر‌می‌هم

‌معرفی‌بهجا‌‌های‌این‌روش‌صورت‌گرفته‌است‌که‌در‌این‌های‌گوناگونی‌برای‌رفع‌علب‌ااکنون‌پژوهش

 پردازیم.‌‌‌ها‌می‌آن‌از‌بعضی

با‌اابعک‌اصحلح‌به‌بهبود‌روش‌‌ها‌های‌آدوملان‌و‌ارکلب‌آن‌ای‌با‌استداده‌از‌چندجمهه‌1 [2 ,1]بندیعباس‌

شود‌‌صورت‌حد‌یک‌دنباله‌از‌اوابع‌ظاهر‌نمی‌اکرار‌وردشی‌پرداخت.‌در‌این‌روش‌دیگر‌جواب‌مسئهه‌به

ممکن‌است‌اعداد‌محاسبات‌و‌پلچلدگی‌‌ارالب‌این‌بهکند.‌‌آدوملان‌پلدا‌می‌‌بهکه‌روش‌ماهلتی‌شبله‌روش

‌ها‌کمتر‌شود‌و‌سرعت‌محاسبات‌با(ار‌رود.‌آن

ای‌‌گونه‌با‌ارکلب‌روش‌اختلال‌هومواوپی‌و‌اابعک‌اصحلح‌به‌[39 ,38 ,37]‌و‌همکاران‌2مایدین‌ادامه‌رد‌

‌بندی‌به‌بهبود‌روش‌اکرار‌وردشی‌پرداختند.‌مشابه‌با‌روش‌‌عباس

برای‌جهوگلری‌از‌اوللد‌جملات‌نامناسب‌و‌اضافی‌در‌روش‌اکرار‌وردشی،‌‌[6 ,4]و‌همکاران‌‌3عباسی‌

‌یک‌روش‌بهبودیاف ‌اقریب‌اساس‌برته ‌روش‌همواره ‌این ‌در ‌کردند. ‌معرفی ‌را ‌اوانی ‌سری های‌‌بسا

                                                                 
1
‌Abbasbandy 

2
‌Mohyud-Din 

3
‌Abassy 
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ها‌با‌ارکلب‌اقریب‌پاده‌و‌ابدیل‌(پلاس‌با‌روش‌‌چنلن‌آن‌شود.‌هم‌ای‌از‌جواب‌مسئهه‌اوللد‌می‌چندجمهه

‌‌بهبودیافته ‌در ‌موجود ‌وردشی‌برای‌حل‌مسائل‌روی‌دامنه‌[6]ی ‌روش‌اکرار ‌دیگری‌از ‌بهبود های‌‌به

‌دست‌یافتند‌بزرگ ‌این‌روش‌[6 ,5]ار برای‌حل‌‌[23]‌و‌همکاران‌1در‌ادامه‌اوسا‌حلدری‌بهبودیافته.

‌دست‌آمد.‌شدت‌غلرخطی‌استداده‌شد‌و‌نتایج‌مناسبی‌نلز‌برای‌آن‌به‌گر‌به‌مسائل‌نوسان

غلرخطی‌ی‌‌ها‌برای‌یافتن‌جواب‌مسئهه‌هنگام‌استداده‌از‌این‌روش‌که‌به‌است‌اینرسد،‌‌نظر‌می‌چه‌به‌ولی‌آن‌

که‌‌ها‌محاسبه‌شوند.‌درحالی‌روش‌‌بایست‌اکرارهای‌زیادی‌از‌این‌ی‌کافی‌بزرگ،‌می‌اندازه‌های‌به‌روی‌بازه

‌نلست.‌‌صرفه‌به‌مقرونار‌نلز‌گدته‌شد‌‌طور‌که‌پلش‌ی‌اکرارهای‌زیاد،‌همان‌محاسبه

ی‌‌وسلهه‌دست‌آمده‌به‌،‌وجود‌یک‌پارامتر‌کمکی‌در‌روش‌اکرار‌وردشی‌که‌بتواند‌جواب‌اقریبی‌بهرو‌ازاین‌

‌برای‌بازه ‌که ‌کند ‌کنترل ‌چنان ‌را ‌کمتر ‌اهملت‌با(یی‌‌اندازه‌های‌به‌اکرارهای ‌از ‌باشد، ‌معتبر ی‌کافی‌نلز

شود.‌این‌روش‌کارایی‌‌برخوردار‌است.‌در‌بخش‌بعدی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی‌معرفی‌می

‌های‌اقریبی‌مسائل‌غلرخطی‌دارد.‌ی‌برای‌جوابگرای‌ی‌هم‌گرایی‌و‌بازه‌فراوانی‌در‌کنترل‌سرعت‌هم

‌

‌روش تکرار ور شی با یک پارامتر کمکی 3.3

‌را‌در‌روش‌اکرار‌وردشی‌معرفی‌کردند‌‌ℎناصدر ‌3و‌همکارش،‌یک‌پارامتر‌کمکی‌‌2ایهماز‌‌2111در‌سال

ر‌کمکی‌ارائه‌ی‌این‌پارامت‌هایی‌مناسب‌برای‌انتخاب‌بهلنه‌و‌همکارانش‌روش‌‌4دنبال‌آن،‌حسلنی‌.‌به[59]

گرایی‌برای‌‌ی‌هم‌گرایی‌و‌بازه‌ی‌این‌پارامتر‌کمکی‌در‌کنترل‌سرعت‌هم‌.‌انتخاب‌بهلنه[27 ,26 ,25]دادند

نهاد‌‌پلش‌‌رو،‌این‌روش‌بهبودیافته‌را‌به‌کند.‌ازاین‌ایدا‌می‌مؤتریهای‌اقریبی‌مسائل‌غلرخطی،‌نقش‌‌جواب

.‌در‌[20]نامند‌می‌‌5شی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکیروش‌اکرار‌ورد‌جی‌هوان‌خی،‌مخترع‌روش‌اکرار‌وردشی،

 شود.‌جا‌به‌معرفی‌این‌روش‌پرداخته‌می‌این

‌ی‌دیدرانسلل،‌طور‌که‌در‌بخش‌پلش‌مشاهده‌شد،‌برای‌معادله‌همان

𝐻𝑢(𝑡) = 𝐿𝑢(𝑡)+ 𝑁𝑢(𝑡)− 𝑔(𝑡) = 1,                                                             (16 . 3) 
‌دست‌آمد:‌از‌روش‌اکرار‌وردشی‌فرمول‌اکراری‌زیر‌به‌با‌استداده

𝑢𝑛+1(𝑡) = 𝑢𝑛(𝑡)+∫ 𝜆(𝑡,𝑠){𝐻𝑢𝑛(𝑠)}𝑑𝑠,
𝑡

1
             𝑛 ≥ 1,                          (11 . 3) 

                                                                 
1
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‌اابع‌دل𝑢1(𝑡)چنلن‌‌هم 𝐿𝑢1(𝑡) که‌طوری‌شود‌به‌خواهی‌انتخاب‌می‌، = با‌یک‌‌.‌روش‌اکرار‌وردشی1

. 11)،‌به‌فرمول‌اکراری‌‌ℎپارامتر‌کمکی‌با‌وارد‌کردن‌یک‌پارمتر‌کمکی‌ناصدر‌ صورت‌زیر‌معرفی‌‌به‌(3

‌شود.‌می

{
 
 

 
 𝑢1(𝑡) = 𝑢1(𝑡) + ℎ∫ 𝜆(𝑡,𝑠){𝐻𝑢1(𝑠)}𝑑𝑠,

𝑡

1
                                            

𝑢𝑛+1(𝑡,ℎ) = 𝑢𝑛(𝑡, ℎ)+ ℎ∫ 𝜆(𝑡, 𝑠){𝐻𝑢𝑛(𝑠, ℎ)}𝑑𝑠,
𝑡

1
             𝑛 ≥ 1,

        (18 . 3) 

𝑛،‌برای‌𝑢𝑛+1(𝑡,ℎ)های‌‌باید‌اوجه‌داشت‌که‌جمهه ≥ افزارهای‌محاسباای‌که‌محاسبات‌‌ی‌نرم‌وسلهه‌،‌به1

‌به ‌‌بخش‌بعدی‌بهچنلن‌در‌زیر‌آیند.‌هم‌دست‌می‌دهند،‌مانند‌ملپل‌و‌متمتلکا‌به‌راحتی‌انجام‌می‌پارامتری‌را

ی‌دیدرانسلل‌‌،‌به‌جواب‌دقلق‌معادله𝑢𝑛+1(𝑡,ℎ)های‌اقریبی‌‌جواب‌گرایی‌بررسی‌شرایا‌کافی‌برای‌هم

(16 .  شود.‌پرداخته‌می‌(3

‌می‌همان ‌که ‌جواب‌گونه ‌‌بلنلد، ‌اقریبی ‌برای‌𝑢𝑛+1(𝑡,ℎ)های ،𝑛 ≥ ‌کمکی‌1 ‌شامل‌پارامتر ،ℎ‌‌.هستند

بلانی‌دیگر،‌این‌پرسش‌که‌‌های‌این‌بخش‌است.‌به‌بحث‌ارین‌مهممکی‌یکی‌از‌ی‌این‌پارامتر‌ک‌انتخاب‌بهلنه

ی‌این‌روش‌با‌سرعت‌‌وسلهه‌آمده‌به‌دست‌گرایی‌جواب‌به‌،‌چگونه‌انتخاب‌شود‌که‌از‌هم‌ℎپارامتر‌کمکی‌

‌ناحله ‌در ‌به‌مناسب، ‌ادامه،‌‌اندازه‌ای ‌در ‌است. ‌برخوردار ‌با(یی ‌اهملت ‌از ‌باشلم، ‌مطمئن ‌بزرگ ‌کافی ی

‌شود.‌ارائه‌می‌ℎهایی‌مناسب،‌برای‌انتخاب‌پارامتر‌کمکی‌‌وشر

‌

‌گرایی روش تکرار ور شی با یک پارامتر کمکی هم 3.3.1

‌منظور‌هملن‌بهگلرد.‌‌گرایی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی‌مورد‌مطالعه‌قرار‌می‌جا‌هم‌در‌این

 .[46]ار‌شود‌گرایی‌آسان‌هم‌دهلم‌اا‌بررسی‌نخست‌بلانی‌دیگر‌از‌روش‌یادشده‌را‌ارائه‌می

. 16)ی‌دیدرانسلل‌‌فرض‌کنلد‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی،‌روی‌معادله کار‌رفته‌است.‌‌به‌(3

‌شود:‌صورت‌زیر‌اعریف‌می‌به‌،𝐴 ‌عمهگرصورت‌‌در‌این

‌‌‌‌𝐴𝑢(𝑡) = ℎ ∫ 𝜆(𝜏)𝐻𝑢(𝜏)𝑑𝜏,
𝑡

1                                                                           (19 . 3) 
𝑛،‌برای‌𝑠𝑛و‌‌𝑣𝑛چنلن،‌مترلرهای‌‌هم ≥ ‌شوند:‌صورت‌زیر‌اعریف‌می‌،‌به1

{
𝑣1(𝑡) = 𝑢1(𝑡),

𝑠1(𝑡) = 𝑣1(𝑡),
         

{
𝑣1 (𝑡,ℎ) = 𝐴𝑠1(𝑡),                

𝑠1(𝑡) = 𝑠1(𝑡) + 𝑣1(𝑡, ℎ),   
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𝑛و‌در‌حالت‌عمومی‌برای‌ ≥ 1،‌

{
𝑣𝑛+1(𝑡,ℎ) = 𝐴𝑠𝑛(𝑡, ℎ),                    

𝑠𝑛+1(𝑡,ℎ) = 𝑠𝑛(𝑡, ℎ)+ 𝑣𝑛+1(𝑡,ℎ),
                                                               (21 . 3)         

‌دهلم:‌صورت‌قرار‌می‌در‌این

𝑢(𝑡, ℎ) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑠𝑛(𝑡, ℎ) = 𝑣1(𝑡) +∑𝑣𝑛(𝑡, ℎ)

∞

𝑛=1

,                                         (21 . 3) 

𝐿𝑢1(𝑡)که‌‌طوری‌شود‌به‌خواهی‌انتخاب‌می‌،‌اابع‌دل𝑢1(𝑡)که‌در‌آن‌اقریب‌صدرم‌ = 1. 

. 21)سری‌جواب‌ ‌دیگر‌بلان‌بهشود.‌‌ب‌زده‌میی‌نخست‌آن‌اقری‌جمهه‌𝑁ی‌‌وسلهه‌به‌(3

‌سری

𝑢𝑁(𝑡,ℎ) = 𝑣1(𝑡)+∑𝑣𝑛(𝑡,ℎ)

∞

𝑛=1

,                                                                 (22 . 3) 

. 16)ی‌دیدرانسلل‌)‌ام‌جواب‌معادله‌‌𝑁عنوان‌اقریب‌‌به  شود.‌در‌نظر‌گرفته‌می‌(3

است‌که‌در‌زیربخش‌بعدی‌به‌‌ℎ،‌شامل‌یک‌پارامتر‌کمکی‌𝑢𝑁(𝑡,ℎ)یبی‌باید‌اوجه‌داشت‌که‌جواب‌اقر

‌بهلنه‌چگونگی ‌می‌اعللن ‌پرداخته ‌آن ‌به‌ی ‌بررسی‌شرایا‌کافی‌برای‌هم‌شود. گرایی‌روش‌اکرار‌‌منظور

‌.[17]شوند‌‌های‌زیر‌بلان‌می‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی‌و‌خطای‌حاصل‌از‌آن،‌قضله

. 19)در‌‌شده‌اعریف،‌‌‌𝐴هگرعمفرض‌کنلد‌‌.3.2.1 قضیه باشد.‌اگر‌‌‌𝐻اوی‌به‌𝐻روی‌فضای‌هلهبرت‌‌(3

ℎ̃ ≠ 1, 1 < 𝛾 < ‌،‌چنان‌موجود‌باشند‌که‌1

{

‖𝐴𝑠1(𝑡)‖ ≤ 𝛾 ‖𝑠1(𝑡)‖,                                                  

‖𝐴𝑠1(𝑡, ℎ̃)‖ ≤ 𝛾 ‖𝐴𝑠1(𝑡)‖,                                          

  ‖𝐴𝑠𝑛(𝑡, ℎ̃)‖ ≤ 𝛾 ‖𝐴𝑠𝑛−1(𝑡, ℎ̃)‖,         𝑛 = 2,3,4,⋯    
                            (23 . 3) 

. 21)گاه‌سری‌جواب‌‌آن ‌یعنی‌(3

𝑢(𝑡) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑠𝑛(𝑡, ℎ̃) = 𝑣1(𝑡)+∑𝑣𝑛(𝑡, ℎ̃)

∞

𝑛=1

,                           

‌گراست.‌مه

‌اثبات ‌می: ‌داده n=1{sn}شود‌که‌‌برای‌اتبات‌نشان
‌بهاست.‌‌Hی‌کوشی‌در‌فضای‌هلهبرت‌‌،‌یک‌دنباله∞

‌در‌نظر‌بگلرید:‌منظور‌هملن

‖𝑠𝑛+1 − 𝑠𝑛‖ = ‖𝑣𝑛+1‖ = ‖𝐴𝑠𝑛‖ ≤ 𝛾 ‖𝐴𝑠𝑛−1‖ ≤ 𝛾
2  ‖𝐴𝑠𝑛−2‖ ≤ ⋯ ≤ 𝛾𝑛+1  ‖𝑠1‖

= 𝛾𝑛+1  ‖𝑣1‖.                                                                   (24 . 3) 
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nچنلن‌برای‌هر‌‌هم ≥ j‌‌:داریم‌

‖𝑠𝑛 − 𝑠𝑗‖ = ‖(𝑠𝑛 − 𝑠𝑛−1)+ (𝑠𝑛−1 − 𝑠𝑛−2) +⋯+ (𝑠𝑗+1 − 𝑠𝑗)‖

≤ ‖𝑠𝑛 − 𝑠𝑛−1‖ + ‖𝑠𝑛−1 − 𝑠𝑛−2‖ +⋯+ ‖𝑠𝑗+1 − 𝑠𝑗‖

≤ 𝛾𝑛 ‖𝑣1‖+ 𝛾
𝑛−1  ‖𝑣1‖+⋯+ 𝛾

𝑗+1  ‖𝑣1‖ =
1− 𝛾𝑛−𝑗

1− 𝛾
𝛾𝑗+1‖𝑣1‖, 

1که‌‌‌جایی‌از‌آن < 𝛾 < ‌شود:‌است،‌نتلجه‌می‌1

𝑙𝑖𝑚
𝑛,𝑗→∞

‖𝑠𝑛 − 𝑠𝑗‖ = 1 . 

𝑛=1{𝑠𝑛}‌رو‌ازاین
‌است.‌این‌یعنی‌سری‌𝐻ی‌کوشی‌در‌فضای‌هلهبرت‌‌،‌یک‌دنباله∞

𝑢(𝑡) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑠𝑛(𝑡, ℎ̃) = 𝑣1(𝑡)+∑𝑣𝑛(𝑡, ℎ̃)

∞

𝑛=1

,                           

‌‌شود.‌گراست‌و‌اتبات‌کامل‌می‌هم

ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌‌وسلهه‌گرایی‌سری‌اوللدشده‌به‌ی‌با(‌شرایا‌کافی‌برای‌هم‌در‌قضله

‌پرسش‌ ‌این ‌اکنون ‌شد. ‌ارائه ‌میکمکی، ‌جواب‌معادله‌مطرح ‌سری‌اوللدشده ‌این ‌که ی‌دیدرانسلل‌‌شود

(16 . ‌شود.‌ی‌بعدی‌به‌این‌پرسش‌پاس ‌داده‌می‌است‌یا‌نه؟‌در‌قضله‌(3

‌

,𝜆(𝜏 فرض‌کنلد‌ضریب‌(گرانژ‌.3.2.2 قضیه 𝑡)16)ی‌دیدرانسلل‌‌،‌برای‌معادله‌ . ی‌‌ی‌نظریه‌وسلهه‌به‌(3

‌باشلم:‌‌داشته‌‌‌𝐻اوی‌به‌‌𝐻 ،‌از‌فضای‌هلهبرت‌𝑘هر‌اابع‌چه‌برای‌‌آمده‌است.‌چنان‌دست‌وردشی‌به

𝐿{∫ 𝜆(𝜏)𝑘(𝜏)𝑑𝜏 
𝑡

1
} = −𝑘(𝑡),                                                                     (25 . 3)  

‌‌دراین ‌اگر 𝑢(𝑡)صورت = 𝑣1(𝑡) + ∑ 𝑣𝑛(𝑡, ℎ̃)
∞
𝑛=1هم‌ ‌آن‌، ‌باشد، ‌‌گرا ‌یک‌جواب‌دقلق‌𝑢(𝑡)گاه ،

. 16)ی‌دیدرانسلل‌‌معادله ‌است.‌(3

𝑢(𝑡)فرض‌کنلد‌سری‌:‌اثبات = 𝑣1(𝑡) + ∑ 𝑣𝑛(𝑡, ℎ̃)
∞
𝑛=1صورت‌داریم:‌گرا‌باشد،‌دراین‌،‌هم‌

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑣𝑛(𝑡, ℎ̃) = 1 , 

[𝑣1(𝑡) − 𝑣1(𝑡, ℎ̃)] +∑[𝑣𝑗(𝑡, ℎ̃) − 𝑣𝑗+1(𝑡, ℎ̃)]

𝑛

𝑗=1

= 𝑣1(𝑡)− 𝑣𝑛+1(𝑡, ℎ̃), 

‌چنلن‌هم
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[𝑣1(𝑡) − 𝑣1(𝑡, ℎ̃)] +∑[𝑣𝑗(𝑡, ℎ̃) − 𝑣𝑗+1(𝑡, ℎ̃)]

∞

𝑗=1

= 𝑣1(𝑡)− 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑣𝑛+1(𝑡, ℎ̃)

= 𝑣1(𝑡)                                                                                       (26 . 3)  
. 26)ی‌‌روی‌دو‌طرف‌معادله‌‌به‌𝐿خطی‌‌عمهگرکاربردن‌‌با‌به ‌آید:‌دست‌می‌به‌(3

𝐿[𝑣1(𝑡)− 𝑣1(𝑡, ℎ̃)] +∑𝐿[𝑣𝑗(𝑡, ℎ̃) − 𝑣𝑗+1(𝑡, ℎ̃)]

∞

𝑗=1

= 𝐿[𝑣1(𝑡)]

= 1,                                                                                            (21 . 3) 
. 19)های‌‌به‌اعریف‌اوجه‌بااکنون‌ . 21)و‌‌(3 . 25)و‌فرض‌‌(3 ‌خواهلم‌داشت:‌(3

𝐿[𝑣1(𝑡)− 𝑣1(𝑡, ℎ̃)] = 𝐿[𝑣1(𝑡)] − 𝐿[𝐴𝑠1(𝑡)] = −𝐿 {ℎ̃∫ 𝜆(𝜏)𝐻𝑠1(𝜏)𝑑𝜏 
𝑡

1
}

= ℎ̃𝐻𝑠1(𝑡), 
𝐿[𝑣1(𝑡, ℎ̃) − 𝑣2(𝑡, ℎ̃)] = 𝐿[𝑣1(𝑡, ℎ̃)] − 𝐿[𝑣2(𝑡, ℎ̃)] =  𝐿[𝐴𝑠1(𝑡)] − 𝐿[𝐴𝑠1(𝑡, ℎ̃)]

= 𝐿 {ℎ̃ ∫ 𝜆(𝜏)𝐻𝑠1(𝜏)𝑑𝜏 
𝑡

1
}− 𝐿 {ℎ̃∫ 𝜆(𝜏)𝐻𝑠1(𝜏)𝑑𝜏 

𝑡

1
}

= ℎ̃𝐻𝑠1(𝑡, ℎ̃) − ℎ̃𝐻𝑠1(𝑡), 

𝑗طور‌مشابه‌برای‌‌به ≥ ‌آید:‌دست‌می‌،‌به2

𝐿[𝑣𝑗(𝑡, ℎ̃) − 𝑣𝑗+1(𝑡, ℎ̃)] = ℎ̃𝐻𝑠𝑗(𝑡, ℎ̃) − ℎ̃𝐻𝑠𝑗−1(𝑡, ℎ̃). 
‌رو‌داریم:‌ازاین

𝐿[𝑣1(𝑡)− 𝑣1(𝑡, ℎ̃)] +  𝐿[𝑣1(𝑡, ℎ̃) − 𝑣2(𝑡, ℎ̃)] +∑𝐿[𝑣𝑗(𝑡, ℎ̃) − 𝑣𝑗+1(𝑡, ℎ̃)]

𝑛

𝑗=2

= ℎ̃𝐻𝑠1(𝑡)+ ℎ̃{𝐻𝑠1(𝑡, ℎ̃) − 𝐻𝑠1(𝑡)}+ ℎ̃{𝐻𝑠𝑛(𝑡, ℎ̃) − 𝐻𝑠1(𝑡, ℎ̃)}

= ℎ̃𝐻𝑠𝑛(𝑡, ℎ̃) = ℎ̃𝐻 [𝑣1(𝑡)+∑𝑣𝑗(𝑡, ℎ̃)

𝑛

𝑗=1

], 

‌بنابراین

𝐿[𝑣1(𝑡)− 𝑣1(𝑡, ℎ̃)] +∑𝐿[𝑣𝑗(𝑡, ℎ̃) − 𝑣𝑗+1(𝑡, ℎ̃)]

∞

𝑗=1

= ℎ̃𝐻 [𝑣1(𝑡) +∑𝑣𝑗(𝑡, ℎ̃)

∞

𝑗=1

],                     (28 .3) 

. 19)به‌‌اوجه‌باپس‌ . 21)و‌‌(3 ‌آید:‌دست‌می‌به‌(3
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ℎ̃𝐻 [𝑣1(𝑡) +∑𝑣𝑗(𝑡, ℎ̃)

∞

𝑗=1

]= 1 . 

‌آن ‌کمکی‌‌از ‌پارامتر u(t)شود‌که‌‌،‌ناصدر‌است،‌مشاهده‌میℎ̃جایی‌که = v1(t)+ ∑ vn(t, h̃)
∞
n=1،‌

. 16)ی‌دیدرانسلل‌‌یک‌جواب‌دقلق‌معادله ‌‌شود.‌است‌و‌اتبات‌کامل‌می‌(3

𝑢(𝑡)کنلد‌سری‌جواب‌فرض‌‌.3.2.3قضیه  = 𝑣1(𝑡) + ∑ 𝑣𝑛(𝑡, ℎ̃)
∞
𝑛=116)شده‌در‌‌،‌اعریف . 3)‌،

‌معادله ‌دقلق ‌جواب ‌‌به ‌دیدرانسلل . 16)ی ‌‌هم‌(3 ‌متناهی ‌سری ‌اگر ‌باشد. 𝑢𝑁(𝑡)گرا = 𝑣1(𝑡) +

∑ 𝑣𝑛(𝑡, ℎ̃)
𝑁
𝑛=1صورت‌زیر‌‌طای‌ممکن،‌بهارین‌خ‌گاه‌بلش‌عنوان‌جواب‌اقریبی‌در‌نظر‌گرفته‌شود،‌آن‌،‌به

‌شود.‌اخملن‌زده‌می

‖𝑢(𝑡) − 𝑢𝑁(𝑡)‖ ≤
1

1− 𝛾
𝛾𝑁+1‖𝑣1‖. 

. 24)به‌نامساوی‌‌اوجه‌با:‌اثبات 𝑛 ،‌برای‌هر(3 ≥ 𝑁داریم‌‌،:‌

‌‖𝑠𝑛 − 𝑠𝑁‖ ≤
1−𝛾𝑛−𝑁

1−𝛾
𝛾𝑁+1‖𝑣1‖, 

𝑢(𝑡)که‌‌جایی‌از‌آن = 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ 𝑠𝑛1و‌‌ < 𝛾 < ‌شود‌،‌نتلجه‌می1

‖𝑢(𝑡) − 𝑢𝑁(𝑡)‖ ≤
1

1− 𝛾
𝛾𝑁+1‖𝑣1‖, 

‌شود.‌و‌اتبات‌کامل‌می

‌اوان‌اعریف‌کرد:‌طور‌خلاصه‌می‌به

𝛽
𝑖
= {

‖𝑣𝑖+1‖

‖𝑣𝑖‖
,                         ‖𝑣𝑖‖ ≠ 1,

1                               ‖𝑣𝑖‖ = 1,      
         𝑖 = 1,1,2, ⋯. 

‌ ‌اگر 1اکنون < 𝛽
𝑖
< 1‌‌ 𝑖برای = 1,1,2, ‌آن‌⋯ ،‌‌ ‌جواب ‌سری 𝑢(𝑡)گاه = 𝑣1(𝑡) +

∑ 𝑣𝑛(𝑡, ℎ̃)
∞
𝑛=116)ی‌دیدرانسلل‌‌،‌به‌جواب‌دقلق‌‌معادله . ی‌‌چنلن‌با‌اوجه‌به‌قضله‌گراست.‌هم‌هم‌(3

‌شود.‌صورت‌زیر‌اخملن‌زده‌می‌،‌کران‌با(ی‌خطای‌ایجادشده‌به(3.2.3)

‖𝑢(𝑡) − 𝑢𝑁(𝑡)‖ ≤
1

1− 𝛽
𝛽
𝑁+1

‖𝑣1‖, 

𝛽که‌در‌آن‌‌ = 𝑚𝑎𝑥{𝛽
𝑖
, 𝑖 = 1,1,2, ⋯ }.‌

‌نخستلن‌جمهه ‌داشت‌که ‌اوجه ‌هلچ‌‌باید ‌سری‌جواب، ‌ندارند.‌‌روی‌هم‌اأتلریهای‌متناهی‌از گرایی‌آن

𝛽بلانی‌دیگر،‌اگر‌‌به
𝑖
𝑖که‌‌‌ها‌هنگامی‌ = 1,1,2, 𝑖از‌یک‌نباشند‌ولی‌برای‌‌ار‌کوچک،‌⋯ > 𝑙‌،داشته‌باشلم‌،
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𝛽
𝑖
< ‌دراین1 ،‌‌ ‌جواب ‌سری ‌بازهم 𝑢(𝑡)صورت = 𝑣1(𝑡) + ∑ 𝑣𝑛(𝑡, ℎ̃)

∞
𝑛=1دقلق‌‌‌ ‌جواب ‌به ،

. 16)ی‌دیدرانسلل‌‌معادله ‌گراست.‌هم‌(3

‌

‌پارامتر کمکیی  انتخاب بهینه 3.3.2

,𝑢(𝑡ار‌گدته‌شد،‌جواب‌‌گونه‌که‌پلش‌همان ℎ)ش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌ی‌رو‌وسلهه‌آمده‌به‌دست‌،‌به

‌کمکی‌ناصدر‌ ‌پارامتر ‌یک ‌شامل ‌انتخاب‌بهلنه‌ℎکمکی، ‌اهملت‌فراوانی‌‌است. ‌کمکی‌از ی‌این‌پارامتر

‌به ‌است. ‌هنگامی‌برخوردار ‌جواب‌معادله‌ویژه ‌‌که . 16)ی‌دیدرانسلل‌ ی‌کافی‌‌اندازه‌های‌به‌روی‌دامنه‌(3

کارهایی‌‌جا‌راه‌در‌این‌.شود‌،‌دوچندان‌می‌ℎمتر‌کمکی‌بزرگ‌مورد‌نظر‌باشد،‌اهملت‌انتخاب‌درست‌پارا

‌منحنی ‌به‌‌مناسب‌مانند‌رسم منحنی‌و‌استداده‌از‌اابع‌باقلمانده،‌برای‌انتخاب‌این‌پارامتر‌-‌‌ℎهای‌موسوم

‌‌کمکی ‌پژوهش‌ااکنونکه ‌اوجه ‌است‌مورد ‌بوده ‌می‌گران ‌پایان‌یک‌روش‌پلشنهادی‌با‌شود‌ارائه ‌در ‌و ،

𝛽استداده‌از‌اوابع‌
𝑖

،‌که‌به‌شود‌معرفی‌می‌ℎمعرفی‌شده‌در‌قسمت‌قبل‌برای‌انتخاب‌مناسب‌پارامتر‌کمکی‌‌

‌.بخشد‌نوعی‌همگرایی‌روش‌را‌نلز‌اضملن‌می

ℎ  -منحنی 

‌مرابه ‌اقریبی ‌جواب ‌کنلد ‌‌فرض ‌‌𝑁ی ‌𝑢𝑁(𝑡,ℎ) ام، ‌ناصدر ‌کمکی ‌پارامتر ‌یک ‌شامل ‌که ،ℎ‌‌،است

،‌‌ℎمنظور‌انتخاب‌پارامتر‌کمکی‌‌دست‌آمده‌باشد.‌به‌امتر‌کمکی‌بهی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پار‌وسلهه‌به

‌شود:‌صورت‌زیر‌اعریف‌می‌،‌به‌𝛾اابع‌

𝛾(ℎ) =
𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
𝑢𝑁(𝑡, ℎ)𝑡=𝛼 

رسم‌‌𝛾~ℎی‌یک‌منحنی‌‌وسلهه‌اوان‌به‌را‌می‌𝛾(ℎ)شوند.‌‌‌‌خواه‌انتخاب‌می‌طور‌دل‌،‌به‌𝛼و‌‌𝑚که‌در‌آن‌

‌آن‌ ‌به ‌که ‌با‌اوجه‌به‌قضله‌منحنی‌می‌‌-‌ℎکرد ‌از‌‌های‌هم‌امام‌سری‌(2.2.3)ی‌‌گویند. ی‌‌وسلهه‌،‌به‌γگرا

گرا‌به‌‌ها‌هم‌ی‌آن‌گرا‌هستند،‌پس‌اگر‌جواب‌یکتا‌باشد،‌همه‌،‌‌به‌مقدار‌واقعی‌آن‌هم‌ℎمقدارهای‌متداوت‌

‌یکسان‌هستند،‌بنابراین‌یک‌قطعه‌خا‌افقی‌در‌ ‌ℎبه‌یک‌ناحله‌از‌منحنی‌وجود‌دارد‌که‌‌‌-‌ℎیک‌مقدار

را‌از‌این‌ناحله‌انتخاب‌و‌در‌سری‌‌ℎاگر‌‌رو‌ازاینشود.‌‌نمایش‌داده‌می‌𝑅(ℎ)ی‌‌وسلهه‌شود‌که‌به‌مربوط‌می

‌آن ‌شود، ‌داده ‌قرار ‌سری‌جواب‌هم‌جواب ‌اغهب‌موارد، ‌در ‌می‌گاه ‌پس‌روش‌بلان‌گرا ‌با(‌‌‌شود، ‌در شده

‌.[27 ,26 ,25]‌واقع‌شود‌مؤتر‌‌ℎاواند‌در‌انتخاب‌مقدار‌مناسب‌‌می
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ℎ‌-نام‌‌احهلهی‌به‌های‌نلمه‌عنوان‌مشهورارین‌روش‌انتخاب‌پارامتر‌کمکی‌در‌یکی‌دیگر‌از‌روش‌،‌بهمنحنی‌‌

 [33] .شود‌شناخته‌می  1آناللز‌همواوپی

‌

  مانده تابع باقی 

ی‌‌ه،‌برای‌معادل𝑢𝑁(𝑡,ℎ) روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی،‌جواب‌اقریبی‌‌کمک‌بهفرض‌کنلد‌

‌دیدرانسلل‌غلرخطی

𝐿𝑢(𝑡) + 𝑁𝑢(𝑡)− 𝑔(𝑡) = 1,               1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇                                              (29 . 3) 
‌است.‌به‌به برای‌جواب‌اقریبی‌‌مانده‌،‌اابع‌باقی‌ℎی‌پارامتر‌کمکی‌ناصدر‌‌منظور‌انتخاب‌بهلنه‌دست‌آمده

 uN(t,h)شود.‌صورت‌زیر‌اعریف‌می‌،‌به‌

𝑅𝑁(𝑡,ℎ) = 𝐿𝑢𝑁(𝑡, ℎ)+ 𝑁𝑢𝑁(𝑡, ℎ)− 𝑔(𝑡),                                                   (31 . 3) 
‌شود:‌صورت‌زیر‌در‌نظر‌گرفته‌می‌،‌بهRNاابع‌‌2-دنبال‌آن‌نرم‌و‌به

𝐸𝑁(ℎ) =
1
𝑇
√∫ |𝑅𝑁(𝑡,ℎ)|

2𝑑𝑡
𝑇

1
,                                                                      (31 . 3)         

صورت‌‌ی‌انتگرال‌با(‌آسان‌نلست.‌دراین‌رو‌محاسبه‌،‌زیاد‌هستند،‌ازاین‌𝑢𝑁(𝑡,ℎ) های‌‌اغهب،‌اعداد‌جمهه

‌،‌‌بسلار‌مدلد‌است.𝐸𝑁(ℎ)ی‌‌گلری‌عددی‌برای‌محاسبه‌های‌انتگرال‌استداده‌از‌روش

‌صورت‌زیر‌استداده‌کرد.‌،‌به𝑅𝑁اابع‌‌2-ی‌نرم‌،‌از‌بلان‌گسسته‌اوان‌برای‌سادگی‌میچنلن‌‌هم

𝐸̃𝑁(ℎ) =
1

𝑀 + 1
√∑|𝑅𝑁(𝑡𝑖,ℎ)|

2

𝑀

𝑖=1

 ,                                                               (32 . 3)         

‌که‌در‌آن،

𝑡𝑖 = 𝑖
𝑇

𝑀
,                         𝑖 = 1,1,2,⋯ ,𝑀.                                                         (33 . 3) 

. 29)ی‌دیدرانسلل‌‌،‌جواب‌دقلق‌معادله𝑢𝑁(𝑡,ℎ) چه‌‌چنان ،‌𝐸𝑁(ℎ)دنبال‌آن‌‌و‌به‌‌𝑅𝑁(𝑡,ℎ)باشد،‌‌(3

به‌صدر‌‌𝐸𝑁(ℎ)ای‌انتخاب‌شود‌که‌‌گونه‌،‌به‌ℎمتر‌کمکی‌شود،‌پارا‌نهاد‌می‌رو،‌پلش‌برابر‌صدر‌هستند،‌ازاین

ملنلمم‌‌𝐸𝑁(ℎ)ازای‌آن،‌اابع‌‌مناسب،‌مقداری‌است‌که‌به‌ℎبلانی‌دیگر،‌پارامتر‌کمکی‌‌ار‌باشد.‌به‌نزدیک

‌.[27 ,26 ,17]‌شود

                                                                 
1
‌ Homotopy Analysis Metho 
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‌‌یافتن‌نقطه ‌اابع ‌نرم𝐸𝑁(ℎ)ی‌ملنلمم ‌از ‌استداده ‌با همانند‌ملپل‌و‌متمتلکا،‌‌افزارهای‌محاسباای‌پلشرفته،‌،

راحتی‌‌اوان‌به‌،‌می‌ℎبرحسب‌پارامتر‌‌𝐸𝑁(ℎ)عنوان‌نمونه،‌با‌رسم‌نمودار‌اابع‌‌پذیر‌است.‌به‌راحتی‌امکان‌به

‌.[26 ,25]دست‌آورد‌‌صورت‌اقریبی‌به‌به‌را‌آنی‌ملنلمم‌‌نقطه

‌

 روش پیشنها ی

‌ر‌قسمت‌قبل‌بلان‌شد‌کهدر‌بخش‌آناللز‌همگرایی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌پارامتر‌کمکی‌د

‖𝑢(𝑡) − 𝑢𝑁(𝑡)‖ ≤
1

1− 𝛽
𝛽
𝑁+1

‖𝑣1‖, 

. 29)ی‌دیدرانسلل‌‌جواب‌دقلق‌معادله‌𝑢(𝑡)که‌در‌آن‌ 3)‌،𝑢𝑁(𝑡)روش‌آمده‌از‌‌دست‌جواب‌اقریبی‌به‌

𝛽چنلن‌‌.‌هم‌اکرار‌وردشی‌با‌پارامتر‌کمکی‌و‌
𝑖
‌باشند:‌زیر‌می‌صورت‌بهها‌‌

𝛽
𝑖
= {

‖𝑣𝑖+1‖

‖𝑣𝑖‖
,                         ‖𝑣𝑖‖ ≠ 1,

1                               ‖𝑣𝑖‖ = 1,      
         𝑖 = 1,1,2, ⋯. 

‌ ‌اینکه ‌به ‌اوجه ‌با 1اگر < 𝛽
𝑖
< 1‌‌ 𝑖برای = 1,1,2, ‌آن‌⋯ ،‌‌ ‌جواب ‌سری 𝑢(𝑡)گاه = 𝑣1(𝑡) +

∑ 𝑣𝑛(𝑡, ℎ)
∞
𝑛=116)ی‌دیدرانسلل‌‌عادله،‌به‌جواب‌دقلق‌‌م . های‌‌نخستلن‌جمهه‌که‌،‌و‌اینگراست‌هم‌(3

𝛽اوان‌از‌‌می‌گرایی‌آن‌ندارند‌روی‌هم‌اأتلریمتناهی‌از‌سری‌جواب،‌هلچ‌
𝑖
, 𝑖 = 𝑙 + 1, 𝑙 + 2, ⋯ ,𝑁‌

‌‌ℎاستداده‌کرد‌و‌ 𝛽اعللن‌کرد‌که‌‌ای‌گونه‌بهرا
𝑖
1ها‌در‌نامعادله‌‌ < 𝛽

𝑖
< کرد‌‌صدق‌کنند‌اا‌با‌این‌روی‌1

‌شود.‌اضملنهمگرایی‌روش‌‌شده‌بلاناعللن‌شود‌و‌هم‌با‌اوجه‌به‌مطالب‌‌ℎهم‌پارامتر‌کمکی‌

‌راه ‌‌یکی‌از 1نامعاد(ت‌حل‌کارها < 𝛽
𝑖
< 𝑖برای‌‌‌1 = 𝑙 + 1, 𝑙 + 2, ⋯ ,𝑁هایی‌‌باشد‌که‌بازه‌می‌

دست‌‌به‌ℎای‌اعللن‌ای‌مناسب‌بر‌اوان‌بازه‌ها‌می‌دست‌آوردن‌اشتراک‌این‌بازه‌آوریم،‌با‌به‌دست‌می‌به‌ℎبرای‌

با‌‌ℎو‌حل‌نامعاد(ت‌با‌درجه‌با(‌برحسب‌‌نویسی‌برنامهکار‌فوق‌در‌‌سازی‌راه‌برای‌پلاده‌که‌ازآنجاییآورد.‌

برای‌اعللن‌پارامتر‌‌حل‌نامعاد(ت‌جای‌بهگزین‌‌یک‌جای‌عنوان‌به‌اوان‌از‌راهکار‌زیر‌مشکل‌مواجه‌شده،‌می

‌𝛽به‌این‌صورت‌که‌مجموع‌استداده‌کرد‌ℎکمکی‌
𝑖

‌برای‌‌ 𝑖را = 𝑙 + 1, 𝑙 + 2, ⋯ ,𝑁ملنلمم‌کرده‌به‌‌

∑ای‌انتخاب‌شود‌که‌گونه‌،‌به‌ℎپارامتر‌کمکی‌این‌معنی‌که‌ 𝛽𝑖(ℎ)
𝑁
𝑖=𝑙+1بلانی‌‌ار‌باشد.‌به‌به‌صدر‌نزدیک‌‌

‌ ‌کمکی ‌پارامتر ‌‌ℎدیگر، ‌که ‌است ‌مقداری ‌‌ازای‌بهمناسب، ‌اابع ∑آن، 𝛽𝑖(ℎ)
𝑁
𝑖=𝑙+1شود‌‌ ‌‌ملنلمم

.[899910]‌  
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‌مقدمه 4.1

اخلر‌ دهه سه طی مختهف، های‌زملنه در آن فراوان کاربردهای دللل به کسری، انتگرال و دیدرانسلل حساب

حافظه‌ اوصلف برای خوب بسلار ابزار یک کسری اتمشتق .است گرفته قرار محققان از بسلاری اوجه مورد

در‌ کسری مشتقات اساسی براری موجب موضوع این .است فرآیندها و مواد از بسلاری موروتی خواص و

 مکانلکی‌و های‌ویژگی مدل‌بندی در کسری مشتقات خواص همچنلن .باشد‌می معمولی مشتقات با مقایسه

مسائل‌ از بسلاری در کسری مشتقات . گلرند‌می قرار استداده مورد ها‌زملنه از بسلاری در مواد الکتریکی

نلواونی‌و‌ سلا(ت در نازک بزرگ صدحات حرکت مواد، در فرکانس به وابسته ملرایی رفتار مانند فلزیکی

 .[53 ,52 ,41]‌شوند‌می ظاهر دیناملکی های‌سلستم در کنترل مسائل

برخوردار‌ با(یی‌اهملت از کسری دیدرانسلل معاد(ت لح کسری، مشتقات فراوان کاربردهای به اوجه با

‌های‌روش برخلاف و نلست پذیر‌امکان کسری دیدرانسلل معاد(ت دقلق جواب آوردن دست‌به معمو(ً .است

در‌ مهمی و اساسی موضوع طو(نی مدت برای که صحلح ی‌مرابه دیدرانسلل معاد(ت حل برای عددی

حالت‌ در کسری دیدرانسلل معاد(ت حل برای زیادی عددی های‌روش اند‌بوده محاسباای و عددی ریاضلات

اک‌ کسری دیدرانسلل معاد(ت حل برای فقا شده‌ارائه عددی های‌روش از بسلاری و ندارد وجود کهی

 کسری‌چند دیدرانسلل معاد(ت حل برای عددی های‌روش البته .اند‌شده ارائه یک از کمتر مرابه با و ای‌مرابه

 ای‌مرابهچند‌ کسری دیدرانسلل معاد(ت حل برای زیادی های‌روش هنوز ولی اند‌شده ارائه خطی ای‌مرابه

‌برای [53 ,41] نلست دسترس در غلرخطی  یکتایی‌جواب و وجود به راجع بلشتر جزئلات بررسی .

‌‌‌‌.کنلد رجوع‌[51 ,36 ,16]به‌ کسری دیدرانسلل معاد(ت

‌

 با مشتق کسری تر کمکی برای حل برخی از مسائل غیرخطیبا یک پارام یور ش تکرارروش  4.2
کارایی‌فراوان‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی‌برای‌حل‌طلف‌‌دادن‌نشانمنظور‌‌در‌این‌بخش‌به

‌های‌اقریبی‌معاد(ت‌زیر‌،‌از‌این‌روش‌برای‌یافتن‌جواببا‌مشتق‌کسری‌غلرخطیای‌از‌مسائل‌‌گسترده

‌شود.‌ه‌میاستداد‌های‌بزرگ‌روی‌دامنه

 کسری‌شبه‌موج‌و‌شبه‌گرمامعاد(ت‌دیدرانسلل‌‌
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 کسری‌انتشار‌همرفتمعاد(ت‌دیدرانسلل‌‌

‌

 کسری شبه موج و شبه گرمامعا لات  یفرانسیل  4.2.1

ی‌زمانی‌هستند‌‌یک‌خانواده‌از‌معاد(ت‌دیدرانسلل‌با‌مشتقات‌جزئی‌وابسته‌2گرما‌و‌شبه‌1موج‌معاد(ت‌شبه

های‌فلزیکی‌مانند‌جریان‌در‌کابل‌‌دهند.‌پدیده‌فلزیکی‌و‌عهوم‌مهندسی‌را‌شرح‌می‌های‌که‌بسلاری‌از‌پدیده

ی‌این‌معاد(ت‌مورد‌‌وسلهه‌به‌5و‌انش‌زلزلهخاک‌ در‌4،‌امواج‌کشسان‌غلرهمگن3ی‌ابررسانای‌اخت‌دو(یه

 .[24 ,34 ,11]‌گلرند‌بررسی‌قرار‌می

 ,24 ,34]‌آیند‌وجود‌می‌های‌فلزیکی‌به‌پدیده‌در‌بررسیگرما‌‌و‌شبهموج‌‌های‌مختهدی‌از‌معاد(ت‌شبه‌مدل

های‌عددی‌و‌‌روش‌رو‌ازایناز‌معاد(ت‌دشوار‌است.‌‌گونه‌اینهای‌احهلهی‌‌اغهب،‌یافتن‌جواب‌.‌[21 ,50

گران‌قرار‌گرفته‌است.‌‌های‌اقریبی‌این‌معاد(ت‌مورد‌اوجه‌پژوهش‌احهلهی‌زیادی‌برای‌بررسی‌جواب‌نلمه

موج‌‌احهلهی‌برای‌معاد(ت‌شبه‌های‌نلمه‌منظور‌یافتن‌جواب‌ی‌آدوملان‌را‌به‌کارش‌روش‌اجزیه‌وزواز‌و‌هم

ممانی‌از‌هملن‌روش‌برای‌حل‌معاد(ت‌کسری‌شبه‌موج‌و‌شبه‌گرما‌استداده‌کرده‌‌.‌[57]‌کار‌برده‌است‌به

آدوملان‌با‌پلچلدگی‌و‌‌های‌ای‌چندجمههنقطه‌ضعف‌اصهی‌این‌روش‌این‌است‌که‌در‌محاسبه‌‌.[43]‌است

 ,55 ,12 ,41 ,48]اوجه‌بسلاری‌از‌محققان‌بوده‌است‌‌است‌که‌البته‌این‌نکته‌مورد‌شده‌میل‌مواجه‌مشک

‌کسری‌،‌آناللز‌همواوپی‌نلز‌برای‌حل‌معاد(ت‌احهلهی‌اختلال‌همواوپی‌های‌نلمه‌چنلن‌روش‌هم‌.[54 ,44

کارانش‌از‌روش‌اکرار‌‌و‌همموللک‌‌اازگی‌به‌.[58 ,44]‌مورد‌استداده‌قرار‌گرفته‌است‌گرما‌بهشو‌‌موج‌شبه

‌.[40]‌اند‌کردهوردشی‌برای‌حل‌این‌دسته‌از‌معاد(ت‌استداده‌

‌شود:‌شرح‌زیر‌پرداخته‌می‌بهمعاد(ت‌کسری‌شبه‌موج‌و‌شبه‌گرما‌در‌این‌قسمت‌به‌بررسی‌و‌حل‌

𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑡𝛼
= 𝑓(𝑥, 𝑦,𝑧)𝑢𝑥𝑥 +𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑢𝑦𝑦 + ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑢𝑧𝑧 ,                       (1 . 4) 

‌صورت‌بهبا‌شرایا‌مرزی‌نلومن‌

𝑢𝑥(1,𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑓1(𝑦, 𝑧, 𝑡),       𝑢𝑥(𝑎, 𝑦,𝑧, 𝑡) = 𝑓2 (𝑦,𝑧, 𝑡), 
𝑢𝑦(𝑥,1, 𝑧, 𝑡) = 𝑔1(𝑥,𝑧, 𝑡),       𝑢𝑦(𝑥, 𝑏, 𝑧, 𝑡) = 𝑔2(𝑥, 𝑧, 𝑡), 
𝑢𝑧(𝑥, 𝑦, 1, 𝑡) = ℎ1(𝑥, 𝑦, 𝑡),       𝑢𝑧(𝑥, 𝑦,𝑐, 𝑡) = ℎ2(𝑥,𝑦, 𝑡), 

‌صورت‌بهو‌شرایا‌اولله‌
                                                                 
1
‌Wawe-Like Eqation 

2
‌Heat-Like Eqation 

3
 Two-Layer Superconducting Cable‌ 

4
‌Non-Homogeneous Elastic 

5
‌Earthquake Stresses 
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𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 1) = 𝜑(𝑥, 𝑦,𝑧),       𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, 1) = 𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑧), 
همان‌معاد(ت‌معمول‌شبه‌موج‌و‌شبه‌گرما‌باشد.‌این‌دسته‌از‌معاد(ت‌‌دهنده‌مشتق‌کسری‌می‌نشان‌𝛼که‌

‌𝛼ی‌کسری‌به‌مرابه‌یکم‌یا‌دوم‌ی‌صحلح‌مشتق‌نسبت‌به‌زمان‌از‌مرابههستند‌با‌این‌اداوت‌که‌ > ابدیل‌‌1

‌شده‌است.

‌

کسری شبه موج و شبه معا لات  یفرانسیل  روش تکرار ور شی با یک پارامتر کمکی برای حل 4.2.2

 گرما

های‌بزرگ‌‌هرا‌روی‌دامن‌گرما‌و‌شبه‌موج‌شبه‌کسری‌های‌اقریبی‌معاد(ت‌شود،‌جواب‌بخش‌سعی‌می‌‌در‌این

های‌زیر‌‌هملن‌منظور‌مثال‌کمکی‌مورد‌بررسی‌قرار‌دهلم.‌به‌پارامتری‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌‌وسلهه‌به

‌.شوند‌ارائه‌می

‌پلاده‌به ‌معادله‌منظور ‌روی ‌کمکی ‌پارامتر ‌یک ‌با ‌وردشی ‌روش‌اکرار ‌)‌سازی . 1)ی 4)‌ خطی‌‌عمهگر،

𝐿 =
𝜕𝛼

𝜕𝑡𝛼
. 9)به‌‌‌اوجه‌با‌شود.‌بنابراین‌،‌انتخاب‌می ,λ(𝑡ضریب‌(گرانژ‌‌‌(3 𝜏) =

−1

𝛤(𝛼)
(𝑡 − 𝜏)𝛼−1،‌

ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی‌‌فرمول‌‌وسلهه‌به‌صورت‌اینآید.‌در‌‌دست‌می‌متناظر‌با‌آن‌به

. 1)ی‌‌اکراری‌زیر‌برای‌معادله ‌آید:‌دست‌می‌به‌‌(4

𝑢1(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡, ℎ)

= 𝑢1(𝑥, 𝑦,𝑧, 𝑡)

−
ℎ

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {

𝜕𝛼𝑢1(𝑥, 𝑦,𝑧, 𝑠)

𝜕𝑠𝛼
− (𝑓(𝑥,𝑦, 𝑧)

𝜕2𝑢1(𝑥, 𝑦,𝑧, 𝑠)

𝜕𝑥2

𝑡

1

+ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕2𝑢1(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑠)

𝜕𝑦2
+ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕2𝑢1(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑠)

𝜕𝑧2
)}𝑑𝑠 , 

𝑢𝑛+1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, ℎ)

= 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦,𝑧, 𝑡,ℎ)

−
ℎ

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {

𝜕𝛼𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑠𝛼

𝑡

1

− (𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕2𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑥2
+ 𝑓(𝑥, 𝑦,𝑧)

𝜕2𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑦2

+ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕2𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑧2
)}𝑑𝑠 , 𝑛 ≥ 1.                       (2 .4) 
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ی‌فرمول‌‌وسلهه‌اوللدشده،‌به‌ی‌دنبالهاوان‌این‌نتلجه‌را‌گرفت‌که‌‌،‌می(3.2.3)و‌‌(2.2.3)‌قضایایبا‌اوجه‌به‌

. 2)اکراری‌ . 1)ی‌‌به‌جواب‌دقلق‌معادله‌همگراگرایی،‌‌،‌در‌صورت‌هم(4 است.‌شرایا‌کافی‌برای‌‌(4

‌بهاوللدشده‌ی‌دنبالهگرایی‌‌هم ‌اکراری‌‌وسلهه‌، . 2)ی‌فرمول ‌قضله‌(4 ‌در ‌ارائه‌شده‌است.‌(1.2.3)ی‌‌نلز

‌ست‌لم‌زیر‌را‌اتبات‌کنلم.‌کافی‌(2.2.3)ی‌‌برای‌فراهم‌کردن‌شرایا‌قضله

‌𝐿خطی‌عمهگر‌فرض‌کنلد‌.4.2.1 لم =
𝜕𝛼

𝜕𝑡𝛼
𝜆(𝑡,𝜏)ضریب‌(گرانژ‌‌و‌ =

−1

𝛤(𝛼)
(𝑡 − 𝜏)𝛼−1برای‌‌،

. 1)دیدرانسلل‌ی‌‌معادله ‌صورت:‌باشد‌در‌این‌‌𝐻اوی‌‌به‌‌𝐻،‌از‌فضای‌هلهبرت‌‌𝑘اابع‌‌اگر.‌باشند‌(4

𝐿{∫ 𝜆(𝑥, 𝜏)𝑘(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 
𝑡

1
} = −𝑘(𝑥, 𝑡). 

‌با(‌باشند،‌با‌اوجه‌به‌خواص‌مشتق‌و‌انتگرال‌کسری‌داریم:‌صورت‌به‌𝜆(𝑡,𝜏)و‌‌𝐿فرض‌کنلد‌‌اثبات: 

𝐿{∫ 𝜆(𝑡,𝜏)𝑘(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 
𝑡

1
} =

𝜕𝛼

𝜕𝑡𝛼
∫

−1
𝛤(𝛼)

(𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑘(𝑥,𝜏)𝑑𝜏
𝑡

1
= −𝐷𝛼𝐼𝛼(𝑘(𝑥, 𝑡))

= −𝑘(𝑥, 𝑡). 
‌و‌اتبات‌کامل‌است.

‌

‌:[8]‌بعدی‌زیر‌را‌در‌نظر‌بگلرید‌یک‌گرما‌ی‌شبه‌معادله‌.4.1مثال 

{
𝐷𝑡
𝛼 =

1
2
𝑥2𝑢𝑥𝑥  ,              1 ≤ 𝑥 ≤ 11,    1 < 𝛼 ≤ 1,    𝑡 ≥ 1 ,

𝑢(𝑥, 1) = 𝑥,             𝑢𝑡(𝑥, 1) = 𝑥2 ,             1 ≤ 𝑥 ≤ 11,       
                       (3 . 4) 

‌هنگامی ‌‌که 𝛼که = 1‌‌ ،𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥 + 𝑥2sinh (𝑡)‌.است‌ ی‌جواب‌‌در‌اینجا‌دامنه‌جواب‌دقلق‌آن

(𝑥, 𝑡) ∈ [1,11] × ‌.شود‌،‌در‌نظر‌گرفته‌می[1,11]

. 2)ی‌‌در‌رابطه‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی‌با‌اوجه‌به ی‌‌فرمول‌اکراری‌زیر‌برای‌معادله‌‌(4

(3 . ‌آید:‌دست‌می‌به‌‌(4

{
  
 

  
 
𝑢1(𝑥, 𝑡,ℎ) = 𝑢1(𝑥, 𝑡)−                                                                                   

ℎ

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {

𝜕𝛼𝑢1(𝑥,𝑠)

𝜕𝑠𝛼
−
1
2
𝑥2
𝜕2𝑢1(𝑥,𝑠)

𝜕𝑥2
}𝑑𝑠,                             

𝑡

1

𝑢𝑛+1(𝑥, 𝑡, ℎ) = 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ)−                                                                          

ℎ

Γ(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {

𝜕𝛼𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑠𝛼
−
1
2
𝑥2
𝜕2𝑢1(𝑥,𝑠, ℎ)

𝜕𝑥2
}𝑑𝑠,         𝑛 ≥ 1.

𝑡

1

      (4 .4) 
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,𝑢1(𝑥ی‌‌با‌شروع‌از‌اقریب‌اولله 𝑡) = 𝑢(𝑥, 1) + 𝑡𝑢𝑡(𝑥,1) = 𝑥 + 𝑡𝑥2های‌اقریبی‌زیر‌که‌‌،‌جواب

‌شوند.‌ل‌میهستند،‌حاص‌ℎشامل‌پارامتر‌کمکی‌

{

𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝑥 + 𝑡𝑥
2 ,                       

𝑢1(𝑥, 𝑡, ℎ) = 𝑥
2 +

1
𝛼Γ(𝛼)

ℎ𝑡𝛼𝑥2

⋮                                                      

                                                                         (3 . 4)  

‌یابد.‌م‌ادامه‌میدهی‌‌ی‌جواب‌اقریبی‌مرابه‌وند‌اا‌محاسبهاین‌ر

𝛽وابع‌ا‌ℎی‌پارامتر‌کمکی‌‌منظور‌انتخاب‌بهلنه‌به
𝑖
(ℎ)شود:‌صورت‌زیر‌اعریف‌می‌به‌‌‌

𝛽
𝑖
(ℎ) =

‖𝑣𝑖+1(𝑥, 𝑡, ℎ)‖

‖𝑣𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ)‖
,                                            𝑖 = 1,1,2,⋯ ,𝑁 .                 (5 . 4)  

‌گدته‌شده‌است،‌قبلاًطور‌که‌‌که‌همان

𝑣𝑖+1(𝑥, 𝑡, ℎ) = 𝑢𝑖+1(𝑥, 𝑡, ℎ) − 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ), 
,𝑥)ی‌‌روی‌دامنه‌𝑣𝑖اابع‌‌2-و‌به‌دنبال‌آن‌نرم 𝑡) ∈ [1,11] × ‌شود:‌زیر‌اعریف‌می‌صورت‌به‌[1,11]

‖𝑣𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ)‖ =
1
111

(∫ ∫ |𝑣𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ)|
2

11

1

11

1
𝑑𝑥𝑑𝑡)

1
2

. 

آوردن‌مقدار‌‌‌دست‌برای‌به‌شود.‌لژاندر‌محاسبه‌می-گلری‌عددی‌گاوس‌انتگرال‌‌ی‌روش‌وسلهه‌انتگرال‌با(‌به

‌ ‌‌نقطه‌ℎمناسب‌برای‌پارامتر ‌اوابع 𝛽ی‌ملنلمم
𝑖
(ℎ)انتخاب‌می‌اعریف‌‌ ‌با( ‌در با‌‌شود.‌که‌این‌کار‌‌شده

‌شود.‌حاصل‌می‌افزار‌ملپل‌سازی‌در‌نرم‌های‌بهلنه‌استداده‌از‌یکی‌از‌الگوریتم

. ‌1شکل 𝑡در‌نقطه‌‌𝑥ی‌دهم‌را‌نسبت‌به‌مترلر‌‌های‌اقریبی‌مرابه‌نمودار‌دوبعدی‌جواب‌4 = های‌‌𝛼با‌‌11

‌نشان‌می ‌را ‌وردشی‌استاندارد ‌روش‌اکرار ‌کمکی‌و ‌پارامتر ‌وردشی‌با دهد.‌‌مختهف‌برای‌روش‌اکرار

. 2های‌‌شکل . 3و‌‌4 روش‌اکرار‌‌بلست‌و‌دومی‌‌های‌اقریبی‌مرابه‌ملان‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌اداضل‌4

𝛼برای‌‌را‌و‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی = در‌جدول‌‌دهند.‌نشان‌می‌1

1 . ی‌جواب‌‌و‌جواب‌دقلق‌‌برای‌دامنه‌بلست‌و‌دومی‌‌های‌اقریبی‌مرابه‌ارین‌اداضل‌بلن‌جواب‌بلش‌4

(𝑥, 𝑡) ∈ [1,11] × ‌به[1,11] اکرار‌وردشی‌‌و‌های‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی‌ی‌روش‌وسلهه‌،

‌ ℎ)استاندارد = ‌است‌(1 ‌شده ‌ارائه ‌می‌همان. ‌مشاهده ‌که ‌ی‌دیدرانسلل‌چه‌جواب‌معادله‌شود،‌چنان‌گونه

. 3)‌گرما‌کسری‌شبه را‌‌های‌بزرگ‌موردنظر‌باشد،‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌‌کارایی‌(زم‌روی‌بازه‌(4

‌درحالی ‌روش‌ندارد، اقریبی‌قابل‌قبول‌روی‌‌‌جواب‌بههای‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی،‌منجر‌‌که

. 2ول‌اجد‌شود.‌اندازه‌کافی‌بزرگ‌می‌های‌به‌دامنه . 3و‌‌4 𝛽مقادیر‌‌4
𝑖

‌‌ℎگذاری‌مقدار‌بهلنه‌‌را‌بعد‌از‌جای‌
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کرار‌وردشی‌با‌پارامتر‌کمکی‌و‌روش‌اکرار‌های‌مختهف‌با‌روش‌ا𝛼آمده‌برای‌‌دست‌در‌جواب‌اقریبی‌به

𝛽مقادیر‌دهد.‌با‌اوجه‌به‌اینکه‌هرچه‌‌وردشی‌استاندارد‌نشان‌می
𝑖

به‌صدر‌نزدیک‌شوند‌سرعت‌‌ار‌سریع‌ها

. 2ول‌ادر‌جد‌ارائه‌شدههمگرایی‌بلشتر‌خواهد‌بود،‌بنابراین‌نتایج‌ . 3و‌‌4 نشان‌از‌براری‌روش‌پلشنهادی‌‌4

‌در‌مقایسه‌با‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌را‌دارد.

 
𝑡ی‌پلشنهادی‌و‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌در‌‌وسلهه‌بهی‌دهم‌‌های‌اقریبی‌مرابه‌جواب:‌4. 1شکل‌ = برای‌‌های‌مختهف𝛼با‌‌‌11

‌.4. 1مثال‌

 



43 

 
ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی،‌‌وسلهه‌به‌دومی‌بلست‌و‌‌رابهاداضل‌بلن‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌اقریبی‌م:‌4. 2شکل‌

𝛼که‌‌هنگامی = ℎو‌‌1 = ‌.4. 1برای‌مثال‌‌1/21

‌

 
𝛼که‌‌،‌هنگامیاستانداردی‌روش‌اکرار‌وردشی‌‌وسلهه‌به‌دومی‌بلست‌و‌‌اداضل‌بلن‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌اقریبی‌مرابه:‌4. 3شکل‌ = 1‌

‌.4. 1برای‌مثال‌
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. 1جدول‌ نهادی‌با‌‌پلش‌یها‌روش‌ی‌وسلهه‌به‌بلست‌و‌دومی‌‌های‌اقریبی‌مرابه‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌ی‌بلن‌خطای‌حاصل‌ازا‌قایسهم‌:4

ℎ = ‌𝛼که‌هنگامی‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌و‌1/21 = . ‌1برای‌مثال‌1 4.‌

 𝑡 𝑥 نهادی‌خطای‌مطهق‌در‌روش‌پلش‌‌‌‌‌‌ خطای‌مطهق‌در‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

4/00404304×22
−12

       4/30344530× 22
−22

 2 2 

1/41343403×22
−21

       2/24302425× 22
−21

 1 1 

0/34243332×22
−22

       4/13043305× 22
−22

 2 2 

3/213123114× 22
−8

       1/04332340× 22
−21

 4 4 

1/43202203× 22
−1

       3/31323023× 22
−22

 1 1 

1/44013152× 22
−1

       2/04024213× 22
−8

 1 1 

3/23343043× 22
−1

       0/33015033× 22
−2

 2 2 

2/13210032       1/24243405× 22
−1

 8 8 

4/03423422× 22
2
       3/33445410× 22

−4
 3 3 

4/31400443× 22
1
       1/34314333× 22

−1
 22 22 

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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. ‌2جدول . 1استاندارد‌برای‌مثال‌‌اکرار‌وردشی‌نهادی‌و‌روش‌پلش‌ی‌روش‌وسلهه‌به‌(4. 5)ی‌‌در‌رابطه‌ها𝛽𝑖:‌مقادیر‌4 4.‌

  روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

𝛼 =./8 𝛼 =./8 𝛼 =./1 𝛼 =./1 𝛽𝑖  

‌ℎ = 1/8126 ‌ℎ = 2/1263 ‌

3/11× 112  3/21 × 113 1/61× 112  2/11 × 113 𝛽1 

1/18× 112  6/46 × 112 1/15× 111  5/16 × 112 𝛽1 

4/34× 111  1/15 × 112 3/41× 111  1/19 × 112 𝛽2 

2/19× 111  5/53 × 111 1/85× 111  6/21 × 111 𝛽3 

1/14× 111  1/88 × 111 1/12× 111  2/31 × 111 𝛽4 

6/88 6/45 1/28 8/46 𝛽5 

4/42 2/15 5/11 2/85 𝛽6 

2/99 5/18 × 11−1  3/59 1/64 × 11−1  𝛽1 

2/11 6/48 × 11−2  2/66 1/14 × 11−1  𝛽8 

1/54 3/85 × 11−4  2/13 9/23 × 11−4  𝛽9 

‌

‌

‌

‌

‌
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. ‌3جدول . 1استاندارد‌برای‌مثال‌‌اکرار‌وردشی‌نهادی‌و‌روش‌پلش‌ی‌روش‌وسلهه‌هب‌(4. 5)ی‌‌ها‌در‌رابطه𝛽𝑖:‌مقادیر‌4 4.‌

  روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

𝛼 = 1 𝛼 = 1 𝛼 =./9 𝛼 =./9 𝛽𝑖 

‌ℎ = 1/5335 ‌ℎ = 1/6153 ‌

1/11× 113 6/11× 113 5/91× 112 4/12× 113 𝛽1  

2/22× 112 8/54× 112 1/58× 112 6/94× 112 𝛽1 

6/18× 111 1/69× 112 5/28× 111 1/64× 112 𝛽2 

2/31× 111 4/29× 111 2/24× 111 4/13× 111 𝛽3 

1/13× 111 1/22× 111 1/11× 111 1/51× 111 𝛽4 

5/31 3/55× 111 6/18 4/91 𝛽5 

2/99 9/49× 11−1  3/12 1/54 𝛽6 

1/81 1/89× 11−1  2/31 3/96× 11−1  𝛽1 

1/15 1/31× 11−2  1/59 5/15× 11−2  𝛽8 

1/68× 11−1  1/99× 11−4  1/11 4/15× 11−4  𝛽9 

‌

‌

‌:[8]‌بعدی‌زیر‌را‌در‌نظر‌بگلرید‌دو‌موج‌ی‌شبه‌معادله‌.4.2مثال 

{
𝐷𝑡𝑡
𝛼 =

1
12
(𝑥2𝑢𝑥𝑥 + 𝑦

2𝑢𝑦𝑦) ,              1 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 21,    1 < 𝛼 ≤ 2,    𝑡 ≥ 1 ,

𝑢(𝑥, 𝑦, 1) = 𝑥4 ,             𝑢𝑡(𝑥, 𝑦,1) = 𝑦4 ,             1 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 21,                   
 (6 . 4) 

‌هنگامی ‌‌که 𝛼که = 2‌‌ ،𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥4 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑡)+ 𝑦4 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑡)اینجا‌‌‌ ‌در ‌است. ‌آن ‌دقلق جواب

,𝑥)ی‌جواب‌‌دامنه 𝑦, 𝑡) ∈ [1,21] × [1,21] × ‌شود.‌،‌در‌نظر‌گرفته‌می[1,21]

. 2)ی‌‌در‌رابطه‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی‌با‌اوجه‌به ی‌‌فرمول‌اکراری‌زیر‌برای‌معادله‌‌(4

(6 . ‌آید:‌دست‌می‌به‌‌(4



12 

𝑢1(𝑥,𝑦, 𝑡, ℎ) = 𝑢1(𝑥,𝑦, 𝑡)

−
ℎ

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {

𝜕𝛼𝑢1(𝑥, 𝑦,𝑠)

𝜕𝑠𝛼
−
1
12
(𝑥2

𝜕2𝑢1(𝑥,𝑦, 𝑠)

𝜕𝑥2

𝑡

1

+ 𝑦2
𝜕2𝑢1(𝑥,𝑦, 𝑠)

𝜕𝑦2
)}𝑑𝑠, 

𝑢𝑛+1(𝑥, 𝑦, 𝑡,ℎ)

= 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡, ℎ)

−
ℎ

Γ(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {

𝜕𝛼𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑠𝛼
−
1
12
(𝑥2

𝜕2𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑥2

𝑡

1

+ 𝑦2
𝜕2𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑦2
}𝑑𝑠 , 𝑛 ≥ 1.                                       (1 . 4) 

‌اولله ‌اقریب ‌از ‌شروع ‌‌با ,𝑢1(𝑥ی 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑦,1) + 𝑡𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 1) = 𝑥4 + 𝑡𝑦4جواب‌ های‌‌،

‌شوند.‌هستند،‌حاصل‌می‌ℎاقریبی‌زیر‌که‌شامل‌پارامتر‌کمکی‌

{
 
 

 
 
𝑢1(𝑥,𝑡) = 𝑥

4 + 𝑡𝑦4,                                               

𝑢1(𝑥, 𝑡, ℎ) = 𝑥
4 + 𝑡𝑦4+

1
(𝛼 + 1)Γ(𝛼)

ℎ𝑡𝛼𝑥4 +

1
𝛼(𝛼+ 1)Γ(𝛼)

ℎ𝑡𝛼+1𝑦4 +
1

𝛼(𝛼 + 1)Γ(𝛼)
ℎ𝑡𝛼𝑥4

⋮                                                                                

                                           (8 . 4)  

‌ℎامتر‌کمکی‌ی‌پار‌منظور‌انتخاب‌بهلنه‌به‌.یابد‌م‌ادامه‌میدهی‌‌ی‌جواب‌اقریبی‌مرابه‌این‌روند‌اا‌محاسبه

𝛽وابع‌ا
𝑖
(ℎ)شود:‌صورت‌زیر‌اعریف‌می‌به‌‌‌

𝛽
𝑖
(ℎ) =

‖𝑣𝑖+1(𝑥, 𝑦, 𝑡, ℎ)‖

‖𝑣𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑡, ℎ)‖
,                                      𝑖 = 1,1,2,⋯ ,𝑁 .                 (9 . 4)  

‌گدته‌شده‌است،‌قبلاًطور‌که‌‌که‌همان

𝑣𝑖+1(𝑥, 𝑡, ℎ) = 𝑢𝑖+1(𝑥, 𝑡, ℎ) − 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ), 
,𝑥)ی‌‌روی‌دامنه‌𝑣𝑖اابع‌‌2-و‌به‌دنبال‌آن‌نرم 𝑡) ∈ [1,11] × ‌شود:‌زیر‌اعریف‌می‌صورت‌به‌[1,11]

‖𝑣𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑡,ℎ)‖ =
1

8111
(∫ ∫ ∫ |𝑣𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑡, ℎ)|

2
21

1

21

1
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡

21

1
)

1
2

. 

آوردن‌مقدار‌‌‌دست‌برای‌به‌شود.‌لژاندر‌محاسبه‌می-گلری‌عددی‌گاوس‌الانتگر‌‌ی‌روش‌وسلهه‌انتگرال‌با(‌به

‌ ‌‌نقطه‌ℎمناسب‌برای‌پارامتر ‌اوابع ‌انتخاب‌می‌اعریف‌𝛽𝑖(ℎ)ی‌ملنلمم ‌با( ‌در با‌‌شود.‌که‌این‌کار‌‌شده

‌شود.‌حاصل‌می‌افزار‌ملپل‌سازی‌در‌نرم‌های‌بهلنه‌استداده‌از‌یکی‌از‌الگوریتم
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‌ . 4شکل ‌د‌4 ‌جوابنمودار ‌مرابه‌وبعدی ‌اقریبی ‌‌های ‌مترلر ‌نسبت‌به ‌را ‌‌𝑥ی‌دهم ‌نقطه 𝑡در = و‌‌21

𝑦 = های‌مختهف‌برای‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌پارامتر‌کمکی‌و‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌را‌‌𝛼با‌‌21

. 5های‌‌دهد.‌شکل‌نشان‌می . 6و‌‌4 ‌بلست‌و‌هدتمی‌‌های‌اقریبی‌مرابه‌اداضل‌ملان‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌4

𝛼برای‌‌را‌و‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌ش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکیرو = ‌دهند.‌نشان‌می‌1

. 4در‌جدول‌ ی‌‌و‌جواب‌دقلق‌‌برای‌دامنه‌بلست‌و‌هدتمی‌‌های‌اقریبی‌مرابه‌ارین‌اداضل‌بلن‌جواب‌بلش‌4

‌ ,𝑥)جواب 𝑦, 𝑡) ∈ [1,21] × [1,21] × ‌به[1,21] ‌روش‌وسلهه‌، ‌ی‌ی ‌با ‌وردشی ‌اکرار ‌پارامتر‌های ک

‌‌و‌کمکی ‌وردشی‌استاندارد ℎ)اکرار = ‌شده‌است‌(1 . 5ول‌ا.‌جدارائه . 6و‌‌4 𝛽مقادیر‌‌4
𝑖

‌بعد‌از‌‌ را

های‌مختهف‌با‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌𝛼آمده‌برای‌‌دست‌در‌جواب‌اقریبی‌به‌‌ℎگذاری‌مقدار‌بهلنه‌‌جای

𝛽ه‌به‌اینکه‌هرچه‌مقادیر‌دهد.‌با‌اوج‌پارامتر‌کمکی‌و‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌نشان‌می
𝑖

به‌‌ار‌سریعها‌

‌نزدیک‌شوند‌سرعت‌همگرایی‌بلشتر‌خواهد‌بود،‌بنابراین‌نتایج‌ . 5ول‌ادر‌جد‌ارائه‌شدهصدر . 6و‌‌4 4‌

گونه‌که‌مشاهده‌‌هماننشان‌از‌براری‌روش‌پلشنهادی‌در‌مقایسه‌با‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌را‌دارد.‌

. 6)‌موج‌کسری‌شبه‌ی‌دیدرانسلل‌دلهچه‌جواب‌معا‌شود،‌چنان‌می های‌بزرگ‌موردنظر‌باشد،‌‌روی‌بازه‌(4

‌ندارد،‌درحالی ‌‌کارایی‌(زم‌را ‌وردشی‌استاندارد های‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌‌که‌روش‌روش‌اکرار

‌شود.‌اندازه‌کافی‌بزرگ‌می‌های‌به‌اقریبی‌قابل‌قبول‌روی‌دامنه‌‌جواب‌بهکمکی،‌منجر‌

 
. 4شکل‌ 𝑡ی‌پلشنهادی‌و‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌در‌‌وسلهه‌ی‌دهم‌به‌های‌اقریبی‌مرابه‌اب:‌جو4 = 𝑦و‌‌21 = های‌𝛼با‌‌21

‌.4. 2برای‌مثال‌مختهف‌
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‌
ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی،‌‌وسلهه‌به‌هدتمی‌بلست‌و‌‌اداضل‌بلن‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌اقریبی‌مرابه:‌4. 5شکل‌

𝛼که‌‌هنگامی = ℎو‌‌2 = ‌.4. 2برای‌مثال‌‌1/15

 

 
،‌استانداردی‌روش‌اکرار‌وردشی‌‌وسلهه‌به‌هدتمی‌بلست‌و‌‌اداضل‌بلن‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌اقریبی‌مرابه:‌4. 6شکل‌

𝛼که‌‌هنگامی = ‌.4. 2برای‌مثال‌‌2
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. 4جدول‌ با‌‌نهادی‌پلشهای‌‌روش‌ی‌وسلهه‌ی‌بلست‌و‌هدتم‌به‌های‌اقریبی‌مرابه‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌ی‌بلن‌خطای‌حاصل‌ازا‌مقایسه:‌4

ℎ = ‌𝛼که‌هنگامی‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌و‌روش‌1/15 = ‌.4. ‌2برای‌مثال‌2

 𝑡 𝑦 𝑥  نهادی‌خطای‌مطهق‌در‌روش‌پلش‌‌‌‌ خطای‌مطهق‌در‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

1/43043000 × 22−12     3/34344113 × 22−21  1 1 1 

2/01042204 × 22−23     4/50330443 × 22−12  4 4 4 

3/43030033 × 22−13     5/14434430 × 22−12  1 1 1 

2/30413333 × 22−12     1/10435333 × 22−23  8 8 8 

1/30441203 × 22−21     1/30301333 × 22−21  22 22 22 

1/00244054 × 22−22     4/33355353 × 22−22  21 21 21 

1/05004534 × 22−1     0/00013134 × 22−22  24 24 24 

0/44400500 × 22−2     2/30330453 × 22−2  21 21 21 

4: 24032024      4/53330455 × 22−1   28 28 28 

2/43403141 × 222      5/21440423 × 22−2   12 12 12 

‌

‌

‌

‌
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‌.‌4. 2استاندارد‌برای‌مثال‌‌اکرار‌وردشی‌ادی‌و‌روشنه‌پلش‌ی‌روش‌وسلهه‌به‌(4. 9)ی‌‌ها‌در‌رابطه𝛽𝑖:‌مقادیر‌4. ‌5جدول

  روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

𝛼 = 1/8 𝛼 = 1/8 𝛼 = 1/1 𝛼 = 1/1 𝛽𝑖 

‌ℎ = 1/4682 ‌ℎ = 1/5511 ‌

1/14× 1112 2/46× 1113 3/11× 1111 1/11× 1113 𝛽1  

1/23× 119 2/21× 1111 5/91× 118 1/58× 1111 𝛽1 

1/15× 111 1/51× 118 1/94× 116 1/51× 118 𝛽2 

3/34× 115 2/16× 116 2/91× 115 3/41× 116 𝛽3 

1/93× 114 8/29× 114 2/18× 114 1/21× 115 𝛽4 

1/11× 113 3/13× 113 2/24× 113 5/14× 113 𝛽5 

2/21× 112 1/11× 112 3/28× 112 1/89× 112 𝛽6 

3/14× 111 1/89 6/16× 111 3/91 𝛽1 

1/51 3/21× 11−3  1/34× 111 1/52× 11−3  𝛽8 

1/15 1/61× 11−4  3/45 1/14× 11−3  𝛽9 

 

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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𝛽:‌مقادیر‌4. ‌6جدول
𝑖

‌.4. 2استاندارد‌برای‌مثال‌‌اکرار‌وردشی‌نهادی‌و‌روش‌پلش‌ی‌روش‌وسلهه‌به‌(4. 9)ی‌‌ابطهها‌در‌ر

  روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

𝛼 = 2 𝛼 = 2 𝛼 = 1/9 𝛼 = 1/9 𝛽𝑖 

‌ℎ = 1/3391 ‌ℎ = 1/3984 ‌

1/55× 1113 1/61× 1114 4/24× 1112 6/21× 1113 𝛽1  

4/18× 119 4/39× 1111 2/41× 119 3/11× 1111 𝛽1 

2/15× 111 1/54× 118 1/61× 111 1/52× 118 𝛽2 

3/15× 115 1/19× 116 3/61× 115 2/22× 116 𝛽3 

1/46× 114 3/84× 114 1/11× 114 5/66× 114 𝛽4 

9/16× 113 1/18× 113 1/34× 113 1/81× 113 𝛽5 

9/56× 111 2/89× 111 1/51× 112 5/44× 111 𝛽6 

1/24× 111 4/39× 11−1  2/21× 111 9/16× 11−1  𝛽1 

2/14 5/11× 11−4  4/11 1/36× 11−3  𝛽8 

4/11× 11−1  1/43× 11−4  8/51× 11−1  3/31× 11−4  𝛽9 

‌

‌:[8]بعدی‌زیر‌را‌در‌نظر‌بگلرید‌سه‌گرما‌ی‌شبه‌معادله‌.4.3مثال 

𝐷𝑡
𝛼 = 𝑥4𝑦4𝑧4 +

1
36
(𝑥2𝑢𝑥𝑥 + 𝑦

2𝑢𝑦𝑦 + 𝑧
2𝑢𝑧𝑧) , 1 ≤ 𝑥, 𝑦, z ≤ 11,

1 < 𝛼 ≤ 1, 𝑡 ≥ 1 , 
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 1) = 1,                   1 ≤ 𝑥, 𝑦,𝑧 ≤ 11,                                                  (11 .4) 

‌هنگامی ‌‌که 𝛼که = 1‌‌،𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥4𝑦4𝑧4(𝑒𝑡 − ی‌جواب‌‌جواب‌دقلق‌آن‌است.‌در‌اینجا‌دامنه‌(1

(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ [1,11] × [1,11] × [1,11] × ‌شود.‌،‌در‌نظر‌گرفته‌می[1,11]

‌ ‌پلش، ‌مثال ‌با ‌‌عمهگرمشابه 𝐿خطی =
𝜕𝛼

𝜕𝑡𝛼
‌انتخاب‌می ،‌‌ ‌ضریب‌(گرانژ ‌ ‌بنابراین 𝜆(𝑡,𝜏)شود. =

−1

𝛤(𝛼)
(𝑡 − 𝜏)𝛼−1آن‌به‌ ‌با ‌متناظر ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌‌وسلهه‌به‌صورت‌اینآید.‌در‌‌دست‌می‌،

. 9)ی‌‌پارامتر‌کمکی‌‌فرمول‌اکراری‌زیر‌برای‌معادله ‌آید:‌دست‌می‌به‌‌(4
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𝑢1(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡, ℎ)

= 𝑢1(𝑥, 𝑦,𝑧, 𝑡)

−
ℎ

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {

𝜕𝛼𝑢1(𝑥, 𝑦,𝑧, 𝑠)

𝜕𝑠𝛼
− 𝑥4𝑦4𝑧4

𝑡

1

−
1
36
(𝑥2

𝜕2𝑢1(𝑥, 𝑦,𝑧, 𝑠)

𝜕𝑥2
+ 𝑦2

𝜕2𝑢1(𝑥, 𝑦,𝑧, 𝑠)

𝜕𝑦2

+ 𝑧2
𝜕2𝑢1(𝑥, 𝑦,𝑧, 𝑠)

𝜕𝑧2
)}𝑑𝑠 , 

𝑢𝑛+1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, ℎ)

= 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦,𝑧, 𝑡,ℎ)

−
ℎ

Γ(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {

𝜕𝛼𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑠𝛼
− 𝑥4𝑦4𝑧4

𝑡

1

−
1
36
(𝑥2

𝜕2𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑥2
+ 𝑦2

𝜕2𝑢𝑛(𝑥, 𝑦,𝑧, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑦2

+ 𝑧2
𝜕2𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑧2
)}𝑑𝑠 , 𝑛 ≥ 1.                                    (11 . 4) 

‌اولله ‌اقریب ‌از ‌شروع ‌‌با ,𝑢1(𝑥,𝑦ی 𝑧, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑦,𝑧, 1) = ‌جواب1 ‌شامل‌‌، ‌که ‌زیر ‌اقریبی های

‌شوند.‌هستند،‌حاصل‌می‌ℎپارامتر‌کمکی‌

{
𝑢1(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡) = 1                   
𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, ℎ) = 𝑥

4𝑦4𝑧4𝑡ℎ
⋮                                             

                                                                               (12 . 4)  

‌ℎارامتر‌کمکی‌ی‌پ‌منظور‌انتخاب‌بهلنه‌به‌.یابد‌م‌ادامه‌میدهی‌‌ی‌جواب‌اقریبی‌مرابه‌این‌روند‌اا‌محاسبه

𝛽وابع‌ا
𝑖
(ℎ)شود:‌صورت‌زیر‌اعریف‌می‌به‌‌‌

𝛽
𝑖
(ℎ) =

‖𝑣𝑖+1(𝑥, 𝑦𝑧, , 𝑡,ℎ)‖

‖𝑣𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝑧, ℎ)‖
,                                 𝑖 = 1,1,2, ⋯ ,𝑁 .                 (13 . 4)  

‌گدته‌شده‌است،‌قبلاًطور‌که‌‌که‌همان

𝑣𝑖+1(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡, ℎ) = 𝑢𝑖+1(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡, ℎ) − 𝑢𝑖(𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡, ℎ), 
‌نرم ‌آن ‌دنبال ‌به ‌‌2-و ‌دامنه‌𝑣𝑖اابع ‌‌روی ,𝑥)ی 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ [1,11] × [1,11] × [1,11] × [1,11]‌

‌شود:‌زیر‌اعریف‌می‌صورت‌به

‖𝑣𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, ℎ)‖ =
1

11111
(∫ ∫ ∫ ∫ |𝑣𝑖(𝑥, 𝑦,𝑧, 𝑡,ℎ)|

2
11

1

11

1
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑡

11

1

11

1
)

1
2

. 
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آوردن‌مقدار‌‌‌دست‌برای‌به‌شود.‌لژاندر‌محاسبه‌می-گلری‌عددی‌گاوس‌انتگرال‌‌ی‌روش‌وسلهه‌انتگرال‌با(‌به

‌ ‌‌نقطه‌ℎمناسب‌برای‌پارامتر ‌اوابع ‌انتخاب‌می‌اعریف‌𝛽𝑖(ℎ)ی‌ملنلمم ‌با( ‌در با‌‌شود.‌که‌این‌کار‌‌شده

‌شود.‌حاصل‌می‌افزار‌ملپل‌سازی‌در‌نرم‌بهلنههای‌‌استداده‌از‌یکی‌از‌الگوریتم

‌ . 1شکل ‌جواب‌4 ‌دوبعدی ‌مرابه‌نمودار ‌اقریبی ‌‌های ‌مترلر ‌به ‌نسبت ‌را ‌دهم ‌‌𝑥ی ‌نقطه 𝑡در = 11،‌

𝑦 = 𝑧و‌‌11 = های‌مختهف‌برای‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌پارامتر‌کمکی‌و‌روش‌اکرار‌وردشی‌‌𝛼با‌‌11

. 8های‌‌دهد.‌شکل‌استاندارد‌را‌نشان‌می . 9و‌‌4 ی‌‌های‌اقریبی‌مرابه‌اداضل‌ملان‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌4

𝛼برای‌‌را‌و‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی‌بلست‌و‌هدتم = 1‌

. 1در‌جدول‌‌دهند.‌نشان‌می و‌جواب‌‌بلست‌و‌هدتمی‌‌های‌اقریبی‌مرابه‌ارین‌اداضل‌بلن‌جواب‌بلش‌4

,𝑥)ی‌جواب‌‌دقلق‌‌برای‌دامنه 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ [1,11] × [1,11] × [1,11] × های‌‌ی‌روش‌وسلهه‌،‌به[1,11]

ℎ)اکرار‌وردشی‌استاندارد‌‌و‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی = . 8ول‌ا.‌جدارائه‌شده‌است‌(1 و‌‌4

9 . 𝛽مقادیر‌‌4
𝑖

های‌مختهف‌با‌𝛼آمده‌برای‌‌دست‌در‌جواب‌اقریبی‌به‌‌ℎگذاری‌مقدار‌بهلنه‌‌را‌بعد‌از‌جای‌

دهد.‌با‌اوجه‌به‌اینکه‌هرچه‌‌ش‌اکرار‌وردشی‌با‌پارامتر‌کمکی‌و‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌نشان‌میرو

𝛽مقادیر‌
𝑖

در‌‌ارائه‌شدهبه‌صدر‌نزدیک‌شوند‌سرعت‌همگرایی‌بلشتر‌خواهد‌بود،‌بنابراین‌نتایج‌‌ار‌سریعها‌

. 8ول‌اجد . 9و‌‌4 ش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌را‌دارد.‌نشان‌از‌براری‌روش‌پلشنهادی‌در‌مقایسه‌با‌رو‌4

. 11)‌گرما‌کسری‌شبه‌ی‌دیدرانسلل‌چه‌جواب‌معادله‌شود،‌چنان‌گونه‌که‌مشاهده‌می‌همان های‌‌روی‌بازه‌(4

‌ندارد،‌درحالی ‌کارایی‌(زم‌را ‌ ‌وردشی‌استاندارد ‌روش‌اکرار ‌باشد، های‌اکرار‌‌که‌روش‌بزرگ‌موردنظر

‌شود.‌اندازه‌کافی‌بزرگ‌می‌های‌به‌اقریبی‌قابل‌قبول‌روی‌دامنه‌‌وابج‌بهوردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی،‌منجر‌
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𝑡ی‌پلشنهادی‌و‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌در‌‌وسلهه‌ی‌دهم‌به‌های‌اقریبی‌مرابه‌:‌جواب4. 1شکل‌ = 11‌،𝑦 = 11‌𝑧 = و‌با‌11

𝛼3برای‌مثال‌های‌مختهف‌ . 4.‌

‌
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ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی،‌‌وسلهه‌به‌چهارمو‌‌سیی‌‌مرابهاداضل‌بلن‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌اقریبی‌:‌4. 8شکل‌

𝛼که‌‌هنگامی = ℎو‌‌1 = ‌.4. 3برای‌مثال‌‌1/15
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𝛼که‌‌،‌هنگامیاستانداردی‌روش‌اکرار‌وردشی‌‌وسلهه‌به‌چهارمو‌‌سیی‌‌اداضل‌بلن‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌اقریبی‌مرابه:‌4. 9شکل‌ = 1‌

‌.4. 3برای‌مثال‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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. 1ول‌جد نهادی‌با‌‌پلشهای‌‌روش‌ی‌وسلهه‌ی‌بلست‌و‌هدتم‌به‌های‌اقریبی‌مرابه‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌ی‌بلن‌خطای‌حاصل‌ازا‌مقایسه:‌4

ℎ = ‌𝛼که‌هنگامی‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌و‌روش‌1/15 = ‌.4. ‌3برای‌مثال‌1

 𝑡 𝑧 𝑦 𝑥   نهادی‌خطای‌مطهق‌در‌روش‌پلش خطای‌مطهق‌در‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

2/34230311 × 22−41 4/44302520 × 22−13   2 2 2 2 

3/55304314 × 22−18 3/21043235 × 22−14   1 1 1 1 

2/00002433 × 22−23 0/23142423 × 22−12   2 2 2 2 

2/03303303 × 22−22 1/33144105 × 22−21   4 4 4 4 

1/10033434 × 22−8 5/32020304 × 22−24   1 1 1 1 

3/15450355 × 22−1 0/10305313 × 22−22   1 1 1 1 

1/21315013 × 22−2 0/55500413 × 22−22   2 2 2 2 

3/40033404 × 222 1/03250505 × 22−1   8 8 8 8 

2/23400133 × 224 1/00430203 × 22−4   3 3 3 3 

0/43113300 × 221 0/24400345 × 22−2   22 22 22 22 

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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. 3استاندارد‌برای‌مثال‌‌اکرار‌وردشی‌نهادی‌و‌روش‌پلش‌ی‌روش‌وسلهه‌به‌(4. 13)ی‌‌ها‌در‌رابطه𝛽𝑖:‌مقادیر‌4. ‌8جدول 4.‌

  روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

𝛼 =./8 𝛼 =./8 𝛼 =./1 𝛼 =./1 𝛽𝑖 

‌ℎ = 1/8153 ‌ℎ = 2/1414 ‌

1/19× 111 1/39× 1111 5/41× 115 4/92× 1111 𝛽1  

1/56× 116 8/19× 118 4/31× 115 6/86× 118 𝛽1 

1/13× 115 1/13× 111 5/11× 114 1/52× 111 𝛽2 

1/19× 114 2/13× 115 8/25× 113 4/14× 115 𝛽3 

1/61× 113 4/34× 113 1/12× 113 1/14× 114 𝛽4 

3/11× 112 1/52× 111 4/32× 112 2/58× 112 𝛽5 

6/81× 111 1/16× 11−1  1/26× 112 3/41 𝛽6 

1/19× 111 2/19× 11−3  4/15× 111 1/18× 11−2  𝛽1 

5/36 5/38× 11−8  1/51× 111 4/55× 11−1  𝛽8 

1/11 1/31× 11−8  5/91 1/19× 11−1  𝛽9 

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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. 3استاندارد‌برای‌مثال‌‌اکرار‌وردشی‌نهادی‌و‌روش‌پلش‌ی‌روش‌وسلهه‌به‌(4. 13)ی‌‌ها‌در‌رابطه𝛽𝑖:‌مقادیر‌4. ‌9جدول 4.‌

  روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

𝛼 = 1 𝛼 = 1 𝛼 =./9 𝛼 =./9 𝛽𝑖 

‌ℎ = 1/4949 ‌ℎ = 1/6296 ‌

2/44× 119 1/52× 1112 1/19× 118 4/43× 1111 𝛽1  

1/446× 111 1/25× 119 5/12× 116 1/11× 119 𝛽1 

2/82× 115 6/31× 116 1/83× 115 8/52× 116 𝛽2 

1/15× 114 5/45× 114 1/22× 114 1/19× 115 𝛽3 

1/99× 112 5/91× 112 1/23× 113 1/62× 113 𝛽4 

8/11× 111 5/91 1/11× 112 2/15× 111 𝛽5 

1/16× 111 3/11× 11−2  2/91× 111 1/13× 11−1  𝛽6 

1/16 6/25× 11−5  6/25 3/66× 11−4  𝛽1 

3/48× 11−1  1/1× 11−11  1/52 6/44× 11−9  𝛽8 

1/98× 11−2  1/9× 11−11  4/21× 11−1  1/59× 11−9  𝛽9 

‌

‌

 همرفت-کسری انتشارمعا لات  یفرانسیل  4.2.3

از‌ندوذ‌جابجایی‌‌مربعبه‌این‌معنی‌که‌ملانگلن‌‌های‌مهم‌است‌طبلعی،‌انتشار‌یکی‌از‌مکانلزم‌های‌سلستمدر‌

همرفت‌با‌اوجه‌به‌ارکلبی‌از‌همرفت‌و‌همچنلن‌-معادله‌انتشار‌.ستیک‌ذره‌در‌یک‌رابطه‌خطی‌با‌زمان‌ا

شود‌را‌‌مختهف‌فلزیکی‌که‌در‌آن‌انرژی‌در‌داخل‌یک‌سلستم‌فلزیکی‌ابدیل‌‌می‌های‌پدیدهفرایندهای‌انتشار‌

‌سازی‌شبلهمختهف‌عهوم‌کاربردی‌و‌مهندسی‌از‌قبلل‌‌های‌زملنهکند.‌این‌دسته‌از‌معاد(ت‌در‌‌اوصلف‌می

‌.[30]‌شوند‌میمطرح‌‌پراکندگی‌فرایند‌انتشار‌و‌،‌اوللد‌آب‌و‌هوای‌جهانیجرم‌و‌انرژی‌انتقالت،‌مخزن‌ند

اغهب،‌یافتن‌.‌آیند‌وجود‌می‌های‌فلزیکی‌به‌در‌بررسی‌پدیده‌همرفت-انتشارهای‌مختهدی‌از‌معاد(ت‌‌مدل

احهلهی‌زیادی‌برای‌‌مههای‌عددی‌و‌نل‌روش‌رو‌ازایناز‌معاد(ت‌دشوار‌است.‌‌گونه‌اینهای‌احهلهی‌‌جواب

های‌اخلر‌‌البته‌در‌سال‌گران‌قرار‌گرفته‌است.‌های‌اقریبی‌این‌معاد(ت‌مورد‌اوجه‌پژوهش‌بررسی‌جواب

‌ ‌کسری ‌‌همرفت-انتشارمعاد(ت ‌اوجه ‌است.‌گران‌پژوهشمورد ‌را‌‌روش‌اجزیه‌ممانی‌بوده ی‌آدوملان
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مردن‌از‌.‌‌[42]‌کار‌برده‌است‌به‌همرفت-تشاران‌کسری‌احهلهی‌برای‌معاد(ت‌های‌نلمه‌منظور‌یافتن‌جواب‌به

عباسبندی‌و‌همکارانش‌‌چنلن‌هم.‌[35]‌روش‌اکرار‌وردشی‌برای‌این‌دسته‌از‌معاد(ت‌استداده‌کرده‌است

‌‌.[3]‌اند‌همرفت‌مورد‌مطالعه‌قرار‌داده-ی‌کسری‌را‌برای‌حل‌معاد(ت‌کسری‌انتشار‌اوابع‌لژاندر‌از‌مرابه

‌شود:‌شرح‌زیر‌پرداخته‌می‌بههمرفت‌-انتشارمعاد(ت‌کسری‌ل‌در‌این‌قسمت‌به‌بررسی‌و‌ح
𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑡𝛼
= 𝑢𝑥𝑥 − 𝑐𝑢𝑥 +𝑁(𝑢) + 𝑓(𝑥, 𝑡),           𝑥, 𝑡 ≥ 1,      1 < 𝛼 ≤ 1,       (14 . 4)  

‌صورت‌بهبا‌شرایا‌مرزی‌نلومن‌

𝑢(𝑎, 𝑡) = 𝑔1(𝑡),                 𝑢(𝑏, 𝑡) = 𝑔1(𝑡), 
‌صورت‌بهاولله‌‌طو‌شر

𝑢(𝑥, 1) = ℎ(𝑥), 
‌𝑐باشد.‌‌همرفت‌می-ی‌انتشار‌معادله‌غلرخطیشود‌قسمت‌‌انرژی‌پتانسلل‌انتخاب‌می‌عنوان‌بهکه‌‌‌𝑁(𝑢)که

-انتشارباشد.‌این‌دسته‌از‌معاد(ت‌همان‌معاد(ت‌معمول‌‌دهنده‌مشتق‌کسری‌می‌نشان‌𝛼پارامتر‌تابت‌و‌

‌این‌اداوت‌که‌مشتق‌نس‌همرفت ‌با ‌𝛼ی‌کسری‌به‌مرابهیکم‌‌ی‌صحلح‌بت‌به‌زمان‌از‌مرابههستند > 1‌

‌ابدیل‌شده‌است.

 همرفت-کسری انتشارمعا لات  یفرانسیل  روش تکرار ور شی با یک پارامتر کمکی برای حل 4.2.4

‌به‌پلاده‌بخش‌‌در‌این شود‌و‌‌همرفت‌پرداخته‌می-سازی‌روش‌پلشنهادی‌برای‌معاد(ت‌کسری‌انتشار‌ابتدا

ی‌‌وسلهه‌های‌بزرگ‌به‌را‌روی‌دامنه‌همرفت-انتشار‌کسری‌های‌اقریبی‌معاد(ت‌شود،‌جواب‌سعی‌می‌سپس

از‌این‌دسته‌های‌‌منظور‌مثال‌هملن‌بهکمکی‌مورد‌بررسی‌قرار‌دهلم.‌‌پارامترروش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌

‌.شوند‌ارائه‌می‌معاد(ت

‌پلاده‌به ‌مع‌منظور ‌روی ‌کمکی ‌پارامتر ‌یک ‌با ‌وردشی ‌روش‌اکرار ‌‌ادلهسازی . 14)ی 4)‌ خطی‌‌عمهگر،

𝐿 =
𝜕𝛼

𝜕𝑡𝛼
. 9)به‌‌‌اوجه‌باشود.‌بنابراین‌‌،‌انتخاب‌می ,λ(𝑡ضریب‌(گرانژ‌‌‌(3 𝜏) =

−1

𝛤(𝛼)
(𝑡 − 𝜏)𝛼−1،‌

ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی‌‌فرمول‌‌وسلهه‌به‌صورت‌اینآید.‌در‌‌دست‌می‌متناظر‌با‌آن‌به

. 14)ی‌‌ادلهاکراری‌زیر‌برای‌مع ‌آید:‌دست‌می‌به‌‌(4

𝑢1(𝑥, 𝑡, ℎ) = 𝑢1(𝑥, 𝑡)

−
ℎ

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {

𝜕𝛼𝑢1(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑠𝛼

𝑡

1

−(
𝜕2𝑢1(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑥2
− 𝑐

𝜕𝑢1(𝑥,𝑠)

𝜕𝑥
+𝑁(𝑢1(𝑥,𝑠)) + 𝑓(𝑥,𝑠))}𝑑𝑠 , 
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𝑢𝑛+1(𝑥, 𝑡, ℎ) = 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡,ℎ)

−
ℎ

Γ(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {

𝜕𝛼𝑢𝑛(𝑥, 𝑠,ℎ)

𝜕𝑠𝛼
− (
𝜕2𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑥2

𝑡

1

− 𝑐
𝜕𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑥
+𝑁(𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ)) + 𝑓(𝑥, 𝑠))}𝑑𝑠 ,

𝑛 ≥ 1.                                                                                         (15 .4) 
ی‌فرمول‌‌وسلهه‌اوللدشده،‌به‌ی‌دنبالهاوان‌این‌نتلجه‌را‌گرفت‌که‌‌،‌می(3.2.3)و‌‌(2.2.3)‌قضایایبا‌اوجه‌به‌

. 15)اکراری‌ . 14)ی‌‌گرا‌به‌جواب‌دقلق‌معادله‌گرایی،‌هم‌،‌در‌صورت‌هم(4 است.‌شرایا‌کافی‌برای‌‌(4

. 15)اکراری‌‌ی‌فرمول‌وسلهه‌اوللدشده،‌به‌ی‌دنبالهگرایی‌‌هم ‌ارائه‌شده‌است.‌(1.2.3)ی‌‌نلز‌در‌قضله‌(4

‌ست‌لم‌زیر‌را‌اتبات‌کنلم.‌کافی‌(2.2.3)ی‌‌برای‌فراهم‌کردن‌شرایا‌قضله

‌𝐿خطی‌عمهگر‌فرض‌کنلد‌.4.2.2لم  =
𝜕𝛼

𝜕𝑡𝛼
𝜆(𝑡,𝜏)ضریب‌(گرانژ‌‌و‌ =

−1

𝛤(𝛼)
(𝑡 − 𝜏)𝛼−1برای‌‌،

. 14)ی‌دیدرانسلل‌‌معادله ‌صورت:‌باشد‌در‌این‌‌𝐻اوی‌‌به‌‌𝐻،‌از‌فضای‌هلهبرت‌‌𝑘اابع‌‌اگر.‌باشند‌(4

𝐿{∫ 𝜆(𝑥, 𝜏)𝑘(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 
𝑡

1
} = −𝑘(𝑥, 𝑡). 

‌با(‌باشند،‌با‌اوجه‌به‌خواص‌مشتق‌و‌انتگرال‌کسری‌داریم:‌صورت‌به‌𝜆(𝑡,𝜏)و‌‌𝐿فرض‌کنلد‌‌اثبات: 

𝐿{∫ 𝜆(𝑡,𝜏)𝑘(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 
𝑡

1
} =

𝜕𝛼

𝜕𝑡𝛼
∫

−1
𝛤(𝛼)

(𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑘(𝑥,𝜏)𝑑𝜏
𝑡

1
= −𝐷𝛼𝐼𝛼(𝑘(𝑥, 𝑡))

= −𝑘(𝑥, 𝑡). 
‌و‌اتبات‌کامل‌است.

‌

‌:[9]‌زیر‌را‌در‌نظر‌بگلریدهمگن‌‌همرفت-کسری‌انتشاری‌‌معادله‌.4.4مثال 

{
𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑡𝛼
= 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑥 + 𝑢𝑢𝑥𝑥 − 𝑢

2 ,1 ≤ 𝑥 ≤ 5,    1 < 𝛼 ≤ 1,    𝑡 ≥ 1 ,

𝑢(𝑥, 1) = 𝑒𝑥 ,                           1 ≤ 𝑥 ≤ 5,                                            
     (16 . 4) 

‌ ,𝑢(𝑥که 𝑡) = 𝑒𝑥𝐸𝛼(𝑡
𝛼)‌‌ ‌هر 1برای < 𝛼 ≤ ‌دامنه‌1 ‌اینجا ‌در ‌است. ‌آن ‌دقلق ‌جواب‌‌جواب ی

(𝑥, 𝑡) ∈ [1,5] × ‌شود.‌می‌،‌در‌نظر‌گرفته[1,5]

‌به ‌اوجه ‌کمکی‌با ‌یک‌پارامتر ‌وردشی‌با ‌رابطه‌روش‌اکرار . 15)ی‌‌در 4)‌ ‌برای‌‌ ‌اکراری‌زیر فرمول

. 16)ی‌‌معادله ‌آید:‌دست‌می‌به‌‌(4
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𝑢1(𝑥, 𝑡, ℎ) = 𝑢1(𝑥, 𝑡)

−
ℎ

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {

𝜕𝛼𝑢1(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑠𝛼

𝑡

1

−(
𝜕2𝑢1(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑥2
−
𝜕𝑢1(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑥
+ 𝑢1(𝑥,𝑠)

𝜕2𝑢1(𝑥,𝑠)

𝜕𝑥2
− 𝑢1

2(𝑥, 𝑠))}𝑑𝑠, 

𝑢𝑛+1(𝑥, 𝑡, ℎ) = 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ)

−
ℎ

Γ(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {

𝜕𝛼𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑠𝛼
− (
𝜕2𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑥2

𝑡

1

−
𝜕𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑥
+ 𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ)

𝜕2𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑥2
− 𝑢𝑛

2 (𝑥, 𝑠, ℎ))}𝑑𝑠 ,

𝑛 ≥ 1.                                                                                              (11 . 4) 
,𝑢1(𝑥ی‌‌با‌شروع‌از‌اقریب‌اولله 𝑡) = 𝑢(𝑥, 1) = 𝑒𝑥بی‌زیر‌که‌شامل‌پارامتر‌کمکی‌های‌اقری‌،‌جواب

ℎشوند.‌هستند،‌حاصل‌می‌‌

{

𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥 ,                                  

𝑢1(𝑥, 𝑡, ℎ) = 𝑒
𝑥 +

1
𝛼Γ(𝛼)

ℎ𝑡𝛼𝑒𝑥 ,

⋮                                                      

                                                                    (18 . 4)  

‌یابد.‌ادامه‌می‌ام𝑁ی‌‌ی‌جواب‌اقریبی‌مرابه‌این‌روند‌اا‌محاسبه

𝛽وابع‌ا‌ℎی‌پارامتر‌کمکی‌‌منظور‌انتخاب‌بهلنه‌به
𝑖
(ℎ)شود:‌صورت‌زیر‌اعریف‌می‌به‌‌‌

𝛽
𝑖
(ℎ) =

‖𝑣𝑖+1(𝑥, 𝑡, ℎ)‖

‖𝑣𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ)‖
,                                            𝑖 = 1,1,2,⋯ ,𝑁 .              (19 . 4)  

‌گدته‌شده‌است،‌قبلاًطور‌که‌‌که‌همان

𝑣𝑖+1(𝑥, 𝑡, ℎ) = 𝑢𝑖+1(𝑥, 𝑡, ℎ) − 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ), 
,𝑥)ی‌‌روی‌دامنه‌𝑣𝑖اابع‌‌2-و‌به‌دنبال‌آن‌نرم 𝑡) ∈ [1,5] × ‌شود:‌زیر‌اعریف‌می‌صورت‌به‌[1,5]

‖𝑣𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ)‖ =
1
25
(∫ ∫ |𝑣𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ)|

2
5

1

5

1
𝑑𝑥𝑑𝑡)

1
2

. 

آوردن‌مقدار‌‌‌دست‌برای‌به‌شود.‌لژاندر‌محاسبه‌می-گلری‌عددی‌گاوس‌انتگرال‌‌ی‌روش‌وسلهه‌انتگرال‌با(‌به

‌ ‌‌نقطه‌ℎمناسب‌برای‌پارامتر ‌اوابع 𝛽ی‌ملنلمم
𝑖
(ℎ)انتخاب‌می‌اعریف‌‌ ‌با( ‌در با‌‌این‌کار‌‌شود.‌که‌شده

‌شود.‌حاصل‌می‌افزار‌ملپل‌سازی‌در‌نرم‌های‌بهلنه‌استداده‌از‌یکی‌از‌الگوریتم

. 11شکل‌ 𝑥در‌نقطه‌‌𝑡ی‌هدتم‌را‌نسبت‌به‌مترلر‌‌های‌اقریبی‌مرابه‌نمودار‌دوبعدی‌جواب‌4 = های‌‌𝛼با‌‌5

‌نشان‌می ‌کمکی‌را ‌پارامتر ‌وردشی‌با . 11های‌‌دهد.‌شکل‌مختهف‌برای‌روش‌اکرار 4،‌12 . . 13و‌‌4 4‌
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‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی‌را‌شانزدهمی‌‌های‌اقریبی‌مرابه‌اداضل‌ملان‌جواب‌دقلق‌و‌جواب

𝛼برای‌‌به‌ارالب = 1/5‌،𝛼 = 𝛼و‌‌1/1 = . ‌11های‌در‌جدول‌دهند.‌نشان‌می‌1/9 4‌،11 . . 12و‌‌4 4‌

‌جواب‌بلش ‌بلن ‌اداضل ‌مرابه‌ارین ‌اقریبی ‌‌های ‌جواب‌شانزدهمی ‌دامنه‌و ‌برای ‌ ‌جواب‌‌دقلق ی

(𝑥, 𝑡) ∈ [1,5] × ‌به[1,5] ‌روش‌وسلهه‌، ‌کمکی‌ی ‌پارامتر ‌یک ‌با ‌وردشی ‌اکرار ‌وردشی‌‌و‌های اکرار

‌ ℎ)استاندارد = 1)‌‌ ‌برای ‌ارالب 𝛼به = 1/5‌ ،𝛼 = 1/1‌‌ 𝛼و = ‌شده‌1/9 ‌اند‌ارائه ‌که‌‌همان. گونه

. 16)‌همرفت-انتشارکسری‌‌ی‌دیدرانسلل‌چه‌جواب‌معادله‌شود،‌چنان‌مشاهده‌می های‌بزرگ‌‌روی‌بازه‌(4

های‌اکرار‌وردشی‌با‌‌که‌روش‌موردنظر‌باشد،‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌‌کارایی‌(زم‌را‌ندارد،‌درحالی

ول‌اجد‌شود.‌اندازه‌کافی‌بزرگ‌می‌های‌به‌اقریبی‌قابل‌قبول‌روی‌دامنه‌‌جواب‌بهیک‌پارامتر‌کمکی،‌منجر‌

13 . . 14و‌‌4 𝛽مقادیر‌‌4
𝑖

های‌𝛼آمده‌برای‌‌دست‌در‌جواب‌اقریبی‌به‌‌ℎگذاری‌مقدار‌بهلنه‌‌د‌از‌جایرا‌بع‌

دهد.‌با‌اوجه‌به‌‌مختهف‌با‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌پارامتر‌کمکی‌و‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌نشان‌می

𝛽اینکه‌هرچه‌مقادیر‌
𝑖

ایج‌به‌صدر‌نزدیک‌شوند‌سرعت‌همگرایی‌بلشتر‌خواهد‌بود،‌بنابراین‌نت‌ار‌سریعها‌

‌شده . 13ول‌ادر‌جد‌ارائه . 14و‌‌4 نشان‌از‌براری‌روش‌پلشنهادی‌در‌مقایسه‌با‌روش‌اکرار‌وردشی‌‌4

. 15جدول‌ در‌استاندارد‌را‌دارد.  برای دقلق جواب وام‌𝑁ی‌‌مرابه اقریبی‌‌جواب بلن اداضل ارین‌بلش‌4

,𝑥)ی‌جواب‌‌دامنه 𝑡) ∈ [1,5] × ‌است. شده ارائههای‌مختهف‌‌𝛼ی‌روش‌پلشنهادی‌برای‌‌وسلهه‌،‌به[1,5]

‌‌یافته . 11های‌جدول ‌افزایش‌‌نشان‌می‌4 ‌با ‌𝑁دهد ‌دقلق جواب و اقریبی‌‌جواب بلن اداضل ارین‌بلش،

 یابد.‌‌کاهش‌می

 
. 11شکل‌ 𝑥ی‌روش‌پلشنهادی‌در‌‌وسلهه‌ی‌هدتم‌به‌های‌اقریبی‌مرابه‌:‌جواب4 = ‌.4. 4برای‌مثال‌های‌مختهف‌𝛼با‌‌5
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‌

 
که‌‌ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی،‌هنگامی‌وسلهه‌به‌شانزدهمی‌‌داضل‌بلن‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌اقریبی‌مرابها:‌4. 11شکل‌

𝛼 = ℎو‌‌1/5 = . 4برای‌مثال‌‌1/52 4.‌

‌



21 

 
که‌‌یی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی،‌هنگام‌وسلهه‌به‌شانزدهمی‌‌اداضل‌بلن‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌اقریبی‌مرابه:‌4. 12شکل‌

𝛼 = ℎو‌‌1/1 = . 4برای‌مثال‌‌1/26 4.‌

‌
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که‌‌ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی،‌هنگامی‌وسلهه‌به‌شانزدهمی‌‌اداضل‌بلن‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌اقریبی‌مرابه:‌4. 13شکل‌

𝛼 = ℎو‌‌1/9 = . 4برای‌مثال‌‌1/14 4.‌

‌

‌

‌

‌

‌
 

 

‌
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نهادی‌با‌‌پلش‌یها‌روش‌ی‌وسلهه‌ی‌شانزدهم‌به‌های‌اقریبی‌مرابه‌وابجواب‌دقلق‌و‌ج‌ی‌بلن‌خطای‌حاصل‌ازا‌مقایسه:‌4. 11جدول‌

ℎ = ‌𝛼که‌هنگامی‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌و‌روش‌1/52 = ‌.4. ‌4برای‌مثال‌1/5

 𝑡 𝑥 نهادی‌خطای‌مطهق‌در‌روش‌پلش‌‌‌‌‌ خطای‌مطهق‌در‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

4/54223315 × 22−8      5/11400003 × 22−3 2/1 2/1 

0/03453033 × 22−1      1/33143131 × 22−8 2 2 

1/53004332 × 22−2      2/23031233 × 22−2 2/1 2/1 

4/11530502 × 22−1      1/45542112 × 22−3 1 1 

3/00043353 × 22−2      1/42124323 × 22−1 1/1 1/1 

4/23000433      1/03053520 × 22−4 2 2 

2/33434014 × 222      3/34035321 × 22−4 2/1 2/1 

1/40404434 × 221      3/35000313 × 22−2 4 4 

3/10232003 × 221      1/41553233 × 22−2 4/1 4/1 

0/42253432 × 222      5/33333531 × 22−2 1 1 

‌

‌

‌

‌

‌

‌
 

‌
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نهادی‌با‌‌پلشهای‌‌روش‌ی‌وسلهه‌به‌شانزدهم‌ی‌اقریبی‌مرابه‌های‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌ی‌بلن‌خطای‌حاصل‌ازا‌مقایسه:‌4. 11جدول‌

ℎ = ‌𝛼که‌هنگامی‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌و‌روش‌1/26 = ‌.4. ‌4برای‌مثال‌1/1

 𝑡 𝑥 نهادی‌خطای‌مطهق‌در‌روش‌پلش‌‌‌‌ خطای‌مطهق‌در‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

2/13122212 × 22−21     4/31423122 × 22−21 2/1 2/1 

8/21281222 × 22−3     1/13131424 × 22−22 2 2 

2/31123421 × 22−1     1/14234828 × 22−22 2/1 2/1 

1/00503131 × 22−4     2/23842112 × 22−3 1 1 

2/35435313 × 22−2     5/301153033 × 22−8 1/1 1/1 

0/55120523 × 22−1     1/23333333 × 22−1 2 2 

4/03313524 × 22−2     5/14443410 × 22−1 2/1 2/1 

0/33301430     1/33542213 × 22−4 4 4 

2/45330334 × 222     4/15231031 × 22−2 4/1 4/1 

1/44303333 × 221     2/50430005 × 22−1 1 1 

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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نهادی‌با‌‌پلشهای‌‌روش‌ی‌وسلهه‌به‌شانزدهمی‌‌بههای‌اقریبی‌مرا‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌ی‌بلن‌خطای‌حاصل‌ازا‌مقایسه:‌4. 12جدول‌

ℎ = ‌𝛼که‌هنگامی‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌و‌روش‌1/14 = ‌.4. ‌4برای‌مثال‌1/9

 𝑡 𝑥 نهادی‌خطای‌مطهق‌در‌روش‌پلش‌‌‌‌ خطای‌مطهق‌در‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

1/40140403 × 22−22     1/22431330 × 22−21 2/1 2/1 

5/51035433 × 22−22     2/35034053 × 22−24 2 2 

3/40440324 × 22−22     4/33403351 × 22−22 2/1 2/1 

1/13333332 × 22−2     1/24114344 × 22−22 1 1 

4/12545413 × 22−1     0/43025204 × 22−22 1/1 1/1 

1/31224053 × 22−4     4/30040333 × 22−3 2 2 

0/11043530 × 22−2     3/02033051 × 22−8 2/1 2/1 

4/12304332 × 22−1     2/42440250 × 22−1 4 4 

4/00403540 × 22−2     3/31533533 × 22−1 4/1 4/1 

0/31300155     4/45342523 × 22−4 1 1 

‌

‌

‌

‌

‌
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. 19)ی‌‌ها‌در‌رابطه𝛽𝑖:‌مقادیر‌4. ‌13جدول برای‌های‌مختهف‌𝛼استاندارد‌با‌‌اکرار‌وردشی‌و‌روشنهادی‌‌پلش‌ی‌روش‌وسلهه‌به‌(4

‌.4. 4مثال‌

  روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

𝛼 =./1 𝛼 =./1 𝛼 =./5 𝛼 =./5 𝛽𝑖 

‌ℎ = 1/145 ‌ℎ = 2/391 ‌

2/31× 111 2/13× 112 1111× 111 3/31× 112 𝛽1  

1/12× 111 3/34× 111 6/81 4/11× 111 𝛽1 

4/89 8/12 4/48 1/22× 111 𝛽2 

2/66 1/99 3/11 3/51 𝛽3 

1/61 4/19× 11−1  2/25 1/95× 11−1  𝛽4 

1/14 4/92× 11−2  1/11 8/11× 11−2  𝛽5 

1/18× 11−1  6/41× 11−4  1/33 5/92× 11−3  𝛽6 

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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. 19)ی‌‌ها‌در‌رابطه𝛽𝑖:‌مقادیر‌4. ‌14جدول برای‌های‌مختهف‌𝛼استاندارد‌با‌‌اکرار‌وردشی‌نهادی‌و‌روش‌پلش‌ی‌روش‌وسلهه‌به‌(4

‌.4. 4مثال‌

  روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

𝛼 = 1 𝛼 = 1 𝛼 =./9 𝛼 =./9 𝛽𝑖 

‌ℎ = 1/312 ‌ℎ = 1/453 ‌

6/91× 111 2/43× 112 4/81× 111 2/15× 112 𝛽1  

1/38× 111 2/14× 111 1/31× 111 2/91× 111 𝛽1 

3/86 4/25 4/36 5/33 𝛽2 

1/44 1/45× 11−1  1/84 1/11 𝛽3 

6/48× 11−1  1/13× 11−1  9/18× 11−1  1/91× 11−1  𝛽4 

3/32× 11−1  8/29× 11−3  5/19× 11−1  1/91× 11−2  𝛽5 

1/86× 11−1  8/44× 11−5  3/16× 11−1  1/21× 11−4  𝛽6 

‌

‌

. ‌15جدول مثال‌برای‌‌𝛼و‌‌𝑁نهادی‌برای‌برخی‌از‌مقادیر‌‌پلش‌‌روش‌ی‌وسلهه‌های‌اقریبی‌به‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌خطای‌حاصل‌از:‌4

4 .4.‌

𝛼 = 1 𝛼 =./9 𝛼 =./1 𝛼 =./5 𝑁 

1/99× 11−3  1/11× 11−2  3/85× 11−1  6/43 14 
9/18× 11−5  6/69× 11−4  2/91× 11−2  9/58× 11−1  16 
1/15× 11−6  2/11× 11−5  1/84× 11−3  9/81× 11−2  18 
2/49× 11−8  4/61× 11−1  9/52× 11−5  9/41× 11−3  21 

‌

‌

‌:[9]‌زیر‌را‌در‌نظر‌بگلرید‌همرفت-سری‌انتشارکی‌‌معادله‌.4.5مثال 

{
𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑡𝛼
= −𝑢𝑥𝑥 − 𝑥𝑢𝑥 + 2𝑡𝛼 + 2𝑥2 + 2, 1 ≤ 𝑥 ≤ 11,    1 < 𝛼 ≤ 1,    𝑡 ≥ 1 ,

𝑢(𝑥, 1) = 𝑥2 ,                           1 ≤ 𝑥 ≤ 11,                                                        
 (21 . 4) 

‌ ,𝑢(𝑥که 𝑡) = 𝑥2 + 2 Γ(𝛼+1)
Γ(2𝛼+1)

𝑡2𝛼‌‌ ‌هر 1برای < 𝛼 ≤ ‌دامنه‌1 ‌اینجا ‌در ‌است. ی‌‌جواب‌دقلق‌آن

,𝑥)جواب‌ 𝑡) ∈ [1,11] × ‌شود.‌،‌در‌نظر‌گرفته‌می[1,11]
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‌به ‌اوجه ‌کمکی‌با ‌یک‌پارامتر ‌وردشی‌با ‌رابطه‌روش‌اکرار . 15)ی‌‌در 4)‌ ‌برای‌‌ ‌اکراری‌زیر فرمول

. 21)ی‌‌معادله ‌آید:‌دست‌می‌به‌‌(4

𝑢1(𝑥, 𝑡, ℎ) = 𝑢1(𝑥, 𝑡)

−
ℎ

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {

𝜕𝛼𝑢1(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑠𝛼
− (
𝜕2𝑢1(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑥2
− 𝑥

𝜕𝑢1(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑥

𝑡

1

+ 2𝑡𝛼 + 2𝑥2 + 2)}𝑑𝑠, 

𝑢𝑛+1(𝑥, 𝑡,ℎ) = 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ)

−
ℎ

Γ(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {

𝜕𝛼𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑠𝛼
− (
𝜕2𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑥2

𝑡

1

− 𝑥
𝜕𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑥
+ 2𝑡𝛼 + 2𝑥2 + 2)}𝑑𝑠 , 𝑛 ≥ 1.                  (21 . 4) 

,𝑢1(𝑥ی‌‌با‌شروع‌از‌اقریب‌اولله 𝑡) = 𝑢(𝑥, 1) = 𝑥2کمکی‌های‌اقریبی‌زیر‌که‌شامل‌پارامتر‌‌،‌جوابℎ‌

‌شوند.‌هستند،‌حاصل‌می

{

𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝑥
2 ,                              

𝑢1(𝑥, 𝑡, ℎ) = 𝑥
2 +

2
𝛼Γ(𝛼)

ℎ𝑡2𝛼 ,

⋮                                                      

                                                                         (22 . 4)  

‌یابد.‌ادامه‌می‌ام𝑁ی‌‌ی‌جواب‌اقریبی‌مرابه‌این‌روند‌اا‌محاسبه

𝛽وابع‌ا‌ℎی‌پارامتر‌کمکی‌‌منظور‌انتخاب‌بهلنه‌به
𝑖
(ℎ)شود:‌صورت‌زیر‌اعریف‌می‌به‌‌‌

𝛽
𝑖
(ℎ) =

‖𝑣𝑖+1(𝑥, 𝑡, ℎ)‖

‖𝑣𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ)‖
,                                            𝑖 = 1,1,2,⋯ ,𝑁 .               (23 . 4)  

‌گدته‌شده‌است،‌قبلاًطور‌که‌‌که‌همان

𝑣𝑖+1(𝑥, 𝑡, ℎ) = 𝑢𝑖+1(𝑥, 𝑡, ℎ) − 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ), 
,𝑥)ی‌‌روی‌دامنه‌𝑣𝑖اابع‌‌2-و‌به‌دنبال‌آن‌نرم 𝑡) ∈ [1,11] × ‌شود:‌زیر‌اعریف‌می‌صورت‌به‌[1,11]

‖𝑣𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ)‖ =
1
111

(∫ ∫ |𝑣𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ)|
2

11

1

11

1
𝑑𝑥𝑑𝑡)

1
2

. 

آوردن‌مقدار‌‌‌دست‌برای‌به‌شود.‌لژاندر‌محاسبه‌می-گلری‌عددی‌گاوس‌انتگرال‌‌ی‌روش‌وسلهه‌انتگرال‌با(‌به

‌ ‌برای‌پارامتر ‌‌نقطه‌ℎمناسب ‌اوابع 𝛽ی‌ملنلمم
𝑖
(ℎ)در‌اعریف‌‌ ‌انتخاب‌می‌شده ‌این‌کار‌با( ‌که با‌‌شود.

‌شود.‌حاصل‌می‌افزار‌ملپل‌سازی‌در‌نرم‌های‌بهلنه‌کی‌از‌الگوریتماستداده‌از‌ی
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. 14های‌‌شکل 4‌،15 . . 16و‌‌4 ,𝑢3(11نمودار‌دوبعدی‌جواب‌اقریبی‌‌‌4 𝑡)و‌جواب‌دقلق‌را‌نسبت‌به‌‌

‌ ‌ارالب‌برای‌‌𝑡مترلر ‌به ‌وردشی‌استاندارد ‌روش‌اکرار ‌و ‌کمکی ‌پارامتر ‌با ‌وردشی ‌روش‌اکرار برای

𝛼 = 1/5‌ ،𝛼 = 1/1‌‌ 𝛼و = ‌می‌1/9 ‌دهند‌نشان ‌می‌همان. ‌مشاهده ‌که ‌چنان‌گونه ‌جواب‌‌شود، چه

‌دیدرانسلل‌معادله ‌‌ی . 21)‌همرفت-انتشارکسری ‌بازه‌(4 ‌روش‌اکرار‌‌روی ‌باشد، ‌موردنظر ‌بزرگ های

اقریبی‌قابل‌قبول‌روی‌‌‌جواب‌به،‌منجر‌نهادی‌پلش‌‌که‌روش‌(زم‌را‌ندارد،‌درحالیوردشی‌استاندارد‌‌کارایی‌

‌‌شود.‌اندازه‌کافی‌بزرگ‌می‌های‌به‌دامنه

‌

 
𝑥ی‌روش‌پلشنهادی‌و‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌در‌‌وسلهه‌ی‌سوم‌به‌های‌اقریبی‌مرابه‌:‌جواب4. 14شکل‌ = که‌‌،‌هنگامی،‌11

𝛼 = ‌.4. 5برای‌مثال‌‌‌1/5

‌
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𝑥رار‌وردشی‌استاندارد‌در‌ی‌روش‌پلشنهادی‌و‌روش‌اک‌وسلهه‌ی‌سوم‌به‌های‌اقریبی‌مرابه‌:‌جواب4. 15شکل‌ = که‌‌،‌هنگامی،‌11

𝛼 = ‌.4. 5برای‌مثال‌‌‌1/1

‌

 
𝑥ی‌روش‌پلشنهادی‌و‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌در‌‌وسلهه‌ی‌سوم‌به‌های‌اقریبی‌مرابه‌:‌جواب4. 16شکل‌ = که‌‌،‌هنگامی،‌11

𝛼 = ‌.4. 5برای‌مثال‌‌‌1/9

‌

‌

‌
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‌:[9]‌در‌نظر‌بگلریدزیر‌را‌‌همرفت-کسری‌انتشاری‌‌معادله‌.4.9مثال 

𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑡𝛼
= 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑥 + 𝑢𝑢𝑥 − 2𝑥𝑢 + 2𝑥 − 2+𝛤(𝛼 + 1), 1 ≤ 𝑥 ≤ 21,

1 < 𝛼 ≤ 1,     𝑡 ≥ 1 , 
𝑢(𝑥, 1) = 𝑥2 ,                       1 ≤ 𝑥 ≤ 21, 

‌ ,𝑢(𝑥که 𝑡) = 𝑥2 + 𝑡𝛼‌‌ ‌هر 1برای < 𝛼 ≤ ‌دامنه‌1 ‌اینجا ‌در ‌است. ‌آن ‌دقلق ‌جواب‌‌جواب ی

(𝑥, 𝑡) ∈ [1,21] × ‌شود.‌،‌در‌نظر‌گرفته‌می[1,21]

‌به ‌اوجه ‌کمکی‌با ‌یک‌پارامتر ‌وردشی‌با ‌رابطه‌روش‌اکرار . 15)ی‌‌در 4)‌ ‌برای‌‌ ‌اکراری‌زیر فرمول

. 24)ی‌‌معادله ‌آید:‌دست‌می‌به‌‌(4

𝑢1(𝑥, 𝑡, ℎ) = 𝑢1(𝑥, 𝑡)

−
ℎ

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {

𝜕𝛼𝑢1(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑠𝛼
− (
𝜕2𝑢1(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑥2
−
𝜕𝑢1(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑥

𝑡

1

− 2𝑥𝑢1(𝑥,𝑠)
𝜕𝑢1(𝑥,𝑠)

𝜕𝑥
+ 2𝑥 − 2+𝛤(𝛼 + 1))}𝑑𝑠, 

𝑢𝑛+1(𝑥, 𝑡, ℎ) = 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ)

−
ℎ

Γ(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {

𝜕𝛼𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑠𝛼
− (
𝜕2𝑢𝑛(𝑥,𝑠, ℎ)

𝜕𝑥2

𝑡

1

−
𝜕𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑥
− 2𝑥𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ)

𝜕𝑥
+ 2𝑥 − 2+ 𝛤(𝛼

+ 1))}𝑑𝑠 , 𝑛 ≥ 1.                                                                 (25 . 4) 

,𝑢1(𝑥ی‌‌با‌شروع‌از‌اقریب‌اولله 𝑡) = 𝑢(𝑥, 1) = 𝑥2پارامتر‌کمکی‌‌های‌اقریبی‌زیر‌که‌شامل‌،‌جوابℎ‌

‌شوند.‌هستند،‌حاصل‌می

{
𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝑥

2 ,                              

𝑢1(𝑥, 𝑡,ℎ) = 𝑥
2 + ℎ𝑡𝛼 ,             

⋮                                                      

                                                                         (26 . 4)  

‌یابد.‌ادامه‌می‌ام𝑁ی‌‌ی‌جواب‌اقریبی‌مرابه‌این‌روند‌اا‌محاسبه

𝛽وابع‌ا‌ℎی‌پارامتر‌کمکی‌‌منظور‌انتخاب‌بهلنه‌به
𝑖
(ℎ)شود:‌صورت‌زیر‌اعریف‌می‌به‌‌‌

𝛽
𝑖
(ℎ) =

‖𝑣𝑖+1(𝑥, 𝑡, ℎ)‖

‖𝑣𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ)‖
,                                            𝑖 = 1,1,2,⋯ ,𝑁 .            (21 . 4)  

‌گدته‌شده‌است،‌قبلاًطور‌که‌‌که‌همان

𝑣𝑖+1(𝑥, 𝑡, ℎ) = 𝑢𝑖+1(𝑥, 𝑡, ℎ) − 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ), 
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,𝑥)ی‌‌روی‌دامنه‌𝑣𝑖اابع‌‌2-و‌به‌دنبال‌آن‌نرم 𝑡) ∈ [1,21] × ‌شود:‌زیر‌اعریف‌می‌صورت‌به‌[1,21]

‖𝑣𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ)‖ =
1
411

(∫ ∫ |𝑣𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ)|
2

21

1

21

1
𝑑𝑥𝑑𝑡)

1
2

. 

آوردن‌مقدار‌‌‌دست‌برای‌به‌شود.‌لژاندر‌محاسبه‌می-گلری‌عددی‌گاوس‌انتگرال‌‌ی‌روش‌وسلهه‌انتگرال‌با(‌به

‌ ‌برای‌پارامتر ‌‌نقطه‌ℎمناسب ‌اوابع 𝛽ی‌ملنلمم
𝑖
(ℎ)انتخاب‌می‌اعریف‌‌ ‌با( ‌در ‌این‌کار‌شده ‌که با‌‌شود.

‌شود.‌حاصل‌می‌افزار‌ملپل‌سازی‌در‌نرم‌های‌بهلنه‌ده‌از‌یکی‌از‌الگوریتماستدا

‌به ‌بلان‌با ‌پلشنهادی ‌روش ‌بردن ‌جواب‌کار ‌مرابه‌شده ‌اقریبی ‌‌های ‌برای ‌ارالب ‌به ‌سوم 𝛼ی = 1/5‌،

𝛼 = 𝛼و‌‌1/1 = ‌آیند:‌دست‌می‌زیر‌به‌صورت‌به،‌1/9

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥2 + 𝑡1/5 ,                                                  𝛼 = 1/5, ℎ = 1/11,   
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥2 + 𝑡1/1 ,                                                  𝛼 = 1/1, ℎ = 1/11,   
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥2 + 𝑡1/9 ,                                                  𝛼 = 1/9, ℎ = 1/11.   

نهادی‌بعد‌از‌سه‌اکرار‌به‌جواب‌دقلق‌مساله‌دست‌‌روش‌پلش‌در‌این‌مساله‌شود‌گونه‌که‌مشاهده‌می‌همان

‌یابد.‌می

‌
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 مقدمه 5.1

وابسته‌به‌زمان‌پرداخته‌‌سریک‌با‌مشتقات‌جزئی‌معاد(ت‌دیدرانسلل معرفی‌دستگاه به نخست فصل، این در

دیدرانسلل‌با‌مشتقات‌جزئی‌‌معاد(ت حل برای کمکی پارامتر یک با وردشی اکرار روش سپس‌شود.‌می

دیدرانسلل‌با‌چنلن‌آناللز‌همگرایی‌روش‌برای‌دستگاه‌معاد(ت‌‌هم‌شود.‌می برده کار‌به‌کسری‌وابسته‌به‌زمان

‌زمان ‌به ‌این‌بخش‌آورده‌شده‌است.مج‌طور‌به‌مشتقات‌جزئی‌کسری‌وابسته ‌در عددی‌ حل‌در‌آخر‌زا

‌زمان دستگاه ‌به ‌مشتقات‌جزئی‌کسری‌وابسته ‌وردشی‌با‌‌وسلهه‌به‌معاد(ت‌دیدرانسلل‌با ی‌روش‌اکرار

‌‌‌‌شود.‌می ارائه پارامتر‌کمکی‌نلز

 

 معا لات  یفرانسیل با مشتقات جزئی کسری وابسته به زمان  ستگاه 5.2

‌مشتقات‌جزئی‌کسری‌وابسته‌به‌زمانمعاد(ت‌دیدرانسل ستگاه   ارای صورت کلی به شکل زیر  ل‌با

 باشند: می

𝜕𝛼𝑢𝑗
𝜕𝑡𝛼

= 𝑓𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑢1 ,𝑢2 , ⋯ , 𝑢𝑚),

 𝑢𝑗
(𝑟) (1) = 𝑐𝑗,    1 ≤ 𝑟 ≤ ⌈𝛼⌉,    𝑗

= 1,2, ⋯ ,𝑚,                            (1 . 5)  
معاد(ت‌ ستگاه .‌برای‌وجود،‌یکتایی‌و‌پایداری‌جواب‌باشد‌مشتق‌کسری‌می‌دهنده‌نشان  𝛼که  ر آن 

 رجوع‌کرد.‌[15 ,46]اوان‌به‌مراجع‌‌می‌دیدرانسلل‌با‌مشتقات‌جزئی‌کسری

‌‌مدل های‌فلزیکی‌‌در‌بررسی‌پدیدهری‌معاد(ت‌دیدرانسلل‌با‌مشتقات‌جزئی‌کس ستگاه های‌مختهدی‌از

‌می‌به ‌یافتن‌جواب‌.آیند‌وجود ‌‌گونه‌اینهای‌احهلهی‌‌اغهب، ‌است. ‌معاد(ت‌دشوار های‌‌روش‌رو‌ازایناز

‌نلمه گران‌قرار‌‌های‌اقریبی‌این‌معاد(ت‌مورد‌اوجه‌پژوهش‌احهلهی‌زیادی‌برای‌بررسی‌جواب‌عددی‌و

‌است ‌گرفته ‌همکارش. ‌و ‌همواوپیروش‌‌جعدری ‌به‌آناللز ‌یافتن‌جواب‌را احهلهی‌برای‌‌های‌نلمه‌منظور

‌دی ستگاه  ‌مشتقات‌جزئی‌کسمعاد(ت ‌برده‌بهری‌درانسلل‌با ‌[29]‌اند‌کار ‌همکارانش. ‌روش‌‌چن‌و از
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از‌‌چبلشفو‌همکارانش‌اوابع‌‌خدیر‌چنلن‌هم.‌[14]‌اند‌دسته‌از‌معاد(ت‌استداده‌کردهبرای‌این‌‌ها‌موجک

‌کسری‌مرابه ‌روش‌اداضلات‌متناهی‌کسری‌ی ‌همچنلن ‌برای‌حل‌‌و معاد(ت‌دیدرانسلل‌با‌ ستگاه را

‌‌.[32]‌اند‌مورد‌مطالعه‌قرار‌دادهری‌ت‌جزئی‌کسمشتقا

 

 ستگاه معا لات  یفرانسیل با مشتقات جزئی  روش تکرار ور شی با یک پارامتر کمکی برای حل 5.3

 کسری

سازی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌پارامتر‌کمکی‌را‌برای‌دستگاه‌معاد(ت‌دیدرانسلل‌کسری‌را‌‌در‌این‌بخش‌پلاده

‌:دهلم‌مورد‌بررسی‌قرار‌می

. 1)برای‌این‌منظور‌دستگاه‌معاد(ت‌دیدرانسلل‌کسری‌ ‌گلریم:‌زیر‌در‌نظر‌می‌صورت‌بهرا‌‌(5

𝐻𝑗(𝑢1 ,𝑢2 ,⋯ ,𝑢𝑚) =
𝜕𝛼𝑢𝑗
𝜕𝑡𝛼

− 𝑓𝑗(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡, 𝑢1 ,𝑢2 ,⋯ , 𝑢𝑚)

= 1,                                     𝑗 = 1,2, ⋯ ,𝑚.                                      (2 . 5)  
‌دست‌آمد:‌با‌استداده‌از‌روش‌اکرار‌وردشی‌فرمول‌اکراری‌زیر‌به

𝑢𝑗,𝑛+1(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑗,𝑛(𝑥, 𝑡) +∫ 𝜆𝑗(𝑡,𝑠){𝐻𝑗(𝑢1 ,𝑢2 , ⋯ , 𝑢𝑚)(𝑥, 𝑠)}𝑑𝑠,
𝑡

1
                 𝑛

≥ 1,           𝑗 = 1,2,⋯ ,𝑚                                                                 (3 .5) 

,𝑢1(𝑥چنلن‌‌هم 𝑡)اابع‌دل‌ ‌به‌خواهی‌انتخاب‌می‌، ,𝐿𝑗𝑢𝑗,1(𝑥 که‌طوری‌شود 𝑡) = 1‌ ‌که ،𝐿𝑗𝑢𝑗 =
𝜕𝛼𝑢𝑗

𝜕𝑡𝛼
‌

،‌به‌فرمول‌‌ℎ𝑗کمکی‌ناصدر‌‌ارامترپروش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی‌با‌وارد‌کردن‌یک‌باشد.‌‌می

. 3)اکراری‌ ‌:شود‌صورت‌زیر‌معرفی‌می‌به‌(5

𝑢𝑗,1(𝑥, 𝑡, ℎ𝑗) = 𝑢𝑗,1(𝑥, 𝑡)+ ℎ𝑗∫ 𝜆𝑗(𝑡,𝑠)𝐻𝑗(𝑢1,1,𝑢2,1 ,⋯ , 𝑢𝑚,1)(𝑥,𝑠)𝑑𝑠
𝑡

1
, 

𝑢𝑗,𝑛+1(𝑥, 𝑡, ℎ1,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚)

= 𝑢𝑗,𝑛(𝑥, 𝑡,ℎ1 ,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚)

+ ℎ𝑗∫ 𝜆𝑗(𝑡, 𝑠)𝐻𝑗(𝑢1,𝑛, 𝑢2,𝑛, ⋯ , 𝑢𝑚,𝑛)(𝑥,𝑠, ℎ1 ,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚)𝑑𝑠
𝑡

1
,   𝑛

≥ 1,               𝑗 = 1,2, ⋯ ,𝑚                                                            (4 .5) 

‌جمهه ‌داشت‌که ‌اوجه ,𝑢𝑗,𝑛+1(𝑥های‌‌باید 𝑡, ℎ1,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚)برای‌‌ ،𝑛 ≥ ‌به1 افزارهای‌‌ی‌نرم‌وسلهه‌،

چنلن‌‌آیند.‌هم‌دست‌می‌دهند،‌مانند‌ملپل‌و‌متمتلکا‌به‌راحتی‌انجام‌می‌محاسباای‌که‌محاسبات‌پارامتری‌را‌به



82 

‌به ‌بعدی ‌زیربخش ‌هم‌‌در ‌برای ‌کافی ‌شرایا ‌اقریبی‌‌جواب‌گرایی‌بررسی های

𝑢𝑗,𝑛+1(𝑥, 𝑡, ℎ1,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚)2)ی‌دیدرانسلل‌‌معادله‌دستگاه‌،‌به‌جواب‌دقلق .  شود.‌پرداخته‌می‌(5

‌می‌همان ‌که ‌جواب‌گونه ‌‌بلنلد، ‌اقریبی ,𝑢𝑗,𝑛+1(𝑥های 𝑡, ℎ1,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚)‌ ‌برای ،𝑛 ≥ ‌شامل‌1 ،

‌‌هایپارامتر ℎ1کمکی ,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚بهلنه‌‌ ‌انتخاب ‌پارامتر‌هستند. ‌این ‌‌یهای ‌از ‌یکی ‌ارین‌مهمکمکی

‌به‌بحث ‌بخش‌است. ‌این ‌پارامتر‌های ‌این‌پرسش‌که ℎ1کمکی‌‌هایبلانی‌دیگر، ,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚چگونه‌‌‌ ،

‌هم ‌از ‌که ‌شود ‌به‌انتخاب ‌جواب ‌به‌دست‌گرایی ‌ناحله‌وسلهه‌آمده ‌در ‌مناسب، ‌سرعت ‌روش‌با ‌این ای‌‌ی

مناسب،‌برای‌انتخاب‌‌یبرخوردار‌است.‌در‌ادامه،‌روشی‌کافی‌بزرگ‌مطمئن‌باشلم،‌از‌اهملت‌با(یی‌‌اندازه‌به

ℎ1کمکی‌‌هایپارامتر ,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚شود.‌ارائه‌می‌‌

‌

 گرایی روش تکرار ور شی با یک پارامتر کمکی هم 5.3.1

مورد‌‌دستگاه‌معاد(ت‌دیدرانسلل‌کسریبرای‌‌گرایی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی‌جا‌هم‌در‌این

گرایی‌‌دهلم‌اا‌بررسی‌هم‌نخست‌بلانی‌دیگر‌از‌روش‌یادشده‌را‌ارائه‌می‌منظور‌هملن‌بهگلرد.‌‌میمطالعه‌قرار‌

 .ار‌شود‌آسان

. 2)ی‌دیدرانسلل‌‌فرض‌کنلد‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی،‌روی‌معادله کار‌رفته‌است.‌در‌‌به‌(5

‌شود:‌صورت‌زیر‌اعریف‌می‌به‌،‌𝐴𝑗عمهگرصورت‌‌این

‌‌‌‌

𝐴𝑗𝑢𝑗(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚) = ℎ𝑗 ∫ 𝜆𝑗(𝑡,𝑠)𝐻𝑗(𝑢1 ,𝑢2 , ⋯ , 𝑢𝑚)(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠,
𝑡

1               (5 . 5) 
𝑛،‌برای‌𝑠𝑗,𝑛و‌‌𝑣𝑗,𝑛چنلن،‌مترلرهای‌‌هم ≥ ‌شوند:‌صورت‌زیر‌اعریف‌می‌،‌به1

{
𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑗,1(𝑥, 𝑡),

𝑠𝑗,1(𝑥,𝑡) = 𝑣𝑗.1(𝑥, 𝑡),
         

{
𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡, ℎ1) = 𝐴𝑗𝑠𝑗,1(𝑥, 𝑡),                

𝑠𝑗,1(𝑥, 𝑡, ℎ1) = 𝑠𝑗,1(𝑥, 𝑡) + 𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡,ℎ1),
         

𝑛و‌در‌حالت‌عمومی‌برای‌ ≥ 1،‌

{
𝑣𝑗,𝑛+1(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚) = 𝐴𝑗𝑠𝑗,𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚),                                             

𝑠𝑗,𝑛+1(𝑥, 𝑡, ℎ1 , ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚) = 𝑠𝑗,𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ1 , ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚) + 𝑣𝑗,𝑛+1(𝑥,𝑡, ℎ1 ,ℎ2 , ⋯ , ℎ𝑚),
(6 .5)         

‌:دهلم‌صورت‌قرار‌می‌در‌این
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𝑢𝑗(𝑥, 𝑡, ℎ1,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑠𝑗,𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚)

= 𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡)+∑𝑣𝑗,𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚)

∞

𝑛=1

,                          (1 . 5) 

,𝑢𝑗,1(𝑥که‌در‌آن‌اقریب‌صدرم‌ 𝑡)که‌‌طوری‌د‌بهشو‌خواهی‌انتخاب‌می‌،‌اابع‌دل𝐿𝑗𝑢𝑗,1(𝑥, 𝑡) = 1. 

. 1)سری‌جواب‌ ‌بلان‌دیگر‌شود.‌به‌ی‌نخست‌آن‌اقریب‌زده‌می‌جمهه‌𝑁ی‌‌وسلهه‌به‌(5

‌سری

𝑢𝑗,𝑁(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚) = 𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡)+∑𝑣𝑗,𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2,⋯ , ℎ𝑚)

𝑁

𝑛=1

,           𝑗

= 1,2, ⋯ ,𝑚               (8 .5) 
. 2)ی‌دیدرانسلل‌‌معادله‌دستگاه‌ام‌جواب‌‌𝑁عنوان‌اقریب‌‌به  شود.‌در‌نظر‌گرفته‌می‌(5

‌ ‌اقریبی ‌جواب ‌که ‌داشت ‌اوجه ,𝑢𝑗,𝑁(𝑥باید 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚)پارامتر‌ ‌شامل کمکی‌‌های،

ℎ1 ,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚چگون‌‌ ‌زیربخش‌بعدی‌به ‌در منظور‌‌شود.‌به‌پرداخته‌می‌ها‌نی‌آ‌گی‌اعللن‌بهلنهاست‌که

‌خطای‌حاصل‌ا‌بررسی‌شرایا‌کافی‌برای‌هم ‌کمکی‌و ‌یک‌پارامتر ‌وردشی‌با ز‌آن،‌گرایی‌روش‌اکرار

‌.شوند‌های‌زیر‌بلان‌می‌قضله

. 5)،‌اعریف‌شده‌در‌‌‌𝐴𝑗عمهگرفرض‌کنلد‌‌.5.3.1 قضیه باشد.‌اگر‌‌‌𝐻اوی‌به‌𝐻روی‌فضای‌هلهبرت‌‌(5

ℎ̃ = (ℎ1 ,ℎ2,⋯ , ℎ𝑚), ℎ𝑗 ≠ 1, 1 < 𝛾𝑗 < ‌،‌چنان‌موجود‌باشند‌که‌1

{

‖𝐴𝑗𝑠𝑗,1(𝑡)‖ ≤ 𝛾𝑗  ‖𝑠𝑗,1(𝑡)‖,                                                  

‖𝐴𝑗𝑠𝑗,1(𝑡, ℎ̃)‖ ≤ 𝛾𝑗 ‖𝐴𝑗𝑠𝑗,1(𝑡)‖,                                          

  ‖𝐴𝑗𝑠𝑗,𝑛(𝑡, ℎ̃)‖ ≤ 𝛾𝑗  ‖𝐴𝑗𝑠𝑗,𝑛−1(𝑡, ℎ̃)‖,         𝑛 = 2,3,4, ⋯    
𝑗 = 1,2, ⋯ ,𝑚    (9 . 5) 

. 8)گاه‌سری‌جواب‌‌آن ‌یعنی‌(5

𝑢𝑗,𝑁(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚) = 𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡)+∑𝑣𝑗,𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2,⋯ , ℎ𝑚)

𝑁

𝑛=1

,           𝑗

= 1,2, ⋯ ,𝑚 ,               
‌گراست.‌هم

‌اثبات 𝑛=1{𝑠𝑗,𝑛}شود‌که‌‌برای‌اتبات‌نشان‌داده‌می:
∞

‌بهاست.‌‌𝐻ی‌کوشی‌در‌فضای‌هلهبرت‌‌،‌یک‌دنباله

‌در‌نظر‌بگلرید:‌منظور‌هملن

‖𝑠𝑗,𝑛+1 − 𝑠𝑗,𝑛‖ = ‖𝑣𝑗,𝑛+1‖ = ‖𝐴𝑗𝑠𝑗,𝑛‖ ≤ 𝛾𝑗 ‖𝐴𝑗𝑠𝑗,𝑛−1‖ ≤ 𝛾𝑗
2  ‖𝐴𝑗𝑠𝑗,𝑛−2‖ ≤ ⋯

≤ 𝛾𝑗
𝑛+1  ‖𝑠𝑗,1‖ = 𝛾𝑗

𝑛+1  ‖𝑣𝑗,1‖.                                                    (11 . 5) 
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𝑛چنلن‌برای‌هر‌‌هم ≥ 𝑘‌‌:داریم‌

‖𝑠𝑗,𝑛 − 𝑠𝑗,𝑘‖ = ‖(𝑠𝑗,𝑛 − 𝑠𝑗,𝑛−1) + (𝑠𝑗,𝑛−1 − 𝑠𝑗,𝑛−2) +⋯+ (𝑠𝑗,𝑘+1 − 𝑠𝑗,𝑘)‖

≤ ‖𝑠𝑗,𝑛 − 𝑠𝑗,𝑛−1‖ + ‖𝑠𝑗,𝑛−1 − 𝑠𝑗,𝑛−2‖+ ⋯+ ‖𝑠𝑗,𝑘+1 − 𝑠𝑗,𝑘‖

≤ 𝛾𝑗
𝑛 ‖𝑣𝑗,1‖ + 𝛾𝑗

𝑛−1  ‖𝑣𝑗,1‖ +⋯+ 𝛾𝑗
𝑘+1  ‖𝑣𝑗,1‖

=
1− 𝛾𝑗𝑛−𝑘

1− 𝛾𝑗
𝛾𝑗
𝑘+1‖𝑣𝑗,1‖,       𝑗 = 1,2, ⋯ ,𝑚 ,        

1که‌‌‌جایی‌از‌آن < 𝛾𝑗 < ‌شود:‌است،‌نتلجه‌می‌1

𝑙𝑖𝑚
𝑛,𝑘→∞

‖𝑠𝑗,𝑛 − 𝑠𝑗,𝑘‖ = 1 . 

𝑛=1{𝑠𝑗,𝑛}رو‌ازاین
∞

‌است.‌این‌یعنی‌سری‌𝐻ی‌کوشی‌در‌فضای‌هلهبرت‌‌و‌،‌یک‌دنباله

𝑢𝑗,𝑁(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚) = 𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡)+∑𝑣𝑗,𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2,⋯ , ℎ𝑚)

𝑁

𝑛=1

,           𝑗

= 1,2, ⋯ ,𝑚 ,               
‌‌شود.‌گراست‌و‌اتبات‌کامل‌می‌هم

ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌‌وسلهه‌گرایی‌سری‌اوللدشده‌به‌ی‌با(‌شرایا‌کافی‌برای‌هم‌در‌قضله

‌پرسش‌مط ‌این ‌اکنون ‌شد. ‌ارائه ‌میکمکی، ‌جواب‌معادله‌رح ‌سری‌اوللدشده ‌این ‌که ی‌دیدرانسلل‌‌شود

(16 . ‌شود.‌ی‌بعدی‌به‌این‌پرسش‌پاس ‌داده‌می‌است‌یا‌نه؟‌در‌قضله‌(3

‌𝐿𝑗خطی‌عمهگر‌فرض‌کنلد‌.5.3.2لم  =
𝜕𝛼

𝜕𝑡𝛼
𝜆𝑗(𝑡,𝜏)ضریب‌(گرانژ‌‌و‌ =

−1

𝛤(𝛼)
(𝑡 − 𝜏)𝛼−1برای‌‌،

‌ ‌دی‌معادلهدستگاه ‌ی . 2)درانسلل ‌باشند‌(5 ‌‌اگر. ‌‌𝑘اابع ‌هلهبرت ‌فضای ‌از ،𝐻به‌‌‌‌ ‌𝐻اوی ‌در‌‌ باشد

‌صورت:‌این

𝐿𝑗 {∫ 𝜆𝑗(𝑥, 𝜏)𝑘(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 
𝑡

1
} = −𝑘(𝑥, 𝑡). 

‌با(‌باشند،‌با‌اوجه‌به‌خواص‌مشتق‌و‌انتگرال‌کسری‌داریم:‌صورت‌به‌𝜆𝑗(𝑡,𝜏)و‌‌𝐿𝑗فرض‌کنلد‌‌اثبات: 

𝜆𝑗 {∫ 𝜆𝑗(𝑡, 𝜏)𝑘(𝑥,𝜏)𝑑𝜏 
𝑡

1
} =

𝜕𝛼

𝜕𝑡𝛼
∫

−1
𝛤(𝛼)

(𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑘(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏
𝑡

1

= −𝐷𝛼𝐼𝛼(𝑘(𝑥, 𝑡)) = −𝑘(𝑥,𝑡). 
‌و‌اتبات‌کامل‌است.

‌
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‌‌.5.3.3 قضیه ‌𝐿𝑗خطی‌عمهگرفرض‌کنلد =
𝜕𝛼

𝜕𝑡𝛼
𝜆𝑗(𝑡,𝜏)ضریب‌(گرانژ‌‌و‌ =

−1

𝛤(𝛼)
(𝑡 − 𝜏)𝛼−1‌،

‌ ‌برای ‌‌معادلهدستگاه ‌دیدرانسلل . 2)ی ‌‌.باشند‌(5 ‌لم . 3. 2)طبق 5)‌‌ ,𝑢𝑗(𝑥اگر 𝑡) = 𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡) +

∑ 𝑣𝑗,𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ̃)
∞
𝑛=1هم‌ ‌آن‌، ‌باشد، ‌‌گرا ,𝑢𝑗(𝑥گاه 𝑡)دقلق‌ ‌جواب ‌یک ‌دیدرانسلل‌‌معادله‌دستگاه‌، ی

(2 . ‌است.‌(5

‌اثبات ,𝑢𝑗(𝑥سری‌فرض‌کنلد‌: 𝑡) = 𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡) + ∑ 𝑣𝑗,𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ̃)
∞
𝑛=1صورت‌‌گرا‌باشد،‌دراین‌،‌هم

‌داریم:

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑣𝑗 ,𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ̃) = 1 , 

[𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡) − 𝑣𝑗,1(𝑥,𝑡, ℎ̃)] +∑[𝑣𝑗,𝑘(𝑥,𝑡, ℎ̃) − 𝑣𝑗,𝑘+1(𝑥,𝑡, ℎ̃)]

𝑛

𝑘=1
= 𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡)− 𝑣𝑗,𝑛+1(𝑥,𝑡, ℎ̃), 

‌چنلن‌هم

[𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡) − 𝑣𝑗,1(𝑥,𝑡, ℎ̃)] +∑[𝑣𝑗,𝑘(𝑥,𝑡, ℎ̃) − 𝑣𝑗,𝑘+1(𝑥,𝑡, ℎ̃)]

∞

𝑘=1
= 𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡)− 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑣𝑗,𝑛+1(𝑥, 𝑡, ℎ̃)

= 𝑣𝑗,1(𝑡)                                                                                          (11.5)  
. 11)ی‌‌دو‌طرف‌معادله‌روی‌به‌𝐿𝑗خطی‌‌عمهگربردن‌‌کار‌با‌به ‌آید:‌دست‌می‌به‌(5

𝐿𝑗[𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡) − 𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡, ℎ̃)]+∑𝐿𝑗[𝑣𝑗,𝑘(𝑥, 𝑡, ℎ̃) − 𝑣𝑗,𝑘+1(𝑥,𝑡, ℎ̃)]

∞

𝑘=1
= 𝐿𝑗[𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡)] = 1,                                                                      (12 . 5) 

. 19)های‌‌به‌اعریف‌اوجه‌بااکنون‌ . 21)و‌‌(3 . 25)و‌فرض‌‌(3 ‌خواهلم‌داشت:‌(3

𝐿𝑗[𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡) − 𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡, ℎ̃)] = 𝐿𝑗[𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡)] − 𝐿𝑗[𝐴𝑗𝑠𝑗,1(𝑥, 𝑡)]

= −𝐿𝑗 {ℎ𝑗 ∫ 𝜆𝑗(𝑥, 𝜏)𝐻𝑗𝑠𝑗,1(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 
𝑡

1
} = ℎ𝑗𝐻𝑗𝑠𝑗,1(𝑥, 𝑡), 
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𝐿𝑗[𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡, ℎ̃) − 𝑣𝑗,2(𝑥, 𝑡, ℎ̃)] = 𝐿𝑗[𝑣𝑗,1(𝑥,𝑡, ℎ̃)] − 𝐿𝑗[𝑣𝑗,2(𝑥,𝑡, ℎ̃)]

= 𝐿𝑗[𝐴𝑗𝑠𝑗,1(𝑥, 𝑡)] − 𝐿𝑗[𝐴𝑗𝑠𝑗,1(𝑥,𝑡, ℎ̃)]

= 𝐿𝑗 {ℎ𝑗 ∫ 𝜆𝑗(𝑥, 𝜏)𝐻𝑗𝑠𝑗,1(𝑥, 𝜏)dτ 
t

1
}

− 𝐿𝑗 {ℎ𝑗 ∫ 𝜆𝑗(𝑥, 𝜏)𝐻𝑗𝑠𝑗,1(𝑥,𝜏, ℎ̃)dτ 
t

1
}

= ℎ𝑗𝐻𝑗𝑠𝑗,1(𝑥,𝜏, ℎ̃) − ℎ𝑗𝐻𝑗𝑠𝑗,1(𝑥, 𝜏), 

𝑘طور‌مشابه‌برای‌‌به ≥ ‌آید:‌میدست‌‌،‌به2

𝐿𝑗[𝑣𝑗,𝑘(𝑥,𝑡, ℎ̃) − 𝑣𝑗,𝑘+1(𝑥, 𝑡, ℎ̃)] = ℎ𝑗𝐻𝑗𝑠𝑗,𝑘(𝑥,𝜏, ℎ̃) − ℎ𝑗𝐻𝑗𝑠𝑗,𝑘−1(𝑥, 𝜏, ℎ̃). 
‌رو‌داریم:‌ازاین

𝐿𝑗[𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡) − 𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡, ℎ̃)]+ 𝐿𝑗[𝑣𝑗,1(𝑥,𝑡, ℎ̃) − 𝑣𝑗,2(𝑥,𝑡, ℎ̃)]

+∑𝐿𝑗[𝑣𝑗,𝑘(𝑥,𝑡, ℎ̃) − 𝑣𝑗,𝑘+1(𝑥, 𝑡, ℎ̃)]

n

k=2
= ℎ𝑗𝐻𝑗𝑠𝑗,1(𝑥, 𝑡)+ ℎ𝑗𝐻𝑗𝑠𝑗,1(𝑥, 𝜏, ℎ̃) − ℎ𝑗𝐻𝑗𝑠𝑗,1(𝑥,𝜏)

+ ℎ𝑗𝐻𝑗𝑠𝑗,𝑘(𝑥, 𝜏, ℎ̃) − ℎ𝑗𝐻𝑗𝑠𝑗,𝑘−1(𝑥,𝜏, ℎ̃) = ℎ𝑗𝐻𝑗𝑠𝑗,𝑛(𝑥, 𝜏, ℎ̃)

= ℎ𝑗𝐻𝑗 [𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡)+∑𝑣𝑗,𝑘(𝑥,𝑡, ℎ̃)

n

k=1

], 

‌بنابراین

𝐿𝑗[𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡) − 𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡, ℎ̃)]+∑𝐿𝑗[𝑣𝑗,𝑘(𝑥, 𝑡, ℎ̃) − 𝑣𝑗,𝑘+1(𝑥,𝑡, ℎ̃)]

∞

k=1

= ℎ𝑗𝐻𝑗 [𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡)+∑𝑣𝑗,𝑘(𝑥,𝑡, ℎ̃)

n

k=1

],                     (13 . 5) 

. 19)به‌‌اوجه‌باپس‌ . 21)و‌‌(3 ‌آید:‌دست‌می‌به‌(3

ℎ𝑗𝐻𝑗 [𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡)+∑𝑣𝑗,𝑘(𝑥,𝑡, ℎ̃)

n

k=1

] = 1 . 

‌آن ‌‌از ‌کمکی ‌پارامتر ‌که ‌میh̃جایی ‌مشاهده ‌است، ‌ناصدر ،‌‌ ‌که ,𝑢𝑗(𝑥شود 𝑡) = 𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡) +

∑ 𝑣𝑗,𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ̃)
∞
𝑛=1،2)ی‌دیدرانسلل‌‌معادله‌دستگاه‌یک‌جواب‌دقلق‌ . ‌‌شود.‌است‌و‌اتبات‌کامل‌می‌(5

,𝑢𝑗(𝑥فرض‌کنلد‌سری‌جواب‌.5.3.4قضیه  𝑡) = 𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡) + ∑ 𝑣𝑗,𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ̃)
∞
𝑛=1شده‌‌،‌اعریف‌

‌ . 16)در . 2)ی‌دیدرانسلل‌‌،‌به‌جواب‌دقلق‌معادله(3 ‌باشد.‌اگر‌سری‌‌هم‌(5 ,𝑢𝑗,𝑁(𝑥متناهی‌گرا 𝑡) =
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𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡) + ∑ 𝑣𝑗,𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ̃)
𝑁
𝑛=1ارین‌خطای‌‌گاه‌بلش‌عنوان‌جواب‌اقریبی‌در‌نظر‌گرفته‌شود،‌آن‌،‌به

‌شود.‌صورت‌زیر‌اخملن‌زده‌می‌ممکن،‌به

‖𝑢𝑗(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑗,𝑁(𝑥, 𝑡)‖ ≤
1

1− 𝛾𝑗
𝛾𝑗
𝑁+1‖𝑣j,1‖,           𝑗 = 1,2,⋯ ,𝑚 .  

. 24)به‌نامساوی‌‌اوجه‌با:‌اثبات 𝑛،‌برای‌هر‌(3 ≥ 𝑁داریم‌،:‌

‌‖𝑠𝑗,𝑛 − 𝑠𝑗,𝑁‖ ≤
1−𝛾𝑗𝑛−𝑁

1−𝛾𝑗
𝛾𝑗
𝑁+1‖𝑣𝑗,1‖,            𝑗 = 1,2, ⋯ ,𝑚 ,  

𝑢𝑗(𝑡)که‌‌جایی‌از‌آن = 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ 𝑠𝑗,𝑛1و‌‌ < 𝛾𝑗 < ‌شود‌،‌نتلجه‌می1

‖𝑢𝑗(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑗,𝑁(𝑥, 𝑡)‖ ≤
1

1− 𝛾𝑗
𝛾𝑗
𝑁+1‖𝑣𝑗,1‖, 

‌شود.‌و‌اتبات‌کامل‌می

‌اوان‌اعریف‌کرد:‌طور‌خلاصه‌می‌به

𝛽
𝑗 ,𝑖
= {

‖𝑣𝑗,𝑖+1‖

‖𝑣𝑗,𝑖‖
,                         ‖𝑣𝑗,𝑖‖ ≠ 1,

1                               ‖𝑣𝑗,𝑖‖ = 1,      
         𝑖 = 1,1,2, ⋯ ,   𝑗 = 1,2, ⋯ ,𝑚 .   

‌ ‌اگر 1اکنون < 𝛽
𝑗,𝑖
< 1‌‌ 𝑖برای = 1,1,2, ‌آن‌⋯ ،‌‌ ‌جواب ‌سری ,𝑢𝑗(𝑥گاه 𝑡) = 𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡) +

∑ 𝑣𝑗,𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ̃)
∞
𝑛=1معادله‌ ‌ ‌دقلق ‌جواب ‌به ،‌‌ ‌دیدرانسلل . 2)ی ‌هم‌هم‌(5 ‌به‌‌گراست. ‌اوجه ‌با چنلن

‌شود.‌صورت‌زیر‌اخملن‌زده‌می‌،‌کران‌با(ی‌خطای‌ایجادشده‌به(4.3.5)ی‌‌قضله

‖𝑢𝑗(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑗,𝑁(𝑥, 𝑡)‖ ≤
1

1− 𝛽
𝑗

𝛽
𝑗

𝑁+1
‖𝑣𝑗,1‖, 

𝛽که‌در‌آن‌‌
𝑗
= max {𝛽

𝑗 ,𝑖
, i = 1,1,2, ⋯} , 𝑗 = 1,2, ⋯ ,𝑚.‌

‌نخستلن‌جمهه ‌داشت‌که ‌اوجه ‌هلچ‌‌باید ‌سری‌جواب، ‌ندارند.‌‌روی‌هم‌أتلریاهای‌متناهی‌از گرایی‌آن

‌‌به ‌اگر ‌دیگر، 𝛽بلانی
𝑗 ,𝑖
‌هنگامی‌ ‌‌ها ‌ iکه = 1,1,2,⋯‌ ‌یک‌نباشند‌ولی‌برای‌‌ار‌کوچک، iاز > 𝑙داشته‌‌ ،

𝛽باشلم،‌
𝑗 ,𝑖
< ,𝑢𝑗(𝑥صورت‌بازهم‌سری‌جواب‌‌،‌دراین1 𝑡) = 𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡) + ∑ 𝑣𝑗,𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ̃)

∞
𝑛=1‌،

. 2)ی‌دیدرانسلل‌‌لهبه‌جواب‌دقلق‌‌معاد ‌گراست.‌هم‌(5

 

 ی پارامتر کمکی انتخاب بهینه 5.3.2

‌در‌بخش‌آناللز‌همگرایی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌پارامتر‌کمکی‌در‌قسمت‌قبل‌بلان‌شد‌که
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‖𝑢𝑗(𝑥, 𝑡)− 𝑢𝑗,𝑁(𝑥, 𝑡)‖ ≤
1

1− 𝛽
𝑗

𝛽
𝑗

𝑁+1
‖𝑣𝑗,1‖, 

,𝑢𝑗(𝑥که‌در‌آن‌ 𝑡)2)ی‌دیدرانسلل‌‌ادلهجواب‌دقلق‌مع‌ . 5)‌،𝑢𝑗,𝑁(𝑥, 𝑡)آمده‌از‌‌دست‌جواب‌اقریبی‌به‌

𝛽چنلن‌‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌پارامتر‌کمکی‌و‌‌.‌هم
𝑗 ,𝑖
‌باشند:‌زیر‌می‌صورت‌بهها‌‌

𝛽
𝑗 ,𝑖
(ℎ1,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚) = {

‖𝑣𝑗,𝑖+1‖

‖𝑣𝑗,𝑖‖
,                         ‖𝑣𝑗,𝑖‖ ≠ 1,

1                               ‖𝑣𝑗,𝑖‖ = 1,      
         𝑖 = 1,1,2, ⋯ ,   𝑗

= 1,2, ⋯ ,𝑚 .        (14 . 5)  
‌ ‌اینکه ‌به ‌اوجه ‌با 1اگر < 𝛽

𝑗,𝑖
< 1‌‌ 𝑖برای = 1,1,2, ‌آن‌⋯ ،‌‌ ‌جواب ‌سری ,𝑢𝑗(𝑥گاه 𝑡) =

𝑣𝑗,1(𝑥, 𝑡) + ∑ 𝑣𝑗,𝑛(𝑥, 𝑡, ℎ̃)
∞
𝑛=1جواب‌دق‌ ‌به . 2)ی‌دیدرانسلل‌‌لق‌‌معادله، ‌که‌،‌و‌اینگراست‌هم‌(5

‌جمهه ‌‌نخستلن ‌هلچ ‌جواب، ‌سری ‌از ‌متناهی ‌هم‌اأتلریهای ‌ندارند‌روی ‌آن ‌از‌‌می‌گرایی اوان

𝛽
𝑗 ,𝑖
, 𝑖 = 𝑙 + 1, 𝑙 + 2, ⋯ ,𝑁استداده‌کرد‌و‌‌ℎ1 ,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚اعللن‌کرد‌که‌‌ای‌گونه‌بهرا‌‌𝛽

𝑗 ,𝑖
ها‌در‌‌

‌ 1نامعادله < 𝛽
𝑗,𝑖
< ‌این‌روی‌1 ‌با ‌اا 𝛽کرد‌هم‌پارامترهای‌کمکی‌‌صدق‌کنند

𝑗 ,𝑖
اعللن‌شوند‌و‌هم‌با‌‌

‌شود.‌اضملناوجه‌به‌مطالب‌بلان‌شده‌همگرایی‌روش‌

1کارها‌حل‌نامعاد(ت‌‌یکی‌از‌راه < 𝛽
𝑗,𝑖
< 𝑖برای‌‌‌1 = 𝑙 + 1, 𝑙 + 2, ⋯ ,𝑁هایی‌‌باشد‌که‌بازه‌می‌

‌به‌دست‌می‌به‌ℎ𝑗برای‌ ‌با ‌اشتراک‌این‌بازه‌آوریم، ‌می‌دست‌آوردن ‌بازه‌ها ‌ℎ𝑗ای‌مناسب‌برای‌اعللن‌‌اوان

‌‌به ‌آورد. ‌پلاده‌که‌ازآنجاییدست ‌راه‌برای ‌‌سازی ‌فوق‌در ‌با(‌‌نویسی‌برنامهکار ‌درجه ‌حل‌نامعاد(ت‌با و

‌شده،‌می‌ℎ𝑗برحسب‌ ‌مشکل‌مواجه د(ت‌حل‌نامعا‌جای‌بهگزین‌‌یک‌جای‌عنوان‌بهاوان‌از‌راهکار‌زیر‌‌با

‌ ‌کمکی ‌پارامتر ‌اعللن ‌مجموع‌ℎ𝑗برای ‌این‌صورت‌که ‌به ‌کرد 𝛽استداده
𝑗 ,𝑖

‌برای‌‌‌ 𝑖را = 𝑙 + 1, 𝑙 +

2, ⋯ ,𝑁‌‌ ‌که ‌معنی ‌این ‌به ‌کرده ‌ملنلمم ‌کمکی ℎ1پارامتر ,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚به‌‌ ‌شود‌‌گونه‌، ‌انتخاب ای

∑که 𝛽
𝑗 ,𝑖
(ℎ1,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚)

𝑁
𝑖=𝑙+1بلانی‌دیگر،‌پارامتر‌کمکی‌‌باشد.‌بهار‌‌به‌صدر‌نزدیک‌‌ℎ1 ,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚‌

∑ازای‌آن،‌اابع‌‌مناسب،‌مقداری‌است‌که‌به 𝛽
𝑗 ,𝑖
(ℎ1,ℎ2 ,⋯ , ℎ𝑚)

𝑁
𝑖=𝑙+1[10].‌ملنلمم‌شود‌‌‌

 

 های عد ی مثال 5.4

های‌‌دامنهرا‌روی‌‌کسری‌جزئی‌دیدرانسلل‌با‌مشتقات‌معاد(ت‌دستگاه‌های‌اقریبی‌جوابدر‌این‌بخش‌‌

های‌‌منظور‌مثال‌هملن‌بهکمکی‌مورد‌بررسی‌قرار‌دهلم.‌‌پارامتری‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌‌وسلهه‌بزرگ‌به

‌.شوند‌ارائه‌می‌از‌این‌دسته‌معاد(ت
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‌:[10]‌زیر‌را‌در‌نظر‌بگلرید‌کسری‌جزئیدیدرانسلل‌خطی‌با‌مشتقات‌‌معاد(ت‌دستگاه‌.5.1مثال 

{
 
 

 
 
𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑡𝛼
= 𝑤𝑥 − 𝑢 −𝑤,                      1 ≤ 𝑥 ≤ 8,    1 < 𝛼, ν ≤ 1,    𝑡 ≥ 1 ,

𝜕𝜈𝑤

𝜕𝑡𝜈
= 𝑢𝑥 − 𝑢 −𝑤,                                                                                     

𝑢(𝑥, 1) = 𝑠𝑖𝑛ℎ (𝑥),         𝑤(𝑥, 1) = 𝑐𝑜𝑠ℎ (𝑥),                   1 ≤ 𝑥 ≤ 8   

     (15 . 5) 

‌هنگامی ‌‌که 𝛼که = 1‌‌ ،𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑠𝑖𝑛ℎ (𝑥 − 𝑡)و‌‌𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑐𝑜𝑠ℎ (𝑥 − 𝑡)های‌دقلق‌‌جواب‌

,𝑥)ی‌جواب‌‌آن‌است.‌در‌اینجا‌دامنه 𝑡) ∈ [1,8] × ‌شود.‌،‌در‌نظر‌گرفته‌می[1,8]

. 4)ی‌‌در‌رابطه‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی‌با‌اوجه‌به ‌دستگاه‌ول‌اکراری‌زیر‌برایفرم‌‌(5

. 15)ی‌‌معادله ‌آید:‌دست‌می‌به‌‌(5
‌

𝑢1(𝑥, 𝑡, ℎ1) = 𝑢1(𝑥, 𝑡)

−
ℎ1
𝛤(𝛼)

∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {
𝜕𝛼𝑤1(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑠𝛼

𝑡

1

−(
𝜕𝑤1(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑥
− 𝑢1(𝑥,𝑠) − 𝑤1(𝑥,𝑠))}𝑑𝑠, 

𝑤1(𝑥, 𝑡, ℎ1) = 𝑢1(𝑥, 𝑡)

−
ℎ2
𝛤(𝛼)

∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {
𝜕𝜈𝑤1(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑠𝜈

𝑡

1

−(
𝜕𝑢1(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑥
− 𝑢1(𝑥,𝑠) − 𝑤1(𝑥,𝑠))}𝑑𝑠, 

𝑢𝑛+1(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2)

= 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡,ℎ1 ,ℎ2)

−
ℎ1
𝛤(𝛼)

∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {
𝜕𝛼𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ1 ,ℎ2)

𝜕𝑠𝛼

𝑡

1

−(
𝜕𝑤𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ1 ,ℎ2)

𝜕𝑥
− 𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ1 ,ℎ2)

− 𝑤𝑛(𝑥, 𝑠,ℎ1 ,ℎ2))}𝑑𝑠,          𝑛 ≥ 1, 
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𝑤𝑛+1(𝑥,𝑡, ℎ1 ,ℎ2)

= 𝑤𝑛(𝑥, 𝑡,ℎ1 ,ℎ2)

−
ℎ2
𝛤(𝛼)

∫ (𝑡 − 𝑠)𝜈−1 {
𝜕𝜈𝑤𝑛(𝑥,𝑠, ℎ1 ,ℎ2)

𝜕𝑠𝜈

𝑡

1

−(
𝜕𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ1 ,ℎ2)

𝜕𝑥
− 𝑢𝑛(𝑥, 𝑠, ℎ1 ,ℎ2)

− 𝑤𝑛(𝑥, 𝑠,ℎ1 ,ℎ2))}𝑑𝑠,         𝑛 ≥ 1,                                          (16 . 5)  

‌اولله ‌اقریب ‌از ‌شروع ‌‌با ,𝑢1(𝑥ی 𝑡) = 𝑢(𝑥, 1) = 𝑠𝑖𝑛ℎ (𝑥)‌‌ ,𝑤1(𝑥و 𝑡) = 𝑤(𝑥, 1) =

𝑐𝑜𝑠ℎ (𝑥)های‌اقریبی‌زیر‌که‌شامل‌پارامتر‌کمکی‌‌جواب‌ℎشوند.‌هستند،‌حاصل‌می‌‌

{
  
 

  
 
𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑥),                                                  
𝑤1(𝑥, 𝑡) = 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑥),                                                 

𝑢1(𝑥, 𝑡, ℎ1) = 𝑠𝑖𝑛 ℎ(𝑥)−
1

𝛼Γ(𝛼)
ℎ1𝑡

𝛼sinh (𝑥),

𝑤1(𝑥,𝑡, ℎ2) = 𝑐𝑜𝑠 ℎ(𝑥)−
1

𝜈Γ(𝜈)
ℎ2𝑡

𝜈𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑥)

⋮                                                      

                                     (11 .5)  

‌یابد.‌ادامه‌می‌ام𝑁ی‌‌اب‌اقریبی‌مرابهی‌جو‌این‌روند‌اا‌محاسبه

𝛽وابع‌ا‌ℎی‌پارامتر‌کمکی‌‌منظور‌انتخاب‌بهلنه‌به
𝑖
(ℎ)شود:‌صورت‌زیر‌اعریف‌می‌به‌‌‌

𝛽1,𝑖(ℎ1,ℎ2) =
‖𝑣1,𝑖+1(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2)‖

‖𝑣1,𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2)‖
,                          𝑖 = 1,1,2,⋯ ,𝑁 .                 

𝛽2,𝑖(ℎ1,ℎ2) =
‖𝑣2,𝑖+1(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2)‖

‖𝑣2,𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2)‖
,                   𝑖 = 1,1,2, ⋯ ,𝑁 .                  (18 . 5) 

‌گدته‌شده‌است،‌قبلاًطور‌که‌‌که‌همان

𝑣1,𝑖+1(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2) = 𝑢𝑖+1(𝑥, 𝑡,ℎ1 ,ℎ2)− 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2), 
𝑣2,𝑖+1(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2) = 𝑤𝑖+1(𝑥, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2)− 𝑤𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ1,ℎ2), 

,𝑥)ی‌‌روی‌دامنه‌𝑣𝑖اابع‌‌2-و‌به‌دنبال‌آن‌نرم 𝑡) ∈ [1,8] × ‌شود:‌زیر‌اعریف‌می‌صورت‌به‌[1,8]

‖𝑣1,𝑖(𝑥,𝑡, ℎ1 ,ℎ2)‖ =
1
64
(∫ ∫ |𝑣1,𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ1,ℎ2)|

2
8

1

8

1
𝑑𝑥𝑑𝑡)

1
2

, 

‖𝑣2,𝑖(𝑥,𝑡, ℎ1 ,ℎ2)‖ =
1
64
(∫ ∫ |𝑣2,𝑖(𝑥, 𝑡, ℎ1,ℎ2)|

2
8

1

8

1
𝑑𝑥𝑑𝑡)

1
2

. 
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آوردن‌‌‌دست‌برای‌به‌شود.‌لژاندر‌محاسبه‌می-گلری‌عددی‌گاوس‌انتگرال‌‌ی‌روش‌وسلهه‌با(‌به‌های‌انتگرال

شده‌‌اعریف‌𝛽2,𝑖(ℎ1,ℎ2)و‌‌‌𝛽1,𝑖(ℎ1,ℎ2)ی‌ملنلمم‌اوابع‌‌نقطه‌ℎ2و‌‌‌ℎ1های‌قدار‌مناسب‌برای‌پارامترم

حاصل‌‌افزار‌ملپل‌سازی‌در‌نرم‌های‌بهلنه‌با‌استداده‌از‌یکی‌از‌الگوریتم‌د.‌که‌این‌کار‌نشو‌در‌با(‌انتخاب‌می

‌شود.‌می

. 1های‌‌شکل 5‌،2 . 5‌،3 . . 4و‌‌5 در‌‌𝑡ی‌هدتم‌را‌نسبت‌به‌مترلر‌‌های‌اقریبی‌مرابه‌نمودار‌دوبعدی‌جواب‌5

𝑥نقطه‌ = های‌مختهف‌برای‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌پارامتر‌کمکی‌و‌روش‌اکرار‌وردشی‌‌𝜈ها‌و‌‌𝛼با‌‌8

. 5های‌‌دهد.‌شکل‌استاندارد‌را‌نشان‌می . 6و‌‌5 ی‌‌رابههای‌اقریبی‌م‌اداضل‌ملان‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌5

𝛼برای‌‌را‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی‌بلست‌و‌چهارم = 𝜈و‌‌1 = در‌‌دهند.‌نشان‌می‌1

. ‌1های‌جدول . 2و‌‌5 و‌جواب‌دقلق‌‌‌چهارمبلست‌و‌ی‌‌های‌اقریبی‌مرابه‌ارین‌اداضل‌بلن‌جواب‌بلش‌5

,𝑥)ی‌جواب‌‌برای‌دامنه 𝑡) ∈ [1,8] × ‌و‌یک‌پارامتر‌کمکی‌های‌اکرار‌وردشی‌با‌ی‌روش‌وسلهه‌،‌به[1,8]

‌ ‌وردشی‌استاندارد ℎ)اکرار = ‌شده‌(1 ‌اند‌ارائه ‌می‌همان. ‌مشاهده ‌که ‌چنان‌گونه ‌جواب‌شود، ‌دستگاه‌چه

. 15)‌کسری‌‌ی‌دیدرانسلل‌معادله های‌بزرگ‌موردنظر‌باشد،‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌‌‌روی‌بازه‌(5

اقریبی‌قابل‌‌‌جواب‌بها‌یک‌پارامتر‌کمکی،‌منجر‌های‌اکرار‌وردشی‌ب‌که‌روش‌کارایی‌(زم‌را‌ندارد،‌درحالی

. ‌3های‌جدول‌شود.‌اندازه‌کافی‌بزرگ‌می‌های‌به‌قبول‌روی‌دامنه 5‌،‌4 . 5‌‌،5 . . 6و‌5 𝛽مقادیر‌‌5
𝑖

را‌بعد‌از‌‌

ی‌مختهف‌با‌روش‌اکرار‌ها𝜈و‌‌ها𝛼آمده‌برای‌‌دست‌اقریبی‌به‌های‌در‌جواب‌‌ℎگذاری‌مقدار‌بهلنه‌‌جای

𝛽دهد.‌با‌اوجه‌به‌اینکه‌هرچه‌مقادیر‌‌پارامتر‌کمکی‌و‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌نشان‌می‌وردشی‌با
𝑖

ها‌

‌های‌در‌جدول‌ارائه‌شدهبه‌صدر‌نزدیک‌شوند‌سرعت‌همگرایی‌بلشتر‌خواهد‌بود،‌بنابراین‌نتایج‌‌ار‌سریع

3 . 5‌‌،4 . 5‌‌،5 . . 6و‌5 روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌را‌‌نشان‌از‌براری‌روش‌پلشنهادی‌در‌مقایسه‌با‌ 5

‌دارد.
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𝑥ی‌روش‌پلشنهادی‌در‌‌وسلهه‌ی‌هدتم‌به‌های‌اقریبی‌مرابه‌:‌جواب5. 1شکل‌ = ,‌𝑢(8برایهای‌مختهف‌𝛼با‌‌8 𝑡)5. 1مثال‌در‌‌.‌

 

 
𝑥ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌در‌‌وسلهه‌ی‌هدتم‌به‌های‌اقریبی‌مرابه‌:‌جواب5. 2شکل‌ = ,‌𝑢(8برای‌های‌مختهف𝛼با‌‌8 𝑡)در‌‌

‌.5. 1مثال‌
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. 3شکل‌ 𝑥نهادی‌در‌‌ی‌روش‌پلش‌وسلهه‌ی‌هدتم‌به‌های‌اقریبی‌مرابه‌:‌جواب5 = ,‌𝑤(8برایهای‌مختهف‌𝜈با‌‌8 𝑡)5. 1مثال‌در‌‌.‌

 

 
𝑥ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌در‌‌وسلهه‌ی‌هدتم‌به‌های‌اقریبی‌مرابه‌:‌جواب5. 4شکل‌ = ,‌𝑤(8یبراهای‌مختهف‌𝜈با‌‌8 𝑡)در‌‌

‌.5. 1مثال‌
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ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی،‌‌وسلهه‌به‌چهارمو‌‌بلستی‌‌اداضل‌بلن‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌اقریبی‌مرابه:‌5. 5شکل‌

𝛼که‌‌هنگامی = ℎو‌‌1 = ,‌𝑢(𝑥برای‌1/9545 𝑡)1مثال‌در‌‌ . 5.‌
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ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی،‌‌وسلهه‌به‌چهارمو‌‌ستبلی‌‌اداضل‌بلن‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌اقریبی‌مرابه:‌5. 6شکل‌

𝜈که‌‌هنگامی = ℎو‌‌1 = ,‌𝑤(𝑥برای‌1/9541 𝑡)1مثال‌در‌‌ . 5.‌
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. 1جدول‌ نهادی‌با‌‌پلشهای‌‌روش‌ی‌وسلهه‌چهارم‌بهو‌‌ی‌بلست‌های‌اقریبی‌مرابه‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌ی‌بلن‌خطای‌حاصل‌ازا‌مقایسه:‌5

ℎ = ‌𝛼که‌هنگامی‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌و‌روش‌1/9545 = ,‌𝑢(𝑥برای‌1 𝑡)1. ‌5مثالدر‌‌.‌

 𝑡 𝑥     نهادی‌خطای‌مطهق‌در‌روش‌پلش‌‌‌‌ خطای‌مطهق‌در‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

5/43034440 × 22−11     0/04202333 × 22−12     2 2 

3/33305334 × 22−28     5/51000303 × 22−21     1 1 

4/50143530 × 22−22     3/10352400 × 22−22     2 2 

1/31454342 × 22−3     3/15500003 × 22−22     4 4 

1/154300303 × 22−1     0/25301134 × 22−3     1 1 

2/55555414 × 22−4     2/32335455 × 22−2     1 1 

0/32344240 × 22−1     3/03430055 × 22−1     2 2 

2/33013055     1/00222431 × 22−1     8 8 
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. 2جدول‌ نهادی‌با‌‌پلشهای‌‌روش‌ی‌وسلهه‌چهارم‌بهو‌‌ی‌بلست‌های‌اقریبی‌مرابه‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌ی‌بلن‌خطای‌حاصل‌ازا‌مقایسه:‌5

ℎ = ‌𝜈که‌هنگامی‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌و‌روش‌1/9541 = ,‌𝑤(𝑥برای‌1 𝑡)1. ‌5مثالدر‌‌.‌

 𝑡 𝑥     نهادی‌خطای‌مطهق‌در‌روش‌پلش‌‌‌‌ خطای‌مطهق‌در‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

3/20414124 × 22−11     0/03044433 × 22−12     2 2 

3/24101503 × 22−28     1/04043431 × 22−21     1 1 

4/50053341 × 22−22     3/45024320 × 22−22     2 2 

1/31305411 × 22−3     3/33003143 × 22−22     4 4 

1/15434033 × 22−1     0/13032343 × 22−3     1 1 

2/55550325 × 22−4     1/00332211 × 22−2     1 1 

0/32343134 × 22−1     1/00332211 × 22−1     2 2 

2/33013232     1/20333533 × 22−1     8 8 
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های‌مختهف‌𝛼استاندارد‌با‌‌اکرار‌وردشی‌نهادی‌و‌روش‌پلش‌ی‌روش‌وسلهه‌به‌(5. 18)ی‌‌ها‌در‌رابطه𝛽𝑖:‌مقادیر‌5. ‌3جدول

,𝑢(𝑥 برای 𝑡)5. 1مثال‌‌در‌.‌

  روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

𝛼 =./8 𝛼 =./8 𝛼 =./1 𝛼 =./1 𝛽𝑖 

‌ℎ = 1/1511 ‌ℎ = 1/1311 ‌

1/52× 112 4/81× 111 8/58× 112 2/43× 111 𝛽1  

5/31× 112 1/11× 111 1/15× 111 5/83 𝛽1 

2/12× 111 2/88 3/14× 111 1/91 𝛽2 

1/12× 111 9/11× 11−1  9/94 1/61× 11−1  𝛽3 

5/61 3/59× 11−1  6/11 3/11× 11−1  𝛽4 

3/36 1/38× 11−1  3/91 1/31× 11−1  𝛽5 

2/16 5/28× 11−2  3/61 6/11× 11−2  𝛽6 

1/46 1/86× 11−2  1/92 2/51× 11−2  𝛽1 

1/13 5/36× 11−3  1/42 9/51× 11−3  𝛽8 

1/56× 11−1  1/11× 11−3  1/18 4/16× 11−3  𝛽9 

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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های‌مختهف‌𝛼استاندارد‌با‌‌اکرار‌وردشی‌نهادی‌و‌روش‌پلش‌ی‌روش‌وسلهه‌به‌(5. 18)ی‌‌ها‌در‌رابطه𝛽𝑖مقادیر‌‌:5. ‌4جدول

,𝑢(𝑥 برای 𝑡)5. 1مثال‌‌در‌.‌

  روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

𝛼 = 1 𝛼 = 1 𝛼 =./9 𝛼 =./9 𝛽𝑖 

‌ℎ = 1/1911 ‌ℎ = 1/1131 ‌

4/52× 112 1/83× 112 2/64× 112 9/45× 111 𝛽1  

9/11× 111 2/65× 111 1/18× 111 1/61× 111 𝛽1 

2/53× 111 5/45 2/36× 111 4/15 𝛽2 

9/43 1/44 1/11× 111 1/21 𝛽3 

4/25 1/31× 11−1  4/98 4/11× 11−1  𝛽4 

2/11 1/39× 11−1  2/16 1/39× 11−1  𝛽5 

1/22 4/34× 11−2  1/66 4/16× 11−2  𝛽6 

1/39× 11−1  1/18× 11−2  1/16 1/45× 11−2  𝛽1 

4/12× 11−1  2/16× 11−3  1/15× 11−1  3/24× 11−3  𝛽8 

3/14× 11−1  1/89× 11−4  4/99× 11−1  6/21× 11−4  𝛽9 

‌
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های‌مختهف‌𝜈استاندارد‌با‌‌اکرار‌وردشی‌نهادی‌و‌روش‌پلش‌ی‌روش‌وسلهه‌به‌(5. 18)ی‌‌ها‌در‌رابطه𝛽𝑖:‌مقادیر‌5. ‌5جدول

,𝑤(𝑥 برای 𝑡)5. 1مثال‌‌در‌.‌

  روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

𝛼 =./8 𝛼 =./8 𝛼 =./1 𝛼 =./1 𝛽𝑖 

‌ℎ = 1/1511 ‌ℎ = 1/1311 ‌

1/52× 112 4/81× 111 8/58× 112 2/43× 111 𝛽1  

5/31× 112 1/11× 111 1/15× 111 5/83 𝛽1 

2/12× 111 2/88 3/14× 111 1/91 𝛽2 

1/12× 111 9/11× 11−1  9/94 1/61× 11−1  𝛽3 

5/61 3/59× 11−1  6/11 3/11× 11−1  𝛽4 

3/36 1/38× 11−1  3/91 1/31× 11−1  𝛽5 

2/16 5/28× 11−2  3/61 6/11× 11−2  𝛽6 

1/46 1/86× 11−2  1/92 2/51× 11−2  𝛽1 

1/13 5/36× 11−3  1/42 9/51× 11−3  𝛽8 

1/56× 11−1  1/11× 11−3  1/18 4/16× 11−3  𝛽9 

 

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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های‌مختهف‌𝛼استاندارد‌با‌‌اکرار‌وردشی‌نهادی‌و‌روش‌پلش‌ی‌روش‌وسلهه‌به‌(5. 18)ی‌‌ها‌در‌رابطه𝛽𝑖:‌مقادیر‌5. ‌6جدول

,𝑤(𝑥 برای 𝑡)5. 1مثال‌‌در‌.‌

  روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

𝛼 = 1 𝛼 = 1 𝛼 =./9 𝛼 =./9 𝛽𝑖 

‌ℎ = 1/1911 ‌ℎ = 1/1131 ‌

4/52× 112 1/83× 112 2/64× 112 9/45× 111 𝛽1  

9/11× 111 2/65× 111 1/18× 111 1/61× 111 𝛽1 

2/53× 111 5/45 2/36× 111 4/15 𝛽2 

9/43 1/44 1/11× 111 1/21 𝛽3 

4/25 1/31× 11−1  4/98 4/11× 11−1  𝛽4 

2/11 1/39× 11−1  2/16 1/39× 11−1  𝛽5 

1/22 4/34× 11−2  1/66 4/16× 11−2  𝛽6 

1/39× 11−1  1/18× 11−2  1/16 1/45× 11−2  𝛽1 

4/12× 11−1  2/16× 11−3  1/15× 11−1  3/24× 11−3  𝛽8 

3/14× 11−1  1/89× 11−4  4/99× 11−1  6/21× 11−4  𝛽9 

‌

 

‌:[10]‌زیر‌را‌در‌نظر‌بگلرید‌کسری‌جزئیدیدرانسلل‌غلرخطی‌با‌مشتقات‌‌معاد(ت‌دستگاه‌.5.2مثال 

{
 
 
 

 
 
 
𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑡𝛼
= −𝑤𝑥𝑠𝑦+𝑤𝑦𝑠𝑥 − 𝑢,               1 ≤ 𝑥, y ≤ 8,    1 < 𝛼, ν, 𝜇 ≤ 1,    𝑡 ≥ 1 ,

𝜕𝜈𝑤

𝜕𝑡𝜈
= −𝑢𝑥𝑠𝑦−𝑢𝑦𝑠𝑥 +𝑤,                                                                                     

𝜕𝜇𝑠

𝜕𝑡𝜇
= −𝑢𝑥𝑤𝑦−𝑢𝑦𝑤𝑥 + 𝑠,                                                                                     

𝑢(𝑥, 𝑦, 1) = 𝑒𝑥+𝑦, 𝑤(𝑥, 𝑦,1) = 𝑒𝑥−𝑦 , 𝑠(𝑥, 𝑦, 1) = 𝑒−𝑥+𝑦     1 ≤ 𝑥, y ≤ 8   

     (19 . 5) 

‌هنگامی ‌‌که 𝛼که = 𝜈 = 𝜇 = 1‌‌ ،𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑒𝑥+𝑦−𝑡‌‌ ،𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑒𝑥−𝑦+𝑡و‌‌

𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑒−𝑥+𝑦+𝑡‌ ‌دامنه‌جواب‌ ‌اینجا ‌در ‌است. ,𝑥)ی‌جواب‌‌های‌دقلق‌آن 𝑦, 𝑡) ∈ [1,8] ×

[1,8] × ‌شود.‌،‌در‌نظر‌گرفته‌می[1,8]
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. 4)ی‌‌در‌رابطه‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی‌با‌اوجه‌به ‌دستگاه‌فرمول‌اکراری‌زیر‌برای‌‌(5

. 19)ی‌‌معادله ‌آید:‌دست‌می‌به‌‌(5
‌

𝑢1(𝑥,𝑦, 𝑡, ℎ1)

= 𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡)

−
ℎ1
𝛤(𝛼)

∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {
𝜕𝛼𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑠)

𝜕𝑠𝛼

𝑡

1

−(−
𝜕𝑤1(𝑥, 𝑦,𝑠)

𝜕𝑥

𝜕𝑠1(𝑥, 𝑦,𝑠)

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤1(𝑥,𝑦, 𝑠)

𝜕𝑦

𝜕𝑠1(𝑥,𝑦, 𝑠)

𝜕𝑥

− 𝑢1(𝑥, 𝑦,𝑠))}𝑑𝑠, 

𝑤1(𝑥,𝑦, 𝑡, ℎ2)

= 𝑤1(𝑥,𝑦, 𝑡)

−
ℎ2
𝛤(𝜈)

∫ (𝑡 − 𝑠)𝜈−1 {
𝜕𝜈𝑤1(𝑥, 𝑦,𝑠)

𝜕𝑠𝜈

𝑡

1

−(−
𝜕𝑢1(𝑥, 𝑦,𝑠)

𝜕𝑥

𝜕𝑠1(𝑥, 𝑦,𝑠)

𝜕𝑦
−
𝜕𝑢1(𝑥, 𝑦,𝑠)

𝜕𝑦

𝜕𝑠1(𝑥, 𝑦,𝑠)

𝜕𝑥

−𝑤1(𝑥,𝑦, 𝑠))}𝑑𝑠, 

𝑠1(𝑥, 𝑦, 𝑡,ℎ3)

= 𝑠1(𝑥, 𝑦, 𝑡)

−
ℎ3
𝛤(𝜇)

∫ (𝑡 − 𝑠)𝜇−1 {
𝜕𝜇𝑠1(𝑥, 𝑦, 𝑠)

𝜕𝑠𝜇

𝑡

1

−(−
𝜕𝑢1(𝑥, 𝑦,𝑠)

𝜕𝑥

𝜕𝑤1(𝑥, 𝑦,𝑠)

𝜕𝑦
−
𝜕𝑢1(𝑥,𝑦, 𝑠)

𝜕𝑦

𝜕𝑤1(𝑥,𝑦, 𝑠)

𝜕𝑥

− 𝑠1(𝑥, 𝑦,𝑠))}𝑑𝑠, 
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𝑢𝑛+1(𝑥, 𝑦, 𝑡,ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)

= 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)

−
ℎ1
𝛤(𝛼)

∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1 {
𝜕𝛼𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑠, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)

𝜕𝑠𝛼

𝑡

1

−(−
𝜕𝑤𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑠,ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)

𝜕𝑥

𝜕𝑠𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑠, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)

𝜕𝑦

+
𝜕𝑤𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑠, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)

𝜕𝑦

𝜕𝑠𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑠, ℎ1,ℎ2 ,ℎ3)

𝜕𝑥

− 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦,𝑠, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3))}𝑑𝑠,          𝑛 ≥ 1, 

𝑤𝑛+1(𝑥,𝑡, 𝑦, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)

= 𝑤𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)

−
ℎ2
𝛤(𝜈)

∫ (𝑡 − 𝑠)𝜈−1 {
𝜕𝜈𝑤𝑛(𝑥, 𝑦,𝑠, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)

𝜕𝑠𝜈

𝑡

1

−(−
𝜕𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑠, ℎ1,ℎ2 ,ℎ3)

𝜕𝑥

𝜕𝑠𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑠, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)

𝜕𝑦

−
𝜕𝑢𝑛(𝑥, 𝑦,𝑠, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)

𝜕𝑦

𝜕𝑠𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑠, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)

𝜕𝑥

−𝑤𝑛(𝑥, 𝑦,𝑠, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3))}𝑑𝑠,         𝑛 ≥ 1,        

𝑠𝑛+1(𝑥,𝑡, 𝑦, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)

= 𝑠𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)

−
ℎ3
𝛤(𝜇)

∫ (𝑡 − 𝑠)𝜇−1 {
𝜕𝜇𝑠𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑠, ℎ1 ,ℎ2,ℎ3)

𝜕𝑠𝜇

𝑡

1

−(−
𝜕𝑢𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑠, ℎ1,ℎ2 ,ℎ3)

𝜕𝑥

𝜕𝑤𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑠, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)

𝜕𝑦

−
𝜕𝑢𝑛(𝑥, 𝑦,𝑠, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)

𝜕𝑦

𝜕𝑤𝑛(𝑥, 𝑦,𝑠,ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)

𝜕𝑥

− 𝑠𝑛(𝑥, 𝑦,𝑠, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3))}𝑑𝑠,         𝑛 ≥ 1,                                    (21 . 5) 
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‌اولله ‌اقریب ‌از ‌شروع ‌‌با ,𝑢1(𝑥,𝑦ی 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 1) = 𝑒𝑥+𝑦،‌𝑤1(𝑥,𝑦, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑦, 1) =

𝑒𝑥−𝑦‌‌ ,𝑠1(𝑥,𝑦و 𝑡) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 1) = 𝑒−𝑥+𝑦کمکی‌‌جواب‌‌ ‌پارامتر ‌شامل ‌که ‌زیر ‌اقریبی های

ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3شوند.‌هستند،‌حاصل‌می‌‌

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
𝑢1(𝑥,𝑦, 𝑡) = 𝑒

𝑥+𝑦 ,                                                  

𝑤1(𝑥,𝑦, 𝑡) = 𝑒
𝑥−𝑦 ,                                                 

𝑠1(𝑥,𝑦, 𝑡) = 𝑒
−𝑥+𝑦                                                 

𝑢1(𝑥,𝑦, 𝑡, ℎ1) = 𝑒
𝑥+𝑦 −

1
𝛼Γ(𝛼)

ℎ1𝑡
𝛼𝑒𝑥+𝑦,

𝑤1(𝑥, 𝑦, 𝑡, ℎ2) = 𝑒
𝑥−𝑦 −

1
𝜈Γ(𝜈)

ℎ2𝑡
𝜈𝑒𝑥−𝑦 ,

𝑠1(𝑥, 𝑦, 𝑡, ℎ3) = 𝑒
−𝑥+𝑦 −

1
𝜇Γ(𝜇)

ℎ3𝑡
𝜇𝑒−𝑥+𝑦

⋮                                                      

                                            (21 . 5)  

‌یابد.‌ادامه‌می‌ام𝑁ی‌‌ی‌جواب‌اقریبی‌مرابه‌این‌روند‌اا‌محاسبه

ℎ1ی‌پارامتر‌کمکی‌‌منظور‌انتخاب‌بهلنه‌به ,ℎ2 ,ℎ3وابع‌ا‌𝛽
𝑖
(ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)شود:‌صورت‌زیر‌اعریف‌می‌به‌‌‌

𝛽1,𝑖(ℎ1,ℎ2 ,ℎ3) =
‖𝑣1,𝑖+1(𝑥, 𝑦, 𝑡,ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)‖

‖𝑣1,𝑖(𝑥,𝑦, 𝑡, ℎ1,ℎ2 ,ℎ3)‖
,                 𝑖 = 1,1,2, ⋯ ,𝑁 .                 

𝛽2,𝑖(ℎ1,ℎ2 ,ℎ3) =
‖𝑣2,𝑖+1(𝑥, 𝑦, 𝑡,ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)‖

‖𝑣2,𝑖(𝑥,𝑦, 𝑡, ℎ1,ℎ2 ,ℎ3)‖
,          𝑖 = 1,1,2, ⋯ ,𝑁 .                

𝛽3,𝑖(ℎ1,ℎ2 ,ℎ3) =
‖𝑣3,𝑖+1(𝑥, 𝑦, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)‖

‖𝑣3,𝑖(𝑥,𝑦, 𝑡,ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)‖
,          𝑖 = 1,1,2, ⋯ ,𝑁 .           (22 . 5) 

‌گدته‌شده‌است،‌قبلاًطور‌که‌‌که‌همان

𝑣1,𝑖+1(𝑥, 𝑦, 𝑡,ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3) = 𝑢𝑖+1(𝑥,𝑦, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)− 𝑢𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑡,ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3), 
𝑣2,𝑖+1(𝑥, 𝑦, 𝑡,ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3) = 𝑤𝑖+1(𝑥, 𝑦, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)− 𝑤𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑡,ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3), 
𝑣3,𝑖+1(𝑥, 𝑦, 𝑡,ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3) = 𝑠𝑖+1(𝑥, 𝑦, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)− 𝑠𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑡,ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3), 

‌نرم ‌آن ‌دنبال ‌به ‌‌2-و ‌دامنه‌𝑣𝑖اابع ,𝑥)ی‌‌روی 𝑡) ∈ [1,8] × [1,8] × ‌اعریف‌‌صورت‌به‌[1,8] زیر

‌شود:‌می

‖𝑣1,𝑖(𝑥,𝑦, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)‖ =
1
512

(∫ ∫ ∫ |𝑣1,𝑖(𝑥,𝑦, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)|
2

8

1

8

1
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡

8

1
)

1
2

, 

‖𝑣2,𝑖(𝑥,𝑦, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)‖ =
1
64
(∫ ∫ ∫ |𝑣2,𝑖(𝑥,𝑦, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)|

2
8

1

8

1
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡

8

1
)

1
2

, 
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‖𝑣3,𝑖(𝑥,𝑦, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)‖ =
1
512

(∫ ∫ ∫ |𝑣3,𝑖(𝑥,𝑦, 𝑡, ℎ1 ,ℎ2 ,ℎ3)|
2

8

1

8

1
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡

8

1
)

1
2

. 

آوردن‌‌‌دست‌برای‌به‌شود.‌لژاندر‌محاسبه‌می-گلری‌عددی‌گاوس‌انتگرال‌‌ی‌روش‌وسلهه‌با(‌به‌های‌انتگرال

𝛽1,𝑖(ℎ1,ℎ2ی‌ملنلمم‌اوابع‌‌نقطه‌ℎ3و‌‌ℎ1،‌ℎ2های‌‌مقدار‌مناسب‌برای‌پارامتر ,ℎ3)،‌𝛽2,𝑖(ℎ1,ℎ2 ,ℎ3)و‌‌

𝛽3,𝑖(ℎ1,ℎ2 ,ℎ3)انتخاب‌می‌اعریف‌‌ ‌با( ‌در ‌‌شده ‌این‌کار ‌که ‌استداده‌از‌یکی‌از‌الگوریتم‌شوند. های‌‌با

‌شود.‌حاصل‌می‌افزار‌ملپل‌سازی‌در‌نرم‌بهلنه

. 1های‌‌شکل 5‌ ،8 . 5،‌9 . 5،‌11 . 5‌ ،11 . . 12و‌‌5 را‌‌دهمی‌‌های‌اقریبی‌مرابه‌نمودار‌دوبعدی‌جواب‌5

𝑥در‌نقطه‌‌𝑡نسبت‌به‌مترلر‌ = 𝑦 = ی‌مختهف‌برای‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌پارامتر‌ها‌𝜇و‌‌ها‌‌𝜈،ها‌𝛼با‌‌8

. 13های‌‌د.‌شکلنده‌کمکی‌و‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌را‌نشان‌می 5،‌14 . . 15و‌‌5 داضل‌ملان‌ا‌5

برای‌‌را‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی‌دومبلست‌و‌ی‌‌های‌اقریبی‌مرابه‌جواب‌دقلق‌و‌جواب

𝛼 = 1‌ ،𝜈 = 1‌‌ 𝜇و = ‌می‌1 ‌جدول‌دهند.‌نشان . ‌1های‌در 5‌ ،8 . 5‌‌ . 9و ‌اداضل‌بلن‌‌بلش‌5 ارین

,𝑥)ی‌جواب‌‌و‌جواب‌دقلق‌‌برای‌دامنه‌دومبلست‌و‌ی‌‌های‌اقریبی‌مرابه‌جواب 𝑡) ∈ [1,8] × [1,8] ×

ℎ)اکرار‌وردشی‌استاندارد‌‌و‌های‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی‌ی‌روش‌وسلهه‌،‌به[1,8] = ارائه‌‌(1

. 19)‌کسری‌‌ی‌دیدرانسلل‌معادله‌دستگاه‌چه‌جواب‌شود،‌چنان‌گونه‌که‌مشاهده‌می‌هماناند.‌‌شده روی‌‌(5

های‌‌که‌روش‌کارایی‌(زم‌را‌ندارد،‌درحالی‌های‌بزرگ‌موردنظر‌باشد،‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌‌بازه

اندازه‌کافی‌بزرگ‌‌های‌به‌اقریبی‌قابل‌قبول‌روی‌دامنه‌‌جواب‌بهاکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی،‌منجر‌

. 11های‌‌جدول‌شود.‌می 5‌،11 . 5‌‌،12 . 5‌،13 . 5‌،14 . . 15و‌5 𝛽مقادیر‌‌5
𝑖

گذاری‌مقدار‌‌را‌بعد‌از‌جای‌

‌ ‌ℎبهلنه ‌‌ های‌مختهف‌با‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌𝜇و‌‌ها𝜈،‌ها𝛼آمده‌برای‌‌دست‌های‌اقریبی‌به‌جوابدر

𝛽دهد.‌با‌اوجه‌به‌اینکه‌هرچه‌مقادیر‌‌پارامتر‌کمکی‌و‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌نشان‌می
𝑖

به‌‌ار‌سریعها‌

. 11های‌‌جدول‌در‌ارائه‌شدهصدر‌نزدیک‌شوند‌سرعت‌همگرایی‌بلشتر‌خواهد‌بود،‌بنابراین‌نتایج‌ 5‌،11 . 5‌

‌،12 . 5‌،13 . 5‌،14 . . 15و‌5 نشان‌از‌براری‌روش‌پلشنهادی‌در‌مقایسه‌با‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌‌5

‌را‌دارد.
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. 1شکل‌ 𝑥ی‌روش‌پلشنهادی‌در‌‌وسلهه‌ی‌دهم‌به‌های‌اقریبی‌مرابه‌:‌جواب5 = 𝑦 = ,‌𝑢(8,8برایهای‌مختهف‌𝛼با‌‌8 𝑡)مثال‌در‌‌

2 .5.‌

 

 
𝑥ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌در‌‌وسلهه‌ی‌دهم‌به‌های‌اقریبی‌مرابه‌:‌جواب5. 8شکل‌ = 𝑦 = ‌برایهای‌مختهف‌𝛼با‌‌8

𝑢(8,8, 𝑡)5. 2مثال‌در‌‌.‌
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. 9شکل‌ 𝑥ی‌روش‌پلشنهادی‌در‌‌وسلهه‌ی‌دهم‌به‌های‌اقریبی‌مرابه‌:‌جواب5 = 𝑦 = ,‌𝑤(8,8برایهای‌مختهف‌𝜈با‌‌8 𝑡)مثال‌در‌‌

2 .5.‌

 

 
𝑥ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌در‌‌وسلهه‌ی‌دهم‌به‌های‌اقریبی‌مرابه‌:‌جواب5. 11شکل‌ = 𝑦 = ‌برایهای‌مختهف‌𝜈با‌‌8

𝑤(8,8, 𝑡)5. 2مثال‌در‌‌.‌
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. 11شکل‌ 𝑥ی‌روش‌پلشنهادی‌در‌‌وسلهه‌ی‌دهم‌به‌های‌اقریبی‌مرابه‌:‌جواب5 = 𝑦 = ,‌𝑠(8,8برایهای‌مختهف‌𝜇با‌‌8 𝑡)مثالدر‌‌‌

2 .5.‌

 

 
𝑥ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌در‌‌وسلهه‌ی‌دهم‌به‌های‌اقریبی‌مرابه‌:‌جواب5. 12شکل‌ = 𝑦 = ‌برایهای‌مختهف‌𝜇با‌‌8

𝑠(8,8, 𝑡)5. 2مثال‌در‌‌.‌
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کی،‌ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کم‌وسلهه‌به‌دومو‌‌بلستی‌‌اداضل‌بلن‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌اقریبی‌مرابه:‌5. 13شکل‌

𝛼که‌‌هنگامی = ℎو‌‌1 = ,‌𝑢(𝑥برای‌1/1998 8, 𝑡)2مثال‌در‌‌ . 5.‌
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ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی،‌‌وسلهه‌به‌دومو‌‌بلستی‌‌اداضل‌بلن‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌اقریبی‌مرابه:‌5. 14شکل‌

𝜈که‌‌هنگامی = ℎو‌‌1 = ,‌𝑤(𝑥,8برای‌1/2113 𝑡)2مثال‌در‌‌. 5.‌
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ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکی،‌‌وسلهه‌به‌دومو‌‌بلستی‌‌لن‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌اقریبی‌مرابهاداضل‌ب:‌5. 15شکل‌

𝜇که‌‌هنگامی = ℎو‌‌1 = ,‌𝑠(𝑥برای‌1/2113 8, 𝑡)2مثال‌در‌‌. 5.‌
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. 1جدول‌ نهادی‌با‌‌پلشهای‌‌وشر‌ی‌وسلهه‌دوم‌بهو‌‌ی‌بلست‌های‌اقریبی‌مرابه‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌ی‌بلن‌خطای‌حاصل‌ازا‌مقایسه:‌5

ℎ = ‌𝛼که‌هنگامی‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌و‌روش‌1/1998 = ,‌𝑢(𝑥برای‌1 𝑦, 𝑡)‌5مثالدر‌‌ . 2.‌

 𝑡 𝑦 𝑥    نهادی‌خطای‌مطهق‌در‌روش‌پلش‌‌‌‌ خطای‌مطهق‌در‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

2/34030344 × 22−11     2/04004342 × 22−21    2 2 2 

1/40454031 × 22−24     2/24433135 × 22−24    1 1 1 

1/00324104 × 22−3     4/52433222 × 22−22    2 2 2 

4/54514414 × 22−1     3/41054433 × 22−22    4 4 4 

3/05344213 × 22−2     5/32001003 × 22−22    1 1 1 

0/53054251     3/53033220 × 22−8    1 1 1 

5/30401333 × 221     3/03030031 × 22−1    2 2 2 

1/31330343 × 221     4/34304520 × 22−1    8 8 8 
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. 8جدول‌ نهادی‌با‌‌پلشهای‌‌روش‌ی‌وسلهه‌به‌دومو‌‌ی‌بلست‌های‌اقریبی‌مرابه‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌ی‌بلن‌خطای‌حاصل‌ازا‌مقایسه:‌5

ℎ = ‌𝜈که‌امیهنگ‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌و‌روش‌1/2113 = ,‌𝑤(𝑥,𝑦برای‌1 𝑡)‌5مثالدر‌‌ . 2.‌

 𝑡 𝑦 𝑥    نهادی‌خطای‌مطهق‌در‌روش‌پلش‌‌‌ خطای‌مطهق‌در‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

4/00404304 × 22−12    4/30423434 × 22−24    2 2 2 

0/303450101 × 22−21    2/332425545 × 22−22    1 1 1 

4/13330144 × 22−21    4/02313421 × 22−21    2 2 2 

0/24102315 × 22−3    1/05404052 × 22−22    4 4 4 

3/305233003 × 22−2    3/00354330 × 22−22    1 1 1 

4/03400011 × 22−1    2/20342110 × 22−22    1 1 1 

1/43320034 × 22−2    0/10123220 × 22−8    2 2 2 

0/05051221 × 22−1    4/24415344 × 22−8    8 8 8 
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. 9جدول‌ نهادی‌با‌‌پلشهای‌‌روش‌ی‌وسلهه‌دوم‌بهو‌‌ی‌بلست‌های‌اقریبی‌مرابه‌جواب‌دقلق‌و‌جواب‌ی‌بلن‌خطای‌حاصل‌ازا‌مقایسه:‌5

ℎ = ‌𝜇که‌هنگامی‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌و‌روش‌1/2113 = ,‌𝑠(𝑥برای‌1 𝑦, 𝑡)‌5مثالدر‌‌ . 2.‌

 𝑡 𝑦 𝑥    نهادی‌خطای‌مطهق‌در‌روش‌پلش‌‌‌ در‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌خطای‌مطهق

4/00404304 × 22−12    4/30423434 × 22−24    2 2 2 

0/303450101 × 22−21    2/332425545 × 22−22    1 1 1 

4/13330144 × 22−21    4/02313421 × 22−21    2 2 2 

0/24102315 × 22−3    1/05404052 × 22−22    4 4 4 

3/305233003 × 22−2    3/00354330 × 22−22    1 1 1 

4/03400011 × 22−1    2/20342110 × 22−22    1 1 1 

1/43320034 × 22−2    0/10123220 × 22−8    2 2 2 

0/05051221 × 22−1    4/24415344 × 22−8    8 8 8 
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های‌مختهف‌𝛼استاندارد‌با‌‌اکرار‌وردشی‌نهادی‌و‌روش‌پلش‌ی‌روش‌وسلهه‌به‌(5. 22)ی‌‌ها‌در‌رابطه𝛽𝑖:‌مقادیر‌5. ‌11جدول

,𝑢(𝑥 برای 𝑦, 𝑡)5. 2مثال‌‌در‌.‌

  روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

𝛼 =./8 𝛼 =./8 𝛼 =./1 𝛼 =./1 𝛽𝑖 

‌ℎ = 1/1384 ‌ℎ = 1/1111 ‌

2/31× 114 2/14× 113 1/36× 113 4/59× 112 𝛽1  

2/82× 113 8/42× 111 1/46× 113 2/24× 111 𝛽1 

4/52× 112 6/49 3/32× 112 2/29 𝛽2 

1/14× 112 6/88× 11−1  9/89× 111 2/91× 11−1  𝛽3 

3/14× 111 8/66× 11−2  3/61× 111 4/31× 11−2  𝛽4 

1/13× 111 1/14× 11−2  1/52× 111 6/58× 11−3  𝛽5 

4/69 1/39× 11−3  1/18 9/11× 11−4  𝛽6 

2/15 1/21× 11−4  3/69 9/23× 11−5  𝛽1 

1/11 5/38× 11−6  2/13 4/48× 11−6  𝛽8 

5/11× 11−1  1/11× 11−8  1/18 1/31× 11−8  𝛽9 

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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های‌مختهف‌𝛼استاندارد‌با‌‌اکرار‌وردشی‌نهادی‌و‌روش‌پلش‌ی‌روش‌وسلهه‌به‌(5. 22)ی‌‌ها‌در‌رابطه𝛽𝑖:‌مقادیر‌5. ‌11جدول

,𝑢(𝑥 برای 𝑦, 𝑡)5. 2مثال‌‌در‌.‌

  شنهادیروش‌پل روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

𝛼 = 1 𝛼 = 1 𝛼 =./9 𝛼 =./9 𝛽𝑖 

‌ℎ = 1/1913 ‌ℎ = 1/1681 ‌

2/15× 115 3/34× 114 1/11× 114 8/54× 113 𝛽1  

8/29× 113 6/98× 112 5/12× 113 2/62× 112 𝛽1 

6/41× 112 2/95× 111 5/61× 112 1/51× 111 𝛽2 

8/91× 111 2/16 1/11× 112 1/31 𝛽3 

1/81× 111 1/88× 11−1  2/48× 111 1/41× 11−1  𝛽4 

1/41 1/91× 11−2  1/66 1/62× 11−2  𝛽5 

1/51 1/84× 11−3  2/11 1/15× 11−3  𝛽6 

5/41× 11−1  1/34× 11−4  1/13 1/43× 11−4  𝛽1 

2/22× 11−1  4/35× 11−6  5/11× 11−1  5/33× 11−6  𝛽8 

9/91× 11−2  4/19× 11−9  2/49× 11−1  8/43× 11−9  𝛽9 

‌
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های‌مختهف‌𝜈استاندارد‌با‌‌اکرار‌وردشی‌نهادی‌و‌روش‌پلش‌ی‌روش‌وسلهه‌به‌(5. 22)ی‌‌ها‌در‌رابطه𝛽𝑖:‌مقادیر‌5. ‌12جدول

,𝑤(𝑥,𝑦 برای 𝑡)5. 2مثال‌‌در‌.‌

  روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد روش‌پلشنهادی استاندارد‌روش‌اکرار‌وردشی

𝛼 =./8 𝛼 =./8 𝛼 =./1 𝛼 =./1 𝛽𝑖 

‌ℎ = 1/59 ‌ℎ = 1/11 ‌

2/31× 114 9/44× 115 1/36× 113 1/19× 115 𝛽1  

2/82× 113 3/68× 114 1/46× 113 3/21× 114 𝛽1 

4/52× 112 2/11× 113 3/32× 112 3/11× 113 𝛽2 

1/14× 112 2/12× 112 9/89× 111 3/16× 112 𝛽3 

3/14× 111 3/18× 111 3/61× 111 5/15× 111 𝛽4 

1/13× 111 3/11 1/52× 111 6/69 𝛽5 

4/69 3/86× 11−1  1/18 1/45× 11−1  𝛽6 

2/15 2/54× 11−2  3/69 5/15× 11−2  𝛽1 

1/11 4/39× 11−4  2/13 8/41× 11−4  𝛽8 

5/11× 11−1  1/38× 11−8  1/18 9/14× 11−8  𝛽9 

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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های‌مختهف‌𝜈استاندارد‌با‌‌اکرار‌وردشی‌نهادی‌و‌روش‌پلش‌ی‌روش‌وسلهه‌به‌(5. 22)ی‌‌ها‌در‌رابطه𝛽𝑖:‌مقادیر‌5. ‌13جدول

,𝑤(𝑥,𝑦 برای 𝑡)5. 2مثال‌‌در‌.‌

  روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

𝛼 = 1 𝛼 = 1 𝛼 =./9 𝛼 =./9 𝛽𝑖 

‌ℎ = 1/31 ‌ℎ = 1/41 ‌

2/15× 115 2/54× 116 1/11× 114 1/52× 116 𝛽1  

8/29× 113 5/18× 114 5/12× 113 4/44× 114 𝛽1 

6/41× 112 2/15× 113 5/61× 112 2/42× 113 𝛽2 

8/91× 111 1/35× 112 1/11× 112 1/96× 112 𝛽3 

1/81× 111 1/14× 111 2/48× 111 1/92× 111 𝛽4 

1/41 1/13 1/66 1/96 𝛽5 

1/51 8/26× 11−1  2/11 1/12× 11−1  𝛽6 

5/41× 11−1  4/11× 11−3  1/13 9/41× 11−3  𝛽1 

2/22× 11−1  4/16× 11−5  5/11× 11−1  1/11× 11−4  𝛽8 

9/91× 11−2  3/1× 11−11  2/49× 11−1  3/68× 11−9  𝛽9 

‌

 

‌

‌

‌
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‌
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های‌مختهف‌𝜇استاندارد‌با‌‌ار‌وردشیاکر‌نهادی‌و‌روش‌پلش‌ی‌روش‌وسلهه‌به‌(5. 22)ی‌‌ها‌در‌رابطه𝛽𝑖:‌مقادیر‌5. ‌14جدول

,𝑠(𝑥,𝑦 برای 𝑡)2مثال‌‌در‌ . 5.‌

  روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

𝛼 =./8 𝛼 =./8 𝛼 =./1 𝛼 =./1 𝛽𝑖 

‌ℎ = 1/59 ‌ℎ = 1/11 ‌

2/31× 114 9/44× 115 1/36× 113 1/19× 115 𝛽1  

2/82× 113 3/68× 114 1/46× 113 3/21× 114 𝛽1 

4/52× 112 2/11× 113 3/32× 112 3/11× 113 𝛽2 

1/14× 112 2/12× 112 9/89× 111 3/16× 112 𝛽3 

3/14× 111 3/18× 111 3/61× 111 5/15× 111 𝛽4 

1/13× 111 3/11 1/52× 111 6/69 𝛽5 

4/69 3/86× 11−1  1/18 1/45× 11−1  𝛽6 

2/15 2/54× 11−2  3/69 5/15× 11−2  𝛽1 

1/11 4/39× 11−4  2/13 8/41× 11−4  𝛽8 

5/11× 11−1  1/38× 11−8  1/18 9/14× 11−8  𝛽9 
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های‌مختهف‌𝜇استاندارد‌با‌‌اکرار‌وردشی‌نهادی‌و‌روش‌پلش‌ی‌روش‌وسلهه‌به‌(5. 22)ی‌‌ها‌در‌رابطه𝛽𝑖:‌مقادیر‌5. ‌15جدول

,𝑠(𝑥,𝑦 برای 𝑡)2مثال‌‌در‌ . 5.‌

  روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد روش‌پلشنهادی روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد

𝛼 = 1 𝛼 = 1 𝛼 =./9 𝛼 =./9 𝛽𝑖 

‌ℎ = 1/31 ‌ℎ = 1/41 ‌

2/15× 115 2/54× 116 1/11× 114 1/52× 116 𝛽1  

8/29× 113 5/18× 114 5/12× 113 4/44× 114 𝛽1 

6/41× 112 2/15× 113 5/61× 112 2/42× 113 𝛽2 

8/91× 111 1/35× 112 1/11× 112 1/96× 112 𝛽3 

1/81× 111 1/14× 111 2/48× 111 1/92× 111 𝛽4 

1/41 1/13 1/66 1/96 𝛽5 

1/51 8/26× 11−1  2/11 1/12× 11−1  𝛽6 

5/41× 11−1  4/11× 11−3  1/13 9/41× 11−3  𝛽1 

2/22× 11−1  4/16× 11−5  5/11× 11−1  1/11× 11−4  𝛽8 

9/91× 11−2  3/1× 11−11  2/49× 11−1  3/68× 11−9  𝛽9 
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 گیری بحث و نتیجه 9.1

 

های‌دیدرانسلل‌غلرخطی‌‌احهلهی‌کارآمد‌برای‌حل‌معادله‌عنوان‌یک‌روش‌نلمه‌نخست‌روش‌اکرار‌وردشی‌به

معرفی‌شد.‌سپس‌نقاط‌ضعف‌و‌قوت‌آن‌مورد‌بررسی‌قرار‌گرفت.‌مشاهده‌شد‌که‌این‌روش‌در‌سه‌مورد‌

‌رو‌می ‌مشکل ‌با ‌مهماواند ‌از ‌شود. ‌آن‌برو ‌معادله‌ارین ‌ ‌غلرهمگن ‌و ‌قسمت‌غلرخطی ‌بدوضعی ی‌‌ها،

‌جمهه ‌اعداد ‌افزایش‌شدید های‌اابع‌اقریب‌جواب‌در‌هر‌اکرار‌هستند‌که‌موجب‌دشواری‌‌دیدرانسلل‌و

‌این‌روش‌می‌ی‌اکرارهای‌بلش‌محاسبه ‌از ‌این‌روش‌نلز‌جواب‌ار ‌از ‌اکرارهای‌کمتر های‌اقریبی‌‌شوند.

منظور‌در‌ادامه‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌‌‌هملن‌بهدهند.‌‌های‌بزرگ‌را‌نتلجه‌نمی‌دامنهمناسب‌برای‌

بلانی‌‌ی‌روش‌اکرار‌وردشی‌استاندارد‌را‌ندارد.‌به‌کمکی‌ارائه‌شد.‌مشاهده‌شد‌که‌این‌روش،‌مشکل‌یادشده

‌بهلنه ‌انتخاب ‌و ‌ناصدر ‌کمکی ‌پارامتر ‌وجود ‌می‌دیگر، ‌روش، ‌این ‌در ‌آن ‌ج‌ی ‌اقریبی‌‌‌واباواند های

‌به‌دست‌به ‌برای‌بازه‌وسلهه‌آمده ‌که ‌کند ‌کنترل ‌چنان ‌را ‌های‌بزرگ‌نلز‌قابل‌قبول‌باشند.‌ی‌اکرارهای‌کمتر

‌یک‌پارامتر‌کمکی‌برای‌حل‌معاد(ت ‌وردشی‌با و‌انتشار‌‌گرما‌شبه‌،‌موج‌شبه‌کسری‌سپس‌روش‌اکرار

ی‌‌وجود‌پارامتر‌کمکی‌ناصدر‌و‌انتخاب‌بهلنهکار‌برده‌شد.‌مشاهده‌شد‌که‌‌به‌بزرگهای‌‌روی‌دامنه‌همرفت

ی‌اکرارهای‌کمتر‌را‌چنان‌کنترل‌کند‌که‌‌وسلهه‌آمده‌به‌دست‌های‌اقریبی‌به‌‌اواند‌جواب‌آن‌در‌این‌روش،‌می

برای‌دستگاه‌‌اکرار‌وردشی‌با‌یک‌پارامتر‌کمکیدر‌پایان‌روش‌‌های‌نامتناهی‌نلز‌قابل‌قبول‌باشند.‌برای‌بازه

های‌‌چه‌مشاهده‌شد،‌این‌است‌که‌جواب‌آنکار‌برده‌شد.‌‌بزرگ‌به‌های‌دامنهل‌کسری‌روی‌معاد(ت‌دیدرانسل

‌به‌به ‌آمده ‌وردشی‌‌وسلهه‌دست ‌روش‌اکرار ‌با ‌مقایسه ‌کمکی‌در ‌یک‌پارامتر ‌با ‌وردشی ‌روش‌اکرار ی

‌هستند.‌بسلار‌کارااری‌های‌های‌بزرگ،‌جواب‌گونه‌از‌معاد(ت‌روی‌بازه‌استاندارد‌برای‌این

‌

 نها ات یشپ 9.2

اوان‌از‌ارکلب‌روش‌اکرار‌وردشی‌با‌پارامتر‌کمکی‌و‌یا‌روش‌اکرار‌وردشی‌طلدی‌‌های‌آای‌می‌در‌پژوهش

‌معاد(ت‌نوسانی‌کسری‌ ‌دستگاه ‌مؤتریک‌روش‌کارآمد‌و‌‌عنوان‌بهبرای‌حل‌معاد(ت‌نوسانی‌کسری‌و

کسری‌استداده‌‌اأخلریل‌معاد(ت‌اوان‌از‌روش‌استداده‌شده‌در‌این‌رساله‌برای‌ح‌چنلن‌می‌استداده‌کرد.‌هم

‌کرد.
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Abstract 

Modeling natural phenomena and issues often leads to solving nonlinear equations. Nonlinear 

fractional partial differential equations, an important family of nonlinear equations. 

Difficulties in resolving these issues and obtain an analytical solution makes use of numerical 

methods. In order to meet fractional calculus, operators of fractional differentiation and 

integration Grunwald- Letnikov, Riemann- Liouville and Caputo introduced and some of their 

basic properties are examined. The aim of this study is to investigate and solve some partial 

differential equations arising in science and engineering when dependent on large domain. In 

this thesis, first a brief review of variational iteration method as a general and extremely 

powerful method for obtaining the approximate solutions of nonlinear differential equations is 

presented. Then an auxiliary parameter is introduced into the well-known variational iteration 

algorithm. In the following fractional heat-like and wave-like equations, fractional 

convection-diffusion equations and system of fractional nonlinear partial differential 

equations are introduced and then by using the method introduced in this thesis, to examine 

appropriate ways to solve some of the issues have been considered in this category. 

 

Keywords:  

fractional partial differential equations, variational iteration method, variational iteration 

method with an auxiliary parameter, fractional heat-like and wave-like equations, system of 

fractional nonlinear partial differential equations 
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