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 معاونت پژوهش و فن آوري 

 به نام خدا 

 منشور اخلاق پژوهش

وند  ست و همواره ناظر بر اعمال انسان و به منظور پاس داشت مقام بلند دانش وپژوهش و نظر به اهميتس با ياري از خدا گاه دانشگاه در اعتلاي فرهنگ و تمدن بشري،  بحان و اعتقاد به اين كه عالم محضر خدا  جاي

 :گرديم اصول زير را در انجام فعاليت هاي پژوهشي مد نظر قرار داده و از آن تخطي نكنيم واحدهاي دانشگاه آزاد اسلامي متعهد مي دانشجويان و اعضاء هيأت علميما 

 .تلاش در راستاي پي جويي حقيقت و وفاداري به آن و دوري از هرگونه پنهان سازي حقيقت: اصل حقيقت جويي -1

 .و ساير صاحبان حق( انسان، حيوان و نبات)تزام به رعايت كامل حقوق پژوهشگران و پژوهيدگان ال : يت حقوقاصل رعا -2

كاران پژوهش: اصل مالكيت مادي و معنوي -3  .تعهد به رعايت كامل حقوق مادي و معنوي دانشگاه و كليه هم

 .و توسعه كشور در كليه مراحل پژوهشتعهد به رعايت مصالح ملي و در نظر داشتن پيشبرد : اصل منافع ملي -4

 .تعهد به اجتناب از هرگونه جانب داري غير علمي و حفاظت از اموال، تجهيزات و منابع در اختيار: اصل رعايت انصاف و امانت -5

 .تبط با تحقيقوكليه افراد و نهادهاي مرتعهد به صيانت از اسرار و اطلاعات محرمانه افراد، سازمان ها و كشور : اصل رازداري  -6

 .تعهد به رعايت حريم ها و حرمت ها در انجام تحقيقات و رعايت جانب نقد و خودداري از هرگونه حرمت شكني: اصل احترام -7

كاران علمي و دانشجويان به غير از مواردي كه منع قانو: اصل ترويج -8  .دارد ني تعهد به رواج دانش و اشاعه نتايج تحقيقات و انتقال آن به هم

 .به شائبه هاي غير علمي مي آلايندالتزام به برائت جويي از هرگونه رفتار غير حرفه اي و اعلام موضع نسبت به كساني كه حوزه علم و پژوهش را : اصل برائت -9
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 ابطال درصورت و نموده رفتار ومقررات ضوابط مطابق اینجانب با است مجاز واحددانشگاهی

 .داشت نخواهم ادعایی گونه هیچ ام تحصیلی مدرك

 :خانوادگی ونام نام

 مریم جلیلی

 :امضاء و تاریخ



 د‌

 

 
دانشگاه آزاد اسلامی                            

واحد علوم و تحقیقات                         

دانشکده علوم پایه، گروه ریاضی                            

 

 

 

 (Ph.D)رساله دکتری رشته ریاضی کاربردی 

 آنالیز عددی: گرایش

 

:عنوان  

 روش آنالیز هموتوپی  و کاربرد آن در حل مسائل غیر خطی همگرایی در پارامتر کنترلمطالعه روی 

 

 

 

:استادان راهنما  

 دکتر سعید عباس بندی

 دکتر اسمعیل بابلیان

 

 

:استاد  مشاور  

 دکتر علیرضا وحیدی

 

 

:نگارش  

 مریم جلیلی
 

1931زمستان   
 



 ه‌

 

 

 تقدیر و تشکر

 

پس از سپاس فراوان به درگاه خداوند مهربان که توفیق فراگیری علم را به این حقیر ارزانی داشت، 

بزرگوار و  انداتبی شائبه و صبورانه اس بدین وسیله مراتب سپاس و قدردانی خود را از زحمات

که در مقطع  اسمعیل بابلیان دکترو جناب آقای  سعید عباس بندیدکتر فرهیخته ام جناب آقای 

با قبول راهنمایی این پایان نامه بر من تمام شده است  آنهابوده ام و لطف  آنهادکتری مدیون عنایت 

 .ابراز می دارم

دکتر علیرضا جناب آقای  رم به استاد مشاور محترماهمچنین سپاس بی پایان خود راتقدیم می د

 .که از نظرات ارزشمندشان اینجانب را بهره مند ساختند وحیدی

و  شهنام جوادی دکتر،  جناب آقای توفیق الهویرنلودکتر گرامی جناب آقای ان داور از استاد

 .سپاسگزارمبه خاطر رهنمودهای ارزنده شان بسیار محمدعلی فریبرزی عراقی جناب آقای دکتر

که در مقطع کارشناسی ارشد مدیون عنایت ایشان  ایزدیانجلال دکتر از استاد گرانقدر جناب آقای 

نیز کمال تشکر و قدردانی را  با درایت و روشنگری پیمودن این راه را برایم هموار ساختبوده ام و 

 .دارم

 .از خداوند متعال توفیق روز افزون همه این بزرگواران را خواستارم
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  تقدیم به
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 آنکه توانش رفت تا به توان برسم

 مویش سپید گشت تا رویم سپید بماند

 آنکه شکستگی قامتش در راستی قامتم بقا یافت 

 .عاقبت به خیری، عافیت و طول عمر را برای او از درگاهت مسئلت دارم! خداوندا 
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 چکیده 

0پارامتر کنترل همگرایی چگونگی تعیین آنالیزی و هم عددی، در این رساله هم از نقطه نظر  
c  را مورد بررسی قرار می

رسم منحنی  تکنیکبرای فائق آمدن بر محدودیت های . پارامتر کنترل همگرایی بهینه می باشیمدهیم و به جستجوی 

0های 
c متفاوت  هایرویکرد رساله در این .بهترین پارامتر کنترل همگرایی تعیین شود، راهکارهایی را ارائه می کنیم که

0از تکنیک رسم منحنی های
c،  0برای تعیین پارامتر کنترل همگرایی

c 0مطلوب  تواند مقدار ارائه می شود که می
c را 

وجود های،  در این تحقیق به فرضیه .و متناظر با آن سری جواب با سریعترین همگرایی را داشته باشد بدست آورد

حداقل یک جواب برای مسأله غیر خطی مورد نظر، وجود جواب به صورت سری برای مسأله غیر خطی مورد نظر و 

 .نیاز داریمه غیر خطی مورد نظر همگرایی روش آنالیز هموتوپی برای مسأل

 

 :های کلیدی  واژه

0سری جواب، تکنیک منحنی های  روش آنالیز هموتوپی، 
c پارامتر کنترل همگرایی،  پارامتر کنترل همگرایی  ، 

 .پاده-بهینه،  تقریب هموتوپی

 

 .: 65H20; 41A10; 41A21; 90C59; 65L10 3212رده بندی موضوعی ریاضی 
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 مقدمه

امروزه . هموتوپی یک ایده اساسی در توپولوژی و هندسه تحلیلی است و کاربرد گسترده ای در ریاضیات محض دارد

های کاربردی و الگوریتم های با توسعه سریع تکنیک های کامپیوتری و نرم افزارهای محاسباتی سمبلیک، در زمینه 

 .عددی نیز به کار میرود

و با چاپ کتاب وی  ارائه نمود 1332خود در سال  ایده اصلی و پایه ای روش آنالیز هموتوپی را در رساله دکتری 1لیائو 

2آنسوی پریشندگی"با نام 
دسی این روش در تئوری و کاربرد در حل مسائل غیر خطی در علوم و مهن 2009در سال   "

، معادلات 6دیفرانسیل-، معادلات انتگرال5، معادلات انتگرال4، معادلات دیفرانسیل معمولی و جزئی9نظیر معادلات جبری

 .و معادلاتی از این قبیل توسعه یافت 7دیفرانسیل تفاضلی

است که جواب به شکل سری تابعی برای معادلات غیر خطی بدست می  تحلیلی-روش آنالیز هموتوپی یک روش نیمه 

0) به یک پارامتر کمکی کهدهد 
0c  ) وابسته می شود که به عنوان یک عامل کنترل در نظر گرفته می شود اگر این

متر کمکی زمینه را برای در حقیقت پارا. پارامتر کمکی مناسب انتخاب شود، همگرایی سری جواب تضمین می شود

انتخاب شده  "همگرایی پارامتر کنترل"با توجه به این مطلب برای این پارامتر کمکی نام . اثبات همگرایی فراهم می کند

 .است

0لیائو برای به دست آوردن  
c 0های مناسب، تکنیک رسم منحنی های

c بدین ترتیب که با رسم . می کند را پیشنهاد

0نسبت به  کمیت های وابسته به جواب معادله غیر خطی
c 0، ناحیه مجاز برای

c  را تعیین می کند که در ناحیه ای است

 . که باید خط مستقیم گردد

-مسائل غیر خطی و کاربردهای زیبای دیگری نظیر روش نیوتنکاربردهای موفقیت آمیز روش آنالیز هموتوپی در حل  

نسخه های متفاوت از این . و دیگران و تعمیم تبدیل اویلر توسط لیائو ارائه شده است هموتوپی توسط عباس بندی

ز روش آنالی، اصلاح شده روش  نظیر روش آنالیز هموتوپی تناوبی، روش آنالیز هموتوپی  طیفی، روش آنالیز هموتوپی

 .  منتشر شده است... هموتوپی  چندگام و

                                                 
1
  Liao 

2
  Beyond perturbation 

3
  Algebraic equations 

4
  Ordinary /Partial differential equations 

5
  Integral equations 

6
  Integral-differential equations 

7
  Difference-differential equations 
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 2007در سال . لیائو روش آنالیز هموتوپی را تعمیم داد و بردار های کنترل همگرایی را معرفی کرد 1333در سال 

این روش براساس مجذور خطای . را برای پارامترهای کنترل همگرایی پیشنهاد کردند "روش بهینه"و همکاران  8یابوشیتا

را با در نظر گرفتن منحنی های مقادیر بهینه پارامترهای کنترل همگرایی  2003در سال  3وو و چنگ. ل می گیردمانده شک

محاسبه نمودند، و یک روش تکراری دو پارامتری رابر  0cتراز کمیت های فیزیکی نسبت به پارامتر کنترل همگرایی 

یابوشیتا و مسیر بهینه وو و چنگ در اصل همان چیزی است که توسط . دادند مبنای روش آنالیز هموتوپی گسترش

یک تصحیح مهم از روش آنالیز هموتوپی ارائه کرد  2008و همکاران در سال  10مارینیکا.  همکاران پیشنهاد شده است

مقادیر پارامترهای در این روش با مینیمم کردن مجذور خطای مانده، . نام گرفت "روش مجانبی بهینه هموتوپی "که 

 11نی یو و وانگ  2010در سال . کنترل همگرایی را  با حل یک دستگاه معادلات جبری غیرخطی محاسبه می کند

را برای محاسبه پارامترهای کنترل همگرایی ارائه کردند که محدودیت روش  "روش آنالیز هموتوپی بهینه تک گام"

در این روش در هر مرحله خطای مجذور مانده را نسبت به یک . ن استمارینیکا و همکاران را ندارد و سریعتر از آ

پارامتر کنترل همگرایی مینیمم شده، و یک به یک پارامترهای کنترل همگرایی را فقط با حل یک معادله جبری غیرخطی 

نموده که به صورت  تغییری در روش آنالیز هموتوپی پیشنهاد 2010لیائو در سال . در هر مرتبه از تقریب محاسبه می کند

نامگذاری می کند  و  "هموتوپی بهین آنالیزرویکرد  "همزمان از چند پارامتر کنترل همگرایی استفاده می کند و آنرا 

 . نتایج خوبی را به دست می آورد

یافته توجیه کرد که سری جواب هموتوپی همان سری تیلور تعمیم  "آنسوی پریشندگی"در کتاب  2009در سال  لیائو  

و بدین . ثابت کرد که سری تیلور تعمیم یافته، سری تیلور معمولی در نقطه دیگری است 12لیو 2010در سال . است

0منظور با بررسی یک مثال ساده راز 
c را در چهارچوب روش آنالیز هموتوپی آشکار کرد . 

هموتوپی با تأثیر پارامتر کنترل همگرایی بحث کرد شرط کافی  در مورد همگرایی روش آنالیز 19اودیبت 2010در سال 

در سال .  همگرایی روش آنالیز هموتوپی را اثبات و ماکزیمم خطای برشی مطلق سری جواب هموتوپی را تخمین زد

ت ثابت کرد تحت شرایط خاص روش آنالیز هموتوپی به جواب دقیق معادله در رده مسائل معادلا 14لوزاوغترکیما 2011

 . دیفرانسیل غیر خطی همگراست و مقدار بهینه پارامتر کنترل همگرایی را با استفاده از مربع خطای مانده بدست آورد

0منحنی های مقاله عباس بندی و دیگران در بیان خواص ریاضی   2012در سال 
c  در چهارچوب روش آنالیز هموتوپی

0در این مقاله، آنچه که لیائو ناحیه مجاز پارامتر  بحث اصلی. منتشر شده است
c  را  در طول یک خط راست بدست

                                                 
8
  Yabushita 

9
  Wu and Cheung 

10
  Marinca 

11
  Niu and Wang 

12
  Liu 

13
  Odibat 

14
  Turkyilmazoglu 
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آورد ولی آنرا از دیدگاه ریاضی بررسی نکرد و اینکه چرا خط راست اتفاق می افتد، بررسی و ثابت می کند چرا در 

و بیشتر اینکه عباس . همگرایی خط راست اتفاق می افتدسری جواب هموتوپی در بعضی نقاط متناظر پارامتر کنترل 

0بندی و دیگران نشان دادند که تکنیک منحنی های 
c  نقش مهمی در به دست آوردن جوابهای چندگانه یک مسأله غیر

مسأله غیر خطی ارائه  و روش آنالیز هموتوپی پیشگو را برای پیدا کردن جوابهای چند گانه یک. خطی بازی می کند

 . نمودند

به ، 0cفرایند رسم منحنی های  پارامتر کنترل همگرایی وتعیین در هیچیک از مقالات ارائه شده تاکنون به جنبه تئوری 

0تکنیک منحنی های  . پرداخته نشده است طور دقیق و با تکیه بر قضایای محض ریاضی
c  ،نظریه پشتیبان ریاضی ندارد

0به عبارت دیگر تعریف پارامتر کنترل همگرایی و تکنیک منحنی های 
c  که در تعیین و کنترل ناحیه همگرایی سری

کارایی و عدم کارایی به  جواب هموتوپی موثر است، نیاز است به صورت مدون و بر اساس قضایای ریاضی بیان شده و

 . خوبی مشخص گردند

0تکنیک منحنی های  
c  0روشی مفید برای یافتن

c  0های مناسب است ولی هیچ رویکردی برای انتخاب
c  بهین ارائه

 . نمی کند

را مورد بررسی قرار می  0cپارامتر کنترل همگرایی چگونگی تعیین یزی و هم عددی، آنالدر این رساله هم از نقطه نظر 

برای فائق آمدن بر محدودیت های فرآیند رسم منحنی های . پارامتر کنترل همگرایی بهین می باشیمدهیم و به جستجوی 

0
cتعیین شودبرای به دست آوردن سری جواب همگرا بهترین پارامتر کنترل همگرایی که  ، راهکارهایی ارائه می کنیم . 

0بررسی می کنیم که آیا می توان بدون رسم منحنی های 
c 0، ناحیه مجاز

c  را تعیین کرد، آیا تکنیک رسم منحنی های

0
c  0همیشه جواب می دهد، از چه کمیت های وابسته و از چه نقاطی می توان برای رسم منحنی هایc و  .استفاده کرد

0آیا می توان پایه های ریاضی و نواقص تکنیک رسم منحنی های . اینکه آیا این تکنیک همیشه  جواب می دهد
c  را

 اد؟ آدرس د

وچود حداقل یک جواب برای مسأله غیر خطی مورد نظر، وجود جواب به صورت سری های،  در این تحقیق به فرضیه 

 .نیاز داریمبرای مسأله غیر خطی مورد نظرو همگرایی روش آنالیز هموتوپی برای مسأله غیر خطی مورد نظر 

 .اندمطالب مورد بررسی در این رساله به صورت ذیل طبقه بندی شده 

معادلات دگردیسی مفاهیم مشتق هموتوپی و . مقدمات و مفاهیم مورد نیاز در فصول بعد را ارائه می کنیم 1در فصل 

خواص آنها، روش آنالیز هموتوپی و تصحیح های متفاوت از آن، نظیر آنالیز هموتوپی بهینه و روشهای بهینه  مرتبه بالا

 .گام و بهینه سازی چند گام و غیره را به تفصیل بیان می کنیم سازی پارامتر کنترل بر اساس بهینه سازی تک



5 
 

0شرایط لازم همگرایی روش آنالیز هموتوپی و خواص ریاضی تکنیک منحنی های  2در فصل 
c  را تحت چند قضیه

 .نشان می دهیم سری تیلور تعمیم یافته همان سری تیلور در نقطه دیگری است. بیان و اثبات می کنیم

را برای پیدا کردن پارامترکنترل همگرایی  در نقاط متناظر با نقاط چبیشفیک روش بر پایه مینیم سازی  9در فصل 

. ت دیفرانسیل غیر خطی با شرایط مرزی دو نقطه ای به کار می بریمکنیم و آن را در حل مسائل معادلا مطلوب ارائه می

 .نتایج را با روشهای مرسوم  بر پایه روش آنالیز هموتوپی مقایسه می کنیم

0پاده برای پیدا کردن پارامتر کنترل همگرایی -یک روش با اعمال تقریب هموتوپی 4در فصل 
c یممطلوب ارائه می کن .

نقطه ای نشان  دوو کاربرد آن را در حل انواع مختلف از مسائل معادلات دیفرانسیل غیر خطی با شرایط اولیه یا مرزی 

0می دهیم و نتایج را با تکنیک رسم منحنی های 
c و روشهای مرسوم  بر پایه روش آنالیز هموتوپی مقایسه می کنیم. 

ددی تفاضلاتی و طیفی با روش آنالیز هموتوپی ترکیب می شوند تا حل تقریبی مسائل معادلات روشهای ع 5در فصل 

دیفرانسیل غیر خطی با شرایط مرزی را میسر سازند و به کمک آنها روش هایی بر پایه گسسته سازی در دامنه مورد 

 .بررسی مساله برای تعیین پارامتر کنترل همگرایی مطلوب ارائه می کنیم

 .به سوالات چالش انگیزی که می تواند موضوع و انگیزه تحقیقات آتی باشد، اشاره می کنیم 6ایت در فصل در نه
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 فصل اول

   مقدمه ای بر روش آنالیز هموتوپی

 

. در این فصل به ارائه روش هموتوپی برای حل معادلات جبری و معادلات دیفرانسیل غیرخطی می پردازیم

این منظور نحوه ی کاربرد روش را با تبدیل معادلات دیفرانسیل غیرخطی به مجموعه ای از معادلات برای 

مفاهیم مشتقات هموتوپی را . دیفرانسیل خطی به کمک معادلات دگردیسی مراتب مختلف ارائه می کنیم

سپس تصحیح های متفاوت روش  .ای مربوط بررسی می کنیمه هها را بر اساس قضی نمعرفی و خواص آ

 .یل بیان می کنیمصهموتوپی را به تفآنالیز 

 تاریخچه و سوابق تحقیق 1-1

حل معادلات دیفرانسیل غیر خطی بسیار دشوار است، در چند دهه اخیر حل تحلیلی این معادلات با 

دیده های غیر ای در علوم و مهندسی داشته و نقش بزرگی در درك پ کاربرد گسترده های پریشندگی روش

های پریشندگی به پارامترهای کوچک یا بزرگ فیزیکی  دانیم که روش با این همه می. اند خطی ایفا نموده

های دیگری موسوم به  روش. اند و بنابراین فقط برای مسائل غیرخطی ضعیف قابل کاربردند وابسته

 سط، روش ب15های غیر پریشندگی مانند روش پارامتر کوچک لیاپانوف تکنیک
 17، روش تجزیه آدومیان16

                                                 
15

  Lyapunov's artificial small parameter 
16

  ’ Expansion method 
17

  Adomian's decomposition method 
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کنند و  که به طور رسمی به پارامترهای کوچک و بزرگ فیزیکی وابسته نیستند الزاماً همگرایی را تضمین نمی

 . در حقیقت برای مسائل غیر خطی ضعیف معتبرند

یک روش نیمه تحلیلی است که   پیشنهاد شده است، [28-25،27-20] که در مراجع روش آنالیز هموتوپی

خطی به دست می دهد، که معادلات جبری، معادلات ل سری تابعی برای معادلات غیرشکیک جواب به 

انتگرال، معادلات دیفرانسیل تفاضلی و -دیفرانسیل معمولی، معادلات دیفرانسیل جزئی، معادلات دیفرانسیل

 .معادلاتی از این قبیل هستند

ر خلاف روش پریشندگی به پارامترهای فیزیکی کوچک یا بزرگ وابسته نیست و روش آنالیز هموتوپی ب

های  های پریشندگی و روش برخلاف روش. بنابراین برای حل مسائل عمومی غیرخطی قابل کاربرد است

سنتی غیر پریشندگی، روش هموتوپی راه ساده ای برای اطمینان از همگرایی سری های تابعی جواب برای 

هم چنین بر خلاف روش پریشندگی و روش های غیر پریشندگی . طی قوی فراهم می سازدمسائل غیرخ

قبلی در روش آنالیز هموتوپی آزادی زیادی برای انتخاب توابع پایه برای تقریب مسائل غیر خطی قوی 

 .وجود دارد

معرفی شد، و   رسماً 2009در سال " آنسوی پریشندگی"با نام روش آنالیز هموتوپی با انتشار کتاب لیائو 

مسایل فیزیکی مهمی که . کاربردهای موفقیت آمیز در حل مسائل غیر خطی در علوم و مهندسی پیدا کرد

، انتقال  Kdvسیال چسبناك از سیالات غیر نیوتونی و معادلات نوع . اند شوند، از آن جمله متعاقباً نام برده می

غیر خطی، جریانات آبی زیر زمینی، معادلات  ، جریانات جت شکل گلارت، امواج آبیحرارتی غیر خطی

 . ـ هاکسلی، و معادلات دیفرانسیل تفاضلی زبرگر

به طور خلاصه روش آنالیز  .اساس روش هموتوپی بر مباحثی از توپولوژی و هندسه دیفرانسیل است

 کمکیله اصلی است و به یک عملگر خطی أهموتوپی یک تابع پیوسته از یک حدس اولیه به جواب مس

که همگرایی سری جواب را  کمکیبرای ساختن چنین توابع پیوسته ای به یک پارامتر . شود وابسته می

 کمکی این روش دارای امکان انتخاب وسیعی از تقریب اولیه و عملگر خطی. نیاز داریم ،کند تضمین می

ز مسائل خطی کوچک تر با این آزادی که یک مسأله پیچیده غیرخطی می تواند به تعداد نامتناهی ای ا. است

 .نشان داده شده است [23] 18تبدیل شود که نحوه این تبدیل توسط لیائو و تان

 

                                                 
18

 Tan 
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 روش هموتوپی برای حل معادلات جبری غیر خطی 1-3

 [ : 24]فرض کنیم معادله جبری غیر خطی زیر داده شده باشد 

  0,f x  

 : برای حل مسأله فوق تابع هموتوپی زیر را تشکیل می دهیم. جواب  آن است x̂که 

 0( , ) (1 ) ( ) ( ) ( ),H x q q f x f x qf x    

و   است،( جواب معادله) x̂یک حدس اولیه   0xکه در آن  0,1q  در. شود نامیده می جانشاندهپارامتر 

0q   1وq   داریمبه ترتیب : 

0( ,0) ( ) ( ),

( ,1) ( ).

H x f x f x

H x f x

 


 

)، 1تا  0از  qبنابراین با تغییر  , )H x q 0 به طور پیوسته از( ) ( )f x f x به( )f x  اکنون . کندتغییر می

 :  دهیم مسأله هموتوپی زیر را تشکیل می

 0(1 ) ( ) ( ) ( ) 0,q f x f x qf x    

از خانواده معادلات جبری بالا به  xآشکارا جواب . داریم qحال یک خانواده از معادلات جبری بر حسب 

)وابسته است و می تواند به صورت q جانشاندهپارامتر  )x q شود، بنابراین خانواده معادلات  بیان   

 :  فوق می تواند به صورت زیر نوشته شود

(1-2-1                            )
0(1- )[ ( ( )) ( )] ( ( )) 0,q f q f x qf q    

0qبه ازای  (1-2-1)در رابطه   ،داریم 
0( (0)) ( )f f x  .0  واضح است 0(0)q x     . و به

1q ازای  داریم ،( (1)) 0f   ،بنابراین . که دقیقاً همان معادله جبری اولیه است 

                                                    ( (1)) ( ) 0,f f x   
1و 

ˆ(1)q x   . 

)افزایش می یابد،  1تا  0از  جانشاندهلذا هنگامی که پارامتر  )q  0از حدس اولیهx  به جوابx̂  از

( ) 0f x  چون . را معادلات دگریسی مرتبه صفرم می نامیم( 1-2-1)خانواده معادلات . یابد تغییر می
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( )q  جانشاندهتابعی از پارامتر q  آن را در صورت وجود، به شکل زیر نوشت  تیلور بسطاست، می توان

: 

(1-2-2                                              )
0

1

( ) ,k

k

k

q x x q




  

0به طوری که  (0)x   و 

(1-2-9                                      )
0

1 ( )
( ).

!

k

k q kk

d q
x D

k dq


  

)و  سری هموتوپی( 2-2-1)در این جا سری  )kD  موتوپی مرتبه مشتق هk ام اگر . شود نامیده می

1qدر ( 2-2-1)سری هموتوپی    (1)ˆهمگرا باشد، آنگاه از رابطه x   برای تعیین جواب، استفاده می

 :کنیم، که آن را سری جواب هموتوپی نامند 

(1-2-4                                        )0

1

(1) .k

k

x x




  

1qاست، و ممکن است سری در  1شعاع همگرایی بسیاری از سریهای مک لورن کوچک تر از    همگرا

1qاما فرض می کنیم که سری هموتوپی در . نباشد  این محدودیت با معرفی یک پارامتر . همگراست

 .شود که در قسمت بعد به معرفی آن می پردازیم اضافی، رفع می

( 1-2-1)از دو طرف رابطه معادله دگریسی مرتبه صفر ( qنسبت به )با گرفتن مشتق هموتوپی مرتبه اول 

0qبا قرار دادن . آید معادله دگردیسی مرتبه اول به دست می   در معادله ی دگردیسی مرتبه اول نتیجه

 :شود می

1 0 0( ) ( ) 0,x f x f x   

 :بنابراین داریم 

   0
1

0

( )
,

( )

f x
x

f x
 


 

0qقرار دادن و ( 1-2-1)با گرفتن مشتق مرتبه دوم از طرفین معادله دگردیسی مرتبه صفرم   ، معادلات

 :دگردیسی مرتبه دوم به دست می آید، لذا داریم 

2

2 0 1 0

1
( ) ( ) 0,

2
x f x x f x   

 :که جواب آن به صورت زیر است
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 

2 2

1 0 0 0
2 3

0 0

( ) ( ) ( )
.

2 ( ) 2 ( )

x f x f x f x
x

f x f x

 
   

 
 

,kx ،1به همین ترتیب  2, ...k ، کنیم که تمام معادلات دگردیسی  در این جا تأکید می. آیند به دست می

حال تقریب سری هموتوپی مرتبه اول با . ها بسیار ساده تر است مراتب بالاتر خطی هستند و بنابراین حل آن

 : شود دو جمله اول آن نتیجه می

(1-2-5                                   )0
0 1 0

0

( )
ˆ ,

( )

f x
x x x x

f x
  


 

 :سری هموتوپی مرتبه دوم عبارت است ازو تقریب 

(1-2-6                     )
 

2

0 0 0
0 1 2 0 3

0 0

( ) ( ) ( )
ˆ ,

( ) 2 ( )

f x f x f x
x x x x x

f x f x


    

 
 

اغلب می توان . همان فرمول تکراری نیوتن ـ رافسون است دقیقاً (  5-2-1)باید توجه داشته باشیم که 

 جانشاندهپارامتر  0,1q ادلات دگردیسی مرتبه صفرم معرفی کرده وسری جواب ن معرا برای ساخت

1qروش بالا بر اساس فرض همگرایی هموتوپی در . هموتوپی را به دست آورد  اما این . گیرد شکل می

برای فائق آمدن بر این . فرض در حالت کلی، به ویژه برای مسائل غیر خطی قوی همیشه برقرار نیست

0کمکی محدودیت، لیائو یک پارامتر  0c   معرفی کرد، و برای ساختن معادلات دگردیسی مرتبه صفرم

 :معادله زیر را به کار برد 

(1-2-7   )               
0 0 0(1 )[ ( ( )) ( )] ( ( )), 0,q f q f x qc f q c     

0چون  0c   1از معادله بالا وقتیq  شود  نتیجه می: 

0 ( ( )) 0,c f q  

(1)ˆاست، مشروط بر این که  0)(xfکه هم ارز معادله اولیه  x  .ها  گیری بقیه محاسبات و نتیجه

در واقع با گرفتن مشتق هموتوپی مرتبه اول از دو . یکسان است، به جز معادلات دگردیسی مراتب بالاتر

0qقرار دادن و ( 7-2-1)طرف معادله  ،  متناظراً معادله دگردیسی مرتبه اول زیر را داریم : 

1 0 0 0( ) ( ) 0,x f x c f x   
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0که جواب آن 
1 0

0

( )

( )

f x
x c

f x



قرار و ( 7-2-1)از طرفین رابطه  دواست، با گرفتن مشتق هموتوپی مرتبه  

0qدادن  ، شود آن نتیجه می معادله دگردیسی مرتبه دوم به دست می آید که از : 

 

2 2
21 0 0 0 0

2 0 1 0 0 3

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
2(1 ) 2(1 ) ,

2 ( ) ( ) 2 ( )

x f x f x f x f x
x c x c c

f x f x f x

 
     

  
 

 : مرتبه دوم به صورت زیر به دست می آیدمتناظراً تقریب هموتوپی 

(1-2-8        )      
 

2
20 0 0

0 1 2 0 0 0 0 3

0 0

( ) ( ) ( )
~ (1 ) .

( ) 2 ( )

f x f x f x
x x x x x c c c

f x f x


     

 
 

0وقتیواضح است که  1c  پارامتر . حالت خاصی از معادلات فوق هستند (6-2-1)و ( 5-2-1) ، روابط

شود که کاربرد گسترده ای در محاسبات  به عنوان یک عامل کنترل در نظر گرفته می( 7-2-1)در  0c کمکی

مشابهاً واضح است که . شود اگر این پارامتر کنترل خوب انتخاب شود، همگرایی تضمین می. عددی دارد

توان از همگرایی سری جواب هموتوپی،  است و می 0cوابسته به مقدار ( 2-2-1)همگرایی سری هموتوپی 

زمینه را برای اثبات همگرایی فراهم  ،0cکمکی در حقیقت پارامتر . مناسب اطمینان یافت 0cبا انتخاب یک

شود که  تأکید می .انتخاب شده است " همگرایی پارامتر کنترل"نام  0cبا توجه به این مطلب برای . می کند

همگراست، در صورتی که با ( 2-2-1)بدون کاربرد پارامتر کنترل همگرایی ناچار هستیم، قبول کنیم سری 

کاربرد پارامتر کنترل همگرایی نیاز به چنین فرضی برای همگرایی سری جواب نیست، زیرا به نظر می رسد 

بنابراین استفاده از . شود سری جواب هموتوپی همگرا می 0cناسب از مقدار طی شرایطی،  با یک انتخاب م

 . بخشد در معادله دگردیسی مرتبه صفرم روش هموتوپی را تکامل می 0cپارامتر همگرایی 

 خواص مشتق هموتوپی  1-2

م و آن را برای استنباط معادلات دگردیسی مراتب بالاتر به کار مشتق هموتوپی را بیان کردی( 2-1)در بخش 

کنیم و به عنوان توصیف مجرد  را ارائه می هموتوپی های مشتق در این بخش بعضی از خاصیت. بردیم

ها برای معادلات دگردیسی  این خاصیت.  شوند مشتق هموتوپی ارائه میه های ها و قضی روش، برخی از لم

له دمعا یاتواند معادله جبری   آید معادله غیر خطی می چه می  در آن. شوند کار برده میمراتب بالاتر به 

ممکن است تابعی از متغیر مستقل معادله دیفرانسیل نیز  qبنابراین تابع هموتوپی علاوه بر . دیفرانسیل باشد

 .ی استفاده خواهیم کردزیرا در تعریف مشتق هموتوپی از نماد مشتق جزئ. باشد
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 باشد، در این صورت qیک تابع هموتوپی از پارامتر فرض کنیم :  1-2-1تعریف 

(1-9-1                                    ) 
0

1
( ) ,

!

m

m qm
D

m q


 





 

0mشود، که در آن نامیده می ام  mمشتق هموتوپی مرتبه   یک عدد صحیح است. 

وابسته نیستند و q جانشاندهپارامتر توابعی باشند که به  g و fاگر : [24] 3-2-1قضیه 
0

i

i

i

y q




، 

0

i

i

i

u q




 آن گاه ، 

     .m m mD f g fD gD      

اگر : [24] 2-2-1قضیه
0

i

i

i

y q




  و
0

i

i

i

u q




، آنگاه 

1 )( )m mD y . 

2)    k

m m kD q D . 

9 )         
0 0

m m

m i m i i m i

i i

D D D D D     

 

  . 

4 )         
0 0

m m
n l n l l n

m i m i i m i

i i

D D D D D      

 

   0کهm ، 0n ، 0l   و

0 k m . 

باشد برای سری هموتوپی q جانشاندهپارامتر یک عملگر خطی مستقل از  Lاگر  : [24] 4-2-1قضیه 

0

i

i

i

y q




 داریم ،: 

( ) ( ).m mD L LD  

 اگر برای هر دو سری هموتوپی : [24] 5-2-1قضیه
0

i

i

i

y q




 و 
0

i

i

i

u q




  داشته باشیم  

برای  0,1qگاه داریم، آن : 

( ) ( ),m mD D  
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 و

., 0m my u m  

 معادلات دگردیسی 1-4

های مشتق هموتوپی در بخش قبل برای مطالعه معادلات دگردیسی مراتب مختلف در این بخش از خاصیت

 .کنیماستفاده میدست آمده از معادله دگردیسی مرتبه صفرم به

 دفرض کنی :[ 24] 1-4-1لم  
0

m

m

m

y x q




  ،نمایشگر سری هموتوپی 0,1q  جانشانده،پارامتر

L  که به شرطی  یکمکعملگر خطی[ ] 0L f   0اگر و فقط اگرf   وmy تابعی از متغیرx باشد،  آن-

 گاه

      0 11 ,m m m mD q L y L y y      

 :شودبه صورت زیر تعریف می mکه در آن 

0 1,

1 1.

m

m m 

 

فرض کنید : [24] 3-4-1قضیه 
0

m

m

m

y x q




  که در آن 0,1q  است جانشاندهپارامتر ،L 

]که به شرطی است  کمکیعملگر خطی  ] 0L f   0اگر و فقط اگرf  ،  ،عملگر غیرخطی 0y x 

و  qپارامتر کنترل همگرایی مستقل از  0cحدس اولیه،  H x  مستقل از  کمکیتابعq اگر معادله . باشد

 :دگردیسی مرتبه صفرم به صورت زیر داده شده باشد 

      0 01 ,q L y qc H     

) mآنگاه معادله دگردیسی مرتبه 1)m  است صورت زیر متناظر آن به : 

                              1 0 1 ,m m m mL y x y x c H x D        

 .است (1-4-1)لم همان پارامتر تعریف شده در  mکه در آن 



14 
 

برای دو سری هموتوپی اگر  :[ 24] 2-4-1قضیه  
0

m

m

m

y x q




 و
1

k

k

k

q 




  که در آن

 0,1q  جانشاندهپارامتر ،k  ثابت، هاL  که کمکی به شرطی عملگر خطی[ ] 0L f   اگر و فقط اگر

0f ،   ،عملگر غیرخطی 0y x حدس اولیه و    H x  تابع مستقل از پارامترq معادله  اگر. باشد

 : داده شود به صورت زیر صفرم دگردیسی مرتبه

                              0

1

1 ( ) ,
m

k

k

k

q L y H x q  


 
    

 
 

) mآنگاه معادله دگردیسی مرتبه 1)m  است صورت زیر  متناظر آن به : 

                       1

1

.
m

m m m k m k

k

L y x y x H x D   



       

برای دو سری هموتوپی  : [24] 4-4-1قضیه 
0

m

m

m

y x q




  و 
1

k

k

k

x q 




  و 0,1q 

پارامتر جانشانده،  k x تابعی غیر متحد صفر،  L  که به شرطی عملگر خطی کمکی[ ] 0L f   اگر و

0f فقط اگر ،   ،عملگر غیرخطی 0y x حدس اولیه و    H x  تابع مستقل از پارامترq اگر . باشد

  :معادله دگردیسی مرتبه صفرم به صورت زیر داده شود 

                                      0

1

1 ,k

k

k

q L y H x x q  




 
    

 
 

) mگاه معادله دگردیسی مرتبه آن 1)m   است صورت زیر  بهمتناظر با آن : 

          1

1

.
m

m m m k m k

k

L y x y x H x x D   



       

 هموتوپی  آنالیزروش  1-5

های جواب تحلیلی معادلات غیر خطی را فراهم  روش آنالیز هموتوپی به طور نظری امکان محاسبه تقریب

هموتوپی مفهومی توپولوژیکی است و کاربرد گسترده ای در ریاضیات محض دارد، امروزه نیز در . سازد می

طی با ساختن خانواده های جواب تحلیلی معادله غیر خ زمینه های کاربردی و برای به دست آوردن تقریب

 .می شودای از معادلات دگردیسی استفاده 

 موضوع اصلی حل معادله دیفرانسیل معمولی یا جزئی غیر خطی 
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(1-5-1                                         ) ( ) 0,N y x  

تواند متغیری حقیقی یا برداری با درایه های حقیقی  می x تحت شرایط مرزی مشخص است، که در آن

 . باشد

 روش آنالیز هموتوپی اولیه  1-5-1

 :ساختمعادله دگردیسی مرتبه صفرم زیر را ( 1-5-1)برای حل معادله [ 28]، لیائو 1332در سال 

(1-5-1-1                    )   0(1 ) ( , ) ( ) ( , ) 0,q L x q y x qN x q     

که در آن  0,1q   جانشاندهپارامتر ،N  ،عملگر دیفرانسیل غیر خطیL به  گر دیفرانسیل خطیملیک ع

]شرطی که  ] 0L f   0اگر و فقط اگرf ، ( )y x 0 ،تابع مجهول( )y x  حدس اولیه وx  متغیر مستقل

0q در. است   0داریم( ,0) ( )x y x   1دروq   داریم( ,1) ( )x y x  . تابعبسط سری مک لورن

( , )x q  نسبت به پارامترq  استبه صورت زیر : 

(1-5-1-2                        )    0

1

( , ) ( ) ( ) ,m

m

m

x q y x y x q




  

 که در آن

(1-5-1-9                     )          
0

1 ( , )
( ) .

!

m

m qm

x q
y x

m q








 

) و )my x(1m ) از معادلات دگردیسی مرتبه بالا ی زیر به دست می آیند ، : 

(1-5-1-4 )                   1 1 ( , ) ,m m m mL y x y x D x q        

 .است (1-4-1)لم همان پارامتر تعریف شده در  mکه      

1qدر ( 2-1-5-1) هموتوپیفرض می کنیم سری    زیر را داریمجواب هموتوپی همگراست، سری : 

(1-5-1-5           )                    0

1

( ) ( ) ( )m

m

y x y x y x




  

1qدر ( 2-1-5-1) هموتوپیاگر سری   شود واگرا باشد، روش فوق با شکست مواجه می.  
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  نرمالروش آنالیز هموتوپی  1-5-3

1qدر حالت کلی روش آنالیز هموتوپی اولیه همگرایی سری جواب هموتوپی را در   تضمین نمی کند .

را که پارامتر کنترل  0cغیر صفر  کمکیپارامتر  1333در سال  [20] لیائو، محدودیتاین برای فائق آمدن بر 

 :، برای ساختن معادلات دگردیسی زیر به کار برد ه استهمگرایی نامیده شد

(1-5-2-1                 )      0 0(1 ) ( , ) ( ) ( , ) ,q L x q y x c qN x q    

 :  متناظر آن عبارت است ازمعادلات دگردیسی مرتبه بالا ی . هموتوپی نرمال است روش آنالیز همان و این

(1-5-2-2 )                         1 0 1 ( , ) .m m m mL y x y x c D x q        

)سری هموتوپیباید توجه داشت که  .است (1-4-1)لم همان پارامتر تعریف شده در  mکه  , )x q  از

که  myلذا معادلات . نیز وابسته است 0cبلکه به پارامتر کنترل همگرایی  qمعادلات فوق نه تنها به پارامتر 

0cبنابراین. نیز وابسته است 0cنشان داده شده است به پارامتر همگرایی ( 9-1-5-1)در  در ناحیه   

ما را از همگرایی  0c کمکیانتخاب مناسب پارامتر . نیز تأثیر دارد( 2-1-5-1)همگرایی از سری تیلور 

1qدر ( 2-1-5-1)سری تیلور   نشان داده شده است با  [27،23]همان طور که در . سازد مطمئن می

 تحقیقات لیائو و تان. ، روش آنالیز هموتوپی پیشرفت زیادی پیدا کرد 0cهمگرایی معرفی پارامتر کنترل 

 .حاکی از موفقیت روش اخیر هستند [91]یانگ و جفری  و لی [97]ساجد و حیات  ،[1]عباس بندی  ،[22]

  پارامتری هموتوپی چندآنالیز روش  1-5-2

دگردیسی مرتبه ه نوع دیگری از معادل نمجدداً روش آنالیز هموتوپی را با ساخت [21] لیائو ،1333در سال 

 :صفرم تعمیم داد 

(1-5-9-1                )         0 0(1 ( )) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ,A q L x q y x c B q N x q    

)که  )A q  و( )B q ،1که در دو تابع تحلیلی هستند توابع دگردیسی نامیده شدندq   همگرا و به صورت

 :زیر تعریف می شوند 

(1-5-9-2                  )        
1 1

( ) , ( ) ,m m

m m

m m

A q q B q q 
 

 

   

 :و در شرایط زیر صدق می کنند 
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(1-5-9-9                   )           (1) (1) 1.A B  (0) (0) 0,A B                                           

 :  متناظر آن عبارت است ازمعادلات دگردیسی مرتبه بالا ی 

(1-5-2-2 )                   
1

0

1 1

( , ) .
m m

m m m k k m k

k k

L y x y x c D x q  


 

 

 
   

 
  

 : به صورت زیر تعریف می کنیم را و  دو بردار 

                               1 2 3 1 2 3( , , ,...), ( , , ,...).         

)حال جواب  , )x q 0نه تنها به پارامتر کنترل همگرایی ( 1-9-5-1) از معادلاتc بلکه به بردار ،  و 

روش  غیر پیشندگی،  یاهای پریشندگی  لذا بر خلاف تکنیک. که بردار کنترل همگرایی می نامیم، وابسته اند

آنالیز هموتوپی روش مناسب و مطمئنی را برای کنترل همگرایی سری های جواب توسط پارامتر کنترل 

 . فراهم می کند و  و بردارهای کنترل همگرایی 0cهمگرایی 

0cهمانطور که ذکر شد، مهمترین مولفه موجود در روش آنالیز هموتوپی پارامتر کنترل همگرایی . است  

 0cاست و آزادی داریم که  0cآوریم این سری شامل پارامتر به دست می  را وقتی سری جواب هموتوپی

ک ی 0cبه عبارت دیگر از طریق انتخاب مناسب پارامتر . سری همگرا گردداین را چنان انتخاب کنیم که 

0cبرای بدست آوردن [ 20،29-21]لیائو  .محاسبه می شود (1-5-1)جواب تقریبی برای معادلات اصلی 

اگر قرار باشد  ،را پیشنهاد می کند و چنین استدلال می کند 0cتکنیک رسم منحنی های، قابل قبولهای 

که سری همگرا  0cهمگرا باشد آنگاه این سری برای تمام مقادیر 0cبرای مقادیری از جواب هموتوپیسری 

سری  ییهمگرا به علاوه. به تابع واحدی که همان جواب معادله اصلی است همگرا خواهد بود  می دهند،

)مانند   ،همگرایی تمامی کمیت های وابسته، جواب هموتوپی )y a  و( )y a  که توجیه فیزیکی مناسبی

رسم کنیم در ناحیه ای باید خط  0cاین کمیت ها را نسبت به  بنابراین اگر نمودار. هم دارند، نتیجه می دهد

)در واقع هرجا که نمودار کمیتی چون . مستقیم گردند )y a  0نسبت بهc  خط مستقیم باشد به ازای کل

)مقادیر در این ناحیه )y a  به مقداری واحد همگرا خواهد شد چرا که عدد همگرایی سری حاصل

  قابل قبولناحیه می توان  0cبدین ترتیب با رسم نمودار کمیت های وابسته نسبت به  . تمنحصربفرد اس

0c  که با
0cR کاربرد موفقیت آمیز این تکنیک را در حل مسائل [29]لیائو  .نمایش می دهیم، به دست آورد ،

 .غیر خطی متعددی به کار برد
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 تصحیح های آنبهینه و روش آنالیز هموتوپی  1-6

های مطلوب است ولی این تکنیک هیچ 0c روشی مفید برای یافتن 0cهایتکنیک رسم منحنی اگرچه 

ارائه  که متناظر آن سری جواب با سریع ترین همگرایی را داشته باشیم، 0c رویکردی برای انتخاب بهترین

 . در ادامه تحقیقاتی که برای انتخاب پارامتر کنترل همگرایی بهینه انجام شده است را ارائه می دهیم. نمی کند

 روش بهینه سازی هموتوپی 1-6-1

پارامترهای کنترل همگرایی تعیین را برای  "روش بهینه سازی" [48] یابوشیتا و همکاران 2007،در سال 

مرتبه تقریب درگیرد، مجذور خطای مانده  این روش بر اساس مجذور خطای مانده شکل می. پیشنهاد کردند

M  شود به صورت زیر تعریف میهموتوپی سری جواب از ام : 

(1-6-1-1)                               2

0 0( ) ( ( , ) ) .Mc N Y x c d


   

0که در آن  0

1

( , ) ( ) ( )
M

M m

m

Y x c y x y x


   تقریب مرتبهM  و هموتوپی ام سری جواب  مجموعه یا

)0 در صورت همگرایی. است xفاصله تغییرات  ) 0c  وقتی M  . 0مقدار بهینهc ،درM  ام

 : توسط معادله جبری غیر خطی زیر به دست می آید هموتوپیتقریب سری جواب از مرتبه 

(1-6-1-2                )                     0

0

( )
0.

d c

dc


 

 : خطی به صورت زیر داشته باشیمدر حالتی که دو جفت معادله غیر 

 (1-6-1-9                 )                 1 2, 0, , 0,N y u N y u  

داشته باشیم، در این حالت مجذور خطای مانده را به  2c و 1cممکن است دو پارامتر کنترل همگرایی 

 : کنیمصورت زیر تعریف می 

(1-6-1-4)                     
2

2

1 2

1 0 0

( , ) ( , ) ,
M M

j k k

j k k

c c N y u d


  

 
   

 
   

 :آیند   جبری زیر به دست می تاز حل معادلا 2c و 1cو مقدار بهینه 
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(1-6-1-5                  )         1 2 1 2

1 2

( , ) ( , )
0 , 0.

c c c c

c c

 
 

 
 

 . معادله دیفرانسیل غیر خطی همزمان به کار برد nتوان همین روش را برای  می

)0در حالت خاص  را( 1-9-5-1)م دگردیسی مرتبه صفرمعادله  [46] وو و چنگ )B q c q و
2( ) (1 )A q wq w q   0مقادیر بهینه پارامترهای کنترل . به کار برده اندc وw  با در نظر گرفتن

مسیر بهینه وو و چنگ در اصل . شوند محاسبه می 0cهای فیزیکی نسبت به پارامتر  های تراز کمیت منحنی

یک روش [ 47]وو و چنگ سپس  .یابوشیتا و همکاران پیشنهاد شده است همان چیزی است که توسط

-1)دگردیسی مرتبه صفرم معادله  وتکراری دو پارامتری را بر مبنای روش آنالیز هموتوپی گسترش دادند، 

0خاص حالت را در  (5-9-1

1

( ) m

m

m

B q c q




  و( )A q q در نظر گرفتند. 

 موتوپیه روش مجانبی بهینه 1-6-3

 : به کار برده اند زیر دگردیسی مرتبه صفرم معادله، [ 92] و همکارانمارینیکا

(1-6-2-1                 )   0(1 ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ,q L x q y x H q N x q    

که 
1

( ) k

k

k

H q c q




 1در یک سری توانی همگراq  مقادیر پارامترهای کنترل همگرایی . است

1 2, ,..., Mc c c،  1با مینیمم کردن مجذور خطای مانده( ,...., )Mc c در تقریب مرتبهM می ام محاسبه

 :شوند 

(1-6-2-2                          )1( ,..., )
0, 1 ,M

k

c c
k M

c


  


 

حالت خاصی از  (1-2-6-1)آشکارا معادله  .معادله جبری غیرخطی داریم Mیک مجموعه ازکه در آن 

است، که  (1-9-5-1)دگردیسی مرتبه صفرم  معادله
0

1
( ) ( )B q H q

c
،( )A q q  0و

1

0k

k

c c




  .

هموتوپی  های آنالیز نام گرفته، اما در اصل در گروه روش " موتوپیروش مجانبی بهینه ه" روشاین گر چه 

,...,1مجهول  Mو جبری غیرخطی معادله  Mباید یک دستگاه از روش این در. گیرد قرار می Mc c  حل

 . شود
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در . است[ 92]روش آنالیز هموتوپی بهینه را معرفی کرد که شبیه روش مارینیکا [ 22]، لیائو 2010در سال 

0سه پارامتر کنترل همگرایی  فقط شامل (1-9-5-1)دگردیسی مرتبه صفرم  معادلهاین روش  1 2, ,c c c  است

1و دو نوع تابع دگردیسی خاص استفاده می شود که هر یک به ترتیب با  شرط  1c  2 و 1c   تعیین

 . می شوند

  موتوپی بهینه تک گامروش آنالیز ه 1-6-2

تر و  از تقریب کاهش یابد، حل دستگاه معادلات جبری غیرخطی آسان Mدر روش مارینیکا هر چه مرتبه 

از تقریب افزایش یابد حل دستگاه معادلات جبری غیرخطی دشوارتر شده و به  Mبه عکس هر چه مرتبه 

این مدن بر برای فائق آ .علاوه زمان محاسبه مورد نیاز برای محاسبه به صورت توانی افزایش می یابد

یک روش جدید برای محاسبه پارامترهای کنترل همگرایی ارائه کردند که [ 94]نی یو و وانگ محدودیت، 

 Mدر روش مارینیکا یک دستگاه از. کارآمدتر استنسبت به روش مارینیکا های بزرگ  Mحتی برای

,...,1مجهول پارامتر کنترل همگرایی  Mجبری غیرخطی و معادله Mc c یو و  شود، اما در روش نی حل می

انگ در هر مرحله خطای مجذور مانده نسبت به یک پارامتر کنترل همگرایی مینیمم شده، و یک به یک و

که شامل ین روش فقط یک معادله جبری غیرخطی در ا. کنیم پارامترهای کنترل همگرایی بهینه را محاسبه می

لذا این روش   .شود حل میام از سری جواب هموتوپی Mدر تقریب مرتبه است Mcپارامتر مجهول  یک

 .های مراتب بالاتر ساده است و به زمان محاسبه کمتری نیاز دارد برای تقریب

)0دهیم قرار می  (1-9-5-1)دگردیسی مرتبه صفرم  معادله درشبیه روش مارینیکا  ) ( )H q c B q   و

( )A q q داریم: 

(1-6-9-1                  )     0(1 ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ,q L x q y x H q N x q    

)که  )H q (0)با تابع کنترل همگرایی 0H  . تابع کنترل همگرایی  تیلور یبسط سربا( )H q داریم : 

0

( ) ,k

k

m

H q c q




    

 که 

 

0

1
.

!

m

k m

q

H q
c

m q






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سری هموتوپی کهفرض کنیم  ,x q  و( )H q  1درq  ه در معادلبا جایگزینی  ،همگرا باشند

 :داریم ( 1-9-6-1) دگردیسی مرتبه صفرم

(1-6-9-2  )        
0

0 1 0

(1 ) ( ) ( ) ( ) ,m k m

m k m

m k m

q L y x q y x c q y x q
  

  

   
      

   
   

 :متناظر آن عبارت است از ام mمعادله دگردیسی مرتبه و 

(1-6-9-9                 )            1

1

,m m m k m k

k

L y x y x c R


 



      

 که 

(1-6-9-4                )              

0

( , )1
,

!

m

m m

q

N x q
R

m q









 

 .است (1-4-1)لم همان پارامتر تعریف شده در  mو

0 هموتوپی،جواب  سریام Mتقریب مرتبه 

1

( ) ( ) ( )
M

M m

m

Y x y x y x


  ، وابسته به پارامترهای کنترل

,...,1همگرایی  Mc c است . 

 : محاسبه می شود به صورت زیرام Mدر تقریب مرتبه( 1-5-1)برای معادله اصلی  مجذور خطای مانده

  2( ( ) ) .M MN Y x d


   (1-6-9-5              )                

1cفقط به مقدار 1شود که در تقریب مرتبه اول،  ملاحظه می را با حل کردن  1cتوان  وابسته است، می  

 : ددست آوره معادله جبری زیر ب

1

1

0,
d

dc


  

1است، یعنی  2cو 1cدر تقریب مرتبه دوم مجذور خطای مانده تابعی از  2( , )c c . 1اما چونc  در مرحله

2cقبل به دست آمده است، لذا در این مرحله فقط مقدار بهینه آن را با حل معادله جبری زیر . است مجهول  

 : شود تعیین می

2

2

0.
d

dc


 
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روش بهینه تک گام آنالیز هموتوپی سریع تر از روش مارینیکا است، چون در این روش ما در هر مرحله 

در  توجه داریم که .یک پارامتر کنترل همگرایی مجهول داریم خطی فقط باغیرنیاز به حل یک معادله جبری 

)0موتوپی بیشتر از کاربردهای قبلی روش آنالیز ه )H q c q 0شد، و  استفاده میc  را با رسم منحنی

ام Mدر تقریب مرتبه  Mجا مجذور خطای مانده  تعیین می کردیم، اما در این "0cمنحنی "موسوم به 

 : شود ی زیر محاسبه می است، و مقدار بهینه آن با حل معادله Mcتابعی از 

0.M

M

d

dc


 (1-6-9-6)                                       

  تعمیم یافتهموتوپی بهینه روش آنالیز ه 1-6-4 

)روش آنالیز هموتوپی بهینه تعمیم یافته را با انتخاب [ 27]، لیائو 2012در سال  )A q q و یک تابع 

دگردیسی خاص 
10

1
( ) n

n

n

B q c q
c





  1، که   0یک عدد صحیح مثبت است و

1

0n

n

c c




   در

 :پیشنهاد کرد ( 1-9-5-1)دگردیسی مرتبه صفرم ه معادل

 (1-6-4-1                    )        0

1

(1 ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ,n

n

n

q L x q y x c q N x q


 


    

 :  متناظر آن عبارت است از mمعادلات دگردیسی مرتبه 

(1-6-4-2 )                     
min{ , }

1

( , ) .
m

m m m k n m n

n

L y x y x c D x q


  



       

0 هموتوپی،جواب  سریام Mتقریب مرتبه 

1

( ) ( ) ( )
M

M n

n

Y x y x y x


 شامل حداکثر ،  پارامترهای

c,...,1مجهول کنترل همگرایی  c لذا در تئوری یک تعداد متناهی از پارامترهای کنترل همگرایی . است

1,...,c c وجود دارد حتی اگر مرتبه تقریب به بی نهایت میل کند(M  .) پارامترهای در این حالت

}minبهینه توسط حل یک مجموعه از  کنترل همگرایی , }M   معادله  جبری غیرخطی زیر به دست می

 :آید 

(1-6-4-9                        )0, 1 min{ , }n

n

n M
c




  

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اگر   [ 92]است که توسط مارینیکا و همکاران  موتوپیروش مجانبی بهینه ه، این روش دقیقا همان

1اگر . پیشنهاد شده است 0c c  1و برایn   0داشته باشیمnc    [23]روش آنالیز هموتوپی بهینه 

 . لذا روش فوق عمومی تر است. است

روشهای بهینه آنالیز هموتوپی ذکر شده در بالا، در حالت کلی می توانند همگرایی سری جواب هموتوپی را 

ه توصیه می شود از روش بهینه آنالیز هموتوپی شامل یک یا دو پارامتر کنترل همگرایی استفاد.  بهتر کنند

همچنین گاهی . یک روش بهینه با تعداد زیادی پارامتر کنترل همگرایی از لحاظ محاسباتی کارا نیست. شود

برای غلبه به این ضعف می . اوقات با استفاده از روش بهینه تک گام نمی توان نتایج همگرا به دست آورد

ت تا بتوان مقادیر بهینه پارامتر کنترل تحقیقات بیشتری نیاز اس. توان از رویکرد بهینه چندگامی استفاده کرد

 .به دست آورد یآنالیز هموتوپ روشهمگرایی را در چارچوب 

 روش در میان آنها، . وجود دارد جواب سری همگرایی برای سرعت بخشیدن به برخی روش هااز طرفی 

 کار به[ 29،27] هداپ-هموتوپی تکنیک ی موسوم بهآنالیز هموتوپ روش در چارچوب را می تواناده پتقریب 

 .بخشد تا حد زیادی می تواند همگرایی سری جواب هموتوپی را تسریع هداپ -تکنیک هموتوپی .گرفت

 هداپ-تقریب هموتوپی 1-7

برای بسط سری داده شده  : 1-7-1تعریف  
0

i

i

i

f q y q




 هداپ، تقریب [ , ]r s تابع کسری است ،

 [ :7]زیر تعریف می شود که به صورت 

   (1-7-1                                )0 1

0 1

...
[ , ] ,

...

r

r

s

s

a a q a q
r s

b b q b q

  


  
 

 :در شرط زیر صدق می کند  و

  10 1

0 1

...
( ).

...

r
r sr

s

s

a a q a q
f q O q

b b q b q

   
 

  
 

 : می توان نوشت 

(1-7-2         ) 0 1 0 1 0 1( ... ) ... ... .s r

s rb b q b q y y q a a q a q         
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0قرار داد می کنیم  1b  . 1با مساوی قرار دادن ضرایب 2, ,...,r r r sq q q    (2-7-1)در معادله ،s  معادله با

1ضرایب مجهول  2, ,..., sb b b 11و با مساوی قرار دادن ضرایب . داریم, ,..., rq q  داریم ( 2-7-1)در معادله ،

: 

0 0a y 

1 1 1 0a c b y  

2 2 1 1 2 2a c b y b y   

... 

min( , )

1

r s

r r i r i

i

a y b y 



   

1با استفاده از دستور کرامر می توان ضرایب   2, ,..., sb b b تعریف می کنیم . را محاسبه کرد: 

1 2 1

2 3 1 2

[ , ]

1 2 1

1 1

1

( )

1

r s r s r r

r s r s r r

r s

r r r s r s

r r r s r s

s s

y y y y

y y y y

Q q
y y y y

y y y y

q q q

    

     

    

   



 

 و

1 2 1

2 3 1 2

[ , ]

1 2 1

1 1

1

1 1

( )

( ) ( ) ( ) ( )

r s r s r r

r s r s r r

r s

r r r s r s

r r r s r s

s s

r s r s s s

y y y y

y y y y

P q
y y y y

y y y y

q f q q f q qf q f q

    

     

    

   



   

 

که در آن  
0

r s
i

r s i

i

f q y q






 . به صورت زیر محاسبه می شود ( 1-7-1) هداپاین تعریف، تقریب با: 
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(1-7-9                           )
[ , ]

[ , ]

[ , ]

( )
[ , ] , ( ) 0,

( )

r s
r s

r s

P q
r s Q q

Q q
  

 با این ویژگی که 

    (1-7-4                            )
1( ), 0.r sQf P O q as q        

با اطمینان از اینکه . و روش آنالیز هموتوپی می باشد هداپتر کیبی از تقریب  [29،27] هداپ -تکنیک هموتوپی

سری هموتوپی 
0

1

( ) ( ) ( ) m

m

m

y x y x y x q




  1 در=q  هداپتقریب همگراست، ابتدا [ , ]r s  را نسبت

 :به صورت زیر به کار می بریم  ، سری هموتوپی مذکوربرای  qپارامتر جانشانده  به 

  (1-7-5 )                                      =0

=1

( )

,

1 ( )

r
k

k

k

s
k

r k

k

A x q

A x q




                                                        

) توابعکه در آن   )kA x، = 0,1,...,k r s ،مؤلفه های  توسط( )my x، = 0,1,2,...,m r s تعیین می ،

1qو سپس جایگذاری  شوند  ،هداپ -موتوپیه تقریب [ , ]r s  :شود می  

  (1-7-6 )                                        =0

=1

( )

.

1 ( )

r

k

k

s

r k

k

A x

A x




                                                         

 و 0c ،L هموتوپی بر اساس این فرض است که با داشتن درجه آزادی در انتخاب مولفه های روش آنالیز 

0( )y x  1در هموتوپی سری جواب=q 0از طرفی پارامتر کنترل همگرایی . همگرا استc  امکان تنظیم و

نیز  هداپ -بنابراین، تقریب هموتوپی. ناحیه همگرایی سری جواب هموتوپی را مهیا می کندکنترل 

q،  وقتی [ 29،27]علاوه بر این، همانطور که لیائو اشاره کرده است . همگراست  هداپ، تقریب [ , ]r r  

] هداپ -میل می کند ولی تقریب هموتوپی یا  0به  , ]r r  وقتیq  میل می کند، لذا تقریب  1، به

دقت بالاتری دارد و اغلب سریع تر از سری جواب محاسبه شده با استفاده از روش آنالیز  هداپ -هموتوپی

بستگی  0cبه پارامتر کنترل همگرایی  هداپ -در بسیاری از موارد، تقریب هموتوپی. هموتوپی همگراست

تا حد زیادی می تواند ناحیه همگرایی و نرخ  هداپ -روش هموتوپی.  تاکنون اثبات نشده استاگرچه . ندارد

گرا باشد، با استفاده از در این موارد، حتی اگر سری جواب وا. را بزرگ کند هموتوپی همگرایی سری جواب
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را می توان برای تسریع  هداپ -هموتوپی تکنیک .. غالباًً سری همگرا می شود هداپ -موتوپیتکنیک ه

به طور مثال می توان برای تسریع همگرایی . به کار برد هموتوپی همگرایی سریهای وابسته به سری جواب

(0)سری  , (0)y y   به صورت ، 

                                        

0
=0 0

=1

2

0
=0 02

=1

( , , )
| (0) (0) ,

( , , )
| (0) (0) ,

m

x m

m

m

x m

m

x c q
y y q

x

x c q
y y q

x










  




  







 

 .را به کار برد هداپ -روش هموتوپی
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 فصل دوم

 اساس روش آنالیز هموتوپی

 

را تحت  0cشرایط لازم همگرایی روش آنالیز هموتوپی و خواص ریاضی تکنیک منحنی هایدر این فصل  

 . ت می کنیماثباو  بیان چند قضیه

 و کران خطاروش آنالیز هموتوپی آنالیز همگرایی   3-1

پردازیم و قضیه های مربوط را بیان و  می[ 25] در این قسمت به تحلیل همگرایی روش آنالیز هموتوپی

 .اثبات خواهیم کرد

 :بگیرید نظر دردر حالت کلی  را غیر خطی زیر دیفرانسیل معادله

(2-1-1                                                )[ ( )] = 0,N y x 

0)( مناسب اولیه حدس انتخاب یک با لیائو، . تاس مجهول تابع xy)( و متغیر مستقل x آن درکه  xy ،

معادله دگردیسی مرتبه ، جانشانده پارامتر عنوان به q[0,1]و با استفاده از  Lمناسب  کمکی عملگر خطی

 :صفرم را به صورت زیر ارائه داد 

(2-1-2                        )0 0(1 ) [ ( , ) ( )] = ( ) [ ( , )],q L x q y x qc H x N x q   
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0که  0c   پارامتر کنترل همگرایی و ,x q 0که وابسته به (1-1-2) جوابc، L ،)(0 xy ،q  وH 

0)( با فرض این که حدس اولیه. است xy ،خطی کمکی عملگر L ،کمکی تابع H  و پارامتر کنترل

  تیلورسری  آنگاه  ند،به درستی انتخاب شده ا 0cهمگرایی 

(2-1-9                                    )0

=1

( , ) = ( ) ( ) ,m

m

m

x q y x y x q


 

 که

(2-1-4                                         )=0

1 ( , )
( ) = | ,

!

m

m qm

x q
y x

m q




 

1qدر احتمالاً    به صورت زیر به دست می آید  هموتوپیهمگراست و سری جواب : 

(2-1-5                                      )0

=1

( ) = ( ) ( ).m

m

y x y x y x


 

my ،(1m مولفه های  ) از معادله دگردیسی مرتبهm  زیر به دست می آید: 

(2-1-6                        )1 0 1 [ ( ) - ( )] ( ) [ , ],m m m m mL y x y x c H x R y   

0که در آن  1 1= ( ( ), ( ),..., ( ))m my y x y x y x  وm به صورت زیر تعریف می شود: 

(2-1-7                                                )
0, 1,

1, 1,
m

m

m



 


 

 و همچنین

(2-1-8                     )
1

1 1

0

1 [ , ( , )]
[ ( ), ] .

( 1)!

m

m m m

q

N x x q
R y x

m q






 






 
 

1qوقتی ( 9-1-2)فرض کنید سری :  1-1-3قضیه   یعنیهمگرا باشد ، 

(2-1-3                                        )0 1
( ) ( ),mm

y x y x



 

)0در آن که  )y x  و  (1-1-2)تابع حدس آغازین برای جواب( )my x ،1m ،  از معادله دگردیسی مرتبه

 .خواهد بود( 1-1-2) جواب معادله اصلی( 3-1-2) آنگاه سری. به دست می آید ( 6-1-2)بالا  

)به تابع  (3-1-2)فرض کنیم سری  : اثبات )s x همگرا باشد، یعنی 
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(2-1-10                                     )0

1

( ) ( ) ( ),m

m

s x y x y x




  

 : خواهیم داشت( 6-1-2)بالا صورت با استفاده از معادله دگردیسی مرتبه در این

                                                                       
0 1

1

1 1

1

( ) ( , )

[ ( ) ( )]

m m

m

m m m

m

c H x R y

L y x y x













 



 




   

1

1

1 2 1 3 2 1

{ [ ( ) ( )]}

{ ( )} { ( ) ( )} { ( ) ( )} ... { ( ) ( )} ...

{lim ( )}

{0} 0.

m m m

m

n n

n n

L y x y x

L y x L y x y x L y x y x L y x y x

L y x

L












 

        



 



 

0با توجه به اینکه  0c   و( ) 0H x ، آنگاه 

(2-1-11                                             )1

1

( , ) 0,m m

m

R y 






 

 در نتیجه

(2-1-12            )
1

1
0 10 0

1 [ ( ; )] 1 [ ( ; )]
0.

! ( 1)!

m m

m m
m mq q

N x q N x q

m q m q

  


  

 
 

  
  

 : کنیمصورت زیر تعریف میرا به( 1-1-2)حال تابع مانده معادله اصلی 

(2-1-19                                        )( ; ) [ ( ; )],x q N x q  

)اینک برای اثبات قضیه کافی است نشان دهیم که  ;1) 0x  زیرا خواهیم داشت : 

                                                      [ ( ;1)] 0.N x  

)دانیم و از طرف دیگر می ;1) ( )x s x  . حال بسط تیلور تابع( ; )x q  را نسبت بهq نویسیممی : 

                                             
0 0

1 ( ; )
( ; ) ,

!

m
m

m
m q

x q
x q q

m q






 





 
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 : داریم( 12-1-2)بنابراین با توجه به رابطه 

0 00 0

1 ( ; ) 1 [ ( ; )]
( ;1) 0,

! !

m m

m m
m mq q

x q N x q
x

m q m q

 


 

  

 
  

 
  

 .شودو اثبات کامل می

-2)به دست آمده از معادله دگردیسی مرتبه بالا  (5-1-2) های سریفرض کنید جمله: [ 35] 3-1-3 قضیه

1-6) ،0( )y x،1( )y x2و( )y x  ...0صورت اگر در این. باشند 1  وجود داشته باشد بطوریکه 

(2-1-14                             )0 0 1, : ( ) ( ) ,k kk k k y x y x     

آنگاه سری جواب 
0

( )m

m

y x




 همگراست. 

}0دنباله . مقدار ثابت و دلخواه باشد xفرض کنیم  :اثبات  ( )}n nS x 

 کنیمرا بصورت زیر تعریف می: 

0 0

1 0 1

2 0 1 2

0 1

( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ... ( ).n n

S x y x

S x y x y x

S x y x y x y x

S x y x y x y x




 



  



   

 

}0کنیم حال ثابت می ( )}n nS x 

  گیریم که در نظر می. است یک دنباله کوشی در فضای هیلبرت 
0

0

12

1 1 1( ) ( ) ( ) ... ( ) ,
n k

n n n n n kS S y x y x y x y x    

        

n,برای هر   m  0وn m k  داریم : 

0 0 0

0 0 0

0

0

1 1 2 1

1 1 2 1

1 1

1

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )

1
( ) .

1

n m n n n n m m

n n n n m m

n k n k m k

k k k

n m
m k

k

S S S S S S S S

S S S S S S

y x y x y x

y x

  






   

   

    


 

       

      

   






 

0بنابراین چون  1  آوریم به دست می: 
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,lim 0.n m n mS S   

}0بنابراین  ( )}n nS x 

  بوده و سری  یک دنباله کوشی در فضای هیلبرت
0

( )m

m

y x




  همگرا و اثبات

 .شودکامل می

سری  مفرض کنی :[ 35] 2-1-3قضیه 
0

( )m

m

y x




  (1-1-2)اصلی به جواب مسأله ( 2-1-2)در قضیه 

 امMمجموع جزئی مرتبه ، (5-1-2)همگرا است، و بر طبق 
0

( ) ( )
M

M m

m

Y x y x


  جواب تقریبی مساله

 باشد، آنگاه (2-1-1)

(2-1-15                           )0

0

11
( ) ( ) ( ) .

1

M k

M ky x Y x y x


 
 


 

 : نامساوی زیر را داریم( 2-1-2)از قضیه  : اثبات

0

0

11
( ) ,

1

n M
M k

n M kS S y x






 

 


 

)دهیم آنگاه میل می را به سمت  nحال  ) ( )nS x y x  0وn M   . بنابراین 

0

0

11
( ) ( ) ( ) ,

1

M k

M ky x Y x y x


 
 


 

 .و اثبات کامل است

0iبه عبارت دیگر اگر  برای هر  k  تعریف کنیم: 

(2-1-8                                      )
1

1

( )
, ( ) 0,

( )

0, ( ) 0,

i

i

ii

i

y x
y x

y x

y x










 




 

0i برای اگرو  k   ،0داشته باشیم 1i  ،  مجموع جزئی مرتبه آنگاهMام 
0

( ) ( )
M

M m

m

Y x y x


  به

)جواب  )y x همگرا خواهد بود و کران خطا عبارت خواهد بود از 
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(2-1-3                               )0

0

1

0

1
( ) ( , ) ( ) .

1

M k

M ky x Y x c y x


 
 


 

آید که شرط طوری به دست می 0cدر حالت کلی در روش آنالیز هموتوپی پارامتر کنترل کننده همگرایی 

 .آیدبه دست می 0cمنحنی های معمولاً این پارامتر با استفاده از روش رسم نمودار . دهدبالا رخ می

  0cخواص ریاضی منحنی های  3-3

مقدار تابع در محدوده  ،0c اساس این مطلب که با تغییرات پارامتر کنترل کننده همگرایی ردر این بخش ب

 .پردازیمارتباط آن با بسط سری تیلور میکند و شود و تغییر نمیهمگرایی ثابت می

) مفرض کنی :[ 4] 1-3-3قضیه  )f x  تابعی پیوسته در[ , ]a b پذیر در بازه و مشتق( , )a b  باشد و

( ) ( ) 0f a f b ،  آنگاه حداقل یک نقطه( , )a b   وجود دارد به طوری که( ) 0f  . 

)0 مفرض کنی :[ 4] 3-3-3 قضیه )g c  تابعی پیوسته در[ , ]a b  تابع مراتب مختلف و مشتقات

:[ , ]f a b   عدد باشدو وجود داشته   به طوری که  وجود داشته باشدمشتقات وجود 

(2-2-1                                        )( )

[ , ]: max ( ) .k

x a bk f x M   

) مهمچنین فرض کنی , )nG x  ای تیلور از درجه چند جملهn  تابعبرای( )f x  0حول( )g c  باشد .

0آنگاه برای هر    و( , )a b   بازه زیر( , )c d  وN که طوریه وجود دارد ب 

(2-2-2                             )0 0( , ), : ( ) ( , ( )) .nc c d n N f G g c       

] مفرض کنی : اثبات , ]a b فرض کنیمبدون از دست دادن کلیت  ، و  کنیمتعریف می. باشد : 

(2-2-9)
2

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ),

1! 2! !

n
nx x x

s x f f x f x f x f x
n

  


  
       

)آنگاه  )s x  در بازه( , )a b  وجود دارد و 

( 1)( )
( ) ( ).

!

n
nx

s x f x
n

 
   

 : گیریمحال تابع زیر را در نظر می
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(2-2-4                                 )1( ) ( ) ( ) ( ),nx
U x s x s




 


 


 

 آنگاه

                     ( ) ( ) 0.U U   

)پذیری از مشتق )s x  1و( )
x n

 

 


)شود که نتیجه می  )U x ازای روی هر زیر بازه( , )a b پذیر مشتق

)شود که نتیجه می( 1-2-2)لذا مطابق با قضیه . است , )   که  طوریه وجود دارد ب 

( ) 0,U   
 : دهدنتیجه میکه 

( 1)

1

( ) ( )
( ) ( 1) ( ) 0,

! ( )

n n

n

n
f n s

n

 



   
 

 





 
   


 

آنگاه چون    داریم: 
1

( 1)( )
( ) ( ),

( 1)!

n
ns f

n


 
 







 

 شود که نتیجه می( 9-2-2)اینک از رابطه 

1
( 1)( )

( ) ( ) ( , ) ( ),
( 1)!

n
n

ns f G f
n



 
    




  


 

 :توان نوشت می ،بصورت دلخواه انتخاب شده بود چون 

(2-2-5 )
1

( 1)( )
[ , ], [ , ] : ( ) ( , ) ( ), ( , ).

( 1)!

n
n

n

x
x a b a b f x G x f x

n
 


    




     


 

0فرض کنید    و( , )a b  .  با در نظر گرفتن( , )a x،  روشن است کهN  وجود دارد به

 طوری که 

(2-2-6                                   )
1( )

: ,
( 1)!

n

n N
n M

  


  


 

 شود کهنتیجه می( 6-2-2)و ( 5-2-2) ،(1-2-2)آنگاه از روابط 
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1
( 1)( )

( ) ( , ) ( ) . ,
( 1)!

n
n

nf G f M
n M



  
    




   


 

 بنابراین ثابت کردیم که 

(2-2-7)( , ), ( , ), 0, : ( ) ( , )) .na b a N n N f G                  

)0چون  )g c   تابعی پیوسته روی[ , ]a b  ازای بازهزیر است، آنگاه[ , ]a b  مثل( , )c d وجود دارد که 

{( , )} ( , ),g c d a  

 : به رابطه زیر است( 7-2-2)که نتیجه آن تبدیل 

0 0( , ), ( , ), 0, : ( ) ( , ( )) .na b c c d N n N f G g c             

 .شودو لذا اثبات کامل می

)فرض کنید   : 2-3-3نتیجه  )f x  به اندازه کافی در[ , ]a b هموار باشد، ( )g x   تابعی پیوسته بروی

[ , ]a b ،( , )nG x  ای تیلورچند جملهf  از درجهn  0حول( )g c که آنگاه هنگامی. باشدn،  در

)0رسم نمودار تابع  , ( ))nG g c  0بر حسبc دهدخط افقی رخ می. 

 .باشدمی( 2-2-2)نتیجه مستقیم قضیه  : اثبات

 .با شرط ضعیف تری می تواند برقرار باشد( 2-2-2)قضیه زیر نشان می دهد که قضیه 

)0فرض کنید  :[ 4] 4-3-3قضیه  )g c  تابعی پیوسته بروی[ , ]a b   باشد و

0

( , ) ( )( )
n

k

n k

k

G x a x  


  ای تیلور از درجه چند جملهn  برای( )f x  حول

0( ) ( , )g c a b    علاوه بر این فرض کنید . است: 

(2-2-8                       )
1

( )
, [ , ], [ , ] : ,

( )

k

k

a
k a b x a b x

a


 



       

0آنگاه برای هر    و[ , ]a b   بازه( , )c d  وN وجود دارد به طوری که 

(2-2-3                        )0 0( , ), : ( ) ( , ( )) .nc c d n N f G g c       
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0شود که نتیجه می( 8-2-2)از رابطه  : اثبات 1  وجود دارد به طوری که 

(2-2-10           )1, [ , ], [ , ] : ( ) ( ) .k kk a b x a b a x a    
       

]فرض کنید ( 3-2-2)برای اثبات  , ]a b  دهیم ثابت است، نشان می( , )nG    برای( , )a b    یک

}0دهیم که نشان می. دنباله همگراست ( , )}n nG   

  از رابطه . است یک دنباله کوشی در فضای هیلبرت

 : آوریممیبدست ( 2-2-10)

1

1 1

12

1

1

( , ) ( , ) ( )

( )

( )

...

( ) ,

n

n n n

n

n

n

n

pn p

p

G G a

a

a

a

      

   

   

   



 





 

  

 

 



 

 

n,اینک برای هر  m  باn m p  داریم : 

1 1 2 1

1 1 2 1

1 1

( , ) ( , )

( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , )) ... ( ( , ) ( , ))

( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , )) ... ( ( , ) ( , ))

( ) ( ) ... ( )

1

n m

n n n n m m

n n n n m m

p p pn p n p m p

p p p

G G

G G G G G G

G G G G G G

a a a

   

           

           

           

   

   

    



      

      

      


 1 ( ) .

1

n m
pm p

pa


   



  



 بنابراین              

,lim ( , ) ( , ) 0,m n n mG G      

}0دهد که که نتیجه می ( , )}n nG   

 همگراست. 

)از طرف دیگر   , )nG   ای تیلور از درجه چند جملهn  برای( )f x  درx    است،  بنابراین برای هر

0 ، N وجود دارد به طوری که 

                                            : ( ) ( , ) .nn N f G       
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)از بازه  حال با توجه به این حقیقت که  , )a b   به صورت دلخواه انتخاب شده است و
0( )g c  تابعی

]پیوسته بروی  , ]a b  0توانیم بگوییم که برای هر است، می  ،N بازه ،( , )c d  وجود دارد به

 طوری که

(2-2-11                            )0 0( , ), : ( ) ( , ( )) .nc c d n N f G g c       

 .شودو لذا اثبات کامل می

اش نتیجه هموتوپیکنند که همگرایی در سری جواب تاکید می( 4-2-2)به همراه قضیه ( 2-1-2)قضیه 

منحنی های تولید خط راست افقی به اصطلاح، 
0c  است که بازه معتبر همگرایی برای پارامتر کنترل کننده

همگرایی 
0c شود همگرا می هموتوپیدهد به طوری که به ازای آن سری جواب را می. 
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 فصل سوم

 روش مینیمم سازی برای تعیین پارامتر کنترل همگرایی

 

هموتوپی در چارچوب روش آنالیز هموتوپی پارامتر کنترل همگرایی نقش کلیدی در همگرایی سری جواب 

امکان تشخیص و تعیین و کنترل  0cو تکنیک رسم منحنی های 0c کنترل همگراییتعریف پارامتر . دارد

0cهر چند این تکنیک روشی مفید برای یافتن. ناحیه همگرایی سری جواب را دارد های مطلوب است ولی  

 .ارائه نمی کند 0cهترین هیچ رویکردی برای انتخاب ب

ارائه می  خطی غیر دو نقطه ایمسائل مقدار مرزی  حل درروش آنالیز هموتوپی کاربرد ابتدا در این فصل  

که  ماندهتابع  از مینیمم سازی نرم آنبرای تعیین ، تعریف پارامتر کنترل همگرایی بهینهسپس، بعد از . شود

 . می شوند ثباتمربوط بیان و ا ایه هقضی. یم، استفاده می کناندگسسته سازی شده  چبیشف نقاطدر 

 کاربرد روش آنالیز هموتوپی در مسائل مقدارمرزی دو نقطه ای 2-1

در این . کاربرد بسزایی دارد [17] دامنه های کراندار روش آنالیز هموتوپی در حل مسائل مقدار مرزی در

 دیفرانسیل معادلاتدر  خطی غیردو نقطه ای مسائل مقدار مرزی  برای حلرا  روش آنالیز هموتوپیبخش 

 . کنیم می معمولی اعمال

 : له غیر خطی زیر را در نظر می گیریمأمس

  (9-1-1   )                       , , ' , '' 0‎‎ ‎‎ ‎ ‎ ‎‎F x y x y x y x a x b   
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  (9-1-2                                             )         ‎‎ ‎‎ ‎‎y a y b   

)متغیر مستقل،  xکه در آن  )y x  ،تابع مجهولF تابع هموار غیرخطی وa ،b ، و  ثابتهای حقیقی

شرایط تضمین یکتایی . دارای جواب یکتا باشد( 2-1-9)و  (1-1-9) فرض می کنیم معادله اصلی. هستند

معادله دیفرانسیل فوق را می توان با روشهای عددی . یافت[ 15]جواب معادله اصلی فوق را می توان در 

 .حل کرد [10]و روش اجزای محدود  [11]متناهی  ، روش تفاضلات[16] نظیر روش پرتابی

)هدف یافتن تابع مجهول   )y x لیائو یک حدس اولیه برای تابع جواب  بدین منظور. است( )y x مانند ،

0( )y x  را انتخاب می کند و با استفاده از یک عملگر خطی کمکیL  با ویژگی[ ( )] 0L f x   هنگامی که

( ) 0f x نشانده جا ، و پارامتر 0,1qهموتوپی زیر را می سازد ، :  

(9-1-9                 )     0 0 0 0(1 ) , , , , , ‎,q L x c q y x qc N x x c q         

تحت شرایط مرزی  0, ,a c q   و 0, ,b c q . 

 N برابر است با غیر خطی و عملگر 

(9-1-4        )                           ,  , , ' , '' ‎‎N x y x F x y x y x y x    

0 0c   پارامتر کنترل همگرایی و 0, ,x c q 0است که وابسته به  (2-1-9)و ( 1-1-9) جوابc ،L ، 

0( )y x وq ین از جواب دقیق زیک حدس آغا. می باشد( )y x به صورت زیر پیشنهاد می شود : 

(9-1-5                )                      0 ,
b a

y x x
b a b a

    
 

 
 

 : نیز به صورت زیر پیشنهاد می شود Lعملگر خطی کمکی  .صدق می کند( 2-1-9)که در شرایط مرزی 

(9-1-6                  )                    
2

22 1 0 ,
d d

IL x x
dx

x
dx

     

آنکه در  0 x،  1 x  و 2 x توابع حقیقی هستند که مناسب انتخاب می شوند . 

0qوقتی ، (9-1-9)م معادله دگردیسی مرتبه صفر دارای جواب بدیهی ،    0 0, ,0  x c y x   است و

1qدر حالت    0با توجه به اینکه 0c   با معادله اصلی , 0N x y x   لذا با . هم ارز می شود
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از صفر تا یک تابع  q نشاندهجاافزایش پارامتر  0, ,x c q  از تابع حدس اولیه 0 y x  تا تابع جواب

 معادله اصلی  y x بسط سری توانی تابع . را می پیماید 0, ,x c q  را نسبت بهq می نویسیم : 

(9-1-7              )                    0 0 0

1

, ,  ,  ‎‎m

m

m

x c q y x y x c q




  

  آن که در

(9-1-8                )                    0
0

0

( , , )1
, .

!

m

m m

q

x c q
y x c

m q









 

اگر سری توانی تابع  0, ,x c q 1درq  1-9) به سری جواب هموتوپی از معادله اصلی ،باشد همگرا-

 :است می رسیم که به صورت زیر  (1

(9-1-3                      )                0 0

1

( )  , .‎m

m

y x y x y x c




 
 

 : بردار زیر را تعریف می کنیم( 3-1-9)برای محاسبه جملات سری 

0 0 0 1 0 1 0( , ) ( ( , ), ( , ),..., ( , )).m my x c y x c y x c y x c 

تقسیم کرده و آنگاه  m!ام می گیریم و سپس به mمشتق مرتبه  ،از طرفین معادله دگردیسی مرتبه صفر

0q درحاصل را   آنگاه معادله دگردیسی مرتبه . حساب می کنیمm  داریم را به صورت زیر: 

(9-1-10                     )0 1 0 0 1 0 [ ( , ) - ( , )] [ ( , ), ],m m m m mL y x c y x c c R y x c x   

 که در آن 

(9-1-11                          )                    0, 1,

1, 1,
m

m

m



 


 

 و 

(9-1-12  )            
1

0
1 0 1

0

[ , ( , , )]1
[ ( , ), ] .

( 1)!

m

m m m

q

N x x c q
R y x c x

m q



 






 
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)، با در نظر گرفتن (1-1-2) قضیهبر طبق  : 1-1-2تبصره  ) 1H x  سری، ثابت کردیم که اگر 

(9-1-19                               )         0 0

1

 , q‎ ‎m

m

m

y x y x c





 

1qدر  (10-1-9) حاصل از معادلات دگردیسی مراتب بالا  آنگاه این سری باید جواب  ،همگرا باشد

.باشد (1-1-9)دقیق معادله اصلی
 

 [41،14-49]ای همگرایی دیگری از روش آنالیز هموتوپی را می توان در مراجع ه هقضی : 3-1-2تبصره 

ا شرایط لازم برای همگرایی یا واگرایی سری هموتوپی در فضای باناخ با نرم ه هاین قضی. یافت
2L  را بیان

 .می کند

را چنان انتخاب کنیم که  0cاست و آزادی داریم که  0cشامل پارامتر ( 3-1-9)سری جواب هموتوپی 

  0cتکنیک رسم منحنی های، قابل قبولهای 0cبرای بدست آوردن  [29]لیائو. همگرا گردد( 3-1-9)سری 

 قابل قبولمی توان ناحیه  0cبدین ترتیب با رسم نمودار کمیت های وابسته نسبت به  .را پیشنهاد می کند

0cR  0تکنیک رسم منحنی های .به دست آوردراc 0 روشی مفید برای یافتنc هیچ های مطلوب است ولی

 قابل قبولناحیه  از طرفی .ارائه نمی کند 0c رویکردی برای انتخاب بهترین
0cR با مشاهده و آزمون سعی و

نواقص قابل تاملی در خصوص لذا . با مرتبه تقریب سری هموتوپی تغییر می کند خطا به دست می آید و

 :اکنون این سوالات مطرح می شود  .وجود دارد 0c پارامتر

 همیشه جواب می دهد؟ 0cآیا تکنیک رسم منحنی های 

 استفاده کرد؟ 0cاز چه کمیت های وابسته و از چه نقاطی می توان برای رسم منحنی های  

 را آدرس داد؟ 0cآیا می توان پایه های ریاضی و نواقص تکنیک رسم منحنی های  

 قابل قبول، ناحیه 0cآیا این امکان هست که بتوان بدون رسم منحنی های  
0cR را تعیین کرد؟ 

 آیا بهترین پارامتر کنترل همگرایی وجود دارد؟ اگر بله چگونه می توان آن را به دست آورد؟ 

قابل قبولتعداد جملات تقریب مورد استفاده چه تاثیری در ناحیه  
0cR  دارد؟ 

 گونه به دست می آیند؟چ 0cتقریب های مناسب سری هموتوپی، برای رسم منحنی های 

در ادامه راهکاری معرفی می کنیم که بر اساس آن می توان تا  .پاسخ به این سوالات تا حدی دشوار است

 . حدی به سوالات چالش انگیز فوق پاسخ داد
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 م سازی تابع خطا در نقاط متناظر با نقاط چبیشفمروش مینی 2-3

 : هموتوپی زیر را در نظر می گیریمجواب ام سری Mتقریب مرتبه 

(9-2-1                                 )0 0 0

=1

( , ) = ( ) ( , ),
M

M m

m

Y x c y x y x c
 

 .نیز وابسته است 0cکه به پارامتر کنترل همگرایی 

فرض کنید :  1-3-2تعریف 
0 0( , ) = [ , ( , )]M Mx c N x Y x c پیوسته روی یتابع  [ , ]a b باشد، پارامتر

 کنترل
0c اگر ،قابل قبول است 

(9-2-2              )      0 2 0 2( , ) [ , ( , )] = 0,lim limM M
M M

x c N x Y x c
 

 

  .است 2L رمنماد ن( .2)که 

1  فرض کنید : 3-3-2تعریف  2 1= { = < < < = }na x x x bاز بازه یافراز  [ , ]a b،تابع  باشد 

M  به صورت زیر تعریف می شود: 

(9-2-9                )         0 1 0 1 0 2( ) = ( ( , ), , ( , )) .M M M nc x c x c 

 

قابل قبول  0cاگر برای هر پارامتر کنترل همگرایی  ،بهینه است 0ĉپارامتر کنترل همگرایی  : 2-3-2تعریف 

 :داشته باشیم 

(9-2-4                          )                  0 0
ˆ( ) ( ).M Mc c    

را با استفاده از مینیمم  0cیک مقدار بهینه پارامتر کنترل همگرایی  می توان، (9-2-9)بنابراین طبق تعریف 

)0کردن  )M c 0، متناظر با حل یک معادله جبری غیرخطی

0

( )
= 0Md c

dc

برای ،M  به اندازه کافی

 .بزرگ، به دست آورد

شف زیر، متناظر با گره های چبیرا با استفاده از تبدیل خطی  ixمی توان نقاط :  4-3-2تبصره 

( 1)
= cos( )i

i
t

n

 ،  =1,2,..., 1i n،
 

]روی بازه  1,1]  انتخاب کرد: 
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(9-2-5                         )=1,2,..., 1.i n 2 = ( ) ( ),
2 2

n i i

b a a b
x t 

 


 

 .است م بودن خطای درونیابیمدر مینی ،های چبیشف متناظر با گره  ،ixبرتری انتخاب افراز نقاط 

)فرض کنید . خطای چند جمله ای درونیاب را یادآوری می کنیم )f x  روی بازه[ , ]a b ،1n  با مشتق

)و پذیر  )np x  یک  چند جمله ای از درجهn  درونیاب تابع و( )f x 1درn  نقطه گسسته از افراز

1 2 1= { = < < < = }na x x x b  باشد، آنگاه خطای درونیاب مساوی است با: 

(9-2-6           )
( 1)1

=1

( ( ))
( ) = ( ) ( ) = ( ) ,

( 1)!

nn
n

n j

j

f x
e x f x p x x x

n



 


 [ , ],x a b  

)که  ) ( , )n x a b  . چون تابع( 1) ( ( ))n

nf x  مستقل و( )n x  مجهول است بدیهی است که باید
ix هایی

1را جستجو کنیم که حداکثر 

=1
| ( ) |

n

jj
x x


 یک انتخاب عمومی نقاط. حداقل شود

ix نقاط متساوی ،

1اما مقدار  ،الفاصله هستند

=1
| ( ) |

n

jj
x x


  در نقاط میانی بازه[ , ]a b  نزدیک نقاط انتهایی بازه کم و

نقاط چبیشف حداکثر. بزرگ است و تخمین روی کل بازه به اندازه کافی قابل قبول نیست
1

=1
| ( ) |

n

jj
x x


 را حداقل می کند. 

)شف نقاط چبی : 5-3-2قضیه  1)
= cos( )i

i
t

n

 ،   =1,2,..., 1i n،
 

]را در بازه  1,1]  و تبدیل

]خطی متناظر با این نقاط روی بازه  , ]a b  2به صورت = ( ) ( )
2 2

n i i

b a a b
x t 

 
 ،= 1, 2,..., 1i n،

 
)و  1)n   0نقطه متساوی الفاصله 1 1, ,..., [ , ]ny y y a b ،  داریم . را در نظر بگیرید: 

(9-2-7                         )
1 1

2

=1 =1

| ( ) | | ( ) | .max max

n n

n i i
a x b a x bi i

x x x y
 

 
   

    

]تابع زیر بازه درونیاب  :اثبات  , ]a b  را به بازه[ 1,1] تبدیل می کند : 

(9-2-8                             )= ( ) ( ), [ 1,1],
2 2

b a a b
x t t

 
   

 :به صورت زیر است  و تبدیل معکوس آن

(9-2-3                         )        2
= ( )( ( )).

2

a b
t x

b a





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با توجه به نقاط متناظر با 
2n ix    داریم: 

(9-2-10 )
2

2
= ( ) ( ) = ( )(( )( ( )) )

2 2 2 2
n i i i

b a a b b a a b
x x x t x t

b a
 

   
    


. 

 :نتیجه می شود ( 8-2-9)بر طبق 

(9-2-11                                     )2 = ( )( )
2

n i i

b a
x x t t 


  . 

 بنابراین

(9-2-12                )
1 1

1

2
1 1=1 =1

| ( ) |=| | | ( ) | .max max
2

n n
n

n i i
a x b ti i

b a
x x t t

 


 
    


   

1از طرف دیگر، فرض کنید 

1 =1
( ) = ( )

n

n ii
Q t t t



   بر حسب چند جمله ایتابعt  1از درجهn  با

,...,it ، =1,2باشد، که  یک ضریب پیشرو 1i n،  1ریشه های( )nQ t با توزیع  ،[40]ترفتن . می باشند

 :ثابت کرد  itپیوسته متناظر نقاط 

(9-2-19                        )
1

( 1)

1
1 1 1 1 =1

| ( ) |= | | 2 .max max

n
n

n i
t t i

Q t t t


 


     

  

 :نتیجه می شود ( 19-2-9)و( 12-2-9)بر طبق 

(9-2-14                       )
1

1

2

=1

| ( ) | | | .max
4

n
n

n i
a x b i

b a
x x




 
 


 

 

=فرض کنید 
b a

h
n

  و نقاط متساوی الفاصله زیر را روی بازه[ , ]a b  در نظر بگیرید: 

(9-2-15                )1 1 1= , = ,   = ,     =1,2,...,n i iy a y b y y h i n   , 

 :داریم 

(9-2-16         )       
11

=1

!
| | | || || 2 | ... | |=| | .max

2 2 4

nn

i
a x b i

h h h n
x y h nh



 

  

 بنابراین

(9-2-17            )                
1

1

=1

!
| | | | | | .max

4

n
n

i
a x b i

b a n
x y

n




 


  
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 .برقرار است( 7-2-9)رابطه ( 17-2-9)و (14-2-9)بر طبق 

)0م سازی نرم تابع خطای ممینی البا رو 0cای زیر یک تقریب از ه هتحت شرایط قضی )M c  تعیین می

 .شود

 آنالیز همگرایی روش 2-2

ای مربوط را بیان و اثبات ه هقضی ،(2-9)در این قسمت برای تحلیل همگرایی روش ارائه شده در بخش 

 .شوندمی 

0=0 فرض کنیم که سری جواب : 1-2-2قضیه 
( , )mm

y x c


  1=0و
( , )mm

y x c


  1=0و
( , )mm

y x c


 

 باشند،  آنگاه همگرا

(9-9-1                  )                0=1
[ ( , ), ] = 0.m mm

R y x c x


 

0=0 فرض کنیم که سری جواب :اثبات 
( , )mm

y x c


  0همگرا به( , )y x c باشد،  بدیهی است 

(9-9-2                  )                    0( , ) = 0.lim m
m

y x c


 

0=0و همگرایی ( 11-1-9)و ( 5-1-9)با استفاده از تعاریف 
( , )mm

y x c


  1=0و
( , )mm

y x c


  و

0=1
( , )mm

y x c


 ،  داریم: 

0 1 0

=1

0 1 0

=1

0

[ ( , ) ( , )]

= ( [ ( , ) ( , )])

= [ ( , )],

M

m m m

m

M

m m m

m

M

L y x c y x c

L y x c y x c

L y x c
















 

 بنابراین

(9-9-9                 )0 1 0 0

=1

[ ( , ) ( , )] = [ ( , )],limm m m m
mm

L y x c y x c L y x c






 

 :داریم ( 2-9-9)و بر طبق 
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(9-9-4                          )    
0[ ( , )] = 0,limm mL y x c 

 و

(9-9-5               )        
0 1 0

=1

[ ( , ) ( , )] = 0.m m m

m

L y x c y x c



 

 :نتیجه می شود ( 5-9-9)و( 10-1-9)از معادلات 

(9-9-6                        )         
01

=1

[ ( , ), ] = 0.m m

m

R y x c x



 

به ازای ( 8-1-9)، اگر سری جواب هموتوپی تعریف شده در (1-9-9)قضیه های  با فرض:  3-2-2قضیه 

همگرا ( 2-1-9)با شرایط مرزی ( 1-1-9)به جواب معادله اصلی  ،0c صفریک پارامتر کنترل همگرایی غیر 

 باشد، آنگاه

(9-9-7                    )       0( , ) = 0, [ , ].lim M
M

x c x a b


 
 

]0سری  ماك لورن تابع بدیهی است،   :اثبات  , ( , , )]N x x c q  نشانده جاحول پارامترq عبارت است از 

1
10

0 =01
=1

[ , ( , , )]1
[ , ( , , )] = | .

( 1)!

m
m

qm
m

N x x c q
N x x c q q

m q











 
 

]0، (12-1-9)و تعریف  (1-9-9)بر طبق قضیه  , ( , ,1)] = 0N x x c 0، یا[ , ( , )] = 0N x y x c .بنابراین 

0 0( , ) = [ , ( , )] = 0.lim limM M
M M

x c N x Y x c
 

 

می توان نتیجه گرفت پارامتر کنترل همگرایی ( 9-2-9)و تعریف ( 2-9-9)بر طبق قضیه  :  2-2-2تبصره 

0c قابل قبول است . 

 :داریم ( 1-9-9)قضیه های  با فرض:  4-2-2قضیه 

(9-9-8                     )' ' 2

0 0 0[ ( , ( , ), ( , ), ( , ))] = 0.lim
b

M M M
aM

F x Y x c Y x c Y x c dx



 

)0و تعریف ( 4-1-9)بر طبق  :اثبات  , )M x c داریم ،: 

0 0 0 0 0( , ( , ), ( , ), ( , )) = [ , ( , )] = ( , ),M M M M MF x Y x c Y x c Y x c N x Y x c x c  
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 بنابراین

2

0 0 0

2

0

2

0

[ ( , ( , ), ( , ), ( , ))]

= [ [ , ( , )]]

= [ ( , )] .

b

M M M
a

b

M
a

b

M
a

F x Y x c Y x c Y x c dx

N x Y x c dx

x c dx

 





 

 که، بدیهی است (7-9-9)با استفاده از 

2

0( , ) = 0.lim
b

M M
a

x c dx 

]یک افراز از بازه  ، اگر (1-9-9)قضیه  با فرض های : 5-2-2قضیه  , ]a b   باشد، داریم: 

(9-9-3                                          )0( ) = 0.M Mlim c

 

داریم ( 4-2-9)ها تحت تعریف  ixبا استفاده از قاعده مستطیلی در انتگرال گیری عددی و انتخاب  :اثبات 

: 

2 2

0 0=1
[ ( , )] = [ ( , )] ,lim

b n

nM i M iia
x c dx h x c  

i=1که در آن  i ih x x ،  =1,2,...,i n  .بدیهی است ( 9-1-9)و ( 2-9-9)ای ه هبر طبق قضی: 

2

0

2

0=1

( , )lim

= { [ ( , )] }lim lim

= 0.

b

M M
a

n

M n i M ii

x c dx

h x c







 



 

 یا به عبارت دیگر

0( ) = 0.limM M c
 

 الگوریتم روش 2-4

با انتخاب فرض آغازین به . را در نظر بگیرید( 2-1-9)تحت شرایط مرزی ( 1-1-9)معادله غیر خطی 

]و انتخاب افرازی از بازه ( 6-1-9)و عملگر خطی کمکی بر طبق معادله ( 5-1-9)صورت معادله  , ]a b 

یک مقدار  می توانامین مرتبه از تقریب سری هموتوپی، M، در(4-2-9)و تبصره ( 2-2-9)طبق تعریف 
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بهینه پارامتر کنترل همگرایی 
0c  0را با استفاده از مینیمم کردن( )M c متناظر با (2-2-9)، طبق تعریف ،

0حل یک معادله جبری غیرخطی 

0

( )
= 0Md c

dc

برای ،M ،طبق روال الگوریتم زیر به اندازه کافی بزرگ 

 .به دست آورد

1) 
0 1 2, , , , , , , , ,F a b n M     را بخوان. 

 :قرار بده (2

0 ,
b

y x
b a b a

    
 

 
 

2

22 1 0 ,L
d d

dx dx
     

m,...,1,2برای   (9 M محاسبه کن : 

1, 2,3,4,..., ,
( )

0, 1,

m M
m

m



 


 

 :معادله زیر را تشکیل بده (4

0

1

.
M

i

i

i

y y q


  

 :قرار بده (5

 ( ) , , , .H q F x     
 : عبارت زیر را محاسبه کن (6

1

1 1

0

( ) 1
,

( 1)!

m

m m

q

H q
R

q m



 




 

 
 

 : زیر را تشکیل بده لهمعاد (7

   2 1 0 2 1 1 1 0 1 0 1[ ] [ ] [ ]m m m m m m my y y m y m y m y c R           
         

 : محاسبه کنتحت شرایط مرزی زیر با روش تحلیلی فوق را  معادله دیفرانسیل (8

( ) 0, ( ) 0m my a y b  

3) 1m m . 

 .(9)پایان حلقه (10
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قرار بده  (11
1M q

Y 


. 

,...,1,2برای  (12 1i n ، محاسبه کن : 

( 1)
cos( ),i

i
t

n

 
 

2 ( ) ( ),
2 2

n i i

b a a b
x t 

 
  

 .(12)پایان حلقه (19

,...,1,2برای  (14 1i n ، محاسبه کن : 

, , , .
i i i

i i M M Mx x x
v F x Y Y Y  

 
 

 (14)پایان حلقه (15

 :معادله زیر را تشکیل بده (16

11
2 2

1

( ) .
n

M i

i

v




   

 : معادله زیر را تشکیل بده (17

0

0.Md

dc


 

 . را محاسبه کن 0cبا حل معادله فوق مقدار  (18

 .پایان (13

 نتایج عددی  2-5

 (Pro-App)مقدار مرزی دو نقطه ای غیر خطی را انتخاب کرده و روش ارائه شده لهأمسدر این بخش سه 

و روش آنالیز هموتوپی بهینه  0cنتایج را با تکنیک رسم منحنی های . به کار می بریم را( 2-9)در بخش 

تک گام  OSO HAM    و روش بهینه سازی ( 9-6-1)بخش OP HAM  مقایسه ( 1-6-1)بخش

گزارش  لهأمسدر هر روش هر سه ( بر حسب ثانیه)و زمان اجرای الگوریتم مقادیر خطای مطلق . می کنیم

 .و برتری روش ارائه شده را نشان می دهند ، سرعتنتایج میزان دقت .شده اند

 

 



49 
 

 :[ 96]زیر را در نظر بگیرید  لهأمس:  1-5-2مثال 

(9-5-1                                    )
( ) = 3 ( ), 0 1,

(0) = 0, (1) = 1,

y x y x x

y y

   



 

که دارای جواب دقیق 
3

3

1
( ) =

1

xe
y x

e




 . است 

 :، پارامتر های معادله هموتوپی را به صورت زیر در نظر می گیریم (9-1-9)با در نظر گرفتن معادله  

 به صورت Lعملگر خطی کمکی  

2

2
=

d
L

dx
 

1با ویژگی  2[ ] = 0L c c x  که در آن
1c  و

2c  ثابت های انتگرال گیری می باشند ، عملگر غیر خطیN 

 به صورت 

2

0 0
0 2

( , , ) ( , , )
[ ( , , )] = 3

d x q c d x q c
N x q c

dx dx

 
  

)0و تابع حدس اولیه  )y x  صدق می کند به صورت( 1-5-9)که در شرایط مرزی ( 5-1-9)بر طبق معادله 

0( ) =y x x 

  ..گرفته می شوددر نظر 

آمده است که با توجه به آن ( 1-5-9)نظیر تقریب سری هموتوپی مرتبه پانزده در شکل  0cمنحنی های 

01.26بازه  < < 0.36c   قابل قبولبه عنوان بازه 
0

cR 0مقدار روش بهینه سازی با . به دست می آیدc  

0 قابل قبول عبارت است از = 0.809995c  . 0مقدار ( 2-9)با روش ارائه شده در بخشc  قابل قبول

0برابر است با   = 0.810235c  . 

آنالیز هموتوپی بهینه تک گام و روش روش ( بر حسب ثانیه)و زمان اجرای الگوریتم مقادیر خطای مطلق 

مقایسه زمان  .گزارش شده اند( 2-5-9)و ( 1-5-9)در جدول به ترتیب روش ارائه شده، بهینه سازی و 

M ،1,...,15Mهر سه روش در تقریب مرتبه  اجرای الگوریتم  آمده است( 2-5-9)، در شکل. 
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آنالیز هموتوپی بهینه تک گام و روش بهینه به دست آمده با روش   15مقایسه خطای مطلق تقریب مرتبه :  1-5-2جدول 

0سازی در = 0.809995c   0روش ارائه شده در و = 0.810235c   (.1-5-9)مثال 

 

 
,M ،1مرتبه بر حسب ثانیه در تقریب  اجرای الگوریتممقایسه زمان  : 3-5-2 جدول  . . . , 1 5M  ، آنالیز در روش

 (.1-5-9)روش ارائه شده برای مثال هموتوپی بهینه تک گام، روش بهینه سازی و 

M OSO HAM  OP HAM Pro-App 

1 0.187 0.215 0.004 

2 0.29 0.36 0.032 

3 0.42 1.1 0.011 

4 0.56 2.158 0.044 

5 0.746 3.851 0.028 

6 0.933 5.098 0.045 

7 1.142 5.589 0.06 

8 1.356 6.003 0.102 

9 1.576 6.536 0.133 

10 1.831 7.179 0.193 

11 2.09 8.022 0.283 

12 2.43 8.824 0.346 

13 2.9 9.332 0.452 

14 2.97 10.17 0.525 

15 3.745 11.903 0.657 

 

 

 OSO HAM  OP HAM Pro-App 

  0( = 0.809995)c  
0( = 0.810235)c  

x 
15| ( ) ( ) |y x Y x 15| ( ) ( ) |y x Y x 15| ( ) ( ) |y x Y x 

0 0 0 0 

0.0244717 7.80392e-05 6.77274e-08 6.78432e-08 

0.0954915 3.44998e-04 2.42596e-07 2.43567e-07 

0.206107 9.01907e-04 3.90064e-07 3.93504e-07 

0.345492 1.89752e-03 2.83356e-07 2.90207e-07 

0.5 3.39123e-03 1.08760e-07 1.00468e-07 

0.654508 5.01017e-03 4.53217e-07 4.47095e-07 

0.793893 5.67432e-03 4.68806e-07 4.66208e-07 

0.904508 4.28205e-03 2.61429e-07 2.60940e-07 

0.975528 1.48929e-03 6.89578e-08 6.89536e-08 

1 2.55872e-17 4.73296e-11 7.37538e-11 



51 
 

 

 .y(0)و  خط چین  y(0)خط تیره (. 1-5-9)داده شده توسط  15نظیر تقریب مرتبه  0cمنحنی های  : 1-5-2شکل 

 

 
M ،1,...,15M مرتبه در تقریب اجرای الگوریتم مقایسه زمان  : 3-5-2شکل   ، آنالیز هموتوپی بهینه تک گام، در روش

 (.1-5-9)روش ارائه شده برای مثال روش بهینه سازی و 

 [ :16] زیر را در نظر بگیرید لهأمس : 3-5-2مثال 

(9-5-2                        )
3( ) = ( ) ( ) ( ), 1 2,

1 1
(1) = , (2) = .

2 3

y x y x y x y x x

y y

    





 

 :پارامتر های معادله هموتوپی را به صورت زیر در نظر می گیریم، (9-1-9)با در نظر گرفتن معادله 
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به صورت  Lعملگر خطی کمکی 
2

2
=

d
L

dx
با ویژگی  

1 2[ ] = 0L c c x  که در آن
1c  و

2c  ثابت های

 به صورت  Nانتگرال گیری می باشند ، عملگر غیر خطی 

2
30 0

0 0 02

( , , ) ( , , )
[ ( , , )] = ( , , ) ( , , ) .

d x q c d x q c
N x q c x q c x q c

dx dx

 
    

و تابع حدس اولیه 
0( )y x  صدق می کند به صورت ( 1-5-9)که در شرایط مرزی ( 5-1-9)بر طبق معادله

0

1 2
( ) =

6 3
y x x  در نظر گرفته می شود. 

آمده است که با توجه به آن بازه ( 9-5-9)نظیر تقریب سری هموتوپی مرتبه پانزده در شکل  0cمنحنی های 

01.7 < < 0.3,c   قابل قبولبه عنوان بازه 
0

cR 0مقدار روش بهینه سازی با . به دست می آیدc   قابل

0 قبول عبارت است از = 0.998164c  . 0مقدار ( 2-9)با روش ارائه شده در بخشc  قابل قبول برابر

0است با   = 0.999999c  . 

آنالیز هموتوپی بهینه تک گام و روش روش ( بر حسب ثانیه)اجرای الگوریتم و زمان مقادیر خطای مطلق 

مقایسه زمان  .گزارش شده اند (4-5-9)و  (9-5-9)در جدول به ترتیب روش ارائه شده ، بهینه سازی و 

M ،1,...,15Mهر سه روش در تقریب مرتبه اجرای الگوریتم   آمده است( 4-5-9)، در شکل. 

آنالیز هموتوپی بهینه تک گام و روش بهینه به دست آمده با روش   15مقایسه خطای مطلق تقریب مرتبه  : 2-5-2جدول 

سازی در
0 = 0.998164c   روش ارائه شده در و

0 = 0.999999c   (.2-5-9)در مثال 

 OSO HAM  OP HAM Pro-App 

  0( = 0.998164)c  
0( = 0.999999)c  

x 
8| ( ) ( ) |y x Y x 15| ( ) ( ) |y x Y x 15| ( ) ( ) |y x Y x 

1 1.81900e-02 2.01500e-12 2.11497e-13 

1.02447 1.82905e-02 2.36053e-12 1.26232e-13 

1.09549 1.84276e-02 3.81667e-12 3.87301e-13 

1.20611 1.82710e-02 7.81147e-12 2.33893e-12 

1.34549 1.76182e-02 1.91631e-11 1.02602e-11 

1.5 1.65207e-02 5.09198e-11 3.61415e-11 

1.65451 1.52037e-02 1.27721e-10 1.23422e-10 

1.79389 1.39263e-02 3.53616e-10 3.46448e-10 

1.90451 1.28930e-02 5.69251e-10 7.78230e-10 

1.97553 1.22310e-02 8.42223e-10 1.12391e-09 

2 1.20042e-02 8.65874e-10 1.30511e-09 
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,M ،1 مرتبه بر حسب ثانیه در تقریب اجرای الگوریتم مقایسه زمان  : 4-5-2 جدول . . . , 1 5M  ، آنالیز در روش

 (.2-5-9)روش ارائه شده برای مثال هموتوپی بهینه تک گام، روش بهینه سازی و 

M OSO HAM  OP HAM Pro-App 

1 2.907 8.608 0.011 

2 4.134 14.674 0.03 

3 6.591 29.126 0.098 

4 7.533 29.032 0.207 

5 9.366 36.817 0.27 

6 11.073 52.677 0.425 

7 12.668 71.246 0.588 

8 14.635 109.299 0.836 

9 16.818 165.624 1.13 

10 20.253 242.016 1.524 

11 22.49 369.403 2.352 

12 28.782 563.434 2.529 

13 30.363 759.659 3.444 

14 42.431 1140.796 3.962 

15 38.29 1403.092 4.929 

 

 

 .y(1)و  خط چین  y(1)خط تیره (. 2-5-9)داده شده توسط  15نظیر تقریب مرتبه  0cمنحنی های :  2-5-2شکل 
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M ،1,...,15M مرتبه در تقریب اجرای الگوریتم مقایسه زمان  : 4-5-2شکل   ، آنالیز هموتوپی بهینه تک گام، در روش

 (.2-5-9)روش ارائه شده برای مثال روش بهینه سازی و 

 :زیر را در نظر بگیرید  لهأمس:  2-5-2مثال 

(9-5-9              )
2 7( ) ( ) ( ) 9 6 = 0, 1 1,

( 1) = 1, (1) = 1,

y x y x y x x x x

y y

       


 
 

)3که دارای جواب دقیق  ) =y x x است . 

 :، پارامتر های معادله هموتوپی را به صورت زیر در نظر می گیریم (9-1-9)با در نظر گرفتن معادله  

به صورت  Lعملگر خطی کمکی 
2

2
=

d
L

dx
1با ویژگی   2[ ] = 0L c c x  1که در آنc  2وc  ثابت های

 به صورت  Nانتگرال گیری می باشند ، عملگر غیر خطی 

2
2 70 0

0 02

( , , ) ( , , )
[ ( , , )] = ( , , )( ) 9 6 .

d x q c d x q c
N x q c x q c x x

dx dx

 
    

)0و تابع حدس اولیه  )y x  صدق می کند به صورت ( 1-5-9)که در شرایط مرزی ( 5-1-9)بر طبق معادله

0( ) =y x x در نظر گرفته می شود. 

آمده است که با توجه به آن ( 5-5-9)نظیر تقریب سری هموتوپی مرتبه پانزده در شکل  0cمنحنی های 

01.2بازه  < < 0.4,c   قابل قبولبه عنوان بازه 
0

cR 0مقدار روش بهینه سازی با . به دست می آیدc  

0 قابل قبول عبارت است از = 0.880401c  . 0مقدار ( 2-9)با روش ارائه شده در بخشc  قابل قبول

0برابر است با   = 0.887655c  . روش برای ( بر حسب ثانیه)اجرای الگوریتم و زمان مقادیر خطای مطلق

OP-HAM
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Pro-App
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-9)و ( 5-5-9)در جدول  به ترتیب روش ارائه شدهآنالیز هموتوپی بهینه تک گام و روش بهینه سازی و 

M ،1,...,15Mهر سه روش در تقریب مرتبه اجرای الگوریتم مقایسه زمان  .گزارش شده اند( 5-6  ،

 .آمده است( 6-5-9)در شکل 

آنالیز هموتوپی بهینه تک گام و روش بهینه دست آمده با روش ه ب  15مقایسه خطای مطلق تقریب مرتبه  : 5-5-2جدول  

0سازی در = 0.880401c   روش ارائه شده در و
0 = 0.887655c   (.9-5-9)مثال 

 OSO HAM  OP HAM Pro-App 

  0( = 0.880401)c  
0( = 0.887655)c  

x 
15| ( ) ( ) |y x Y x 15| ( ) ( ) |y x Y x 15| ( ) ( ) |y x Y x 

-1 1.06165e-15 2.23218e-10 2.48833e-10 

-0.951057 3.17918e-03 2.85475e-07 3.04375e-07 

-0.809017 7.71413e-03 5.31398e-07 4.76571e-07 

-0.587785 9.61701e-03 5.00837e-07 4.72182e-07 

-0.309017 6.92160e-03 4.12458e-07 4.07069e-07 

0 0 0 0 

0.309017 6.92160e-03 4.12458e-07 4.07069e-07 

0.587785 9.61701e-03 5.00837e-07 4.72182e-07 

0.809017 7.71413e-03 5.31398e-07 4.76571e-07 

0.951057 3.17918e-03 2.85475e-07 3.04375e-07 

1 1.06165e-15 2.23218e-10 2.48833e-10 

 

,M ،1 مرتبه بر حسب ثانیه در تقریب اجرای الگوریتم مقایسه زمان  : 6-5-2 جدول . . . , 1 5M  ، آنالیز در روش

 (.9-5-9)روش ارائه شده برای مثال هموتوپی بهینه تک گام، روش بهینه سازی و 

M OSO HAM  OP HAM Pro-App 

1 2.52 2.41 0.01 

2 3.529 9.338 0.04 

3 4.17 15.082 0.03 

4 5.3 17.56 0.09 

5 6.562 20.65 0.14 

6 8.14 28.55 0.24 

7 9.8 35.04 0.36 

8 11.742 50.288 0.51 

9 14.33 81.27 0.69 

10 15.812 108.972 0.93 

11 17.63 153.43 1.18 

12 20.406 228.463 1.48 

13 23.466 329.04 1.90 

14 26.416 460.202 2.402 

15 31.102 669.867 3.084 
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)خط تیره (. 9-5-9)داده شده توسط  15نظیر تقریب مرتبه  0cمنحنی های  : 5-5-2شکل   1)y   و  خط چین( 1)y . 

 

 
M ،1,...,15M مرتبه در تقریب اجرای الگوریتم مقایسه زمان  : 6-5-2شکل   ، آنالیز هموتوپی بهینه تک گام، در روش

 (.9-5-9)روش ارائه شده برای مثال روش بهینه سازی و 

 

 نتیجه گیری  2-6

و تکنیک رسم منحنی  0cکنترل همگرایی پارامتر سوالات قابل تأملی در خصوص ( 1-9)در انتهای بخش 

را چنان  0cاست و آزادی داریم که  0cشامل پارامتر ( 3-1-9)سری جواب هموتوپی   .مطرح شد 0cهای 

اگر سری جواب حاصل از روش آنالیز هموتوپی، که به  . همگرا گردد( 3-1-9)انتخاب کنیم که سری 

که دارای تعبیر  یی تمام کمیت های وابسته،جواب معادله همگرا باشد همگراوابسته است، به  0cپارامتر 
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می توان  0cنسبت به  این کمیت هابدین ترتیب با رسم نمودار . نتیجه می دهد ، رافیزیکی بامعنا باشند

 قابل قبولناحیه 
0cR  0هر چند تکنیک رسم منحنی های   .به دست آوردراc  قابل قبولبازه بتواند 

0
cR  را

که همگرایی را برای مقادیر متغیرها تضمین کند نیاز به محاسبات  0cتعیین کند، ولی برای یافتن مقادیری از 

 قابل قبولناحیه  از طرفی .جانبی دیگری نیز داریم
0cR آزمون سعی و خطا به دست می آید وبا مشاهده و 

 قابل قبولبازه به عبارت دیگر،  با مرتبه تقریب سری هموتوپی تغییر می کند
0

cR با افزایش جملات ،

 قابل قبول، در هر مرتبه از تقریب، بازه 0cتکنیک رسم منحنی های لذا  .کوچکتر می شود تقریب
0cR 

م ممینی ندبا رو 0cاز  مقدار مطلوبیک ، (2-9)با ایده مطرح شده در بخش  .یکسانی به دست نمی دهد

 .دوشمی تعیین  سازی نرم تابع خطا
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 فصل چهارم

 برای تعیین پارامتر کنترل همگرایی هداپ-کاربرد تقریب هموتوپی

 

در این  . است پارامتر کنترل همگرایی انتخاب مناسب، جواب هموتوپی سری همگرایی دریک موضوع مهم 

 کنترل همگرایی های مقادیر پارامتر پیش بینی در ،هداپ-موتوپیروش ه بر اساس جدید یک روش فصل

 برای داشتنمطلوب  0cبا استفاده از این روش، حداقل یک پارامتر کنترل همگرایی  .پیشنهاد شده است

روش در حل معادلات دیفرانسیل غیر  کارایی .، به دست می آیدسریع ییهمگرابا  هموتوپیجواب سری 

نتایج به دست آمده با تکنیک  .نشان داده می شود ام با شرایط اولیه یا مرزی دو نقطه ایnخطی مرتبه 

نشان می دهد روش پیشنهادی می تواند بر بهبود  ، نتایجمقایسه می شود بهینه سازی روشو  0cمنحنی های

 .سرعت همگرایی سری جواب هموتوپی تاثیر گذارد

 هداپ-موتوپیه روش بهنگاه اجمالی  4-1

 :بگیرید نظر دردر حالت کلی  را غیر خطی زیر دیفرانسیل معادله

(4-1-1                                             ) 0,=))(,( xyxN 

) و متغیر مستقل x آن درکه  )y x منحصر به  جواب اصلی معادله که فرض بر این است . تاس مجهول تابع

0)( مناسب اولیه حدس انتخاب یک با لیائو. دارد فرد xy مناسب  کمکی عملگر خطی وL  و با استفاده از

[0,1]q معادله دگردیسی مرتبه صفرم را به صورت زیر ارائه داد ، جانشانده پارامتر عنوان به: 

(4-1-2                    )0 0 0 0(1 ) [ ( , , ) ( )] = [ , ( , , )],q L x c q y x qc N x x c q   



59 
 

0که  0c   پارامتر کنترل همگرایی و 0, ,x c q 0است که وابسته به (2-1-4) جوابc ،L، 0( )y x و

q 0)( با فرض این که حدس اولیه. می باشد xy ،ر خطی کمکیعملگ L 0، و پارامتر کنترل همگراییc  به

  تیلورسری  آنگاه  ند،درستی انتخاب شده ا

(4-1-9                    )            0 0 0

=1

( , , ) = ( ) ( , ) ,m

m

m

x c q y x y x c q


 

 که

(4-1-4                     )            0
0 =0

( , , )1
( , ) = | ,

!

m

m qm

x c q
y x c

m q




 

 : به صورت زیر به دست می آید  هموتوپیهمگراست و سری جواب  q=1در 

(4-1-5                       )            ).,()(=),( 0

1=

00 cxyxycxy m

m




 

 
:بردار زیر را تعریف می کنیم

 

                                  0 0 0 1 0 1 0( , ) = ( ( , ), ( , ),..., ( , )),m my x c y x c y x c y x c 

 ضرایبقرار دادن  برابر آن از پس و (2-1-4) دگردیسی مرتبه صفرم درمعادله (9-1-4) سریبا جایگزینی 

 :را به صورت زیر خواهیم داشت mمعادله دگردیسی مرتبه ، qجانشانده  پارامتر توان های یکسان

(4-1-6               )        0 1 0 0 1 0 [ ( , ) ( , )] [ ( , ), ],m m m m mL y x c y x c c R y x c x    

 که در آن 

(4-1-7                     )                   0, 1,

1, 1,
m

m

m



 


 

 و 

(4-1-8                )
1

0
1 0 1

0

[ , ( , , )]1
[ ( , ), ] .

( 1)!

m

m m m

q

N x x c q
R y x c x

m q



 






 
 

     

 :ام سری هموتوپی زیر را در نظر می گیریم Mتقریب مرتبه 
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(4-1-3                 )          
0 0 0

=1

( , ) = ( ) ( , ),
M

M m
m

Y x c y x y x c 

0که به پارامتر کنترل همگرایی 
c نیز وابسته است. 

)، با در نظر گرفتن (1-1-2)قضیهبر طبق  :1-1-4تبصره  ) 1H x  سری، ثابت کردیم که اگر 

(4-1-10                               )         0 0

1

 , q‎ ‎m

m

m

y x y x c





 

1qدر  (8-1-4)و ( 7-1-4)تحت تعاریف  (6-1-4)ام mحاصل از معادلات دگردیسی مراتب    همگرا

.باشد (1-1-4)آنگاه این سری باید جواب دقیق معادله اصلی ،باشد
 

اغلب مستقل از پارامتر کنترل همگرایی  قطری هداپ -تکنیک هموتوپیهمانطور که در فصل اول بیان شد،     

0c  به کار برد هموتوپی را می توان برای تسریع همگرایی سریهای وابسته به سری جواباست و آن . 

 شرح روش 4-3

،  یک راه ساده برای تنظیم یا کنترل ناحیه همگرایی و نرخ همگرایی تقریب داده 0cپارامتر کنترل همگرایی 

در بسیاری از موارد، ناحیه همگرایی را می توان تا حد . را فراهم می کند شده از طریق روش آنالیز هموتوپی

در یک  را برای توضیح روش پیشنهادی، روش آنالیز هموتوپی. توسعه داد هداپ -با روش هموتوپی زیادی

 :ام به صورت زیر به کار می بریم nرده از معادلات دیفرانسیل مرتبه 

(4-2-1                     )        ,0,=),...,,,( )( bxayyyxF n  

 ، یک تابع پیوسته حقیقی خطی یا غیر خطی است F آن در که  مرزی داده شده، یا شرایط اولیه با توجه به

 :به صورت زیر است ( 9-1-4) سریمرتبه از تقریب،   امینMدر 

(4-2-2                         )0 0 0

=1

( , , ) ( ) ( , ) .
M

m

M m

m

x c q y x y x c q   

Mسری جواب هموتوپی به صورت مرتبه از تقریب  امین
0 0 1

( , ) ( , , )M M q
Y x c x c q


 است . 

],[ هداپتقریب  rr ،Mr  :، را برای سری زیر به کار می بریم 2=
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(4-2-9                    )     ( ) ( )0
= 0 0

=1

( , , )
| ( ) ( , ) ,

n M
n n mM

x a mn
m

x c q
y a y a c q

x


 


 

 :نتیجه می شود 

(4-2-4                              )0 =0
=

=1

( , , )
| ,

1

r
k

n k

M k
x a rn

k

r k

k

W q
x c q

x
W q














 

= ،kWکه در آن  0,1,...,2k r،  توسط مولفه های ( 9-10-1)طبق رابطه( )

0( , )n

jy a c ،

= 0,1,2,...,2j r ،1با جایگذاری  .تعیین می شوند=q  در رابطه آخر داریم: 

(4-2-5                                )0 =0
=

=1

( , ,1)
| ,

1

r

n k

M k
x a rn

r k

k

W
x c

x
W














 

 :که نتیجه می دهد 

(4-2-6                                    )( ) =0
0

=1

( , ) .

1

r

k
n k

M r

r k

k

W

Y a c

W 








 

 اشاره کرد که مقدار[ 5،7]لیائو 
kr

r

k

k

r

k

W

W





1=

0=

1

) و  عدد اسکالر است،یک    )

0( , )n

MY a c پارامتر وابسته به 

 .است 0cهمگرایی  کنترل

 

)در صورتی که  : 1-3-4تبصره  )

0( , )n

MY a c 0همگرایی  کنترل پارامتر مستقل ازc  ،به  می توانیمباشد

)از  آن جای 1)

0( , )n

MY a c  یا ( 2)

0( , )n

MY a c کنیم استفاده... و. 

سری جواب مرتبه از تقریب  امینMدر  0cهمگرایی  کنترل پارامتر مقدار مطلوب برای تعیینبه منظور 

 :را تعریف می کنیم  زیر 0c، تابعی از هموتوپی

(4-2-7                      )      ( ) =0
0 0

=1

( ) = ( , ) .

1

r

k
n k

M M r

r k

k

W

P c Y a c

W 








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)0های (جواب )اکنون به پیدا کردن ریشه  ) = 0MP c می پردازیم . 

)0 ممکن است  توجه داشته باشید که : 3-3-4تبصره  )MP c درجه ای از چند جمله یکM در این  .باشد

 ریشه M دقیقاًدارای  صورت
i

c0 یا  .چندگانگی هایش محاسبه می شودکه با ، مختلط یا حقیقی ،است

)0 ممکن است )MP c باشد متعالی یک تابع.     

)0معادله  می توان ریشه های مناسب روش یک ازبا استفاده در هر حالت،  ) = 0MP c  محاسبه کردرا. 

، آنگاه  صفر با چندگانگی بیشتر از یک باشد دارای یک xf)(همانطور که می دانید، اگر  : 2-3-4تبصره 

 شیب تقریباً، به عبارت دیگر، است مماس ها تقریباxًمحور به نسبت در همسایگی این صفر  آن نمودار

 خط افقی تقریباً یک صفر، از این کوچک در یک همسایگی این تابع نمودار در این حالت. وجود داردصفر 

 .است

50از توابع  صفر یک x=0 به عنوان مثال، 

1 =)( xxf ،11

2 =)( xxf ،

22
12

1

360

1
=)( 246

3  cosxxxxxf وxsinxxxf 66=)( 3

4   ،50چندگانگی، به ترتیب،  با ،

 .رسم شده اند(  4-2-4)تا ( 1-2-4) های شکل در ،if  ،1,2,3,4=iنمودار توابع   .است 5و  8، 11

0xنمودارها در یک همسایگی از هر یک از  مشاهده می شود، که همانطور   افقی هستند خطشامل یک. 

 

50نمودار : 1-3-4شکل

1 =)( xxf 
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11نمودار : 3-3-4شکل 

2 =)( xxf 

 

22نمودار  : 2-3-4شکل 
12

1

360

1
=)( 246

3  cosxxxxxf 

 

3نمودار :  4-3-4شکل 

4 ( ) = 6 6f x x sinx x  
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مطلوب پارامتر  مقداربتوان  است ممکن، 0cو روند تکنیک منحنی های ( 9-2-4)، طبق تبصره واقعدر 

 که کنید فرض .کرد بینی را پیش 0c همگرایی کنترل
i

c0 بیانگر iاز  صفر امین)( 0cPM وim (2im) 

)( نمودار در واضح است که. چندگانگی آن باشد 0cPM  0نسبت بهc ،یک خط کوچک یک همسایگی در 

 .می شود گسترده ترنیز بزرگتر شود این خط افقی صفر هرچه چندگانگی. دهد می رخ افقی تقریباً 

)(=0 ریشه های تمام کردن پیدا ما به دنبال بنابراین 0cPM برتری قابل توجهی  روش پیشنهادی. می باشیم

 پیش توانایی همگرایی و، انعطاف پذیری دارد که از آن جمله 0cمنحنی های تکنیک  متعارفنسبت به روند 

 ،داردسری جواب هموتوپی مرتبه ازتقریب  امینM در را 0c همگرایی مطلوب پارامتر کنترل مقدار بینی

 .حتی اگر مرتبه تقریب بزرگ باشد

فرض کنید که 
i

c0  با چندگانگیim ،ri )(صفرهای ، =,...,1,2 0cPM در Mسری مرتبه از تقریب  امین

 :بینی کرد  پیش به صورت زیر را 0c همگرایی کنترل پارامتر بهینه مقدار می توان. باشد هموتوپی جواب 

(4-2-8                      )      
0 0 1 2= ,    = { , ,..., }.i r
optimal i

c c m max m m m 

پیشنهاد می شود از ، داشته باشد ریشه چندگانگی یکسان وجود یا و ساده باشند همه ریشه هاهنگامی که 

 : دستورالعمل زیر استفاده شود 

),(=],),[(قرار دهید  00
i

M
i

M cxyxNcx و}=<<<={= 121 bxxxa n  بازه  یک افراز از],[ ba 

 مانده گسسته تابع نرم بزرگ به اندازه کافی n، برای باشد
M  داده می شود با رابطه زیر: 

(4-2-3                )    0 1 0 1 0 2
( ) = ( ( , ), , ( , )) .M M M nc x c x c 

 

 :بینی کرد  پیش به صورت زیر را 0c همگرایی کنترل پارامتر بهینه مقدار می توانبنابراین،  

(4-2-10          )}}.1,2,...,=),({=)( | {= 0000 Mjcminccc
j

M
i

M
ioptimal

  

 الگوریتم روش 4-2

فرض کنیم حدس . تحت شرایط اولیه یا مرزی مشخص را در نظر بگیرید( 1-2-4)معادله غیر خطی 

)0آغازین  )y x  و عملگر خطی کمکیL در. به طور مناسب انتخاب شده اندM امین مرتبه از تقریب سری

یافتن را با مطلوب  0cیک مقدار پارامتر کنترل همگرایی حد اقل  می توان( 7-2-4)طبق تعریف هموتوپی، 

)0ریشه های تابع  )MP c به دست آورد طبق روال الگوریتم زیر. 
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1) 0, , , , ,F M a n y L را بخوان. 

m,...,1,2برای  (2 M محاسبه کن: 

1, 2,3,4,..., ,
( )

0, 1,

m M
m

i



 


 

 :معادله زیر را تشکیل بده (9

0

1

.
M

i

i

i

y y q


  

 :قرار بده (4

( )( ) , , ,..., .nH q F x       
 :عبارت زیر را محاسبه کن (5

1

1 1

0

( ) 1
.

( 1)!

m

m m

q

H q
R

q m



 




 

 
 

 :زیر را تشکیل بده لهمعاد (6

1 0 1[ ] ( ) [ ] ,m m mL y m L y c R    

 .محاسبه کنبه صورت تحلیلی تحت شرایط داده شده فوق را  معادله دیفرانسیلجواب  (7

8) 1m m . 

 .(2)پایان حلقه (3

)قراربده  (10 )
n

n

M n

x a
x










. 

] هداپتقریب  را مساوی با ه عددقرار بد (11 ],[ ]
2 2

M M 
 
 

 ،( )k

M  پارامتر جانشاندهنسبت بهq  و

1q سپس قرار بده . 

)قراربده  (12 ) ( )

1

n n

M M q
Y 


. 

 :معادله زیر را تشکیل بده (19
( ) .n

M MP Y   

 . معادله فوق را محاسبه کن ریشه های (14

 پایان (15
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 یعدد نتایج 4-4

 یخط ریغ همسئلچندین  (2-4)در بخش  (Pro-App)روش ارائه شده  بخشی اعتبار یبرا بخش، نیا در

می نشان  را دیروش جد ی ها تیها و محدود لیپتانس یتجرب جینتا .شود یم بررسی یمقدار مرزو هیاول

عملکرد  یروش به طور قابل توجه نیا. است ندهیدر آ های پژوهشی بیشترکارلزوم انجام از  یو حاکدهد 

روش بهینه نظیر  آنالیز هموتوپیروش بر اساس متعارف  یهابا روش  سهیدر مقا یی سری جواب راهمگرا

 .می دهدبهبود ( 1-6-1)در بخش (OP-HAM)سازی 

 :[ 1] دیریرا در نظر بگی زیر خط ریمرتبه اول غ لیفرانسیمعادله د : 1-4-4مثال 

(4-4-1            )                     


 

1,=(0)

1,00,=)()())((1

y

xxyxyxy
 

xxyxyکه دارای جواب دقیق   1=)())((ln است . 

 :، پارامترهای معادله هموتوپی را به صورت زیر در نظر می گیریم (2-1-4)با در نظر گرفتن معادله  

به صورت Lعملگر خطی کمکی  
dx

d
L ][=0با ویژگی  = 1cL  1که در آنc  ،ثابت انتگرال گیری است

 به صورت  Nعملگر غیر خطی 

0
0 0 0

( , , )
[ ( , , )] = (1 ( , , )) ( , , )

d x q c
N x q c x q c x q c

dx


    

)0و تابع حدس اولیه  )y x  0صدق می کند به صورت ( 1-4-4)که در شرایط مرزی( ) = xy x e  در نظر

آمده است که با (  1-4-4)نظیر تقریب سری هموتوپی مرتبه ده در شکل  0cمنحنی های . گرفته می شود

00.7توجه به آن بازه  < < 0.3c   قابل قبولبه عنوان بازه 
0

cR هداپ -موتوپیه تقریب. به دست می آید 

],[ rr ، 1,2,...,5=r (0)=0.5، نتیجه می دهد y . صفر های)( 0cPM  مناسبمقادیر 
i

c0 را  

0.5=0 
i

c  چندگانگی باrmi 0=0.5، (8-2-4) اساسبر  بنابراین .نتیجه می دهد =2 
optimal

c  نتیجه می

0=0.553393 قابل قبول عبارت است از  0cمقدار روش بهینه سازی با . شود c . 0منحنی هایc  نظیر

M ، 2,4,6,8,10Mتقریب سری هموتوپی    روش مقادیر خطای مطلق  .آمده است( 2-4-4)در شکل

در  0cو مقادیر خطای مانده به ازای مقادیر قابل قبول ( 1-4-4)روش ارائه شده، در جدول بهینه سازی و 

 .گزارش شده اند (2-4-4)جدول 
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0بهینه سازی دردست آمده با روش ه مقایسه خطای مطلق تقریب مرتبه ده ب : 1-4-4جدول = 0.553393c   روش ارائه و

0شده در  = 0.5c   (1-4-4)در مثال. 

 OP-HAM  0( = 0.553393)c   Pro-App 0.5)=( 0 c  

x  |)()(| 10 xYxy   |)()(| 10 xYxy   

0 2.44249e-15 0 

0.1 1.25626e-09 1.01315e-10 

0.2 2.01210e-08 1.85766e-09 

0.3 3.54163e-08 3.14688e-08 

0.4 3.50424e-07 1.28972e-07 

0.5 1.02858e-06 2.89626e-07 

0.6 2.08927e-06 4.27769e-07 

0.7 3.49214e-06 3.76264e-07 

0.8 5.09641e-06 1.01584e-07 

0.9 6.58434e-06 1.29314e-06 

1 7.38889e-06 3.50442e-06 

 

 .(1-4-4)در مثال  0cمقادیر خطای مانده به ازای مقادیر قابل قبول  : 3-4-4جدول

0c  
10 0( )c  

-0.7 4.66680e-04 

-0.68 1.13760e-04 

-0.66 4.17227e-05 

-0.64 1.02550e-04 

-0.62 9.61047e-05 

-0.6 5.98530e-05 

-0.58 2.08016e-05 

-0.56 7.05974e-06 

-0.54 1.66914e-05 

-0.52 1.31910e-05 

-0.5 3.79336e-06 

-0.48 5.90464e-06 

-0.46 8.24275e-06 

-0.44 4.18434e-06 

-0.42 5.58856e-06 

-0.4 1.08331e-05 

-0.38 8.83934e-06 

-0.36 1.12720e-05 

-0.34 2.97630e-05 

-0.32 4.23748e-05 

-0.3 4.18470e-05 
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 (.1-4-4) در مثال y(0)برای  دهنظیر تقریب مرتبه  0cمنحنی های :  1-4-4شکل 

 

 

M ،2,4,6,8,10Mنظیر تقریب مرتبه  0cمنحنی های  : 3-4-4شکل   ، (0)برایMY   (.1-4-4)در مثال 

 : دیریرا در نظر بگی زیر خط ریمرتبه اول غ لیفرانسیمعادله د : 3-4-4مثال 

(4-4-2             )              











2,=(1)

2,1,
1

=)()()(
4

2
2

y

x
x

x
xyxyxxy 

که دارای جواب دقیق 
x

xxy
1

=)(  است. 

 :، پارامتر های معادله هموتوپی را به صورت زیر در نظر می گیریم (2-1-4)با در نظر گرفتن معادله   

M=2
M=4

M=6

M=8

M=10

0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2
0.505

0.504

0.503

0.502

0.501

0.500

c0

YM
' 0
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به صورت  Lعملگر خطی کمکی  
dx

d
L ][=0با ویژگی  = 1cL  1که در آنc  ،ثابت انتگرال گیری است

 به صورت  Nعملگر غیر خطی 

2
2 0

0 0 0 4

( , , ) 1
[ ( , , )] = ( , , ) ( , , )

d x q c x
N x q c x x q c x q c

dx x


  


  

)0و تابع حدس اولیه  )y x  صدق می کند به صورت ( 2-4-4)که در شرایط مرزی
0

1 3
( ) =

2 2
y x x   در

آمده است که ( 9-4-4)نظیر تقریب سری هموتوپی مرتبه ده در شکل  0cمنحنی های . نظر گرفته می شود

0.15>>0.35با توجه به آن بازه  0c  قابل قبولبه عنوان بازه 
0

cR هداپ -موتوپیه تقریب. به دست می آید 

],[ rr ، 1,2,...,5=r ،  (1)=0نتیجه می دهدy . صفر های)( 0cPM  مناسبمقادیر 
i

c0 را 
0 = 0.25
i

c 

rmiچندگانگی با   ، (8-2-4) اساسبر  بنابراین .نتیجه می دهد =2
0 = 0.25
optimal

c با . نتیجه می شود

0 عبارت است از دهقابل قبول در تقریب مرتبه   0cمقدار روش بهینه سازی  = 0.207201c . منحنی های

0c  نظیر تقریب سری هموتوپیM ، 2,4,6,8,10M   استآمده ( 4-4-4)در شکل. 

 

 (.2-9-4) در مثال y(1)برای  دهنظیر تقریب مرتبه  0cمنحنی های  : 2-4-4شکل
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M ،2,4,6,8,10Mنظیر تقریب مرتبه  0cمنحنی های  : 4-4-4شکل   ، (1)برایMY   (.2-4-4)در مثال 

 :  دیریرا در نظر بگی زیر خط ریغ دوممرتبه  لیفرانسیمعادله د : 2-4-4مثال  

(4-4-9     )                       
2( ) 6 ( ) , 0 1,

(0) = 0, (0) = 1,

y x y x x x

y y

    



 

، پارامتر های معادله هموتوپی را به (2-1-4)با در نظر گرفتن معادله .  آن در اختیار نیستکه جواب دقیق 

 :صورت زیر در نظر می گیریم 

به صورت  Lعملگر خطی کمکی  
2

2
=

d
L

dx
][=,0با ویژگی   21 xccL   1که در آنc  و

2c  ثابت های

 به صورت  Nانتگرال گیری می باشند ، عملگر غیر خطی 

2
20

0 02

( , , )
[ ( , , )] = 6 ( , , )

d x q c
N x q c x q c x

dx


   

)0و تابع حدس اولیه  )y x  0صدق می کند به صورت ( 9-4-4)که در شرایط مرزی( ) =y x x  در نظر

آمده است که با ( 5-4-4)نظیر تقریب سری هموتوپی مرتبه ده در شکل  0cمنحنی های . گرفته می شود

01.5توجه به آن بازه  < < 0.5c   قابل قبولبه عنوان بازه 
0

cR هداپ -هموتوپی تقریب. به دست می آید 

],[ rr ، 1,2,...,5=r (0)، نتیجه می دهد =1y . صفر های)( 0cPM  مناسبمقادیر 
i

c0 0=1  را 
i

c  با

rmiچندگانگی  ، (8-2-4) اساسبر  بنابراین .نتیجه می دهد =2
0 = 1
optimal

c  روش با . نتیجه می شود

0 عبارت است از دهقابل قبول در تقریب مرتبه   0cمقدار بهینه سازی  = -1.0000007c.  0منحنی هایc 

M،  2,4,6,8,10Mنظیر تقریب سری هموتوپی    مقادیر خطای مطلق . آمده است( 6-4-4)در شکل

M=2

M=4

M=6

M=8

M=10

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
0.000

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

c0

YM
' 1



71 
 

و مقادیر خطای مانده به ازای مقادیر قابل قبول  (9-4-4)روش ارائه شده، در جدول روش بهینه سازی و 

0c  گزارش شده اند  (4-4-4)در جدول.  

0بهینه سازی دربه دست آمده با روش  دهمقایسه خطای مطلق تقریب مرتبه  : 2-4-4جدول = -1.0000007c  روش ارائه و

0شده در  = 1c   (9-4-4)در مثال. 

 OP-HAM 0( = -1.0000007)c  Pro-App 0( = 1)c   

x  |)()(| 10 xYxy   |)()(| 10 xYxy   

0 0 0 

0.1 1.11022e-15 6.20737e-33 

0.2 1.44300e-15 5.55112e-24 

0.3 7.14430e-14 1.96311e-19 

0.4 2.61732e-14 2.37334e-15 

0.5 3.38511e-13 1.08830e-13 

0.6 6.74537e-10 8.14782e-10 

0.7 1.91296e-08 1.92286e-08 

0.8 2.04000e-06 2.04036e-06 

0.9 4.58271e-05 4.58282e-05 

1 1.23353e-03 1.23355e-03 

 

 .(9-4-4)در مثال  0cمقادیر خطای مانده به ازای مقادیر قابل قبول  : 4-4-4جدول

0c  
10 0( )c  

-1.36 3.05176e-05 

-1.32 3.05176e-05 

--1.28 3.81470e-05 

-1.24 2.28882e-05 

-1.2 0 

-1.16 9.53647e-07 

-1.12 4.76837e-07 

-1.08 2.38419e-07 

-1.04 2.38419e-07 

-1 0 

-0.96 5.96046e-08 

-0.92 1.04308e-06 

-0.88 5.11855e-06 

-0.84 2.10181e-05 

-0.8 7.54041e-05 

-0.76 2.41725e-04 

-0.72 7.03102e-04 

-0.68 1.87879e-03 

-0.64 4.65770e-03 
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 (.9-4-4) در مثال y(0)برای  دهنظیر تقریب مرتبه  0cمنحنی های :  5-4-4شکل 

 

 

M ،2,4,6,8,10Mنظیر تقریب مرتبه  0cمنحنی های  : 6-4-4شکل   ، (3)برای (0)MY  (.9-4-4)در مثال 

 :[ 25] دیریرا در نظر بگی زیر خط ریغ دوممرتبه  لیفرانسیمعادله د : 4-4-4مثال 

(4-4-4   )                











0,=(0)1,=(0)

1,0),(2sin
2

1
=)()()()(

yy

xxxyxyxyxy 

cosxxyکه دارای جواب دقیق   .  است )(=

 :، پارامتر های معادله هموتوپی را به صورت زیر در نظر می گیریم (2-1-4)با در نظر گرفتن معادله 

1.6 1.4 1.2 1.0 0.8 0.6 0.4

0.990

0.992

0.994

0.996

0.998

1.000

c0

y 3 0

M=2

M=4

M=6

M=8

M=10

1.6 1.4 1.2 1.0 0.8 0.6 0.4
0.990

0.992

0.994

0.996

0.998

1.000

c0

YM
3

0
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 به صورت Lعملگر خطی کمکی  

2

2
=

d
L

dx
 

][=,0با ویژگی  21 xccL   1که در آنc  و
2c  ثابت های انتگرال گیری می باشند ، عملگر غیر خطیN 

 به صورت 

2

0 0
0 0 02

( , , ) ( , , ) 1
[ ( , , )] = ( , , ) ( , , ) sin(2 )

2

d x q c d x q c
N x q c x q c x q c x

dx dx

 
     

)0و تابع حدس اولیه  )y x  0صدق می کند به صورت ( 4-4-4)که در شرایط مرزی( ) =1y x  در نظر

آمده است که با ( 7-4-4)نظیر تقریب سری هموتوپی مرتبه ده در شکل  0cمنحنی های . گرفته می شود

1.4>>0.6توجه به آن بازه  0  c  قابل قبولبه عنوان بازه 
0

cR به دست می آید. 

],[ هداپ -هموتوپی تقریب  rr ، 1,2,...,5=r (0)=1، نتیجه می دهد y . صفر های)( 0cPM  مقادیر

 مناسب
i

c0 0=1  را 
i

c  چندگانگی باrmi ، (8-2-4) اساسبر  بنابراین .نتیجه می دهد =2

0 = 1
optimal

c  0مقدار روش بهینه سازی با . نتیجه می شودc   عبارت است  دهقابل قبول در تقریب مرتبه

0 از = 0.930768c .  0منحنی هایc  نظیر تقریب سری هموتوپیM ، 2,4,6,8,10M   در شکل

 .آمده است( 4-4-8)

 

y(0)برای  دهنظیر تقریب مرتبه  0cمنحنی های :  7-4-4شکل   (.4-4-4) در مثال 
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M ،2,4,6,8,10Mنظیر تقریب مرتبه 0cمنحنی های  : 8-4-4شکل   ، (0)برایMY   (.4-4-4)در مثال 

 :[ 45] دیریرا در نظر بگزیر  پنجمرتبه  لیفرانسیمعادله د : 5-4-4مثال 

(4-4-5       )












,
2

=)
2

(0,=)
2

(0,=(0)1,=(0)0,=(0)

,
2

0),(5=)()((5)





yyyyy

xsinxcosxxcosxxyxy
 

xcosxxyکه دارای جواب دقیق   . است )(=

 :، پارامتر های معادله هموتوپی را به صورت زیر در نظر می گیریم (2-1-4)با در نظر گرفتن معادله  

به صورت  Lعملگر خطی کمکی  
5

5

=
dx

d
L  0با ویژگی,=][ 1

5

1=

 i

i
i

xcL  که در آنic ،1,2,...,5=i ،

 به صورت  Nثابت های انتگرال گیری می باشند ، عملگر غیر خطی 

5

0
0 05

( , , )
[ ( , , )] = ( , , ) 5 ( )

d x q c
N x q c x q c cosx x cosx sinx

dx


     

)0و تابع حدس اولیه  )y x  5رابه صورت 4 3 2

0 4 3 2 1 0( ) =y x x a x a x a x a x a      در نظر می

4، ضرایب (5-4-4)شرایط مرزی  با توجه به. گیریم 1 0,..., ,a a a  با حل یک دستگاه شامل پنج معادله خطی

 :لذا داریم . تعیین می شوند

4 4
5 4 3

0 3 2

16 4 48 8
( ) = ( ) ( )

4
y x x x x x

   

 

    
   

M=2

M=4
M=6

M=8

M=10

1.6 1.4 1.2 1.0 0.8 0.6 0.4

1.000

0.998

0.996

0.994

0.992

0.990

c0

YM
'' 0
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آمده است که با توجه به آن بازه ( 3-4-4)نظیر تقریب سری هموتوپی مرتبه ده در شکل  0cمنحنی های 

01.2 < < 0.8c   قابل قبولبه عنوان بازه 
0

cR هداپ -موتوپیه تقریب. به دست می آید ],[ rr،  

1,2,...,5=r  (5)(0)=5، نتیجه می دهدy . صفر های)( 0cPM  مناسبمقادیر 
i

c0 0=1  را 
i

c  با

rmiچندگانگی  ، (8-2-4) اساسبر  بنابراین .نتیجه می دهد =2
0 = 1
optimal

c  روش با . نتیجه می شود

0 عبارت است از دهقابل قبول در تقریب مرتبه   0cمقدار بهینه سازی  = 0.993664c .  0منحنی هایc 

M ،2,4,6,8,10Mنظیر تقریب سری هموتوپی    مقادیر خطای مطلق . آمده است( 10-4-4)در شکل

و مقادیر خطای مانده به ازای مقادیر قابل قبول  (5-4-4)روش ارائه شده، در جدول روش بهینه سازی و 

0c  گزارش شده اند (6-4-4)در جدول. 

0بهینه سازی دربه دست آمده با روش  دهمقایسه خطای مطلق تقریب مرتبه  : 5-4-4جدول = 0.993664c   روش ارائه و

0شده در  = 1c   (5-4-4)در مثال. 

 OP-HAM 0( = 0.993664)c   Pro-App 0( = 1)c   

x  |)()(| 10 xYxy   |)()(| 10 xYxy   

0  5.86198e-13 0 

20


 

3.36120e-13 1.42109e-14 

10


 

3.17541e-13 7.10543e-15 

3

20


 

3.42448e-13 1.42109e-14 

5


 

6.17367e-13 2.84217e-14 

4


 

6.27387e-13 2.84217e-14 

3

10


 

1.88738e-13 0 

7

20


 

1.09079e-12 1.42109e-14 

2

5


 

3.52429e-12 2.84217e-14 

9

20


 

7.55995e-12 2.13163e-14 

2


 

1.36264e-11 5.6834e-14 

 

 
 



76 
 

 .(5-4-4)در مثال  0cمقادیر خطای مانده به ازای مقادیر قابل قبول  : 6-4-4جدول

0c  
10 0( )c  

-1.2 3.72113e-05 

-1.18 1.28956e-05 

-1.16 3.94120e-06 

--1.14 1.02690e-06 

-1.12 2.17034e-07 

-1.1 3.44568e-08 

-1.08 3.57708e-09 

-1.06 1.90425e-10 

-1.04 3.32695e-11 

-1.02 2.67537e-11 

-1 1.92022e-11 

-0.98 2.75926e-11 

-0.96 2.89214e-11 

-0.94 2.87902e-10 

-0.92 4.82918e-09 

-0.9 4.36058e-08 

-0.88 2.64243e-07 

-0.86 1.21565e-06 

-0.84 4.56860e-06 

-0.82 1.47059e-05 

-0.8 4.18825e-05 

 

 

 

 (.5-4-4) در مثال y(5)(0)برای  دهنظیر تقریب مرتبه  0cمنحنی های  : 3-4-4شکل 
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M ،2,4,6,8,10Mنظیر تقریب مرتبه  0cمنحنی های  : 12-4-4شکل   ، (5)برای (0)MY  (.5-4-4)در مثال 

 :[ 90] دیریرا در نظر بگشش زیر مرتبه  لیفرانسیمعادله د : 6-4-4مثال 

(4-4-6   )            



















1,sinh1=(1)1,cosh
2

1
=(1)1,sinh

6

7
=(1)

0,=(0)1,=(0)1,=(0)

1,0,)()(2=)( (4)(6)

yyy

yyy

xxxyxyxy

 

sinhxxxyکه دارای جواب دقیق   3

6

1
 . است )(=1

 :، پارامتر های معادله هموتوپی را به صورت زیر در نظر می گیریم (2-1-4)با در نظر گرفتن معادله  

به صورت  Lعملگر خطی کمکی  
6

6

=
dx

d
L  0با ویژگی,=][ 1

6

1=

 i

i
i

xcL  که در آنic ،1,2,...,6=i ،

 به صورت  Nثابت های انتگرال گیری می باشند ، عملگر غیر خطی 

6 4 2

0 0 0
0 6 4 2

( , , ) ( , , ) ( , , )
[ ( , , )] = 2

d x q c d x q c d x q c
N x q c x

dx dx dx

  
    

)0و تابع حدس اولیه   )y x  6رابه صورت 5 4 3 2

0 5 4 3 2 1 0( ) =y x x a x a x a x a x a x a       در نظر

5، ضرایب (6-4-4)شرایط مرزی  با توجه به. می گیریم 2 1 0,..., , ,a a a a  با حل یک دستگاه شامل شش

 :لذا داریم . معادله خطی تعیین می شوند

2 2 2
6 5 4 3

0

19 24 7 23 22 9 87 82 39
( ) = ( ) ( ) ( ) 1

4 2 12

e e e e e e
y x x x x x x

e e e

       
     

M=2

M=4

M=6

M=8

M=10

1.4 1.2 1.0 0.8 0.6

5.000

5.002

5.004

5.006

5.008

5.010

5.012

5.014

c0

YM
5 0
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آمده است که با توجه به آن بازه ( 11-4-4)نظیر تقریب سری هموتوپی مرتبه ده در شکل  0cمنحنی های 

01.15 < < 0.85c   قابل قبولبه عنوان بازه 
0

cR موتوپیه تقریب( 7-4-4)جدول . به دست می آید- 

],[ د هداپ rr ، 1,2,...,5=r (6)(0)، را برایy مقادیر ،(10-2-4) اساسبر . نتیجه می دهد
optimal

c0
در   

روش با . انتخاب می کنیم 0.99وپارامتر کنترل همگرایی بهینه را  گزارش شده است( 8-4-4)جدول 

0 عبارت است از دهقابل قبول در تقریب مرتبه   0cمقدار بهینه سازی  = 0.990214c .  0منحنی هایc 

M ، 2,4,6,8,10Mنظیر تقریب سری هموتوپی    مقادیر خطای مطلق  .آمده است( 12-4-4)در شکل

 .گزارش شده اند( 3-4-4)روش ارائه شده، در جدول روش بهینه سازی و 

 (6-9-4)در مثال  y(6)(0) پاده-موتوپیه تقریب : 7-4-4جدول

 

 

مقادیر مناسب : 8-4-4جدول 
i

c0  0به عنوان ریشه های=)( 0cPM  (6-9-4)در مثال 

 

],[ rr  (0)(6)y  

[1,1] -48.572700 

[2,2] -1.5627e-04 

[3,3] -6.6862e-10 

[4,4] -1.7267e-14 

[5,5] -1.6922e-12 

M 
i

c0 
optimal

c0
 

2 -1.33414,-1.33414 -1.33414 

4 -0.99868,-5.08598, -0.99868 

 -0.99869 0.00722i  

6 -0.99281,4.86037, -0.99281 

 -1.005880 .015078i,  

 -0.99433 0.00646i  

8 -0.99135,-0.99106, -0.99135 

 -0.99212,1.64443,  

 -1.01158 0.02188i,  

 -0.99532 0.01127i  

10 -0.99100,0.989625, -0.99100 

 -1.01764 0.02870i,  

 -0.99665 0.01610i,  

 -0.99260 0.00726i,  

 -0.99132 0.00392i  
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بهینه سازی دربه دست آمده با روش  دهمقایسه خطای مطلق تقریب مرتبه  : 3-4-4جدول
0 = 0.990214c   روش ارائه و

شده در 
0 = 0.99c   (6-4-4)در مثال. 

 OP-HAM
0( = 0.990214)c   Pro-App  

0( = 0.99)c   

x  |)()(| 10 xYxy   |)()(| 10 xYxy   

0 0 0 

0.1 1.11022e-16 0 

0.2 1.44329e-15 5.55112e-17 

0.3 6.93889e-15 3.33067e-16 

0.4 2.10387e-14 1.49880e-15 

0.5 5.09592e-14 4.21885e-15 

0.6 1.05582e-13 1.05471e-14 

0.7 1.97953e-13 2.18714e-14 

0.8 3.42948e-13 4.20775e-14 

0.9 5.59774e-13 7.34968e-14 

1 8.71303e-13 1.21680e-13 

 
 

 

 (.6-9-4) در مثال y(6)(0)برای  دهنظیر تقریب مرتبه  0cمنحنی های  : 11-4-4شکل 
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M ،2,4,6,8,10Mنظیر تقریب مرتبه  0cمنجنی های  : 13-4-4شکل   ، (6)برای (0)MY  (.6-4-4)در مثال 

 : دیریرا در نظر بگهشت زیر مرتبه  لیفرانسیمعادله د : 7-4-4مثال  

(4-4-7    )         

(8) 3

(4) (6)

(4) (6)

( ) ( ) = (48 15 ), 0 1,

(0) = 0, (0) = 0, (0) = 8, (0) = 24,

(1) = 0, (1) = 4 , (1) = 16 , (1) = 36 ,

xy x xy x e x x x

y y y y

y y e y e y e

      


  
    

 

xexxxyکه دارای جواب دقیق  )(1=)(  است. 

 :، پارامتر های معادله هموتوپی را به صورت زیر در نظر می گیریم (2-1-4)با در نظر گرفتن معادله   

به صورت  Lعملگر خطی کمکی  
8

8

=
dx

d
L  8با ویژگی 1

=1
[ ] = 0i

ii
L c x   که در آنic ،1,2,...,8=i ،

 به صورت  Nثابت های انتگرال گیری می باشند ، عملگر غیر خطی 

8
30

0 08

( , , )
[ ( , , )] = ( , , ) (48 15 )xd x q c

N x q c x x q c e x x
dx


     

)0و تابع حدس اولیه  )y x  8رابه صورت 7 6

0 7 6 1 0( ) = ...y x x a x a x a x a     در نظر می گیریم .

7، ضرایب (7-4-4)شرایط مرزی  با توجه به 2 1 0,..., , ,a a a a  با حل یک دستگاه شامل هشت معادله خطی

 :لذا داریم . تعیین می شوند

8 7 6 5 4

0

3

1678 3 1 848 5 1
( ) = ( ) ( )

420 30 60 3

4976 61 21260 541
( ) ( )

180 1260

e e
y x x x x x x

e e
x x

 
   

 
 

  

M=2

M=4

M=6

M=8

M=10

1.3 1.2 1.1 1.0 0.9 0.8 0.7
0.010

0.005

0.000

0.005

0.010

c0

YM
6

0
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آمده است ( 19-4-4)نظیر تقریب سری هموتوپی مرتبه ده در شکل  0cمنحنی های . در نظر گرفته می شود

01.15که با توجه به آن بازه  < < 0.85c   قابل قبولبه عنوان بازه 
0

cR تقریب. به دست می آید 

],[ هداپ -موتوپیه rr ، 1,2,...,5=r (8)(0)=48، نتیجه می دهد y . صفر های)( 0cPM  مناسبمقادیر 

i
c0 0=1  را 

i
c  چندگانگی باrmi ، (8-2-4) اساسبر  بنابراین .نتیجه می دهد =2

0 = 1
optimal

c   نتیجه

0 عبارت است از دهقابل قبول در تقریب مرتبه   0cمقدار روش بهینه سازی با . می شود = 0.992312c . 

M ، 2,4,6,8,10Mنظیر تقریب سری هموتوپی  0cمنحنی های     آمده است( 14-4-4)در شکل. 

 

 (.7-4-4) در مثال y(8)(0)برای  دهنظیر تقریب مرتبه  0cمنحنی های  : 12-4-4شکل 

 

M ،2,4,6,8,10Mنظیر تقریب مرتبه  0cمنحنی های  : 14-4-4شکل   (8)برای (0)MY (.7-4-4)در مثال 

 

M=2

M=4
M=6

M=8

M=10

1.2 1.1 1.0 0.9 0.8

48.000

47.998

47.996

47.994

47.992

47.990

c0

YM
8

0
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 نتیجه گیری  4-5

=],[ اگر  :جلیلی -بابلیانحدس 
0

ulc ccR 0، آنگاه =
2

l u

optimal

c c
c

  .درست مثال ها  برای همه این

 قبولناحیه قابل  میانی نقطه حدس می زنیم که ما بنابراین. است
0

cR تکنیک رسم  به دست آمده توسط

 منحصر به فردی پیش بینی شدهبا بررسی . است 0c همگرایی کنترل پارامتر مطلوب، مقدار 0cمنحنی های

 با سرعت بیشتری روش پیشنهادی داده شده توسط Mتقریب مطلق خطای ،0c همگرایی کنترل پارامتر

 .کاهش می یابد  روش بهینه سازی نسبت به

روش آنالیز بهینه در چارچوب  0cدر این فصل، یک روش برای پیدا کردن پارامتر کنترل همگرایی   

سری جواب هموتوپی، با استفاده از روش پیشنهادی، مرتبه از تقریب  امینM در. پیشنهاد دادیم هموتوپی

لازم است یک معادله غیر خطی که ریشه های آن  پارامترهای کنترل همگرایی 
i

c0 با . هستند، حل شود

می توان مقدار اسکالر کمیت های وابسته به مساله غیر خطی مورد بررسی  هداپ -استفاده از تقریب هموتوپی

اگر این برآورد به اندازه کافی دقیق باشد، . برآورد کرد استفاده می شوند را 0cکه در رسم منحنی های 

)(=0مطلوب با پیدا کردن ریشه های  0cحداقل یک پارامترکنترل همگرایی  0cPM از . تعیین می شود

توانایی پیدا کردن یک مقدار ، 0cمزیت قابل توجه روش پیشنهادی نسبت به تکنیک متعارف منحنی های 

اما با . سری جواب هموتوپی استمرتبه از تقریب  امینM در 0cمطلوب برای پارامتر کنترل همگرایی 

  قابل قبول، می توانیم یک ناحیه 0cاستفاده ازتکنیک منحنی های 
0

cR  وابسته به انتخاب به دست آوریم که

 .فاصله عمودی و مرتبه تقریب سری جواب است
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 فصل پنجم

  روشهای گسسته سازی برای تعیین پارامتر کنترل همگرایی

 

ها با روش آنالیز هموتوپی  های عددی تفاضلاتی و طیفی و ترکیب آن روش به ارائه ابتدا در این فصل

سپس با . پردازیم تا حل تقریبی مسائل معادلات دیفرانسیل غیر خطی با شرایط مرزی را میسر سازند می

برای تعیین  سازی چند گام را هموتوپی تک گام و بهینهسازی های بهینه  روشاستفاده از گسسته سازی، 

  .کنیم ترکیب می های عددی مذکور با روش پارامترهای کنترل

 های عددی حل معادلات دگردیسی در روش آنالیز هموتوپی روش 5-1

 :تحت شرایط مرزی زیر داده شده باشدکنیم معادله دیفرانسیل معمولی غیر خطی  فرض می

(5-1-1                                    )             [ ( )] 0,N y x  

 (5-1-2                               )                  ( ) , ( ) ,y a y b   

بنابراین مسأله ترکیب شده از معادله . است yگر دیفرانسیل مرتبه دوم غیر خطی ازلتر یک عم به طور دقیق

متغیر  x. است یک مسأله معادله دیفرانسیل معمولی مرتبه ی دوم با شرایط مرزیکه  ( 2-1-5)و ( 5-1-1)

برای مسأْله ی .  و دوبار دیفرانسیل پذیر است متغیر وابسته است، که خود تابعی از  yمستقل و

 :کنیم فوق از جواب به صورت سری تابعی زیر استفاده می
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 (5-1-9                          )                0

1

( ) ( ) ( ),m

m

y x y x y x




  

خواهیم توابع عبارت دیگر می به
2 1..., ,y yو ( 1-1-5)ای تعیین کنیم که تابع فوق جواب مسأله گونه به را

 :کنیم زیر استفاده میدگردیسی مرتبه صفرم برای این منظور از معادله . باشد( 5-1-2)

(5-1-4                  )               0(1 ) ( , ) ( ) ( , ) ,q L x q y x qN x q    

 که در آن 

(5-1-5                          )            0

1

( , ) ( ) ( ) ,m

m

m

x q y x y x q




  

 و

(5-1-6                               )             
0

1 ( , )
.

!

m

m m

q

x q
y

m q









 

 :دهیمقرار می

(5-1-7                                      ) 

0

( , )1
( ) .

!

m

m m

q

N x q
R x

m q









 

 :زیر در نظر می گیریم عملگر دیفرانسیل خطی مرتبه دوم  را Lگر خطی لعم

(5-1-8                                          )
2

2 1 02
,

d d
L I

dx dx
     

معادلات دیفرانسیل خطی شده با شرایط مرزی اکنون در هر مرحله . هستنداعداد ثابت  2و  0، 1که 

  :کنیم زیر را حل می

(5-1-3      )   ( ) ( ) 0,m my a y b             1 1( ),m m m mL y x y x R x       

)حدس آغازین جواب  )y x گیریمصورت زیر در نظر میرا به : 

(5-1-10              )                        0

( )
( ) ,

b b
y x x

b a b a

    
 

 
 

 mبرای ( 3-1-5) مرزی توجه داریم که معادله تحت شرایط .آوردمیرا بر( 2-1-5) تابع فوق شرایط

توان آن را با نرم  طبیعی، یک معادله دیفرانسیل معمولی خطی تحت شرایط مرزی است و بنابراین می
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های عددی برای حل این معادلات  یا از روش ،به صورت تحلیلی حل کرد 20یا میپل 13افزارهای متمتیکا

 . خطی استفاده کرد

)تقریب مناسبی از  )y x  گیریمدر نظر میبه صورت زیر :  

(5-1-11                   )               
0

1

( ) ( ) ( ),
M

m

k

y x y x y x


  

 .همگرایی سری هموتوپی به دست آمده استکه تقریب فوق تحت شرایط 

، خطای معادله دیفرانسیل غیر خطی وبرای د .کنیم روش ارائه می دوبرای حل عددی معادلات دگردیسی 

ارائه می  [ 92] مارینیکاسازی  و بهینه [94]تک گام سازی های بهینه  روشبا روش را  دو مطلق ترکیب این

 .یمکن

 دگردیسی مرتبه بالا  برای حل معادلاتروش تفاضلات متناهی   5-1-1

شده حاصل از  برای حل عددی معادلات دیفرانسیل خطی،  [93-96،40]از روش تفاضلات متناهی 

m، 1,2,...mمعادلات دگردیسی مرتبه   ،1کنیم و به کمک  تحت شرایط مرزی استفاده میmy  تقریب

my  ،تابع  را به دست آوردهy محاسبه می شود. 

 : گیریمام تحت شرایط مرزی زیر را در نظر میm معادله دگردیسی مرتبه

(5-1-1-1       )1,m    ( ) ( ) 0,m my a y b             1 1( ),m m m mL y x y x R x       

0تابع و ( 8-1-5)صورت به Lعملگر خطی  ( )y x با بسط  .در نظر می گیریم (10-1-5)طبق رابطه  را

 : شود نتیجه می Lبا توجه به تعریف( 1-1-1-5)معادله 

(5-1-1-2 )
     

     

2

2 1 02

2

1 2 1 1 1 0 12
( ) .

m m m

m m m m m m m

d d
y x y x y x

dx dx

d d
R x y x y x y x

dx dx

  

        

 

   

 

توجه داریم که  1my x لذا فقط  ،در مرحله قبل تعیین شده است my x مجهول است. 

                                                 
19

  Mathematica 
20

  Maple 
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فاصله  ،اکنون برای حل عددی این معادلات با روش تفاضلاتی ,a b  را بهn نقاط تقسیم   با ، زیرفاصله

 : گیریمزیر در نظر می

   (5-1-1-9                                 )
0 1 1... ,na x x x b     

(5-1-1-4                                ).
1

b a
h

n





  

0 , 1,2,..., ,ix x ih i n   

تابع مجهول و توابع معلوم در عبارت فوق از مشتقات عددی مرتبه اول و دوم با تفاضلات  جای مشتقاتبه

 :کنیم متناهی مرکزی استفاده می

(5-1-1-5          )                                
( ) ( )

1 1( ) ,
2

m m

i i
m iy x

h

  
   

(5-1-1-6                        )            .
( ) ( ) ( )

1 1

2

2
( )

m m m

i i i
m iy x

h

    
      

 :کنیم قرارداد می

(5-1-1-7                   )               ( ) , 1,2,..., ,m

i m iy x i n  

)2بنابراین خطاهای هردو تقریب  )O h 1-1-5)در معادله ( 6-1-1-5)و ( 5-1-1-5)با جایگذاری . است-

 :داریم (2

(5-1-1-8        )                  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )1 1 1 1

2 1 02

( 1) ( 1) ( 1)

1 1
1 2 2

( 1) ( 1)
( 1)1 1

1 0

2

2

2
( )

2

m m m m m
mi i i i i

i

m m m

i i i
m m

m m
mi i

m m i

h h

R x
h

h

    
   

  
 

 
    

   

  

 


 
 

  
 

 
 


 

 

)با توجه به شرایط مرزی  )

0 0m   و( )

1 0m

n   .  دستگاه معادلات خطیAV b شود که نتیجه می

 :صورت زیر به دست می آیند را به bو  A،Vهای  ماتریس
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2

0 2 2 1

2

2 1 0 2

2 1

2 1

2

0 2 2 1

2

2 1 0 2

2 4 2 0 0 0

2 2 4 0

0 2 0
,

0 2 0

0 2 4 2

0 0 0 2 2 4

h h

h h

h
A

h

h h

h h

   

   

 

 

   

   

  
 

  
 

  
 

  
 

   

 

 

2 ( 1) 2 ( 1) ( 1)

1 1 2 1 2 0 2 1 2 1 0

2 ( 1) 2 ( 1) ( 1)

1 2 1 1 0 2 2 1 1

2 ( ) (2 ) (2 4 ) (2 )

,

2 ( ) (2 ) (2 4 ) (2 )

m m m

m m m m

m m m

m n m n m n m n

h R x h h h

b

h R x h h h

           

           

  



  

  

      
 
 
 
 

      
 
 

 

( )

1

( )

.

m

m

n

V





 
 
 
 
 
  

 

)های حل دستگاه معادلات خطی مقادیر با حل دستگاه معادلات فوق با یکی از روش )m

i، 1,2,...,i n، 

 : یابد که شرط توقف زیر برآورده شودمی جا ادامه محاسبه تا آن . یندآدست میه ب

(5-1-1-3                                 )
0

1

( ) ( )
M

i

i

N y x y x 


 
  

 
 

ضمنا فضای مورد مطالعه یک . شودنهایت فرض تواند نرم بیکه می ،یک نرم تابعی است .که در آن 

)اما در عمل به دلیل گسسته بودن مقادیر تقریبی . دار استفضای نرم )iy x از آزمون توقفE  

1کنیم، که در آن  استفاده می 2( , ,..., )nE E E E  وiEتعریف میشوند  صورت زیرها  به: 

(5-1-1-10                                )(0) ( )

1

.
M

k

i i i

k

E N  


  
   

  
 
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 الگوریتم روش  5-1-1-1

در این الگوریتم 
2

2

d
L

dl
 در نظر گرفته شده است. 

1) , , , , , ,N n M b a   را بخوان. 

2) 1,
b a

m h
n


 . 

3) 1,2,..., 1i n  ( 1) ,ix a i h  . 

,...,1,2برای  (4 1i n ، 

( )

0

( )

0

( )

0

,

,

0,

i

i

i

i

b
y x

b a b a

y
b a

y

   

 

 
 

 


 



 

 

(0) ( )

0 .i

iy y        (0) (0) ,i iy  
1mکه مادامی (5 M   وE  مراحل زیر را انجام بده: 

 :قرار بده  (6

1, 2
( ) ,

0, . .

j
j

o w



 


 

 :معادله زیر را تشکیل بده (7

0

1

,
M

i

i

i

y y q


  

 :قرار بده  (8

 ( ) ,H q N  
 محاسبه کن (9

1

1 1

0

( ) 1
( ) ,

( 1)!

m

m m

q

H q
R x

q m



 




 

 
 

)مقادیر  (11 )

1 1( )i

m m iR R x   1,2را برای,..., 1i n  محاسبه کن. 

 نشکیل بده mمعادلات زیر را برای  (11

( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1)
( )

12 2

2 2
, 1,2,..., 1,

m m m m m m
ii i i i i i

m mR i n
h h

     


  



   
    

 .را حل کن( 11)دستگاه معادلاتی خطی (12

m,...,1,2برای  (13 M قرار بده: 
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1 , 0,1,2,..., ,m m m

i i iy y i n    
14) 1m m . 

 .(5)پایان حلقه (15

1mهای تقریبی جواب (16

iy  را چاپ کن . 

 بالا روش طیفی برای حل معادلات دگردیسی مرتبه 5-1-3

m، 1,2,...mحاصل از معادلات دگردیسی مرتبه  برای حل معادلات دیفرانسیل، [8،40]از روش طیفی   ،

 .کنیم را تقریب می yکنیم، و  تحت شرایط مرزی استفاده می

 : گیریمزیر را در نظر می m بار دیگر معادلات دگردیسی مرتبه

 

(5-1-2-1         ) ( ) ( ) 0,m my a y b             1 1( ),m m m mL y x y x R x       

 که در آن

(5-1-2-2           )                                 
2

2 1 02
,

d d
L

dx dx
    

 

تابع 
0( )y x  را تابعی صدق کننده در معادله( ) 0L y   0با شرایط( )y a a  0و( )y b   در نظر

 :بر معادله دگردیسی فوق داریم  Lبا تأثیر . گیریم می

(5-1-2-9          )              

2

2 1 02

2

1 2 1 1 12

0 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

m m m

m m m m m

m m

d d
y x y x y x

dx dx

d d
R x y x y x

dx dx

y x

  

   

 

  



 

  



 

که  1my x لذا در هر مرحله فقط یک تابع مجهول است قبل تعین شده هدر مرحل ،( )my x برای . داریم

حل عددی این معادلات با استفاده از روش طیفی در فاصله  ,a b ، های  ای نخست ریشه های چند جمله

در فاصله را شف  چبی 1,1 فاصلهگیریم و سپس با تبدیل خطی نقاط متناظر آن را روی  در نظر می 

 ,a b دهیم کنیم، قرار می تعیین می : 

( 1)
cos , 1,2,..., 1,i

i
t i n

n

  
   

 
(5-1-2-4             )               
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ها از فاصله itبه منظور در نظر گرفتن نقاط وابسته به . شف موسوم هستنداین نقاط به نقاط چبی ,a b 

 : کنیم زیر استفاده می خطیتبدیل 

(5-1-2-5           )               
2 , 1,2,..., 1,

2 2
n i i

b a a b
x t i n 

    
      
   

 

تبدیل فوق نقاط 
ix  متناظر با

it  در فاصله ,a b در ( 9-9-1-5)بنابراین اگر معادله . دهد را به دست می

 نقاط
ix، 2,3,...,i n، آیند در نظر بگیریم، معادلات زیر به دست می : 

(5-1-2-6      ) 

2

2 1 02

2

1 2 1 1 12

0 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

i i i

i i i

i

m x x m x x m x x

m x x m m x x m m x x

m m x x

d d
y x y x y x

dx dx

d d
R x y x y x

dx dx

y x

  

   

 

  

     

 

 

  



 

)به کمک روش لاگرانژ تقریب زیر را برای  )my x ،1,2,...m  ، گیریم نظر میدر : 

(5-1-2-7            )        
1

1

( ) ( ) ( ) ( ), 1,..., 1,
n

m m i m i

i

y x x L x y x m n




   
 که در آن 

(5-1-2-8           )                                    
1

1

( ) .
n

j

i

j i j
i j

x x
L x

x x










 

 :کنیم قرارداد می

 (5-1-2-3          )                      1,2,..., 1,i n          ( ) ( ),m

i m iy x         

 اما

(5-1-2-10                         )                  

1
( )

1

1
( )

1

( ) ( ) ,

( ) ( ) .

n
m

m i i

i

n
m

m i i

i

x L x

x L x

 

 











 




 

 :دهیمقرار می

(5-1-2-11                                          )         ( ) ( )i id x L x 

 :کنیمو قرارداد می

(5-1-2-12     )     1,2,..., 1,j n  1,2,..., 1,i n        ( ) ( ),ij i j i jd L x d x     
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 بنابراین

(5-1-2-19           )                     

1
( )

1

1 1
( ) ( )

1 1

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

n
m

m i i

i

n n
m m

m j i j i ij i

i i

x d x

x d x d

 

  





 

 

 

  



 
 

 :صورت زیرندبه ijdهای که در آن درایه

                                                      

2

11

1, 1 11

2 1 2
( )( ),

6

,n n

n
d

b a

d d 

 




 

 

                                
1

2

1

2
( ), 2,..., ,

2(1 )

n j

jj

n

t
d j n

t j b a

 




 

   

              
1 1

( 1) 2
( )( )( ), , , 1,..., 1,

i j

i
ij

j n i n j

c
d i j i j n

c t t b a



   


   

 
 

                                                           2, 1, 1,

1, 2,..., ,

i n

i i nc  

 

 

 : شودبار مشتق بگیریم نتیجه مییک( 19-2-1-5)اگر از طرفین رابطه 

 

(5-1-2-14           )                           
1

( )

1

( ) ( ) .
n

m

m i i

i

x d x 




  

 

)برای محاسبه مشتق دوم  )m x نمود یابی مجدد نیز استفادهتوان از یک درونمی : 

 

                                    
1 1 1

( )

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )( )
n n n

m

m i m i i ki k

i i k

x L x x L x d  
  

  

     

 بنابراین

   (5-1-2-15           )                           
1 1

( )

1 1

( ) ( )
n n

m

m i ki k

i k

x L x d 
 

 

  

 در نتیجه

                                                       
1 1

( )

1 1

( ) ( ) ,
n n

m

m i ki k

i k

x d x d 
 

 

  

 و
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    (5-1-2-16           )                       

1 1
( )

1 1

1 1
( )

1 1

( ) ( )

.

n n
m

m j i j ki k

i k

n n
m

ij ki k

i k

x d x d

d d

 



 

 

 

 

 






 

)جای اکنون به )m iy x، ( )m i

d
y x

dx
و  

2

2
( )m i

d
y x

dx
مقادیر ( 6-2-1-5)در معادلات  

i، ( )m ix  و

( )m ix   لذا داریم .دهیمقرار می( 16-2-1-5)و ( 15-2-1-5)از روابط : 

 

(5-1-2-17           ) 

1 1 1
( ) ( ) ( )

2 1 0

1 1 1

1 1
( 1)

1 2

1 1

1
( 1) ( 1)

1 0

1

( )

, 2,3,..., ,

n n n
m m m

ij ki k ij i j

i k i

n n
m

m i m ij ki k

i k

n
m m

m ij i m j

i

d d d

R x d d

d j n

     

  

     

  

  

 




 


 



 

 

  

 





 

 کنیمقرارداد می

                                   1,m        ( ) ( )

1 1 0,m m

N          ( ) ( )

2( ,..., ),m m

nW   
 

AWاکنون دستگاه معادلات خطی  b که ماتریس  را داریمA  وb شوندصورت زیر داده میبه : 

 

2 2 2 1 22 0 2 2 1 2

2 2

2 2 1 2 2 1 0

2 2

n n

i i i ni n

i i

n n

in i n in ni nn

i i

d d d d d d

A

d d d d d d

    

    

 

 

 
   

 
  
 
    
 

 

 

 

 
1 1 1

( 1) ( 1) ( 1)

1 2 2 2 1 2 0 2

1 1 1

1 1 1
( 1) ( 1) ( 1)

1 2 1 0

1 1 1

( )

( )

n n n
m m m

m m i ki k m i i m

i k i

n n n
m m m

m n m in ki k m in i m n

i k i

R x d d d

b

R x d d d

        

        

  
  



  

  
  



  

 
   

 
  
 
   
  

 

 
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در نقاط  با حل دستگاه معادلات فوق جواب را که حاوی مقادیر 
ix، مجددا محاسبات را  . شوندتعیین می

  .کنیمبعدی آغاز می mبرای 

 

 الگوریتم روش  5-1-3-1

در این الگوریتم 
2

2

d
L

dl
 فرض شده است. 

1) , , , , , ,N n M b a   را بخوان. 

,...,1,2برای  (2 1i n  محاسبه کن : 

2

( 1)
cos( ),

( ) ( ).
2

i

n i i

i
t

n

b a a b
x t

n



 




 
 

 

,...,1,2برای  (9 1i n  قرار بده : 

2 ( ) ( ),
2

n i i

b a a b
x t

n
 

 
  

( )

0

( )

0

( )

0

,

,

0,

i

i

i

i

b
y x

b a b a

y
b a

y

   

 

 
 

 


 



 

 

(0) ( ) (0) ( )

0 0, .i i

i iy y y  
 : بدهقرار  (4

1,2,..., 1,i n            (0) ,i i

b
y x

b a b a

    
 

 
 

 : نمحاسبه ک (5

2

11

1, 1 11

2 1 2
( )( ),

6

,n n

n
d

b a

d d 

 




 

 

1

2

1

2
( ), 2,..., ,

2(1 )

n j

jj

n

t
d j n

t j b a

 




 

   

1 1

( 1) 2
( )( )( ), , , 1,..., 1,

i j

i
ij

j n i n j

c
d i j i j n

c t t b a



   


   

 
 

2 1, 1

1 ,i n

i otherwisec   
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1mقرار بده  (6  و 

1, 3,4,..., 1,
( ) ,

0. 1,2

i M
i

i


 
 


 

1mکه مادامی (7 M   وE  محاسبات زیر را انجام بده: 

 : قرار بده (8

0

1

,
M

i

i

i

y y q


  

 : معادله زیر را تشکیل بده (3

 ( ) ,H q N  
 : عبارت زیر را محاسبه کن (10

1

1 1

0

( ) 1
,

( 1)!

m

m m

q

H q
R

q m



 




 

 
 

مقادیر  (11
1

( )

1( )
m

i

m iR R x
  را محاسبه کن. 

 : معادلات زیر را تشکیل بده (12

1 1 1
( ) ( 1)

1

1 1 1

( ) ( ), 1,2,..., ,
n n n

m m

ij ki k ij ki k m i

i k i

d d m d d R x j n  
  





  

    

 : دستگاه فوق را حل کن (19

m,...,1,2برای  (14 M  قرار بده: 

( 1) ( ) (0) ,m m

i i iy y    
15) 1m m . 

 .(7)پایان حلقه (16

17) ( )m

iy های تقریبی در نقاط جوابix هستند 

 روشهای گسسته سازی برای تعیین پارامترهای کنترل 5-3

جا که برای حل معادله دیفرانسیل تحت شرایط مرزی در آنالیز هموتوپی با در نظر گرفتن سری توانی  از آن

( , )x q توان همه جملات سری را در عمل محاسبه کرد و در نظر گرفتن  نمیM  بزرگ برای مجموع

تقریبی از سری  ،دهد، لذا در عمل برای تقلیل حجم محاسبات جزئی سری، حجم محاسبات را افزایش می

تک گام  بهینه پارامترهای کنترل تعیین های تر از روش به منظور یافتن جواب دقیقجواب را در نظر گرفته و

 .کنیم استفاده می و بهینه چندگام با گسسته سازی روی دامنه داده شده در معادلات اصلی
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  گامروش بهینه سازی تک گسسته سازی  1- 5-3

برای این منظور . کنیم را ارائه می [94]در این بخش روش عددی کاربرد پارامترهای کنترل نی یو و وانگ 

 :گیریم میمعادله هموتوپی زیر را در نظر 

(5-2-1-1                         )   0(1 ) ( , ) ( ) ( ) ( , )q L x q y x H q N x q    

 که
1

( , ) k

k

k

x q y q




،
1

( ) k

k

k

H q c q




  و 

         
0 0

1 ( , ) 1 ( )
, , 1,2,3,...,

! !

m m

m q m qm m

x q H q
y c m

m q m q


 

 
    

  

)ام m لات دیفرانسیل خطی دگردیسی مرتبهها از حل معادmyکه  1)m آیند، که معادلات  به دست می

 :تحت شرایط مرزی زیر هستند

(5-2-1-2    ) 1

1

( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) 0,
m

m m m k m k m m

k

L y x y x c R x y a y b  



    

nرا در myاکنون با حل عددی مسأله فوق، مقادیر عددی   : نقطه ی شبکه، یعنی نقاط زیر می یابیم  

(5-2-1-9                      )( ) ( ) ( ) ( )

1( ,..., ), ~ ( ), 1,2,3,....m m m m

n i m iv v v v y x i n  

اکنون در هر مرحله عبارت . های تفاضلاتی یا طیفی تعیین شوند تواند با هر یک از روش این مقادیر می

 m ic را به صورت زیر می یابیم: 

                                                   (1) 2

1 1

1

( ) ( ( ))
n

i

i

c N 


  

                                                   
2

(2)

2 2

1

( ) ( )
n

i

i

c N 


  

 

                                                
2

( )

1

( ) ( )
n

m

m m i

i

c N 


  
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)که در آن  )( )j

iN   تابع تقریبی مقدار از عبارت است ( )N y x، جای وقتی به( )y x  و مشتقات ظاهر

)شده در آن  )j iy x  و مشتقات( )jy x را درix اکنون در مرحله . قرار دهیمi امic  بهینه را بدست آورده و

کار برده و را در معادله دگردیسی مرتبه بعدی به آن
1ic 

برای این منظور در . کنیمبهینه بعدی را تعیین می 

 :کنیممی هر مرحله معادلات زیر را حل

(5-2-1-4                             )    1,2,..., .k m               ( )
0,k k

k

d c

dc


 

 الگوریتم روش   5-3-1-1

1), , , , , ,N n M b a   را بخوان. 

,...,1,2برای  (1 1i n  محاسبه کن: 

2

( 1)
cos( ),

( ) ( ).
2

i

n i i

i
t

n

b a a b
x t

n



 




 
 

 

,...,1,2برای  (1 1i n  قرار بده : 

( )

0 ,i

i

b
y x

b a b a

    
 

 
 

( )

0 ,iy
b a

 
 


 

( )

0 0,iy  
(0) ( ) (0) ( )

0 0, .i i

i iy y y  
 : قرار بده (1

                  1,2,..., 1,i n            (0) ,i i

b
y x

b a b a

    
 

 
       

 :محاسبه کن (1

2

11

1, 1 11

2 1 2
( )( ),

6

,n n

n
d

b a

d d 

 




 

 

1

2

1

2
( )( ), 2,..., ,
2(1 )

n j

jj

n

t
d j n

t j b a

 




 

  
 

1 1

( 1) 2
( )( )( ), , , 1,..., 1,

i j

i
ij

j n i n j

c
d i j i j n

c t t b a



   


   

 
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2 1, 1

1 ,i n

i otherwisec   
1mقرار بده  (1  و 

1, 3,4,..., 1,
( ) ,

0. 1,2

i M
i

i


 
 


 

2mکه مادامی (1 M   وE  محاسبات زیر را انجام بده : 

 : معادله زیر را تشکیل بده (1

0

1

,
M

i

i

i

y y q


  

 : قرار بده (1

 ( ) ,H q N  
 : عبارت زیر را محاسبه کن (1

1

1 1

0

( ) 1
,

( 1)!

m

m m

q

H q
R

q m



 




 

 
 

 : معادلات زیر را تشکیل بده (1

1,2,..., ,j n    
1 1 1

( ) ( 1)

1

1 1 1 1

( ) ( ) ,
n n n m

m m

ij ki k ij ki k m i k

i k i k

d d m d d R x c  
  





   

    

 : محاسبه کن mcجواب دستگاه فوق را با استفاده از روش نیوتن بر حسب  (1

( 1) ( ) ( ) , 1,2,..., 1,m m m

i i iy i n      
 : معادله زیر را تشکیل بده (1

 
1

2

1

( ) ( ) ,
n

m

m m i i

i

c N 




  

 : معادله زیر را تشکیل بده (1

0,m

m

d

dc


 

)را در  mc. را محاسبه کن mcبا حل معادله فوق با یک روش عددی مقدار  (1 )m

iy قرار بده. 

1) 1m m . 

 .(7)پایان حلقه (1
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 گسسته سازی روش مارینیکا  5-3-3

 :کنیم صورت زیر تعریف میرا به عبارت  ،[16،17]در روش مارینیکا 

(5-2-2-1                                 )2

0

0 0

( ) ( ( ) )
n M

i k

i k

c N y x
 

 
   

 
  

که 
0

( )
M

i k

k

N y x


 
 
 
  عبارت است از مقدارN  در نقاط

ix ازای تابع  به
0

( )
M

k

k

y x


 . 

نیمم معادلات زیر را تشکیل برای یافتن نقطه می. کنیمنیمم میتابع فوق را می ،اکنون برای حل مسأله

 :دهیم می

(5-2-2-2                    )   1 ,k M               1( ,..., )
0,m

k

c c

c





 

را با روش نیوتن حل مجهول است که آن mمعادله جبری غیرخطی و  Mاین معادلات دستگاهی از 

  .کنیم می

 

 الگوریتم روش  5-3-3-1

 

1) , , , , , ,N n M b a   را بخوان. 

,...,1,2برای  (2 1i n  محاسبه کن : 

2

( 1)
cos( ),

( ) ( ).
2

i

n i i

i
t

n

b a a b
x t

n



 




 
 

 

,...,1,2برای  (9 1i n  قرار بده: 

4)  

( )

0 ,i

i

b
y x

b a b a

    
 

 
 

( )

0 ,iy
b a

 
 


 

( )

0 0,iy  
(0) ( ) (0) ( )

0 0, .i i

i iy y y  
 : قرار بده (5

1,2,..., 1,i n            (0) .i i

b
y x

b a b a

    
 

 
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 : محاسبه کن (6

2

11

1, 1 11

2 1 2
( )( ),

6

,n n

n
d

b a

d d 

 




 

 

1

2

1

2
( ), 2,..., ,

2(1 )

n j

jj

n

t
d j n

t j b a

 




 

  
 

1 1

( 1) 2
( )( )( ), , , 1,..., 1,

i j

i
ij

j n i n j

c
d i j i j n

c t t b a



   


   

 
 

2 1, 1

1 ,i n

i otherwisec   

 : قرار بده (7

1, 3,4,..., 1,
( ) ,

0. 1,2

i M
i

i


 
 


 

2mکه مادامی (8 M   وE  محاسبات زیر را انجام بده: 

 : معادله زیر را تشکیل بده (3

0

1

,
M

i

i

i

y y q


  

 : قرار بده (10

 ( ) ,H q N  
 : عبارت زیر را محاسبه کن (11

1

1 1

0

( ) 1
,

( 1)!

m

m m

q

H q
R

q m



 




 

 
 

 : معادلات زیر را تشکیل بده (12

2,..., ,j n    
1 1 1

( ) ( 1)

1

1 1 1 1

( ) ( ) ,
n n n m

m m

ij ki k ij ki k m i k

i k i k

d d m d d R x c  
  





   

    

 : محاسبه کن mcدستگاه فوق را بر حسب  (19

( 1) ( ) ( ) , 1,2,..., 1,m m m

i i iy i n      
 .(7)پایان حلقه (14

 : معادله زیر را تشکیل بده (15

2

( )

0 0

( ) ( ) ,
n M

m

k i k

i k

c N y
 

 
   

 
  

 : معادله زیر را تشکیل بده (16
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1 ,k M               1( ,..., )
0,m

k

c c

c





 

 .دستگاه معادلات فوق را با روش نیوتن حل کن (17

 .قرار بده( 12)را در ( 16)جواب دستگاه  (18

 .پایان (13

 نتایج عددی  5-2

و ( 1-5)ارائه شده در بخش  هایمساله مقدار مرزی دو نقطه ای را انتخاب کرده و روش دودر این بخش 

 . به کار می بریم را (5-2)

 :[ 94] بگیریدمساله زیر را در نظر :  1-2-5مثال 

(5-9-1                )     
5 5

( ) ( ) ( ) ( ), 1 1,

( 1) = sin1, (1) = sin1,

y x xy x y x f x x

y e y e

      


  
 

 در آن  که 

5 2 2 2 2( ) (24 5 ) (2 2 )cos (4 1)sinxf x x e x x x x      

5دارای جواب دقیق  2( ) = sinxy x e x است . 

 :، پارامتر های معادله هموتوپی را به صورت زیر در نظر می گیریم (1-1-1-9)با در نظر گرفتن معادله  

به صورت  Lعملگر خطی کمکی 
2

2
=

d
L

dx
1با ویژگی   2[ ] = 0L c c x  که در آن

1c  و
2c  ثابت های

 به صورت  N، عملگر غیر خطی  هستندانتگرال گیری 

 
2

0 2

( , ) ( , )
[ ( , , )] = ( , ) .

d x q d x q
N x q c x x q f x

dx dx

 
    

)0و تابع حدس اولیه  )y x  صدق می کند به ( 1-3-5)که در شرایط مرزی ( 10-1-5)بر طبق معادله

صورت 
5 5 5 5

0( ) = sin1
2 2

e e e e
y x x

  
  تفاضلات  هایدست آمده با روشه خطای مطلق ب . است

گزارش ( 9-9-5)وانگ در جدول -، مارینیکا و نیو(2-9-5)،  طیفی در جدول (1-9-5)در جدول  متناهی

-9-5)وانگ در جدول -در روشهای مارینیکا و نیواجرای الگوریتم مقادیر خطای مانده و زمان . شده است
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نشان داده ( 1-9-5)نمودار تقریبی جواب به دست آمده با روش تفاضلات متناهی در شکل . آمده است( 4

 . شده است

 n=40  و  m=20برای ( 1-9-5)دست آمده با روش تفاضلات متناهی در مثال ه خطای مطلق ب : 1-2-5جدول

i
x *

i
y i

y *| |
i i

y y 

-1 0.008484e02 0.008482e02 0 

-0.5 0.004465e02 0.003294e02 1.170599e-01 

0 0.012962e02 0.010000e02 2.962307e-01 

0.5 0.129219e02 0.124298e02 4.920621e-01 

1 1.492546e02 1.492546e02 0 

CPU Time 2.03 s 

 
 n=40  و  m=20برای ( 1-9-5)دست آمده با روش طیفی در مثال ه خطای مطلق ب : 3-2-5جدول

i
x *

i
y i

y *| |
i i

y y 

-1 0.008482e02 0.008420e02 0 

-0.7071 0.0050946e02 0.005085e02 0.897315e-03 

0 

0.7071 

0.0100166e02 0.010000e02 1.662300e-03 

0.3479365e02 0.347927e02 0.89731e-03 

1 1.4925460e02 1.492546e02 0 

CPU Time 1132.65 s 

 

 

 
 n=40  و  m=20برای ( 1-9-5)نمودار تقریب به دست آمده با روش تفاضلات متناهی در مثال  : 1-2-5شکل
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 n=20  و  m=40برای ( 1-9-5)وانگ در مثال -دست آمده با روشهای مارینیکا و نیوه خطای مطلق ب  : 2-2-5جدول

 وانگ-روش نیو روش مارینیکا 

i
x *| |

i i
y y *| |

i i
y y 

-1 0 0 

-0.89 -0.003429e-04 0.379770e-01 

-0.309 -0.236328e-04 0.853065e-01 

0.309 -0.210992e-04 0.773184e-01 

0.809 -0.143959e-04 0.244865e-01 

1 0 0 

CPU Time 18.84 s 14.24 s 

Max of relative error e-06 e-03 

 

برای ( 1-9-5)وانگ در مثال -مارینیکا و نیو هایبا روشاجرای الگوریتم خطای مانده و زمان مقایسه  : 4-2-5جدول

m=1,2,…,10  و  n=20 

 وانگ-روش نیو روش مارینیکا 

M ( )N y CPU Time ( )N y CPU Time 

1 -1.44900000 6.5400 5.96252e-00 9.0430 

2 -0.48387e-01 8.0980 8.95400e-01 8.2280 

3 -0.53378e-03 11.310 0.61195e-01 11.590 

4 -0.43144e-04 14.847 0.89122e-01 14.721 

5 0.24574e-05 18.619 0.25520e-01 18.731 

6 * * 0.15802e-02 23.010 

7 * * 0.17988e-02 27.440 

8 * * 0.47841e-03 44.430 

9 * * 0.45417e-04 38.098 

10 * * 0.47731e-04 43.896 

 

 :[ 94] مساله زیر را در نظر بگیرید:  3-2-5مثال 

(5-9-2                 )

21 1
( ) ( ) ( ) ( ) , 0 1,

2 2

1
(0) = 0, (1) = ,

2

y x y x y x y x x

y y


      


 


 

، پارامتر های معادله هموتوپی را (9-1-9)با در نظر گرفتن معادله .  معادله در دسترس نیستجواب دقیق 

 :به صورت زیر در نظر می گیریم 
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به صورت  Lعملگر خطی کمکی 
2

2
=

d
L

dx
با ویژگی  

1 2[ ] = 0L c c x  که در آن
1c  و

2c  ثابت های

 به صورت  N، عملگر غیر خطی  هستندانتگرال گیری 

2 2
2

0 2 2

( , ) ( , ) 1 ( , ) 1
[ ( , , )] = ( , ) ( ) .

2 2

d x q d x q d x q
N x q c x q

dx dx dx

  
    

و تابع حدس اولیه 
0( )y x  صدق می کند به ( 2-3-5)که در شرایط مرزی ( 10-1-5)بر طبق معادله

0صورت 

1
( ) =

2
y x x در  تفاضلات متناهی هایدست آمده با روشه ب مقادیر تقریبی جواب .  .است

. گزارش شده است( 7-9-5)وانگ در جدول -، مارینیکا و نیو(6-9-5)،  طیفی در جدول (5-9-5)جدول 

آمده ( 8-9-5)وانگ در جدول -در روشهای مارینیکا و نیواجرای الگوریتم مقادیر خطای مانده و زمان 

نشان داده شده ( 2-9-5)نمودار تقریبی جواب به دست آمده با روش تفاضلات متناهی در شکل . است

 . است

 n=40  و  m=20برای ( 2-9-5)با روش تفاضلات متناهی در مثال تقریبی جواب مقادیر  : 5-2-5جدول

i
x *

i
y 

0 0 

0.25 -0.17406 

0.5 -0.31091 

0.75 -0.41809 

1 -0.50000 

CPU Time 1.67 s 

( )N y 3.6552e-06 

 
 n=40  و  m=20برای ( 2-9-5)با روش طیفی در مثال  تقریبی جوابمقادیر : 6-2-5جدول

i
x *

i
y 

0 0 

0.1464 -0.10708 

0.5 -0.31092 

0.8535 -0.45490 

1 -0.50000 

CPU Time 1059.54 s 

( )N y 1.1010e-05 
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 n=40  و  m=20برای ( 2-9-5)نمودار تقریب به دست آمده با روش تفاضلات متناهی در مثال  : 3-2-5شکل

 n=20  و m=7برای ( 2-9-5)وانگ در مثال -مارینیکا  و نیو هایبا روشتقریبی جواب مقادیر : 7-2-5جدول

 وانگ-روش نیو روش مارینیکا 

i
x *

i
y *

i
y 

0 0 0 

0.0945 -0.0715797 -0.071579 

0.3454 -0.2302274 -0.230228 

0.6545 -0.3803379 -0.380330 

0.9045 -0.4715012 -0.471501 

1 -0.5 -0.5 

CPU Time 3907.02 32.78 s 

( )N y 2.82800e-06 3.42076e-11 

 

برای ( 2-9-5)وانگ در مثال -با روشهای مارینیکا و نیواجرای الگوریتم مقایسه خطای مانده و زمان  : 8-2-5جدول

m=1,2,…,10  و  n=20 

 وانگ-روش نیو روش مارینیکا 

M ( )N y CPU Time ( )N y CPU Time 

1 2.1578e-01 6.4310000 2.33290e-01 5.1950 

2 0.5003e-02 20.722000 6.39100e-02 8.3500 

3 1.1810e-02 92.763000 1.71300e-02 12.016 

4 2.7500e-03 356.43000 0.59550e-02 16.078 

5 6.3775e-04 1193.0100 0.20700e-02 21.640 

6 1.4687e-04 2480.6600 7.04243e-04 26.499 

7 6.5759e-04 3907.0600 2.4362e-04 32.781 

8 5.7093e-04 6693.3400 8.7062e-05 39.750 

9 3.8133e-04 119343.05 3.0987e-05 49.020 

10 7.0395e-04 21432.840 3.0987e-05 57.830 
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 نتیجه گیری 5-4

لات متناهی و طیفی به دو روش تفاض ،در این فصل برای حل معادلات دگردیسی در روش آنالیز هموتوپی

کار گرفته و جوابهای عددی به دست آمده را به عنوان تقریب های جوابهای معادلات دگردیسی مورد 

عددی با جوابهای تحلیلی این معادلات مقایسه و دقت نتایج حاصل نشان داده  جوابهای. استفاده قرار دادیم

در کاربردهای عددی روش طیفی دقت بیشتر و سرعت کمتر و روش تفاضلاتی دقت کمتر ولی . شده است

همین روشها برای حل مسائل آنالیز هموتوپی بهینه نیز مورد . سرعت بیشتری را به نمایش گذاشته است

کم پارامترهای کنترل رضایت  نتایج عددی برای روش مارینیکا فقط در حالت تعداد. رار گرفتنداستفاده ق

در روش بهینه سازی پارامترهای کنترل، در همه حالات جواب مناسب و رضایت بخش نتیجه . بخش است

د به هر حال چون روشهای عددی جواب دقیق معادلات را تقریب می کنند، بنابراین کاربر. می دهد

 .پارامترهای کنترل در روشهای عددی برای تسریع روند همگرایی تقریبها مناسب می باشند
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 فصل ششم

  پیشنهادهایی برای پژوهشها ی آتی

 
نسخه های و  [2،6،12،19،18]  کاربردهای موفقیت آمیز روش آنالیز هموتوپی در حل مسائل غیر خطی

، روش آنالیز [99] ، روش آنالیز هموتوپی  طیفی[3] روش  نظیر روش آنالیز هموتوپی تناوبی متفاوت از این

که بیشتر جنبه  منتشر شده است... و[ 13]روش آنالیز هموتوپی  چندگام ، [98] اصلاح شدههموتوپی 

 .کاربردی دارد

با این که همه این مقالات کارایی روش آنالیز هموتوپی را تاکید می کنند ولی هنوز سوالات اساسی راجع   

 . به این روش وجود دارد

ادعا می کند درجه آزادی در انتخاب مولفه های  [29]همانطور که لیائو 
0y ،L ،

0c وH  وجود دارد و می

پی به جواب اصلی مساله همگرا گردد  به عبارت دیگر، توان آنها را به گونه ای انتخاب کرد که سری هموتو

اگر یک معادله غیر خطی حداقل یک جواب داشته باشد، آنگاه حداقل یک معادله دگردیسی مرتبه صفر 

 .وجود دارد به طوری که سری جواب هموتوپی به جواب معادله اصلی همگراست

نمایش جواب، قاعده پایه کامل و قاعده وجود جواب برای تعیین این مولفه ها قاعده صورت [ 29]البته لیائو 

راهکارهای [ 44]و همکاران  21همچنین ونگوردر. را یشنهاد داده است که به فیزیک مساله وابسته است

با استفاده از روش   [99]و همکاران  22موستا. محدودی را در ارتباط با تعیین این مولفه ها ارائه کرده اند

امید است بتوان با . آزادی در انتخاب عملگر خطی کمکی در اختیار می گذارددرجه شبه طیفی چبیشف 

بسل، تابع زتای  عهرمیت، چند جمله ای لژاندر، تاب ای چند جمله استفاده از این ایده و توابع خاص نظیر

و عباسبندی . و غیره درجه آزادی بیشتری در انتخاب عملگر خطی کمکی و حدس آغازین مهیا کرد ریمان

پیشگو را پیشنهاد دادند که با استفاده از آن با مقادیر مختلف پارامتر روش آنالیز هموتوپی  [9] مکارانه

                                                 
21

 Van Gorder 
22

 Motsa 
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کنترل همگرایی 
0c  و با یک عملگر خطی کمکی و حدس آغازین یکسان جوابهای چندگانه معادلات

 .دیفرانسیل محاسبه می شود

انتخاب این مولفه ها ارائه نمود و مشکلات تحقیقات بیشتری نیاز است تا بتوان یک دستور جامع برای 

 .اعمال روش آنالیز هموتوپی را برطرف کرد

را [  26]تعمیم تبدیل اویلر و [ 5]هموتوپی -روش نیوتنمی توان  کاربردهای زیبای روش آنالیز هموتوپیاز 

تبدیلات انتگرال و تعمیم آنها امید است با استفاده از این ایده فرمولهای محاسباتی جدید برای سایر . نام برد 

 .به حالت دو بعدی و یا بالاتر ارائه نمود

پاده را معرفی و در فصل چهار برای پیش بینی مقدار مطلوب پارامتر کنترل -در فصل اول روش هموتوپی

همگرایی
0c روش ارائه شده در این فصل بر پایه این حدس است که در تقریب هموتوپی. به کار گرفتیم-

رامتر کنترل همگرایی پاده پا
0c پاده مستقل از پارامتر -حذف می شود، به عبارت دیگر، تقریب هموتوپی

کنترل همگرایی 
0c است . 

 :اکنون این سوال مطرح می شود 

مستقل از پارامتر کنترل  هداپ-آیا می توان در حالت کلی تحت قضیه ای ثابت کرد که تقریب هموتوپی

همگرایی 
0c است. 

توان از ابتدا ی اجرای روش، ق دارای این مزیت است که می پاسخ به سوال فو
0c  را مقدار ثابت در نظر

 .داد را کاهش  CPU گرفت که باعث می شود حجم محاسبات و فضای اشغالی حافظه 
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 انگلیسی به واژه نامه فارسی 

 
 Through trial and error                                    آزمون سعی و خطا                 

 Beyond perturbation                                                  آنسوی پریشندگی        

 Convergence-control vectors             گرایی                       بردارهای کنترل هم
 Taylor’s Expansion                                                   بسط تیلور                  

 Embedding parameter                                              پارامتر جانشانده            

 Auxiliary parameter                                                           پارامتر کمکی      

 Convergence-control parameter         ی                           پارامتر کنترل همگرای

 Residual function                                                       تابع مانده                  

 Euler transform                                                          تبدیل اویلر                

 Pade approximant                                                                       هداتقریب پ

 Multiple solutions             جواب های چندگانه                                               

 Interpolation error                                                            خطای درونیابی     

 Minimization process       روال مینیمم سازی                                                 

 Homotopy analysis method                         روش آنالیز هموتوپی                   

 Modified homotopy analysis method    روش آنالیز هموتوپی اصلاح شده          

 The early HAM              روش آنالیز هموتوپی اولیه                                           

 The optimal HAM                                                         روش آنالیز هموتوپی  

  One-Step optimal homotopy analysis methodم  گاوش آنالیز هموتوپی بهینه تک ر

 Optimal homotopy asymptotic method          مجانبی  وش آنالیز هموتوپی بهینهر

 Predictor homotopy analysis method        وش آنالیز هموتوپی پیشگو              ر

 Alternative homotopy analysis method                هموتوپی تناوبی   روش آنالیز

 Multistage homotopy analysis method         روش آنالیز هموتوپی چند گام       

 Spectral  homotopy analysis method          روش آنالیز هموتوپی طیفی             

    The normal HAM                                     روش آنالیز هموتوپی نرمال               

 Optimization method                              بهینه سازی                              روش
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 Shooting Methodروش پرتابی                                                                     

 Perturbation method                              روش پریشندگی                             

 Finite difference Methodروش تفاضلات متناهی                                            

 Finite element method                                    روش تفاضلات محدود            

 Spectral method                  روش طیفی                                                      

 Non-perturbation methodروش غیر پریشندگی                                              

 Rectangle method                            روش مستطیلی                                     

 Semi-analytic approach                        روش نیمه تحلیلی                            

 Newton-homotopy methodروش نیوتن هموتوپی                                           

 Optimal homotopy-analysis approach                  ویکرد آنالیز هموتوپی بهینر

 Series functionسری تابعی                                                                          

 Homotopy-series                                   سری هموتوپی                               

 Square residual error                                ده                          مربع خطای مان

 Homotopy-derivative                                                           مشتق هموتوپی

 k                                  Kth-order homotopy derivativeمشتق هموتوپی مرتبه 

                    The zeroth-order deformation equation              معادله دگردیسی مرتبه صفر    

 m                          The m-order deformation equationمعادله دگردیسی مرتبه 

  Two point boundary value problemمسأله مقدار مرزی دونقطه ای                    

 Optimal value                مقدار بهینه                                                              

منحنی های 
0c                                                                               0

c -curves 

 Valid region                  ناحیه قابل قبول                                                         

2L                                                                                           2Lنرم  -norm 

 Chebyshev points                                                  نقاط چبیشف                   

  Homotopy-Pade                                                                      هداهموتوپی پ
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 واژه نامه انگلیسی به فارسی
 

 Alternative homotopy analysis method              هموتوپی تناوبی   روش آنالیز

 Auxiliary parameter                                                          پارامتر کمکی      

 Beyond perturbation                                         آنسوی پریشندگی                

منحنی های 
0c                                                                              0

c -curves 

 Chebyshev pointsنقاط چبیشف                                                                   

 Convergence-control parameterپارامتر کنترل همگرایی                                  

 Convergence-control vectorsبردارهای کنترل همگرایی                                   

 Embedding parameterپارامتر جانشانده                                                         

 Taylor’s Expansion         بسط تیلور                                                           

 Euler transformتبدیل اویلر                                                                         

 Finite difference Methodروش تفاضلات متناهی                                            

 Finite element method                                    روش تفاضلات محدود            

 Homotopy analysis method                        روش آنالیز هموتوپی                   

 Homotopy-derivative                     مشتق هموتوپی                                      

  Homotopy-Pade                                                                    ادههموتوپی پ

 Homotopy-series                                       سری هموتوپی                           

 Interpolation error                                                          خطای درونیابی     

 k                                 Kth-order homotopy derivativeمشتق هموتوپی مرتبه 

نرم 
2L                                                                                          2L -norm 

 Modified homotopy analysis method       روش آنالیز هموتوپی اصلاح شده      

 Multiple solutionsجواب های چندگانه                                                          

 Multistage homotopy analysis methodروش آنالیز هموتوپی چند گام              

 Minimization process         روال مینیمم سازی                                              

 Newton-homotopy methodروش نیوتن هموتوپی                                           

 Non-perturbation methodروش غیر پریشندگی                                              

 One-Step optimal homotopy analysis methodوش آنالیز هموتوپی بهینه تک گامر
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 Optimal homotopy-analysis approach                  ویکرد آنالیز هموتوپی بهینر

 Optimal homotopy asymptotic methodمجانبی          وش آنالیز هموتوپی بهینهر

 Optimal value        مقدار بهینه                                                                     

 Optimization methodروش بهینه سازی                                                         

 Pade approximantتقریب پد                                                                       

 Predictor homotopy analysis method    وش آنالیز هموتوپی پیشگو                ر

 Perturbation methodروش پریشندگی                                                           

 Rectangle methodروش مستطیلی                                                                 

 Residual function                                         تابع مانده                               

 Semi-analytic approachروش نیمه تحلیلی                                                    

 Series functionسری تابعی                                                                          

 Shooting Methodروش پرتابی                                                                     

 Spectral  homotopy analysis method موتوپی طیفی                    روش آنالیز ه

 Spectral methodروش طیفی                                                                        

 Square residual errorمربع خطای مانده                                                          

 The early HAMروش آنالیز هموتوپی اولیه                                                       

 m                         The m-order deformation equationمعادله دگردیسی مرتبه 

    The normal HAMروش آنالیز هموتوپی نرمال                                                  

 The optimal HAMروش آنالیز هموتوپی  بهینه                                                 

                    The zeroth-order deformation equationمعادله دگردیسی مرتبه صفر                 

 Through trial and error               آزمون سعی و خطا                                      

   Two point boundary value proble               مسأله مقدار مرزی دونقطه ای         

 Valid regionناحیه قابل قبول                                                                         
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  (فهرست راهنما)نمایه 

 
                                                                                16               روش آنالیز هموتوپی نرمال                40            آزمون سعی و خطا           

                                  18روش بهینه سازی                                          22               بردارهای کنترل همگرایی 
 85                      روش تفاضلات متناهی              3            ط تیلور                       بس

                                                  83               روش طیفی                                   8              پارامتر جانشانده              

                       13                  رویکرد آنالیز هموتوپی بهینه            10           پارامتر کمکی                   

                                                                                                                     3                        سری هموتوپی                       11               پارامتر کنترل همگرایی    

                                                                                                                        3                   مشتق هموتوپی                           29                                 هداتقریب پ

                                                                            19          ادله دگردیسی مرتبه صفر         مع            42             خطای درونیابی              

                             97            قطه ای     سأله مقدار مرزی دون            44            روال مینیمم سازی            

                                                       18                  دار بهینه                     مق           14            روش آنالیز هموتوپی         

منحنی های            15              روش آنالیز هموتوپی اولیه 
0c                                 17           

                                                                                                                                     17                 ناحیه قابل قبول                          20             روش آنالیز هموتوپی  بهینه 

                                                     41                      نقاط چبیشف                        20           هموتوپی بهینه تک گامروش 

 25                                 هموتوپی پاده              13           مجانبی  روش هموتوپی بهینه
 

 

                                               

 
 

 

 

 

 

 

 

                                                           

                                                                                                                      
 



117 
 

Abstract 
 

In this thesis  based on pure and applied feature, we study  how to determine the 

convergence-control parameter. We specifically seek the optimal convergence-

control parameter 
0c  without plotting 

0c  curves. To overcome the limitations 

of the curves, we offer how to  find a proper convergence-control parameter. In 

this study, different approaches propose to determine the optimal convergence 

control parameter value, instead of the 
0c  curves technique, to get a convergent 

series solution, or even better, to get a faster convergent one. The hypothesis of 

this research are existence of at least a solution for the non-linear problem, 

existence of a solution as a series form for the non-linear problem and 

convergence of homotopy analysis method for the foregoing non-linear problem. 
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0c   Curves; Convergence-

Control Parameter; Optimal Convergence-Control Parameter; Homotopy-Pade 

Technique. 
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