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  سپاسگزاري

هاي اوست، خداوندي كه انسانها را به  سپاس پروردگار دانا كه گوناگوني آفرينش از نشانه 

صورت قبايل و اقوام در كنار هم قرار داده است تا همديگر را بهتر بشناسند و هيچ قومي را بر 

  .قومي ترجيح نداده است

لف در فرآيند انجام تحقيق هاي مخت دانم از همه عزيزاني كه با شيوه بر خود لازم مي 

حاضر، اينجانب را ياري نمودند كمال تشكر امتنان را داشته باشم كه مطمئناً اين مهم بدون بذل 

اميدوارم خداوند تمامي اين سروران را . گشت توجه و مساعي آن عزيزان به آساني ميسر نمي

  .در پناه خويش مصون و موفق بدارد

در مقام استاد راهنما كه پيوسته  عباسبنديجناب آقاي دكتر  در بادي امر از استاد گرانقدر 

در مراحل مختلف اين پژوهش همانند ساليان تحصيل با متانت و حوصله انجام تحقيق را 

  .نمايم اند تشكر و قدرداني مي تسهيل نموده

د كه در مقام استا جناب آقاي دكتر توفيق الهويرنلوتشكر و قدرداني از استاد ارجمند  

  ي فراوان بر غناي علمي اين پژوهش افزودند رغم مشغله مشاور، علي

دكتر غلامرضا جهانشاهلو، دكتر فرهاد تشكر و قدرداني از اساتيد محترم جناب آقايان  

  .كه زحمات  زيادي را در دوران تحصيل متحمل شدندزاده لطفي  حسين

نمودند خصوصاً همسر بردبارم كه در آخر از تمام كساني كه در انجام اين تحقيق مرا ياري  

  .اند كمال تشكر و قدرداني را دارم در خلال اين سالها همواره يگانه پشتيبان و مشوق من بوده
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  :چكيده

ام خطي  -nبراي حل معادلات ديفرانسيل فازي مرتبه  )كوتا-رونگهروش (ك روش عددي در اين تحقيق ي

)به صورت  ) ( , ), ( )y x f x y y y′ = =
0

در شـرط ليـپ      fدر ابتدا نشان مي دهيم كه اگـر  . ارائه مي گردد 0

براي يـافتن تقريبـي از ايـن     سپس. له داراي جواب منحصر به فرد فازي مي باشددق كند، اين مسأشيتس ص

ام تبديل شـده و روش   -nام به دو معادله ديفرانسيل قطعي مرتبه  -nجواب،  معادله ديفرانسيل فازي مرتبه 

در نهايت ثابت مي شود، جواب تقريبي بدست . شود بر روي هر يك از اين معادلات اعمال مي كوتا-رونگه

  .به جواب مسأ له اصلي همگرا است آمده، كه يك روش تكراري است، پايدار بوده و
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  فصل اول
  هاي فازي اي بر نظريه مجموعه مقدمه
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  مقدمه  1-1

توسط پروفسور لطفي عسگرزاده دانشمند ايرانـي تبـار و اسـتاد     1965هاي فازي در سال نظريه مجموعه  

ن گسترش و تعمق زيادي يافته و كاربردهاي اين نظريه از زمان ارائه تاكنو. دانشگاه بركلي آمريكا عرضه شد

اي اسـت بـراي    هاي فازي نظريـه  به كوتاهي نظريه مجموعه. هاي مختلف پيدا كرده است گوناگوني در زمينه

اين نظريه قادر است بسياري از مفاهيم و متغيرها و سيستمهايي را كـه  . گيري در شرايط عدم اطمينان تصميم

در عالم واقع اكثراً چنين است، صورتبندي رياضـي بخشـد و زمينـه را بـراي      نادقيق و مبهم هستند، چنانچه

  .گيري در شرايط عدم اطمينان فراهم آورد استدلال، استنتاج، كنترل و تصميم

هـا بـه صـورت     ها كه زيربناي رياضيات مـدرن اسـت، مجموعـه    همچنانكه مي دانيم در نظريه مجموعه  

به عبارت ديگر هر مجموعـه بـا يـك ويژگـي خـوش تعريـف،       . وندگردايه اي معين از اشياء تعريف مي ش

اگر يك شيء مفروض داراي آن ويژگي باشد عضو مجموعه متناظر اسـت و اگـر نباشـد    . مشخص مي شود

ويژگي   P، مجموعه اعداد حقيقي فرض شود وXعضو آن نيست به عنوان مثال فرض كنيم مجموعه مرجع 

بـا آن متنـاظر مـي     Aتعريف است كه يك مجموعـه مـثلاً    يژگي خوشيك  و  Pآنگاه» زرگتر از ده بودنب«

زيرا براي هر عدد از مجموعه اعداد حقيقي مي توان با قاطعيت گفت كه آيا آن عدد بزرگتر از ده است . شود

حال فرض كنـيم بخـواهيم در مـورد آن دسـته از مجموعـه اعـداد       . است يا خير Aيا خير و بنابراين عضو 

اينكه چه اعدادي بزرگ هستند و چه اعدادي بزرگ نيستند، بسـته بـه   . هستند صحبت كنيمحقيقي كه بزرگ 

اي بـا ويژگـي    به عبارت ديگر، عضويت يا عدم عضويت اعـداد در گردايـه  . نظر افراد مختلف، فرق مي كند

عددي بزرگ است و عضو گردايـه اعـداد حقيقـي بـزرگ اسـت يـا        100مثلاً آيا . بزرگ بودن قطعي نيست

چطور؟ از قضا بيشتر مفاهيم و ويژگيهايي كه در زندگي روزمره و واقعـي و   1.000.000چطور؟  1000ر؟خي

يعني مفاهيمي . اند هاي مختلف علوم بويژه علوم انساني و اجتماعي با آن سرو كار داريم اينگونه نيز در شاخه

ره، كمتر از كودكـان  در زندگي روزمبراي مثال ما . هايي هستند با كرانهاي نادقيق  هستند منعطف و مجموعه

كنـيم   صحبت مـي ... و  km100هكتار مسافتهاي طولاني تر از  10و زمينهاي بزرگتر از cm110بلند قد تراز

، )كوچـك (، زمينهـاي وسـيع   )كوتـاه قـد  (بلكه فهم و زبان طبيعي ما بيشتر با مفاهيمي مانند كودكان بلند قد 

چنين در علوم، به ويژه در علوم اجتماعي و انساني به جاي صـحبت  هم. سرو كار دارد) ارزان(اجناس گران 

، بـا مفـاهيم و   ...كارخانه  به بالا، شهرهاي با جمعيت بيشتر از يك ميليـون نفـرو    1000از كشورهاي داراي 

. روبرو هسـتيم ... عبارتي مانند جوامع پيشرفته صنعتي، فرهنگهاي بومي، تراكم جمعيت، كودكان كند ذهن و

هايي دقيق تصـور   ام از اين مفاهيم و تعاريف، تعاريف دقيقي نيستند كه بتوان براي هر كدام مجموعههيچكد

هاي كلاسـيك جـايي بـراي ايـن مفـاهيم نيسـت و قـالبي بـراي          در قلمرو رياضيات و نظريه مجموعه. كرد

  .صورتبندي اين مفاهيم و ابزاري براي تجزيه و تحليل  آنها وجود ندارد
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بندي و تجزيه و تحليل ايـن مفـاهيم و    هاي فازي يك قالب جديد رياضي براي صورت عهمجمو  نظريه  

هاي معمولي است  كـه موافـق بـا     اين نظريه، يك تعميم و گسترش طبيعي نظريه مجموعه. اين ويژگيهاست

  .باشد زبان و فهم طبيعي انسانها نيز مي

يه اساس كار پروفسور عسگر زاده را شرح قبل از ورود به بحث اصلي و معرفي ساختار رياضي اين نظر  

  .دهيم مي

همانطور كـه در بـالا گفتـه    . اين كار را با پيگيري مثال فوق درباره اعداد حقيقي بزرگ توضيح مي دهيم  

كند، معلوم نبودن عضـويت و يـا عـدم عضـويت      اشكال ايجاد مي» اعداد بزرگ«شد آنچه در مجموعه بودن 

  1000000ور؟چط 1000عددي بزرگ است؟  100مثلا اينكه آيا . است» بزرگ اعداد«اعداد مختلف درگردايه 

پروفسور عسگرزاده پيشنهاد كردند؛ مناسب است كـه بـه هـر عـدد از     . چطور؟ و همچنين براي ساير اعداد 

هر چـه يـك عـدد    . به عنوان درجه بزرگي آن عدد نسبت دهيم] 0و1[مجموعه اعداد حقيقي، عددي از بازه 

به يك نزديكتر باشد و بالعكس هـر  » مجموعه اعداد بزرگ« A ، عدد متناظر براي عضويت آن دربزرگتر بود

به ايـن ترتيـب بـه    . ، به صفر نزديكتر باشد Aچه عدد موردنظر كوچكتر بود، عدد مربوط به عضويت آن در

ي گوئيــم  بزرگ است يا بزرگ نيست و يا آنكه در اين باره ســاكت باشـيم م ـ   100جاي آنكه بگوييم عدد 

است يا خير مـي   Aعضو  1000به عبارت ديگر به جاي آنكه بگوئيم عدد . است 7/0درجه بزرگـي آن مثلا 

   ي عــددي از بــازه  R هرعــدد از   مسلمـاً دراين مــورد بايـد بـراي   . است   Aعضو  7/0گوئيم با درجه 

يعنـي تـابعي در نظربگيـريم كـه     . نسبت دهـيم A را به عنوان درجه و ميزان عضويت و تعلق از   I] =0و1[

  Iبـه   Rشود  كه توانستيم به يك قالب رياضي يعني يك تابع از  مشاهده مي.  باشد Iو برد آن   Rقلمرو آن

تـابع نشـانگر    بنابراين اساس كار چيزي نيست جز مفهـوم . و تحليل اعداد حقيقي بزرگ برسيم براي تجزيه

به اين ترتيب مي تـوان  . گسترش داده شده است] 0و1[بازة به  }0و 1{يك مجموعه كه برد آن از مجموعه 

بسياري ازمفاهيم بيگانه با رياضيات فعلي را وارد دنياي رياضيات كرد و تفكرات و مفاهيم و زبـان و منطـق   

  . بشري را در يك ساختار رياضي نظم وترتيب داد

  

  مفاهيم و تعاريف مقدماتي   1-2

  

يـك مجموعـه مرجـع دلخـواه باشـد، تـابع نشـانگر هـر          Xكنـيم   فـرض ): 1تابع نشانگر(تعريف  1-2-1

  .شود است كه به صورت زير تعريف مي} 0و1{به مجموعه X،يك تابع از  Xاز  Aزيرمجموعه معمولي 

 

                                         
�- Characteristic function 
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{ }: , ,A Xχ → 0 1  
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Aو يك مجموعه غيرتهي باشد Xفرض كنيد  ):1تابع عضويت(تعريف   1-2-2 X⊆    تـابع عضـويتA 

   :به صورت زير تعريف مي شود
: [ , ],A Xµ → 0 1 

)بطوريكه ) ( )A x x Xµ   .دهد را نشان ميA ، در مجموعه   xدرجه عضويت عنصر  ∋

)در حقيقت   )A xµ    درجه پذيرش ما در قبـولx    ي از بـه عنـوان عضـوA  نزديكـي مقـدار   . باشـد  مـي

( )A xµ  به عدد يك نشان دهنده تعلق بيشترx  به مجموعهA  است و نزديكي آن به صفر نشان دهنده تعلق

)باشد داريـم  Aكاملا در  xدر حالي كه . است Aبه   xكمتر  )A xµ = نباشـد   Aاصـلاً در   xو چنانچـه   1

)داريم  )A xµ =0     

را يك زير مجموعه فازي از   Xاز  Aزير مجموعه ) 2-2-1(در تعريف ): 2مجموعه  فازي(تعريف   3ـ2ـ1

X  گوئيم.  

)به جاي A(x)توان از نماد  براي اختصار و راحتي كار مي :نمادگذاري  4ـ2ـ1 )A xµ استفاده نمود .

اي از زوج هاي مرتب به  صيف يك مجموعه فازي، نشان دادن آن به صورت مجموعهروش متداول تو

  :صورت زير است

( )( ){ }, | ,A x A x x X= ∈  

}بـه صـورت  ) و يا نا متنـاهي شـمارا  (يك مجموعه متناهي   xاگر    },... , nX x x=
1

باشـد يـك زيـر     

  :صورت هاي زير مي باشد به xاز   Aمجموعه فازي 

( ) ( ) ( )
, , ... , ,

n

n

A x A xA x
A

x x x

 
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1 2

1 2
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�- Membership function 

�- Fuzzy set 
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يك مجموعـه پيوسـته    Xو هنگامي كه  . ، اجتماع است نه جمع حسابي+ زا ركه در عبارت دوم، منظو  

  :باشد نماد زير به كار مي رود

( )
,

X

A x
A

x
= ∫  

  .نخواهيم داشت A(x)=0هايي را كه براي آنها  xهمچنين . اجتماع است ،∫كه در آن منظور از علامت

  

} فرض كنيد: مثال  5ـ2ـ1 }, , , ,X = 1 2 3 4 كه كوچك بودن را نشان مي  Xاز  Aيك زيرمجموعه فازي 5

  :دهد، ميتواند توسط تابع عضويت زير تعريف شود

( )

,

/ ,

/ ,

/ ,

,

x

x

A x x

x

x

=
 =

= =
 =


=

1 1

0 6 2

0 3 3

0 1 4

0 5

 

)اينجا مثلاً در ) /A =2 0 6   .است Aعضو مجموعه فازي  0/6يعني  عدد دو با در جه   

  

  

  

  

  

  

 

  

  

  

  

  كوچك بودن :Aته مجموعه فازي سنمودار تابع گس:)1-1شكل (

  

]فرض كنيد :مثال  1-2-6 ],X = 0 يـك  نزد«كه نشان دهنده ويژگي  Xاز  Aيك زير مجموعه فازي . 2000

  :مي باشد، مي تواند توسط تابع عضويت زير تعريف شود» 1000به 

�        �          �          �           �   
x 

A(X) 

 

�  

�/� 

�/�  

�/�  



 


 

 

( )
,

,

x
x

A x
x

x


≤

= 
− <



1000

1000

2000
1000

1000

 

 

  

)در اينجا ) ( ) /A A= =200 1800 0 عضـو   2/0، هر دو با درجه عضـويت   1800و 2000مثلاً  يعني اعداد   2

  .هستند  Aمجموعه فازي 

  

  

  

  

  

  

  

  0100اعداد نزديك به : Aي نمودار تابع عضويت مجموعه فاز: )2-1شكل (

  

. يك زيرمجموعه فازي از آن باشـد  Aيك مجموعه مرجع و  Xفرض كنيد ): 1تكيه گاه(تعريف    1-2-7

)كه براي آن نقاط  Xمجموعه نقاطي از  )A x > نشـان داده مـي    SUPP(A)ناميده شده و با  Aتكيه گاه  0

  :شود يعني

( ){ }( ) .SUPP A x X A x= ∈ >0  

نرمال ناميده ميشـود هرگـاه فقـط يـك       Xاز   Aفازي  مجموعه  ):مجموعه فازي نرمال(تعريف   1-2-8

oxعضومانند X∈ طوريكه وجود داشته باشد به( )A x =
0

 .درغير اينصورت آن را زير نرمال گوييم 1

 

يك زيـر   Aيك مجموعه مرجع متناهي و   Xفرض كنيد  : )2عدد اصلي مجموعه فازي(تعريف   1-2-9

 :شود به صورت زيرتعريف مي  Aعدد اصلي . مجموعه فازي از آن باشد

( ),
x X

A A x
∈

= ∑ 

                                         
�- Support 

�- Cardinal number of fuzzy set 

A(x) 

� 

����                           ����         ����                ���                �  

 

x 



 

� 

 

در صورت وجـود انتگـرال زيـر بـه       Xاز   Aنامتناهي باشد، عدد اصلي زيرمجموعه فازي  Xدر صورتيكه

  :صورت زير تعريف مي شود

( ) ,
x

A A x dx= ∫  

  

را زيـر   Aباشـند،   Xدو زير مجموعه فـازي از   Bو  Aاگر  ):زير مجموعه هاي فازي(تعريف   1-2-10

Aگوييم و مي نويسيم  Bمجموعه فازي  B⊆ اگر و تنها اگر: 

  
( ( ) ( ) ),x x X A x B x∀ ∈ ⇒ ≤ 

 

  
                     

  

  

 

  Bزير مجموعه فازي  A: )3-1شكل (

  

را مسـاوي گـوييم و    Xاز   Bو  Aدو زيرمجموعه فـازي ): هاي فازي تساوي مجموعه(تعريف   1-2-11

Aنويسيم  مي B= اگر و تنها اگر: 

( ) ( )( ) ,x x X A x B x∀ ∈ ⇒ = 

  

   :را تهي مي گوييم اگروتنها اگرXاز   Aازي زير مجموعه ف): مجموعه فازي تهي(تعريف   12- 1-2

                                 ( )( ) ,x x X A x∀ ∈ ⇒ = 0 

  

 :گوييم اگر و تنها اگر را تام مي Xفازي از  Aزير مجموعه  ):1مجموعه فازي تام(تعريف   1-2-13

( )( ) ,x x X A x∀ ∈ ⇒ =1  

: باشد همواره داريم Xيك زير مجموعه فازي از  Bو  Xز زيرمجموعه فازي تام ا Aواضح است كه اگر 

,B A⊆  

                                         
�- Complete fuzzy set 

B 

A 

 
x 



 

� 

 

كه با تـابع عضـويت زيرتعريـف     Xاز 'A زير مجموعه فازي  ):1مم مجموعه فازيمت(تعريف  1-2-14

 .مي ناميم Xاز  Aشود متممم زيرمجموعه فازي  مي

( ( ) ( )),x x X A x A x′∀ ∈ ⇒ = −1  
  

X :همچنين داريم ∅′Xو ∅=′ =. 

  

،  Xاز Aرا كه درجه عضويت آنها در زير مجموعـه فـازي    Xعناصري از : 2)برش - α(يفتعر 1-2-15

)حداقل )< α ≤ α0   :پس. نمايش مي دهيم Aαگوييم و به A  برش - αباشد،  1

( ){ } , ( )A x X A xα = ∈ ≥α < α ≤0 1 

  

}فرض كنيم  :مثال  1-2-16 }, , , , ,X = − −2 1 0 1 2 بـه صـورت زيـر     Xاز   A زير مجموعه فـازي  . 3

  :تعريف شود

/ / / / / /
, , , , , ,A

  
= 

− −  

0 2 0 5 0 9 0 32 0 7 0 1

2 1 0 1 2 3

  

  :در اين صورت داريم

{ }

{ }

{ }

, , , , , , /

, , , / /

, / /

, /

Aα

 − − < α ≤


− < α ≤
= 

< α ≤
∅ < α ≤

2 1 0 1 2 3 0 0 4

1 0 2 0 4 0 8

0 0 8 0 9

0 9 1

  

  

را محدب گوييم اگـر و تنهـا    Xاز  Aزير مجموعه فازي ): 2فازي محدب   مجموعه (تعريف    1-2-17

 :اگر رابطه زير برقرار باشد

[( , , [ , ]) ( ( ) ) min ( ( ), ( ) )].x x x x X A x x A x A x∀ ∀ ∀λ ∈ λ∈ ⇒ λ + −λ ≥
1 2 1 2 1 2 1 2

0 1 1  

  

Xفرض كنيم  :مثال  1-2-18 R= .  زير مجموعه  فازيA  ازX  و با تابع » قريباً صفرت«كه بيانگر ويژگي

 .عضويت زير تعريف مي شود يك مجموعه فازي محدب است

                                         
�- Complement of fuzzy set 

�- Convex fuzzy set 



 

�� 

 

( ) ,

x

A x e x
−

= − ∞< < + ∞

2

2  
  

) زيرا اگـر فـرض كنـيم     ) ( )min ( ),A x A x A x  = 1 2 1
در ) حالـت ديگـر اثبـات  مشـابه  مـي باشـد      (   

  :اينصورت

( )x x x x x x≤ − = + −2 2 2

1 2 1 2 1 2
0 2 x: پس   x

x x− ≥ − −
2 2

1 2

1 2
2 2

  :در نتيجه  

. ( ). ( ),

x x

x x
e e e A x A x

− −
− ≥ =

2 2

2 2

1 2 2 2

1 2
  

  :از طرفي

[ ]
( )

( )
( ) . .

x x

x x
A x x e e e

λ −λ
− −

−λ −λλ + − λ =

2 2 2 2

1 2

1 2

1

12 2

1 2
1  

[ ] [ ]
( ) ( )

( ) . ( ) .
x x

A x A x e
λ −λ −λ −λ=
2 2

1 2
1 1

1 2
           

   [ ] [ ] [ ]
( ) ( )

( ) . ( ) . ( ). ( )A x A x A x A x
λ −λ λ −λ

≥
2

2
1 1

1 1 1 1
   

                                     [ ]
( ) ( )

( )A x
λ + −λ + λ −λ

=
2 2

1 2 1

1
        

                                                           ( )A x=
1

        
         

1قدر مطلق عدد، نزديك به «نشان دهنده ويژگي   Rاز  Cفرض كنيد زيرمجموعه فازي  :مثال  1-2-19

2

  «

  .با تابع عضويت زير تعريف شود

  

( )

,

,

,

,

x

x x

C x

x x

x

≤ −


  − + − < ≤   = 
  − − < ≤   


<

2

0 1

1
1 4 1 0

2

1
1 4 0 1

2

0 1

  

,ه فازي محدب نيست زيرا با فرضيك مجموع Cدر اينجا  ,x x= − = λ =
1 2

1 1 1

2 2 2

  :و داريم  

( ) ( ) ( ), min , ,C x x C x C x λ + − λ  = =   1 2 1 2
1 0 1  



 

�� 

 

 

  Cنمودارتابع عضويت مجموعه فازي غير محدب : )4-1شكل(

  

 α−را كرانـدار گـوييم اگـر    Xاز  Aزيـر مجموعـه فـازي   ): 1ارمجموعه فازي كراند(تعريف    1-2-20

αبراي هر(   Aبرشهاي >  :كراندار باشد يعني) 0

( ); ,M x x A x Mα α α∀α > ∃ ∀ ∈ ⇒ ≤0  

)كراندار است زيرا براي هردر مثال فوق يك مجموعه فازي  Cمجموعه فازي :مثال  21- 1-2 )α > α0 

Mα مي توان در نظر گرفت = 1.  

  

Rاز Aزيرمجموعه فازي  :مثال  1-2-22
+ با تابع عضويت زير تعريـف  » بزرگ بودن«نشان دهنده ويژگي  

  .مي شود

( )

,

,

,

x

x
A x x

x

< <
 −

= ≤ ≤


≤

0 0 10

10
10 100

100

1 100

  

A اي هر يك مجموعه فازي كراندارنيست زيرا برα Aداريم  0< R
+

α = كراندار  A برش α−پس هيچ   .

  .نيست

   

                                         
�- Bounded fuzzy set 



 

�� 

 

   عملگرهاي مجموعه هاي فازي   1-3

   

به صورت  يك مجموعـه فـازي بـا     Xاز  Bو Aاجتماع دو زير مجوعه فازي  ):1اجتماع(تعريف   1-3-1

  :شود ت زير تعريف ميتابع عضوي

( ) [ ] ( )( ) max ( ) , ( ) ( ) ( ) , ,A B x A x B x A x B x x X= = ∨ ∀ ∈∪  
  

  

  

  

  

  

Aو Bو  Aنمودار تابع عضويت : )5-1شكل ( B∪  

 

به صورت يك مجموعه  فازي بـا   Xاز  Bو Aاشتراك دو زيرمجموعه فازي  ):2اشتراك(تعريف    1-3-2

 :تابع  عضويت زيرتعريف ميشود

( ) [ ] ( )( ) min ( ) , ( ) ( ) ( ), ,A B x A x B x A x B x x X= = ∧ ∀ ∈∩  
  

  
Aو Bو  Aنمودار تابع عضويت : )6-1شكل ( B∩  

                                         
�- Union 

�- Intersection 

A B 

X 

x 

A                           B 



 

�� 

 

  

 :مجموعه فازي تهي باشد روابط زيربرقرارند ∅يك مجموعه مرجع  و Xاگر  :تذكر   1-3-3

( )( ),x x X X x∀ ∈ ⇒ =1 

( )( ) ,x x X x∀ ∈ ⇒∅ =0  

و  1هاي فازي برقرار نيست قوانين شموليت هاي معمولي كه در زمينه مجموعه تنها قوانين مربوط به مجموعه

 :هاي فازي در حالت كلي يعني براي مجموعه. است 2طرد

,A A′≠∅∩ 

,A A X′≠∪  
  

}فرض كنيم: مثال  1-3-4 }, ,X = 1 2 » 2تقريبـاً «دهنـده ويژگـي    كه نشـان  Xزير مجموعه فازي از  Aو  3

 .باشد كه با تابع عضويت زيرتعريف ميشود

/ , / ,

( ) , '( ) ,

/ , / ,

x x

A x x A x x

x x

= = 
 

= = = = 
 = = 

0 2 1 0 8 1

1 2 0 2

0 2 3 0 8 3

  

  

( ) ( )
/ ,

' ( ) , ' ( ) ( )

/ ,

x

A A x x A A x X x

x

=


= = ⇒ ≠
 =

0 8 1

1 2

0 8 3

∪ ∪  

 

( ) ( )
/ ,

' ( ) , ' ( ) ( )

/ ,

x

A A x x A A x x

x

=


= = ⇒ ≠ ∅
 =

0 2 1

0 2

0 2 3

∩ ∩ 

  

   3اصل گسترش  1-4

ايـن اصـل ابـزاري    . مجموعه هاي فازي اسـت  اصل گسترش يكي از مفاهيم اساسي و كليدي در نظريه 

. اي كه به صورت كميت هاي فـازي درآينـد   است براي گسترش و تعميم مفاهيم رياضي غيرفازي ، به گونه

  .اين اصل به ويژه در تعميم عملگرهاي جبري بين اعداد و تعريف اين عملگرها براي اعداد فازي مفيد است

                                         
�-Inclusion 

�- Exclusion 

�- Extension principle 



 

�� 

 

f:فرض كنيد يك تابع معمولي ماننـد   X Y→  ايـن تـابع بـه هـر     . داريـمx  ازX   نقطـه اي ازY  را

بـر يـك    عمل كند  Xرا طوري گسترش دهيم كه به جاي اينكه بر يك نقطه از  fخواهيم حال مي .نگارد مي

) Xهـاي  فـازي    مجموعه زيرمجموعـه ( F(X)به  Xاز   fيعني قلمرو . عمل كند  Xزير مجموعه فازي از 

 A، مـثلاً  Xبـر يـك زيرمجموعـه فـازي از      fآنچه مهم است، تعريف مقدار حاصل عمل . داده شودتعميم 

نباشـد بلكـه يـك      Yديگـر يـك نقطـه از    Aبـر   fيعني حاصـل عمـل    f(A)مسلماً انتظار داريم كه . است

ر در حقيقت هدف اصلي از مطالب فوق اين است كه بـدانيم تصـوي  . باشد Bمانند   Yزيرمجموعه فازي از 

بـرد تـابع    چه ميزان عضويتي در  fتابع مانند  يك عضو با ميزان عضويتش از يك مجموعه فازي تحت يك

  .دارد

 

 

 

 

 

  

 

  روش عمل يك تابع معمولي:  )7-1شكل (

  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  روش عمل يك تابع براساس اصل گسترش: )8-1شكل(

  

 

f:يـك تـابع بـه صـورت       fدومجموعه و Yو Xفرض كنيد  :تعريف  1-4-1 X Y→ وA     يـك زيـر

و  Xهاي فازي  را به زير مجموعه fتوانيم قلمرو  كند كه مي اصل گسترش بيان مي. باشد Xمجموعه فازي از 

  : به صورت زير گسترش دهيم

{ }( ) ( , ( ) ) | ( ) , ,B f A y B y y f x x X= = = ∈  

X                                                                              Y 

f : X→Y 

f : F(X)→ F(Y) 
 
��� ������B=f(A) 

 
��� ������A 



 

�� 

 

  كه درآن

( )

( )

( )

, ( )

( ) ,

,

x y f x

SUP A x f y

B y

f y

−

=

−

 ≠ ∅



= 


= ∅


1

1
0

  

)و  X=Zفرض كنيم :مثال   1-4-2 )y f x x= = 2 به صورت » تقريباً دو«بيانگر  xاز  Aزيرمجموعه فاز  

  .زير باشد

/ / / / / / / /
, , , , , , , , ,A

 
=  

− − 

0 2 0 4 0 6 0 8 1 0 8 0 6 0 4 0 2

2 1 0 1 2 3 4 5 6

 

  :در اين صورت باتوجه به اصل گسترش داريم

/ / / / / /
, , , , , , ,B

 
=  
 

0 6 0 8 1 0 8 0 6 0 4 0 2

0 1 4 9 16 25 36

  

)در اين مثال اصل گسترش بيان مي كند كه با اعمال تابع )y f x x= =  ـ  2 » تقريبـاً دو «ر مجموعـه فـازي   ب

  .حاصل شده است» مجذور، تقريبادًو«مجموعه فازي 

  

ــف 1-4-3 ــرب( تعري ــارتي حاصلض ــد  ): 1دك ــرض كني nX,...,ف X
1

،n ــع و ــه مرج  مجموع

.... nX X X= × ×
1

nA,...,همچنين . باشد حاصلضرب دكارتي آنها  A
1

، n     زيرمجموعه فازي بـه ترتيـب

,از ...,nX X
1

nA,...,دراينصورت حاصلضرب دكارتي. باشند  A
1

  Xبه صورت يك زير مجموعه فازي از  

  :تعريف مي شود كه براي آن

( ) ( ){ } ( )
...

... min , ... , / ,... , ,
n

n n n nX X
A A A x A x x x

× ×
× × = ∫

1

1 1 1 1
  

  :گربه عبارت دي

( ) ( ){ }... ( ,..., ) min ,... , ( ) ,n n n nA A x x A x A x× × =
1 1 1 1

  
 

}فـرض كنيـد   :مثال 1-4-4 },X =
1

1 }و 2 }, ,X =
2

1 2 /و 3
,A

 
=  
 

1

1 0 2

1 2

/و  /
, ,A

 
=  
 

2

0 0 4 0 7

1 2 3

 .

  :آنگاه

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
/ / / /

, , , , , ,
, , , , , ,

A A
  

× =  
  

1 2

0 0 4 0 7 0 0 2 0 2

1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3

  

                                         
�- Cartesian product 



 

�� 

 

  

يـك   fهمچنـين فـرض كنيـد    . ظر بگيريددر ن تعريف قبل رامفروضات  ):اصل گسترش(تعريف   1-4-5

)يعني. باشد Yبه مجموعه  Xنگاشت از  ), ... , ny f x x=
1

زيـر مجموعـه    nبـر   fحال، حاصل عمـل  . 

,فازي ... ,nA A
1

  .شود به صورت زير تعريف مي Yاز  Bبه عنوان يك زير مجموعه فازي  

( ) ( )( ) ( ){ },... , , | ,... , , ,... ,n n n nB f A A y B y y f x x x X x X= = = ∈ ∈
1 1 1 1

  

  :كه در آن

( ) ( )

( ) ( ){ } ( )

( )

, ... ,

, ... ,

min , ... , ,

,

n

n

n n
x x

y f x x

SUP A x A x f y

B y

f y

−

=

−

 ≠ ∅


=


= ∅

1

1

1

1 1

1
0

  

  

Xفرض كنيد : مثال  1-4-6 X Z= =
1 2

Aو  
1

Aو 
2

بـه ترتيـب نمايشـگر     Zدو زير مجموعـه فـازي از    

  :به صورت زير باشند» تقريباً يك«و » تقريباً صفر«

/ / / /
, , , , ,

/ / / /
, , , , ,

A

A

 
= 

− − 

 
= 

− 

1

2

0 2 0 5 1 0 5 0 2

2 1 0 1 2

0 2 0 5 1 0 5 0 2

1 0 1 2 3

  

f:همچنين  X X Y× →
1 2

)به صورت   ),y f x x x x= = +2 2

1 2 1 2
  در اينصورت 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
/ / / /

, , ... , , , ... , ,
, , , , ,

A A
  

× = 
− − −  

1 2

0 2 0 2 1 0 5 0 2

2 1 2 0 0 1 0 2 2 3

  

  و بنابراين طبق اصل گسترش

( )
/ / / / / / / /

, , , , , , , , , ,B f A A
 

= = 
 

1 2

0 5 1 0 5 0 5 0 5 0 2 0 2 0 2 0 2

0 1 2 4 5 8 9 10 13

  

yبه عنوان مثال اگر  = و عـدد دو حاصـل شـده     بر روي آنهـا اثـر نمـوده    fپس زوجهاي مرتبي كه تابع  2

)عبارتند از  ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,− − − −1 1 1 1 1 1 1   :در اينصورت. 1

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }
{ }

, , , , , , ,

/ , / , / , / /

B SUP A A A A A A A A

SUP

= × − − × − × − ×

= =

1 2 1 2 1 2 1 2
2 1 1 1 1 1 1 1 1

0 2 0 5 0 2 0 5 0 5

  

  



 

�
 

 

  1اعداد فازي   1-5

را يك عدد فازي گوئيم هر گاه نرمال، محدب  Xاز  Aزيرمجموعه  فازي ): اعداد فازي(تعريف   1-5-1

  .و داراي تابع عضويت پيوسته و كراندار باشد

  .دهيم نمايش مي Eمجموعه تمام اعداد فازي را با : قرارداد   1-5-2

را عـدد   Aتـوان   مـي . با تابع عضويت زير يك عدد فازي است Rاز  Aفازي   زير مجموعه: مثال   1-5-3

  .تعبير كرد» تقريباً صفر«فازي 

 

( )
, [ , ]

, .

x x
A x

o w

 − ∈ −
= 


1 1 1

0

  

  

 

 

 

  

  

 

  

 

  

  »تقريباً صفر«نمودار تابع عضويت عددي فازي : )9-1شكل (

  

اين اعداد نوع خاصي از اعداد فازي هستند كه ويژگـي آنهـا در نـوع     ):LRاعداد فازي (تعريف    1-5-4

  :داراي تابع عضويتي به صورت زير باشد Aاگر عدد فازي . تابع عضويت آنهاست

( )L x
x

=
+ 2

1

1

( )

,

,

m x
L x m

A x
x m

R x m

 − 
≤  α 

= 
 − >  β 

  

                                         
�- Fuzzy numbers 

�          ��  
x 

A(x) 

 

�  



 

�� 

 

]به +Rصعودي از  توابعي غير Rو  Lكه در آن  . ]0 )و 1 ) ( )L R= =0 0 را يـك عـدد فـازي     A، آنگاه  1

LR  ناميده و با نماد( ), ,
LR

A m= α β دهيم نشان مي .L  وR  ،را توابع مرجعm   را ميانـه و,β α   را بـه

  .ناميم مي Aب پهناي چپ و راست ترتي

)فرض كنيد  و : مثال 1-5-5 )
| |

R x
x

=
+

1

1 2

mو   = αو 5 = βو 2 = 3.  

( )

( )

,

,

x
L x

x

A x
x

R x
x

 − 
= ≤ 

  −  +    
= 

−  = >  − 
+



2

5 1
5

2 5
1

2

5 1
5

3 2 5
1

3

  

  

A تعبير كنيم» 5تقريباً «توانيم عدد فازي  را مي.  

  
  »تقريباً پنج«نمودار تابع عضويت عدد فازي : )10-1شكل (

  

)اگر):  Lعدد فازي(تعريف    1-5-6 ), ,
LR

A m= α β وL R= .   در ايـن صـورتA    را يـك عـدد

)نماد ناميده و آن را با  Lفازي  ), ,
L

A m α β دهيم نمايش مي.  

  



 

�� 

 

)فرض كنيد  ):1عدد فازي مثلثي(تعريف    1-5-7 ), ,
L

A m= α β  . در اين صورتA  را يك عدد فازي

  :مثلثي گوئيم  اگر

( )
,

, .

x x
L x

o w

− ≤ ≤
=


1 0 1

0

  

  

  فرض كنيد: مثال   1-5-8

( )
,

, .

x x
L x

o w

− ≤ ≤
=


1 0 1

0

)و   ), ,
L

A = 5 2   :در اينصورت 4

  

( )
,

,

x x
L x

A x
x x

L x

 − − 
= ≤ ≤ 

  
= 

− −  = ≤ ≤   

5 3
3 5

2 2

5 9
5 9

4 4

  

 .تعبير كرد» 5تقريباً «توان عدد فازي  را مي Aعدد فازي 

 

 

 

  

  

 

  

  

  »5تقريباً «نمودار تابع عضويت عدد فازي : )11-1شكل (

  

)فرض كنيد  ):2عدد فازي نرمال(تعريف    1-5-9 ), ,
L

A m= α β .ن صورت در ايA  را يك عدد فازي

:نرمال گوئيم هر گاه  ( ) xL x e−=
2

.  

  

                                         
�- Triangular fuzzy number 

�- Normal fuzzy number 

 

x 

�                      �                 �  

A(x) 

  

�  

  



 

�� 

 

)فرض كنيم :مثال   1-5-10 ) xL x e−=
2

)و ), ,
L

A = 0 1   :در اينصورت 1

( )
,

,

x

x

x
L e x

A x
x

L e x

−

−

 − 
= ≤ 

  
= 

−  = >   

2

2

0
0

1

0
0

1

  

  .تعبير كرد» تقريباً صفر«توان عدد فازي  را مي Aعدد فازي 

 

  »تقريباً صفر«نمودار تابع عضويت عدد فازي : )12-1شكل (

  

)فرض كنيد  ):1عدد فازي سهموي(تعريف   1-5-11 ), ,
L

A m= α β .  در اين صـورتA    را يـك عـدد

): فازي سهموي گوئيم هر گاه )
,

, .

x x
L x

o w

 − ≤ ≤
= 


2
1 0 1

0

.  

  

)فرض كنيم  :مثال   1-5-12 )
,

, .

x x
L x

o w

 − ≤ ≤
= 


2
1 0 1

0

)و   ), ,
L

A = 0 1 1   :در اينصورت  

( )
,

,

x
L x x

A x
x

L x x

 − 
= − − ≤ ≤ 

  
= 

−  = − ≤ ≤   

2

2

0
1 1 0

1

0
1 0 1

1

  

  .تعبير كرد» تقريباً صفر«توان عدد فازي  را مي Aعدد فازي 

  

                                         
�- Parabolic fuzzy number 



 

�� 

 

  
  »تقريباً صفر«نمودار تابع عضويت عدد فازي : )13-1شكل (

  

فرم پارامتري يك عدد فازي دلخواه را با يك زوج مرتـب بـه    ):فرم پارامتري عدد فازي(تعريف  1-5-13

)صورت  ) ( )( ),U r U r كهr≤ ≤0   .دهيم و شرايط زير برقرار است نشان مي 1

1( ( )U r يك تابع كراندار، غيرنزولي و پيوسته چپ روي[ , ]0   .است 1

2 (( )U r  يك تابع كراندار، غيرصعودي و پيوسته چپ روي[ , ]0   .است 1

≥rبراي) 3 ≤0 1  ،( ) ( )U r U r≤  

)به صورت  βواضح است كه يك عدد قطعي  ) ( )U r U r= = β  ،r≤ ≤0   .باشد مي 1

. ترازهاي آن پيوسـته انـد، باشـد    αتمام اعداد فازي محدب، نرمال و نيم پيوسه بالا كه همه  Eفرض كنيم 

vكه اگر اين بدان معني است  E∈  آنگاه مجموعه- α ترازهاي [ ] { | ( ) }v s v sα = ≥ α يـك بـازه بسـته     ,

  كراندار است كه به صورت زير نمايش داده مي شود

[ ] [ ( ), ( )], ( , ],v v vα = α α α ∈ 0 1      

 

.و داريم  ( , ][ ] [ ]v vα∈ α=
0 01
∪   

sاگـر بـراي هـر   ,u=v مسـاوي ناميـده   vو   u دو عدد فـازي  ∈ℜ   داشـته باشـيم u(s)=v(s)   و يـا بـراي

]هر , ]α ∈ 0 ]داشته باشيم 1 ] [ ]u vα α=  

  

u,اگر :لم 14- 1-5 v E∈ اينصورت براي در( , ]α ∈ 0 1  داريم ,

  

[ ] [ ( ) ( ), ( ) ( )],u v u v u vα+ = α + α α + α  

[ . ] [min ,max ],u v k kα =  
  كه درآن



 

�� 

 

{ ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )}.k u v u v u v u v= α α α α α α α α  
   

] فرض كنيم : لم 1-5-15 ( ), ( )]v vα α , ( , ]α ∈ 0   اگر. شند يك خانواده از بازه هاي غير تهي با1

]        )الف ( ), ( )] [ ( ), ( )]v v v vα α ⊃ β β  براي,< α ≤ β0 

  و 

] )               ب lim ( ), lim ( )] [ ( ), ( )]k k
k k

v v v v
→∞ →∞

α α = α α  

)كه در آن  )kα  يك دنباله غير نزولي همگرا به( , ]α ∈ 0 ) ,اسـت،آنگاه خـانواده  1 , ]α ∈ 0 1 , [ ( ), ( )]v vα α 

ــاي   ــه ه ــد    -αمجموع ــازي مانن ــدد ف ــك ع ــراز ي v ت E∈   ــد ــي ده ــايش م ــ. نم ــراب  لعكس اگ

( , ],α ∈ 0 1 [ ( ), ( )]v vα α  مجموعه هايα-  تراز يك عدد فازي مانندv E∈  و  )الف(باشند آنگاه شرايط

  .برقراراند )ب(

  

v: نگاشت.يك بازه حقيقي باشد Iفرض كنيم  :كالامشتق سي تعريق 1-5-16 I E→  فـازي   ينـد يـك فرا

]به اترازهاي آن ر -αناميده ميشود و ما ( )] [ ( , ), ( , )]v t v t v tα = α α   كالاي مشـتق سـي  . نمايش مـي دهـيم

( )v t′از v  به صورت زير تعريف مي شود .  

[ ( )] [ ( , ), ( , )],v t v t v tα

′′′ = α α ( , ]α ∈ 0 1  

)عدد فازي  ترازهاي -αمشروط بر آنكه بازده هاي فوق تشكيل  )v t′را بدهد .  

)،  vيك انتگرار فازي از فرآيند فازي نمودن : تعريف انتگرال فازي 1-5-17 ) ( )
b

a
v t d t∫  بـراي a ,b   بـه

  . صورت زير تعريف مي شود

( , ]α ∈ 0 1 ( ) ( )] [ ( , ) ( ), ( , ) ( )],
b b b

a a a
v t d t v t d t v t d tα = α α∫ ∫ ∫  

  . راست موجود باشد  كه انتگرال ليگ در سمتنآ مشروط به

  

v:اگر : تبصره 1-5-18 I E→كالاي مشتق پذير سيكالا و مشتق سيv′ رويI  انتگرال پذير باشد ، آنگاه  

( ) ( ) ( ) ( ) , ,
b

a
v t v a v s d s a t I′= + ∈∫  

  

در اينصـورت  . باشـند   Eمجموعـه هـاي فـازي در     u ,vفرض كنيم : تعريف فاصله هاسدورف 1-5-19

  ، به صورت زير تعريف مي شود نمايش داده مي شود D(u,v)فاصله ها سدورف آنها كه به صورت 
                              : {},D E E R+× → 0∪  



 

�� 

 

[ , ]

( , ) sup max{| ( ) ( ) |,| ( ) ( ) |}D u v u v u v
α∈

= α − α α − α
01

.  

  است  u , vترازهاي  - αبيشترين فاصله بين   D(u,v) معني كهبدين 

  

nفرض كنيم 
E∈u ك بردار فازي يn - در اينصورت .بعدي باشد( , ,..., )t

nu u u=
1 2

u وα- تراز آن يك

  بعدي به صورت زير است  n–بردار بازه اي 

[ ] ([ ] ,...,[ ] )t
nu uα α α=

1
u , 

iu داريم i=1,…,n  برايكه  E∈ .همچنين مي توان نوشت:  

[ ] [ ( ), ( )] ([ ( ), ( )],...,[ ( ), ( )]) .t
n nu u u uα = α α = α α α α

1 1
u u u  
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  فصل دوم
  با تحقيق مروري بر مطالب در رابطه
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  مقدمه  2-1

كوتا است - اين فصل ابتدا روش هاي اويلر و تيلور و قضاياي مربوط به آنها كه زيربناي روش رونگه در

در  1براي تقريب جواب يك معادله ديفرانسيل مرتبه  4كوتاي مرتبه -مطرح مي شود سپس روش رونگه

شرايطي، كه روي آن يك معادله ديفرانسيل داراي جواب منحصر به فرد است حالت قطعي را شرح داده و 

كوتا براي تقريب جواب يك معادله - در پايان فصل چگونگي اعمال روش رونگه. را مطرح مي نمايد

و مباحث مربوط در خصوص همگرايي اين روش به جواب معادله ديفرانسيل مفروض  n-ديفرانسيل مرتبه

  .مطالعه قرار خواهد گرفت موردبه صورت مبسوط 

  

  مفاهيم اساسي 2-2

در اين بخش تعريف مرتبه همگرايي كه در حالت خاص مفهومي براي شناسايي ميزان سرعت 

  .همگرايي يك روش عددي به جواب معادله ديفرانسيل است ارائه مي گردد

}فرض كنيد دنباله  ):همگرايي  مرتبه(تعريف  1- 2–2 }nx به عدد α همگرا باشد و اعداد ثابت، حقيقي

limچنان باشند كه   pو cومثبت
( )

n

pn
n

x
C

x

+

→∞

− α
=

− α

}را مرتبه همگرايي دنباله pدر اين صورت   1 }nx 

}ويند همگرايي دنبالهگ نامند و مي αبه  }nx بهα  ازمرتبهp است.  

  

  باشند، همواره  hدو تابع از  g(h)و f (h)اگر  ):O)اوي بزرگ((تعريف   2- 2-2

( )g h ): و داشته باشيم 0≠ )
lim

( )
h

f h
C

g h
→ = ≠
0

)گوئيم در اينصورت مي 0 ) ( )( )f h O g h=.  

)درحالت خاصي كه ) pg h h=  كه در آنP R
): داريم  ∋+ ) ( )

p
f h O h=  

  .كند سريعتر به صفرميل مي f(h)بزرگتر باشد   pهرچه

  

)اگر  ):o)اوي كوچك((تعريف   3- 2-2 )f h  و( )g h  دو تابع ازh  ،همواره  باشند( )g h ≠ داشته  و0

):باشيم )
lim

( )h

f h

g h→
=

0

)و اگرf(h)=o(g(h)) گوئيم  دراينصورت مي 0 )
p

g h h= آنگاه( ) ( )
p

f h o h=  به

pسريعتر از f(h)عبارت ديگر 
h كند به صفر ميل مي.  

  

  داشته باشيم  hتوابعي از  g(h)و h)  ( fاگر :نماد  4- 2-2
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( ) ( ) ( ) ( )P
P N f h g h O h∈ = + )شود  در اين صورت اصطلاحاگًفته مي  )g h و   f(h) زتقريبي ا 

Pخطا متناسب با
h است.  

  

  )قطعي(ائل مقدار اوليه در معادلات ديفرانسيل معمولي مس 2-3

  :يك مسئله مقدار اوليه مرتبه اول در حالت كلي به صورت زير تعريف مي شود 

)به ازاي هر  )1-2(  ), ,
dy

f t y t b
dt

= α ≤ ≤  

  با شرط اوليه

  ( )y α = α  
  .از مسئله فوق است  y(t)و هدف تقريب جواب 

ز مبادرت به حل يك مسئله مقدار اوليه، مي خواهيم بدانيم آيا جوابي وجود دارد و اگر چنين است، پيش ا

بعلاوه، چون مسائل موجود در بررسي پديده هاي فيزيكي معمولا حالت واقعي را . جواب منحصربفرد است

كوچكي در  تقريب مي كنند، جالب است بدانيم آيا تغييرات كوچكي در صورت مسئله موجب تغييرات

اين مطلب نيز مهم است كه به دليل استفاده از روشهاي عددي احتمال خطاهاي گرد كردن . جواب مي شوند

  .وجود دارد

  . براي بحث در اين مسائل به چند تعريف و نتايجي از نظريه معادلات ديفرانسيل معمولي نياز داريم

  

)گوييم تابع  :تعريف 1- 2-3 ),f t y  با متغيرy  بر مجموعهD R⊂ در شرط ليپ شيتس صدق مي كند  2

Lدر صورتي كه يك ثابت مانند  > )با اين خاصيت وجود داشته باشد كه هر وقت  0 ) ( ), , ,t y t y D∈
1 2

  

( ) ( ), ,f t y f t y L y y− ≤ −
1 2 1 2

  

  .گوييم fرا يك ثابت ليپ شيتس براي L ثابت

  

)هرگاه  :لمثا 2- 2-3 ) ( ){ }, , | ,f t y t y Dو t y t y= = ≤ ≤ − ≤ ≤1 2 3 ، آنگاه به ازاي هر 4

( ) ( ), , ,t y t y D∈
1 2

  

( ) ( ), ,f t y f t y t y t y− = −
1 2 1 2

  

                                        t y y= −
1 2

    

                                         .y y≤ −
1 2

2      
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مسئله،  درواقع، در اين. صدق مي كند 2در شرط ليپ شيتس با ثابت ليپ شيتس  Dبر  yبا متغير fلذا،

L كوچكترين مقدار ممكن براي ثابت ليپ شيتس عبارت است از = 2.  

  

Dگوييم مجموعه  :تعريف 3- 2-3 R⊂ )محدب است اگر، هر وقت  2 ) ( ), , ,t y t y
2 2 1 1

 Dمتعلق به  

  باشند، نقطه 

( ) ( )( ),f t t y y− λ + λ − λ + λ
1 2 1 2

1 1  

≥، كه λنيز به ازاي هر  λ ≤0   .باشد D، متعلق به 1

بيان مي كند كه يك مجموعه محدب است در صورتي كه هروقت دو  3-3-2به عبارت هندسي، تعريف 

  .ه خط مستقيم بين آن دو نقطه نيز متعلق به اين مجموعه باشدنقطه متعلق به اين مجموعه باشد، تمام پار

  

)فرض كنيم  :قضيه 4- 2-3 ),f t y  بر يك مجموعه محدبD R⊂ اگر ثابتي چون . تعريف شده باشد 2

L > )وجود داشته باشد كه به ازاي هر  0 ),t y D∈،  

)2-2( 
( ),

f
t y L

y

∂
≤

∂
  

  .صدق مي كند Lدر شرط ليپ شيتس با ثابت ليپ شيتس  Dبر  yنسبت به متغير  fآنگاه 

دهد، اغلب سودمند است تعيين شود كه آيا تابعي با يك مسئله مقدار اوليه  همانطور كه قضيه زير نشان مي

عموما از تعريف ) 2.2(نسبت به متغير دوم آن در شرط ليپ شيتس صدق مي كند، و آيا بكار بردن شرط 

فقط شرايط كافي براي برقراري شرط ليپ  4-3-2بهرحال، بايد گفت كه قضيه . خيلي ساده تر است يا نه

  .نشان مي دهد كه اين شرايط حتماً الزامي نيستند 1ا ارائه مي دهد؛ بررسي مجدد مثال شيتس ر

گرچه . قضيه زير شرحي است از قضيه اساسي وجود و يكتايي براي معادلات ديفرانسيل معمولي مرتبه اول

فايت مي اين قضيه، با تقليل مفروضات به نحوي، قابل اثبات است، ولي براي اهداف ما اين شكل قضيه ك

 112 -115و  103، صفحات ]7[ 2و روتا 1اثبات اين قضيه، تقريباً به اين شكل، را مي توان در بيركف. [كند

  .]يافت

  

)فرض كنيم  :قضيه 5- 2-3 ){ }, ,D t y t b y= α ≤ ≤ −∞ < < )، و ∞ ),f t y  برD پيوسته باشد .

  در شرط ليپ شيتس صدق كند، آنگاه مسئله مقدار اوليه Dبر  yنسبت به متغير  fهرگاه 

                                       
1
 . Birkhoff 

2
 . Rota 
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( ) ( ), , , ,y f t y a t b y a′ = ≤ ≤ = α  
)داراي جواب منحصربفرد  )y t به ازاي ،t bα ≤   .، است≥

  

  مسئله مقدار اوليه :مثال 6- 2-3

( ) ( )sin , , ,y t ty t y′ = + ≤ ≤ =1 0 2 0 0  
  و بكار بردن قضيه مقدار ميانگين در تابع tبا ثابت گرفتن . را در نظر مي گيريم

( ) ( ), sinf t y t ty= +1  
yدر مي يابيم كه هروقت  y<

1 2
y، كه ξ، نقطه اي مانند  y< ξ <

1 2
  ، وجود دارد كه 

( ) ( )
( ) ( ), ,

cos ,
f t y f t y

t t f t
y y y

−∂
ξ = ξ =

∂ −
2 12

2 1

  

yلذا، به ازاي تمام  y<
1 2

،  

( ) ( ) ( ), , cosf t y f t y y y t t− = − ξ2

2 1 2 1
  

                                               ,y y≤ −
2 1

4  
  .در شرط ليپ شيتس با ثابت ليپ شيتس چهار صدق مي كند yنسبت به متغير  fو

)چون، بعلاوه،  ),f t y  وقتيt≤ ≤0 ∞−yو  2 < < ه ايجاب مي كند ك 5-3- 2پيوسته است، قضيه  ∞

  .يك جواب منحصربفرد براي اين مسئله مقدار اوليه وجود دارد

حال كه تا حدي از اين سؤال كه چه زماني مسائل مقدار اوليه جواب منحصربفرد دارند فارغ شده ايم، به 

آيا روشي براي تعيين اينكه مسئله . سوال ديگري كه قبلا در اين بخش مطرح شده بود مي پردازيم

را دارا باشد كه تغييرات كوچكي در صورت مسئله موجب تغييرات كوچكي در بخصوصي اين خاصيت 

  .جواب شود وجود دارد؟ طبق معمول، ابتدا تعريف قابل استفاده اي براي بيان اين مفهوم مورد نياز است

  

  گوييم مسئله مقدار اوليه :تعريف 7- 2-3

 

  

)3-2( 
( ) ( ), , , ,

dy
f t y a t b y a

dt
= ≤ ≤ = α  

  :اگريك مسئله خوش وضع است 

)يك جواب منحصربفرد، مثلا ) يك( )y tبراي اين مسئله وجود داشته باشد؛ ،  

εعددي مانند ) دو( > )با اين خاصيت باشد كه جواب منحصربفرد  0 )z t  براي مسئله  
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)4-2(       
( ) ( ) ( ), , , ,

dz
f t z t a t b z a

dt
= + δ ≤ ≤ = α + ε

0
  

εهرگاه  < ε
0

tو به ازاي هر   bα ≤ ≤ ،( )tδ < εوجود داشته باشد؛ ،  

kثابتي مانند ) سه( > aبه ازاي هر  با اين خاصيت باشد كه 0 t b≤ ≤ ،( ) ( )z t y t k− < ε  

مي ) 3.2(مشخص شد را اغلب يك مسئله منحرف شده وابسته به مسئله اصلي ) 4.2(مسئله اي كه با معادله 

. قضيه زير شرايطي را مشخص مي كند كه خوش وضع بودن يك مسئله مقدار اوليه را بدست مي دهد. نامند

  .]103 - 107، صفحات ]7[برهان اين قضيه را در مرجعي كه قبلاً ذكر شد مي توان يافت، بيركف و روتا [

)فرض كنيم   :قضيه 8- 2-3 ){ }, ,D t y t b c y d= α ≤ ≤ ≤   مسئله مقدار اوليه. ≥

)2- 5(  

 
( ) ( ), , , ,

dy
f t y a t b y a

dt
= ≤ ≤ = α 

  .در شرط ليپ شيتس صدق كند Dبر مجموعه  yپيوسته و نسبت به متغير  fخوش وضع است اگر 

)فرض كنيم  :مثال 9- 2-3 ){ }, | ,D t y t y= ≤ ≤ −∞ < < ∞0   و مسئله مقدار اوليه 1

)2- 6( ( ), , ,
dy

y t t y
dt

= − + + ≤ ≤ =1 0 1 0 1 

  چون. را در نظر مي گيريم

( )y t

y

∂ − + +
=

∂

1
1  

)نتيجه مي دهد كه  4-3-2قضيه  ),f t y y t= − +  1در شرط ليپ شيتس با ثابت ليپ شيتس  Dبر  1+

يك مسئله خوش ) 6 -2(معادله  و 8- 3- 2پيوسته است، طبق قضيه  Dبر  fچون، بعلاوه، . صدق مي كند

  .وضع است

  مسئله منحرف شده

)2- 7( ( ), , ,
dz

z t t z
dt

= − + + + δ ≤ ≤ = + ε
0

1 0 1 0 1  

εو  δر نظر مي گيريم، كه در آن را د
0

، )7 -2(و ) 6 -2(مي توان نشان داد كه جوابهاي معادلات . ثابت اند 

  به ترتيب، عبارتند از

( ) t
y t e t

−= +  

( ) ( ) tz t e t−= + ε − δ + + δ
0

1  
δبه آساني معلوم مي شود كه اگر  < ε  وε < ε

0
  ،t، آنگاه، به ازاي هر 

( ) ( ) ( ) t
y t z t e

−− = δ − ε − δ
0
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t
e

−≤ ε + δ −
0

1                                      

,≤ ε2                                                      
  .را تاييد مي كند 8-3-2كه نتيجه حاصل از بكار بردن قضيه 

  

  3روش اويلر  2-4

گرچه روش اويلر در عمل بندرت بكار مي رود، سادگي بدست آوردن آن را مي توان براي تشريح 

بكار تكنيكهاي ساختن بعضي از روشهاي پيشرفته تر، بدون وارد شدن در جبر ملال آور اين ساختنها، 

  .گرفت

  هدف اين روش تعيين تقريبي براي مسئله مقدار اوليه خوش وضع

      )2-8(  ( ) ( ), , , ,
dy

f t y a t b y a
dt

= ≤ ≤ = α  

)در عمل، يك تقريب پيوسته به جواب . است )y t  بدست نمي آيد؛ در عوض، تقريبهايي بهy  در نقاط

]متعدد بازه  ],a bوقتي جواب تقريبي در اين نقاط بدست آمد، جواب . ، به نام نقاط شبكه اي، پديد مي آيند

  .تقريبي در ساير نقاط بازه با استفاده از يكي از روندهاي درونيابي حاصل مي شود

]در اين بخش مقيديم كه توزيع نقاط شبكه اي در طول بازه  ],a b اين شرط با . به طور يكسان باشد

}و نقاط  Nانتخاب عدد صحيح مثبت  }, , ,..., Nt t t t
0 1 2

  كه در آن. 

,به ازاي هر   , ,...,it a ih i N= + = 0 ). حاصل مي شود 1 ) /h b a N= ، يعني فاصله مشترك بين اين −

  .اميده مي شودنقاط، اندازه گام ن

)فرض كنيم  )y t دو مشتق پيوسته بر )8. 2(، يعني جواب منحصربفرد معادله ،[ ],a b  داشته باشد، بطوري

,كه به ازاي هر  , ,...,i N= −0 1 2 )مي توان  1 )iy t   را به صورت 1+

)2-9( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),i i i i i

h
y t y t h y t hy t y+ ′ ′′= + = + + ξ

2

1
2

  

i، كه iξبه ازاي نقطه اي مانند  i it t +< ξ <
1

  .، نوشت

iبا استفاده از نماد  ih t t+= −
1

>i، كه iθ، نتيجه مي شود كه عدد  θ <0   ، وجود دارد بطوري كه 1

)2- 10(            ( ) ( ) ( ) ( ),i i i i i

h
y t y t hy t y t h+ ′ ′′= + + + θ

2

1
2

               

)چون   و، )y t  صدق مي كند،  )8. 2(در معادله ديفرانسيل  

                                       
3
 . Euler 
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( ) ( ) ( )( ) ( ), ,i i i i i i

h
y t y t hf t y t y t h+ ′′= + + + θ

2

1
2

                     

,با دوباره نويسي اين معادله، به ازاي هر  ,...,i N= −0 1   ، نتيجه مي شود كه1

)2-11( 
( ) ( )

( )( ) ( ), ,
i i

i i i i

y t y t h
f t y t y t h

h

+ −
′′= + + θ1

2

  

)، جمله ′′yبه قدر كافي كوچك باشد، بنابر پيوستگي  hوقتي  )( ) i i

h
y t h′′ + θ

2

  نيز كوچك بوده و  

)2-12( 
( ) ( )

( )( ), ,
i i

i i

y t y t
f t y t

h

+ −
≈1                  

  در روش اويلر از اين فرض با تعريف

)2-13(  
,w a=

0
                                          

( ), ,i i i iw w hf t w+ = +
1

                                        
)و فرض  )i iw y t≈ به ازاي هر ،, ,...,i N= 0   .، استفاده مي شود1

  .شكل الگوريتمي روش اويلر در زير ارائه مي شود

  

  الگوريتم اويلر  1- 2-4

  براي بدست آوردن تقريبي به جواب مسئله مقدار اوليه خوش وضع

( ) ( ), , , ,y f t y a t b y a′ = ≤ ≤ = α                                  
)در  )N ]له در بازه نقطه هم فاص 1+ ],a bمراحل زير را انجام مي دهيم ،:  

  قرار مي دهيم. 1مرحله 

,
b a

h
N

−
=  

,t a=
0

 

.w = α
0

 

iقرار مي دهيم . 2مرحله  = 1.  

  قرار مي دهيم. 3مرحله 
,it t ih= +

0
 

( ),i i i iw w hf t w− − −= +
1 1 1

 

iاگر . 4مرحله  N< ،1  را بهi  مي رويم 3افزوده و به مرحله.  

iاگر . 5مرحله  N= روند كامل است و ،iw به ازاي هر ،( ) , , ,...,iy t i N= 0   .را تقريب مي كند 1
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  براي يافتن تقريبهايي به مسئله مقدار اوليه :مثال 2- 2-4

)2-14( ( ), , ,y y t t y′ = − + + ≤ ≤ =1 0 1 0 1 

Nفرض كنيم  = /؛ در نتيجه، 10 , /it i h= =0 1 0 1 .  

)طلب كه و اين م 1-4-2با استفاده از نمادگذاري الگوريتم  ),f t y y t= − + ,، به ازاي 1+ ,...,i = 1 2 10 

 داريم

  
w =
0

1 

( )i i i iw w h w t− − −= + − + +
1 1 1

1  

( )( )/ /i iw w i− −= + − + − +
1 1

0 1 0 1 1 1  

( )/ / / ,iw i−= + − +
1

0 9 0 01 1 0 1  

  

  )1-2جدول (

خطا i iw y= −    iy  iw  it  

0 1/000000 1/000000 0 

0/004837 1/004837 1/000000 0/1 

0/008731 1/018731 1/010000 0/2 

0/011818 1/040818 1/029000 0/3 

0/01420 1/070320 1/056100 0/4 

0/016041 1/106531 1/090490 0/5 

0/017371 1/148812 1/131441 0/6 

0/018288 1/196585 1/178297 0/7 

0/018862 1/249329 1/230467 0/8 

0/019150 1/306570 1/287420 0/9 

0/019201 1/367879 1/348678 1 

  

)برابر ) 14-2(ملاحظه مي شود كه جواب واقعي  ) t
y t t e

−= مقايسه بين مقادير  1 -2است، و جدول  +

  .و مقادير واقعي را نشان مي دهد itتقريبي در 

ن كنترل افزايش خطا لازمه پايداري روش اي. بتدريج زياد مي شود itتوجه كنيد كه خطا با افزايش مقدار 

اويلر است، كه نتيجه مي دهد كه، براي خطاهاي گرد كردن، انتظار افزايشي نه بدتر از يك روش خطي 

  .وجود دارد
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براي بدست آوردن يك كران خطا در حالت كلي روش اويلر، شايسته است دو لم محاسباتي، كه در جريان 

  .كار مورد نيازند، ارائه شود

  

xبه ازاي هر  :لم 3- 2-4 >   ،mو هر عدد صحيح مثبت  1−

)2-15( ( ) .
m mx

x e≤ + ≤0 1 

)با استفاده از قضيه تيلور با . برهان ) x
f x e= ،x =

0
n، و 0 =   ، نتيجه مي شود كه1

         ,xe x x eξ= + + 21
1

2

 

  بنابراين،. و صفر است xبين  ξكه در آن 

        ,xx x x e eξ≤ + ≤ + + =21
0 1 1

2

 

+xو، چون  ≥1 0 ،  

         ( ) ( ) ,
mm x mx

x e e≤ + ≤ =0 1  

}اعداد حقيقي مثبتي بوده و  nو  mاگر  :لم 4- 2-4 }k
i i

a
=0

aدنباله اي با   ≥
0

  باشد كه در  0

)2-16(           ( )i ia m a n+ ≤ + +
1

,، به ازاي هر 1 , ,...,i k= 0 1 2، 

  صدق كند، آنگاه

)2-17( 
( )i m

i

n n
a e a

m m

+
+

 
≤ + − 

 

1

1 0
 

  نتيجه مي شود كه) 16- 2(، از معادله iبه ازاي عدد صحيح و ثابت . برهان

                                                                             ( )i ia m a n+ ≤ + +
1

1  

                                             ( ) ( ) im m a n n−≤ +  + +  + 1
1 1               

                                       ( ) ( ) ( ){ }im m m a n n n−≤ + +  + +  + + 2
1 1 1  

                     
( ) ( ) ( ) ( )... .

i i
m a m m m n

+  ≤ + + + + + + + + +
 

1 2

0
1 1 1 1 1

�

    

  اما 

            ( ) ( ) ( ) ( )... ,
i

i j

j

m m m m

=

+ + + + + + + = +∑
2

0

1 1 1 1 1  

)هندسي با قدر نسبت يك سري  )m+1 است و در نتيجه، داراي مجموع  
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( )
( )

,

i
m

m

+
− +

− +

1
1 1

1 1

  

  لذا،. مي باشد

( )
( )i

i
i

m
a m a n

m

+
+

+

+ −
≤ + +

1

1

1 0

1 1
1  

( ) ,
i n n

m a
m m

+  
= + + − 

 

1

0
1  

   3- 4- 2و طبق لم

( )
.

i m
i

n n
a e a

m m

+
+

 
≤ + − 

 

1

1 0
 

  

)فرض كنيم  :قضيه 2-4-5 )y t جواب منحصربفرد مسئله مقدار اوليه خوش وضع  

( ) ( ), , , ,y f t y a t b y a′ = ≤ ≤ = α  
,بوده و  ,..., Nw w w

0 1
، با استفاده Nتقريبهاي توليد شده به وسيله روش اويلر، به ازاي عدد صحيح مثبت  

  بر  fهرگاه . ، باشد1-4- 2از نمادگذاري الگوريتم 

( ){ }, ,D t y a t b y= ≤ ≤ − ∞ < < ∞  

  با اين خاصيت كه Mصدق كرده و ثابت  Lدر شرط ليپ شيتس با ثابت 

)به ازاي هر  ) [ ], ,y t M t a b′′ ≤ ∈  

,وجود داشته باشد، آنگاه به ازاي هر  , ,...,i N= 0 1 2،  

)2-18( ( ) ( )
,iL t

i i

hM
y t w e

L

−α − ≤ −  
1

2

  

iوقتي . برهان =   .، درستي مطلب واضح است0

,، به ازاي )11-2(از معادله  ,...,i N= −0 1   ، داريم1

( ) ( ) ( )( ) ( ), ,i i i i i i

h
y t y t hf t y t y t h+ ′′= + + + θ

2

1
2

  

  ،)13- 2(و، از معادله 

( ), ,i i i iw w hf t w+ = +
1

  
)نتيجه، با استفاده از نماد در  )i iy y t=  و( )i iy y t+ +=

1 1
  ، خواهيم داشت

( ) ( ) ( ), , ,i i i i i i i i i i

h
y w y w h f t y f t w y t h+ + ′′ − = − + + − + θ 

2

1 1
2

  

  و
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( ) ( ) ( ), , .i i i i i i i i i i

h
y w y w h f t y f t w y t h+ + ′′− ≤ − + + − + θ

2

1 1
2

  

صدق مي كند و اينكه  Lنسبت به متغير دوم در شرط ليپ شيتس با ثابت  fاز فرض اينكه 

( )y t M′′   ، نتيجه مي شود كه≥

( ) ,i i i i

h M
y w y w hL+ +− ≤ − + +

2

1 1
1

2

  

jو قرار دادن  4-4-2با توجه به لم  j jy wα = ,، به ازاي هر − ,...,j N=0 m، در حالي كه 1 hL=  و

/n h M= 2
  ، مي بينيم كه2

( )
,

i hL
i i

h M h M
y w e y w

hL hL

+
+ +

 
− ≤ − + −  

 

2 2
1

1 1 0 0
2 2

  

yيا، چون  w− =
0 0

)و  0 ) i ii h t t t+ ++ = − = − α
1 0 1

  ، نتيجه مطلوب1

( )( ) ,it a L
i i

hM
y w e

L

+ −
+ +− ≤ −1

1 1
1

2

  

  .حاصل مي شود

رط ما را از گرچه اغلب اين ش. در نياز به شناختن كراني براي مشتق دوم جواب است  5-4-2ضعف قضيه 

f/بدست آوردن يك كران خطاي واقعي باز مي دارد، بايد توجه داشت كه اگر  t∂ f/و  ∂ y∂ هر دو  ∂

  وجود داشته باشند،

( ) ( ) ( )( ),
dy df

y t t t y t
dt dt

′
′′ = =                                 

( )( ), ( , ( ))( ( , ( )),
f f

t y t t y t f t y t
t y

∂ ∂
= +

∂ ∂
 

)ل معيني، بدون شناخت واقعي و براي مسائ )y t احتمال بدست آوردن كراني براي ،( )y t′′ وجود دارد.  

  

  به مسئله مقدار اوليه :مثال6-4 -2

( ), , ,y y t t y′ = − + + ≤ ≤ =1 0 1 0 1  
)بازگشته، ملاحظه مي كنيم كه، با  2-4-2مطرح شده در مثال  ),f t y y t= − + f/داريم  1+ y∂ ∂ = ؛ 1−

Lدر شرط ليپ شيتس با  fايجاب مي كند كه  4-3-2در نتيجه، قضيه  =   .صدق مي كند 1

)همچنين، چون در اين حالت مي دانيم كه جواب دقيق  ) ty t t e−= )است، داريم  + ) ty t e−′′   و =

)به ازاي هر  ) [ ], ,y t e t′′ ≤ = ∈0
1 0 1  

h/با ) 18-2(با استفاده از معادله  = 0 Mو  1 L= =   كران خطاي 1
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( )/ ,it
i iy w e− ≤ −0 5 1  

  .نتيجه مي شود

  .آمده است 2-4- 2صل از مثال در جدول زير اين كران خطا همراه با خطاي واقعي حا

  )2-2جدول (

1 0/9 0/8 0/7 0/6 0/5 0/4 0/3 0/2 0/1 
it  

 خطاي واقعي         

0/01920 0/01915 0/01886 0/0829 0/01737 0/01604 0/01422 0/01182 0/00873 0/00484   

 كران خطا         

0/08591 0/07298 0/06128 0/05069 0/04111 0/03244 0/02459 0/01749 0/01107 0/00526  

  

توجه كنيد كه، اگرچه خطاي واقعي براي مشتق دوم جواب بكار رفته، كران خطا به طور قابل ملاحظه اي 

  .بيشتر از خطاي واقعي است

اندازه  اين است كه اين كران به طور خطي به 5-4- 2اهميت اصلي فرمول كران خطا، ارائه شده در قضيه 

  .در نتيجه، كم شدن اندازه گام متناظراً دقت بيشتري به تقريبها مي دهد. بستگي دارد hگام 

واضح است كه . ناديده گرفته شد اثر خطاي گرد كردن در انتخاب  اندازه گام است 5-4-2آنچه در قضيه 

محاسبات بيشتري لازم مي شود؛ و وقتي عرفاً ارقام حساب متناهي بكار مي رود،   كوچكتر باشد، hهرچه 

  در عمل، معادله تفاضلي به شكل. بايد خطاي گرد كردن بيشتري را انتظار داشت

,w = α
0

                       
,به ازاي هر  ,...,i N= 1 2 ،( ),i i i iw w hf t w− − −= +

1 1 1
  

  بكار نمي رود، بلكه به جاي آن معادله اي به شكل itدر نقطه شبكه  iyجهت محاسبه تقريب جواب 

)2-19(  
ˆ ,u = α

0
  

)به ازاي هر  ), , , ,...,i i i i iu u hf t u i N− − −= + + δ =
1 1 1

1 2  

خطاي گرد كردن وابسته به محاسبه  iδاست و  αتقريبي براي مقدار اوليه  α̂كه در آن   بكار مي رود،

( ),i i iu hf t u− − −+
1 1 1

  .مي باشد 

)فرض كنيم   :قضيه 7- 2-4 )y t عجواب منحصربفرد مسئله مقدار اوليه خوش وض  

)2-20( ( ) ( ), , , ,y f t y a t b y a′ = ≤ ≤ = α 

,بوده و  ,..., Nu u u
0 1

,هرگاه به ازاي هر . باشد) 19- 2(تقريبهاي حاصل از بكار بردن   ,...,i N= 0 1 ،

iδ < δ كه در آن ،δ
0

α̂مقدار   − α  برقرار باشد، آنگاه ) 20-2(در مورد  5- 4- 2باشد، مفروضات قضيه

,به ازاي هر  ,...,i N= 0 1،  



37 

 

)2-21(    ( ) ( ) ( )
,i iL t a L t a

i i

hM
y t u e e

L h

− −δ   − ≤ + − + δ     
0

1
1

2

   

  

  روشهاي تيلور از مرتبه بالاتر 2-5

ت، لازم است چون منظور از روشهاي عددي معمولاً تعيين تقريبهاي به قدر كافي دقيق با حداقل كار اس

  .وسيله اي جهت مقايسه كارآيي روشهاي مختلف برحسب مورد استفاده آنها در محاسبه داشته باشيم

در روشهاي معادله تفاضلي جهت حل معادلات ديفرانسيل معمولي، نظير روش اويلر، اولين سنجش مورد 

ن مقدار دقت روش را در نام دارد، چو» موضعي«اين خطا . نياز خطاي برشي موضعي روش ناميده مي شود

اين خطا به معادله ديفرانسيل . يك مرحله معين، به فرض دقيق بودن آن در مرحله قبل، اندازه گيري مي كند

در روش اويلر، خطاي برشي . تقريب شده، به اندازه گام، و به مرحله خاص در تقريب نيز بستگي دارد

  م براي مسئلهاi-موضعي در مرحله 

( ) ( ), , , ,y f t y a t b y a′ = ≤ ≤ = α  
  عبارت است از

,به ازاي هر  ,...,i N= 0 1 ،( ),i i
i i i

y y
f t y

h

−
− −

−
τ = −1

1 1
  

)كه در آن، طبق معمول،  )i iy y t=  مقدار دقيق جواب درit است.  

>iاي، كه iθزاي در بخش قبل، نتيجه مي شود كه به ا) 11-2(با در نظر گرفتن معادله  θ <0 1،  

( ) ,i i i

h
y t h′′τ = + θ

2

  

)و وقتي  )y t′′  به وسيله ثابتM  بر[ ],a b ،نتيجه مي شود كه  كراندار باشد  

,i

h
Mτ ≤

2

  

)كه نتيجه مي گيريم  خطاي برشي در روش اويلر برابر  )O h اين نتيجه به ما رهنمود مي دهد كه . است

يك طريق انتخاب روشهاي معادله تفاضلي براي حل معادلات ديفرانسيل معمولي بايد چنان باشد كه 

)خطاهاي برشي موضعي در آنها  )p
O h به ازاي يك مقدار ،p ي حتي الامكان بزرگ، بوده، و در عين

  .حال تعداد و پيچيدگي محاسبات روشها در حد معقولي باشند

پيش از بررسي روشهاي انجام اين منظور، دو تعريف ارائه مي دهيم كه به همگرايي روش معادله تفاضلي، 

  .كوچك مي شود، مربوطند hوقتي اندازه گام 
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م را با معادله تفاضلي، iدر مرحله  iτيك روش معادله تفاضلي با خطاي برشي موضعي   :تعريف 1- 2-5

  .كوچك مي شود، مربوطند hوقتي اندازه گام 

lim max ,i
h i N→ ≤ ≤

τ =
0 1

0  

، مقدار iτاست، زيرا به ازاي هر يك از مقادير » موضعي«بايد توجه داشت كه اين تعريف نيز اساساً تعريفي 

)دقيق  ),i if t y  را با معادله تفاضلي كهy′ يك وسيله واقعي تر از . نيمرا تقريب مي كند مقايسه مي ك

اين روش است كه بايد خطاي ماكزيمم روش در تمام برد » كلي«تعيين اثر  hتحليل اثرات كوچك ساختن 

تعريف توصيف . تقريب باشد، تنها با اين فرض كه اين روش در مقدار اوليه نتيجه دقيق را ارائه مي دهد

  .معني داراي همگرايي است در زير ارائه مي شود كننده روشي كه با اين

  

يك روش معادله تفاضلي را نسبت به معادله ديفرانسيلي كه آن را تقريب مي كند همگرا   :تعريف 2- 2-5

  گوييم اگر

lim max ,i i
h i N

y w
→ ≤ ≤

− =
0 1

0  

)كه در آن  )i iy y t=  مقدار دقيق جواب معادله ديفرانسيل بوده وiw  تقريب حاصل از روش تفاضلي در

  .م استiمرحله 

-2در فرمول كران خطاي روش اويلر، مي توان ديد كه، تحت مفروضات قضيه ) 18-2(با بررسي نامعادله 

4-5،  

( )( )max ,
L b a

i i
i N

Mh
y w e

L

−

≤ ≤
− ≤ −

1

1

2

  

نسيلي كه در شرايط اين قضيه صدق مي كند همگراست و درجه در نتيجه، روش اويلر نسبت به معادله ديفرا

)همگرايي برابر  )O h است.  

nچون روش اويلر با استفاده از قضيه تيلور با  = براي تقريب جواب اين معادله ديفرانسيل بدست مي  2

ا خواص همگرايي بهتر از روشهاي تفاضلي، تعميم اين آيد، اولين سعي ما در بدست آوردن روشهايي ب

  .مي باشد nروش به مقادير بزرگتر 

)فرض كنيم جواب  )y t  را برحسب چندجمله اي تيلور درجهn-م آن حول اit دست مي بسط داده، ب

>iي، كه iθآوريم كه به ازاي  θ <0 1،  

( ) ( ), , , ,y f t y a t b y a′ = ≤ ≤ = α  
)داراي  )n )مشتق پيوسته باشد، و جواب  1+ )y t  را برحسب چندجمله اي تيلور درجهn-م آن حول اit 

>iي، كه iθبسط داده، بدست مي آوريم كه به ازاي  θ <0 1،  
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)2-22( 

( ) ( ) ( ) ( ) ...i i i i

h
y t y t hy t y t+ ′ ′′= + + +

2

1
2

 

                 ( )
( )

( ) ( )
! !

n n
nn

i i i

h h
y t y t h

n n

+
+

+ + + θ
+

1

1

1

    

)مشتقگيري متوالي از جواب، يعني از  )y tنتيجه مي دهد كه ،  

( ) ( )( ), ;y t f t y t′ =  

( ) ( )( ) ( )( ), ,
f f dy

y t t y t t y t
t y dt

∂ ∂
′′ = +

∂ ∂
 

         ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , , , ,
f f

t y t t y t f t y t f t y t
t y

∂ ∂
′= + ≡

∂ ∂
 

( ) ( )( ) ( )( ), , ,
df

y t t y t f t y t
dt

′
′′′ ′′= ≡  

  و، در حالت كلي،

            ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ), , .

k k
k kdy df

y t t y t f t y t
dt dt

− −
−

= = ≡
1 2

1  

>iاي، كه  iθ، به ازاي )22-2(با جايگذاري اين نتايج در معادله  θ <0   بدست مي آيد 1

  

)2 .23(  

  
                  ( ) ( ) ( )( ) ( )( ), , ...i i i i i i

h
y t y t hf t y t f t y t+ ′= + + +

2

1
2

   

   ( )( )
( )

( ) ( )( ), , .
! !

n n
nn

i i i i i i

h h
f t y t f t h y t h

n n

+
−+ + + θ + θ

+

1

1

1

 
 

بدست مي آيد، و  iθبا صرف نظر كردن از جمله باقيمانده شامل ) 23-2(ناظر با معادله روش تفاضلي مت

  .ناميده مي شود nروش تيلور مرتبه 

)2 .24(                                ,w a=
0

 

)به ازاي هر            )( ) , , , ,...,n
i i i iw w hT t w i N+ = + = −
1

0 1 1  

  كه در آن

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
, , , ... , .

!

n
n n

i i i i i i i i

h h
T t w f t w f t w f t w

n

−
−′= + + +

1

1

2

  

  .توجه كنيد كه، با اين اصطلاح، روش اويلر همان روش تيلور مرتبه اول است
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  براي بكار بردن روش تيلور مرتبه هاي دو و چهار در مسئله مقدار اوليه :مثال 3- 2-5

( ), ,y y t t y′ = − + + ≤ ≤ =1 0 1 0 1  
)بررسي شد، بايد سه مشتق اول  4-2بخش  از 2-4- 2كه در مثال  )( ),f t y t y t= − + را بدست  1+

  .آوريم

( )( ) ( ), ,
d

f t y t y t y y t y t
dt

′ ′= − + + = − + = − − + = −1 1 1 1  

( )( ) ( ), ,
d

f t y t y t y y t y t
dt

′′ ′= − = − = − − + + − = − +1 1 1  

 و 

( )( ) ( ),
d

f t y t y t y y t y t
dt

′′′ ′= − + = − + = − − + = −1 1 1  

  و در نتيجه،

                  ( ) ( ) ( )( ) , , ,i i i i i i

h
T t w f t w f t w′= +2

2

     

( )i i i i

h
w t w t= − + + + −1

2

  

( ) ,i i

h
t w

 
= − − + 
 
1 1

2

  

  و 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
, , , , ,i i i i i i i i i i

h h h
T t w f t w f t w f t w f t w′ ′′ ′′′= + + +

2 3

4

2 6 24

           

( ) ( )i i i i i i

h h
w t w t w t= − + + + − + − +

2

1

2 6

  

                                    ( ) .i i

h h h
t w

 
= − + − − +  
 

2 3

1 1

2 6 24

   

  در نتيجه، روشهاي تيلور مرتبه دو و چهار به ترتيب عبارتند از

)2-25(  ,w =
0

1  

( ) , ( , ,..., )i i i i

h
w w h t w i N+

  
= + − − + = −  

  
1

1 1 0 1 1

2

  

  و 

)2-26(  ,w =
0

1  

( ) , ( , ,..., )i i i i

h h h
w w h t w i N+

  
= + − + − − + = −      

2 3

1
1 1 0 1 1

2 6 24
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h/با بكار بردن  = 0 Nنتيجه مي شود كه   1 = ,و، به ازاي هر  10 ,...,i = 1 2 10 ،.t i=
1

؛ در نتيجه، معادله 1

  مي شود) 2-25(

  

)2-27(                                                                                   ,w =
0

1  

                                          ( )
/

/ /i i iw w i w+
  

= + − − +  
  

1

0 1
0 1 1 0 1 1

2

  

                   / / / ,iw i= + +0 905 0 0095 0 1                         

,، به ازاي هر )26- 2(و  ,...,i = 0 1   .، خواهد شد 9

)2-28(  ,w =
0

1  

( )
/ / /

/i i iw w i w+
  

= + − + − − +  
  

1

0 1 0 01 0 001
1 1 0 1 1

2 6 24

  

/ / /iw i= + +0 9048375 0 00951625 0 1  

)مقادير واقعي جواب ) t
y t t e

−= . 2از بخش  2-4-2همراه با تقريبهاي حاصل از روش اويلر در مثال  +

، و نتايج حاصل از روشهاي تيلور مرتبه هاي دو و چهار و خطاهاي واقعي مربوط به اين روشها، در 4

  .آمده اند )3-2(جدول

  

  

  

  )3-2جدول(
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داراي خطاي برشي موضعي  nهمانطور كه از بحث ما در روش اويلر انتظار مي رود، روش تيلور مرتبه 

( )n
O h ،اين مطلب به . مشروط بر اينكه جواب معادله ديفرانسيل به قدر كافي خوشرفتار باشد  است

  را مي توان به صورت) 23-2(له سادگي با توجه به اينكه معاد

( ) ( ) ( ) ( ), , ... ,
!

n
n

i i i i i i i i

h h
y y hf t y f t y f t y

n

−
+ ′− − − − −

2

1

1
2

  

( )
( ) ( )( ), ,

!

n
n

i i i i

h
f t h y t h

n

+

= θ + θ
+

1

1

  

مين مرحله به صورت   ( )i +1   در نتيجه، خطاي برشي موضعي در. نوشت ملاحظه مي شود 

.زير است   

                   ( ) ( ),
ni i

i i i

y y
T t y

h

+
+

−
τ = −1

1
      , ,...,i N= −0 1 1    

 
( )

( ) ( )( ), ,
!

n
n

i i i i

h
f t h y t h

n
= + θ + θ

+1
                   

]اگر  ],ny C a b+∈ )، نتيجه مي شود كه 1 ) ( ) ( ) ( )( ),
n n

y t f t y t
+

=
]بر  1 ],a b  كراندار است و، به ازاي

,هر  ,...,i N= −1 2 1 ،( )n
i O hτ =.  

  

  5كوتا – 4هروشهاي رونگ  2-6

روشهاي تيلور خلاصه شده در بخش قبل داراي خاصيت مطلوب خطاي برشي موضعي از مرتبه بالا هستند، 

)ليكن لزوم محاسبه و ارزيابي مشتقهاي  ),f t y اين امر در بسياري مسائل مي تواند پيچيده . نقص آن است

كوتا از خطاي  – هروشهاي رونگ. جه، روشهاي تيلور بندرت در عمل بكار مي روندو وقتگير باشد و، در نتي

برشي موضعي مرتبه بالاي روشهاي تيلور استفاده مي كند، در حالي كه محاسبه و ارزيابي مشتقهاي 

( ),f t y ور با دو متغير را بيان پيش از ارائه مفاهيم وراي اين مطالب، لازم است قضيه تيل. را حذف مي كند

برهان اين قضيه را مي توان در هر كتاب معمولي در باب حساب ديفرانسيل و انتگرال پيشرفته يافت . كنيم

  ).260، صفحه ]16[فولكس .ك.مثلاً، ر(

)فرض كنيم   :قضيه 1- 2-6 ),f t y  و همه مشتقهاي جزئي آن از مرتبه نابيشتر از( )n   بر 1+

( ){ }, | , ,D t y a t b c y d= ≤ ≤ ≤ ≤  

                                       
4
 . Runge 

5
 . Kutta 
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)همچنين، . پيوسته باشد ),t y D∈
0 0

)به ازاي هر .  ),t y D∈ اي مانند ، نقطه( ), Dξ η وجود دارد با  ∋

  خاصيت

( ) ( ) ( ), , , ,n nf t y P t y R t y= +  
  كه در آن

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,n

f f
P t y f t y t t t y y y t y

t

∂ ∂ 
= + − + − ∂ ∂ 

0 0 0 0 0 0 0 0
  

               ( )
( ) ( )( ) ( ), , ,

t t f f
t y t y y y t y

t yt

 − ∂ ∂
+ + −

∂ ∂∂

2 2 2

0

0 0 0 0 0 0 02
2

  

                                                 ( )
( ),

y y
f t y

g

− ∂
+ 

∂ 

2

0

0 02
2

  

          ( ) ( ) ( )... ,
!

nn
n j j

n j j
j

n f
t t y y t y

jn t y

−

−
=

   ∂
+ + − −  

∂ ∂   
∑ 0 0 0 0

0

1  

  و 

( )
( )

( ) ( )
( ),

,
!

nn
n j j

n n j j
j

n f
R t y t t y y

jn t y

++
+ −

+ −
=

+ ∂ ξ η 
− − 

+ ∂ ∂ 
∑

11
1

0 0 1

0

11

1

  

nP  چندجمله اي تيلور درجهn  دومتغيره براي تابعf  حول( ),t y
0 0

)، و  ),nR t y  خطاي برشي وابسته

)به  ),nP t y ناميده مي شود.  

  

)چند جمله اي تيلور درجه سه براي  :مثال 2- 2-6 ) ( ), sinf t y ty=  حول( ),π0 از  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
f f

P t y f t y t t t y y y t y
t y

∂ ∂
= + − + −

∂ ∂
3 0 0 0 0 0 0 0 0

  

              ( )
( ) ( )( ) ( ), ,

t t f f
t y t t y y t y

t yt

 − ∂ ∂
+ + − −

∂ ∂∂

2 2 2

0

0 0 0 0 0 02
2

  

                                                 ( )
( ),

y y f
t y

y

− ∂
+

∂ 

2 2

0

0 02
2

       

         ( )
( )

( )
( ) ( )

,
, ,

t t t yf f
t y y y t y

t t y

 − ∂ ∂
+ + −

∂ ∂ ∂

3 23 3

0 0 0

0 0 0 0 03 2
2 2

  

                                      ( )( )
( ),

t t y y f
t y

t y

− − ∂
+

∂ ∂

2 2

0 0

0 02
2
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                                              ( )
( ), .

y y f
t y

y

− ∂
+

∂ 

3 3

0

0 03
6

  

)با محاسبه هر يك از اين مشتقهاي جزئي در. بدست مي آيد ) ( ), ,t y = π
0 0

0،( ),P y u
3

  به 

( ) ( ), ,P t y t t y t
π

= π + − π −
3

3

3
6

  

)اين چند جمله اي تقريب نزديكي به . ليل مي يابدتق )sin ty  است مشروط بر اينكهt به صفر وy  بهπ 

  مثلاً،. نزديك باشد

( )/ , / / ,P π + =
3
0 01 0 01 0 03151076  

  در حالي كه 

( )( )sin / / / ,π + =0 01 0 01 0 03151071  

aكوتا تعيين مقادير  – هاولين وسيله حصول به روش رونگ
1

 ،α
1

β، و 
1

با اين خاصيت است كه  

( ),a f t y+ α + β
1 1 1

  عبارت 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
h

T t y f t y f t y′= +
2

2

  

)تر از را با خطايي نه بيش )O h
  .، يعني خطاي برشي موضعي روش تيلور مرتبه دو، تقريب كند 2

  چون

( ) ( ), ,
df

f t y t y
dt

′ =  

            ( ) ( ) ( ), , . ,
f f

t y t y y t
t y

∂ ∂
′= +

∂ ∂
 

  و 

                                                           ( ) ( ), ,y t f t y′ =    
  ه مي شود كهنتيج

)2-29( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
, , , , . , ,

h f h f
T t y f t y t y t y f t y

t y

∂ ∂
= + +

∂ ∂
2

2 2

  

)با بسط  ),f t y+ α + β
1 1

)به چند جمله اي تيلور خود از درجه يك حول   ),t yداريم ،  

)2-30(  ( ) ( ) ( ), , ,

( , ) . ( , ),

f
a f t y a f t y a t y

t

f
a t y a R t y

y

∂
+ α + β = + α

∂

∂
+ β + + α + β

∂

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

  

)كه در آن به ازاي نقطه اي مانند  ),ξ η  مجموعه در  
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}t̂  بينt  وt + α
1

yو  yبين  ŷ، و  + β
1

)است   ){ ˆ ˆ, |t y  

)2-31( 
( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,

f f f
R t y

t yt y

α β∂ ∂ ∂
+ α + β = ξ η + α β ξ η + ξ η

∂ ∂∂ ∂

2 22 2 2

1 1

1 1 1 1 12 2
2 2

  

  :سه معادله زير بدست مي آيند) 30 -2(و   )29- 2(و مشتقهاي آن در معادلات  fاز مقابله ضرايب 

                                    ( ), : ,f t y a =
1

1  

                                   ( ), : ,
f h

t y a
t

∂
α =

∂
1 1

2

 

  و 

( ) ( ), : , .
f h

t y f t y
t

∂
α β =

∂
1 1

2

  

aپارامترهاي 
1

 ،α
1

β، و 
1

  به طور منحصربفرد به صورت  

( ), , , ,
h h

a f t y= α = β =
1 1 1

1

2 2

  

  تعيين مي شوند؛ در نتيجه،

( ) ( ) ( )( )
, , , , , ,

h h h h
T t y f t y f t y R t y f t y

   
= + + − + +   

   

2

1
2 2 2 2

  

  )31- 2(و از 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,
h h h f h f

R t y f t y f t y
t yt

∂ ∂ 
+ + = ξ η + ξ η 

∂ ∂∂ 

2 2 2 2

1 2
2 2 8 4

  

                            ( )( ) ( ), , .
h f

f t y
y

∂
+ ξ η

∂

2 2
2

2
8

      

  كراندار باشند، fاگر تمام مشتقهاي جزئي مرتبه دوم 

( ), , ,
h h

R t y f t y
 

+ + 
 

1
2 2

  

)برابر  )O h
  .واهد بود، يعني مرتبه خطاي برشي موضعي روش تيلور مرتبه دو، خ2

)روش تفاضلي حاصل از جايگذاري  ) ( ),T t y
كوتا  – هدر روش تيلور مرتبه دو روش خاصي از رونگ 2

  :است، كه به روش نقطه مياني موسوم است و به صورت زير ارائه مي شود

  

  :روش نقطه مياني 3- 2-6

)2-32(    ,w a=
0
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( ), , , , ,..., ,i i i i i i

h h
w w hf t w f t w i N+

 
= + + + = − 

 
1

0 1 1

2 2

   

)چون فقط سه پارامتر در  ),a f t y+ α + β
1 1 1

)حضور داشته، و همگي در رسيدن به   )
T

مورد نياز  2

بودند، انتظار لزوم شكل پيچيده تري در برقراري شرايط لازم براي هر روش تيلور درجه بالاتر را بايد 

  درواقع،. داشت

  چهار پارامتر براي تقريبمناسبترين شكل، با 

( ) ( ) ( ) ( )( ) , , , , ,
h h

T t y f t y f t y f t y′ ′′= + +
2

3

2 6

  

  عبارت است از

)2-33( ( ) ( )( ), , , ,a f t y a f t y f t y+ + α + δ
1 2 2 2

 

  حتي با اين عبارت، قابليتي ناكافي جهت رسيدن به جمله   و،

( ) ( ), , ,
h f

t y f t y
y

 ∂
 ∂ 

22

6

  

)وجود دارد، كه از بسط  ) ( ),h f t y′′2
، بهترين روشي كه مي توان با استفاده از در نتيجه. نتيجه مي شود 6

)روشهايي با كران خطاي . بدست آورد) 2-33( )O h
داراي چهار پارامتر است، ) 33 -2(اگرچه . است 2

)ليكن انعطافي در انتخاب آنهاست بطوري كه تعدادي از روشهاي  )O h
دو تا از . حاصل مي شوند 2

aمهمترين آنها عبارتند از روش پيراسته اويلر، كه متناظر انتخاب  a= =
1 2

1

2

hαو   = δ =
2 2

بوده و داراي  

  :شكل معادله تفاضلي زير

  

  :روش پيراسته اويلر  4- 2-6

)2- 34( ,w = α
0

 

,به ازاي هر  , ,...,i N= −0 1 2 1،  

( ) ( )( ), , , ,i i i i i i i i

h
w w f t w f t w hf t w+ + = + + + 1 1

2

  

a، كه متناظر انتخاب 6و روش هيون =
1

1

4

 ،a =
2

3

4

 ،hα = δ =
2 2

2

3

بوده و داراي شكل معادله تفاضلي  

  :زير است

  

                                       
6
 . Heun 
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  :روش هيون  5- 2-6

)2-35( ,w = α
0

 

,به ازاي هر  , ,...,i N= −0 1 2 1،  

( ) ( ), , , ,i i i i i i i i

h
w w f t w f t h w hf t w+

  
= + + + +  

  
1

2 2
3

4 3 3

  

  .كوتا رده بندي شده اند – ههر دو روش به عنوان روشهاي رونگ

  

  كوتاي مرتبه دو در مثال هميشگي، يعني  – هبا استفاده از هريك از روشهاي رونگ :مثال 6- 2-6

  

  :مان معادله تفاضلي حاصل از روش تيلور مرتبه دو زير را مي دهدبخاطر سرشت اين معادله ديفرانسيل، ه

,w =
0

1  

/ / /i iw w i+ = + +
1

0 905 0 0095 0 1  
  براي مقايسه نتايج مختلف اين روشها، به جاي مسئله مقدار اوليه قبلي،

( ), , ,y y t t y′ = − + + ≤ ≤ =2
1 0 1 0 1  

)را بكار مي بريم كه  ) ty t e t t−= − + − +2
2 2   .جواب دقيق آن است 3

  )4-2جدول (

  

)گرچه  ) ( ),T t y
)با خطاي  3 )O h

  را مي توان با عبارتي به شكل 3

( ), , ,y y t t y′ = − + + ≤ ≤ =1 0 1 0 1
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( )( )( ), , , ,f t y f t y f t y+ α + δ + α + δ
1 1 2 2

  

αشامل چهار پارامتر تقريب كرد، ليكن جبر لازم براي تعيين 
1

 ،δ
1

 ،α
2

δو  
2

كاملاً پيچيده است و ارائه  

كوتاي مرتبه سه كه از اين عبارت نتيجه مي شود عموماً در عمل بكار  – هدرواقع، روش رونگ. نخواهد شد

و داراي شكل تفاضلي زير  كوتا در عمل از مرتبه چهار – هدر عوض، معمولترين روش رونگ. نمي رود

,به ازاي هر : است ,...,i N= −0 1 1،  

  

)3 .36(       ,w a=
0

 

       ( ), ,i ik hf t w=
1

 
 

      , ,i i

h
k hf t w k

 
= + + 

 
2 1

1

2 2

 

 
      , ,i i

h
k hf t w k

 
= + + 

 
3 2

1

2 2

 

        ( ), ,i ik hf t w k+= +
4 1 3

 

        ( ),i iw w k k k k+ = + + + +
1 1 2 3 4

1
2 2

6

 

)اين روش داراي خطاي برشي موضعي  )O h
)است، مشروط بر اينكه جواب  4 )y t  داراي پنج مشتق

,دليل معرفي نمادهاي . پيوسته باشد , ,k k k k
1 2 3 4

شيانه اي بودن متوالي در اين روش اين است كه نياز به آ 

)متغير دوم تابع  ),f t y  را برطرف كند.  

  

  ) مرتبه چهار(كوتا  – هالگوريتم رونگ 7- 2-6

  براي تقريب جواب مسئله مقدار اوليه

( ) ( ), , , ,y f t y a t b y a′ = ≤ ≤ = α  
  .را انتخاب مي كنيم Nعدد صحيح مثبت 

)ار مي دهيم قر. 1مرحله  ) /h b a N= − ،t a=
0

 ،w = α
0

  

iقرار مي دهيم . 2مرحله  = 0.  

  قرار مي دهيم. 3مرحله 

( ), ,i ik hf t w=
1

 

, ,i i

h
k hf t w k

 
= + + 

 
2 1

1

2 2
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, ,i i

h
k hf t w k

 
= + + 

 
3 2

1

2 2

 

( ), , ,i ik hf t h w k= +
4 3

 

( )i iw w k k k k+ = + + + +
1 1 2 3 4

1
2 2

6

 

( ) .it a i h+ = + +
1

1  

iاگر . 4مرحله  N=   .مي رويم 6، به مرحله 1−

  .مي رويم 3افزوده و به مرحله  iرا به  1. 5مرحله 

,، به ازاي هر iwروند كامل است، و . 6مرحله  ,...,i N= 1 2 ،( )iy t را تقريب مي كند.  

كوتاي مرتبه چهار در بدست آوردن تقريبهايي به جواب مسئله  – هاستفاده از روش رونگ :مثال 8- 2-6

  مقدار اوليه

( ), ,y y t t y′ = − + + ≤ ≤ =1 0 1 0 1  
/با  , , /it i N h= = =0 1 10 0   .را نتيجه مي دهد 5. 2نتايج و خطاهاي فهرست شده در جدول   ،1

  )5-2جدول (

  خط
كوتاي مرتبه  – همقادير رونگ

  چهار
  مقادير حقيقي

it  

0 1/0000000000 1/0000000000 0 

/
−× 8

8 200 10  1/0048375000 1/0048374180 /0 1 

/
−× 7

1 483 10  1/0187309014 1/0187307531 /0 2 

/
−× 7

2 013 10  1/0408184220 1/0408182207 /0 3 

/
−× 7

2 429 10  1/0703202889 1/0703200460 /0 4 

/
−× 7

2 747 10  1/1065309344 1/1065306597 /0 5 

/
−× 7

2 984 10  1/1488119344 1/1488116360 /0 6 

/
−× 7

3 149 10  1/1965856187 1/1965853038 /0 7 

/
−× 7

3 256 10  1/2493282897 1/2493289641 /0 8 

/
−× 7

3 315 10  1/3065699912 1/3065696597 /0 9 

/
−× 7

3 332 10  1/3678797744 1/368794412 1 

  

در روشهاي مرتبه دوم . است fكوتا محاسبه  – همهمترين عمل محاسباتي در بكار بردن روشهاي رونگ

)خطاي برشي  )O h
كوتاي  – هروش رونگ. است، ليكن هزينه محاسبه دو مقدار تابعي در هر مرحله است 2
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)به در هر مرحله دارد، ولي خطاي برشي مرتبه چهار نياز به چهار محاس )O h
رابطه ] 11[ 7بوچر. است 4

  .زير را بين تعداد محاسبات در هر مرحله و مرتبه خطاي برشي موضعي بيان كرده است

  )6-2جدول (

  n ≥ 8    7       6          5      4     3      2    
ر هر تعداد محاسبه د

  مرحله

( )
n

O h
−2  ( )O h

6  ( )O h
5  ( )O h

4    ( )o h
4  ( )O h

3  ( )O h
2  

امكان خطاي بهترين 

  برشي موضعي

  

ي مرتبه پايين تر، با اندازه گام كوچكتر، با دادن ارجحيت به روشهاي مرتبه بالاتر ممكن، كه در نتيجه، روشها

  .از اندازه گام بزرگتري استفاده مي كنند، بكار مي روند

: كوتا مقايسه مي شوند را به صورت زير شرح مي دهيم – هيك مقياس كه با آن روشهاي مرتبه پايين رونگ

رتبه چهار در هر مرحله به چهار محاسبه نياز دارد، اگر بخواهد برتر باشد، بايد كوتاي م – هچون روش رونگ

كه در آن منظور از اندازه شبكه (جوابهاي دقيقتري نسبت به روش اويلر با اندازه شبكه اي يك چهارم بدهد 

اهد از كوتاي مرتبه چهار بخو – همشابهاً، اگر روش رونگ). اي تفاضل بين نقاط شبكه اي متوالي است

نسبت به روش مرتبه دومي  hكوتاي مرتبه دو بهتر باشد، بايد دقت بيشتري با اندازه گام  – هروشهاي رونگ

hبا اندازه گام 
1

2

يك بررسي از . بدهد، زيرا روش مرتبه چهار، به دو برابر محاسبه در هر مرحله نياز دارد 

با اين مقياس، در مثال زير نشان داده مي ) 36-2(كوتاي مرتبه چهار داده شده در  – هروش رونگ تفوق

  .شود

  

  براي مسئله  :مثال 9- 2-6

,y y t′ = − + ≤ ≤1 0 1 

( ) ,y =0 0  

h/روش اويلر با  = 0 h/با ) 34-2(، روش پيراسته اويلر معادله 025 = 0 كوتاي مرتبه  – ه، و روش رونگ05

h/با ) 36-2(چهار معادله  = 0 ارائه  7 -2نتايج در جدول . مقايسه مي شوند 1،2،3،4،5در نقاط شبكه اي  1

  .در اين مثال واضح است كه روش مرتبه چهار بهتر است. شده اند

  

 

                                       
7
 . Butcher 
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  )7-2جدول (

  روش اويلر             روش پيراسته   كوتاي    – هروش رونگ                                  

      ويلرا      مرتبه چهار    مقدار واقعي      

 /h = 0 1   
   

/h = 0 05  

  

/h = 0 025  t  

0/095162582 0/09516250 0/095123 0/96312 0/1 

0/181269247 0/18126910 0/181198 0/183348 0/2 

0/259181779 0/25918158 0/259085 0/262001 0/3 

0/329679954 0/32967971 0/329563 0/333079 0/4 

0/393469340 0/39346906 0/393337 0/397312 0/5 

  

  

  ت ديفرانسيلمعادلات مرتبه بالاتر و دستگاههاي معادلا 2-7

. اين بخش مشتمل بر مقدمه اي از حل عددي معادلات ديفرانسيل مرتبه بالاتر تحت شرايط اوليه است

روشهاي مورد بحث محدود به آنهايي است كه يك معادله مرتبه بالاتر از يك را به دستگاهي از معادلات 

ل، نكاتي چند در باب دستگاههاي پيش از بحث درباره روند تبدي. ديفرانسيل مرتبه اول تبديل مي كند

  .معادلات ديفرانسيل مرتبه اول لازم است

  م از مسائل مقدار اوليه مرتبه اول را مي توان به صورتmيك دستگاه مرتبه 

 
( ), , ,..., ,m

du
f t u u u

dt
=1

1 1 2
  

)2- 37( ( ), , ,..., ,m

du
f t u u u

dt
=2

2 1 2
  

 

( ), , ,..., ,m
m m

du
f t u u u

dt
=

1 2

�

  

aبه ازاي  t b≤   :، با شرايط اوليه زير بيان كرد≥

 ( ) ,u a = α
1 1

   
 )2 -37( ( ) ,u a = α

2 2
  

 

( ) ,m mu a = α

�
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)تابع  mهدف تعيين  ) ( ) ( ), ,..., mu t u t u t
1 2

معادلات ديفرانسيل و شرايط اوليه است كه در دستگاه  

  .صدق كنند

براي بحث وجود و يكتايي جوابهاي دستگاه معادلات، ابتدا لازم است تعريف شرط ليپ شيتس را به توابع 

  .چند متغيره تعميم دهيم

  

)گوييم تابع  :تعريف 1- 2-7 ), ,..., mf t y y
1

  تعريف شده بر مجموعه 

)به ازاي هر { ){ , ,..., | , , , ,...,m iD t u u a t b u i m= ≤ ≤ −∞ < < ∞ =
1

1  Dدر شرط ليپ شيتس بر  2

,با متغيرهاي  ,..., mu u u
1 2

Lصدق مي كند اگر ثابتي مانند   >   :با خاصيت زير وجود داشته باشد 0

)به ازاي هر  ), ,..., mt z z
1

)و   ), , ,..., mt u u u
1 2

  ،Dدر  

)2 .39( 
( ) ( ), ,..., , ,..., .

m

m m j j

j

f t u u f t z z L u z

=

− ≤ −∑1 1

1

  

پيوسته  Dو مشتقات جزئي اول آن در  fبا استفاده از قضيه مقدار ميانگين، مي توان نشان داد كه هرگاه 

,بوده و به ازاي هر  ,...,i m= 1 )و هر  2 ), ,..., mt u u
1

  Dدر  

( ), ,...,
,

m

i

f t u u
L

u

∂
≤

∂
1  

، ]7[ )روتا –بيركف . ك.ر. (صدق مي كند L ليپ شيتسبا ثابت  Dبر  ليپ شيتسدر شرط  fآنگاه 

اثباتش را مي توان در صفحات . يك قضيه وجودي و يكتايي اساسي در زير ارائه مي شود). 102صفحه 

  .يافت] 7[بيركف و روتا  112 - 113

  

  فرض كنيم  :قضيه 2- 2-7

)به ازاي هر { ){ , , ,..., | , , , ,...,m iD t u u u a t b u i m= ≤ ≤ −∞ < < ∞ =
1 2

1 و نيز  2

( ), ,...,i mf t u u
1

,، به ازاي هر  ,...,i m= 1 در . صدق كنند ليپ شيتسپيوسته و بر آن در شرط  D، در 2

، داراي جواب )38-2(، تحت شرايط اوليه )37-2(اين صورت، دستگاه معادلات ديفرانسيل مرتبه اول 

)منحصربفرد  ) ( ),..., mu t u t
1

a، به ازاي  t b≤   .است ≥

  م كلي به شكلmحويل يك معادله ديفرانسيل مرتبه براي ت
( ) ( ) ( )( ), , ,..., , ,
m m

y t f t y y y a t b
−′= ≤ ≤
1  

)با شرايط اوليه  ) ( ) ( ) ( ), ,...,
m

my y y
−′α = α α = α α = α
1

1 2
) 37-2(به يك دستگاه معادلات به شكل  

  ، فرض مي كنيم)38- 2(و 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,..., ,
m

mu t y t u t y t y t y t
−′= = =
1

1 2
  

  ولبا اين نمادها، دستگاه مرتبه ا

                                        ,
du dy

u
dt dt

= =1

2
  

                           ,
du dy

u
dt dt

′
= =2

3
     

                      ( )
( ) ( )( ), , ,...,

m
m mmdu dy

y f t y y y
dt dt

−
−′= = =

1

1

�

 

                    ( ), , ,..., ,mf t u u u=
1 2

   

  :آيدبا شرايط اوليه زير بدست مي 

             ( ) ( ) ,u a y a= = α
1 1

  

          ( ) ( ) ,u a y a′= = α
2 2

  

 
( ) ( ) ( ) ,

m
m mu a y a

−
= = α

1

�
  

  

  معادله ديفرانسيل مرتبه دوم  :مثال 3- 2-7

)2-40( sin ,
t

y y y e t t′′ ′− + = ≤ ≤2
2 2 0 1  

)با شرايط اوليه  ) ( )/ , /y y′= − = −0 0 4 0 0 فرض با . را در نظر مي گيريم 6

( ) ( )u t y t=
1

)و ) ( )u t y t′=
2

  به دستگاه) 2-40(، 

)2-41(  

 

( ) ( ) ,u t u t′ =
1 2 1

 

( ) ( ) ( )sin ,
t

u t e t u t u t′ = − +2

2 1 2
2 2  

  :با شرايط اوليه زير تبديل مي شود

)2-42(  

 

( ) / ,u = −
2
0 0 6  

( ) / ,u = −
1
0 0 4  

)واضح است كه  ), ,f t u u
1 1 2

  بر  

( ){ }, , , ,D t u u t u u= ≤ ≤ −∞ < < ∞
1 2 1 2

0 L، با 1 =   صدق  ليپ شيتس، در شرط 1

)با فرض. پيوسته است Dمي كند، و بر  ), , sintf t u u e t u u= − +2

2 1 2 1 2
2   ، داريم2

( ) ( ), , , ,f t u u f t z z−
2 1 2 2 1 2

  

sin sin
t t

e t u u e t z z− + − + −2 2

1 2 1 2
2 2 2 2  



54 

 

,u z u z≤ − + −
1 1 2 2

2 2  
fدر نتيجه، 

2
L، ليكن با ليپ شيتسدر شرط  Dنيز به   = fبعلاوه، . ، صدق مي كند2

2
پيوسته  Dنيز بر  

≥tر نتيجه، دستگاه به ازاي است؛ د ≤0 به سادگي مي توان تحقيق كرد . داراي جواب منحصربفرد است 1

  كه اين جواب برابر است با

( ) ( )/ sin cos ,tu t e t t= −2

1
0 2 2  

( ) ( )/ sin cos ,tu t e t t= −2

2
0 2 4 3  

)در نتيجه،  ) ( )sin costy t e t t= −2
2 )است كه در جواب منحصربفرد معادله مرتبه دوم  2 ) /y = −0 0 4 

)و  ) /y′ = −0 0   .صدق مي كند 6

روشهاي حل دستگاههاي معادلات ديفرانسيل مرتبه اول چيزي جز تعميم روشهاي حل يك معادله مرتبه 

  ده باكوتاي ارائه ش – همثلا، روش كلاسيك مرتبه چهار رونگ. اول كه پيشتر در اين فصل ارائه شد نيست

,w a=
0

 

( ), ,i ik hf t w=
1

 

, ,i i

h
k hf t w k

 
= + + 

 
2 1

1

2 2

 

, ,i i

h
k hf t w k

 
= + + 

 
3 2

1

2 2

 

( ), ,i ik hf t w k+= +
4 1 3

 

,و، به ازاي هر  ,...,i N= −0 1 1،  

[ ]i iw w k k k k+ = + + + +
1 1 2 3 4

1
2 2

6

  

  براي حل مسئله مقدار اوليه مرتبه اول

( ) ( ), , ,y f t y a t b y a′ = ≤ ≤ = α  
Nعدد صحيح : را مي توان به صورت زير تعميم داد > )را اختيار و قرار مي دهيم  0 ) /h b a N= بازه . −

[ ],a b  را بهN زير بازه با نقاط شبكه اي  

,به ازاي هر  , ,...,jt a jh j N= + = 0 1  

)را جهت نمايش تقريب  ijwنمادگذاري . افراز مي كنيم )i ju t  به ازاي هر, ,..., , , ,...,i m j N= =1 2 0 1 

)م ا-iتقريب جواب  ijwبكار مي بريم، به اين معني كه  )iu t  در ) 37. 2(ازjt يعني نقطه شكبه اي ،j -

  .براي شرايط اوليه، قرار مي دهيم. م، استا

)2-43(  
, ,w = α
10 1

  
 

, ,w = α
2 0 2
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,m mw = α
0

�
  

,اگر فرض كنيم مقادير  , ,, ,...,j j m jw w w
1 2

محاسبه شده باشند، با اولين محاسبه  

, , ,, ,...,j j m jw w w+ + +1 1 2 1 1
  :را بدست مي آوريم 

) هر  يبه ازا )2-44( ), , , ,, , ,..., , , ,...,i i j j j m jk hf t w w w i m= =
1 1 2

1 2  

,به ازاي هر  ,...,i m= 1 2،  

)2-45( 
, , , , , , ,, , ,..., ,i i j j j m j m

h
k hf t w k w k w k

 
= + + + + 

 
2 1 11 2 1 2 1

1 1 1

2 2 2 2

   

,به ازاي هر  ,...,i m= 1 2،  

)2-46( 
, , , , . , ,, , ,..., ,i i j j j m j m

h
k hf t w k w k w k

 
= + + + + 

 
3 1 2 1 2 2 2 2

1 1 1

2 2 2 2

  

,به ازاي هر  ,...,i m= 1 2،  

)2-47( ( ), , , , , , ,, , ,...,i i j j j m j mk hf t h w k w k w k= + + + +
4 1 3 1 2 3 2 3

  

)2-48( 
, , , , , , ,i j i j i i i iw w k k k k+  = + + + + 1 1 2 3 4

1
2 2

16

  

,بايد توجه داشت كه لازم است تمام  , ,, ,..., mk k k
11 1 2 1

k,از آنكه بتوان  ، پيش
2 1

را تعيين كرد، محاسبه  

,در حالت كلي، بايد هريك از . شوند , ,, ,..., mk k k
11 1 2 1

l.پيش از هريك از عبارات   ik   .محاسبه شوند 1+

  

  ، داده شده با)3-7-2(دستگاه مرتبه اول مثال :مثال 4- 2-7

)2-49(  ,u u′ =
1 2

  

sin ,
t

u e t u u′ = − +2

2 1 2
2 2  

≥tبه ازاي  ≤0   :، با شرايط اوليه زير را در نظر مي گيريم1

)2-50( ( ) / ,u = −
1
0 0 4  

( ) / ,u = −
2
0 0 6  

h/ستفاده از كوتا را براي تقريب جواب اين مسئله با ا–هروش كلاسيك مرتبه چهار رونگ = 0 بكار مي  1

,از شرايط اوليه نتيجه مي شود كه . بريم /w = −
10

0 ,و  4 /w = −
2 0

0 با ) 47- 2(تا ) 44- 2(بنابر معادلات . 6

j = 1،  

( ), , , ,, , / ,k hf t w w hw= = = −
11 1 0 10 2 0 2 0

0 06  

( ), , ,, ,k hf t w w=
1 2 2 0 10 2 0
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, ,sin / ,
t

h e t w w = − + = −
 

0
2

0 10 2 0
2 2 0 04  

, , , , ,, ,
h

k hf t w k w k
 

= + + + 
 

2 1 1 0 10 11 2 0 1 2

1 1

2 2 2

 

, , / ,h w k
 

= + = − 
 

2 0 1 2

1
0 062

2

 

, , , , ,, ,
h

k hf t w k w k
 

= + + + 
 

2 2 2 0 10 11 2 0 1 2

1 1

2 2 2

 

( ) ( )/
, ,sin /

t
h e t w k

+  
+ − + 

 

0
2 0 05

0 10 11

1
0 05 2

2

 

, ,w k
 

+ + 
 

2 0 1 2

1
2

2

 

/ ,= −0 03247644757  

, , , / ,k h w k
 

= + = −  
3 1 2 0 2 2

1
0 06162382238

2

 

( ) ( )/
, , ,sin /

t
k h e t w k

+  = + − +   
0

2 0 05

3 2 0 10 2 1

1
0 05 2

2

 

, , ,w k
 

+ + 
 

2 0 2 2

1
2

2

 

, , , / ,k h w k = + = − 4 1 2 0 3 2
0 06315240924  

( ) ( )/
, , ,sin /

t
k h e t w k

+  = + − +   
0

2 0 1

4 2 0 10 3 1

1
0 1 2

2

 

( ), ,w k + + 2 0 3 2
2  

/ ;= −0 02178637298  

  در نتيجه،

, , , , , , / ,w w k k k k = + + + + = − 11 10 11 2 1 3 1 4 1

1
2 2 0 4617333423

6

  

  و 

, , , , , , /w w k k k k = + + + + = − 2 1 2 0 1 2 2 2 3 2 4 2

1
2 2 0 6316312421

6

  

w,مقدار 
11

)تقريب   ) ( ) ( ) [ ]/
/ / / sin / cos /u y e= = −

2 0 1

1
0 1 0 1 0 2 0 1 2 0 w,و  1

2 1
تقريب  

( ) ( ) ( ) [ ]/
/ / / sin / cos /u y e′= = −

2 0 1

2
0 1 0 1 0 2 4 0 1 3 0   .مي باشد 1

,مقادير  jw
1

,و   jw
2

,، به  ازاي  jw
2

,، به ازاي  ,...,j = 0 1 اند، و مقدار واقعي  درج شده 8 -2، در جدول 10

( ) [ ]/ sin costu t e t t= −2

1
0 2 uچون . نيز داده شده است 2 u′=

2 1
)، مقادير  )u t

2
  .داده نشده اند 
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  )8-2جدول (

.( )j jy t w−
1

               ( ) ( )j jy t u t=
1

                . jw
2

                 . jw
1

                jt  

            0 -0/40000000 -0/60000000 -0/40000000 0 

       /
−× 7

3 7 10  -0/46173297 -0/63163124 -0/46173334 0/1 

      /
−× 7

8 3 10  -0/52555905 -0/64014895 -0/52555988 0/2 

/
−× 6

1 39 10  -0/58860005 -0/61366381 -0/58860144 0/3 

/
−× 6

2 03 10  -0/64661028 -0/53658203   -0/64661231 0/4 

/
−× 6

2 71 10  -0/69356395 -0/38873810 -0/69356666 0/5 

/
−× 6

3 41 10  -0/72114849 -0/14438087 -0/72115190 0/6 

/
−× 6

4 05 10  -0/71814890 0/2899702 -0/71815295 0/7 

/
−× 6

4 56 10  -0/66970677 0/7199180 -0/66971133 0/8 

/
−× 6

4 76 10  -0/55643814 0/15347815 -0/55644290 0/9 

/
−× 6

4 50 10  -0/35339436 0/25787663 -0/35339886 1 

      

)با فرض : قرارداد 2-7-5 , ,..., )mu u u u=
1 2

t  به صورت زير نوشته مي شود) 37-2(معادله  

                      
( ) ( , ( )),

( ) ,

t f t t′ =


= 0
0

u u

u u
                                                        ( 2-51 )

 

                                            
 

  .را مي توان به صورت زير بازنويسي كرد) 1-7-2(و نيز قضيه 

  

 و بر روي ناحيه tتابعي پيوسته از  f(t ,u)اگر : [17]قضيه6 -2-7

( ){ }, | , , , ,..., ,iD t a t b u i m= ≤ ≤ −∞ < < ∞ = 1 2u  

  .ردوجود دا) 51-2(در شرط ليپ شيتس صدق كند در اينصورت يك جواب منحصربه فرد  براي دستگاه 

  چنان يافت شود كه Lشرط ليپ شيتس با اين نمادگذاري به اين معني است كه ثابتي مانند 

  * *|| ( , ) ( , ) || || ||,f t f t− ≤u u u - u                                         )2 -52(  

 

  همگرايي و پايداري  2-8

گامي براي تقريب جواب يك معادله ديفرانسـيل، روشـي   يك روش تك : تعريف روش تك گامي 2-8-1

 .است كه مي تواند به صورت زير نوشته شود
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)2-53(                  ( , , ),n n n nh t hψ+ = +
1

u u u                                                         

ــي2-8-2 ــف همگراي ــراي هــر معاد ) 53-2(روش تــك گــامي : تعري ــه ديفرانســيل همگراســت، اگــر ب ل

( )f′u = u هنگامي كهn → 0، براي هر ∞ t b≤ ) .داشته باشيم ≥ )n t→u u  

  

كـه  يك روش تك گامي پايدار ناميده مي شود، هرگاه براي هر معادله ديفرانسـيل  : تعريف پايداري 2-8-3

چنان وجـود داشـته باشـند كـه تفاضـل بـين دو         Kو 0hدر شرط ليپ شيتس صدق مي كند، ثابتهاي مثبت 

*جواب عددي متفاوت 
n nوu u صدق مي كنند، در شرط زير صدق نمايند) 53-2(كه در رابطه  

* *
.|| || || ||,n n K− ≤

0
u u u - u  

00هر براي  h h≤ ≤  

  

)اگر: [17]قضيه-2-8-4 , , )t hψ u  نسبت بهu  ،در اينصـورت روش ارائـه   در شرط ليپ شيتس صدق كند

  .پايدار است)  53-2(شده توسط 

  

)اگر: [17] قضيه 2-8-5 , , )t hψ u  تابعي پيوسته ازt بر روي ناحيه و 

( ){ }, | , , , ,...,iD t h a t b h h u i m= ≤ ≤ ≤ ≤ − ∞ < < ∞ =
0

0 1 2u,  
 در شرط ليپ شيتس صدق كند، يك شرط لازم و كافي براي همگرايي آن است كه

( , ( ), ) ( , ( )).t t f t tψ =0u u  
  

 براي تقريب معادله ديفرانسيل   4كوتا مرتبه  –روش عددي رونگه :  [17]قضيه 2-8-6

( ) ( , ( )),

( ) ,

t f t t′ =


= 0
0

u u

u u
 

  .پايدار است
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  فصل سوم
  حل عددي معادلات ديفرانسيل فازي
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  :مقدمه 1 -3

مفهوم مشتق فازي در ابتدا . موضوع معادلات ديفرانسيل فازي در سالهاي اخير به سرعت در حال رشد است

بـا اسـتفاده از اصـل    ] 5[ پـراد و  دابيـوس معرفي شد، سپس اين مفهـوم توسـط     ]12[چنگ و  زاده به وسيله

مورد بحـث قـرار   ] 18[اگسمنو و گوتشلو ] 28[رالسكو  و  پوري ير روشها توسطسا. گسترش ادامه يافت

مفهوم معادله ديفرانسيل فازي را براي تجزيه و تحليل مسائل ديناميكي فـازي بـه   ] 23[ بياتو  كندل. گرفت

و  22[كـالوا  به صورت جدي توسـط  ) مساله كوشي(معادله ديفرانسيل فازي و مسأله مقدار اوليه . كار بردند

مورد مطالعه قرار گرفته ] 6-8-9-13-20[و ديگر محققين ] 24[ كولدن، ]19[ يايو  هي، ]25[سيكالا ، ]21

  معرفي شده است] 1-2-4[روشهاي عددي براي حل معادلات ديفرانسيل فازي توسط محققين . است

 -رونگـه و  اويلر روشهاي در حل معادلات ديفرانسيل فازي، سيكالابا استفاده از بيان مشتق  ر اين فصلما د 

مرتبه چهار فازي را به همراه قضاياي مربوط به همگرايي و مثال هايي در بيان صحت قضـاياي ذكـر    كوتاي

  .شده بيان مي نماييم

  

  روش اويلر فازي 2 -3

. در اين بخش به جاي معادله ديفرانسيل فازي، فرم پارامتري آن را جايگزين و سـپس آن را حـل مـي كنـيم    

  .تم جديد شامل دو معادله ديفرانسيل فازي با شرايط اوليه مي باشدحال سيس

  :معادله ديفرانسيل فازي مرتبه اول زير را در نظر بگيريد

)3-1(  ( ) ( ), ,X t F t x′ =  
)است و  tيك تابع فازي از  Xكه  ),F t x    1يك تابع فازي بـا متغيـر قطعـي

t    و متغيـر فـازيx  وX ′ 

)اگر مقدار اوليه . Xمشتق فازي  )X t X=
0 0

را خواهيم  داده شده باشد، يك مساله كوشي فازي مرتبه اول 

  :داشت

)3-2( ( ) ( ), ,X F t x X t X′ = =
0 0

 

  را با سيستم زير جايگزين كنيم، ) 2-3(مي توانيم معادله ] 21[از مرجع  5. 2حال بنابر قضيه 

  

)3-3( 

  

( ) ( ) ( ), , , ,X F t x F t x x X t X′ = = =
0 0

  

( ) ( ) ( ), , , ,X F t x G t x x X t X′ = = =
0 0

  
  :بصورت زير است) 3 -3(كه فرم پارامتري معادلات 

                                       
1
 . Crisp 
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    )3-4(  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ); , ; , ; , ; ,X t r F t x t r x t r X t r X r′ = =
0

  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]; , ; , ; , ; , ,X t r G t x t r x t r X t r X r r′ = = ∈
0

0 1     

T، )5 -3(براي بدست آوردن معادله  t>
0

t,قرار داده و بازه   T 
 0

را با يك مجموعه از نقاط گسسـته بـه    

  :نام نقاط شبكه اي جايگزين مي كنيم

 )3-5( ... ,Nt t t T< < < =
0 1

  
)كه جواب دقيق  ) ( ); , ;Y t r Y t r    توسط( ) ( )( ); , ;y t r y t r توجه به ايـن نكتـه   . (تقريب زده مي شود

  .)تغيير نمي كند rلازم است كه در هر بار محاسبه، 

nي ، براntجواب هاي دقيق و تقريبي در  N≤   :را بصورت زير نشان مي دهند 0≥

  

)3-6( 

  

( ) ( ) ( ); , ; ,nY r Y t r Y t r =    

( ) ( ) ( ); , ; ,ny r y t r y t r =    

  

  :نقاط شبكه اي كه جواب در آنها محاسبه مي شود بصورت زير مي باشند

( )
, ; ,n

T t
t t nh h n N

N

−
= + = ≤ ≤0

0
1  

)روش اويلر براساس تقريب مرتبه اول  ) ( ); , ;Y t r Y t r′   :است و داريم ′

  

)3-7( 

 

( )
( ) ( ); ;

; ,
Z t h r z t r

Z t r
h

+ −
′ ≈ 

  

)كه  );Z t r  به ترتيب( ) ( ); , ;Y t r Y t r است.  

  :داريم) 7-3(بنابر معادله 

  

)3-8( ( ) ( ) ( ) ,n n nY r Y r hF r+ ≈ +
1

  

( ) ( ) ( ) ,n n nY r Y r hG r+ ≈ +
1

  
  كه

)3-9(  ( ) ( ) ( )( ), , ,nnn nF r F t Y r Y r=  

( ) ( ) ( )( ), , ,nnn nG r G t Y r Y r=  

  



62 

 

  :تعريف مي كنيم) 8-3(با توجه به معادلات 

  

)3-10(  

  

( ) ( ) ( ) ( ), , ,n n n n n ny r y r hF t y r y r+  = +  1
  

( ) ( ) ( ) ( ), , ,n n n n n ny r y r hG t y r y r+  = +  1
  

  

)كه در آن  ) ( )y r X r=
0 0

)و   ) ( )y r X r=
0 0

.  

  

)3-11( 

  

( ) ( ) ( ) ( ){ }; ; , , , ,..., , ,N Nt h ry t y r t y r t y r     =      0 0 1 1
  

( ) ( ) ( ) ( ){ }; ; , , , ,..., , ,N Nt h ry t y r t y r t y r=           0 0 1 1
 

  

  همگرايي 3-3

  .لم هاي زير براي بيان همگرايي تقريبهاي ذكر شده در بالا بيان مي شوند

  

}فرض كنيد دنباله اعداد :  ]15[لم 3-3-1 }
N

n n
W

=0
  در شرط 

  

)3-12(  

 

, ,n nW A W B n N+ ≤ + ≤ ≤ −
1

0 1  

  

  آنگاه. صدق كند Bو Aبا ثابت هاي مثبت 

  

)3-13( 

 

, ,
n

n
n

A
W A W B n N

A

−
≤ + ≤ ≤ −

−
0

1
0 1

1

 

  

}فرض كنيد دنباله اعداد : ]15[لم 3-3-2 }
N

n n
W

=0
}و   }

N

n n
V

=0
  در شروط  

  

)3-14( 

  

{ }.max , ,
n n n nW W A W V B

+
≤ + +

1

  

{ }.max , ,n n n nV V A W V B+ ≤ + +
1

  

  

  صدق كنند، با تعريف Bو  Aبا ثابت هاي مثبت 
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, ,n n nU W V n N= + ≤ ≤0  
  آنگاه

)3-15( 
, ,

n
n

n

A
U A U B n N

A

−
≤ + ≤ ≤

−
0

1
1

1

  

Bكه در آن   B= Aو 2 A= +1 2.  

}كه مي دانيم . برهان }max ,n n n nW V W V≤   :داريم) 14-3(، لذا بنابر روابط +

( )n n n n n nW V W V A W V B+ ++ ≤ + + + +
1 1

2 2  

( )( ) ,n nA W V B= + + +1 2 2  

  لذا

( )n nU A U B+ ≤ + +
1

1 2 2  
  .برقرار خواهد بود) 15-3(، رابطه nUبراي ) 1-3-3(بنابراين با توجه به لم

  

)فرض كنيد  ) ( ), , , , ,G t u v F t u v  توابع,F G  باشند، كه ) 3 -3(رابطه,u v    ثابـت انـد وu v≤ .  دامنـه

,F G بصورت زير مي باشد:  

( ){ }, , | , , .K t u v t T v u v= ≤ ≤ −∞ < < ∞ −∞ < <0  

  

) فرض كنيد: قضيه 3 -3 -3 ) ( ), , , , ,G t u v F t u v   متعلق بـه( )C K1     باشـند و مشـتقات جزئـي,F G 

≥rكه  rكراندار باشند، آنگاه براي ثابت دلخواه  Kروي  ≤0 بـه  ) 11-3(يلر براي مساله ، تقريب هاي او1

)جواب هاي دقيق  ) ( ); , ;Y t r Y t r   بطور يكنواخت درt همگراست.  

  با توجه به آنچه در معادلات ديفرانسيل معمولي مطالعه كرديم بسادگي مي توان نشان داد كه. برهان

  

( ) ( )lim ; ,N
h

y r Y T r
→

=
0

  

( ) ( )lim ; ,N
h

y r Y T r
→

=
0

  

  

  :از طرفي بنابر قضيه تيلور داريم

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,nn n nn n n

h
Y r Y r hF t Y r Y r Y+

  ′′= + + ξ 

2

1

2

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,n n nnn n n

h
Y r Y r hG t Y r Y r Y+   ′′= + + ξ 

2

1

2
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n, كه n n nt t +< ξ ξ <
1

  و  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ), , , , ,

n n n n

n n n n n nn

Y r Y r Y r y r

h
h F t Y r Y r F t y r y r Y

+ +− = −

′′  + − + ξ   

1 1

2

2

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ), , , , ,

nn n n

nn n n nnn

Y r y r Y r y r

h
h G t Y r Y r G t y r y r Y

+ +− = −

   ′′+ − + ξ   

1 1

2

2

  

  

  تعريف مي كنيم

( ) ( ) ,n n nW Y r y r= −  

( ) ( ),nn nV Y r y r= −  

  بنابراين 

     (*)( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,nn n n n n nn

h
W W h F t Y r Y r F t y r y r M+

  ≤ + − +   

2

1
2

   

          ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,nn n n n n nn

h
V V h G t Y r Y r G t y r y r M+

  ≤ + − +   

2

1
2

  

  كه در اينجا

( )max ; ,
t t T

M Y t r
≤ ≤

′′=
0

  

( )max ; ,
t t T

M Y t r
≤ ≤

′′=
0

  

  :از طرفي بنابر شرط ليپ شيتس براي توابع دومتغيره داريم

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,nn n n nn
F t Y r Y r F t y r y r   −     

( ) ( ) ( ) ( ){ }. n n n nL Y r y r Y r y r≤ − + −  

                             ( ) ( ) ( ) ( ){ }.max ,n n n nL Y r y r Y r y r≤ − −2   

                        { }.max , ,n nL W V= 2  

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,nnn n nn
G t Y r Y r G t y r y r   −     

( ) ( ) ( ) ( ){ }. n n n nL Y r y r Y r y r≤ − + −  

( ) ( ) ( ) ( ){ }.max ,n n n nL Y r y r Y r y r≤ − −2                                                      

{ }.max , ,n nL W V= 2                        

  :داريم(*) با دوباره نويسي روابط 
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{ }.max , ,n n n n

h
W W hL W V M+ ≤ + +

2

1
2

2

  

{ }.max , ,n n n n

h
V V hL W V M+ ≤ + +

2

1
2

2

  

  

Lو  > F,كران بالايي براي مشتقات جزئي  0 G مي باشد.  

  )2-3-3(بنابر لم 

( )
( )

,

n
n

n

hL
W hL U h M

hL

+ −
≤ + + 2

0

1 4 1
1 4

4

  

( )
( )

,

n
n

n

hL
V hL U h M

hL

+ −
≤ + + 2

0

1 4 1
1 4

4

  

  

Uكه در اينجا  W V= +
0 0 0

  مي باشد و 

( )
( )

( )

,

T t
h

n

n

hL
W hL U h M

hL

−

+ −
≤ + +

0

2

0

1 4 1
1 4

4

 

( )
( )

( )

,

T t
h

n

n

hL
V hL U h M

hL

−

+ −
≤ + +

0

2

0

1 4 1
1 4

4

 

 

Wاز آنجايي كه  V=
0 0

  :است خواهيم داشت 
( )

,

L T t

N

e
W M h

L

−
−

≤
0

4
1

4

  

( )
,

L T t

N

e
V M h

L

−
−

≤
0

4
1

4

  

hكه وقتي  nWآنگاه  0→ nVو  0→ →0.  

  

  :مساله مقدار اوليه زير را در نظر بگيريد: مثال 3-3-4

( ) ( ) ( ) ( ), / / , / / ,X t x t x r r′ = = + −0 0 75 0 25 1 125 0 125  
        كه جواب  دقيق آن عبارت است از 

( ) ( ) ( ); / / , / /Y r r e r e=  + −  1 0 75 0 25 1 125 1 125 r≤ ≤0 1                     

Nبا استفاده از تقريب اويلر با  =   :داريم 10
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)با فرض اينكه  ) ( )y x=0 )و  0 ) ( )y x=0 hو با توجه به اينكه  0 =
1

10

  :داريم 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ ; ; ,y r y r hx h y= + = +0 1 0 0 1 0  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ ; ; ,y r y r hx h y= + = +0 1 0 0 1 0  
  :ام بعدي با فرض دقيق بودن تقريب در گام قبلي داريمدر گ

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ ; / ; / ; / ; / ; ; ,y r y r hx r y r hy r h y r= + = + = +
2

0 2 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ ; / ; / ; / ; / ; ; ,y r y r hx r y r hy r h y r= + = + = +
2

0 2 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0  

tاگر روند فوق را تا نقطه  =   :ادامه دهيم داريم 1

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ); / ; / / / ,y r y r r= + = + +
10 10

1 1 0 1 0 1 0 1 0 75 0 25  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ); / ; / / / ,y r y r r= + = + +
10 10

1 1 0 1 0 1 0 1 1 125 0 125  

  

  :رت است ازلذا تقريب مورد نظر عبا

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ); / / / , / / / ,y r r r

r

 = + + + −  

< ≤

10 10

1 1 0 1 0 75 0 25 1 0 1 1 125 0 125

0 1

 

  

  كوتاي مرتبه چهار -روش رونگه 3-4

همانطور كه مي دانيد روش هاي تيلور به علت نياز به محاسبه مشتقات مراتب بالا خيلي مناسب نيستند، لذا 

  .روشهاي رونگه كوتا با همان مرتبه خطاي تيلور و بدون نياز به محاسبه مشتقات بيان شدند

  :مساله مقدار اوليه زير را در نظر بگيريد

  

)3-16( 
                       

( ) ( ) ( )

( )

( ), ,

,

y t f t y t a t b

y a

′ = + ≤ ≤


= α
 

 

ntو  ntدر نقاط  yكوتا بر بيان تفاضل بين دو مقدار  -اساس روش رونگه   ت،گذاشته شده اس 1+

)3-17(                       
m

n n i ii
y y w k+ =

− =∑1 1
 

i,...,براي  m=   ها ثابت اند و iwكه  1
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)3-18( ( ),. , ,
i

i n i n i j ij
k h f t h y k

−

=
= + α + β∑

1

1
  

mتا  hبراي توانهاي ) 17-3(كه رابطه   
h  دقيق است، زيرا اين روش براساس روش تيلور از مرتبهm  بيان

  .شده است

i,و  iαضرايب غير صفر  jβ در روش رونگه كوتاي مرتبه چهار عبارتند از:  

, , ,, , , , , ,α = α = α = α = β = β = β =
1 2 3 4 2 1 3 2 4 3

1 1 1
0 1 1

2 2 2

 

  :داريم] 26[بنابر مرجع 

  

)3-19(              ( ) ,y = α0  

             ( ). , ,i ik h f t y=
1

  

     . , ,i i

h
k h f t y k

 
= + + 

 
2 1

1

2 2

  

     . , ,i i

h
k h f t y k

 
= + + 

 
3 2

1

2 2

  

       ( ). , ,i ik h f t h y k= + +
4 3

  

( ) ,i iy y k k k k+ = + + + +
1 1 2 3 4

1
2 2

6

  

  يكه جا

( )
... , ,N i i

b a
a t t t b h t t

N
+

−
= ≤ ≤ ≤ = = = −

0 1 1
  

  

)فرض : قضيه 1 -4 -3 ),f t y  متعلق به[ ],c a b4    باشد و مشتقات جزئي آن موجود و كرانـدار باشـند و

,p M اعداد مثبت باشند بطوري كه  

( ), , ,
i j i j

i j j

f P
f t y M

t y M

+ +

−

∂
< <

∂ ∂ 1
  

  :داريم كوتاي مرتبه چهار -آنگاه در روش رونگه

( ),i iy y h MP O h+ − ≈ +5 4 6

1

73

720

  

  .رجوع كنيد] 26[به مرجع . برهان

  

  مساله كوشي فازي 5 -3
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  :مساله مقدار اوليه فازي زير را در نظر بگيريد

)3-20( ( ) ( )( ) [ ]

( )

, , ,y t f t y t t I T

y y

 ′ = ∈ =


= 0

0

0

 

Rيك نگاشت پيوسته از  fكه در آن  R+ yبوده و  Rوي بت × E∈
0

  برش زير  −rبا مجموعه  

[ ] ( ) ( )[ ; , ; , ( , ]
r

y y r y r r=  ∈0 1 2
0 0 0 1  

)كه بنابر اصل گسترش زاده تعريف زير از  )( ),f t y t  وقتي( )y y t= يك عدد فازي باشد  

( ) ( ) ( ){ }, ( ) sup ( ) | , ,f t y s y y s f t s R= τ = τ ∈  

  :و به دنبال آن داريم

)3-21( ( ) ( ) ( ) ( ){ }, ; min , | , ,f t y r f t u u y r y r= ∈   1 1 2
                            

( ) ( ) ( ) ( ){ }, ; max , | , ,f t y r f t u u y r y r= ∈   2 1 2
 

 

  در شرط زير صدق كند fفرض  لم 1 -5 -3

( ) ( ) ( ), , , , , , ,f t v f t v g t v v t v v R− ≤ − ≥ ∈0  

g:كه در آن  R R+ )يك نگاشت پيوسته است بطوريكه  ×+ ),r g t r→     غير نزولي اسـت، مسـاله مقـدار

  اوليه زير

( ) ( )( ) ( ), , ,u t g t u t u u′ = =
0

0  

uبراي  +Rداراي جواب روي  >
0

)مي باشد و  0 )u t = uن را براي تنها جواب آ 0 =
0

  . است 0

  .داراي جواب منحصربه فرد است) 20 -3(آنگاه مساله مقدار اوليه 

  .مراجعه شود] 18[به مرجع . برهان

  

  مرتبه چهار كوتاي فازي-روش رونگه 6 -3

  

)فرض جـواب دقيـق    ) ( ) ( ); , ;
r

Y t Y t r Y t r  =     1 2
)توسـط مقـدار     ) ( ) ( ); , ;

r
y t y t r y t r  =     1 2

 

  :داريم) 18 -3(، )17 -3(تقريب زده شود، بنابر روابط 

( ) ( ) ( )( ),; ; , ; ,n n i i n ni
y t r y t r w k t y t r+ =

− =∑
4

1 1 1 11
                            ( 3 -22 ) 

           ( ) ( ) ( )( ),; ; , ; ,n n i i n ni
y t r y t r w k t y t r+ =

− =∑
4

2 1 2 21
 

  ها مقادير ثابت اند و iwكه در اينجا 
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)3-23(  ( )( ) ( )( ) ( )( ), ,, ; , ; , , ; ,

, , ,

i i ir
k t y t r k t y t r k t y t r

i

   =   

=

1 2

1 2 3 4

   

( )( ) ( ) ( )( )( ), , ,, ; . , , ; ,
i

i n n n i n i j j n nj
k t y t r h f t h y t k t y t r

−

=
= + α + β∑

1

1 1 11
 

( )( ) ( ) ( )( )( ), , ,, ; . , , ; ,
i

i n n n i n i j j n nj
k t y t r h f t h y t k t y t r

−

=
= + α + β∑

1

2 2 21
 

  و 

)3-24(  ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }, , ; min . , | ; , ; ,k t y t r h f t u u y t r y t r= ∈   11 1 2
                                  

( )( ) ( ) ( ) ( ){ }, , ; max . , | ; , ; ,k t y t r h f t u u y t r y t r= ∈   1 2 1 2
                     

( )( ) ( ) ( ), , ,, ; min . , | ; ( ; ) , ; ( ; ) ,
h

k t y t r h f t u u z t y t r z t y t r
    = + ∈      

2 1 11 1 2
2

( )( ) ( ) ( ), , ,, ; max . , | ; ( ; ) , ; ( ; ) ,
h

k t y t r h f t u u z t y t r z t y t r
  

 = + ∈    
  

2 2 11 1 2
2

  

( )( ) ( ) ( ), , ,, ; min . , | ; ( ; ) , ; ( ; ) ,
h

k t y t r h f t u u z t y t r z t y t r
    = + ∈      

3 1 2 1 2 2
2

  

( )( ) ( ) ( ), , ,, ; max . , | ; ( ; ) , ; ( ; ) ,
h

k t y t r h f t u u z t y t r z t y t r
  

 = + ∈    
  

3 2 2 1 2 2
2

( )( ) ( ) ( ) ( ){ }, , ,, ; min . , | ; ( ; ) , ; ( ; ) ,k t y t r h f t h u u z t y t r z t y t r = + ∈  4 1 3 1 3 2

( )( ) ( ) ( ) ( ){ }, , ,, ; max . , | ; ( ; ) , ; ( ; ) ,k t y t r h f t h u u z t y t r z t y t r = + ∈  4 2 3 1 3 2
  

  

  :كه در روش رونگه كوتاي مرتبه چهار داريم

  

)3-25( 
  ( )( ) ( ) ( )( ), ,, ; ; , ; ,z t y t r y t r k t y t r= +

1 1 1 11

1

2

 

  ( )( ) ( ) ( )( ), ,, ; ; , ; ,z t y t r y t r k t y t r= +
1 2 2 1 2

1

2

 

  ( )( ) ( ) ( )( ), ,, ; ; , ; ,z t y t r y t r k t y t r= +
2 1 1 2 1

1

2

 

  ( )( ) ( ) ( )( ), ,, ; ; , ; ,z t y t r y t r k t y t r= +
2 2 2 2 2

1

2

 

  ( )( ) ( ) ( )( ), ,, ; ; , ; ,z t y t r y t r k t y t r= +
3 1 1 3 1

 

  ( )( ) ( ) ( )( ), ,, ; ; , ; ,z t y t r y t r k t y t r= +
3 2 2 3 2

 

  :تعريف مي كنيم
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , , ,, ; , ; , ; , ; , ; ,F t y t r k t y t r k t y t r k t y t r k t y t r  = + + +  11 2 1 3 1 4 1
2 2              

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , , ,, ; , ; , ; , ; , ; ,G t y t r k t y t r k t y t r k t y t r k t y t r  = + + +  1 2 2 2 3 2 4 2
2 2              

      

ــي در    ــق و تقريبــ ــواب دقيــ ــه جــ nt،nكــ N≤ ــا 0≥ )، بــ ) ( ) ( ); , ;n n nr
Y t Y t r y t r   =   1 2

 و

( ) ( ) ( ); , ;n n nr
y t y t r y t r   =   1 2

  .به ترتيب بيان مي شوند 

  :داريم] 8[و ] 25[با توجه به مراجع 

)3-26( 
  ( ) ( ) ( ); ; , ; ,n n n nY t r Y t r F t Y t r+  ≈ +  1 1 1

1

6

 

  ( ) ( ) ( ); ; , ; ,n n n nY t r Y t r G t Y t r+  ≈ +  2 1 2

1

6

 

  :تعريف مي كنيم

)3-27( 
  ( ) ( ) ( ); ; , ; ,n n n ny t r y t r F t y t r+  = +  1 1 1

1

6

 

  ( ) ( ) ( ); ; , ; ,n n n ny t r y t r G t y t r+  = +  2 1 2

1

6

 

  .بط زير ثابت مي شود ارو) 3-3-3(لر ويهمگرايي روش ا كه مشابه اثبات

( ) ( )lim ; ; ,
h

y t r Y t r
→

=
1 1

0

  

( ) ( )lim ; ; ,
h

Y t r Y t r
→

=
2 2

0

  

  )است ارائه شده ]3[اثبات اين روابط در مرجع(

  

  مساله مقدار اوليه فازي زير را در نظر بگيريد :مثال -3-6-1

( ) ( ) [ ]

( ) ( )

, , ,

/ / , / / , ,

y t y t t

y r r r

′ = ∈


= + − < ≤

0 1

0 0 75 0 25 1 125 0 125 0 1

 

  :كوتاي مرتبه چهار داريم -نگهبا استفاده از روش رو

( ) ( ); ; ,n n

h h h
y t r y t r h+

 
= + + + + 

 

2 3 4

1 1 1
1

2 6 24

  

( ) ( ); ; ,n n

h h h
y t r y t r h+

 
= + + + + 

 

2 3 4

2 1 2
1

2 6 24

  

  :كه جواب دقيق عبارت است از

( ) ( ) ( ) ( ); ; , ; ; ,t t
Y t r y r e Y t r y r e= =
1 1 2 2

0 0  
tكه در  =   داريم، 1
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( ) ( ) ( ); / / , / / , ,Y r r e r e r=  + −  < ≤ 1 0 75 0 25 1 125 0 125 0 1  

)لر و رونگه كوتا كه جواب دقيق و تقريبي بدست آمده توسط روشهاي اوي )t = مقايسـه  ) 1 -3(در شكل  1

  .شده اند

  
    h=0/5 :)1-3شكل (

  

  مساله مقدار اوليه زير را در نظر بگيريد :مثال3-6-2

( ) ( ) [ ] [ ]

( ) ( ) ( )( )
, , , ,

,
/ , / ,

y t ty t a b
r

y e r e r

′ = =
< ≤

= − − + −

1 1

0 1

1 0 5 1 0 5 1

 

tمساله را در دو گام بايد حل شود، يكبار براي  < tبراي و بار ديگر  0 ≥ 0.  

1 (t < 0  

  :فرم پارامتري مساله بصورت زير است

( ) ( ) ( ) ( ); ; , ; ; ,y t r ty t r y t r ty t r′ ′= =
1 2 2 1

 

  :جواب منحصربه فرد و دقيق عبارت است از. با مقادير اوليه داده شده در صورت مساله

( ) ( ) ( ); ; ; ,
A B A B

Y t r y r y r
+ −

= +
2 2 1

0 0

2 2

  

( ) ( ) ( ); ; ; ,
A B A B

Y t r y r y r
− +

= +
1 2 1

0 0

2 2
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كه در آن 
( )

,

t

A e B
A

−α

= =

2 2

2
1.  

2 (t ≥ 0.  

  :فرم پارامتري مساله بصورت زير است

( ) ( ) ( ) ( ); ; , ; ; ,y t r ty t r y t r ty t r′ ′= =
1 2 2 1

  
  :جواب منحصر به فرد و دقيق عبارت است از. با مقادير اوليه داده شده در صورت مساله

( ) ( ) ( ) ( ); ; , ; ; ,

t t

Y t r y r e Y t r y r e= =

2 2

2 2

1 1 2 2
0 0  

nt ،nكوتاي مرتبه چهار در  -ز روش رونگهبا استفاده ا N≤   :داريم 0≥

( ) ( ) ( ){ }, ; min . . | ; , ; ,n n nk t r h t u u y t r y t r = ∈  11 1 2
  

( ) ( ) ( ){ }, ; max . . | ; , ; ,n n nk t r h t u u y t r y t r = ∈  1 2 1 2
  

( ) ( ) ( ), , ,; min . . | ; , ; ,n n n

h
k t r h t u u z t r z t r

  
 = + ∈    

  
2 1 11 1 2

2

( ) ( ) ( ), , ,; max . . | ; , ; ,n n n

h
k t r h t u u z t r z t r

    = + ∈      
2 2 11 1 2

2

  

( ) ( ) ( ), , ,; min . . | ; , ; ,n n n

h
k t r h t u u z t r z t r

  
 = + ∈    

  
3 1 2 1 2 2

2

  

( ) ( ) ( ), , ,; max . . | ; , ; ,n n n

h
k t r h t u u z t r z t r

    = + ∈      
3 2 2 1 2 2

2

( ) ( ) ( ){ }, , ,; min . . | ; , ; ,n n nk t r h t u u z t r z t r = ∈  4 1 3 1 3 2
  

( ) ( ) ( ){ }, , ,; max . . | ; , ; ,n n nk t r h t u u z t r z t r = ∈  4 2 3 1 3 2
 

  كه در اينجا

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,; ; ; , ; ; ; ,n n n n n nz t r y t r k t r z t r y t r k t r= + = +
1 1 1 11 1 2 2 1 2

1 1

2 2

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,; ; ; , ; ; ; ,n n n n n nz t r y t r k t r z t r y t r k t r= + = +
2 1 1 2 1 2 2 2 2 2

1 1

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,; ; ; , ; ; ; ,n n n n n nz t r y t r k t r z t r y t r k t r= + = +
3 1 1 3 1 3 2 2 3 2

 

 

  در شكل زير رسم شده اند  GAMSجواب هاي دقيق و تقريبي به كمك نرم افزار  t<0و  t>0 با فرض
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 h=0.4    )2-3شكل (

  

  .مساله مقدار اوليه فازي زير را در نظر بگيريد :مثال3-6-3

( ) ( ) ( ), ,y t c y t c y′ = + =2

1 2
0 0  

icكه  > i,، به ازاي 0 = 1   ].27[عدد فازي مثلثي است  2

  :جواب دقيق بصورت زير است

( ) ( ) ( )( ); tan ,Y t r L r w r t=
1 1 1

  

( ) ( ) ( )( ); tan ,Y t r L r w r t=
2 2 2

  

  با 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,/ , / ,L r c r c r L r c r c r= =
1 2 1 11 2 2 2 1 2

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,. , . ,W r c r c r W r c r c r= =
1 11 2 1 2 1 2 2 2

  

  بطوري كه

[ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( ), , , ,, , , ,
rr

c c r c r c c r c r   = =   1 1 1 1 2 2 2 1 2 2
  

)برش  −rكه مجموعه هاي  )y t′ بصورت زير است:  

( ) ( ) ( )( ),; sec ,Y t r c r w r t′ = 2

1 2 1 1
  

( ) ( ) ( )( ),; sec ,Y t r c r w r t′ = 2

2 2 2 2
  

  :ه معرف عدد فازي است و داريمك
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( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) }, , , ,

, ; min . | ; , ; ,

, , , ,

f t y r c u c u y t r y t r

c c r c r c c r c r

= + ∈   

   ∈ ∈   

2

1 1 2 1 2

1 11 1 2 2 2 1 2 2

 

( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) }, , , ,

, ; max . | ; , ; ,

, , , ,

f t y r c u c u y t r y t r

c c r c r c c r c r

= + ∈   

   ∈ ∈   

2

2 1 2 1 2

1 11 1 2 2 2 1 2 2

 

nt ،nبا استفاده از روش رونگه كوتاي مرتبه جهار در  N≤ ≤0  

( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,; . ; ,n nk t r h c r y t r c r= +2

11 11 1 2 1
  

( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,; . ; ,n nk t r h c r y t r c r= +2

1 2 1 2 2 2 2
  

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,; . ; ,n nk t r h c r z t r c r= +2

2 1 1 1 11 2 1
  

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,; . ; ,n nk t r h c r z t r c r= +2

2 2 1 2 1 2 2 2
  

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,; . ; ,n nk t r h c r z t r c r= +2

3 1 11 2 1 2 1
  

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,; . ; ,n nk t r h c r z t r c r= +2

3 2 1 2 2 2 2 2
  

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,; . ; ,n nk t r h c r z t r c r= +2

4 1 11 3 1 2 1
  

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,; . ; ,n nk t r h c r z t r c r= +2

4 1 1 2 3 2 2 2
  

  كه

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,; ; ; , ; ; ; ,n n n n n nz t r y t r k t r z t r y t r k t r= + = +
1 1 1 11 1 2 2 1 2

1 1

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,; ; ; , ; ; ; ,n n n n n nz t r y t r k t r z t r y t r k t r= + = +
2 1 1 2 1 2 2 2 2 2

1 1

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,; ; ; , ; ; ; ,n n n n n nz t r y t r k t r z t r y t r k t r= + = +
3 1 1 3 1 3 2 2 3 2

  
  

  .در شكل زير رسم شده اند  GAMSتقريبي به وسيله نرم افزار جواب هاي دقيق و 
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  :  h=0/5)3-3شكل (



�� 

 

  فصل چهارم
  مساله مقدار اوليه فازي



�� 

 

 

مقدمه 1- 4  

با مقادير اوليه فازي ارائه  nدو روش آناليزي براي حل معادلات ديفرانسيل خطي مرتبه ]10[ فيورينگ و باكلي

اولين روش ، فازي نمودن جواب قطعي و بررسي نمودن اينكه آيا جواب قطعي حاصل ، در معادله .  نمودند

ديفرانسيل با شرايط اوليه فازي صدق خواهد نمود و دومين روش عكس روش اول بود ، يعني آنها ابتدا مسئله 

در  .رسي  كردند كه آيا اين جواب معرف يك تابع فازي  خواهد بودمقدار اوليه فازي را حل نمودند و سپس بر

سپس نشان . كوتا مطرح مي شود  –به كمك روش رونگه  n -اين فصل روش حل يك معادله ديفرانسيل مرتبه

  .داده مي شود اين روش پايدار است و به جواب معادل ديفرانسيل اوليه همگراست

n -مساله مقدار اوليه مرتبه 2- 4  

  مساله مقدار اوليه زير را در نظر مي گيريم 

 
( ) ( )

( )

( ) ( , ,..., ) ,
( )

( ) ,.., ( ) ,

n n

n
n

x t t ,x x x

x a x a

−

−

 ′=
−

= =

1

1

1

1 4

0 0

ψ
 

  

nك نگاشت پيوسـته از يψكه در آن 
R R+ )و Rبـه   × )ia i n≤ معادلـه  . مـي باشـند    Eاعـداد فـازي در   0≥

  مذكور با تغيير متغيرهاي زيرn -ديفرانسيل فازي مرتبه

   

( )
( ) ( ), ( ) ( ),..., ( ) ( ),

n
ny t x t y t x t y t x t

−′= = = 1

1 2
  

  

  :به سيستم فازي زير تبديل مي شود

   



�� 

 

[ ] [ ]

( , ,..., ) ,

( )
( , ,..., ) ,

( ) ,..., ( ) ,

n

n n n

n n n

y f t y y

y f t y y

y y a y y a

′ =



− ′ =
 = = = =

1 1 1

1

0 0

1 1 1

2 4

0 0

�
 

  

)كه  )if i n≤ nنگاشتهاي پيوسته اي 1≥
R R+ ]بوده و  Rبه × ]

iy
ترازهاي زيـر مـي    -αبا Eاعداد فازي در 0

  : باشند

 

[ ]
[ ]iy α =0

[ ][ ]
[ ( ), ( )]i iy yα α

00
    i=1,...n,  < α ≤0 1 . 

 

)با فرض  ,..., )
t

ny y y=
1

بـه تعريـف    زادهاعداد فازي باشند، اصل گسترش  i=1,…, n براي  iyهنگامي كه 

) زير از  , )if t yمنجر مي شود:  

   

,...,

( , )( ) sup min{ ( ),..., ( ) ; ( , ,..., ) } ,
n

i n n i nf t s y η y η s f t η η s
η η

= = ∀ ∈ℜ
1

1 1 1
y  

)براي αترازهاي  -αكه نتيجه مي شود مجموعه , ]α ∈ 0    :صورت زير استبه 1

[ ( , )]if t y  α =[ ( , ( , )) , ( , ( , ))]i if t t f t tα αy y , 

  داريم  i=1,…,nكه براي 

  

( , ( , )) min{ ( , ,..., ); [ ( , ) , ( , )], ,..., },i i n j j jf t t f t u u u y t y t for j nα = ∈ α α =
1

1y  

 ( , ( , )) max{ ( , ,..., ); [ ( , ) , ( , )], ,..., },i i n j j jf t t f t u u u y t y t for j nα = ∈ α α =
1

1y  

 كه

[ ( )] [ ( , ), ( , )]i i iy t y t y tα = α α , 

)چون مشتق فازي از )iy t
:فرآيند فازي  براي ′ , ,...,iy R E i n+ → = به صورت   1

[ ( )] [ ( , ), ( , )]i i iy t y t y tα′ ′ ′= α α به ازاي( , ]α ∈ 0 )مي گوييم  ،است تعريف شده1 ,..., )
t

ny y=
1

yك جواب ي

  است اگر Iفازي از روي بازه 

  



�� 

 

(iy t′ , ) min{ ( , ,..., ); [ ( , ) , ( , )]} ( , ( , )) ,i n j j j if t u u u y t y t f t tα = ∈ α α = α
1

y              (3-4) 

 ( ,iy t′ ) max{ ( , ,..., ); [ ( , ) , ( , )]} ( , ( , )) ,i n j j j if t u u u y t y t f t tα = ∈ α α = α
1

y            (4-4) 

  و
[ ][ ]

( , ) ( ), ( , ) ( )i i i iy y y yα = α α = α
00

0 0 

اگر بتوانيم آن را به صورت منحصر . داريمnR2در  را ي ثابت، يك سيستم از مساله مقدار اوليه -αپس براي 

]بفرد حل كنيم، آنگاه كافيست ثابت كنيم  ( , ) , ( , )]j jy t y tα α ك عدد فازي ي( )iy t E∈ را تعريف مي كند .  

]اكنون در نظر مي گيريم  ] [ ] [ ]
( ) ( ( ),..., ( ))

t

n
y yα = α α

0 0 0

1
y و 

[ ] [ ] [ ]
( ) ( ( ),..., ( ))

t
ny yα = α α

0 0 0

1
y . با توجه

  را مي توان به صورت زير نوشت) 1-4(فوق، سيستم به روابط 

  

)4-5                                      (                    
[ ]

( ) ( , ( )) ,

( ) .n

t F t t

E

′ =


= ∈
0

0

y y

y y
  

  

)با فرض  , ) [ ( , ), ( , )]t t tα = α αy y y و( , ) [ ( , ) , ( , )]t t t′ ′ ′α = α αy y yكه  

( , ) ( ( , ),..., ( , )) ,
t

t y t y tα = α αy                                                                (6-4) 

( , ) ( ( , ),..., ( , )) ,
t

t y t y tα = α αy                                                                (7-4) 

( , ) ( ( , ),..., ( , )) ,
t

t y t y t′ ′ ′α = α αy                                                              (8-4) 

( , ) ( ( , ),..., ( , )) ,
t

t y t y t′ ′ ′α = α αy                                                              (9-4) 

  

) و بافرض , ( , ))F t t αy =[ ( , ( , ))F t t αy , ( , ( , ))F t t αy   كه [

   

                    
( , ( , )) ( ( , ( , )),..., ( , ( , )) ,

t
nF t t f t t f t tα = α α

1
y y y                            (10-4)  

( , ( , )) ( ( , ( , )),..., ( , ( , )) , ( )
t

nF t t f t t f t tα = α α −
1

11 4y y y  
 y (t)روي بازه )5.4(ك جواب فازي دستگاه يI  براي( , ]α ∈ 0   :است ، اگر1
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[ ][ ]

( , ) ( , ( , ));

( , ) ( , ( , ))

( , ) ( ) , ( , ) ( )

t F t t

t F t t

 ′ α = α


′ α = α


α = α α = α
00

0 0

y y

y y

y y y y

                                (12-4) 

  اي

                                  
[ ]

( , ) ( , ( , )) ,

( , ) ( ) .

 t F t t′ α = α


α = α
0

0

y y

y y
                                                     (13-4) 

 

، چگونه مي توان يك جواب منحصر بفرد فازي i=1,…,n،كه ifاكنون نشان مي دهيم، تحت شرايطي روي 

  .براي دستگاه بدست آورد

 

)اگر : قضيه 2-1- 4 , ,..., )i nf t u u
1

)، و بتوانند در t، توابعي پيوسته از  i=1,…,nبراي  ,..., )
t

nu u u=
1

روي 

)}ناحيه  , ) | [ , ], , ,..., }iD t u t I u for i n= ∈ = − ∞ < < ∞ =0 1 1 صدق iLدر شرط ليپ شيتس با ثابت   

  .منحصر بفرد فازي است كنند در اينصورت مساله مقدار اوليه داراي يك جواب

قرار مي دهيم : اثبات 
 

( , ) ( ,,..., , ,..., )t t
nn

f f f f= =
1

1
G F Fكه   

   

   ( ,if t u ) min{ ( , ,..., ); [ , ], ,..., },i n j j jf t u u u y y for j n= ∈ =
1

1
                 

(14-4) 

)4-15(         ( ,if t u ) max{ ( , ,..., ); [ , ], ,..., },i n j j jf t u u u y y for j n= ∈ =
1

1  

  

)و , ) ( ,,..., , ,..., )
t t n

n n. y y y y R= = ∈ 2

1 1
y y y  به راحتي مي توان نشان داد كه برقراري شرط ليپ شيتس

  بطه زير خواهد شد ا، منتج به رifبراي 

*
( , ) ( , ) || || ||,

*
|| t t L− ≤ −F z F z z z  

  : ، متضمن وجود و منحصر بفرد بودن جواب دستگاه زير است)2-7-2(قضيه

                                  
[ ][ ][ ]

( ) ( , ( )) ,

( ) ( , ) t n

t F t t

R

′ =


= = ∈
000 2 2

0

y y

y y y y
                                  (16-4) 

  

 

]همچنين براي هر تابع پيوسته  ]
:

n
R R+ →1 2

yتقربيهاي تكراري  
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[ ] [ ] [ ]
( ) ( , ( )) , , , ,... ( )

tm m
t F s s ds t m

+ = + ≥ = −∫
1 0

0
0 1 2 17 4y y y  

هاي يبعبارت ديگر ما تقربه . همگراست) 16.4(بطور يكنواخت به جواب دستگاه +Rروي زير بازه بسته 

    تكراري زير را داريم

   

(18-4)               [ ] [ ] [ ]
( ) ( , ( )) , ,...,

tm m
i i iy t y f s s ds for i n

+
= + =∫

1 0

0
1y 

[ ] [ ] [ ]
( ) ( , ( )) , ,...,

m t m
i i iy t y f s s ds for i n

+
= + =∫

1 0

0
1y                 (19-4) 

  

ــا انتخــاب  ب
[ ][ ][ ]

( ( ), ( ))= α α
000

y y y ــيــك جــواب منحصــر ) 16-4(در ) ردبف ) ( ( , ), ( , ))t t t
α = α αy y y 

ــراي ــر )4-4(و)3-4(بــ )، روي هــ , ]α ∈ 0 ــم 1 ــي آوريــ ــت مــ ــواهيم داد  . ، بدســ ــان خــ ــال نشــ  حــ
( , ) ([ ( , ), ( , )],t t tα = α αy y y ، ك عــدد فــازي در يــnE بــراي هــرt T≤  عنــيي. تعريــف مــي كنــد 0≥

( ,..., )
t

ny y=
1

y بنابر ايـن نشـان خـواهيم داد كـه بـازه هـاي       . است) 15-4(و)14-4(يك جواب فازي براي

[ ( , ), ( , )],i iy t y tα α براي  i=1,…,n تقربيهاي تكراري . صدق مي كند )15-5-1(در شرايط لم  

  

                  
[ ] [ ] n

E= ∈1 0
y y  

[ ] [ ] [ ]
( ) ( , ( )) , , , ,...

tm m
t F s s ds t m

+ = + ≥ =∫
1 0

0
0 1 2y y y                                (20-4) 

  

]يك دنباله از اعداد فازي  ،يك انتگرال فازي است كه انتگرال ] [ ] [ ]
( ) ( ( ),..., ( ))

m m m t
nt y t y t=

1
y را براي هر

t T≤   پس . تعريف مي كند0≥
[ ] [ ]

[ ( )] [ ( )] , ,
m m

i iy t y tβ α⊂ < α ≤ β ≤0 1  

  كه نتيجه مي شود 
[ ] [ ][ ] [ ]

[ ( , ), ( , )] [ ( , ), ( , )], ( ),
m mm m

i i i iy t y t y t y tβ β ⊂ α α < α ≤ β ≤0 1  

]، نقاط انتهايي)19-4(و) 18-4(با همگرايي دنباله هاي  ]
[ ( )]

m
iy t α  به( , )iy t α و( , )iy t αكه .  همگراست

  اين به مفهوم آن است كه 

[ ]
( , )

m
iy t α → ( , )iy t α و  

[ ]
( , )

m

iy t α → ( , )iy t α                      (21-4) 
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]براي بازه هاي ) 15- 5-1(از لم) الف(بنابر اين خاصيت  ( , ), ( , )],i iy t y tα α  روي.< α ≤0   .برقرار است 1

)فرض كنيم ) 15- 5-1(از لم) ب(براي اثبات خاصيت  )pαو همگرا به ) 0و1[ك دنباله غير نزولي دريα  باشد

]پس.  ]
( )pα →

0
y

[ ]
( )α

0
y و

[ ]
( )pα →

0

y
[ ]

( )α
0

y ]به علت آنكه   ] n
E∈0

y.  اما با پيوستگي مربوط

  (4-16)به مقدار اوليه از جواب 

( , )pt α →y ( , )t αy , ( , )pt α →y ( , )t αy ,          

])براي بازه هاي ) ب(كه اين يعني  ( , ), ( , )],t tα αy y روي.< α ≤0  )15-5-1(پس بنا به لم. برقرار است1

( )
n

t E∈y  و بنابراينy 16-4( جواب بودن منحصر بفردي ، از منحصر بفرد. است)1-4(يك جواب فازي از (

  .بدست مي آيد

  

   4 كوتااز مرتبه - روش رونگه 3- 4

)مانند  بفرد داراي جواب منحصر )2- 4(، مساله مقدار اوليهبا مفروضات قبلي ,..., )
t n

ny y E= ∈
1

yاست. 

   :ابتدا تعريف مي كنيم 4كوتا از مرتبه  -با روش رونگه) 2-4(براي يافتن يك جواب تقريب براي

              
( , ( , )) min{ ( , ,..., ); [ ( , ) , ( , )]}, ( , )i i n j j jk t t f t s s s y t y t i j nα = ∈ α α ≤ ≤
1 1

1y  

              
( , ( , )) max{ ( , ,..., ); [ ( , ) , ( , )]},i i n j j jk t t f t s s s y t y tα = ∈ α α
1 1

y     

( , ( , )) min{ ( , ,..., ); [ ( , ( , ), ), ( , ( , ), )]},i i n j j j

h
k t t f t s s s z t t h z t t hα = + ∈ α α
2 1 1 1

2

y y y  

( , ( , )) max{ ( , ,..., ); [ ( , ( , ), ), ( , ( , ), )]},i i n j j j

h
k t t f t s s s z t t h z t t hα = + ∈ α α
2 1 1 1

2

y y y  

( , ( , )) min{ ( , ,..., ); [ ( , ( , ), ) , ( , ( , ), )]},i i n j j j

h
k t t f t s s s z t t h z t t hα = + ∈ α α

3 1 2 2
2

y y y  

( , ( , )) max{ ( , ,..., ); [ ( , ( , ), ) , ( , ( , ), )]},i i n j j j

h
k t t f t s s s z t t h z t t hα = + ∈ α α

3 1 2 2
2

y y y  

( , ( , )) min{ ( , ,..., ); [ ( , ( , ), ) , ( , ( , ), )]},i i n j j jk t t f t h s s s z t t h z t t hα = + ∈ α α
4 1 3 3

y y y  

( , ( , )) max{ ( , ,..., ); [ ( , ( , ), ) , ( , ( , ), )]},i i n j j jk t t f t h s s s z t t h z t t hα = + ∈ α α
4 1 3 3

y y y  

  بطوريكه 

( , ( , ), ) ( , ) ( , ( , )),j j j

h
z t t h y t k t tα = α + α

1 1
2

y y  
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( , ( , ), ) ( , ) ( , ( , )),j j j

h
z t t h y t k t tα = α + α

1 1
2

y y
  
 

( , ( , ), ) ( , ) ( , ( , ), ),j j j

h
z t t h y t k t t hα = α + α

2 2
2

y y  

( , ( , ), ) ( , ) ( , ( , ), ),j j j

h
z t t h y t k t t hα = α + α

2 2
2

y y  

( , ( , ), ) ( , ) ( , ( , ), ),j j jz t t h y t hk t t hα = α + α
3 3

y y  

( , ( , ), ) ( , ) ( , ( , ), ),j j jz t t h y t hk t t hα = α + α
3 3

y y  

  

  روابط زير را در نظر مي گيريمحال 

   

( , ( , ), ) ( , ( , )) ( , ( , ), ) ( , ( , ), ) ( , ( , ), ),i i i i iF t t h k t t k t t h k t t h k t t hα = α + α + α + α
1 2 3 4

2 2y y y y y  

( , ( , ), ) ( , ( , )) ( , ( , ), ) ( , ( , ), ) ( , ( , ), ) ,i i i i iG t t h k t t k t t h k t t h k t t hα = α + α + α + α
1 2 3 4

2 2y y y y y  
  

}و همچنين فرض مي كنيم كه  , ,..., }Nt t t T= =
0 1

 ام- iمولفه  برش - αاگر. باشد [T,0]  ك افزار براي ي 0

mtدرجواب دقيق و تقريبي در  ( ),m N≤ به ترتيب با  0≥
[ ][ ]

[ ( ), ( )]
mm

i iy yα α و
[ ][ ]

[ ( ), ( )]
mm

i iw wα α 

با روش رو  تقريبي جواب ام- iمولفه  برش -α عددي براي تقريب در اينصورت روش ،نمايش داده شوند

  :كوتا به صورت زير است –نگه

   

[ ] [ ] [ ] [ ]
( ) ( ) ( , ( ), ), ( ) ( )

m m m
i i i m i i

h
w w F t h w y

+ α = α + α α = α1 0 0

6

w , 

[ ] [ ] [ ] [ ]
( ) ( ) ( , ( ), ), ( ) ( ),

m m m
i i i m i i

h
w w G t h w y

+
α = α + α α = α

1 0 0

6

w  

  كه در آن

[ ( )] [ ( , ), ( , )]i i iw t w t w tα= α α
 
,       

[ ][ ][ ]
( ) [ ( ), ( )],

mmm α = α αw w w  
[ ] [ ] [ ]

( ) ( ( ),..., ( )) .
m m m t

nw wα = α α
1

w  
[ ]

( )
m αw = [ ] [ ]

( ( ) ,..., ( )) ,
m m t

nw wα α
1  

  

  اكنون قرار مي دهيم 

*
( , ( ), ) ( ( , ( ), ),..., ( , ( ), )) ,

[m] [m] [m] t
nF t h F t h F t hα = α α

1

1

6

w w w                            (22-4) 
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   *
( , ( ), ) ( ( , ( ), ),..., ( , ( ), )) ,

[m] [m] [m] t
nG t h G t h G t hα = α α

1

1

6

w w w                           (23-4) 

  

  :به صورت زير است ) 14- 4( ديفرانسيل برش جواب معادله-αيب قركوتا براي ت–روش رو نگه

   
[ ] [ ]

( ) ( ) ( , ( ), ), ( ) ( )
[m ] [m] [m]

mhH t h
+ α = α + α α = α0 0

w w w w y                             (24-4) 

  كه

                                          
* *

( , ( ), ) [ ( , ( ), ), ( , ( ), )],
[m] [m] [m]

m m mH t h F t h G t hα = α αw w w    

                                        

  و داريم

*( , ( ), ) [ ( , ( )) ( , ( ), )

( , ( ), ) ( , ( , ), ) ]

[m] [m] [m]
m 1 m 2 m

3 m 4 m

F t h k t k t h

k t h k t t h   ,

α = α + α

+ α + α

1
2

6

2

w w w

w w                           
(25-4) 

*( , ( ), ) [ ( , ( )) ( , ( ), )

( , ( ), ) ( , ( , ), ],

[m] [m] [m]
m m m

m m

G t h k t k t h

k t h k t t h

α = α + α

+ α + α

1 2

3 4

1
2

6

2

w w w

w w

                          (26-4) 

 

  

  همچنين

( , ( ), ) ( ( , ( ), ),..., ( , ( ), )) ,[m] [m] [m] t
j 1j njk t h k t h k t hα = α αw w w  

( , ( ), ) ( , ( ), ),..., ( , ( ), )) ,
[m] [m] [m] t

j j njk t h k t h k t hα = α α
1

w w w  

  

  همگرايي و پايداري 4-4

  

)اگر )5-4(در رابطه : قضيه 4-1- 4 , )F t y در شرط ليپ شيتس نسبت بهy  صدق كند ، آنگاه روش ارايه شده

  .پايدار است )24-4(توسط
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همچنين . نيز صدق مي كند) 2-4(در رابطهif، هر يك از درشرط ليپ شيتس صدق مي كند Fچون: اثبات 

,نتيجه مي شود كه هر يك از ( , )ijijk k i n j≤ ≤ ≤ ≤1 1   بنابراين. نيز در شرط ليپ شيتس صدق مي كند  4

**
| ( , ( , )) ( , ( , )) | (| ( , ) ( , ) | | ( , ) ( , )|),

n
*

i i j j j j
j

k t t k t t L y t y t y t y t
=

α − α ≤ α − α + α − α∑1 1 1 1 1 1

1

y y 

  دراينصورت
**

|| ( , ( , )) ( , ( , )) || (|| ( , ) ( , ) || || ( , ) ( , ) ||),
*

k t t k t t nL t t t tα − α ≤ α − α + α − α
1 1

y y y y y y 

  مشابها
**

|| ( , ( , )) ( , ( , )) || (|| ( , ) ( , ) || || ( , ) ( , ) ||),
*

k t t k t t nL t t t tα − α ≤ α − α + α − α11
y y y y y y 

  از طرف ديگر

| ( , ( , )) ( , ( , )) |
*

i ik t t k t tα − α
2 2

y y  

          
**

(| ( , ( , ), ) ( , ( , ), ) | | ( , ( , ), ) ( , ( , ), )|),
n

j j j j
j

L z t t h z t t h z t t h z t t h
=

≤ α − α + α − α∑ 1 1 1 1

1

y y y y  

  بنابراين

|| ( , ( , ), ) ( , ( , ), ) ||
*

k t t h k t t hα − α
2 2

y y  

           
**

( ( ))(|| ( , ) ( , ) || || ( , ) ( , ) ||),nL nhL t t t t≤ + α − α + α − α
1

1

2

y y y y  

  :روابط زير مشابها بدست مي آيند

  

|| ( , ( , ), ) ( , ( , ), ) ||
*

k t t h k t t hα − α
2 2

y y  

           
**

( ( ))(|| ( , ) ( , ) || || ( , ) ( , ) ||),nL nhL t t t t≤ + α − α + α − α
1

1

2

y y y y  

|| ( , ( , ), ) ( , ( , ), ) ||
*

3k t t h k t t hα − α
3

y y  

           
**

( ( ) ( ) )(|| ( , ) ( , ) || || ( , ) ( , ) ||),nL nhL nhL t t t t≤ + + α − α + α − α21 1
1

2 4

y y y y  

 

|| ( , ( , ), ) ( , ( , ), ) ||
*

k t t h k t t hα − α
3 3

y y  

           
**

( ( ) ( ) )(|| ( , ) ( , ) || || ( , ) ( , ) ||),nL nhL nhL t t t t≤ + + α − α + α − α21 1
1

2 4

y y y y  

|| ( , ( , ), ) ( , ( , ), ) ||
*

4k t t h k t t hα − α
4

y y  
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**

( ( ) ( ) )(|| ( , ) ( , ) || || ( , ) ( , ) ||),nL nhL nhL nhL t t t t≤ + + + α − α + α − α2 31 1
1

2 4

y y y y  

 

|| ( , ( , ), ) ( , ( , ), ) ||
*

k t t h k t t hα − α
4 4

y y  

           
**

( ( ) ( ) )(|| ( , ) ( , ) || || ( , ) ( , ) ||),nL nhL nhL nhL t t t t≤ + + + α − α + α − α2 31 1
1

2 4

y y y y  

 

  بنابراين
* *

|| ( , ( , ), ) ( , ( , ), ) ||
*

f t t h f t t hα − αy y  

**
( ( ) ( ) ( ) )(|| ( , ) ( , ) || || ( , ) ( , ) ||),nL nhL nhL nhL t t t t≤ + + + α − α + α − α2 31 1 1
1

2 6 24

y y y y  

  وهمچنين
* *

|| ( , ( , ), ) ( , ( , ), ) ||
*

G t t h G t t hα − αy y  

**
( ( ) ( ) ( ) )(|| ( , ) ( , ) || || ( , ) ( , ) ||),nL nhL nhL nhL t t t t≤ + + + α − α + α − α2 31 1 1
1

2 6 24

y y y y 

  پس

 

|| ( , ( , ), ) ( , ( , ), ) ||
*

H t t h H t t hα − αy y  

          * *
|| ( , ( , ), ) ( , ( , ), ) ||

*
f t t h f t t h≤ α − αy y + * *

|| ( , ( , ), ) ( , ( , ), ) ||
*

G t t h G t t hα − αy y  

         **
( ( ) ( ) ( ) )(|| ( , ) ( , ) || || ( , ) ( , ) ||).nL nhL nhL nhL t t t t≤ + + + α − α + α − α2 31 1 1

2 1

2 6 24

y y y y  

  

  

  اگر: قضيه  4-2- 4

  

)4-26           (
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

( ) ( ) ( , ( ), ), ( ) ( )
m m m m

mhψ t h
+ α = α + α α = α1 0

w w w w y  

]كه  ]
( , ( ), )

m
mψ t hαw = [ ] [ ]

[ ( , ( ), ), ( , ( ), )]
m m

m mψ t h ψ t hα α
1 2

w w ك روش عددي براي تقريب معادله ي

ψاست و  )24- 4(ديفرانسيل
1

ψو 
2

t,براي  t  ،y  ،h در T h h≤ ≤ ≤ ≤
0

0 0 در شرايط  اين روشپيوسته و اگر  

  ليپ شيتس روي ناحيه 

{( , , , )| , , , ,..., },i i iD t u v h t T u v v h h i n= ≤ ≤ − ∞ < ≤ − ∞ < ≤ +∞ ≤ ≤ =
0

0 0 1 



�� 

 

  ، شرط لازم و كافي براي همگرايي روش مذكور آن است كهصدق كند

   

)4-27             (                           ( , ( , ), )ψ t t hαy = ( , ( , ))F t t αy  

 

)فرض كنيم :  اثبات , ( , ), )ψ t t α 0y = ( , ( , ))F t t αy )چون   , ( , ))F t t αy صدق مي )1-2-4(در شرايط قضيه

  كند پس معادله زير

  

                                 
[ ]

( ) ( , ( )) ,

( ) ( ).

t F t t′ =


= α
0

0

y y

y y
 

 

)داراي يك جواب منحصر بفرد مانند  , ) ([ ( , ), ( , )],t t tα = α αy y y است كه

( , ) ( ( , ),..., ( , ))
t

t y t y tα = α αyو( ( , ),..., ( , ))
t

y t y tα α   ( , )t α =y.  نشان مي دهيم جواب عددي ارايه

  بنا به قضيه مقدار ميانگين .همگراست y(t)به  )26.4(شده توسط

  
[ ] [ ]

( , ( ), ,
m m

i i i m i m iiy y h f t h t h for
+

= + + θ + θ < θ <
1

0 1y
 
 

[ ] [ ]
( , ( ), , ( )

m m
i i ii i i m my y h f t h t h for

+
= + + θ + θ < θ < −

1

0 1 30 4y  
  

)با فرض ,..., )
t

nψ ψ=
1

ψ  و=ψ ( ,..., )
t

nψ ψ
1

  از معادلات روابط زير را بدست مي آوريم 

    
[ ] [ ] [ ]( ) ( ) ( , ( ), ),
m m m

i i i mw w h t h
+

α = α + ψ α
1

w  

                                  
[ ] [ ] [ ]

( ) ( ) ( , ( ), ),
m m m

i i i mw w h t h
+

α = α + ψ α
1

w 

  

  :جايگذاريو  )30-4(و )29-4(به ترتيب از) 32- 4(و)  31- 4( و با تفريق 

 

             
[ ][ ][ ]

( ) ([ ( ), ( )],
mmm α = α αe e e 

  كه

  
[ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ]

( ) ( , ) ( ) ( ) , ( ) ( , ) ( ) ( ),
m m mm m m

m mt tα = α = α − α α = α = α − αe e w y e e w y  

)����   (  

)����(   

)����(  

)��.�(  



�� 

 

  :داريم
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

( ) ( ) { ( , ( ), )) ( , ( ), ) ( , ( ), )

( , ( ), ) ( , ( ), ) ( , ( ))}

m m m m m
i i i m i m i m

m m
i m i m i m i m i

e e h t h t h t h

t t f t h t h

+ α = α + α − α + α

− α + α − + θ + θ

1

0 0

w y y

y y y

ψ ψ ψ

ψ ψ
 

] هاز طرف ديگر با توجه به رابط ] [ ]
( , ( ), ) ( , ( ))

m m
i m i mt f tψ α − α0y y 

  مي توان نوشت

                 
[ ]

| ( , ( ), ) ( , ( ) |
m

i m i m i m it f t h t hψ α − + θ + θ0y y 

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |

| ( ) | | ( ) | ,

n n

i i m i m i m i i mi
i i

n n

i i m i i m ii i i i
i i

hL L y t h y t L y t h y t

hL L y t h h L y t h h hL

= =

= =

≤ θ + + θ − + + θ −

′ ′= θ + + ξ θ θ + + ξ θ θ =

∑ ∑

∑ ∑

1 1 1

1 1

1 1 1 2

1 1

 

  بنابراين

[ ][ ] [ ] [ ]

[ ][ ] [ ]

| ( ) | | ( ) | { | ( ) | | ( ) |}

| ( ) | max{| ( ) | max | ( ) | ( ).

n
mm m m

i i j j
j

mm m
i j j

j n j n

e e hL e e h L h L

e nhL e nhL e h L L

+

=

≤ ≤ ≤ ≤

α ≤ α + α + α + +

≤ α + α + α + +

∑1 2 2

1 1 2

1

2

1 1 1 2
1 1

 

  از سوي ديگر
[ ] [ ][ ] [ ]

max{| ( ) |} | ( ) | , max{| ( ) |} | ( ) |
m mm m

j i i j i i
j n j n

e k e e k e
≤ ≤ ≤ ≤

′α = α α = α
1 1

 

}maxبا فرض  , } ,i i
i n

k k k Mو L L
≤ ≤

′= = +
1 1 2

1

  مي توان نوشت 

[ ][ ] [ ] [ ]

[ ][ ] [ ]

| ( ) | | ( ) | {| ( ) | | ( ) |}

| ( ) | .max{| ( ) | , | ( ) |} ,

mm m m
i i i i

mm m
i i i

e e nhk L e e M h

e nhk L e e M h

+ α ≤ α + α + α +

≤ α + α α +

1 2

1 1 1

2

1 1 1
2

 

  مشابها مي توانيم رابط زير را بدست آوريم

   
[ ] [ ] [ ][ ]

| ( ) | | ( ) | .max{| ( ) | , | ( ) |} ,
m m mm

i i i ie e nhk L e e M h
+

′α ≤ α + α α +
1

2

2 1 2
2  

  

}maxاكنون قرار مي دهيم  , } , max{ , }L L L M M M′= =
1 1 1 2

.  

  مي توانند به صورت زير نوشته شوند  )34- 4(و)33- 4(بنابراين روابط

)����(   

 

 

)����(  
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[ ][ ] [ ] [ ]
| ( ) | | ( ) | max{| ( ) | , | ( ) |} ,

mm m m
i i i ie e nhkL e e Mh

+ α ≤ α + α α +1 2
2  

[ ] [ ] [ ][ ]
| ( ) | | ( ) | max{| ( ) | , | ( ) |} ,

m m mm
i i i ie e nhkL e e Mh

+
α ≤ α + α α +

1
2

2  

قرار مي دهيم 
[ ][ ][ ]

. | ( ) | | ( ) |
mmm

i i ie e e= α + α 2- 3- 3(لمدر اينصورت با توجه به قضيه(  

[ ] [ ] ( )
( ) ( ) ( ) ,

m
m m

i i

nhkL
e nhkL e Mh

nhkL

+ −
α ≤ + α +0 2 1 4 1

1 4 2

4

  

كه 
[ ][ ][ ]

. | ( ) | | ( ) |i i ie e e= α + α
  بنابراين 000

[ ][ ] [ ] [ ]
| ( ) | , | ( ) | ,

mnklh mnklh
mm mnkh mnkh

i i i i

e e
e e e M h e e e M h

nhkL nhkL
α ≤ × + α ≤ × +

4 4

4 0 4 0

2 2

  

  در حالت خاص

  

[ ][ ] [ ] [ ]
| ( ) | , | ( ) | ,

mnklh mnklh
mm mnkh mnkh

i i i i

e e
e e e M h e e e M h

nhkL nhkL
α ≤ × + α ≤ × +

4 4

4 0 4 0

2 2

  

]چون  ]
( )ie α0 =

[ ]
( )ie α

0

Tو 0=
h

N
]در اينصورت = ]

|| ( ) ||
Nnklh

N
M h

nhkL
α ≤

4

1
2

e
e و 

[ ]
. || ( ) ||

Nnklh
N

M h
nhkL

α ≤
4

2
2

e
e بنابراين[ ]

|| ( ) ||
Nnklh

N
M h

nhkL
α ≤

4

2

2

e
e. اگرh خواهيم داشت 0→

[ ]
|| ( ) ||

N α →0eهمگراست )28-4(بابه جو )26- 4(بنابراين روش عددي.   

- 4(فرض كنيم  ،با فرض خلف. استهمگر)28-4(به جواب سيستم  )26- 4(برعكس فرض كنيم روش عددي

)بنابراين . بر قرار نباشد)27 , ( , ), ).ψ t t α 0y = ( , ( , )) ( , ( , ))g t t F t tα ≠ αy y مشابها مي توان ثابت نمود كه

  همگرا به جواب سيستم زير است  )26- 4(روش عددي 

  

[ ]

( ) ( , ( )) ,

( ) ( ).

t g t t′ =


= α
0

0

u y

u y
  

  

)بنابراين  , )t αy = ( )tu )چون .   , ( , )) ( , ( , ))g t t F t tα ≠ αy y ، فرض كنيم كهF  وg  در يك نقطه مانند

( , ( , ))a at t αyاز  )35- 4(و )28-4(اگر فرض كنيم مسايل مقدار اوليه .متفاوت باشند( , ( , ))a at t αy شروع

  در اينصورت  ،شوند

( , ) ( , ( , ))a a at F t t′ α = α ≠y y ( , ( , )) ( , ( ))a a a ag t t g t tα = =y u ( )au t′ . 

)����(  



�� 

 

  اقض است تنكه يك 

  

  .همگراست )13-4(به جواب سيستم  )24- 4(كوتا پيشنهاد شده با –روش رونگه :  نتيجه 4-2- 4

پيوسته  h روي ، همچنين واضح است كهدر شرط ليپ شيتس صدق مي كند H ،)1- 4-4(بنا به قضيه:  اثبات

)بنابراين ما كافيست ثابت كنيم . است , ( , ), )H t t α 0y = ( , ( , )).F t t   αy داريم  )26-4(و)25-4(بنا به روابط:  

( , ( , ), ) [ ( , ( , )) ( , ( , ), ) ( , ( , ), ) ( , ( , ), )]mH t t h k t t k t t h k t t h k t t hα = α + α + α + α
1 2 3 4

1
2 2

6

y y y y y 

]كه در آن  , ]i i ik k k= . بنابراين  

( , ( , ), ) [ ( , ( , )) ( , ( , ), ) ( , ( , ), ) ( , ( , ), )]mH t t k t t k t t k t t k t tα = α + α + α + α
1 2 3 4

1
0 2 0 2 0 0

6

y y y y y  

= ( , ( , )) ( , ) ( , ( , )).k t t t F t t′α = α = α
1

y y y  
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  فصل پنجم

 مثالهاي عددي
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  : مقدمه � ��

   n -مرتبه در اين فصل چند مثال عددي را براي بدست آوردن تقريبي از جواب يك معادله ديفرانسيل

  .بردار ويژه مقايسه مي كنيم –را بدست مياوريم سپس اين جواب با جواب حاصل از روش مقدار ويژه 

   

  هاي عددي مثال 2- 5

   :معادله ديفرانسيل فازي زير را با مقدار اوليه فازي در نظر بگيريد:  مثال  2-1- 5

  

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( , )

( ) ( , )

( ) ( , )

y t y t y t t

y

y

y

′′′ ′′ ′= + ≤ ≤


= + α − α


′ = − + α − − α
 ′′ = + α − α

2 3 0 1

0 3 5

0 3 1

0 8 10

  

  

  .بردار ويژه به صورت زير است –جواب مقدار ويژه 

( , ) ( ( ) , ( ) ),
t t t t

y t r e r e e r e
− −

= − + + + − + + −
3 31 7 11 1 7 19

3 12 4 3 12 4

  

   :زير حاصل خواهد شدكوتا به صورت  - هو جواب رونگ

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) (

m m m m

m m m m

m m m m

m m m

h h h h h
w w h w w

h h h h h
w w h w w

h h h h
w w h h w h w

h h
w w h h w

+

+ +

+

+

= + + + + + +

= + + + + + +

= + + + + + + +

= + + + + +

3 4 2 3 4

1

1 1 2 3

3 4 2 3 4
1 1

1 1 2 3

3 4 2 4

1 2 3

2 2 3 2

3 4
1 2

2 2 2

7

6 4 2 3 24

7

6 4 2 3 24

7 5 3 7

6 6 2 8

7 5 3

6 6

[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

m

m m m m

m m m m

h h
h w

h h h h h
w w h h w h w

h h h h h
w w h h w h w

+

+

+ +

= + + + + + + + +

= + + + + + + + +

2 4

3

2

3 4 2 3 4

1 2

3 3 3 2

3 4 2 3 4
1 2

3 3 3 3

7

2 8

7 5 7 10 61
3 3 2

2 2 2 3 24

7 5 7 10 61
3 3 2

2 2 2 3 24
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  كوتا – هجواب عددي رونگ: )1-5ل شك(

  
  بردار ويژه –جواب مقدار ويژه : )2-5شكل(
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�مقايسه جواب بدست آمده براي :  )3-5شكل(  �

1

4
�و     �

1

2
  t=0/5در   

� �
1

4
� ،   )    نقطه چين(  �

1

2
 )خط( 

  

 )1-5جدول (

t [ ] [ ]
( ( ), ( ))D w t w t

1000 500

1 1

      

[ ] [ ]
( ( ), ( ))D w t w t

500 250

1 1

 

[ ] [ ]
( ( ), ( ))D w t w t

250 125

1 1
 

0/2    4/2994e-007    1/7281e-006    6/9784e-006 

0/4    �/����e
���    2/6164e-006    1/0237e-005 

0/6                 2/3060e-006    9/1653e-006    3/6200e-005 

0/8    5/6995e-006    2/2687e-005    8/9883e-005 

1    1/2208e-005    4/8627e-005    1/9292e-004 

  

بردار ويژه منتهي به يك جواب فازي نشده اما روش رونگه  -در مثال بعد نشان مي دهيم كه روش مقدار ويژه 

 . كوتا تقريبي از جواب را ارائه مي كند كه در هر نقطه از سراسر دامنه يك عدد فازي است  –

 

 مساله مقدار اوليه فازي زير را در نظر مي گيريم : مثال 5-2-2

  

2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1



�
 

 

( ) ( ) ( ), ( )

( ) ( / / , / ),

( ) ( / / , / / ),

y t y t y t t

y

y

′′ ′= − ≤ ≤


= + α − α
 ′ = + α − α

15 50 0 1

0 0 75 0 25 125 0 25

0 1 5 0 5 2 5 0 5

  

  

  :بردار ويژه به صورت زير ارائه شده است -جواب مقدار ويژه

( , ) ( ( ) ( / / ) , ( ) ( / / ) ),
t t t t

y t r r e r e r e r e= + + − − − + − +
5 10 5 101 1 1 1

6 2 4 5 1 5 10 2 7 5 1 5

5 10 5 10

  

  كوتا به صورت زير است  – هو جواب رونگ

[ ][ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ][ ] [ ]

[ ]

( ) ( )

( ) ,

( ) ( )

( )

mm m m

m m

m mm m

m

h h h h
w w h h w h h w

h h
h h w w

h h h h
w w h h w h h w

h
h h w

+

+

= + + + + + − − +

− + +

= + + + + + − − +

− + +

3 3

1 2 2

1 1 2 1

4

2 3

2 1

3 3

1 2 2

1 1 2 1

2 3

2

15 11250
6 45 225 150 750

6 4 6 4

2500
50 375

6 24

15 11250
6 45 225 150 750

6 4 6 4

2500
50 375

6

[ ]
,

mh
w

4

1
24

  

[ ][ ] [ ]

[ ][ ] [ ]

( )
( ) ( ( ) ( )

( )
( )) ( ) ( ) ( ) ,

mm m

mm m

h h h
w w h h w h h

h h h h h
w h h w h w

+
= + − − − − + + +

+ + − − − + +

3

1 2 2 3 2

2 2 1

3 2

2 2 2

2 2 1

25 15
300 3750 11250 90 3 15 15

6 2 6

2125 75 15 15
15 150 1500 50 1

36 6 2 6 2

  

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ][ ]

( )
( ) ( ( ) ( )

( )
( )) ( ) ( ) ( ) ,

m m m

m mm

h h h
w w h h w h h

h h h h h
w h h w h w

+
= + − − − − + + +

+ + − − − + +

3
1 2 2 3 2

2 2 1

3 2

2 2 2

2 2 1

25 15
300 3750 11250 90 3 15 15

6 2 6

2125 75 15 15
15 150 1500 50 1

36 6 2 6 2
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  كوتا -هجواب عددي رونگ:   )4-5شكل(

  
  بردار ويژه –جواب مقدار ويژه :  )5-5شكل(

 

بردار ويژه يك عدد فازي نيست اما روش ارائه  –جواب مقدار ويژه  t=1در شكل زير مي بينيم كه در نقطه 

 .كوتا در همان نقطه يك عدد فازي است  -شده توسط رونگه
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 Dپهنه راست) 0(پهنه چپ و (*)     t=1بردار ويژه در  –جواب مقدار ويژه : )6-5شكل(

 

  

  

 

  
  پهنه راست) 0(پهنه چپ و  (*)    t=1  كوتا در  -جواب عددي رونگه:  )7-5شكل(
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ERROR: undefined

OFFENDING COMMAND: xD

STACK:
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Numerical solution of N-th order linear fuzzy differential equation with 

constant coefficient by using ordinary or generalized differentiability 

 

 

Abstract 

 

 

In this study a numerical method (RUNGE-KUTTA method)  for solving n-th fuzzy 

differential equation of the  form 
0( ) ( , ) (0)y x f x y y y′ = =  is presented. First 

we show that  iff  satisfy  the  Lipschitzcondition, the original problem has a unique 

fuzzy solution. Then to  find an approximate of this solution we convert the original 

problem in two n-th  crisp differential equation  and RUNGE-KUTTA method is 

applied for each of them.  Finally  we prove that the approximate solution of the 

iterative method, is stable and convergent  to the solution of original problem.   
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