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 :چكيده

فازي و  دبا انواع اعدا در اين رساله، ابتدا مقدمه اي كوتاه از نظريه مجموعه هاي فازي را بيان مي كنيم و

در فصل بعدي دستگاه معادلات خطي را مرور نموده و روشهايي براي . عمليات روي آنها آشنا مي شويم

آنها را در چهار  ،1در فصل سوم، پس از معرفي دستگاه معادلات خطي تماماً فازي. حل آنها يادآور مي شويم

   LR)د فازي ذوزنقه اي يا مثلثيدستگاه معادلات خطي مربعي يا غير مربعي تمام فازي با اعدا(حالت 

فازي را به دو دستگاه معادلات  اًدر هر حالت دستگاه معادلات خطي تمامكه به طوري  كردهتقسيم بندي 

سپس در . جواب دستگاه اصلي را تقريب مي زنيم آنهابا حل  و  مي كنيمتبديل ) كريسپ(خطي غير فازي 

روش هاي عددي  LRدستگاه معادلات خطي مربعي تمام فازي با اعداد فازي مثلثيادامه فصل براي حل 

نشان  معرفي مي كنيم ومثالهايي با حل همراه را  3روش تجزيه آدومين و 2تكراري ژاكوبيروش همچون 

در فصل . خواهيم داد كه روش تجزيه آدومين معادل روش تكراري ژاكوبي، البته بايك تكرار كمتر مي باشد

 دتمامي اعدا بامربعي تمام فازي  چهارم، روشي ساده وكاربردي براي حل هرنوع دستگاه معادلات خطي

براساس ه مرحله است كه ايده روش معرفي شده شامل الگوريتمي در س. پيشنهاد مي دهيمفازي مثلثي 

جواب فازي را  اين فصل در پايان از دستگاه ساخته شده است وبرش  -1برش و   -0 گسترش جوابهاي

 .بدست مي آوريم آنشرايط لازم وكافي براي يكتايي  تعريف نموده و

  

  

  

   

  : كلمات كليدي

فرامعين، دستگاه خطي اعداد فازي، جواب فازي، دستگاه معادلات خطي تماماً فازي، دستگاه خطي 

ماتريس شبه وارون و ضرب برداري اعدا فازي، ژاكوبي، روش تجزيه آدومين،  يفرومعين، روش تكرار

  .ماتريس فازي

                                                            

1-Full fuzzy linear system  ( )FFLS   

method 2-Jacobi iterative     

Adomian decomposition method ( ADM )  -٣   
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  :پيش گفتار

دستگاه معادلات خطي در حل بسياري از مسائل در زمينه هاي مختلف علوم و رشته هاي مختلف 

به كار رفته و هر روز ...  آمار و اقتصاد و  هندسي، كامپيوتر، دانشگاهي از جمله رشته هاي علوم پايه، فني وم

همان طور كه مي دانيم در بيشتر مسائل كاربردي پارامترهاي . برحجم پژوهشها در اين زمينه افزوده مي شود

رياضيات فازي ابزاري كارا ومناسب براي مدل بندي اين نوع مسائل   دستگاه مبهم و نادقيق هستند وچون

ند، بنابراين  ترجيح مي دهيم كه اين پارامترها را به صورت اعداد فازي بيان كنيم لذا چنين مي باش

دستگاههايي را، دستگاه معادلات خطي فازي گويند كه باتوجه به اينكه تمامي يا بخشي از پارامترهاي آن 

  .اعدادفازي باشند، انواع مختلفي دارد

Ax=دستگاه معادلات خطي  b كه در آن ضرائب  ija  از ماتريسA معمولي ياكريسپ يا (قطعي  اعداد

معادلات خطي سمت راست اعداد دلخواه فازي باشند را دستگاه  bاز بردار   ibو درايه هاي 1)كلاسيك

) 2فازي ويا دستگاه فازي از معادلات خطي )FSLE روشهاي متعددي براي حل دستگاه  .مي ناميمFSLE 

] منابعدر ], , , , , , , , , , , , , , , ,44 43 36 35 33 28 24 21 19 18 17 16 15 14 13 12  و ابتدا فريدمن. اراائه شده است 11

]همكارانش  در ],36 با استفاده از نگرش جايگذاري  FSLEيك روش عمومي براي حل دستگاه خطي   35

n×در حقيقت در اين روش براي بدست آوردن جواب، دستگاه خطي فازي . بيان كرده اند n   توسط يك

2×) معمولي ياكريسپ يا قطعي( دستگاه خطي كلاسيك 2n n آنها همچنين شرايط لازم . جايگزين مي شود

 منابعهمچنين در .  ارائه دادند FSLEبراي وجود ويكتايي جواب فازي از دستگاه 

[ ], , , , , , , , ,44 43 33 24 21 18 17 16 12 مي توانيم با بعضي از روشهاي عددي براي محاسبه جواب دستگاه  11

FSLE آشنا شويم. 

Ax=دستگاه معادلات خطي  b   كه در آن ضرائبرا  ija  از ماتريسA   ودرايه هايib   از بردارb 

)اعداد فازي باشند يك دستگاه معادلات خطي تماماً فازي  )FFLS در اين دستگاه از تعريف . مي گويند

] ماتريس فازي را كه در مرجع ]34 قاله اخيراً م .وداراي كاربردهاي زيادي است استفاده شده استشده  ذكر 

] باكلي وهمكارانش در. معادلات خطي تمام فازي مطرح شده اند هاي متعددي جهت حل دستگاه با   28[

 FFLSد و جواب واقعي دستگاهدناز معادلات دستگاه خطي، معادلات بازه اي بدست آور αگرفتن برش 

  .محاسبه كردندرا بوسيله حل اين دستگاههاي بازه اي 

                                                            
1-Crisp  

2-Fuzzy system of linear equations 
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]وهمكارانش در  1موزيولي +بصورت   FFLSدر مورد 41[ +1 1 2 2=A x b A x b كه آنها . بحث كرده اند

)+اين نگرش شامل حل . ارتباط بين دستگاه خطي بازه اي و دستگاه خطي فازي را توضيح داده اند 1)2n n
  

]دستگاه كلاسيك براي هر  ],∈ 0 1α چون در حقيقت جواب ارائه شده يك جواب تقريبي است و . مي شود

  ..خواهد داشت در نتيجه انتشار خطاي زيادي و بوده روش شامل محاسبات زيادياين 

] دهقان وهمكارانش در  ], ,32 31 و بابكار بردن عملگرهاي تقريبي بين اين  LRبانمايش اعدادفازي نوع   30

را تبديل به سه دستگاه معادلات   FFLSآنها دستگاه . پيدا كنند FFLSاعداد توانستند جوابهاي مثبت از 

  .را تقريب بزنند FFLSخطي كلاسيك كردند وبا حل اين سه دستگاه توانستند جواب دستگاه 

]الهويرنلو وهمكارانش  در  FFLSبراي پيدا كردن جواب غيرصفر از دستگاه  وريتم رامعرفي يك الگ  20[

n×دستگاه اصلي ،جواب غير صفر اين آنها براي يافتن. نمودند n  2×را به يك دستگاه پارامتري 2n n 

البته اينكار را با فرض آنكه . و با حل دستگاه جديد جواب دستگاه اصلي رابدست آوردند كردندتبديل 

0=دستگاه  0 0
A x b يك روش جديد   ،همكارانش همچنين الهويرنلو و. جواب غير صفر دارد بيان كردند

]دپيشنهاد دادن  برش -1 براي به دست آوردن جوابهاي متقارن از دستگاه  براساس ]. ليو نيز يك جواب  22

براي پيدا كردن تقريبي از   2پيشنهاد داد وآنرا به  روش اختلال هوموتوپي بلوكي FFLSبراي حل دستگاه

براي جواب دستگاه HPMنتايج عددي  ليو نشان داده است كه همگرايي  بلوك . جوا ب گسترش داد

FFLS،  سايدل سريعتر است -ژاكوبي و گاوس از همگرايي روشهاي  مسقيم وروشهاي تكراري نظير

[ ]. موضوع روش تجزيه آدومين در سالهاي اخير به سرعت در حال رشد است و به تازگي در به كار  39

در . بردن اين روش به يك دسته از معادلات خطي وغير خطي آثار تحقيقات قابل توجهي انجام شده است

تابعي به عنوان مجموع يك سري نامتناهي كه همگرا به جواب باشد، در اين روش براي حل معادلات، 

براي حل يك دستگاه  بابليان وهمكارانش براي اولين بار روش تجزيه آدومين را. نظرگرفته مي شود

]معادلات خطي كلاسيك پيشنهاد داده اند  ].  FSLEالهويرنلو نيز اين روش رابراي حل دستگاه   25

]گسترش داد ]. ]همچنين در  21  با( FFLSدهقان وهمكارانش روش آدومين را براي حل دستگاه 31[

  .توسعه دادند)  تمامي درايه هاي مثبت

)در اين رساله براي حل دستگاه معادلات خطي تماماً فازي  )FFLS باتوجه . روشهايي را پيشنهاد مي دهيم

به اينكه مفاهيم اصلي اين نوع دستگاهها در شاخه اي از رياضيات به نام رياضيات فازي مطرح مي باشد، 

هاي فازي و تعاريف و قضايايي را كه در فصول برآن شديم تا ابتدا توضيح مختصري از نظريه مجموعه 

                                                            
Muzzioli -١  

( )HPM   Block homotopy perturbation method -٢  
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]منابع بعدي از آنها استفاده مي شود را به عنوان فصل اول بيان كنيم كه برگرفته از  ], , , , , , , ,38 27 26 8 7 6 5 4 3 

مي باشد سپس در فصل دوم براي آشنايي بيشتر، دستگاه معادلات را در حالت غيرفازي بيان نموده و روش 

]از منابع يادآور مي شويم كه در اين قسمت هايي براي حل آن  ], , , , ,40 29 10 9 2 كمك گرفته شده است    1

ودر فصلهاي سوم و چهارم دستگاه معادلات خطي تمام فازي را به دو دستگاه معادلات خطي غيرفازي 

كه دراين زمينه آيد تقريبي از جواب دستگاه بدست  تاتبديل نموده و روشهايي براي حل آنها ارائه داده 

  . به چاپ برسانمپذيرش و توانستم چندين مقاله در ژورنالهاي خارجي 
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    صل اولصل اولصل اولصل اولفففف

  

  

  

  مروري برنظرية مجموعه هاي فازي

  

  مقدمه 1- 1

در مقاله اي به نام  1965در سال و منطق فازي را اولين بار لطفعلي عسگر زاده  نظرية مجموعه هاي فازي

در اين مقاله، عسگرزاده چيزى را كه برتراند راسل، جان لوكاسيه ويچ، . مجموعه هاي فازي  معرفي نمود

هدف اوليه او در آن زمان، توسعه . ماكس بلك و ديگران آن را ابهام يا چند ارزشى ناميده بودند، فازى ناميد

او مفاهيم و اصطلاحاتي همچون . پردازش زبان هاي طبيعي بود مدلي كارآمدتر براي توصيف فرآيند

. مجموعه هاي فازي، رويدادهاي فازي، اعداد فازي و فازي سازي را وارد علوم رياضيات و مهندسي نمود

يعني اين مقاله، آغاز يك جهان بيني جديد در عرصه رياضيات وعلوم وگامي نوين در معرفي ديدگاهي واقع 

  . مسائل عملي دنياي واقعي بودگرايانه به حل 

پس از معرفي منطق فازي به دنياي علم، در ابتدا مقاومت هاي بسياري دربرابر پذيرش اين نظريه صورت 

جالب اين . بخشي از اين مقاومت ها، ناشي از برداشت هاي نادرست از منطق فازي و كارايي آن بود. گرفت
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در دنياي مشرق زمين، به ويژه كشور ژاپن با استقبال  كه، منطق فازي در سال هاي نخست تولدش بيشتر

روبه رو شد، اما استيلاي انديشه كلاسيك صفر و يك در كشورهاي مغرب زمين، اجازه رشد اندكي به اين 

با اين حال به تدريج كه اين علم كاربردهايي پيدا كرد و وسايل الكترونيكي و ديجيتالي جديدي . نظريه داد

  . كه بر اساس منطق فازي كارمي كردند، مخالفت ها نيز اندك اندك كاهش يافتندوارد بازار شدند 

. در ژاپن استقبال از منطق فازي، عمدتاً به كاربرد آن در روباتيك و هوش مصنوعي مربوط مي شود

در حقيقت مي . موضوعي كه يكي از نيروهاي اصلي پيش برنده اين علم طي چهل سال گذشته بوده است

بخش بزرگي از تاريخچه دانش هوش مصنوعي، با تاريخچه منطق فازي همراه و هم داستان  توان گفت

 .است

با توجه به اين تاريخچه مختصر از منطق فازي، مي توان گفت كه پايه هاي منطق فازي از تئوري مجموعه 

موعه هاي نظرية مجموعه هاي فازي را مي توان شكل تعميم يافته نظرية مج. هاي فازي منتج مي گردد

كلاسيك دانست يعني اين نظريه تعميم و گسترش طبيعي نظريه مجموعه هاي معمولي است كه موافق با 

به اين ترتيب با اين نظريه مي توان بسياري از مفاهيم بيگانه با رياضيات .  زبان و فهم طبيعي انسانها است

منطق بشري را در يك ساختار رياضي نظم فعلي را وارد دنياي رياضيات كرده و تفكرات و مفاهيم و زبان و 

در ابتدا لازم است تعريف  كه هدف ما در اين فصل آشنايي با مفاهيم مقدماتي علم فازي است. و ترتيب داد

  .مجموعه هاي كلاسيك را يادآوري كنيم

يك است  كه در ...) اعداد، نمادها، اشياء و(مجموعه هاي كلاسيك، مجموعه اي از عناصر مشخص ومعين 

كلاسيك مي  ،بدين علت، ما به آنها مجموعه هاي قطعي. اشتراك دارند ،صفت يا ويژگي خوش تعريف

عناصر همه مجموعه هاي مورد نظر، متعلق به مجموعه ثابت بزرگتري مي باشد كه به آن مجموعه . گوييم

تعلق  متعلق بوده ويا به آن Aاين امر كه عناصر مورد نظر به مجموعه . مرجع يا جهاني گفته مي شود

   :  و به صورت زير نشان دهيم A) نشانگر(را مي توانيم مشخصاً بوسيله تابع مشخصه  نداشته باشند

)1-1                                                                   (( )
∈

= 
∉

1

0A

x A
X x

x A
  

}ه زوج اعداد  بطوريك , }0 را مي توان به صورت زير نيز ) 1-1(رابطه . مجموعه مشخصه ناميده مي شود  1

  :نمايش داد

)1-2                                                                   (( ) : { , }→ 0 1AX x U  
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)يعني اينكه تابع  ) 2-1(رابطه  )AX x هر عنصر مجموعهU  )را به مجموعه ) مجموعه مرجع{ , }0 1 

به مجموعه  Uاين مطلب تأكيد دارد كه تابع نشانگر، مكانيزمي جهت نگاشت مجموعه. نگاشت مي نمايد

}مشخصه  , }0 عملگرهاي مهم در مجموعه هاي كلاسيك نظير اجتماع، اشتراك ومتمم هستند كه ما . است 1

اين عملگرها معمولاً بوسيله نمودارهاي ون و گاهي برحسب تابع . با آنها از رياضيات مقدماتي آشنايي داريم

  . مشخصه نشان داده مي شوند

  مجموعه هاي فازي  2- 1

كه در قسمت قبل نشان داديم، در تئوري مجموعه هاي كلاسيك، عضويت مفهومي محض براي  همانطور

با اين وجود، عضويت . نداردتعلق به آن يك مجموعه است؛ يعني يك عنصر يا متعلق به مجموعه است ويا 

  .در مجموعه هاي فازي مي تواند مفهوم منعطف تري داشته باشد

}ازي، همانا تعميم مجموعه مشخصه نقطه عزيمت به سوي مجموعه هاي ف , }0 ]به تمام اعداد در بازه  1 ],0 1 

با توسعه مجموعه مشخصه به صورت فوق، شكل تابع مشخصه به تابع عضويت تغيير يافته وبا نماد . است

( )�A
xµ مجموعه هاي فازي داريمبه جاي مجموعه هاي كلاسيك، بدين ترتيب، ما . نمايش داده مي شود .

]از آنجا كه فاصله  ],0   .دارددرجه عضويت وجود  لذا بي شماراز اعداد است،  متناهي شامل تعداد نا 1

]را به فاصله   Uمجموعه مرجعمي توان گفت كه تابع عضويت، هرعضو از ) 2-1(باتوجه به رابطه   ],0 1

  :كند يعنينگاشت مي 

)1-3                              (                                   [ ]( ) : ,
A

x Uµ → 0 1�  

ساده و درعين حال متنوعي براي توابع عضويت، ابزار رياضي . است) 2-1(رابطه فوق، تعميمي از رابطه 

بيان عضويت منعطف در يك مجموعه هستند وهمانطور كه بعداً خواهيم ديد، ابزاري براي مدل نمودن و 

  .تعيين كميت مفاهيم نمادها مي باشند

مشخص مي گردند،  xمجموعه عناصري باشد كه توسط  Uهرگاه: تعريف مجموعه فازي  1-2-1

  :  به صورت زير است  يك مجموعه از زوجهاي مرتب  Uدر �Aآنگاه مجموعه فازي 

)1-4                                                          (( ){ }, ( )
A

A x x x Uµ= ∈�
�  

( )�A
xµ را تابع عضويت، درجه عضويت، درجه سازگاري ويا درجه صحت عنصرx در�A  گويند به

فقط شامل دونقطه صفر ويك  Mوقتي(مي باشد  Mبه فضاي عضويت  Uنگاشتي از �Aطوري كه 
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)غير فازي است و  �A، باشد )�A
xµ  برد تابع ). مشابه تابع نشانگر يك مجموعه غير فازي مي باشد

عضويت، زير مجموعه اي از اعدا حقيقي غير منفي است كه حد بالاي ان محدود است و معمولاً عناصري 

  . كه درجه عضويت صفر دارند در آن مجموعه نشان داده نمي شوند

روي مجموعه مرجع تمام اعداد صحيح مي تواند به  �Aمجموعه اعداد طبيعي كوچك،   :مثال  1-2-2

  :صورت زير تعريف شود

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , / , , / , , / , , / , , / , , /= 1 1 2 1 3 0 75 4 0 5 5 0 3 6 0 3 7 0 1 8 0 1�A  

  .متعلق است �Aبه مجموعه  5/0با درجه عضويت  4چهارمين عنصر از سمت چپ به ما مي گويد كه عدد 

 ): بيان گسسته(يش مي دهندمجموعه هاي فازي را به شكل زير نيز نما

)1-5                            (                        ( ) /
=

=∑
1
�

�
n

i iA
i

A x xµ  

به معناي / علامت . در رابطه فوق، بيانگر اجتماع تمام عناصر مجموعه هاي فازي مي باشد ∑علامت 

فرض براين است كه مجموعه ) 5- 1(دررابطه . تقسيم نمي باشد بلكه تنها يك علامت جدا كننده است

به  بوسيله اين نماد) كه در مثال بالا ذكر شد( نمايش مجموعه اعداد طبيعي كوچك . مرجع گسسته است

  :شكل زير است

/ / / / / /= + + + + + + +0 75 0 5 0 3 0 3 0 1 0 11 1
1 2 3 4 5 6 7 8

�A  

  :براي بيان گسسته ، دو قاعده ديگر نيز وجود دارد

)صفر است xهنگامي كه درجه عضويت عنصري مانند) الف  ) )(
A

xµ آن را حذف كرده و ديگر �0=

/0 x  نوشته نمي شود.  

چنانچه بيش از يك مقدار به يك عنصر از مجموعه مرجع تعلق داشته باشد ، بزرگترين مقدار به عنوان ) ب 

/:  xمثلا براي. مقدار درجه عضويت در نظر گرفته مي شود / / /+ + →0 6 0 3 0 7 0 7
x x x x  

 ):بيان پيوسته(نمايش مي دهندبراي مجموعه مرجع پيوسته، مجموعه هاي فازي را به شكل زير 

)1-6           (                                     
  

( ) /
AU

A x xµ= ∫ �
�   
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به دنياي پيوسته به كار گرفته شده است و هيچ ارتباطي با انتگرال  ∑از  به عنوان توسيعي ∫باز در اينجا نماد 

در سمت راست پايين اين نماد ، نام مجموعه . ندارد يعني بيانگر اجتماع تمام عناصر مجموعه فازي است

. مرجع نوشته مي شود تا مشخص شود مجموعه فازي به كار گرفته شده نمايانگر كدام مجموعه مرجع است

پيوسته تعداد نامتناهي عنصر وجود دارند و لذا نمي توان عناصر و مقادير عضويت آنها را ليست در عبارات 

در سمت راست جداكننده نوشته و تابع عضويت در سمت  xاز اين رو عنصر به صورت متغيري مثل . كرد

  .چپ درج مي گردد

را مساوي گويند  و مي نويسند  �Bو�Aجموعه دوم:  تعريف تساوي مجموعه هاي فازي  1-2-3

=� �A B  هرگاه توابع عضويت آنها در تمام نقاط مجموعه مرجع با هم برابر باشند؛ يعني:  

)1-7                                          (( ) ( )( )BA
x x U x xµ µ∀ ∈ ⇒ =� �  

 كه با  �Aپشتيبان مجموعه فازي مجموعه ):تكيه گاه يا محمل(تعريف  مجموعه پشتيبان  1-2-4

( )�Supp A   يا( )�S A  نشان داده مي شود عبارت است از مجموعه عناصري از U  كه درجه عضويت

است كه به شكل )  كريسپ(، مجموعه اي غير فازي �Aآنها بزرگتر از صفر باشد؛ به عبارت ديگر، تكيه گاه 

  : زير تعريف مي شود

  )1 -8               (( ) ( ){ } ( ){ }| |
A A

US A x U x x U xµ µ= −= ∈ > ∈ =0 0� �
�       

 :  نكات

) يي با درجه عضويت صفرهاxكه در آن   Uاز xكل عناصر • ) )(
A

xµ           حذف مي شوند،  �0=

 .محمل را مي سازند          

   .گويند هرگاه محمل آن تنها يك عنصر داشته باشد 1را سينگلتون فازي �Aمجموعه •

)اگر • ) =�S A φ  ) محمل�A آنگاه )مجموعه تهي باشد ،�A  را مجموعه فازي تهي گويند؛ به عبارت

 .صفر باشد Uتهي ناميده مي شود هرگاه تابع عضويت آن در تمام نقاط مرجع �Aديگر مجموعه فازي 

است و مي نويسند  �Bزير مجموعه فازي �Aمجموعه فازي   :تعريف زير مجموعه فازي  1-2-5

⊆� �A B   هرگاه: 

 )1-9                                                  (( ) ( )( )∀ ∈ ⇒ ≤� �BA
x x U x xµ µ  

                                                            
Fuzzy Singelton -١ 
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  :بدين ترتيب واضح است كه

)1-10                                                                             (
( & )

A U

A B B A A B

φ ⊆ ⊆


⊆ ⊆ ⇒ =

�

� � �� � �
                        

ارتفاع يك مجموعه فازي، بزرگترين مقدار درجه : تعريف ارتفاع يك مجموعه فازي 1-2-6

  :عضويت در آن مجموعه است؛ يعني

)1-11(                                                    
          ( ) ( ){ }max

A
hgt A xµ= �

�  

يك مجموعه فازي را نرمال مي نامند هرگاه درجه عضويت : تعريف مجموعه فازي نرمال 1-2-7  

)باشد يعني 1برابر  ixحداقل يكي از اعضاي آن مثلاً  )( );
A

x U xµ∃ ∈ به عبارت ديگر، اگر . �1=

( ) = 1�hgt A آنگاه مجموعه فازي�A  را مجموعه فازي نرمال و اگر( ) < 1�hgt A  آن را مجموعه فازي غير

  .نرمال نامند

مي توان هر مجموعه  همچنين. همه مجموعه هاي كلاسيك، به غير از مجموعه هاي تهي، نرمال هستند

)را با تقسيم ،  �Aفازي غير نرمال )�A
xµ  بر ارتفاع آن نرمال كرد.  

)عضوي باشد كه براي آن  xاگر  ) =�A
xµ
1
2

  .گويند  �A )معبر ( را نقطة گذر  x،  در اين صورت 

)كه با نماد   �Aفازيهسته مجموعه : يك مجموعه فازي) كرنل(تعريف هسته  1-2-8 )�Cor A 

كه درجه عضويت عناصر آن در   Uزير مجموعه اي از مجموعه مرجع ،نشان داده مي شود عبارت است از
�A برابريك است يعني:  

)1-12                      (                     ( ) ( ){ }|
A

Cor A x U xµ= ∈ =1�
�

                

كه با �Aاي مجموعه فازي  برش −α): برش −α )αتعريف  مجموعه در سطح 1-2-9 
 
�A

α

 

)، �Aنمايش مي دهند، مثل محمل )�Supp A    است وعبارت است ) غير فازي(، يك مجموعه كلاسيك

 :باشد؛ يعني αمجموعه اي از تمام اعدادي كه درجه عضويت آنها در مجموعه فازي بزرگتر يا مساوي ، از

)1-13      (                                
( ){ }

( ( ))

| >
   


=

∈ ≥

=

0

0

�

�

�
A

Supp A

x U x

A
α

α

α

µ α

  

)كه در آن   ( ))�Supp A بستار ،( )�Supp A  مي باشد.  
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}فرض كنيدكه :مثال   1-2-10 }, , , , , ,U = − −2 1 0 1 2 3 به صورت  �A، مجموعه مرجع و مجموعه 4

/ / / / / / /= + + + + + +
− −

0 0 0 3 0 6 1 0 0 6 0 3 0 0
2 1 0 1 2 3 4

�A باشد در اين حالت:  

                                                 

{ }
{ }
{ }

, , , , /

, , / /

/

 − ≤ ≤
  < ≤ 
 < ≤

=

1 0 1 2 3 0 0 3

0 1 2 0 3 0 6

1 0 6 1

�A
α

α

α

α

                               

، به صورت زير �Aعدد اصلي براي مجموعه متناهي: 1تعريف  عدد اصلي يا كارديناليتي 1-2-11

 :تعريف مي شود

 )1-14(                                                    

( )
x U

A
A xµ

∈

=∑ �
�  

 .به عبارت ديگر، مجموعه درجه عضويتهاي يك مجموعه فازي متناهي را كارديناليتي آن مجموعه مي نامند

=همچنين   
�

�
A

A
X

  .را كارديناليتي نسبي گويند  

  :در مورد مجموعه هايي كه مجموعه مرجع پيوسته دارند عدد اصلي به صورت زير تعريف مي شود

)1-15                                                 (        ( )
AU

A x dxµ= ∫ �
�
  

.لازم به ذكر است كه كارديناليتي در بعضي مواقع وجود ندارد
  

،برش −α را محدب گويند هر گاه هر �Aمجموعه فازي: تعريف مجموعه فازي محدب  1-2-12
�A  )براي تمام< ≤0 α محدب است اگر و فقط اگر براي هر �Aمحدب باشد و يا مجموعه فازي)  1

, ∈x x X1 ]و هر 2 ]∈ 0λ   :داشته باشيم  1,

)1-16                                 (( ) ( ) ( )min ,
A A A

x x x xµ λ λ µ µ     + − ≥� � �1 2 1 21  

  :عمليات پايه روي مجموعه هاي فازي   3- 1

از آنجا كه تابع عضويت، يكي از اجزاء بسيار مهم در مجموعه هاي فازي است، لذا جاي تعجب نخواهد 

نها تعريف شود؛ با اين تعريف  مي توان آبود اگر عمليات روي مجموعه هاي فازي بوسيله توابع عضويت 

عه هاي نتيجه گرفت كه عملگرهاي مجموعه هاي فازي، تعميم عملگرهاي مجموعه اي براي مجمو

  .كلاسيك مي باشند

                                                            
Cardinality -١  
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�Bو�Aاجتماع مجموعه هاي فازي : تعريف اجتماع   1-3-1 �يعني   �∪A B   به كمك تابع عضويت

  :زير تعريف مي شود

 )1-17(         ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ,max ,
B BA B A A

x x x x x x Uµ µ µ µ µ= = ∨ ∀ ∈� � � � ��∪
        

�يعني  �Bو �Aاشتراك مجموعه هاي فازي: تعريف اشتراك  1-3-2 �∩A B   به كمك تابع عضويت

  :زير تعريف مي شود

)1-18(     ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ,min ,
B BA B A A

x x x x x x Uµ µ µ µ µ= = ∧ ∀ ∈� � � � ��∩
     

خود يك مجموعه فازي است كه تابع عضويت  �A′يعني �Aمتمم مجموعه فازي: تعريف متمم  1-3-3

  :آن به صورت زير است

)1-19                                                         (( ) ( ).
′

= −� �A A
x xµ µ1  

  :  تذكر 1-3-4 

راه ممكن براي بيان اجتماع، اشترك و متمم براي مجموعه هاي بايستي توجه كرد كه تعاريف قبلي تنها 

ارائه  1965است كه توسط خود عسگر زاده درسال  ييبلكه اين يكي از ساده ترين روشها. فازي نيست

]گرديده است و به طور وسيعي نيز بكار برده شده است ]. 5  

ثالث و جذب متمم براي مجموعه هاي فازي برقرار نمي خاصيتهاي مهم تناقض، طرد شق : لم  1-3-5

]باشد ]. 7  

  ):توسيع ( 1اصل گسترش    4- 1

   اين اصل ابزاري براي. اصل گسترش يكي از مفاهيم اساسي وكليدي در نظرية مجموعه هاي فازي است

اين . به گونه اي كه به صورت كميت هاي فازي در آيند است گسترش و تعميم مفاهيم رياضي غير فازي

  .اصل به ويژه در تعميم عملگر هاي جبري بين اعداد و تعريف اين عملگر ها براي اعداد فازي مفيد است

  .در اينجا، يك تشريح ابتكاري از اصل گسترش را ارائه مي نماييم

                                                            

     Extension   principle-1  
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,اين تابع عناصر . ظر بگيريدبا مشخصات زير را در ن fتابع  2…nx x x 1, را به  Xاز مجموعه مرجع ,

  .نگاشت مي نمايد Yمجموعه مرجع 

)1-20                          (
  ( ) ( ) ( ), , ,= = =1 1 2 2 … n ny f x y f x y f x  

,كه برروي  �Aحال مجموعه فازي  2…nx x x 1, تعريف شده است را در نظر بگيريد، مجموعه فازي   ,
�A به صورت زير نمايش داده مي شود:  

)1-21                      (
   

( )( ) ( )( ) ( )( ){ }, , , , , ,= 1 1 2 2� � �… n nA A A
A x x x x x xµ µ µ  

خروجي )  �Aبه عنوان مثال مجموعه (فازي باشند  fسؤالي كه پيش مي آيد اين است كه اگر ورودي تابع

به چه شكل خواهد بود؟ آيا خروجي نيز فازي است؟ به عبارت ديگر، آيا خروجي اي مانند مجموعه فازي 
�B  وجود دارد كه بتواند به وسيله ورودي�A  به تابعf  بدست آيد؟ اصل گسترش تأييد مي كند كه

  :مي باشد وبه صورت زير نشان داده مي شود �Bخروجي، مجموعه فازي 

)1-22        (( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }, , , , , ,= = 1 1 2 2� � �
�� … n nA A A

B f A f x x f x x f x xµ µ µ  

)به شكل رياضي(  fتحت  ixيعني هر تصويري از  )=i iy f x ( بادرجه( )� iA
xµ از . فازي مي شود

 yبه يك  xآنجا كه توابع در حالت كلي داراي نگاشت چند به يك مي باشند، ممكن است تعداد زيادي 

فرض كنيد كه . وجود داشته باشد xمعيين ممكن است بيش از يك   0yبنابراين، براي يك . نگاشت شوند

1x 2وx   0بررروي ) 20-1(در رابطهy از اين رو، بايد برحسب دو درجه عضويت . نگاشت شده باشند

( )1�A
xµ  و( )2�A

xµ  0تصميم گيري نماييم و مقداري را براي درجه عضويتy اصل . بدست آوريم

0yبه عنوان درجه عضويت   �Aگسترش مي گويد كه بيشينه مقادير عضويت اين عناصر در مجموعه فازي

  :تعلق دارد در نظر گرفته مي شود، يعني �Bكه به مجموعه 

)1-23                     (                   ( ) ( ) ( )= ∨0 1 2� � �B A A
y x xµ µ µ  

x∋به عبارت ديگر، اگر هيچ عنصر  X   0برy  0نگاشت نشده باشد آنگاه درجه عضويتy  در مجموعه
�B مي توانيم مجموعه . برابر با صفر مي باشد�B  محاسبه نماييم، به طوريكه ) 22-1(را با استفاده از رابطه

)در جه عضويت اعضاي آن از نگاشت  )�f A بدست مي آيد.  

يف كرده، با ذكر مثال مفهوم آن را بنابراين براي درك بهتر اصل گسترش، ابتدا ساده ترين صورت آن را تعر

  .سپس تعريف كلي ارائه مي شود. روشن مي كنيم
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:يك تابع به صورت   fدو مجموعه و   YوXفرض كنيد  : تعريف   1-4-1 →f X Y    و�A  

رابه زيرمجموعه هاي  fباشد اصل گسترش بيان مي كند كه مي توانيم قلمرو Xيك زير مجموعه فازي از

  .و به صورت زير گسترش دهيم  Xفازي

   )1-24                         (( ) ( )( ) ( ){ },, | ,= = = ∈�
��

B
B f A y y y f x x Xµ  

  كه در آن

)1-25                             (( ) ( )
( ) ( )

( )

A
x f y

B

if

if

Sup x f y

y

f y

µ ϕ
µ

ϕ

−

−∈

−







≠
=

=0

�

�

1

1

1
  

ه به صورت زير نوشت بالاباشد آنگاه رابطه ) يا اكيداً نزولي(اكيداً صعودي  fلازم به ذكر است كه اگر تابع 

  :مي شود

)1-26              (              ( )
( ) ( )( )

A

B

if y R f

otherwise

Sup f y
y

µ
µ

− ∈



=

1

0

�

�  

}كه در آن  }( ) ; ( )= ∈ ∃ ∈ =R f y Y x X f x y خواهد بود .  

X=فرض كنيد :مثال  1-4-2 Z و( )= = 2
y f x x  و مجموعه�A ازX  به   »2تقريباً «بيانگر

  :صورت زير باشد

                                 , , , , , , , ,
 
 
 

=�A
0/ 2 0/4 0/ 6 0/ 8 1 0/ 8 0/ 6 0/4 0/ 2
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

  

  .در اين صورت با توجه به اصل گسترش داريم

                                 ( )  
 
 

= =��B f A
0/ 6 0/ 8 1 0/ 8 0/ 6 0/4 0/2, , , , , ,
0 1 4 9 16 25 36

  

و از طريق  »2تقريباً « به تعريف مجموعه فازي در اين مثال ، اصل گسترش بيان مي كند كه چگونه با توجه 

)تابع )= = 2
y f x x مقدارf  را به صورت »  2مجذور تقريباً « بيابيم ، يعني مقدار »  2تقريباً « را براي

  .يك مجموعه فازي بيابيم

  .قبل از تعريف كلي اصل گسترش به تعريف زيرتوجه كنيد
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nX…فرض كنيد : تعريف حاصلضرب دكارتي 1-4-3 X 1, ,  ،n    مجموعه مرجع و

= × ×� nX X X1  حاصلضرب دكارتي آنها باشد همچنين,� �…nA A1,،n   زير مجموعه فازي

nX…بترتيب از  X 1, �,در اين صورت حاصلضرب دكارتي  . باشند , �…nA A1,  ) بانماد

× ×� �� nA A1(به صورت يك زير مجموعه فازي از ،X و با تابع عضويت زير تعريف مي شود:  

)1-27(         

            
( ) ( ) ( ){ }, , min , ,

× ×
=� �� � �… …

nA A n nA An
x x x xµ µ µ

1 1 11
  

يك نگاشت از fبادر نظرگرفتن مفروضات تعريف قبلي، فرض كنيد: تعريف اصل گسترش  1-4-4

X به مجموعهY باشد ، يعني( ), ,= … ny f x x1   .حال ، حاصل عملf برn  مجموعه فازي

,� �…nA A1,  به عنوان يك زير مجموعه فازي�B ازY و به صورت زير تعريف مي شود:  

)1-28(      
  

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }, , , | , , , , ,= = = ∈�
� �� … … …n n nB

B f A A y y y f x x x x Xµ1 1 1  

  :داريمكه در آن 

)1-29(         

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ){ } ( )

, ,

min , , −

−∈







≠
=

1

0

� �

…
�

…
nA A n

x x f y
B n

Sup x x if f y
y

other wise

µ µ ϕ
µ

1
1

1
1              

=فرض كنيد: مثال 1-4-5 =X X Z1 2،  
�A1 و�A2  دو زير مجموعه فازيZ  به ترتيب نمايشگر »

  :به صورت زير باشند» تقريبا يك « و  »  تقريبا صفر 

,, , , , , , ,A A
   
   
   

= =
− − −0 0

� �
1 2
0/ 2 0/5 1 0/ 2 0/ 2 0/5 1 0/5 0/ 3
2 1 2 1 1 2 3

  

:همچنين × →f x x Y1 )صورت به 2 ),= = +y f x x x x2 2
1 2 1 باشد آنگاه حاصلضرب دكارتي  2

,2 1
� �A A  به صورت زير بوده:   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , , , , ,

,

  
 
  

× =
0 0 0

� � � �A A1 2
0/ 2 0/2 1 0/5 0/ 2
-2, -1 -2, ,1 2 2, 3

  

  :و بنابراين،  طبق اصل گسترش 

( ), , , , , , , , ,
 
 
 

= =
0 0

� ��B f A A1 2
0/5 1 0/5 0/5 0/5 0/ 2 0/ 2 0/2 0/2
1 2 4 5 8 9 1 13
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توضيح اين كه، در اينجا يك تابع دو متغيرة حقيقي داريم كه به هر دو عدد، مجموع مجذورات آنها را نسبت 

  .مي دهد

يكي ازكاربردهاي اصل گسترش، تعميم عملگرهاي جبري معمولي مانند جمع وضرب براي اعدادي است 

  . كه به اعداد فازي موسوم اند ويك تعميم طبيعي براي اعداد معمولي مي باشند

   اعداد فازي  5- 1

مورد  اعداد فازي، مجموعه هاي فازي هستند كه وقتي نمايش ضمني عدم قطعيت همراه داده هاي عددي

مجموعه هاي فازي هستند كه معاني عباراتي  اعدادفازي،به بيان ديگر، . نياز باشد آز آنها استفاده مي شود

درواقع، اعداد فازي واژه هايي همچون تقريباً، نزديك به و . را بيان مي كنند 5يا نزديك به  3همچون تقريباً 

عملگرهاي مجموعه هاي فازي از قبيل اجتماع و اشتراك . نه كاملاً را در كنار مقادير عددي لحاظ مي كنند

بعلاوه، مجموعه اي . كاربرد دارند، اصل تجزيه و اصل گسترش در اعداد فازي  αونيز مفاهيمي نظير برش 

از عملگرها كه به مجموعه عملگرهاي رياضيات بسيار شبيه هستند مانند جمع، تفريق، ضرب وتقسيم براي 

  .اعداد فازي نيز قابل تعريف مي باشند

 :ن به صورت زير بيان مي گرددآاز طريق تابع عضويت  �Aهر عدد فازي مانند 

)1-30                                (             [ ]: .→ 0 1�A
Rµ  

 اينكه يك تابع عضويت متعلق به يك براي. همه توابع عضويت به شكل بالا مبين يك عدد فازي نيستند

عدد فازي باشد بايستي آن تابع عضويت مفهوم مجموعه اي از اعداد كه دراطراف يك عدد حقيقي ويا 

توابع عضويتي كه داراي مشخصه بالا باشد . اطراف يك بازه از اعداد حقيقي قرار گرفته را بيان وتفسير نمايد

  :را مي توان به صورت زير فرموله نمود

)1-31(

                                   

( )

( )

( )
,

 ≤ ≤


≤ ≤
= 

≤ ≤
 < >

1

0

�A

f x a x b

b x c
x

g x c x d

x a x d

µ  

≥در اين فرمول،  ≤ ≤a b c d  ،f  يك تابع پيوسته كه از نقطهa   تاb  افزايشي بوده وg  يك تابع

شكل زير چهار نوع تابع عضويت كه با فرمول بالا منطبق بوده را . مي باشد dتا نقطه  cپيوسته كاهشي از 

  .نشان مي دهد
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 نمونه هايي از اعداد فازي) 1-1(شكل 

b=مربوط به شكل فوق كه در آنها  �Dو �Cاگر چه در مجموعه هاي فازي  c    بوده با ضوابط بيان شده

كه با بازه هاي فازي نشان داده شده نيز در  �Bو  �Aبراي اعداد فازي منطبق تراند، ليكن مجموعه هاي فازي

بنابراين بين اعداد فازي و بازه هاي فازي نبايستي تفاوت قائل شد وهردو تحت . عمل به كار برده مي شوند

هرچند اشكال گوناگوني براي اعداد فازي وجود دارد اما در عمل بيشتر از اعداد  .نام اعداد فازي قرار دارند

خاص شكل ويژه اي از يك عدد فازي همچنين يك عدد حقيقي . فازي ذوزنقه اي و مثلثي استفاده مي شود

=ذوزنقه اي است كه در آن   = =a b c d بايستي توجه نمود كه هر عدد فازي كه از طريق . مي باشد

  : تبيين گردد بايستي داراي چهار ويژگي زير باشد) 31- 1(فرمول 

  .نرمال باشد) الف

  .باشندآن بازه هاي بسته اعداد حقيقي  αبرشهاي) ب

)داراي پشتيبان در يك بازه ) ج ),a d  هستنداز اعداد حقيقي. 

  .محدب اند) د

  .در ادامه چند تعريف از اعداد فازي ارائه مي دهيم 
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يك مجموعه فازي محدب است، كه روي  �Aيك عدد فازي): 1زيمرمن( تعريف اعداد فازي 1-5-1

0x∋تنها يك اولاًتعريف مي شود كه Rمجموعه اعداد حقيقي R  وجودداشته باشد كه( ) =0�A
xµ و به  1

)تابع عضويت ( گفته مي شود   �Aمقدارميانه اي، 0xمقدار )�A
xµ تابع عضويت   ثانياًو ) تك نمايي باشد

( )�A
xµ  به صورت قطعه اي پيوسته باشد[ ]. 8  

  :به صورت زير تصحيح شد  اين تعريف توسط سوگنو

   : هرگاه ،را عدد فازي گويند �Aفازيمجموعه ): سوگنو( تعريف اعداد فازي 1-5-2

)تابع عضويت  ) الف )�A
xµ   روي اعداد حقيقيR  محدب و نرمال باشد.  

يعني   α ،�Aبرش)  ب  
�A

α
]، بازه بسته باشد  ]. 8  

  :در ادامه يك تعريف مشهور از عدد فازي ارائه مي دهيم

]عدد فازي، يك تابع :تعريف اعداد فازي  1-5-3  ]: ,u R → 0   :با خواص زير است �1

  نرمال است، �u) الف

  محدب است، �u) ب

xيعني براي هر (نيم پيوسته بالا است  �u) ج ∈0 )يك همسايگي   0ε<و براي هر  � )0V x   وجود دارد

): متعلق به اين همسايگي داشته باشيم xبطوري كه براي هر ) ( )≤ +0u x u x ε (،  

)مجموعه ) د )supp �u فشرده است �در.  

مطابق با آنچه بيان شد، اعداد فازي مجموعه هاي فازي هستند كه براي توصيف مفاهيمي نظير در حدود، 

بنابراين، مجموعه هاي مختلفي براي توصيف مفهوم در حدود يك . استفاده مي شوندتقريباً و نزديك به 

چونكه هر مجموعه فازي با تابع عضويت مشخص مي شود بنابراين يك روش . عدد حقيقي بكار برده شوند

يعني ( rيا αبراي نمايش اعداد فازي استفاده از توابع عضويت مي باشد اما روش ديگر استفاده از برش

مشخص  rمي باشد يعني هر عدد فازي همانند هر مجموعه فازي ممكن است به وسيله برشهاي ) بازه اي

]بنابراين. شوند ]
r

u مجموعه ،r - برش از عدد فازي�u ما براي هر. ناميده مي شود[ ],∈ 0 1r نماد

[ ] , =  �
r r r

u u u  مي باشد كه يك بازه بسته مي بريمرا به كار.  

                                                            
2- Zimmerman  
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]در  1در قضيه زير گوتسشل و واكسمن نمايش ديگري از عدد فازي  كه به نمايش پارامتري عدد فازي  38[

  :معروف است، به صورت يك زوج از توابعي كه در بعضي از خواص صدق مي كنند ارائه دادند

)هر عدد فازي به طور كامل بوسيله زوج: قضيه  1-5-4 ),=�u u u  مشخص مي شود كه توابع

[ ], : ,u u → 0 برش هستند و در خواص زير صدق  -  rف كننده نقاط انتهايي از مجموعه هاي يتعر  �1

  : مي كنند

))  الف ) r
u r u= ] يك تابع نانزولي كراندار و از چپ پيوسته روي بازه  �∋ ],0   .است 1

))   ب ) r
u r u= ] يك تابع ناصعودي كراندار و از چپ پيوسته روي بازه �∋ ],0   .است 1

r براي هر)    ج r
u u r≤ ≤ ≤, 0 1. 

ما . از صفر تا يك مي باشد rبا مقادير متفاوت  rبنابراين هر عدد فازي، مجموعه اي از همه برشهاي

,مشخص مي كنيم و همچنين اگر براي هر  FRفازي را با  دمجموعه همه اين اعدا ∈ [0,1]r  

= =
rr

k k k  آنگاهk يك عدد كريسپ مي باشد.  

)) برش   - r(يعني اسفاده از توابع عضويت يا بازه اي ( نمايش اعدا فازي وجود دو روش مختلف براي 

مثلاً بواسطه فازي كردن عمليات حسابي روي (به ما امكان تعريف عمليات حساب بواسطه اصل گسترش 

وساده تر است به  يا بواسطه عمليات رياضيات بازه اي را مي دهد كه روش اخير عملي تر) اعداد قطعي

عنوان مثال براي هر دو عدد فازي دلخواه  
 = ,�

r r
u u u و

  

 
 = ,�

r r
v v v،   جمع+� �u v   وضرب اسكالر

�ku را به صورت زير تعريف مي كنيم)k r)و �∋ ∈ [0,1]:   

                                  [ ] [ ] [ ]
r r r r r r r

u v u v u v u v + + + + = = ,� � � � 

 )1-32                        (               

( )

( )

, ,

, ,

k u ku k
ku

ku k u k

 ≥
= 

<

0

0
�

                                                        

�uقرينه عدد فازي 
  

−را به صورت  −= ( 1)� �u u  همچنين حاصلضرب . تعريف مي كنيم.� �u v  از اعداد فازي

�u  و�v  برمبناي اصل گسترش زاده به صورت زير تعريف مي شود:  

)1-33        ([ ] { } { }min max
r r r r r r r r rr r r r r r r r

u v u v u v u v u v u v u v u v u v 
 

. = , , , , , , ,� �
      

  

                                                            
Goetschel and Vaxman -١  
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 :به صورت زير مي باشد 3با پهناي  4فرم پارامتري عدد فازي مثلثي تقريباً  :مثال  1-5-5

                                                                                         
( ) ( )

( ) ( )

= − − = +


= + − = −

4 1 3 3 1

4 1 3 7 3

u r r r

u r r r
  

فرض كنيد:  تعريف  اعمال حسابي روي اعداد فازي با استفاده از اصل گسترش   1-5-6

�A و�B  اعدادفازي با توابع عضويت پيوسته باشند و:∗ × →R R R   عمل دو تايي بر اعدادحقيقي باشد

∗ اگر تعميم � را براي اعداد فازي با  �نشان دهيم، با استفاده از اصل گسترش حاصل   ��A B  به صورت

  .ع عضويت زير تعريف مي شودبيك مجموعه فازي با تا

)1-34            (               ( ) ( ) ( )z Sup x y
BA B Az x y

µ µ µ 
  

= ∧
= ∗� � ���

  

  بنابراين در حالت خاص براي چهار عمل اصلي، تعريف فوق به صورتهاي زير است

)                             :جمع ) ( ) ( ) 
  = +

= ∧
⊕� � ��

z x y

z Sup x y
BA B A

µ µ µ  

)               :           تفريق ) ( ) ( ) 
  = −

= ∧
Θ� � ��

z x y

z Sup x y
BA B A

µ µ µ  

)                           :ضرب ) ( ) ( ) 
  = ×

= ∧
⊗� � ��

z x y

z Sup x y
BA B A

µ µ µ  

)                 :        تقسيم ) ( ) ( ) 
  = ÷

= ∧
∅� � ��

z x y

z Sup x y
BA B A

µ µ µ   

از مجموعه فازي يك بازه بسته را به دست دهد آنگاه مي توانيم حساب قبل در مورد  rچنانچه برش

  .اعدادفازي را با اعمال روي بازه ها جايگزين كنيم

)1-35       (              { }, , | , , , ,              ∗ = = ∗ ∈ ∈a b c d z z x y x a b y c d  

  :به دست مي آوريم جايگزين كنيم، ∗را به جاي عمل  - يا  +هنگامي كه 

                                                               , , ,          + = + +a b c d a c b d  

 )1-36                          (                           , , ,          − = − −a b c d a d b c                                                                                                    
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هر چند ضرب و تقسيم را مثل جمع و تفريق نمي توان در شكل كلي نوشت، اما اگر فرض كنيم كه

, , , >a b c d   :ميتوانيم بنويسآنگاه مي  0

                                                               , , ,          × = × ×a b c d a c b d  

 )1-37(                                                    , , ,          ÷ = ÷ ÷a b c d a d b c  

عمل تقسيم، عكس ضرب عكس عمل جمع نيست، و همچنين  دقت كنيد كه در اعداد فازي عمل تفريق،

تقريبا «براي مثال، اگر از عددي خود آن عدد را كسر كنيم، حاصل صفر نيست بلكه عدد فازي  .نمي باشد

  . است»صفر

  اعداد فازي خاص 6- 1

 مستلزم محاسبات كاربرد اعداد فازي واستفاده از اصل گسترش براي انجام عمليات برروي اعداد فازي

ي اهداف عملي مناسب نيست، چون هنگام استفاده از نظريه ي مجموعه پيچيده و طولاني است و اين برا

كاربردي، كارآيي محاسباتي بسيار اهميت  عملي و هاي فازي، مانند هر نظريه ي ديگر، در مواجهه با مسايل

بنابراين، اعداد فازي خاص براي كاهش حجم محاسباتي و ساده نمودن عمليات روي آنها پيشنهاد شده . دارد

  .اند

، از جمله اعداد فازي خاص مي باشند كه LR 4و ذوزنقه ايLR 3، مثلثي 2، ذوزنقه اي 1اعداد فازي  مثلثي

به  را a همانطور كه مي توانيم عدد فازي تقريباً. در مدلهاي مختلف تصميم گيري كاربردهاي زيادي دارند

نمايش دهيم، مي توان با يك عدد فازي ذوزنقه اي، عدد در بازه بسته  a شكل مثلثي با مقدار يك در

[ ],a b در ادامه به معرفي هريك ازاين اعداد مي پردازيم. را نمايش داد.  

                                                            
1-Triangular fuzzy numbers   

fuzzy numbers    Trapezoidal -٢  

LR Triangular fuzzy numbers    -٣ 

LR Trapezoidal fuzzy numbers   -� 
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  اعداد فازي خاص) 2-1(شكل 

داراي تابع عضويتي به صورت زير  �Aاگر عدد فازي   :LR 1اعداد فازي مثلثيتعريف   1-6-1

  :باشد

 )1-38                                                   (
,

,

−

−

 ≤ >


 ≥ >

( ) , 0,

( ) =

( ) , 0.
�

a x

A

x a

L x a

x

R x a

α

β

α

µ

β                   

  

Lكه درآن      +توابعي غير افزايشي از Rو   
]به    � ],0 )و 1 ) ( )= =0 0 1L R  آنگاه�A  را يك عدد فازي

=ناميده و با نماد  LRمثلثي ( , , )�
LRA a α β  نشان مي دهند .a  ، را ميانگين يا ميانهα و β   را بترتيب

=. نامند مي �Aپهناي چپ و راست ( , , )�
LRA a α β   مثبت است اگر وتنها اگر − >0a α  )به ( ) =1 0L  توجه

L.)كنيد )از توابع مختلفي مي توان براي . توابع مرجع ناميده مي شوند Rو    )L x  وبه طور مشابه براي

( )R xرايجترين آنها عبارتند از. ، استفاده كرد:  

 )1-39                          (                         

                          .
+

 − >



− >


>
1

1

( ) = (0,1 ) ( 0),

( ) = ( ) ( 0),

( ) = ( 0)p

p

p

x

L x max x p

L x exp x p

L x p

   

                                                            
    1-Left and right fuzzy numbers  
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Lبديهي است كه در هر زمينه، بايد توابع  ميزان فازيت ويا   βو αهمچنين . مناسبي اختيار كرد Rو   

=كريسپ بودن عدد فازي  ( , , )�A a α β  ،را اندازه مي گيرند، هر قدر اين دو مقدار بزرگتر باشند�A  بيشتر

)را مي توان به صورت  2بنابراين عدد معمولي يا كريسپ . فازي مي گردد , , )≡2 2 0 نشان داد، كه در آن  0

= = 0α β . همچنين( , , )=0 0 0 )اگر .  صفر مي نامند LRرا عدد فازي  �0 )L x  و( )R x  توابع خطي

=مثلثي شكل ناميده و به صورت  LR، عدد فازي �Aباشند آنگاه عدد فازي ( , , )�A a α β نشان مي دهند.  

)فرض كنيد : مثال   1-6-2 ) =
+ 2

1

1
L x

x
)و      ) =

+

1

1 2
R x

x
,و     ,= = =3 2 5aβ α آنگاه  

,

( )

( )

,
( )

 − 
= ≤  −  +


= 

−  = >  −   +


2

5 1
5

52 1
2

5 1
5

2 52 1
3

�A

x
L x

x

x
x

R x
x

µ  

�A  تعبير مي شود " 5تقريباً  "به عدد فازي.  

  :  LRتعريف بازه هاي فازي يا اعداد فازي ذوزنقه اي    1-6-3

)هرگاه در تعريف عدد فازي بجاي شرط تك نمايي بودن، تابع عضويت     )�A
xµ

  

]براي هر  , ]∈x a b 

b,براي اعداد حقيقي  ( a   (  در شرط( ) =�A
xµ رايك بازه فازي يا عدد فازي  �Aصدق كند، آنگاه  1

]در اين عدد، بازه . ذوزنقه اي مي گويند , ]a b    را هسته ي�A مي نامند.  

عبارت است ازيك بازه فازي كه تابع عضويت آن به  LR، بازه فازي  LRبنابراين مشابه اعدا فازي مثلثي 

 . صورت زير باشد

)1-40(

                                          

[ , ]

[ , ]

[ , ]
A

a x
L x a a

x a b
x

x b
R x b b

otherwise

α
α

µ

β
β

−
∈ −


∈


− ∈ +





( ) ,

1 ,
( ) =

( ) ,

0 ,

�  

 �Aدراين حالت بازه فازي. صدق مي كنند  LRتوابعي هستند كه در تعريف عدد فازي  Rو  Lكه در آن 

=را با نماد ) LRعدد فازي شبه ذوزنقه اي ( ( , , , )�
LRA a b α β  كه در آن بازه مي دهيم نشان[ , ]a b   را

)اگر. مي گويند �Aرا بترتيب پهناي چپ و راست β و α هسته، )L x و( )R x  يا (توابع خطي باشند
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( ) ( )= = −1L x R x x (آنگاه عدد فازي�Aعدد فازي ذوزنقه اي ،LR ناميده و بصورت= ( , , , )�A a b α β 

a=نشان مي دهند و واضح است كه اگر  b  باشد آنگاه= ( , , )�A a α β  را عدد فازي مثلثيLR مي نامند.  

  : LRاعمال حسابي بر روي اعداد فازي   1-6-4

به طور مختصردر جدول  LRو اعداد فازي ذوزنقه اي  LRعملگرهاي جبري براي اعداد فازي مثلثي 

  . نوشته شده است صفحه بعد

   LRاعداد فازي مثلثي   LRاعداد فازي ذوزنقه اي 

= ( , , , )�B c d γ δ     و= ( , , , )�A a b α β  = ( , , )�B b γ δ
  

=و    ( , , )�A a α β  اعمال جبري 

, , ,= = = =a c b d α γ β δ  , ,= = =a b α γ β δ  
= ⇔� �A B

  
≥


− − <

( , , , ), 0

( , , , ), 0

a b

b a

λ λ λα λβ λ

λ λ λβ λα λ
  

≥


− − <

( , , ), 0

( , , ), 0

a

a

λ λα λβ λ

λ λβ λα λ
  ⊗ =�Aλ  

− −( , , , )RLb a β α  −( , , )RLa β α  − =�A  
+ + + +( , , , )a c b d α γ β δ  + + +( , , )a b α γ β δ  ⊕ =� �A B  
− − + +( , , , )a d b c α δ β γ  ( , , )− + +a b α δ β γ  Θ =� �A B  

,

,

,

,

ac bd a c b d A B

bc ad b c a d A B

ad bc a d b c A B

bd ac b d a c A B

γ α δ β

γ β δ α

δ α γ β

δ β γ α

+ + > >
 − − > <


− + − + < >
 − − − − < <

( , , , ) 0 0

( , , , ) 0 0

( , , , ) 0 0

( , , , ) 0 0

  

,

,

,

,

ab a b a b A B

ab a b a b A B

ab b a b a A B

ab b a b a A B

γ α δ β

γ β δ α

α δ β γ

β δ α γ

+ + > >
 − − > <


− − < >
 − − − − < <

( , , ) 0 0

( , , ) 0 0

( , , ) 0 0

( , , ) 0 0

  

  

⊗ =� �A B  

  LRعمليات جبري روي اعداد فازي )  1- 1(جدول 

)فرض كنيد    :مثال   1-6-5 ) ( )= = −1L x R x x )و ) يعني اعداد فازي مثلثي باشند( , , )= 5 3 3�A  و

( , , )= 3 2 2�B در اين صورت:  

, ,

( ) , ( )

, ,

 − − − −   
= ≤ = ≤    

     
= = 

− − − −    = > = >        

5 2 3 1
5 3

3 3 2 2

5 8 3 5
5 3

3 3 2 2

� �BA

x x x x
L x L x

x x
x x x x

R x R x

µ µ  
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)بنابراين   , , )⊕ = 8 5 5A B   و( , , )Θ = 2 5 5A B و تابع عضويت آنها به صورت زير است:  

( ) ( )

, ,

( ) , ( )

, ,
A B A B

x x x x
L x L x

x x
x x x x

R x R x

µ µ
⊕ Θ

 − − − +   
= ≤ = ≤    

     
= = 

− − − −    = > = >        

8 3 2 3
8 2

5 5 5 5

8 13 2 7
8 2

5 5 5 5

� �� �

  

)هر دو مثبت هستند بنابراين  �B و  �Aچونكه دو عدد فازي  , , )⊗ = 15 19 19� �A B  داريمو:   

( )

,

( )

,
⊗

 − + 
= ≤ 

  
= 

− −  = >   

15 4
15

19 19

15 34
15

19 19

� �A B

x x
L x

x
x x

R x

µ  

)يك عدد فازي مثلثي به صورت:  تعريف عدد فازي مثلثي 1-6-6 ), ,=�A a b c   نشان داده شده و

  :توسط تابع عضويت زير تعريف مي شود

)1-41                                          (( )

;

;

;o

A

x b
a x b

b a

x c
x b x c

b c

therwise

µ

−
≤ ≤ −


−

≤ ≤
−





=

0

�   

واضح است كه عدد فازي مثلثي، . مي باشد �Aبه ترتيب كران پائين وبالاي عدد فازي  cو aرابطهدراين 

)همچنين ست كه كرانهاي آن خطي است وا LRنوع خاصي از عدد فازي مثلثي ) ( ), , , ,= =�A a b c b α β 

=هسته يا مركز،  bكه − >0b aα و= − > 0c bβ به ترتيب پهناي چپ و راست عدد فازي�A  ناميده مي

  :همچنين به آساني مي توان نشان داد كه. شوند

)1-42 (           [ ] [ ]( ), ( )  = + − + − = − − + − ∀ ∈  1 1 (1 ) , (1 ) [0,1]�
r

A br a r br c r b r b r rα β  

)و تكيه گاه آن به صورت  ) ( ), = − +,a c b bα β خواهد بود .  
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)عدد فازي ذوزنقه اي به صورت:  تعريف عدد فازي ذوزنقه اي 1-6-7 ), , ,=�A a b c d با تابع  و

  .عضويت زير مشخص مي شود

)1-43       (                                        

   

( )

;

;

;

;o

A

x a
a x b

b a

b x c
x

x d
c x d

c d

therwise

µ

−
≤ ≤ −


≤ ≤


− ≤ ≤

 −



1
=

0

�  

]و �Aبه ترتيب كران پائين وبالاي عدد فازي dو aدراين رابطه , ]a b واضح است كه . بازه مياني مي باشد

هست كه كرانهاي آن خطي   LRهمانندعدد فازي مثلثي، اين عدد نيز نوع خاصي از عدد فازي ذوزنقه اي 

)است وهمچنين ) ( ), , , , , ,= =�A a b c d b c α β كه= − >0b aα و= − > 0d cβ  به ترتيب پهناي چپ

  rهمچنين به آساني مي توان نشان داد كه براي تمامي اعداد حقيقي. ناميده مي شود �Aو راست عدد فازي

]متعلق به ],0 1:  

)1-44   (           [ ] [ ]( ), ( )  = + − + − = − − + −  1 1 (1 ) , (1 )�
r

A br a r cr d r b r c rα β  

)و تكيه گاه آن به صورت  ) ( ), = − +,a d b cα β خواهد بود.  

هريك از اين اعداد فازي فرمولهاي . بنابراين تاكنون چهار شكل خاص از اعداد فازي را معرفي نموديم

 LRاين فرمولها را براي اعداد فازي) 1-1(عمليات جبري خاصي نيز دارد كه باتوجه به نياز رساله، جدول 

] منبع   توان بهديگر يعني مثلثي وذوزنقه اي مي خاص خلاصه نمود وبراي اعداد فازي    .مراجعه نمود 4[

]مثال 1-6-8 )فرض كنيد  :6[ ), ,= −1 1 3�A  و( ), ,= 1 3 5�B  توابع عضويت زير دوعدد فازي مثلثي با

  :باشند

( )

;

;

;o

+
− ≤ ≤


−

≤ ≤





1
1 1

2
3

= 1 3
3

0

�A

x
x

x
x x

therwise

µ      و( )

;

;

;o

−
≤ ≤


−

≤ ≤





1
1 3

2
5

= 3 5
2

0

�B

x
x

x
x x

therwise

µ  

)نگاه آ ), ,+ = 0 4 8� �A B  و( ), ,− = − −6 2 2� �A B با توابع عضويت زير خواهند بود:  
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( )

;

;

;o

+


≤ ≤


−

≤ ≤





0 4
4
8

= 4 8
4

0

� �A B

x
x

x
x x

therwise

µ      و( )

;

;

;o

−

+
− ≤ ≤ −


−

− ≤ ≤





6
6 2

4
2

= 2 2
4

0

� �A B

x
x

x
x x

therwise

µ  

)همچنين  ). , ,= −5 3 15� �A B  و( ), ,= −1 1 3 3� �A B   مي باشندبا توابع عضويت زير:  

( )

( )

( )

( )
.

;

;

;

;o

 − − − ≤ ≤
 


 + ≤ ≤

  − + ≤ ≤
 


1 2

1 2

1 2

3 4 2 5 0

1 2 0 3
=

4 1 3 15

0

� �A B

x x

x x
x

x x x

therwise

µ و   ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

;

;

;

;o

 + − − ≤ ≤


+ + ≤ ≤


− + ≤ ≤


1 2 2 1 0

5 1 2 2 0 1 3
=

3 2 2 1 3 3

0

� �A B

x x x

x x x
x

x x x

therwise

µ  

همانطور كه مشاهده مي شود حاصلضرب و خارج قسمت دوعدد فازي مثلثي با طرفين خطي  يك عدد 

بنابراين ضرب وتقسيم اعداد فازي شكل عمل را حفظ نمي كند . بود فازي مثلثي با طرفين خطي نخواهد

) ذوزنقه اي(يك عدد فازي مثلثي ) ذوزنقه اي(يعني حاصلضرب و خارج قسمت دو عدد فازي مثلثي 

]در 1بن و بده. نيست ],27 26 يا خارجي معرفي نمودند كه شكل   2يك ضرب جديد به نام ضرب برداري    

يك عدد فازي ) ذوزنقه اي(يعني حاصلضرب و خارج قسمت دو عدد فازي مثلثي  ردعمل را حفظ مي ك

  . در بخش بعدي اين ضرب را تعرف مي كنيم. است) ذوزنقه اي(مثلثي 

 :اعداد فازي) خارجي(ضرب برداري  7- 1

به نام    منفي يا   مثبت  اعداد فازي  مجموعه   روي   ضرب برداري  بنام    جديدي  عمل  بخش    اين  در

}u�  باشد مثبت يا منفي{ :F FR u R
∗ =  :قبل از تعريف به مقدمات زير نياز داريم. معرفي مي كنيم  �∋

�∋عدد فازي : تعريف 1-7-1 Fu R  گفته مي شود هرگاه ) منفي(مثبت( )≤ ≥
11 0 0u u  باشد همچنين

)است هرگاه ) منفي(اين عدد اكيداً مثبت  )< >
11 0 0u u اعداد فازي  .باشد�u  و�v  هم علامت هستند

−باشد آنگاه ) منفي(مثبت    �uواضح است كه اگر. هرگاه هردو مثبت يا هردو منفي باشند �u  مثبت(منفي (

 .خواهد بود

                                                            
1-Ban and Bede 

cross product   -٢  
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,فرض كنيد ∈� �
Fu v Rاگر براي هر ،[ ],∈ 0 1r ،≤r r

u v و≤r r
u v آنگاه باشند≺u v خواهد بود .

≻0يا   v≻0و  u≻0د هرگاه نگفته مي شوهم علامت صفر  به نسبت عدد �vو �uهمچنين  u 0و≺v 

]باشند ]. ,27 26    

�=⊗اعداد فازي مثبت باشند آنگاه  �vو �uاگر  :قضيه  1-7-2 � �w u v   عدد فاز ي مثبتي است كه براي

]هر ],∈ 0 1r ،[ ] = [ , ]�
rr r

w w w  خواهد بود و: 

)1-45(
                                                                                              

 + −


+ −

1 1 1 1

1 1 1 1

=

=

r r r

r r r

w u v u v u v

w u v u v u v
  

]منبعبه  :اثبات   .مراجعه شود26[

]نتيجه   1-7-3   :دوعدد فازي باشند �vو �uفرض كنيد  :26[

⊗منفي باشد آنگاه  �vمثبت و  �uاگر ) الف − ⊗ −= ( ( ))� � � �u v u v يك عدد فازي منفي خواهد بود.  

⊗مثبت باشد آنگاه  �vمنفي و  �uاگر ) ب − − ⊗= (( ) )� � � �u v u v يك عدد فازي منفي است.  

⊗هر دو منفي باشند آنگاه  �vو  �uاگر ) ج − ⊗ −= ( ) ( )� � � �u v u v عدد فازي مثبتي مي باشد.  

  :ضرب برداري را به صورت زير تعريف نمودندحال بن و بده 

∗، معرفي شده روي⊗عمل دوتايي ):ضرب برداري(تعريف  1-7-4
FR 3-7-2و نتيجه  2-7-2، در قضيه 

  .ضرب برداري دوعدد فازي ناميده مي شود

  :تبصره ها 1-7-5

}نرمال باشد�u{ضرب برداري براي هر عدد فازي در  - 1 ;∧ ∗= ∈�F FR u R نيز تعريف مي شود بنابراين   ، 

  .مي توان از اين عمل جديد براي ضرب اعداد فازي مثلثي استفاده نمود

]فرمولهاي زير به آساني براي هر  - 2 ],∈ 0 1r اثبات مي شوند: 

)1-46(

                                                         

,

,

, .

rr

r r r

r r

u v u v u v u v

w u v u v u v u v

u v u v u v u v

 + − ≥ ≤


+ − ≤ ≥


+ − ≤ ≤

1 1 11 1 1

1 1 11 1 1

11 1 1 1 1

, 0 0,

= , 0 0,

, 0 0
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  و

)1-47(

                                                         

,

,

, .

r r

rr r

r r

u v u v u v u v

w u v u v u v u v

u v u v u v u v

 + − ≥ ≤


+ − ≤ ≥


+ − ≤ ≤

1 1 11 1 1

1 1 11 1 1

1 1 1 1 1 1

, 0 0,

= , 0 0,

, 0 0

  

حقيقت اگر يكي از عملوندها عدد در . ضرب برداري توسعه يافته ضرب اسكالر اعداد فازي است - 3

=، r[0,1]∋كه براي هر( باشد k حقيقي =
rr

k k k (آنگاه فرمولهاي بالا براحتي نتيجه مي شوند.  

 :مي باشند ضرب برداريجبري  بعضي از خواص ، زير خواص

,اگر  :قضيه  1-7-6 , ∗∈� � �
Fu v w R  باشند آنگاه:   

)) الف ) ( ) ( )− ⊗ ⊗ − = − ⊗=� � � � �u v u v u v  

⊗) ب = ⊗� � � �u v v u  

)) ج ) ( )u v w u v w⊗ ⊗ = ⊗ ⊗� � � � � �  

)هم علامت باشند آنگاه �vو  �uاگر ) د ) ( ) ( )⊕ ⊗ = ⊗ ⊕ ⊗� � � � � � �u v w u w v w  

)،nعدد طبيعيبراي هر ) ر ) ( ) ( )
⊗ ⊗ ⊗

⊗ = ⊗� � � �
n n n

u v u v خواهد بود كه براي هر∗∈� Fu R ،

( )
n

n
u u u

⊗
= ⊗ ⊗	









�� � ] خواهد بود  �� ]26.  
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  دستگاه معادلات خطي
  

  

  مقدمه 1- 2

و الگو آفرينيهاي كامپيوتر، بسياري از مسائل كاربردي و تحقيقات عملي امروزه با پيشرفت روز افزون علوم 

حجم عظيمي ازاين مسائل توسط متخصصان . در ابعادي وسيع، ذهن بشر رابه خود مشغول نموده است

يكي از ابزارهاي كارآمد كه دراكثر اين مسائل . واهل فن مدل بندي شده ودر غالب الگوريتمها ارائه شده اند

سزايي را ايفا مي كند، حل دستگاههاي معادلات، اعم از خطي و غير خطي، دستگاههاي معادلات با  نقش به

  .مي باشد... مشتقات جزئي و 

در اين فصل ابتدا در بخش دوم دستگاه معادلات خطي را در حالت  دستگاه معادلات خطي غير مربعي   

آنها را حل ) وارون(اده از ماتريس شبه وارون معرفي كرده و سپس با استف) دستگاه معادلات خطي مربعي(

در بخش آخر نيز روشهاي عددي همچون روش تكراري ژاكوبي و روش تجزيه آدومين را براي .  مي كنيم

  .حل دستگاههاي معادلات خطي مربعي ارائه مي دهيم
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  دستگاه معادلات خطي 2- 2

  :مجهول به صورت زير مي باشد nمعادله خطي و mيك دستگاه معادلات خطي با 

)2-1                                                                        (

+ + + =
 + + + =


 + + + =

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,

,

.

�

�

� 


�

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

    

m×اين دستگاه معرف يك دستگاه معادلات خطي n   است، كه درآن براي , ,= 1…i m  و, ,= 1…j n ،

ija ها  وib  و) كه در اين بخش اعداد حقيقي (ها مقادير ثابت معينjx ها مجهولاتي هستند كه بايد تعيين

,حال منظور از جواب دستگاه فوق مجموعه اعداد حقيقي . گردند , ,2 1…nx x x   مي باشند كه به طور كلي

  . معادله بالا صدق كنند mهمزمان در

مي توانند براي توصيف آنها به كار ماتريسها براي نمايش دستگاههاي معادلات وسايل مفيدي هستند پس 

  .به صورت زير نوشته مي شود) 1-2(لذا دستگاه . روند

)2 -2                              (

     
     
     =
     
     

    

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

…

…

� � … � � �

…

n

n

m m mn n m

a a a x b

a a a x b

a a a x b

  

- 2(نشان دهيم آنگاه مي توان دستگاه  bو   A  ،xپس اگر اين ماتريسها را به ترتيب از چپ به راست با 

Ax=را به صورت معادله ماتريسي ) 1 b  در اين نمايش ماتريس . نمايش دادA  را ماتريس ضرايب كه

)مي تواند مربعي )=m n و غير مربعي يا مستطيلي( )≠m n باشد و بردارهايx  وb   را به ترتيب بردار

را مي توان با صرفنظر كردن از ) 1-2(دستگاه . مجهولات و بردار مقادير ثابت سمت راست مي نامند

  .تن ضرايب به صورت زير نمايش دادمجهولات و فقط با در نظر گرف

)2-3                                    (

 
 
   =   
 
  

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

…

…

� � … � �

…

n

n

m m mn m

a a a b

a a a b
A b

a a a b

  

  .دستگاه مي نامند، كه هر سطر آن بيان كننده يكي از معادلات خطي مي باشد 1اين ماتريس را ماتريس افزوده

                                                            
1-Augmented Matrix  
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آن است كه آيا جوابي براي اين پرسشي كه مطرح مي گردد ) 1-2(دررابطه با دستگاه معادلات خطي 

در كل براي حل . مجموعه معادلات وجود دارد يا نه ودر صورت وجود جواب منحصر بفرد است يا خير

Ax=دستگاه معادلات خطي b   اگر ماتريس ضرايبA  مربعي ونامنفرد باشد روشهاي زيادي مانند

وجود دارند با اين حال، در موقعيتهاي عملي ... ماتريس مربعي، دستور كرامر، روشهاي عددي واستفاده از 

ويا منفرد باشد دراين حات ممكن است ) مستطيلي(غيرمربعي   Aنياز به  حل دستگاهي هستيم كه ماتريس

براين در فرايند حل اين دستگاه امكان رخ داد دستگاه جواب نداشته باشد ويا داراي بي شمار جواب باشد بنا

  :حالتهاي زير وجود دارد

  .است 1حالتي كه دستگاه بدون جواب يا ناسازگار) الف

است وجواب دارد كه در اينصورت امكان دارد فقط يك جواب منحصر بفرد  2حالتي كه دستگاه سازگار) ب

  .يا اينكه بي شمار جواب داشته باشد

m×باتوجه به مطالب بالا مي توان در يك دستگاه معادلات خطي  n كهm  تعداد معادلات وn  تعداد

 :مجهولات باشد حالتهاي زير را در نظر گرفت

m=حالت -1 n )مي گويند ومي توان نوشت 3حالت دستگاه را همواره معيندراين ): دستگاه مربعي:  

 .نامنفرد باشد آنگاه دستگاه معادلات سازگار ويك جواب منحصر بفرد دارد Aاگر ماتريس ضرايب)  الف

جواب ) نامتنهايي(منفرد و دستگاه سازگارباشد آنگاه دستگاه معادلات بي شمار  Aاگر ماتريس ضرايب) ب

استفاده ) جواب مينيمال( 4داشته وبراي بدست آوردن يك جواب معين مي توان از روش جواب كمترين نرم

 .نمود

معادلات اصلاً جواب نداشته وبراي  منفرد و دستگاه ناسازگارباشد آنگاه دستگاه Aاگر ماتريس ضرايب) ج

  .استفاده مي شود 5بدست آوردن يك جواب تقريبي از روش جواب حداقل مربعات

m>حالت -2 n )اين گونه . گويند 1دراين حالت دستگاه را فرو معين ):دستگاه غير مربعي يا مستطيلي

دستگاهها مي تواند بي شمار جواب داشته باشد كه براي بدست آوردن يك جواب معين مي توان از روش 

 . جواب مينيمال استفاده نمود

                                                            
Inconsistent -١ 
Consistent -٢ 
Everdetermined  -٣ 

4- Minimum Norm Solution  

5- Least Square Solution  
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m<حالت -3 n )چنين   .گويند 2دراين حالت دستگاه را فرا معين ):دستگاه غير مربعي يا مستطيلي

دستگاههايي در صورت سازگار بودن مي توانند يك جواب منحصر بفرد داشته باشند و در صورت ناسازگار 

  .بودن اصلاً جوابي نداشته وبراي بدست آوردن يك جواب تقريبي از روش حداقل مربعات استفاده مي شود

چهارحالت زير از دستگاه معادلات خطي  Aدراين پايان نامه، به اختصار باتوجه به ماتريس :نكته 2-2-1

×m n ،=Ax b را در نظر مي گيريم:  

m=(دستگاه مربعي با ماتريس ضرايب رتبه كامل ) الف n و( ) =rank A n(،  

m>(ضرايب رتبه كامل سطري دستگاه فرومعين با ماتريس ) ب n و( ) =rank A m(،  

m<(دستگاه فرامعين با ماتريس ضرايب رتبه كامل ستوني ) ج n و( ) =rank A n(، 

)(دستگاه در حالت كلي ) د ) ( )min ,= ≤rank A k m n.(  

  .مفاهيم مورد نياز را تعريف مي كنيمدر ادامه برخي از 

m×يك ماتريس   Aفرض كنيد): رتبه سطري وستوني(تعريف  2-2-2 n  باشد در اينصورت به

  .آن  ماتريس گويند) ستوني(مستقل خطي آن ماتريس، رتبه سطري ) ستونهاي(ماكسيمم تعداد سطرهاي 

]باهم برابرهستند  Aرتبه سطري و رتبه ستوني يك ماتريس مانند: هقضي 2-2-3 ]2.  

)، كه با Aرتبه ماتريس ):رتبه ماتريس(تعريف   2-2-4 )rank A  نشان داده مي شود عبارت از

  .مقدار مشترك رتبه سطري ورتبه ستوني آن ماتريس مي باشد

رتبه يك ماتريس برابر با ماكسيمم تعداد سطرها يا ستونهاي مستقل خطي آن ماتريس  :نتيجه 2-2-5

  .خواهد بود

Ax=دستگاه معادلات خطي : قضيه 2-2-6 b ا اگر رتبه ماتريس افزودهسازگار است اگر وتنه  A b  

در غير اينصورت يعني اگررتبه ماتريس افزوده. با هم برابر باشند Aو ماتريس   A b  بيشتر از رتبه

را نمي توان به صورت هيچ تركيب خطي از  bباشد آنرا ناسازگار مي گويند دراين حالت بردار Aماتريس

]نوشت، بنابراين دستگاه داراي جواب نيست Aستونهاي ]2.  
                                                                                                                                                                                          
1- Underdetermined  

2- Overdetermined  
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m×يك ماتريس Aاگر: نتيجه 2-2-7 n  از رتبهm باشد آنگاه دستگاه=Ax b  سازگار است.  

برابر صفر باشد آنرا منفرد ودر غير اينصورت آن را  Aاگر دترمينان ماتريس مربعي :تعريف 2-2-8

  .نامنفرد مي گويند

m×دستگاه معادلات خطي فرو معين): جواب كمترين نرم يا مينيمال(تعريف  2-2-9 n ،

=Ax b براي حل چنين دستگاهي اغلب لازم است. را درنظر بگيريدxاي را بيابيم كه
2

x  كمترين مقدار

ممكن را داشته باشد كه اين جواب را جواب با كمترين نرم اقليدسي يا جواب مينيمال اين دستگاه مي 

}minimizeبنابرين جواب مينيمال دستگاه فرومعين معادل با حل مسأله. گويند }:x Ax b=
2

  .مي باشد 

]جواب حداقل مربعات(تعريف  2-2-10 =−فرض كنيد كه بردار : )40[ ( ) =x Ax bε ε  بردار

m×ماندة  دستگاه معادلات خطي ناسازگار n ،=Ax b چونكه اين دستگاه داراي جواب نيست .  باشد

  : اي است كه مقدار عبارت زير را مينيمم كندxپس هدف كلي مسأله حداقل مربعات يافتن بردار

)2-4            (− −∑ 2

=1

= = ( ) ( )
m

T T
i

i

Ax b Ax bε ε ε                          

اين عبارت را فراهم كند، جواب حداقل مربعات دستگاه دراين صورت به هربرداري كه كمترين مقدار 

  .گويند

. روشهاي متعددي براي به دست آوردن جواب دستگاههاي معادلات خطي فرو معين وفرا معين وجود دارد

اما جواب مينيمال و جواب حداقل مربعات آن دسته از دستگاه معادلات خطي فرو معين وفرا معين كه 

محاسبه شبه . به دست آورد 1را مي توان با شبه وارون) به ترتيب  باشند(ستوني  داراي رتبه كامل سطري و

. مي توان آن رامحاسبه كرد pinvبا استفاده از تابع MATLABوارون پيچيده است اما در نرم افزار 

بنابراين مي توان گفت كه يكي از كاربردهاي شبه وارون دربدست آوردن جوابهاي تقريبي دستگاه معادلات 

  .خطي غير مربعي است

]شبه وارون(تعريف  2-2-11 ], ,40 29 )شبه وارون هر ماتريس  ):9 )
×

= ij
m n

A a ) رتبه كامل باشد

+يك ماتريس) يانه
A از مرتبه×n m است كه در شرايط زير بعد صدق كند:  

                                                            

توسط چندين چونكه ماتريسهاي مستطيلي وارون و دترمينان ندارند لذا براي آنها، واروني به نام وارون تعميم يافته   -1

 .پنرُز مي نامند -مؤلف تعريف شده است كه يكي از آنها را شبه وارون يا وارون مور
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)2-5                 (+ + + + + + + += , = , ( ) = , ( ) =T T
AA A A A AA A AA AA A A A A                

+ماتريس شبه وارون
A هرگاه ماتريس(د است منحصر بفرد و هميشه موجوA ماتريس مختلطي باشد ،∗(.)  

  ).مي شود T(.)جايگزين

]تعريف 2-2-12 +ماتريس: 29[ −1= ( )T T
A A A A شبه وارون ماتريسA   ناميده مي شود در صورتي

)يك ماتريس  Aكه  )m n m n≥ +همچنين ماتريس.  باشد nبا رتبه × −1= ( )T T
A A AA  شبه وارون

)يك ماتريس  Aناميده مي شود در صورتي كه   Aماتريس )m n m n<   .باشد mبا رتبه ×

دستگاه معالات خطي فرو معين داراي جوابهاي بي شماري است كه مجموعه كامل از جوابها يا جواب 

  . عمومي آن را مي توان به صورت زير بدست آورد

]نتيجه  2-2-13 Ax=فرض كنيد: 29[ b  جواب (يك دستگاه فرو معين باشد آنگاه مجموعه جواب

∋×آن براي هر بردار دلخواه) عمومي 1n
h R به صورت زير نوشته مي شود:  

)2-6                      (T T T T
x A AA b I A AA A h A b I A A h

− − + += + − = + −1 1( ) ( ( ) ) ( )  

)از مرتبه Aفرض كنيد ماتريس: قضيه 2-2-14 )m n m n< و رتبه كامل سطري باشد آنگاه جواب  ×

Ax=براي دستگاه xمينيمال b  به صورت− += =1( )T T
x A AA b A b خواهد بود.  

]به منبع :اثبات   .مراجعه شود 29[

]لم  2-2-15 Ax=جواب حداقل مربعات دستگاه xبردار :29[ b است اگروتنها اگرx  در معادلات

T=نرمال T
A Ax A b صدق كند.  

m×هرگاه دريك دستگاه معادلات خطي  n ماتريس ضرايب رتبه كامل نباشد آنگاه براي بدست آوردن ،

در اين حالت ماتريس شبه وارون بوسيله تجزية مقدار . جواب آن، نمي توان از نتايج فوق استفاده نمود

  .و به صورت زير محاسبه مي شود 1منفرد

m×يك ماتريس Aفرض كنيد ):مقدار منفرد تجزية(قضيه  2-2-16 n بارتبهk  

( ) ,k min m n rank A k< ≤0 ( , ( ) =   :باشد آنگاه (

                                                            
1- singular value decomposition (SVD)  
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m×يك ماتريس متعامد )الف m،U و يك ماتريس متعامد×n n،V و يك ماتريس شبه قطري×m n،

Σ 1 2= ( , , , ,0, ,0)� �kdiag σ σ σ با≥ ≥ ≥ >1 2 0� kσ σ σ وجود دارد كه مي توان ماتريسA  را به

=Σصورت  T
A U V  به اين نوع از تجزيه ماتريس(نوشتA تجزيه مقدار منفرد ،A گويند.(  

2  )ب
iσ ها عبارتند از مقادير ويژهT

A A ) هرگاه>n mو بردارهاي ويژة نظير آنها، ) ، با چند صفر اضافه

iv ها يعني ستونهاي ماتريسV  2همچنين . هستند
iσها مقادير ويژهT

AA ) هرگاه>m n با چند صفر ،

  .مي باشند Uو بردارهاي ويژةنظير آنها ستونهاي ماتريس) اضافه

iσ ها مقادير منفردA ،iu ها بردارهاي ويژة چپA  وiv ها بردارهاي ويژة راستA  مي باشند و براي

≤ ≤1 i k بينiu وiv  رابطه=i i iAv uσ برقرار است.  

]به مرجع :اثبات   .رجوع شود 9[

رتبه يك ماتريس برابر با تعداد . يكي از كاربردهاي مقادير منفرد تعيين رتبه ماتريس است :نكته 2-2-17

]مقادير منفرد غير صفر آن ماتريس مي باشد ]9.  

ماتريس :مثال 2-2-18
 
 =  
  

1 1

2 2

2 2

A را به كمك مقادير منفردش تجزيه كنيد .  

A ،باتوجه به ماتريس 
=  
 

9 9

9 9
T

A A  2=است وبنابراين
1 18σ  2=و

2 0σ مقادير ويژه آن خواهند بود .

=همچنين =1 18 3 2σ 2=و 0σ مقادير منفردA خواهند بود .  

2بردارهاي ويژة نرمال شده متناظر 
1σ22وσ عبارتند از:  

,
T T

v v   = = −   1 22 2 2 2 2 2 2 2  

]كه مي توان ماتريس متعامد ]= 1 2V v v را بدست آورد.  

به طور مشابه 
 
 =  
  

2 8 4

4 8 8

4 8 8

T
AA 2=و داراي مقادير ويژه

1 18σ 2=و
2 0σ 2=و

3 0σ بردارهاي ويژه . است

  .را به صورت زيرنوشت Uهستند كه مي توان ماتريس 3uو 1u ،2uنرمال شده نظيراين سه مقدار 
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[ ]

 −
 

= =  
 

−  

1 2 3

1 3 2 5 5 2 5 15

2 3 5 5 4 5 15

2 3 0 5 5

U u u u  

  :به صورت زير خواهد بود Aبنابراين تجزيه مقادير منفرد ماتريس

 −  
    

Σ = =    
−     

−    

1 3 2 5 5 2 5 15 3 2 0
2 2 2 2

2 3 5 5 4 5 15 0 0
2 2 2 20 02 3 0 5 5

T
U V A  

=Σبه صورت Aباتوجه به مفروضات قضيه قبل اگر ماتريس :قضيه 2-2-19 T
A U V  تجزيه شود

Tبه صورت  Aآنگاه شبه وارون ماتريس
A V U

+ +Σ=خواهد بود كه در آن
+Σ 1 2= (1 ,1 , , ,0, ,0),� �kdiag σ σ σ يك ماتريس شبه قطري از مرتبه×n m است .  

+ماتريس شبه معكوس
A را به روش ديگري نيز مي توان بدست آورد.  

]به منابع :اثبات ],40   .مراجعه شود 29

m×هميشه دوماتريس :نكته 2-2-20 kC و×k nD از رتبه k وجود دارند به طوري كه اگر=A CD  باشد

]آنگاه  ],40 29:  

)2-7                                 (+ − −1 1= ( ) ( )T T T T
A D DD C C C  

)ناسازگار(براي دستگاه معادلات خطي سازگار  :نتيجه 2-2-21
 , =m n n mA x b  جواب+=x A b ،

]است ) جواب حداقل مربعات از كمترين نرم اقليدسي( جواب كمترين نرم اقليدسي  همچنين هر شبه .  40[

+وارون
A از ماتريس ضرايبA  به صورت زير نوشته مي به طورخلاصه  1-2-2براي هر چهار حالت نكته

  :شود

)2-8                             (

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

 

min ,

T T

T T

k
T
i i i

i

A m n rank A

A AA n m rank A

A A A A m n rank A

u b v rank A k m nσ

−

−

+ −

 = =


> =

 > =

 = ≤

∑

1

1

1

=1

;

;( )

= ;( )

;
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  حل عددي دستگاه معادلات خطي مربعي 3- 2
در روشهاي . به دو روش مستقيم وتكراري انجام مي گيرداصولاحًل عددي دستگاه معادلات خطي مربعي 

همچنين تنها خطاي موجود در اين . مستقيم، جواب دستگاه بعد از تعدادي معين از اعمال حساب مي شود

اما در روشهاي تكراري دنباله اي از بردارها . روشها خطاي ناشي از گرد كردن اعداد در ماشين مي باشد

مسلماً خطاي موجود در اين گونه روشها نه تنها ناشي . واب دستگاه همگرا باشندساخته مي شود كه  به ج

  . از خطاي گرد كردن است بلكه ناشي از خطاي برشي نيز مي باشد

در اين بخش براي حل دستگاه معادلات خطي مربعي دو روش عددي، يكي به نام روش تكراري ژاكوبي و 

ابتدا روش هاي تكراري را درحالت كلي مورد بحث قرار . يمديگري روش تجزيه آدومين را معرفي مي كن

  .مي دهيم

  روشهاي تكراري   2-3-1

در بسياري از مسائل كاربردي و بالاخص در حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي غالباً نياز به حل 

روشهاي  در اين گونه موارد. دستگاههاي خطي مي شود كه تعداد زيادي از ضرايب آن صفر مي باشند

اين گونه خطا . يكي از نتايج اصلي اين روشها عدم تجميع خطاي گرد كردن است. تكراري رابه كار مي بريم

  .فقط ممكن است در آخرين مرحله وجود داشته باشد

nبراي حل دستگاه مربعي  n× ،=Ax b   به روش تكراري ، با يك تقريب اوليه( )0
x  براي جوابx 

)شروع كرده  و سپس دنباله اي از بردارهاي   ){ }∞
=0

k
kx  توليد مي كند كه به بردارx همگرا باشد.  

=به صورت Aدر عمل،  ماتريس مربعي −A Q P  تجزيه مي شود كه در آن  ماتريسQ يك ماتريس ،

×n n معكوس پذيربوده و مي توان نوشت:  

 )2-9                  (( ) − −= ⇒ − = ⇒ = + ⇒ = +1 1AX b Q P X b QX PX b X Q PX Q b   

=−وبا تعريف كردن   1
T Q P    و−= 1

c Q b   معادله بالا به صورت= +X TX c  نوشته مي شود.    

,كه اگر فرم تكراري اين رابطه را بنويسيم به ازاي   , ,= 0 1 2…k  خواهيم داشت:  

  )2 -10(                 ( ) ( )+ = +1k k
X TX c  

)را ماتريس تكرار و معمولاً بردار  Tكه ماتريس )0
X را، بردار آغازين يا اوليه تعريف مي كنند .    
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Ax=بنابراين اكثر روشهاي تكراري شامل فرايندي است كه دستگاه  b  را به دستگاهي  معادل آن به شكل

= +X TX c با انتخاب بردار اوليه . تبديل مي كند( )0
X دنباله بردارهاي تقريب به جواب با محاسبه ،

( ) ( )+ = +1k k
X TX c    به ازاي, , ,= 0 1 2…k توليد مي شود.          

 : خطاي روش هاي تكراري  2-3-2

)فرض كنيد كه  ) ( )+ += −1 1k k
E X X   خطا در مرحله+ 1k ام باشد بنابراين داريم:  

)2-11                     (( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )k k k k

k k

X TX c

X X T X X E TE

X TX c

+ +

+

 = +


⇒ − = − ⇒ =


= +

1 1

1

  

  :بنابراين 

)2-12                                  (( ) ( ) ( ) ( )( )+ − −= = =1 1 2 1k k k k
E TE T TE T E  

   :وبا ادامه اين روند بدست مي آوريم

)2-13                                                  (( ) ( ) ( )k k
E T E= 0                                                             

)دنباله :  قضيه  2-3-3 ){ }∞
=0

k
kX  كه به ازاي هر ،, , ,= 0 1 2…k  با( ) ( )+ = +1k k

X TX c  تعريف شده

)، به ازاي هر  0c≠است و  ) ∈0 n
X R  به بردارX   همگراست اگر وفقط اگر( ) < 1Tρ1  باشد[ ]1. 

  .معرفي مي كنيمحال روش تكراري ژاكوبي را 

  :براي حل دستگاه معادلات خطي روش تكراري ژاكوبي  4 -2-3

Ax=در اين روش براي محاسبه جواب دستگاه  b فرض كنيم: 

)2-14                                                                       (= + +A D L U      

اكيد كه  ماتريس پائين مثلثي Lو  Aماتريس قطري است كه شامل درايه هاي قطري ماتريس Dكه در آن 

ماتريس بالا مثلثي اكيد كه درايه هاي آن  Uاست و  Aدرايه هاي آن درايه هاي زير قطر اصلي ماتريس 

  :در اينصورت داريم. است Aدرايه هاي بالاي قطر اصلي ماتريس 

                                                            

١ - ( )Tρ  شعاع طيفي ماتريس تكرارT مي باشد. 
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)2-15                                  (( ) ( )

( )− −

=

⇒ + + = ⇒ = − + +

⇒ = − + +1 1

Ax b

D L U x b Dx L U x b

x D L U x D b

                 

)كه در ان  ) ,− −= − + =1 1T D L U c D b  و فرم تكراري آن به صورت زير مي باشد:  

)2-16                (          ( ) ( )
; , ,...

+
= + =

1 0 1k k
x Tx c k   

)همچنين از روابط بالا مي توان مؤلفه هاي بردار )+1k
x  را براي هرi n≤   :به صورت زير نوشت 1≥

)2-17                                          (( )( )+

=
≠

 
 

= − − 
 
 

∑1

1

1 n
kk

i ij j i

jii
j i

x a x b
a

  

  . در ادامه روش تجزيه آدومين را معرفي مي كنيم

  :روش تجزيه آدومين براي حل دستگاه معادلات خطي  2-3-5

براي حل انواع معادلات پيشنهاد شد، اما اين روش به اندازه اي كامل  1961روش تجزيه آدومين درسال 

به تدريج روش را توسعه داد و ) 1996-1920(جورج آدومين . نشد كه قابل ارائه در مكتوبات رياضي باشد

روش جواب معادله به  در اين. روش را معرفي وآن را به اسم خودش نامگذاري نمود 1981در اوائل سال 

. صورت يك سري نامتناهي در نظر گرفته مي شود كه غالباً به سرعت به جواب معادله همگرا مي شود

آدومين  1982در سال . براي بسياري از مسائل به كار گرفته شد  1981- 1982روش آدومين بين سالهاي 

براي اولين  1983وي در سال . ده قرار دادروش خود را براي حل معادلات ديفرانسيل مرتبه بالا مورد استفا

مهم روش تجزيه آدومين برساير روشهاي  برتري . بار مطالب خود را به صورت كتابي جمع آوري نمود

عددي در اين است كه با به كار بردن اين روش، جواب مسائل را مي توان به صورت يك تابع پيوسته 

 1توسط چرالت 1989بحث  همگرايي روش در اوايل سال . بدست آورد و ديگر نيازي به درونيابي نيست

 1992نتايج بيشتر در مورد همگرايي روش وبحث نظري در مورد نظريه تجزيه آدومين در سال . مطرح شد

2در رساله دكتري ليونل گابت
اين روش رابراي حل  3چرالت و ابويي. وبا راهنمايي چرالت آمده است  

)معادله غير خطي   ) = 0f x   به كاربردند و همگرايي آن را به جواب دقيق اثبات كردند[ بابليان و . 10[

همكارانش روش تجزيه آدومين را براي حل دستگاه معادلات خطي به كاربردند و معادل بودن اين روش را 

                                                            
1-Cherruault  

Lionel Gabet -٢   

3- Abbaoui 
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]با روش تكراري  ژاكوبي اثبات كردند در ادامه ساختار كلي روش تجزيه آدومين رابراي حل دستگاه . 25[

  .معادلات خطي ارائه مي دهيم

Ax=دستگاه معادلات خطي  ذكر شده در روش تكراري  يعني  b فرض كنيد كه دستگاه . رادرنظر بگيريد

ام از اين دستگاه را به صورت زير در نظر مي iجواب منحصر به فرد داشته باشد در اين صورت  معادله  

 :گيريم

)2-18                              (, ,i i i i ii i i i i in n ia a x a x a x a x b− − + ++ + + + + + =1 1 1 1 1� �  

≠بدون از دست دادن كليت مسأله، فرض كنيد كه  0iia بااين فرض متغير . باشدix  را به صورت زير به

  .دست مي آوريم

)2-19                          (, ,( )i
i i i i i i i i in n

ii ii

b
x a a x a x a x

a a
− − + += − + + + + +1 1 1 1 1

1
� �  

  :باتوجه به معادله بالا،  مي توان شكل كانوني معادلات آدومين رابه صورت زير نوشت

)2-20                                          (− += + 1 1 1( , , , , , )… …i i i i i nx c g x x x x     

−كه توابع    +1 1 1( , , , , , )… …i i i ng x x x x    توابعي خطي وic   با به كاربردن روش . اعداد ثابت هستند

∞تجزيه آدومين، فرض كنيد 
=∑ =0i imm

x x و∞

− + =∑1 1 1 =0
( , , , , , )… …i i i n imm

g x x x x A   كهimA    براي

m =0,1,   :به صورت زير نوشته مي شود) 20-2(چندجمله ايهاي آدومين هستند بنابراين رابطه  …,2

)2-21                  (,
∞ ∞

= +∑ ∑ , 10 1 0
=0 =0

( , , , , , , ) = 1, ,… … … …im i i m m n nm

m m

x c A x x x x i n  

  :باتوجه به رابطه  بالا،  تعريف مي كنيم

)2-22                      (
, , ,+

=


 = =

0

, 1 10 1 0( , , , , , , ), 1 2 = 1, ,… … … … …

i i

i m im m n nm

x c

x A x x x x m i n

               

ix    را به وسيله−
=∑

1

=0

k

ik imm
xφ    كه در آن . تقريب مي زنيمlim →∞ =k ik ixφ  با مشخص . مي باشد

  :   ،  داريمnكردن چندجمله ايهاي آدومين از مرتبه 

)2-23  (                                                        
∞

=∑
=0

m
i im

m

x xλ λ  

)2-24                                 (
∞

− + =∑1 1 1
=0

( , , , , , )… …
m

i i i n im

m

g x x x x Aλ λ  
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λ   يك پارامتر است  كه  به راحتي مشخص مي شود)[   :ازرابطه بالا بدست مي آوريم). رانگاه كنيد 10[

)2-25                            (− += 1
, 1 1 1 =0! [ ( , , , , , )]… …

m

m

d
i m i i i nm d

A s x x x xλ λλ
  

  :مي توان نوشت) 25-2(و )  23-2(با توجه به رابطه هاي 

)2-26   (m

m
ii ii

n n
ld

i m m n nm ij jl ij jma m ad
j j i l j j i

A x x x x a x a xλλ
λ

∞

≠ ≠

= − −∑ ∑ ∑1 1 1
, 10 1 0 =0!

=1, =0 =1,

( , , , , , , ) [ ] =… … …  

  :  ، براي حل دستگاه معادلات خطي خواهيم داشت)22-2(و )  21-2(بنابر روابط 

)2-27                                        (
+

≠

=



= − = =


∑

0

1
, 1

=1,

1, , , 0,1, 2,… …
ii

i i

n

i m ij jma
j j i

x c

x a x i n m
       

  :  ، شكل ماتريسي روش آدومين به صورت زير نوشته مي شود)14-2(بادر نظر گرفتن تجزيه 

)2-28                                                          (
k k

x D b

x D L U x k

−

+ −

 =




= − + =

(0) 1

( 1) 1 ( )( ) 0,1, 2,…

                                                     

)با معرفي نماد  )−= − +1
AT D L D  روش تجزيه آدومين به صورت زير در خواهد آمد:  

)2-29                                                                         (
k k

A

x D b

x T x k

−

+

 =




= =

(0) 1

( 1) ( ) 0,1, 2,…

   

بردار آغازين . متذكر مي شويم كه ماتريس تكرار روش آدومين مشابه ماتريس تكرار روش ژاكوبي است

1−روش تجزيه آدومين، بردار 
D b روش تكراري  ژاكوبي معمولاً بردار صفر مي باشد، بنابراين ،  اما در

  . روش آدومين در اين حالت تقريب جديدي را بدست نمي دهد

  همگرايي روش تجزيه آدومين 2-3-6
+براي مطالعه همگرايي روش، باتوجه به فرم ماتريسي  =( 1) ( )k k

Ax T x  0,1=كه, 2,…k   و بردار اوليه
−=(0) 1

x D b  نتيجه مي گيريم كه براي حل دستگاه معادلات )16-2(و مقايسه آن باروش تكراري  ژاكوبي ،

از اين رو، مي توان نتيجه گرفت كه . خطي، روش تجزيه آدومين شبيه روش تكراري  ژاكوبي مي باشد

حل دستگاه معادلات (بنابراين قضيه هاي همگرايي . باشدروش تجزيه آدومين هم، يك روش تكراري  مي 

]براي روش تجزيه آدومين هماننند روش تكراري  ژاكوبي مي باشد) خطي ]25.  
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)دستگاه معادلات خطي زير را با جواب واقعي : مثال  2-3-7 , , )= 2 1 3 T
x  در نظر بگيريد.  

                                                                                
x x x

x x x

x x x

+ + =


− + + =
 − + =

1 2 3

1 2 3

1 2 3

10 24

20 21

2 100 300

  

  .اين دستگاه رابادوروش، تكرارژاكوبي وروش تجزيه آدومين حل كرده ونتايج حاصله راباهم مقايسه كنيد

Ax=ابتدا دستگاه  :روش تكراري  ژاكوبي) الف b  را به شكل دستگاه= +x Tx c تبديل مي كنيم .

,براي اين كار، براي  ,= 1 2 3i  معادله ،i  ام را بر حسبix حل مي كنيم تا دستگاه زير بدست آيد :  

                                                                                           

( )

( )

( )

x x x

x x x

x x x

 = − − +


= − +
 = − + +

241
1 2 310 10

211
2 1 320 20

3001
3 1 2100 1002                                    

=بانوشتن به فرم  +x Tx cخواهيم داشت ،: 

,

 − − 
  

= − =   
  −   

241 1
10 10 10

211 1
20 20 20

2 2001
100 100 100

0

0

0

T c  

)اوليه، فرض مي كنيم كهبراي يك تقريب  ) ( , , )=0 0 0 0 T
x  جوابهاي آن را با شش تكرار در جدول . باشد

  .مشاهده كنيد) 2-1(

  ):27-2(باتوجه به رابطه  :روش تجزيه آدومين) ب

                                                           

,

, , ,

,

, , ,

,

, , ,

( )

( )

( ), , ,

m m m

m m m

m m m

x

x x x

x

x x x

x

x x x m

+

+

+

  =
 

= − − 

 = 

 
= −


 =  = − + =

24
1 0 10

1
1 1 2 310

21
2 0 20

1
2 1 1 320

300
3 0 100

1
3 1 1 2100 2 0 1…  

+بانوشتن شكل   =( 1) ( )k k
Ax T x خواهيم داشت ،:      

                         , .−

 − − 
  

= − = =   
  −   

241 1
10 10 10

(0) 1 211 1
20 20 20

2 2001
100 100 100

0

0

0
AT x D b  

  .آمده است) 2-2(كه جوابهاي آن با پنج تكرار در جدول 
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3x 2x 1x تكرار 

0/000000 0/0000000 0/000000 0 

3/000000 1/0500000 2/400000 1 

2/997000 1/0200000 1/995000 2 

3/000450 0/9999000 1/998300 3 

3/000015 0/9998925 1/999965 4 

2/999998 0/9998975 2/000009 5 

3/000000 1/0000010 2/000000 6 

  روش تكراري  ژاكوبي): 1-2(جدول 

3x 2x 1x تكرار 

3/000000 1/0500000 2/400000 0 

2/997000 1/0200000 1/995000 1 

3/000450 0/9999000 1/998300 2 

3/000015 0/9998925 1/999965 3 

2/999998 0/9998975 2/000009 4 

3/000000 1/0000010 2/000000 5 

  روش تجزيه آدومين): 2-2(جدول 

،  )2- 2(و ) 1-2(مشابه همديگر هستند وبا مشاهده جدولهاي   Tو   ATتوجه  داشته باشيد كه ماتريسهاي 

به عبارت ديگر، اگر مقاير آغازين در . متوجه مي شويم كه اين دو جدول به جز در سطر اول يكسان هستند

1−روش تكراري  ژاكوبي،  
D b  تكراري ژاكوبي وتجزيه (انتخاب شود  در اين صورت هر دو روش

 .مشابه هم خواهند بود) ومينآد

)همچنين، واضح است كه اگر شعاع طيفي ماتريس تكرار يعني  )Tρ   بزرگتر از يك باشد آنگاه روش

 .تكراري  ژاكوبي واگرا است و مي توان نتيجه گرفت كه روش تجزيه آدومين نيز واگرا خواهد بود
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        صل سومصل سومصل سومصل سومفففف

    

    

        

  تماماً فازيدستگاه معادلات خطي 
  

  

 مقدمه  3-1

Ax=دستگاه معادلات خطي   b  كه در آن ماتريسهايA ياb  ماتريس فازي باشند دستگاه معادلات ،

، يك ماتريس كريسپ باشد Aفازي  و ماتريس ،bدر دستگاه فازي اگر فقط بردار. خطي فازي مي نامند

FLSدستگاه معادلات خطي سمت راست فازي يا دستگاه فازي از معادلات خطي  وهرگاه  FSLE)يا  (

)فازي باشند دستگاه معادلات خطي تماماً فازي bو Aهردوماتريس  )FFLS در اين فصل . مي نامند

دو عددد فازي، كه در  LRبه كمك تعريف ضرب ( FFLSروشي را براي بدست آوردن جواب دستگاه

را تبديل به دو دستگاه   FFLSي اين منظور  ابتدا دستگاه برا. ارائه مي دهيم) فصل اول معرفي كرديم

كريسپ  مي كنيم و با حل اين دو دستگاه به روشهاي مستقيم و يا تكراري، مقدار مياني وپهناي بردار 

در ادامه فصل براي حل دستگاههاي معادلات خطي تماماً فازي روش تكراري . جواب  بدست مي آيند

بابليان وهمكارانش براي اولين بار لازم به ذكر است كه  .ژاكوبي و روش تجزيه آدومين را معرفي مي كنيم

]روش تجزيه آدومين رابراي حل يك دستگاه معادلات خطي پيشنهاد داده اند الهويرنلو نيز اين روش . 25[
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]عرفي نمودم FSLEرابراي حل دستگاه  ]همچنين در . 21[ دهقان وهمكارانش روش آدومين را براي  31[

در اين پايان نامه ما اين روش  .كه در آن تمامي اعداد فازي مثبت بودند، معرفي كردند FFLSحل دستگاه 

  . پيشنهاد مي دهيم FFSLSرا براي حل، هرنوع دستگاه

   ماتريس فازي و دستگاه معادلات خطي تماماً فازي   2- 3

]در اين بخش ابتداماتريس فازي را كه در مرجع   .معرفي شده است، تعريف مي كنيم34[

)ماتريس  :تعريف ماتريس فازي  3-2-1 )=� �
ijA a  را يك ماتريس فازي مي گويند هرگاه هر درايه از

  .آن يك عدد فازي باشد

گوييم اگر هر ) منفي(را يك ماتريس فازي مثبت  �A):منفي(تعريف ماتريس فازي مثبت   3-2-2

)باشد و بصورت ) منفي(مثبت  �Aدرايه  )A A< >0 0�   .نشان مي دهيم �

  .همچنين بطور مشابه مي توانيم ماتريس هاي فازي نامنفي و ماتريس هاي فازي نامثبت را تعريف كنيم

باشد در اين صورت مي توانيم ماتريس  LRيك عدد فازي ذوزنقه اي �Aاگر هر درايه ازماتريس فازي 

)فازي  )=� �
ijA a  را كه در آن( ), , ,=�ij ij ij ij ija a b m n   مي باشد، بصورت( ), , ,=�A A B M N  نمايش

)دهيم كه در آن  )= ijA a ،( )= ijB b ،( )= ijM m و( )= ijN n هم مرتبه با  چهار ماتريس كريسپ�A 

به ترتيب ماتريس پهناي   Nو Mماتريسهاي بازه  مياني، Bو Aواضح است كه ماتريسهاي . مي باشند

  .چپ  و ماتريس پهناي راست مي باشند

)يك ماتريس فازي  :مثلثي فازي) پائين(تعريف ماتريس بالا   3- 2- 3 )=� �
ijA a  را يك ماتريس

  مثلثي گوييم اگر ) پائين(فازي بالا 

 )3-1                                   (( ), , , ( )ija i j i j= = ∀ > ∀ <0 0 0 0 0� �     

)فرض كنيد : تعريف ضرب دو ماتريس فازي  3-2-4 )=� �
ijA a يك ماتريس فازي از مرتبه×m n 

)و  )= ��
ijB b  يك ماتريس فازي از مرتبه×n p  باشند آنگاه ماتريس حاصلضرب.� �A B  از مرتبه×m p  

  :بوده و به صورت زير تعريف مي كنيم

)3-2                                   (( )
,...,

,
⊕

=

⊗ = = = ⊗∑
1

�� �� � � �
ij ij ik kj

k n

A B C c c a b
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m×دستگاه معادلات خطي : تعريف دستگاه معادلات خطي تماماً فازي   3-2-5 n  را بصورت

  : زيردرنظر بگيريد

)3-3                                                 (

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x c

a x a x a x c

a x a x a x c

⊗ ⊕ ⊗ ⊕ ⊕ ⊗ =
 ⊗ ⊕ ⊗ ⊕ ⊕ ⊗ =




⊗ ⊕ ⊗ ⊕ ⊕ ⊗ =

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

� � � �� � ��

� � � �� � ��

� 
 �

� � � �� � ��

   

≥دراين دستگاه اگر براي ≤1 i m  و≤ ≤1 j n درايه هاي ،  �ija  ،� jx   و�ic      اعداد فازي باشند، يك

)دستگاه معادلات خطي  تماماً فازي  )FFLS همچنين در اين دستگاه اگر. مي نامند=m n  باشد، آن را

m≠و اگر 1دستگاه معادلات خطي مربعي تمام فازي n  باشد، آن را دستگاه معادلات خطي غير مربعي تمام

فرم ماتريسي اين دستگاه بصورت. مي گويند 3يا دستگاه معادلات خطي مستطيلي تمام فازي 2فازي

⊗ =� ��A x c  است كه براي سادگي مي توانيم آن را به صورت=� ��Ax c  براينمايش دهيم كه در آن

≤ ≤1 i m  و≤ ≤1 j n  ،ماتريس ضرايب,= ( , , )�A A B M N  يك ماتريس فازي ×m n  و براي

≤ ≤1 j nبردار  ،,= =( ) ( , , )� �
jx x x y w z 1×،  يك بردار فازيn و  براي≤ ≤1 i mبردار  ،

,= =( ) ( , , )� �
ic c c d g h 1×،  بردار فازيm خواهد بود .  

باشند  LRويا مثلثي LR، اعدا فازي ذوزنقه اي FFLSاگرتمامي اعدادفازي دردستگاه: نكته 3-2-6

�=آنگاه فرم ماتريسي  دستگاه   ��Ax c   به ترتيب به صورت⊗ =( , , , ) ( , , , ) ( , , , )A B M N x y w z c d g h  

⊗يا =( , , ) ( , , ) ( , , )A M N x w z c g h همانطوري كه مشاهده مي شود اعدادفازي مثلثي. مي باشندLR 

با اعداد فازي ذوزنقه اي  FFLSهستند لذا اگر در دستگاه LRد فازي ذوزنقه ايحالت خاصي از اعدا

LR ،A B= ،x y=  وc d= فرض شوند، آنگاه دستگاهFFLS با اعداد فازي مثلثيLR  به دست مي

  .ارائه مي دهيم  FFLSدربخش بعدي روشهايي براي حل دستگاه.  آيد

                                                            

Fully fuzzy square linear system FFSLS( )-١ 

  Fully fuzzy nonsquare linear system -٢   

Fully fuzzy rectangle linear system FFRLS( )-٣  
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  حل دستگاه معادلات خطي تماماً فازي   3- 3

، مي تواند به صورت مربعي)3-3(تمام فازي همانطور كه در بخش قبلي اشاره شد دستگاه معادلات خطي 

( )FFSLS يا مستطيلي( )FFRLS بوده و همچنين اعداد فازيLR  به كاررفته در اين دستگاهها، ذوزنقه اي

  :را به صورت زير در نظر گرفت) FFLS )3-3يا مثلثي باشند لذا مي توان چهار حالت مختلف از دستگاه

   LR.با اعداد فازي ذوزنقه اي FFRLSدستگاه: 1حالت 

  LR.با اعداد فازي مثلثي FFRLSدستگاه: 2حالت 

  LR.با اعداد فازي ذوزنقه اي FFSLSدستگاه: 3حالت 

  LR.با اعداد فازي مثلثي FFSLSدستگاه: 4حالت 

حالتهاي مختلف را به دو در  )FFLS )3 -3در اين بخش بعد از معرفي مقدمات زير هر يك از دستگاههاي 

دستگاه معادلات خطي كريسپ تبديل مي كنيم كه با حل اين دستگاهها مي توان تقريبي از جواب دستگاه 

  .اصلي را بدست آوريم

≥براي هر ≤1 i m و≤ ≤1 j n  فرض كنيم اعداد فازي= ( , , , )�
ij ij ij ij ija a b m n  درايه هايي از ماتريس

+اگر درايه هاي. باشند �Aفازي + + + += ( , , , )�
ij ij ij ij ija a b m n   و− − − − −= ( , , , )�

ij ij ij ij ija a b m n ) كه به ترتيب بازه مقدار

=مياني نامنفي و منفي درايه ( , , , )�
ij ij ij ij ija a b m n را به صورت زير تعريف مي كنيم) هستند.  

)3-4        (                                   
, ;

, ;

, ; ,

ij ij ij ij ij ij ij

ij ij ij ij ij ij ij

ij ij ij ij ij ij ij ij

a a b m n a a

a a a b m n b

a b n a a m a b

+ −

+ −

+ −

 ≥


≤


< >

= ( , , , ) = (0,0,0,0) 0

= (0,0,0,0) = ( , , , ) 0

= (0, ,0, ) = ( ,0, ,0) 0 0

� �

� �

� �

  :آنگاه

 )3-5                                                                (ij ij ija a a+ −⊕=� � �   

+,بنابراين با فرض + + + + += ( ) = ( , , )� �
ijA a A B M N  و,− − − − − −= ( ) = ( , , )� �

ijA a A B M Nماتريس فازي ،

,= ( ) = ( , , )� �
ijA a A B M N را مي توان به صورت+ −⊕=� � �A A A  واضح است كه ماتريسهاي . نوشت

−كريسپ  −= ( )ijA a و− −= ( )ijB b  نامثبت و مابقي ماتريسها يعني  ماتريسهاي,− + + + +, , ,M N M B A   و
−

N همگي  كريسپ و نامنفي هستند  پس مي توان نوشت:  

 )3-6                  (,+ − + − + − + −= + = + = + = +, ,A A A B B B M M M N N N  



٤٩ 

 

1به طور مشابه مطالب قبلي را مي توان براي بردار فازي 2= ( , , , ) = ( , , , )� � � �…
T

nx x y w z x x x در آن براي  كه

≤ ≤1 j n ،,= ( , , )�
j j j j jx x y w z  و جواب دستگاهFFLS  )3 -3 ( مي باشد، نوشت؛ يعني با روش

+مشابه بالا و با فرض + + + += ( , , , )�
j j j j jx x y w z  و− − − − −= ( , , , )�

j j j j jx x y w z
 

كه به ترتيب بازه مقدار مياني (

=,نامنفي و منفي عنصر ( , , )�
j j j j jx x y w z  شود، رابطه زير نتيجه مي )هستند:  

 )3-7                                                          (+ −⊕=� � �
j j jx x x   

xرا مي توان به صورت مجموع xبنابراين بردار كريسپ x
+ )نوشت +− )x x x

+ −= كه در آن براي  +

,j j jx x x j n+ −+ ≤ ≤= ,خواهد بود و همچنين 1 ,+ − + − + −= + = + = +z z z w w w y y y  نوشته

  .مي شوند

  .را بدست مي آوريم) FFLS )3-3جواب حالت اول دستگاه  در ادامه به كمك قضيه زير  

=بردار فازي ):1حالت (قضيه  3-3-1 1 2( , , , )� � � �…
T

nx x x x  كه در آن براي هر≤ ≤1 j n،

,= ( , , )�
j j j j jx x y w z جواب دستگاهFFRLS )3 -3 (ناميده مي شود هرگاه : 

)3-8              (

A x B x A y B y c

B x A x B y A y d

A w B w A z B z g M x N x M y N y

B w A w B z A z h N x M x N y M y

+ + + − − + − −

− + − − + + + −

+ + + − − + − − + + + − − + − −

− + − − + + + − − + − − + + + −

 + + +


+ + +


+ − − − + − +


− − + + − + − +

=

=

=

=

     

,كه در اين رابطه فرض مي كنيم  ,M M M B B B A A A
+ − + − + −= + = + = + ،

, , ,x x x N N N
+ − + −= + = + ,w w w y y y

+ − + −= + = +و  + −= +z z z  مي باشند .  

  :؛ يعني)FFRLS )3 -3ام از دستگاه  iبادرنظر گرفتن سطر :اثبات

 )3-9(                                           ⊗ ⊕ ⊕ ⊗ =1 1( ) ( )� � �� ��i in n ia x a x c  

   :خواهيم داشت) 7- 3(و )5-3(از روابط  

 

)3-10         (
      

i i in in n n

i i i i

in n in n in n in n i

a a x x a a x x

a x a x a x a x

a x a x a x a x c

+ − + − + − + −

+ + + − − + − −

+ + + − − + − −

⊕ ⊗ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊗ ⊕

= ⊗ ⊕ ⊗ ⊕ ⊗ ⊕ ⊗

⊕ ⊕ ⊗ ⊕ ⊗ ⊕ ⊗ ⊕ ⊗ =

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

[( ) ( )] [( ) ( )]

[( ) ( ) ( ) ( )]

[( ) ( ) ( ) ( )]

� � � �� � � ��

� � � �� � � �

� � � � �� � � ��  

)بازه هاي مقدار مياني نامنفي و منفي و باتوجه به تعريف    , , , )− + − +� �� �
j j ij ijx x a a مي توان نوشت:   



٥٠ 

 

, , , ,

, , , ,

,

i i i i i i i i

i i i i i i i i

in in in in n

a b m n x y w z a b m n x y w z

a b m n x y w z a b m n x y w z

a b m n x

+ + + + + + + + + + + + − − − −

− − − − + + + + − − − − − − − −

+ + + + +

⊗ ⊕ ⊗

⊕ ⊗ ⊕ ⊗

⊕ ⊕ ⊗

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

{[( , , ) ( , , )] [( , , ) ( , , )]

[( , , ) ( , , )] [( , , ) ( , , )]}

{[( , , ) (�

( )

, , ,

, , , ,

,

n n n in in in in n n n n

in in in in n n n n in in in in n n n n

i i i i

y w z a b m n x y w z

a b m n x y w z a b m n x y w z

c d g h

+ + + + + + + − − − −

− − − − + + + + − − − − − − − −

⊕ ⊗

⊕ ⊗ ⊗

−

⊕

, , )] [( , , ) ( , , )]

[( , , ) ( , , )] [( , , ) ( , , )]}

= ( , , ) 11 3

  

  :بدست مي آوريم) 1-1(از جدول  LRبابه كارگيري حاصلضرب تقريبي اعداد فازي ذوزنقه اي 

i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i

i

a x b y a w m x b z n y b x a y b w n x a z m y

a y b x a z m y b w n x b y a x b z n y a w

m

+ + + + + + + + + + + + + − + − + − + − + − + −

− + − + − + − + − + − + − − − − − − − − − −

−

+ + ⊕ − −

⊕ − + − + ⊕ − − − −

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1

[( , , , ) ( , , , )

( , , , ) ( , , ,

,

in n in n in n in n in n in n in n in n in n in n

in n in n in n in n in n in n in n in n in n in n in n

in n i

x a x b y a w m x b z n y b x a y b w n x

a z m y a y b x a z m y b w n x b y a x b z

n y a

− + + + + + + + + + + + + + − + − + − + −

+ − + − − + − + − + − + − + − + − − − − − −

− −

⊕ ⊕ + + ⊕ −

− ⊕ − + − + ⊕ − −

− −

1 )] [( , , , ) ( , , ,

) ( , , , ) ( , ,

,

�

( )n n in n i i i iw m x c d g h
− − − − −− =)] ( , , ) 12, 3

     

  :داريم LRدرنتيجه باتوجه به جمع وتساوي دوعدد فازي ذوزنقه اي

)3-13   (

i i i i in n in n in n in n i

i i i i in n in n in n in n i

i i i i i i i i

a x b x a y b y a x b x a y b y c

b y a y b x a x b y a y b x a x d

a w m x b w n x a z m y b z n y

+ + + − − + − − + + + − − + − −

+ + + − − + − − + + + − − + − −

+ + + + + − + − − + − + − − − −

+ + + + + + + + =

+ + + + + + + + =

+ + − − + − −

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1(

�

�

in n in n in n in n in n in n in n in n i

i i i i i i i i

in n in n in n in n in n in n in n in

a w m x b w n x a z m y b z n y g

b z n y a z m y b w n x a w m x

b z n y a z m y b w n x a w m

+ + + + + − + − − + − + − − − −

+ + + + + − + − − + − + − − − −

+ + + + + − + − − + − + − −

+ + + + − − + − − =

+ + − − + − −

+ + + + − − + − −

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

)

( )

( )

(

�

� n ix h
− −










 = )

                                                                                                         

  : يابي خواهيم داشت  مجموعبا بكاربردن نماد 

 

( )

n n n n

ij j ij j ij j ij j i

j j j j

n n n n

ij j ij j ij j ij j i

j j j j

n n n n n n n

ij j ij j ij j ij j ij j ij j ij

j j j j j j j

a x b x a y b y c

b y a y b x a x d

a w m x b w n x a z m y b z

+ + + − − + − −

+ + + − − + − −

+ + + + + − + − − + − + −

+ + + =

+ + + =

+ + − − +

−

−

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

=1 =1 =1 =1

=1 =1 =1 =1

=1 =1 =1 =1 =1 =1 =1

14 3

n

j ij j i

j

n n n n n n n n

ij j ij j ij j ij j ij j ij j ij j ij j i

j j j j j j j j

n y g

b z n y a z m y b w n x a w m x h

− − −

+ + + + + − + − − + − + − − − −








 − =




+ + − − + − − =


∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

=1

=1 =1 =1 =1 =1 =1 =1 =1
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  :درنتيجه شكل ماتريسي دستگاه اخير به صورت زير نوشته مي شود

)3-15            ( 

A x B x A y B y c

B x A x B y A y d

A w B w A z B z g M x N x M y N y

B w A w B z A z h N x M x N y M y

+ + + − − + − −

− + − − + + + −

+ + + − − + − − + + + − − + − −

− + − − + + + − − + − − + + + −

 + + +


+ + +


+ − − − + − +


− − + + − + − +

=

=

=

=
                                                           

، در حالت اول بدست ميĤيد واثبات كامل )FFRLS )3 -3بنابراين به كمك رابطه بالاجوابي براي دستگاه 

    � .مي شود

به ) 15- 3(با به كاربردن نماد ماتريسي دستگاه بدست آمده در قضيه قبلي يعني رابطه   :نتيجه  3-3-2

  :دستگاه زير تبديل مي شود

 )3-16                                                          (
RX U

SZ T





=

=
  

S,در اين رابطه ماتريسهاي R و بردارهاي, , ,T U Z X  به صورت زير تعريف شده اند:  

)3-17                                        (

   

S S S S x
R S X

S S S S y

M Mw c g x
Z U T

M Mz d h y

 −     
      −      


         +                  

1 2 1 2

3 4 3 4

1 2

3 4

= , = , = ,

= , = , =
 

                                       

,همچنين در اين روابط براي  , ≤ ≤(1 4)i iM S i  ماتريسهاي كريسپ× 2m nو بردارهاي, , ,z w y x ،

2×بردارهاي كريسپ 1n و, , ,h g d c1×، بردارهاي كريسپm  هستند كه به صورت زير تعريف مي

  :شوند

+ + − − − − + +       
       1 2 3 4= , = , = , = ,S A B S A B S B A S B A  

+ + − − − − + +       = − = − = − = −       1 2 3 4, , , ,M M N M M N M N M M N M  

)3-18                                (
x y w z

x y w z
x y w z

+ + + +

− − − −

       
       
              

= , = , = , =  

در حالت اول به دودستگاه معادلات خطي ) FFRLS )3 -3بنابراين با توجه به قضيه و نتيجه بالا دستگاه  

تبديل شد كه با حل اين دستگاهها مي توان تقريبي از جواب دستگاه  فازي اصلي را ) 16-3(كريسپ 

              .در حالت دوم به دست مي آوريم )FFRLS )3-3حال جوابي براي دستگاه. بدست آورد



٥٢ 

 

=بردار فازي :)2حالت (قضيه  3-3-3 1 2( , , , )� � � �…
T

nx x x x  كه در آن براي هر≤ ≤1 j n،

,= ( , )�
j j j jx x w z جواب دستگاهFFRLS )3-3 ( ناميده مي شود هرگاه با فرض+ −= +A A A و

+ −= +x x x داشته باشيم :  

)3-19                                                                       (
Ax c

A w A z g Mx Nx

A w A z h Nx Mx

+ − + −

− + + −

=


− = − +


− + = − +

  

، LRهمانند قضيه قبلي اثبات مي شود يعني با به كار بردن حاصلضرب تقريبي اعداد فازي مثلثي :اثبات

  : خواهيم داشت) 3-3( FFRLSام دستگاه iبراي سطر) 1-1(اشاره شده در جدول 

                                                                    ⊗ ⊕ ⊕ ⊗ =1 1( ) ( )� � �� ��i in n ia x a x c  

)3-20                                 (
i i in in n n

i i i i

in n in n in n in n i

a a x x a a x x

a x a x a x a x

a x a x a x a x c

+ − + − + − + −

+ + + − − + − −

+ + + − − + − −

⊕ ⊗ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊗ ⊕

= ⊗ ⊕ ⊗ ⊕ ⊗ ⊕ ⊗

⊕ ⊕ ⊗ ⊕ ⊗ ⊕ ⊗ ⊕ ⊗ =

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

[( ) ( )] [( ) ( )]

[( ) ( ) ( ) ( )]

[( ) ( ) ( ) ( )]

� � � �� � � ��

� � � �� � � �

� � � � �� � � ��

    

  :داريم LRتعريف اعداد فازي مثلثيباتوجه به 

)3-21                        (

i i i i i i

i i i i i i

in in in n n n in in in n n n

a m n x w z a m n x w z

a m n x w z a m n x w z

a m n x w z a m n x w z

+ + + + + + + + + − − −

− − − + + + − − − − − −

+ + + + + + + + + − − −

⊗ ⊕ ⊗

⊕ ⊗ ⊕ ⊗

⊕ ⊕ ⊗ ⊕ ⊗

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

{[( , , ) ( , , )] [( , , ) ( , , )]

[( , , ) ( , , )] [( , , ) ( , , )]}

{[( , , ) ( , , )] [( , , ) ( , ,�

in in in n n n in in in n n n

i i i

a m n x w z a m n x w z

c g h

− − − + + + − − − − − −⊕ ⊗ ⊕ ⊗

)]

[( , , ) ( , , )] [( , , ) ( , , )]}

= ( , , )   

  

  :مي توان نوشت) 1-1(با توجه به حاصلضرب، ازجدول 

 

i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i

in n in n in n

a x a w m x a z n x a x a w n x a z m x

a x a z m x a w n x a x a z n x a w m x

a x a w m x

+ + + + + + + + + + + − + − + − + − + −

− + − + − + − + − + − − − − − − − − − −

+ + + + +

+ + ⊕ − −

⊕ − + − + ⊕ − − − −

⊕ ⊕ +

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

[( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )]

[( ,�

( )

in n in n in n in n in n in n in n

in n in n in n in n in n in n in n in n in n in n

i i i

a z n x a x a w n x a z m x

a x a z m x a w n x a x a z n x a w m x

c g h

+ + + + + + − + − + − + − + −

− + − + − + − + − + − − − − − − − − − −

+ ⊕ − −

⊕ − + − + ⊕ − − − −

= −

, ) ( , , )

( , , ) ( , , )]

( , , 22) 3

             

  :داريم LRدرنتيجه باتوجه به جمع وتساوي دوعدد فازي مثلثي



٥٣ 

 

)3-23        (

i i i i in n in n in n in n

i i i i in in n in in n i

i i i i i i i i

a x a x a x a x a x a x a x a x

a a x a a x a a x a a x c

a w m x a w n x a z m x a z n x

a

+ + + − − + − − + + + − − + − −

+ − + + − − + − + + − −

+ + + + + − + − − + − + − − − −

+ + + + + + + +

+ + + + + + + =

+ + − − + − −

+ +

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

= ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( )

(

�

�

� in n in n in n in n in n in n in n in n i

i i i i i i i i

in n in n in n in n in n in n in n in n

w m x a w n x a z m x a z n x g

a z n x a z m x a w n x a w m x

a z n x a z m x a w n x a w m x

+ + + + + − + − − + − + − − − −

+ + + + + − + − − + − + − − − −

+ + + + + − + − − + − + − − − −

+ + − − + − − =

+ + − − + − −

+ + + + − − + − −

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

) ,

( )

( )� ih










 =

  

  :داريم يابي  مجموعحال با بكاربردن نماد 

)3-24                                                (

n

ij j i

j

n n n n

ij j ij j ij j ij j i

j j j j

n n n n

ij j ij j ij j ij j i

j j j j

a x c

a w a z m x n x g

a z a w n x m x h

+ − + −

+ − + −







− + −


 − + −


∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

=1

=1 =1 =1 =1

=1 =1 =1 =1

=

=

=

     

  :ويا اينكه

)3-25                                              (

n

ij j i

j

n n n n

ij j ij j i ij j ij j

j j j j

n n n n

ij j ij j i ij j ij j

j j j j

a x c

a w a z g m x n x

a w a z h n x m x

+ − + −

− + + −


=





− = − +


− + = − +


∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

=1

=1 =1 =1 =1

=1 =1 =1 =1

  

  :درنتيجه شكل ماتريسي به صورت زير خواهد بود

)3-26                                                                       (
Ax c

A w A z g Mx Nx

A w A z h Nx Mx

+ − + −

− + + −

=


− = − +


− + = − +

  

  � .، در حالت دوم بدست مي آيد)FFRLS )3 -3بنابراين به كمك رابطه بالاجوابي براي دستگاه 

به ) 26- 3(با به كاربردن نماد ماتريسي دستگاه بدست آمده در قضيه قبلي يعني رابطه   :نتيجه  3-3-4

  :دستگاه زير تبديل مي شود

)3-27                                                 (
Ax c

SZ T





=

=
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Z,كه در آن ماتريسهاي S وT به صورت زير تعريف شده اند:  

)3-28           (   

A A w g M N
S Z T x x

z h N MA A

+ −
+ −

− +

 −        
− +         

−          
= , = , =  

  . وبه صورت زير بدست مي آيد 6-2- 3و با توجه به نكته  2- 3-3نتيجه بالا را مي توان از نتيجه 

  .و با فرضيات زير بدست مي آيد 6-2-3ونكته ) 16-3(از رابطه ) 27-3(رابطه  :نتيجه 3-3-5

)3-29                              (

, , , ,

, , ,

A B A B x y x y c d

M M M N N N w w w z z z

A A
R A X x U c S

A A

w g M N
Z T x x

z h N M

+ + − − + + − −

+ − + − + − + −

+ −

− +

+ −

 = = = = =


+ + + +


 −
  

−   


        − +               

= = = =

= , = , = , =

= , =

  

,در اين رابطه  − +−, , ,N M A A Aماتريسهاي كريسپ ،×m n و, , ,− +,x x z w xبردارهاي كريسپ ،

×1n  و, ,h g c1×، بردارهاي كريسپm هستند.  

را به ترتيب به كمك حل دستگاههاي  )FFLS )3 -3ازدستگاه 2و1تاكنون جوابهاي تقريبي، براي حالتهاي 

را  2بدست آورديم و به كمك نتيجه اخير مشاهده نموديم كه حالت ) 27- 3(و ) 16-3(كريسپ در روابط 

به همين ترتيب دستگاههاي كريسپ به دست آمده در حالتهاي . بدست آورد 1مي توان با تغييراتي از حالت 

به دست مي آيند كه در اين دستگاه، فقط مرتبه ماتريسهاي  1حالت ) 16-3(نيز با تغييراتي از دستگاه  4و  3

  .را به صورت نتايج زير بيان مي كنيم 4و  3لذا در ادامه جوابهاي حالت . به كار رفته تغيير مي كنند

ديل تب) 16-3(به دو دستگاه كريسپ   )3-3( FFSLSدر اين حالت دستگاه): 3حالت (نتيجه  3-3-6

S,در اين رابطه ماتريسهاي. مي شوند R  وبردارهاي, , ,T U Z X همچنين . تعريف شده اند) 17-3(در

4,ماتريسهاي  3 2 1 4 3 2 1, , , , , ,M M M M S S S Sماتريسهاي كريسپ ،× 2n n و, , ,z w y x بردارهاي ،

2×كريسپ 1n  و, , ,h g d c
 

  .هستند) 18- 3(تعريف شده در  1n×، بردارهاي كريسپ

تبديل ) 16-3(به دو دستگاه كريسپ  )3 -3( FFSLSدر اين حالت دستگاه  ):4حالت (نتيجه  3-3-7

S,در اين رابطه ماتريسهاي. مي شوند R و بردارهاي, , ,T U Z X  تعريف شده اند تا اينكه ) 29-3(در

,در اين رابطه . بدست آيد) 27- 3(رابطه  − +−, , ,N M A A Aماتريسهاي كريسپ ،×n n و

, , ,− +,x x z w x و, ,h g c1×، بردارهاي كريسپn هستند كه با مشخص شدن آنها مي توان ماتريسS  

T,و بردارهاي Z  )3 -28 (را مشخص نمود.  
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ابتدا با تشخيص اينكه اين دستگاه در كداميك از  )FFLS )3-3همانطور كه مشاهده شد براي حل دستگاه

چهار حالت قرار مي گيرد آن را به دوستگاه معادلات خطي كريسپ تبديل مي كنيم كه مرتبه هريك از اين 

  :دستگاهها براي هر حالت در زير خلاصه شده است

)3-30(                                                                        

m n n m

m n n m

m n n m

m n n m

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

R X U
case

S Z T

A x c
case

S Z T

R X U
case

S Z T

A x c
case

S Z T

× × ×

× × ×

× × ×

× × ×

× × ×

× × ×

× × ×

× × ×

 



 
 
 






 



2 4 4 1 2 1

2 4 4 1 2 1

1 1

2 2 2 1 2 1

2 4 4 1 2 1

2 4 4 1 2 1

1 1

2 2 2 1 2 1

=
1 :

=

=
2 :

=

=
3 :

=

=
4 :

=

  

. حال با داشتن اين دستگاهها چونكه كريسپ هستند آنها را با روشهاي دستگاههاي معمولي حل مي كنيم

با استفاده از  شبه ) ستندچونكه غير مربعي ه(براي يافتن جواب دستگاههاي بدست آمده در حالت اول 

  :وبه صورت زير محاسبه مي شوند 21-2- 2وارون همانند نتيجه 

)3-31                  (

T T

T T

T T

T T

Tk
i

i

i i

Tk
i

i i

X R U
if m n rank R rank S

Z S T

X R RR U R U
if n m rank R rank S

Z S SS T S T

X R R R U R U
if m n rank R rank S

Z S S S T S T

u b
X v U R U

u b
Z

σ

σ

−

−

− +

− +

− +

− +

+






>




>



∑

∑

1

1

1

1

1

1

=1

=1

= ,
, = 2 = ( ) = ( )

= ,

= ( ) = ,
, 2 = ( ) = ( )

= ( ) = ,

= ( ) = ,
, 2 = ( ) = ( )

= ( ) = ,

= = ,

= i

if rank R rank S k min m n

v T S T
+














 ≤

, ( ) = ( ) = ( , 2 )

= ,

  

وبه طور ) 31-3(جواب دستگاههاي بدست آمده در حالت دوم هم چونكه غير مربعي هستند توسط رابطه 

آوردن جواب مقدار مياني وپهناي جواب، دستگاههاي حالتهاي براي بدست . مشابه بالا به دست مي آيند

سوم وچهارم چونكه مربعي هستند مي توان ازروشهاي ماتريس وارون يا دستور كرامر ويا روشهاي عددي 

در بخش بعدي جوابهاي دستگاه حالت چهارم را به كمك روش تكراري ژاكوبي وروش . استفاده كنيم

  .متجزيه آدومين به دست مي آوري
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  .در حالتهاي دوم وچهارم به صورت زير تعريف مي شوند Sشبه وارون ماتريس

+اگرماتريس: قضيه 3-3-8
S موجود باشد آنگاه ساختاري شبيه ماتريسS  خواهد داشت يعني  

)3-32                           (                          
D E

S
E D

+  
 
 

=  

  كه در آن

)3-33                                                                        (
D A A A A

E A A A A

+ − + + − +

+ − + + − +


− + +


 − − +


1
= [( ) ( ) ]

2
1

= [( ) ( ) ]
2

  

  . مي شود (.)+جايگزين (.)1−مربعي باشد  Sلازم به ذكر است كه اگر ماتريس

]به منبع :اثبات   .رجوع شود 13[

+در حالت چهارم نامنفرد است اگر وتنهااگر ماتريسهاي   Sماتريس   :قضيه 3-3-9 −+A A   و
+ −−A A  نامنفرد باشند)  .[   ).رانگاه كنيد 39[

,بردارهاي , ,z w y x در اين حالت  يك روش . بدست آورد)  30-3(را مي توان از دستگاه معادلات خطي

  . براي تقريب پهناي چپ و راست در صورت منفي بودن  به صورت زير مي باشد

=,فرض كنيد   :تعريف  3-3-10 ( , , )�
j j j jx x y w z  كه≤ ≤1 j n   مشخص كننده يك جواب يكتا

=,باشد در اين صورت بردار فازي   ) 30-3(از  دستگاه معادلات  ( , , )�
j j j jU p q u v    براي≤ ≤1 j n 

  .   ناميده مي شود )30-3(دستگاه معادلات جواب فازي از كه به صورت زيرتعريف مي شود يك 

 )3-34                                                                                     (

j j

j j

j j

j j

p x j n

q y j n

u w j n

v z j n

≤ ≤
 ≤ ≤
 ≤ ≤

 ≤ ≤

= ,1

= ,1

= ,1

= ,1

  

≥يعني اگربراي هر  ≤1 j n ،,( , , )j j j jx y w z  در اين صورت ( اعداد فازي باشندj jz w ≥, خواهند  0

≥آنگاه براي هر) بود ≤1 j n،
 

,= =j j j jv z u wو در غير اين صورت براي هر≤ ≤1 j n ،

,j j j jv z u w=   .يك جواب فازي ناميده مي شود  �Uو  =
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  .زير راحل كنيد FFLSدستگاه : مثال 3-3-11

/ / / / / /

/ / / /

x

x

⊗


− − ⊗ − −

(1,1 5,0 1,0 2) = (2, 4 5,1 2, 2 1)

( 2, 1,0 7,0 3) = ( 6, 2, 2 3,1 6)

�

�
  

براي پيدا كردن ). 1حالت (است  LRو با اعداد فازي ذوزنقه اي FFRLSواضح است كه اين دستگاه

=,يعني) 16- 3(جواب اين دستگاه بايستي دو دستگاه معادلات خطي كريسپ  =SZ T RX U  را حل مي

  :كنيم كه در آن 

/

/

/ / /

/

R S U T

       
       − − −       = = = =
       
       
− − −       

1 1 0 0 1 1 0 0 2 0 4

0 0 2 1 0 0 2 1 6 0 4
, , ,

0 0 1 5 1 0 0 1 5 1 4 5 3

1 2 0 0 1 2 0 0 2 0 4

  

)چونكه  ) ( )rank R rank S 4= ده از وارون پس اين دستگاه مربعي ورتبه كامل است بنابراين با استفا =

S,ماتريسهاي R جواب را به  صورت زير به دست مي آوريم ،.  

/

/

/

x w

x w
X R U Z S T

y z

y z

+ +

− −
− −

+ +

− −

      
      
      = = = = = =      −
      
         

1 1

2 0 4

0 0
,

3 5 2

0 10 8

  

و همچنين                                                                   
/ /

/ / /

x x x

y y y

w w w

z z z

+ −

+ −

+ −

+ −

 = + = + =


= + = + =


= + = + =


= + = − + =

2 0 2

3 0 3

0 4 0 0 4

5 2 10 8 5 6                                                                              
/بنابراين تقريبي از جواب دستگاه به صورت  /= (2, 3,0 4, 5 6)�x  بدست مي آيد.  

=,فرض كنيد  :مثال 3-3-12 ( , , )�A A B M N  و,= ( , , )�b c d g h   بترتيب يك ماتريس فازي  و يك

  :  بردار فازي به صورت زير باشند

/ / / / / / / /

/ / / / / /
A B M N

       
       −       

1 1 5 1 2 2 1 5 0 1 0 3 0 2 0 4 0 1 0 2
= , = , = , =

1 2 0 0 3 1 0 3 0 4 0 1 0 2 0 3 0 1

  
/ / /

/ / / /
c d g h

−       
       −       

1 5 25 1 6 3 15
= , = , = , =

7 5 0 5 2 65 1 75
  

⊗، FFLSآنگاه دستگاه   = �� �A x b  راحل كنيد.  
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براي پيدا كردن ). 1حالت (است  LRو با اعداد فازي ذوزنقه اي FFRLSواضح است كه اين دستگاه

=,يعني) 16- 3(جواب اين دستگاه بايستي دو دستگاه معادلات خطي كريسپ  =SZ T RX U  را حل مي

  :كنيم كه در آن

/ /

/

/ / /

/

R U

−   
   − −   = =
   
   

−   

1 1 5 1 2 2 1 5 0 0 0 0 0 0 1

0 2 0 0 3 1 1 0 0 0 0 0 7 5
,

0 0 0 0 0 0 2 2 1 5 1 1 5 1 5 25

0 0 0 1 0 0 0 3 1 0 2 0 0 5

  

/ / /

/

/ / /

/

S T

   
   
   =
   
   
   

1 1 5 1 2 2 1 5 0 0 0 0 0 0 2 0055

0 2 0 0 3 1 1 0 0 0 0 0 2 1330
= ,

0 0 0 0 0 0 2 2 1 5 1 1 5 1 2 6151

0 0 0 1 0 0 0 3 1 0 2 0 2 0037

  

)چونكه  ) ( )rank R rank S 4= پس اين دستگاه فرومعين با رتبه كامل است بنابراين با استفاده از شبه  =

S,وارون ماتريسهاي R ،) كه توسط نرم افزارMATLAB و از تابعpinv جواب را به  ) بدست مي آيد

  .صورت زير به دست مي آوريم

/ /

/ /

/ /

/ /

/ /

/

/

/

/

/

/

/

x w

x w
X R U Z S T

y z

y z

+ +

− −
+ +

+ +

− −

 
 − 
 
 
 

    −
    

−    
= = = = = =    
    
        

 
 
 
 
  

0 4753 0 1084

0 8529 0 2475

0 4753 0 1084

1 1151 0 2107

1 3982 0 34

0 0700
,

1 5294

0 2528

0 3953

0 3732

0 2307

0 3732

/

/

/

/

/

/

/

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

42

0 2051

0 4003

0 3395

0 2623

0 1789

0 2561

0 1789

  

  وهمچنين

/ /

/ /

/ /

x x y y

x x x x x y y y y y

x x y y

+ − + −

+ − + − + − + −

+ − + −

          
          = + = + = − = + = + =          
                           

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

1 59.4 1 9026

2 2511 , 0 4835

0 4053 0 7685
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/ /

/ /

/ /

w w z z

w w w w w z z z z z

w w z z

+ − + −

+ − + − + − + −

+ − + −

          
          = + = + = = + = + =          
                           

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

0 3191 0 5792

0 5917 , 0 5956

0 3135 0 4412

  

  .بنابراين جواب تقريبي  اين دستگاه به صورت زيرخواهد بود  

/ / / /

/ / / /

/ / / /

x

x x

x

   
   −   
     

1

2

3

(1 5904,1 9026,0 3191,0 5792)

= = ( 2 2511,0 4835,0 5917,0 5956)

(0 4053,0 7685,0 3135,0 4412)

�

� �

�

  

]از مرجع  5.5مثال ( زير راحل كنيد FFLSدستگاه  :مثال 3-3-13   ).است 30[

x

x

x

    
    =    
        

1

2

3

(6,1, 4) (5, 2, 2) (3, 2,1) (58, 30, 60)

(12, 8, 20) (14,12,15) (8, 8,10) (142,139, 257)

(24,10, 34) (32, 30, 30) (20,19, 24) (316, 297, 514)

�

�

�

  

براي پيدا كردن جواب اين ). 4حالت (است  LRو با اعداد فازي مثلثيFFSLSواضح است كه اين دستگاه

=يعني) 30- 3( 4دستگاه بايستي دو دستگاه معادلات خطي كريسپ از حالت  , =SZ T Ax c را حل كنيم .

Ax=ابتدا به كمك معادله  c جواب ،x رابدست مي آوريم.  

        
        = ⇒ = ⇒ =        
                

1 1

2 2

3 3

6 5 3 58 4

12 14 8 142 5

24 32 20 316 3

x x

Ax c x x

x x

  

نامنفي هستند، لذا به كمك معادله xچونكه تمامي مولفه هاي  بردار 

+ − +         
− + = −         

         
=

g M N g M
T x x x

h N M h N
را محاسبه و سپس به كمك معادله T، بردار

=SZ T،Z را بدست مي آوريم؛ يعني :  

+

     
     
      
          = − = − ⇒ =                          
     
     

30 1 2 2 10

139 8 12 8 23
4

297 10 30 19 50
5

60 4 2 1 31
3

257 20 15 10 72

514 34 30 24 156

g M
T x T

h N
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  و

/

/

/

/

/

/

      
      
      
      

= ⇒ = ⇒ =      
      
      
      
         

1 1

2 2

3 3

1 1

2 2

3 3

6 5 3 0 0 0 10 1 0000

12 14 8 0 0 0 23 0 5000

24 32 20 0 0 0 50 0 5000

0 0 0 6 5 3 31 3 0000

0 0 0 12 14 8 72 2 0000

0 0 0 24 32 20 156 1 0

w w

w w

w w
SZ T

z z

z z

z z

 
 
 
 
 
 
 
 
 000

  

/بنابراين /= =1 2 3 1 2 3[ ] [1 0 5 0 5 3 2 1]T
Z w w w z z z و در نهايت تقريبي از

]بالا به صورت زير نوشته مي شود، كه مشابه جواب بدست آمده در مرجع  FFLSجواب دستگاه  مي  30[

  .باشد

/

/

x

 
 =  
  

(4,1, 3)

(5,0 5, 2)

(3,0 5,1)

�  

  .زير را حل كنيد FFLSدستگاه  :مثال  3-3-14

/ / / / / / / /

/ / / / / / / /

/ / / / / / / /

/ / / / / / / /

− 
 − − 
 −
 

− 

1

2

(2,0 1,0 3) (1,0 2,0 2) ( 4,0 3,0 1) (3,0 4,0 4)

( 5,0 2,0 1) (3,0 1,0 5) (4,0 5,0 3) ( 3,0 3,0 2)

(1,0 1,0 4) (5,0 4,0 3) ( 4,0 2,0 2) (2,0 1,0 5)

(6,0 5,0 1) ( 1,0 3,0 3) (2,0 1,0 2) (1,0 4,0 1)

�

�

�

x

x

/ / /

/ / /

/ / /

/ / /

−   
   −   =
   −
   

  

3

4

( 16 657, 20 5574, 20 0798)

( 0 7030, 31 3659, 25 1673)

( 22 9630, 26 3135, 20 9642)

(22 9930,15 1003, 23 8985)�

x

x

  

براي پيدا كردن جواب ). 4حالت (است  LRو با اعداد فازي مثلثي FFSLSواضح است كه اين دستگاه 

=اين دستگاه بايستي  دو دستگاه معادلات خطي كريسپ يعني , =SZ T Ax c ابتدا به . را حل مي كنيم

Ax=كمك معادله  c جواب ،x رابدست مي آوريم.  

/ /

/ /

/ /

/ /

− −        
        − − − −        = ⇒ = ⇒ =
        − −
        

− −        

1 1

2 2

3 3

4 4

2 1 4 3 16 657 3 4520

5 3 4 3 0 7030 1 7510

1 5 4 2 22 9630 2 3400

6 1 2 1 22 9930 4 1500

x x

x x
Ax C

x x

x x

  

پس ) يعني بعضي از درايه ها مثبت وبرخي ديگر منفي هستند(تركيبي هستند  xچونكه مولفه هاي  بردار 

+به كمك معادله  −     
− +     

     
=

g M N
T x x

h N M
  ،T  رابدست مي آوريم؛ يعني:  
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/ / / / /

/ / / / /

/ / / / /

/ / / / /

/ / / / /

/ / / / /

/ / / / /

/ / / / /

   
   
   
   
   
  = −
  
  
  
  
  
     

20 5574 0 1 0 2 0 3 0 4

31 3659 0 2 0 1 0 5 0 3

26 3135 0 1 0 4 0 2 0 1

15 1003 0 5 0 3 0 1 0 4

20 0798 0 3 0 2 0 1 0 4

25 1673 0 1 0 5 0 3 0 2

20 9642 0 4 0 3 0 2 0 5

23 8985 0 1 0 3 0 2 0 1

T

/ / / / /

/ / / / /

/ / / / /

/ / / / - /

/ / / / /

/ / / / - /

/ / / /

/ / / /

 
 
 
    
    

     + =
     
     
     
  
  
   

0 3 0 2 0 1 0 4 17 5000

0 1 0 5 0 3 0 2 27 8000

3 4520 0 4 0 3 0 2 0 5 0 2

0 0 1 0 3 0 2 0 1 1 7510

2 3400 0 1 0 2 0 3 0 4 0

0 0 2 0 1 0 5 0 3 4 1500

0 1 0 4 0 2 0 1

0 5 0 3 0 1 0 4

/

/

/

/

/

/

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

2 9000

12 2000

16 8000

22 7000

18 0000

20 9000

 

SZ=سپس به كمك معادله  T   ،Z را  پيدا مي كنيم؛ يعني:  

/

/

/

/

/

/

/

/

   
   
   
   
   
  = ⇒ =
  
  
  
  
  

      

1

2

3

4

1

2

3

4

2 1 0 3 0 0 4 0 17 5000

0 3 4 0 5 0 0 3 27 8000

1 5 0 2 0 0 4 0 22 9000

6 0 2 1 0 1 0 0 12 2000

0 0 4 0 2 1 0 3 16 8000

5 0 0 3 0 3 4 0 22 7000

0 0 4 0 1 5 0 2 18 0000

0 1 0 0 6 0 2 1 20 9000

w

w

w

w
SZ T

z

z

z

z

/

/

/

/

/

/

/

/

  
  
  
  
  

   ⇒ =
   
   
   
   
   
     

1 1000

2 0000

1 4000

1 5000

2 1000

1 3000

2 2000

1 9000

Z  

/بنابراين  / / / / / / /= [1 1000 2 0000 1 4000 1 5000 2 1000 1 3000 2 2000 1 9000]TZ  و

  .بالا به صورت زير نوشته مي شود FFLSدرنهايت جواب تقريبي دستگاه 

/ / /

/ / /

/ / /

/ / /

x

 
 − 
 
 

− 

(3 4520,1 1000, 2 1000)

( 1 7510, 2 0000,1 3000)
=

(2 3400,1 4000, 2 2000)

( 4 1500,1 5000,1 9000)

�  

]از 5.1مثال (  :مثال  3-3-15 =فرض كنيد ) 39[ ( , , )�A A M N  و= ( , , )�c c g h   به ترتيب يك

⊗،  FFLSماتريس فازي  و يك بردار فازي به صورت زير باشند آنگاه دستگاه   =� ��A x c  راحل كنيد  .  

/ / / / / / / /

/ / / / / / / /

/ / / / / / / /

/ / / / / / / /

A M N

     
     − −     = = =
     
     

−     

3 2 5 8 0 1 0 3 0 2 0 5 0 2 0 3 0 1 0 2

2 4 1 3 0 1 0 2 0 4 0 1 0 3 0 1 0 2 0 4
, ,

1 3 4 5 0 2 0 3 0 5 0 1 0 3 0 1 0 2 0 1

1 1 6 2 0 1 0 2 0 3 0 4 0 2 0 3 0 1 0 4  
/ / / / / / / /T T T

c g h= = =[3 6 2 8] , [0 8 0 9 0 4 0 7] , [0 9 0 7 0 8 0 4]  
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بنابراين ابتدا به كمك ). 4حالت (است  LRو با اعداد فازي مثلثي FFSLSواضح است كه اين دستگاه

Axمعادله  c= جواب ،x را بدست مي آوريم.  

/

/

/

/

        
        − −         = ⇒ = ⇒ =
        
        

− −        

1 1

2 2

3 3

4 4

3 2 5 8 3 3 9580

2 4 1 3 6 1 2017

1 3 4 5 2 1 6975

1 1 6 2 8 2 4706

x x

x x
Ax c

x x

x x

 

+سپس به كمك معادله  −     
− +     

     
=

g M N
T x x

h N M
  ،T  رابدست مي آوريم، يعني:  

/ / / / /

/ / / / /

/ / / / / /

/ / / / / /

/ / / / / /

/ / / / /

/ / / / /

/ / / / /

   
   
   
    
    
    = −
    
    

   
   
   
      

0 8 0 1 0 3 0 2 0 5

0 9 0 1 0 2 0 4 0 1

0 4 0 2 0 3 0 5 0 1 3 9580

0 7 0 1 0 2 0 3 0 4 1 2017

0 9 0 2 0 3 0 1 0 2 1 6975

0 7 0 3 0 1 0 2 0 4 0

0 8 0 3 0 1 0 2 0 1

0 4 0 2 0 3 0 1 0 4

T

/ / / / /

/ / / / /

/ / / / /

/ / / / /

/ / / / /

/ / / / / /

/ / / / /

/ / / /

− 
  − 
  −  
    −   + =
    −
   

− −   
  −
 
  

0 2 0 3 0 1 0 2 0 7899

0 3 0 1 0 2 0 4 1 4034

0 3 0 1 0 2 0 1 0 1 8479

0 2 0 3 0 1 0 4 0 1 4336

0 1 0 3 0 2 0 5 0 1 6572

0 1 0 2 0 4 0 1 2 4706 1 1941

0 2 0 3 0 5 0 1 1 094

0 1 0 2 0 3 0 4 /

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
−  

1

1 9101

 

SZ=و  به كمك معادله T  ،Z  را  محاسبه مي كنيم؛ يعني:  

/

/

/

/

/

/

/

/

−   
   −   
   −
   

−  = ⇒ =
   −
  

−  
   −
  

−      

1

2

3

4

1

2

3

4

3 2 5 8 0 0 0 0 0 7899

0 4 1 0 2 0 0 3 1 4034

1 3 4 5 0 0 0 0 1 8479

1 0 6 2 0 1 0 0 1 4336

0 0 0 0 3 2 5 8 1 6572

2 0 0 3 0 4 1 0 1 1941

0 0 0 0 1 3 4 5 1 0941

0 1 0 0 1 0 6 2 1 9101

y

y

y

y
SZ T

z

z

z

z

/

/

/

/

/

/

/

/

  
  −  
  −
  

−   ⇒ =
   −
   

−   
   −
   

−     

1 1375

0 0951

0 2199

0 3640

1 2635

0 5234

0 2835

0 5747

Z  

=بنابراين   [ ]TZ w z      كه/ / / /= − − −[1 1375 0 0951 0 2199 0 3640]w   و

/ / / /= − − −[ 1 2635 0 5234 0 2835 0 5747]z  مي باشند .  

] مرجع(اشتباه محاسبه شده است   Zو  Yجواب  ، [29]لازم به ذكر است كه  در  ]39   ).راببنيد 
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در اين مثال منفي هستند لذا ) يعني پهناهاي چپ وراست( Zو  Yچونكه برخي از مؤلفه هاي جواب 

≥براي  ≤1 4j  با فرض  :, ,= = =| | | |j j j j j jv z u w p x تقريبي از جواب فازي  ،= ( , , )�
j j jU p u v  

≥براي  ≤1 4jبه صورت زير بدست مي آيد ،   .  

 

/ / /

/ / /

/ / /

/ / /

U

 
 
 
 
 

− 

(3 9580,1 1375,1 2635)

(1 2017,0 0951,0 5234)
=

(1 6975,0 2199,0 2835)

( 2 4706,0 3640,0 5747)

�  

   FFSLSروشهاي عددي براي حل دستگاه 4- 3

روش ) 4حالت ( LRدر اين بخش براي حل دستگاههاي معادلات خطي مربعي وبا اعداد فازي مثلثي

را در حالت كلي  FFSLSدر بخش قبلي دستگاه .تكراري ژاكوبي و روش تجزيه آدومين را معرفي مي كنيم

�=و با نماد ماتريسي  ��Ax c در اين بخش چونكه روشهاي عددي را فقط براي دستگاههايي . معرفي كرديم

=ه كار مي بريم لذا از نماد مرسوم با اعداد فازي مثلثي ب �� �Ax b  استفاده مي كنيم يعني دستگاه معادلات
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=همانطور كه اشاره شد فرم ماتريسي اين دستگاه بصورت  �� �Ax b  براي است كه در آن≤ ≤1 ,i j n  
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jx x x y z   و= =( ) ( , , )� �

ib b b g h   1×بردارهاي  فازيn مي باشند.  

:روش تكراري ژاكوبي براي حل دستگاه  3-4-1 FFSLS   

درروش . تبديل كرديم) 19-3(را به دو  دستگاه كريسپ  4در حالت   FFSLSدربخش قبلي دستگاه

=يعني ) 3-35( FFSLSنيازمنديم دراين صورت دستگاه ) 19- 3(ژاكوبي نيز به تبديل  �� �Ax b  را همانند

  :وبه صورت زير مي نويسيم) 19-3(رابطه 
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+و   A، مي توان  ماتريسهاي )36-3(فرض كنيد كه در اين دستگاه؛ يعني  
A رابه صورت زير تجزيه كرد:  
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)3-38                                               (

n

ij j i

j

n n n n

ij j ij j i ij j ij j

j j j j

n n n n

ij j ij j i ij j ij j

j j j j

a x b

a y a z g m x n x

a y a z h n x m x

+ − + −

− + + −


=





− = − +


− + = − +


∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

=1

=1 =1 =1 =1

=1 =1 =1 =1

  

  :اين دستگاه را مي توان به صورت زير نوشت 

     )3 -39                         (

ii

ii

ii

n

i i ij ja
j j i

n n n n

i i ij j ij j ij j ij ja
j j i j j j

n n n n

i i ij j ij j ij j ij ja
j j i j j j

x b a x

y g a y a z m x n x

z h a z a y n x m x

+

+

≠

+ − + −

≠

+ − + −

≠


= −





= − − + −


 = − − + −


∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

1

=1,

1

=1, =1 =1 =1

1

=1, =1 =1 =1

( )

[ ( )]

[ ( )

           

  :كه فرايند تكراري روش ژاكوبي را به صورت زير، پيشنهاد مي دهيم 
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(0)=با انتخاب بردار اوليه   (0) (0) (0)( , , )�x x y z   براحتي  مي توان جواب بهتري را برآورد كرد؛ به عبارت

  :ديگر روش ژاكوبي به صورت زير نوشته مي شود
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P,كه اگر ماتريسهاي تكراري ژاكوبي  T   وQ  )وهمچنين بردارهاي ) كه ماتريسهاي كريسپي هستند

2تكرار  1,c c   و بردارهاي,Y X  رابه صورت زير معرفي كنيم :  
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kروش تكراري ژاكوبي براي  ≥   :به صورت زير نوشته مي شود  0
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  : FFSLSروش تجزيه آدومين براي حل دستگاه   3-4-2

=يعني  ) 3-35( FFSLSراقبلاً از دستگاه ) 39- 3(فرم دستگاه  �� �Ax b  براي اين  بدست آورديم حال

  :مي توان شكل كانوني معادلات آدومين را به صورت زير بنويسيمفرم 
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  :  با به كاربردن روش تجزيه آدومين، فرض كنيد 
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mدر اين رابطه براي  =0,1, 2,…  ،,′′ ′, , , , , ,im im im im im im im imF E D C B A A A  وimG  چندجمله ايهاي

  :به صورت زير نوشته مي شود) 44- 3(آدومين مي باشند بنابراين 
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limكه  در آن    lim→∞ →∞′ = =,k kik i ik iy xφ φ      وlim →∞ ′′ = .k ik izφ با مشخص كردن . مي باشند

  :   ،  داريمnچندجمله ايهاي آدومين از مرتبه 
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λ   يك پارامتر است  كه  به راحتي مشخص مي شود)[ ,،  مؤلفه هاي0m≤و براي) رانگاه كنيد 10[ imx  
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  :خواهيم داشت) 57-3(و )  55-3(، ) 53-3(، )51-3(از رابطه هاي 
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i m m n nm ij jma
j

x x n x

G x x x x m x

+

+

− − −

− − − − −


























=


 =


∑

∑

1
0

=1

1
, 10 1 0

=1

, , , )

( , , , , , , )

…

… … …

    

  :مي توان گفت  FFLSبنابراين، براي حل دستگاه  

)3-59                                        (
ii

i i

n

i m ij jma
j j i

x c

x a x i n m+
≠

=



= − = =


∑

0

1
, 1

=1,

1, , , 0,1, 2,… …
 

  و

( )

ii

i i

n n n n

i m ij jm ij jm ij jm ij jma
j j i j j j

y d

y a y a z m x n x i n m+

+ − + −
+

≠

 =



= − − =


−

+ − = ∑ ∑ ∑ ∑

0

1
, 1

=1, =1 =1 =1

[ ], 1, , , 0

6

,1 ,

3

, 2

0

… …
   

   و 

( )

ii

i i

n n n n

i m ij jm ij jm ij jm ij jma
j j i j j j

z e

z a z a y n x m x i n m+

+ − + −
+

≠

 =



= − − =


−

+ − = ∑ ∑ ∑ ∑

0

1
, 1

=1, =1 =1 =1

[ ], 1, , , 0

6

,1 ,

3

, 2

1

… …
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  :  ، شكل ماتريسي روش آدومين به صورت زير نوشته مي شود)37-3(بادر نظر گرفتن تجزيه 

 )3-62                (

A

A

A

k k
A A A

k k
k k k

A A A A A A

k k
k k k

A A A A A A

x D b

y D g

z D h

x D L U x

y D L U y D A z D Mx D Nx

z D L U z D A y D Nx D Mx

−

−
+

−
+

+ −

+ − − − − + − −
+ + + + + +

+ − − − − + − −
+ + + + + +

 =


 =



 =



 = − +




= − + + − +




= − + + − +

(0) 1

(0) 1

(0) 1

( 1) 1 ( )

( 1) 1 1 1 1

( 1) 1 1 1 1

( )

( )

( )

   

  

نتيجه مي شود  كه ماتريسهاي تكراري روش تجزيه آدومين مشابه ماتريسهاي ) 62- 3(و ) 40-3(ازروابط 

بردار آغازين روش تجزيه آدومين، بردار . تكراري روش ژاكوبي مي باشد

− − −
+ +

 =
 

1 1 1
T

A
A A

c D b D g D h اما در روش تكراري ژاكوبي معمولاً بردار صفر مي باشد، بنابراين  ،

چونكه بردار آغازين در همگرايي روش .  در اين حالت تقريب جديدي رابدست نمي دهدروش آدومين 

تأثيري ندارد، بنابراين نتيجه مي شود كه روش تجزيه آدومين براي حل دستگاه معادلات خطي تماماً فازي 

( )FFLS عنوان روش تكراري عمل از اين رو روش تجزيه آدومين به . مشابه روش تكراري ژاكوبي است

براي روش تجزيه آدومين همانند  قضيه )   FFLSحل دستگاه (همگرايي   بنابراين  قضيه هاي . مي كند

](هاي روش تكراري ژاكوبي مي باشد  ],31  ). رانگاه كنيد  25

 :زير را به روش تكراري ژاكوبي و روش تجزيه آدومين حل كنيد FFLSدستگاه  :مثال 3-4-3

    
=    − −    

1

2

(3,1, 2) (1,1, 3) (1, 9, 6)

( 2, 2,1) (4,1,1) ( 10, 7, 6)

�

�

x

x
  

  )42- 3(چونكه  ماتريسهاي  تكرار روشهاي  ژاكوبي و  آدومين مشابه هم  هستند،  بنابراين به كمك  رابطه  

P,ماتريسهاي تكرار T  وQ  )2وهمچنين بردارهاي ) كه ماتريسهاي كريسپي هستند 1,c c   و بردارهاي

,Y x  )  را بافرض بردار آغازين( ) ( )0 0
1 2= = (0,0,0)� �x x    (رابه صورت زير معرفي مي كنيم :  
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, , ,

 
   

        = = = =        −          

1 2

30
710 0 43
20 0 5

2
30

2

x Y c c 

, ,

− − −  
  
  − − − − 
   = = =
    − − −   
  − − −

      

21 1 10 0 0 13 3 3 3
1 1 1 1 1 10 0 0 03 2 2 4 4 4

1 1 2 1 10 0 0 0 12 3 3 3 3
1 1 1 1 10 0 02 4 4 2 4

T P Q  

×−با توجه به شرط توقف   6= 5 10ε  و به كمك نرم افزارMATLAB مشاهده مي شود كه روش ،

  : تكرار به جواب زير همگراست15تكرار، در حالي كه روش تجزيه آدومين بعداز16تكراري ژاكوبي بعداز 

/ / /

/ / /

x y z

x y z

   
   −  

1 1 1

2 2 2

( , , ) (1 0000,0 5000,0 5000)
=

( , , ) ( 2 0000,0 5000,0 5000)
  

  :دستگاه به صورت زير مي باشدجواب واقعي باتوجه به بخش قبل، براي اين 

/ / /

/ / /

x y z

x y z

   
   −  

1 1 1

2 2 2

( , , ) (1 0000,0 4857,0 4143)
=

( , , ) ( 2 0000,0 5429,0 7571)
  

  :قابل ذكر است كه بردار آغازين براي روش تجزيه آدومين به صورت زير است

/ / /

/ / /

x y z

x y z

   
   −  

1 1 1

2 2 2

( , , ) (0 3333, 3 0000, 2 0000)
=

( , , ) ( 2 5000,1 7500,1 5000)
  

]از منبع 4.2مثال ( زير رادر نظر بگيريد  FFLSدستگاه   :مثال  3-4-4 ]31  ).است   

/ / / / / / / /

/ / / / / / / /

/ / / / / / / /

/ / / / / / / /

x y z 
 
 
 
 
 

1 1 1( , , )(9,0 2,0 2) (1,0 4,0 3) (3,0 3,0 4) (4,0 2,0 1)

((2,0 3,0 1) (7,0 4,0 2) (2,0 2,0 3) (1,0 1,0 3)

(1,0 3,0 2) (1,0 5,0 2) (6,0 3,0 1) (3,0 2,0 3)

(2,0 4,0 5) (4,0 5,0 2) (2,0 6,1 2) (10,0 3,0 3)

/ / /

/ / /

/ / /

/ / /

x y z

x y z

x y z

   
   
   =
   
   

  

2 2 2

3 3 3

4 4 4

(27 500, 9 300,19 125)

, , ) (17 750, 9 025, 8 525)

( , , ) (13 250, 6 900,12 725)

( , , ) (24 500,10 025,18 475)

 

  )42-3(چونكه  ماتريسهاي  تكرار  روشهاي  ژاكوبي  و آدومين  مشابه  هم  هستند، بنابراين به كمك رابطه 

P,ماتريسهاي تكرار T وQ  )2وهمچنين بردارهاي ) كه ماتريسهاي كريسپي هستند 1,c c   و بردارهاي

,Y x )  را با فرض بردار آغازين( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
1 2 3 4= = = = (0,0,0)� � � �x x x x  (رابه صورت زير معرفي مي كنيم :  
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/

/

//

//

//

/

/

/

, , ,

/

x Y c c

T

− −−

− − −

− −

  
  
  
     
     
     = = = =
     
     

      
  
  

      

=

9 3
9

9 025
7

6 927 5
69

10 02517 75
107

1 2 19 12513 25
96

8 525
7

12 725
6

18 475
10

3 41
9 9 9

2 2 1
7 7 7

1 1
6 6

0

0

0 0

0 0

0 0

0 0 2 45

0

0

0

0

/ / / / /

P

Q

−

− − −

− −−

− − −

−− −

− − −

− −−

− − −

−− −

− − −

− − − −

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
  

=

3
6

2 4 2
10 10 10

3 41
9 9 9

2 2 1
7 7 7

31 1
6 6 6

2 4 2
10 10 10

3 41
9 9 9

2 2 1
7 7 7

31 1
6 6 6

2 4 2
10 10 10

0 2 0 4 0 3 0 2 0 2
9 9 9 9

0

0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

/ / /

/ / / / / / / /

/ / / / / / / /

/ / / / / / / /

/ / / / / / / /

/ / / / / / / /

− − − −

− − − −

− − − −

− − − −

− − − −

0 3 0 4 0 1
9 9 9 9

0 3 0 4 0 2 0 1 0 1 0 2 0 3 0 3
7 7 7 7 7 7 7 7

0 3 0 5 0 3 0 2 0 2 0 2 0 1 0 3
6 6 6 6 6 6 6 6

0 4 0 5 0 6 0 3 0 5 0 2 1 2 0 3
10 10 10 10 10 10 10 10

0 2 0 3 0 4 0 1 0 2 0 4 0 3 0 2
9 9 9 9 9 9 9 9

0 1 0 2 0 3 0 3 0 3 0 4 0 2 0 1
7 7 7 7 7 7 7

/ / / / / / / /

/ / / / / / / /

− − − −

− − − −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

7

0 2 0 2 0 1 0 3 0 3 0 5 0 3 0 2
6 6 6 6 6 6 6 6

0 5 0 2 1 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 3
10 10 10 10 10 10 10 10

 

 

×−با فرض شرط توقف   6= 5 10ε  و به كمك نرم افزارMATLAB مشاهده مي شود كه روش تكراري ،

:                                                                                                                            تكرار به جواب زير همگراست 62تكرار، در حالي كه روش تجزيه آدومين بعداز 63ژاكوبي بعداز 
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/ / /

/ / /

/ / /

/ / /

x y z

x y z

x y z

x y z

   
   
   
   
   

  

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

( , , ) (2 0000,0 5000,1 1000)

( , , ) (1 5000,0 7500,0 2500)
=

( , , ) (1 0000,0 5000,1 2000)

( , , ) (1 2500,0 2500,1 0000)

  

  :براي اين دستگاه به صورت زير مي باشد) 13-3- 3همانند مثال (جواب واقعي 

/ / /

/ / /

/ / /

/ / /

x y z

x y z

x y z

x y z

   
   
   
   
   

  

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

( , , ) (2 00,0 50,1 10)

( , , ) (1 50,0 75,0 25)
=

( , , ) (1 00,0 50,1 20)

( , , ) (1 25,0 25,1 00)

  

  :قابل ذكر است كه بردار آغازين براي روش تجزيه آدومين به صورت زير است

/ / /

/ / /

/ / /

/ / /

x y z

x y z

x y z

x y z

   
   
   
   
   

  

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

( , , ) (3 0556,1 0333, 2 1250)

( , , ) (2 5357,1 2893,1 2179)
=

( , , ) (2 2083,1 1500, 2 1208)

( , , ) (2 4500,1 0025,1 8475)

  

. مشاهده مي شود كه مقادير بدست آمده توسط روش ژاكوبي در دومين مرحله مشابه اولين مرحله بالاست

]تكرار همگراست در حالي كه در  63همچنين روش تكراري ژاكوبي بعداز  روش تكراري ژاكوبي   31[

 . تكرار همگراست 83بعداز 

]از مرجع  4.2مثال (  :مثال  3-4-5 را  Cو A  ،Bيك شركت توليدي، انواع كامپيوترهاي ): است 31[

مي سازد كه زمان لازم براي مونتاژ قطعات و آزمايش سخت افزار و نصب برنامه هريك از كامپيوترها به 

  .صورت زير مي باشد

�حدود  Aكامپيوتر ( , , )=19 19 1 )ساعت براي مونتاژ قطعات و حدود   1 , / , / )=2 2 0 1 0 ساعت براي  �1

)سخت افزار و حدود  آزمايش , / , / )=2 2 0 1 0  .ساعت براي نصب برنامه زمان نياز دارد �2

�حدود  Bكامپيوتر ( , / , / )=12 12 1 5 1 )ساعت براي مونتاژ قطعات و حدود   5 , / , / )=4 4 0 1 0 ساعت  �4

)براي آزمايش سخت افزار و حدود  , / , / )=2 2 0 1 0   .ساعت براي نصب برنامه زمان مي برد �3

)حدود  Cكامپيوتر , / , / )=6 6 0 5 0 /�ساعت براي مونتاژ قطعات و حدود   �2 ( / , / , / )=1 5 1 5 0 2 0 ساعت  2

/�براي آزمايش سخت افزار و حدود  ( / , / , / )=4 5 4 5 0 1 0   .ساعت براي نصب برنامه زمان نياز دارد 1
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�اين شركت داراي كارخانه اي است كه در هر ماه حدود  ( , / , / )=1897 1897 427 7 536 ساعت كاري براي  2

/�مونتاژ قطعات و حدود  ( / , / , / )=434 5 434 5 76 2 109 ساعت كار ي براي آزمايش سخت افزار و   3

/�حدود  ( / , / , / )=535 5 535 5 88 3 131 حال سؤال اينكه . ساعت كار ي براي نصب برنامه، كار مي كند  9

  اين كارخانه چه تعدادي از هر نوع كامپيوتر را ماهيانه توليد مي كند؟

فرض . براي پاسخ اين سؤ ال نخست معادلات خطي ، كه بتواند اين وضعيت را توصيف كند كامل مي كنيم

)كنيد كه  , , )= 1 1 1�x x y z  ،( , , )= 2 2 2�y x y z  و( , , )= 3 3 3�z x y z   به ترتيب نشان دهنده تعداد كامپيوتر

به ( با در نظر گرفتن اين معادلات با هم دستگاه زير بدست مي آوريم .  باشند  Cو   A ،Bهاي نوع 

  ).ترتيب معادله اول مونتاژ قطعات و معادله دوم آزمايش سخت افزار ومعادله سوم نصب برنامه است

  

� � �

� �

� �

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( / ) /

( ) ( ) ( / ) /

x y z

x y z

x y z

 ⊗ ⊕ ⊗ ⊕ ⊗ =


⊗ ⊕ ⊗ ⊕ ⊗ =


⊗ ⊕ ⊗ ⊕ ⊗ =

19 12 6 1897

2 4 1 5 434 5

2 2 4 5 535 5

�� � �

� �� � �

� �� � �

                           

ماتريسهاي ) 42-3(آدومين مشابه هم هستند، لذا به كمك رابطه چونكه ماتريسهاي تكرار روشهاي ژاكوبي و

P,تكراري  T    وQ  )2وهمچنين بردارهاي ) كه ماتريسهاي كريسپي هستند 1,c c   و بردارهاي,Y x  

)با فرض بردار آغازين  ( ) ( ) ( ) [ ]= = =0 0 0 0, 0, 0� � � � � �
T

x y z   (رابه صورت زير معرفي مي كنيم :  
/

/

/
//

/

/
/ /

/
/

/

/ /

, , ,x Y c c

T

P

− −

−−

− −

− −

−

  
  
     
     = = = =      
           
  
    

 
 =  
  

=

427 7
19

76 2
41897

19 88 3
4 5434 5

41 2 536 2
19535 5

4 5 109 3
4

131 9
4 5

12 6
19 19

1 51
2 4

2 2
4 5 4 5

12 6
19 19

1
2

0

0
0

0
0

0
0

0

0

0

0

0

0 0 0 0
/

/ /

/

/ /

−

− −

− −

−−

− −

 
 
 
 
 
 
 
 
  

1 5
4

2 2
4 5 4 5

12 6
19 19

1 51
2 4

2 2
4 5 4 5

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0
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/ / / /

/ / / / / /

/ / / / / /
/ / / / / /

/ / / /

/ / / / / /

/ / / / / /
/ / / / / /

− −−

− − −

− − −

− −−

− − −

− − −






= 





1 5 0 5 1 5 0 21 1
19 19 19 19 19 19

0 1 0 1 0 2 0 1 0 4 0 2
4 4 4 4 4 4

0 1 0 1 0 1 0 2 0 3 0 1
4 5 4 5 4 5 4 5 4 5 4 5

1 5 0 2 1 5 0 51 1
19 19 19 19 19 19

0 1 0 4 0 2 0 1 0 1 0 2
4 4 4 4 4 4

0 2 0 3 0 1 0 1 0 1 0 1
4 5 4 5 4 5 4 5 4 5 4 5

Q









 
 

  

×−با فرض شرط توقف   6= 5 10ε  و به كمك نرم افزارMATLAB مشاهده مي شود كه روش تكراري ،

:                                                                                                                            تكرار به جواب زير همگراست 168تكرار، در حالي كه روش تجزيه آدومين بعداز   169ژاكوبي بعداز 

( / , / , / )

( / , / , / )

( / , / , / )

   
   =   
     

1 1 1

2 2 2

3 3 3

( , , ) 37 0000 7 0000 13 3015

( , , ) 62 0000 5 5000 4 5793

( , , ) 75 0000 10 2000 13 9195

x y z

x y z

x y z

  

  براي اين دستگاه به صورت زير مي باشد) 13-3- 3همانند مثال (جواب واقعي 

( , / , / )

( , / , / )

( , / , / )

   
   =   
     

1 1 1

2 2 2

3 3 3

( , , ) 37 7 0 13 3

( , , ) 62 5 5 4 6

( , , ) 75 10 2 13 9

x y z

x y z

x y z

 

  قابل ذكر است كه بردار آغازين براي روش تجزيه آدومين به صورت زير است

( / , / , / )

( / , / , / )

( / , / , / )

   
   =   
     

1 1 1

2 2 2

3 3 3

( , , ) 99 8421 22 5105 28 2210

( , , ) 108 6250 19 0500 27 3250

( , , ) 119 0000 19 6222 29 3111

x y z

x y z

x y z

 

]در  4.1بادر نظر گرفتن مثال  تكرار همگراست  214مشاهده مي كنيم كه روش تكراري ژاكوبي بعداز  31[

جواب بدست آمده از حل دستگاه . تكرار همگراست 169اما روش تكراري ژاكوبي كه ارائه كرديم بعداز 

FFLS  تكرارهاي كمتري نسبت به روش بكاررفته در  توسط روش ما نيازمند تعداد[   .دارد 31[
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        صل چهارمصل چهارمصل چهارمصل چهارمفففف

    

    

        

  FFSLSروش جديدي براي حل دستگاه 
  

  مقدمه  1- 4

همانطور كه در فصل اول اشاره شد، حاصلضرب و خارج قسمت دوعدد فازي مثلثي با طرفين خطي  يك 

وتقسيم اعداد فازي شكل عمل را حفظ نمي بنابراين ضرب . عدد فازي مثلثي با طرفين خطي نخواهد بود

] 1بن و بده. كند ],27 يا خارجي معرفي نمودند كه شكل عمل   2يك ضرب جديد به نام ضرب برداري  26

يك عدد فازي مثلثي ) ذوزنقه اي(را حفظ مي كند يعني حاصلضرب و خارج قسمت دو عدد فازي مثلثي 

فصل با استفاده از كاربرد  ضرب برداري، يك روش ساده وكاربردي براي حل در اين . است) ذوزنقه اي(

=يعني ) FFSLS )3 -35دستگاه �� �Ax b  كه در آن تمامي اعداد فازي، مثلثي مي باشند، ارائه مي دهيم .

برش دستگاه، الگوريتمي در سه مرحله معرفي مي كنيم به طوري كه در  r−براي بدست آوردن جواب 

برش  -1برش دستگاه را پيدا مي كنيم، سپس در دومين مرحله با استفاده از جواب  - 1مرحله اول جواب 

برش دستگاه را محاسبه مي كنيم و در آخر  -0بدست آمده در مرحله اول وبا توجه به علامت آن، جواب 

برش  -0(را با تر كيب محدب اين دو جواب ) برش دستگاه r−جواب (سوم جواب نهايي يعني مرحله 

                                                            
Ban and Bede -١ 
cross product   -٢  



٧٧ 

 

در ادامه فصل جواب فازي دستگاه را معرفي نموده و شرايط لازم وكافي براي . بدست مي آوريم) برش - 1و

 .يكتايي آن را مورد بحث قرار مي دهيم

  FFSLSحل دستگاه  2- 4
=يعني ) FFSLS )3 -35در اين بخش دستگاه �� �Ax b  كه به صورت زيرمي باشد با استفاده از كاربرد

  .ضرب برداري حل مي كنيم

)4-1                                                   (

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

 ⊗ ⊕ ⊗ ⊕ ⊕ ⊗ =


⊗ ⊕ ⊗ ⊕ ⊕ ⊗ =




⊗ ⊕ ⊗ ⊕ ⊕ ⊗ =

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

�� � �� � ��

�� � �� � ��

� 
 �

�� � �� � ��

  

حال جواب اين دستگاه . دراين دستگاه فرض مي كنيم كه تمامي اعداد فازي به كاررفته از نوع مثلثي باشند 

  :را به صورت زير معرفي مي كنيم

1بردار فازي  :تعريف 4-2-1 2( , , , )�
T

nx x x  با−rبرش نمايش داده شده براي هر≤ ≤1 j n و

≤ ≤0 1r به صورت[ ] = [ , ]
rrr
jjjx x xيك جواب فازي از دستگاه ،FFSLS )4-1 ( يعني= �� �Ax b  است

  :هرگاه

)4-2                                                                      (


⊗ ⊗





⊗ ⊗


∑ ∑

∑ ∑

=1 =1

=1 =1

( ) = ( ) =

( ) = ( ) =

rn n
r r

ij j ij j i

j j

r
n n

r r

iij j ij j

j j

a x a x b

a x a x b

  

الگوريتمي در سه مرحله و به صورت زير معرفي مي ) 2- 4(حال براي بدست آوردن جوابي از دستگاه 

  :كنيم

  )برش -1بدست آوردن جواب : (1مرحله 

11چونكه تمامي اعداد فازي ، مثلثي هستند لذا  واضح است كه 1= =ijij ija a a  11و 1= =jj jx x x مي باشند .

n×بنابراين با حل دستگاه كريسپ n  برش را براي هر  -1زير جوابi n≤   :بدست مي آوريم  1≥

)4-3                                            (
n

ij j i

j

a x b⊗∑ 1 1 1

=1

( ) =  
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  :وشته مي شودكه نماد ماتريسي اين دستگاه به صورت زير ن

)4-4                                                           (1 1 1=A x b  

  .را پيدا كنيم و وارد مرحله دوم شويم) در صورت وجود(برش   -1پس با حل اين دستگاه مي توان جواب 

  )برش -0بدست آوردن جواب : (2مرحله 

2×در اين مرحله با حل دستگاه 2n n  برش را براي هر   - 0زير جوابi n≤  :.بدست مي آوريم  1≥

)4-5                                                                                              (

n

ij j i

j

n

iij j

j

a x b

a x b


⊗



 ⊗



∑

∑

0 0

=1

0 0

=1

( ) =

( ) =

                     

باشند لذا براي آنها مي توان چهار حالت در نظر  1ممكن است مثبت يا منفي �xو �Aهمانطور كه مي دانيم،  

با توجه به  ) 5-4(شندآنگاه دستگاه هر دو مثبت با �xوبردار فازي �Aبراي مثال اگر ماتريس فازي« . گرفت

  :»به دستگاه زير تبديل مي شود ) 45-1(رابطه 

)4-6    (

n n n n

j j j j jij j ij ij ij i ij i ij ij

j j j j

n n n n

j j j j jij ij ij i ij i ij ijij j

j j j j

a x a x a x a x b a x b a a x

a x a x a x a x b a x b a a x


⊗ + − ⇒ + −



 ⊗ + − ⇒ + −



∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1

=1 =1 =1 =1

0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1

=1 =1 =1 =1

( ) = ( ) = = ( )

( ) = ( ) = = ( )

هر دو دلخواه باشند آنگاه در حالت كلي مرحله دوم به صورت  �xوبردار فازي �Aحال اگر ماتريس فازي

  :زير نوشته خواهد شد

  :2مرحله 

2×در اين مرحله با حل دستگاه 2n n  برش را براي هر   - 0زير جوابi n≤   :بدست مي آوريم  1≥

)4-7                                           (                                                   

n

ij j i

j

n

iij j

j

a x b

a x b


⊗



 ⊗



∑

∑

0 0

=1

0 0

=1

( ) =

( ) =

  

≥، براي هر�x و �Aوبا توجه به مثبت ومنفي بودن) 47- 1(و) 46-1(، )45-1(بوسيله روابط  ≤1 i n  اين

  :دستگاه به يكي از دستگاههاي زير تبديل خواهد شد

                                                            
 .رجوع شود 1-7- 1و  2- 2-3به تعاريف  - 1
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)4-8                                             (

i a

i a

n n

j jij i ij ij

j j

n n

iij j ij ij j

j j

n n

j jij i ij ij

j j

n n

iij j ij ij j

j j

n

ij j

j

a x b a a x

f A nd x

a x b a a x

a x b a a x

f A nd x

a x b a a x

a x


+ −


≥ ≥

 + −




+ −


≥ <

 + −



∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

1 0 0 1 0 1

=1 =1

01 0 1 0 1

=1 =1

0 0 11 1 0

=1 =1

01 1 00 1

=1 =1

1 0

=1

= ( ) ,

0 0

= ( ) ,

= ( ) ,

0 0

= ( ) ,

� �

� �

i a

i a

n

i ij ij j

j

n n

ij jij ij ij

j j

n n

ij j i ij ij j

j j

n n

ij jij ij ij

j j

b a a x

f A nd x

a x b a a x

a x b a a x

f A nd x

a x b a a x















 + −
 < ≥
 + −


 + −

< <
 + −



∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

0 1 0 1

=1

00 11 1 0

=1 =1

01 0 1 0 1

=1 =1

01 0 1 0 1

=1 =1

= ( ) ,

0 0

= ( ) ,

= ( ) ,

0 0

= ( ) .

� �

� �



 

1(باتوجه به مثلثي بودن تمامي اعداد فازي به كاررفته  1 1= =ij ij ija a a  و= =
1 1 1
j j jx x x( در حالت كلي ،

  :ماتريسي دستگاههاي بالا به صورت زير نوشته مي شودمعادله 

)4-9                                               (= + −0 0 1( )Sx b S M X  

1بردارهاي 
X ،0x 0وb در اين معادله، به صورت زير مي باشند:  

T T
n nX x x x x x x x x

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 2= [ , ] = [ , , , , , , , ]� �  

T T
n nx x x x x x x x x

0 0 0 00 0 0 0 0
1 2 1 2= [ , ] = [ , , , , , , , ]� �  

)4-10                          (0 0 0 00 0 0 00
1 21 2= [ , ] = [ , , , , , , , ]� �

T T
nnb b b b b b b b b  

≥همچنين براي هر  ≤1 , 2i j n  ماتريسهاي= ( )ijS s و= ( )ijM m 2×، كريسپ واز مرتبه 2n n   بوده

  :كه داراي ساختار زير مي باشند

=ماتريس ( )ijS s  :درايه هايijs در اين ماتريس براي هر≤ ≤1 ,i j n به صورت زير مشخص مي شوند:  

)4-11                                                                              (ij ij n i n j ij

ij n i j i n j ij

a s s a

a s s a

+ +

+ +

 ≥ ⇒


< ⇒

1
,

1
, ,

0 = =

0 = =
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به  Sبنابراين  ماتريس . فر خواهد بودكه در رابطه قبلي مشخص نشده باشد داراي مقدار ص ijsوهر

  :صورت بلوكي زير نوشته مي شود

 )4-12                                                 ( 
 
 

1 2

2 1

=
S S

S
S S

  

1+كه در آن ماتريس 2S S  1+يعني (، ماتريس مقدار مياني است
1 2=A S S مي باشد.(  

=ماتريس ( )ijM m :درايه هايijm  در اين ماتريس با توجه به مثبت يا منفي بودن جواب بدست آمده در

≥مرحله اول، براي هر ≤1 ,i j n به صورت زير بدست مي آيند:  

)4-13                                                    (

ij ij ij n i n j ij

j

ij i n j ij n i j ij

ij ij ij n i n j ij

j

ij i n j ij n i j ij

a m a m a
x

a m a m a

a m a m a
x

a m a m a

+ +

+ +

+ +

+ +

  ≥ ⇒ > ⇒ 
 < ⇒ 


 ≥ ⇒ 
< ⇒

< ⇒ 

0 0
,1

0 0
, ,

00
,1

00
, ,

0 = , =
0

0 = , =

0 = , =
0

0 = , =

        

بنابراين فرم ماتريسي اين . كه در رابطه بالا مشخص نشده باشد داراي مقدار صفر خواهد بود ijmوهر

  :دستگاه به صورت زير خواهد بود

)4-14               (                                    
 
 

1 2

3 4

=
M M

M
M M

 

  :به صورت زير نوشته خواهد شد) 9-4(با توجه به نمادهاي بالا معادله ماتريس 

)4-15                         (
    − −   
 = +      − −           

00 1
1 2 1 1 2 2

00 1
2 1 2 3 1 4

bS S S M S Mx x

S S S M S Mx xb
  

1بنابراين در مرحله اول با حل دستگاه  1 1=A x b برش و در مرحله دوم  هم  با حل دستگاه  - 1جواب

+ −0 0 1= ( )Sx b S M X  برش را بدست آورده ودر مرحله سوم  - 0جواب ) 15-4(يا دستگاه −r ،برش

  .جواب فازي را به صورت زير بدست مي آوريم

  )بدست آوردن جواب نهايي:  (3مرحله 

جواب ) برش -0برش و  -1(در اين مرحله با تركيب محدب جوابهاي بدست آمده درمرحله اول ودوم 

≥نهايي دستگاه براي هر  ≤0 1r  و≤ ≤1 j n به صورت زير به دست مي آيد :  

)4-16                   (     = = − + − +     
0 1 0 1, (1 ) , (1 )

r r r
j jj j j j jx x x r x rx r x rx  
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يك ماتريس كريسپ باشد آنگاه در معادله ، )FFSLS )4 -1از دستگاه  Aاگر ماتريس: نتيجه 4-2-2

S=، تساوي2از مرحله ) 4-9( M 0برقرار مي باشد واين معادله به صورت 0=Sx b تبديل مي شود.  

توجه به نتيجه بالا از روش معرفي شده، مي توان جواب هر دستگاه معادلات خطي سمت راست بنابراين با 

)فازي )FSLE  به صورت= ��Ax b كه در اين دستگاه،. را بدست آوردA يك ماتريس كريسپ و�b  يك

  .ر فازي دلخواه مي باشدبردا

  .مي توان نتايج زير را بدست آورد 9- 3-3و  8- 3-3در ادامه  باتوجه به قضاياي 

1−اگرماتريس: نتيجه 4-2-3
S موجود باشد آنگاه ساختاري شبيه ماتريسS  خواهد داشت يعني  

)4-17                                                     (
D E

S
E D

−  
 
 

1 =  

  كه در آن

)4-18                                                                          (
D S S S S

E S S S S

− −

− −


+ + −


 + − −


1 1
1 2 1 2

1 1
1 2 1 2

1
= [( ) ( ) ]

2
1

= [( ) ( ) ]
2

1+نامنفرد است اگر وتنهااگر ماتريسهاي   Sماتريس   :نتيجه 4-2-4 2=A S S   1−و 2S S   هردو

 .  نامنفرد باشند

0اگر ):جواب فازي(تعريف  4-2-5 0 0 00 0 0 0 0
1 2 1 2= [ , ] = [ , , , , , , , ]� �

T T
n nx x x x x x x x x  جواب

≥باشد كه براي هر) 9- 4(دستگاه  ≤1 j n نامعادله≤
0 0
j jx x برقرار باشد آنگاه اين جواب يعني؛

00 0= [ , ]Tx x xيك جواب فازي از اين دستگاه ناميده مي شود ،.  

جوابي فازي دارد اگر وتنها اگر ) 9-4(دستگاه . ماتريسي نامنفرد باشد  Sفرض كنيد كه : قضيه 4-2-6

  :داشته باشيم

)4-19                                              (−− − ≥1
1 2( ) ( ) 0S S y y  

  :به صورت زير نوشته مي شوند yو  yكه در اين رابطه بردارهاي

)4-20                                                                    (
y b S M x S M x

y b S M x S M x

 + − + −


+ − + −

0 1 1
1 1 2 2

0 1 1
2 3 1 4

= ( ) ( )

= ( ) ( )
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  :، واضح است كه)15- 4(با توجه به دستگاه  :اثبات

)4-21                                             (
    
    

     

0
1 2

0
2 1

=
S S yx

S S yx
  

  اين رواز 

)4-21                                                                                               (
S x S x y

S x S x y

 +


+

0 0
1 2

0 0
2 1

=

=
  

  :واز تفاضل طرفين رابطه بالا مي توان نوشت

)4-22              (S S x S S x y y S S x x y y− − − − ⇒ − − −
0 00 0

1 2 1 2 1 2( ) ( ) = ( )( ) =  

1−ماتريس 4- 2-4باتوجه به نتيجه  2( )S S بنابراين. نامنفرد است:  

)4-23                                      (x x S S y y
−− − −

00 1
1 2( ) = ( ) ( )  

−، 5-2-4جواب فازي داشته باشد آنگاه با توجه به تعرف ) 9-4(اگر دستگاه  ≤
0 0 0x x يا− ≥

00 0x x  را

برقرار باشد با توجه ) 19-4(برعكس اگر نامساوي . برقرار است) 19-4(از اين رو نامساوي . خواهيم داشت

−، نانساوي )23-4(به رابطه  ≥
00 0x x يا− ≤

0 0 0x x برقرار است و اثبات كامل مي شود.�   

نيز جواب فازي خواهد ) 2-4(جواب فازي داشته باشد آنگاه دستگاه ) 9-4(اگر دستگاه  :نتيجه 4-2-7

≥چونكه در اعداد فازي مثلثي براي هر. داشت ≤1 j n   نامساوي≤
1 1
j jx x   خود به خود برقرار بوده و

  .همچنين ضرب برداري، خاصيت عمل را حفظ مي كند

)FSLEدر دستگاه معادلات خطي سمت راست فازي :نتيجه 4-2-8 ) ،,
0 0= =y b y b خواهد بود.  

  :نتيجه زير بدست مي آيد 4-2-4و 3- 2-4با توجه به نتايج 

  :زير برقرار باشندجواب فازي يكتا دارد اگر وتنها اگر شرايط ) FFSLS )4-1دستگاه  :نتيجه 4-2-9

1+ماتريسهاي ) الف 2S S 1−و 2S S هردو نامنفرد باشند.  

−−نامساوي ) ب − ≥1
1 2( ) ( ) 0S S y y برقرار باشد.  
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]از مرجع   3.2مثال ( زير راحل كنيد FFLSدستگاه : مثال 4-2-10  ]30.(  

[

+ − ⊗ ⊕ + − ⊗ + −


+ ⊗ ⊕ − ⊗ + −

1 2

1 2

[4 , 6 ] [5 , 8 2 ] = [40 10 , 67 17 ]

6 , 7] [4 , 5 ] = [43 5 , 55 7 ]

r r x r r x r r

r x r x r r
  

−−اين دستگاه داراي جواب فازي است چونكه در شرط − ≥1
1 2( ) ( ) = [0.0909,0.5909] 0T

S S y y  صدق مي

  .در ادامه جواب فازي را با استفاده از الگوريتم معرفي شده به دست مي آوريم. كند

  :دراين مرحله، دستگاه زير را حل مي كنيمبرش دستگاه  -1براي به دست آوردن جواب : 1مرحله 

x x
A x b

x x

      
= ⇒ ⇒     

       

1 1
1 11 1 1

1 1
2 2

= 45 6 50
=

7 4 48 = 5
  

ijaهر دومثبت هستند وهمچنين براي هر 2xو 1xچونكه  :2مرحله  i j> ≤ ≤0, 1 ,  - 0است لذا جواب  2

  :وبه صورت زير محاسبه مي شود) 15-4(توسط دستگاه  2برش دستگاه در مرحله 

x

x

x

x

x

x

x

x

  − −       
        − −        + ⇒        − −        
  − −        

  
  
  ⇒   
  
    

0
1

0
2

0
1

0
2

0
1

0
2

0
1

0
2

5 6 0 0 40 5 4 6 5 0 0 4

7 4 0 0 43 7 6 4 4 0 0 5
=

0 0 5 6 67 0 0 5 6 6 8 4

0 0 7 4 55 0 0 7 7 4 5 5

5 6 0 0 49

7 4 0 0 47
=

0 0 5 6 53

0 0 7 4 5

/

/

/

/

x

x

x

x

 
 
  ⇒ 

  
    

0
1

0
2

0
1

0
2

= 3 9091

= 4 9091

= 4 0000
0 = 5 5000

  

جواب دستگاه به ) 16- 4(برش توسط رابطه  -1برش و  -0با محاسبه تر كيب محدب جوابهاي  :3مرحله 

  :صورت زير بدست مي آيد

/ / / /

/ / / / / /

rr r

rr r

x x x r r r r r

x x x r r r r r r

 − + − + +


− + − + + −

11 1

22 2

[ ] = [ , ] = [(1 )3 9091 (4), (1 )4 0000 (4)] = [3 9091 0 0909 , 4]

[ ] = [ , ] = [(1 )4 9091 (5), (1 )5 5000 (5)] = [4 9091 0 0909 , 5 5 0 5 ]
  

مشابه جواب بدست آمده در منبع مشاهده مي شود كه جواب بدست آمده جواب فازي است و همچنين 

[   .مي باشد 30[
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  :  به ترتيب يك ماتريس فازي و يك بردار فازي به صورت زير باشند  �bو  �Aفرض كنيد : مثال 4-2-11

[ [

r r r r r r
A b

r r r r r r

− + − + − − + − −  
   − + − − + − + −   

[ 3 2 , 2 3 ] [1 , 4 2 ] [ 3 , 1 ]
= , =

4 , 2 ] [1 2 , 6 3 ] 1 3 , 5 ]
��

⊗،  FFLSدر اين صورت دستگاه     = �� �A x b  راحل كنيد.  

/چونكه شرط /−− − −1
1 2( ) ( ) = [16 6668, 24 0001]TS S y y  نامنفي نيست بنابراين اين دستگاه داراي جواب

 . براي اثبات ادعايمان الگوريتم را به صورت زير مي نويسيم. فازي نيست

 :برش دستگاه دراين مرحله، دستگاه زير را حل مي كنيم -1براي به دست آوردن جواب  :1مرحله 

/

/

   −− −    
= ⇒ ⇒     − −       

1 1
1 11 1 1

1 1
2 2

= 4 66671 2 2
=

3 3 4 = 3 3333

x x
A x b

x x
  

برش دستگاه  -0، جواب  Aهر دومنفي وبا توجه به علامت درايه هاي ماتريس 2xو 1xچونكه  :2مرحله 

  :وبه صورت زير محاسبه مي شود) 15- 4(به وسيله دستگاه 

/

/

/

/

 − − − − −       
        − − − −        + ⇒        − − −        
 − −        

− 
 −  ⇒

 −
 
−  

0
1

0
2

0
1

0
2

0
1

0
2

0
1

0
2

0 2 1 0 3 0 2 3 0 4 6667

0 3 3 0 1 0 3 1 0 3 3333
=

1 0 0 2 1 2 0 0 1 4 6667

3 0 0 3 5 1 0 0 2 3 3333

0 2 1 0

0 3 3 0

1 0 0 2

3 0 0 3

x

x

x

x

x

x

x

x

//

/ /

/ /

/ /

  − 
  
   ⇒    −       −  − 

0
1

0
2

0
1

0
2

= 9 444417 6667

15 6666 = 12 4444
=

13 6667 = 7 2222
6 3333 = 11 5556

x

x

x

x

 

جواب دستگاه به ) 16- 4(برش توسط رابطه  -1برش و  -0با محاسبه تر كيب محدب جوابهاي  :3مرحله 

  :صورت زير بدست مي آيد

/ / / /

/ / / /

/ / / /

/ / / /

rr r

rr r

x x x r r r r

r r

x x x r r r r

r

− − + − − + −

− + −

− + − − − + −

− − +

11 1

22 2

[ ] = [ , ] = [(1 )( 9 4444) ( 4 6667), (1 )7 2222 ( 4 6667)]

= [ 9 4444 4 7777 , 7 2222 11 8889 ]

[ ] = [ , ] = [(1 )12 4444 ( 3 3333), (1 ) 11 5556 ( 3 3333)]

= [12 4444 15 7777 , 11 5556 8 2223r







 ]

  

  .مشاهده مي شود كه جواب بدست آمده، جواب فازي نيست
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⊗،  FFLSدستگاه   :مثال 4-2-12 = �� �A x b   راحل كنيدكه در آن�A و�b  به صورت زير تعريف شده

]از مرجع 4.1مثال . ( اند ]31   ).در فصل سوم 5-4- 3يا مثال   

/ / / / / / / /

/ / / / / / / / / / / /

/ / / / / / / / / / / /

r r r r r r

A r r r r r r

r r r r r r

+ − + − + − 
 = + − + − + − 
 + − + − + − 

[18 , 20 ] [10 5 1 5 ,13 5 1 5 ] [5 5 0 5 , 6 2 0 2 ]

[1 9 0 1 , 2 1 0 1 ] [3 9 0 1 , 4 4 0 4 ] [1 3 0 2 ,1 7 0 2 ]

[1 9 0 1 , 2 1 0 1 ] [1 9 0 1 , 2 3 0 3 ] [4 4 0 1 , 4 6 0 1 ]

�  

/ / / /

/ / / /

/ / / /

+ − 
 = + − 
 + − 

[1469 3 427 7 , 2433 2 536 2 ]

[358 3 76 2 , 543 8 109 3 ]

[447 2 88 3 , 667 4 131 9 ]

�

r r

b r r

r r

  

) 17- 4(مشاهده مي شود كه اين دستگاه داراي جواب فازي است، چونكه در شرط  10-2-4همانند مثال 

S S y y
−− − ≥1

1 2( ) ( )   :صدق مي كند؛ يعني 0

/ / /−− − = ≥1
1 2( ) ( ) [0 0203,0 0101,0 0241] 0T

S S y y  

  :براي اثبات ادعايمان وبه دست آوردن جواب بوسيله الگوريتم معرفي شده خواهيم داشت 

  :برش دستگاه دراين مرحله، دستگاه زير را حل مي كنيم -1براي به دست آوردن جواب  :1مرحله 

. .

. .

     
     = ⇒ ⇒     
         =   

1 1
1 1

1 1 1 1 1
2 2

1 1
3 3

= 3719 12 6 1897

2 4 1 5 = 434 5 = 62

2 2 4 5 535 5 75

x x

A x b x x

x x

  

xو  1x،2xچونكه  :2مرحله  ، با حل Aهر سه مثبت و با توجه به علامت مثبت درايه هاي ماتريس 3

  :برش دستگاه به دست مي آيد -0دستگاه زير جواب 

/ / /

/ / / / /

/ / / / /

/ /

/ /

/ /

x

x

x

x

x

x

 
    
    
    
     = +     − −    
    
    
     

0
1

0
2

0
3

0
1

0
2

0
3

19 12 6 0 0 0 1469 3 1 1 5 0 5 0 0 0

2 4 1 5 0 0 0 358 3 0 1 0 1 0 2 0 0 0

2 2 4 5 0 0 0 447 2 0 1 0 1 0 1 0 0 0

0 0 0 19 12 6 2433 2 0 0 0 1 1

0 0 0 2 4 1 5 543 8

0 0 0 2 2 4 5 667 4

/

/ / /

/ / /

   
   
   
   
   

−   
   − − −
   

− − −   

37

62

75

5 0 2 37

0 0 0 0 1 0 4 0 2 62

0 0 0 0 2 0 3 0 1 75
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  :يعني

/

/

/

/

/

x

x

x

x

x

x

 =


=


=


=


=
 =

0
1

0
2

0
3

0
1

0
2

0
3

30

56 5

64 8

50 3016

66 5794

88 9196

  

جواب دستگاه به ) 16-4(برش توسط رابطه  -1برش و  -0با محاسبه تر كيب محدب جوابهاي  :3مرحله 

  :صورت زير بدست مي آيد

/ / /

/ / / / / /

/ /

rr r

rr r

rr r

x x x r r r r r r

x x x r r r r r r

x x x r r r

− + − + + −

− + − + + −

− + −

11 1

22 2

33 3

[ ] = [ , ] = [(1 )30 (37), (1 )50 3016 (37)] = [30 7 , 50 3016 13 3016 ]

[ ] = [ , ] = [(1 )56 5 (62), (1 )66 5794 (62)] = [56 5 5 5 , 66 5794 4 5794 ]

[ ] = [ , ] = [(1 )64 8 (75), (1 )88 9196 / / / /r r r






+ + − (75)] = [64 8 10 2 , 88 9196 13 9196 ]

  

  . مشاهده مي شود كه جواب بدست آمده جواب فازي است

با فرض شرط توقف  اين مثال و  2و1اگر روش تكرار ژاكوبي را براي دستگاههاي كريسپ مرحله هاي 
−× 6= 5 10ε  و به كمك نرم افزارMATLAB ژاكوبي ، به كارببريم، مشاهده مي شود كه روش تكراري

]در  4.1بادر نظر گرفتن مثال به جواب همگرا خواهد بود  تكرار  169بعداز  مشاهده مي كنيم كه روش  31[

  FFSLSتكرار همگراست لذا جواب بدست آمده از حل دستگاه  214تكراري ژاكوبي در آنجا،  بعداز 

]تكرارهاي كمتري رانسبت به روش بكاررفته در  توسط روش ما تعداد   .نياز دارد 31[
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 :نتيجه گيري

در اين رساله و در فصلهاي سوم وچهارم، روشهايي براي بدست آوردن جواب دستگاه معادلات خطي تماماً 

Axفازي به فرم ماتريسي b= �� دو  �bو �x، يك ماتريس مربعي يا مستطيلي فازي و �Aكه در آن ماتريس( �

به دو دستگاه   FFLSدر هر يك از روشهاي پيشنهادي دستگاه. پيشنهاد داده ايم) هستند  بردار فازي

  .ريسپ تبديل خواهند شدمعادلات خطي غير فازي يا ك

با اعداد فازي ذوزنقه اي ) غير مربعي(مربعي يا مستطيلي  �Aفصل سوم، ماتريس ضرايب FFLSدر دستگاه

با اعداد فازي   FFRLS(را در چهار حالت  FFLSبنابراين در اين فصل دستگاه. مي باشند LRيا مثلثي

  LR،FFSLSبا اعداد فازي ذوزنقه اي  LR،FFSLSبا اعداد فازي مثلثي  LR،FFRLSذوزنقه اي

در هر حالتي قرار گيرد به دو دستگاه معادلات  FFLSدستگاه. بررسي كرديم)  LRبا اعداد فازي مثلثي

مربعي، (در اين دستگاهها  Sو   Rحال با توجه به ماتريسهاي . تبديل مي شود) 16-3(خطي كريسپ  

مي توان با استفاده از شبه وارون، جواب آنها را ) فرومعين و يا فرا معين و داراي رتبه تمام سطري بوده يا نه

در ادامه همين فصل روشهاي عددي . بدست آورد تا اينكه تقريبي از جواب فازي دستگاه اصلي يدست آيد

در حالت چهارم معرفي نموده و  FFLSژاكوبي و تجزيه آدومين را براي حل دستگاه همچون تكراري

همچنين در اين . نشان داديم كه روش تجزيه آدومين معادل روش تكراري ژاكوبي با يك تكرار كمتر است

د تكرارهاي كمتري در بخش با حل مثالهايي مشاهده نموديم كه روش معرفي شده توسط ما نيازمند تعدا

]مقايسه با روش ارائه شده توسط دهقان و همكاران از مرجع مي باشد و چونكه در اين فصل روش ما  31[

در برگيرنده هر نوع دستگاه مربعي يا غير مربعي و شامل هر نوع عدد فازي نامنفي يا منفي است پس كلي تر 

 LRو اعداد فازي مثلثي FFSLSكه فقط براي دستگاه( ن و همكاران از روش معرفي شده توسط دهقا

  . مي باشد) مثبت است

)در فصل چهارم روشي ساده و كاربردي براي حل دستگاه معادلات خطي مربعي تمام فازي )FFSLS  با

كه از ضرب برداري معرفي شده توسط بن وبده كه خاصيت عمل را حفظ مي (اعداد فازي مثلثي دلخواه 

در مرحله اول . روش پيشنهادي شامل الگوريتمي در سه مرحله است. معرفي نموديم) كند استفاده شده است

Aبرش دستگاه را با حل دستگاه كريسپ -1جواب  x b=1 1 به نموده و با توجه به علامت اين محاس 1

برش دستگاه را در مرحله دوم و با حل دستگاه  -0، جواب �Aجواب و علامت درايه هاي ماتريس ضرايب 

 -0در مرحله سوم نيز جواب نهايي دستگاه را از تركيب محدب جوابهاي . بدست آورديم) 9-4(كريسپ 

لازم به ذكر است . محاسبه نموديم) 16-4(در مراحل اول و دوم توسط رابطه  برش بدست آمده - 1برش و 
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)كه روش پيشنهادي ما براي حل دستگاه معادلات خطي سمت راست فازي )FSLE  نيز به كار مي رود و

]از مرجع 4.1با حل مثال  توسط اين روش و استفاده از روش تكراري ژاكوبي براي بدست آوردن  31[

مشاهده نموديم كه باز هم اين روش نيازمند تعداد تكرارهاي كمتري است  2و1جوابهاي كريسپ در مراحل 

در ادامه همين فصل جواب فازي را تعريف نموده و شرايط لازم وكافي براي ). را نگاه كنيد 12-2- 4مثال ( 

]لازم به ياد آوري است كه فريدمن و همكاران در. آن بدست آورديميكتايي  اين شرايط را به كمك  35[

Sنامساوي
− ≥1 براي دستگاه ) 19-4(، پيشنهاد دادند كه ما آن را به شرايط FSLEفقط براي دستگاه   0

FFLS گسترش داديم.  

با توجه به اينكه روشهاي پيشنهادي در فصلهاي سوم وچهارم را مي توان براي حل دستگاه معادلات خطي 

مربعي يا غير مربعي تمام فازي دوآل يا مختلط و روش پيشنهادي در فصل چهارم را براي حل معادله 

نيز گسترش داد، لذا اين موارد را مي ) رش نماييمكه توانستيم چندين مقاله ارسال و  پذي(ديفرانسيل فازي 

 .توانيم به عنوان فهرستي از تحقيقات بعدي در نظر گرفت
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Numerical solution of fully fuzzy linear system of equations 

 

Abstract  

 

In this thesis first, we give a short introduction to the theory of fuzzy sets and become 

familiar with some types of fuzzy numbers and operations on them. In the next chapter 

a review of linear equations and methods for solving them is given. 

In the third chapter the fully fuzzy linear system of equations is introduced and then it 

is divided in four cases it (square or rectangle fully fuzzy linear systems with 

trapezoidal or triangular   LR  fuzzy numbers). In each case the fully fuzzy linear 

system is transformed into two crisp linear systems and by solving  these two systems, 

using the pseudo inverse matrix method the approximate solution of original system is 

obtained. Then by solving numerical examples the Jacobi iterative and Adomian 

decomposition ( )ADM  methods for solving FFSLS are introduced. It is shown that 

for an FFSLS the ADM  method is equivalent to the Jacobi iterative method but with 

less iterations. 

In the fourth chapter, a simple and practical method to solve an arbitrary fully fuzzy 

square  linear system  ( )FFSLS  with triangular fuzzy numbers is proposed.  The idea 

of the this method consists of a three-step algorithm which is constructed by  

extending 0 cut−  and 1 cut−  solution of original ( )FFSLS . At the end of this chapter 

a fuzzy solution of  ( )FFSLS   is defined and a necessary and sufficient conditions for 

the uniqueness  of a fuzzy solution is established. 

Saeid Moloudzadeh 

 

 

 


