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 چکیذه

خٟت پیف ثیٙی چٙسٌبٍ٘ی خٛاثٟبی  تحّیّی –زض ایٗ ضؾبِٝ ؾؼی ٔی قٛز تب یه ضٚـ وبٔلاً ٔحبؾجبتی 

اضائٝ قٛز ثُٛضیىٝ ثتٛاٖ آٖ ضا ثٝ آؾب٘ی ضٚی  اظ ٘ٛع ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ ٔؼِٕٛی ٔمساض ٔطظی غیط ذُیٔؿبئُ 

ٞسف ٔب اضائٝ یه ضٚقی اؾت وٝ ٘ٝ تٟٙب ثتٛا٘س چٙسٌبٍ٘ی . ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ ثب قطایٍ ٔطظی ثىبض ثؿت

ضایی لبثُ تٛخٟی ٕٞٝ قبذٝ ٞبی خٛاثٟبی ٔؿبئُ ٔمساض ٔطظی غیط ذُی ضا پیف ثیٙی ٕ٘بیس ثّىٝ ثتٛا٘س ثب وب

تحّیّی  -تمطیجیضا ثُٛض ٕٞعٔبٖ ثهٛضت ( زض نٛضتی وٝ ٔؿبِٝ ٔٛضز ٘ظط زاضای خٛاثٟبی چٙسٌب٘ٝ ثبقس)خٛاثٟب 

ضٚقی وٝ اضائٝ ذٛاٞس قسٜ  ظیطازض فهُ اَٚ ثٝ ثیبٖ ٔمسٔٝ ای ثط ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی ٔی پطزاظیٓ . ثسؾت آٚضز

ؾپؽ ثهٛضت وبُٔ  آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی پیكٍٛ، زض فهُ زْٚ ثٝ ٔؼطفی ضٚـ .ؾتا ؾبذتٝ قسٜ ثط اؾبؼ ایٗ ضٚـ

ثٝ آ٘بِیع ضیبيی آٖ پطزاذتٝ ٔی قٛز ٚ زض فهُ ؾْٛ چٙسیٗ ٔسَ وبضثطزی وٝ اػتجبض ضٚـ ضا تبئیس ٔی وٙس، 

زض فهُ چٟبضْ ثٝ ٔؿبئُ ٔمساض ٔطظی غیط ذُی وٝ زاضای قطٌ ٔطظی زض ثی ٟ٘بیت ٔی ثبقٙس، . ثطضؾی ٔی قٛز

 ٞٓ ٔحّی ثطای یه ٘ٛع ٔسَ ذبل ثٝ وبض  –ثهٛضت ٔرتهط پطزاذتٝ ٔی قٛز ٚ ضٚقی ٔجتٙی ثط قجٝ َیفی 

  .ثطزٜ ٔی قٛز

 

 :واشه های کلیذی

ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی، ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی پیكٍٛ، پبضأتط تدٛیع قسٜ، پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی، قطٌ 

چٙسٌبٍ٘ی خٛاثٟب، ٔؿبئُ ٔمساض ٔطظی غیط ذُی ، ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ غیط تحٕیُ قٛ٘سٜ، خٛاثٟبی چٙسٌب٘ٝ، 

 .ٞٓ ٔحّی -ذُی، قطایٍ ٔطظی ٔتٙبٞی، قطایٍ ٔطظی زض ثی ٟ٘بیت، ضٚـ قجٝ َیفی
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 103.............................................................................................(.3.34)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   ضؾٓ تبثغ : 10-3قىُ

 104...............................................................................................................(.3.35)ثط َجك   ثط حؿت       ضؾٓ تبثغ : 11-3قىُ

 108............................................................................................(.3.49)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   ضؾٓ تبثغ : 12-3قىُ 

 109.....................(.لطٔع)       ( آثی)      ( لٟٜٛ ای)      ٔمبیؿٝ خٛاة تمطیجی قبذٝ پبییٙی ثب زلیك، : 13-3قىُ

 109.................(.لطٔع)       ( آثی)       ( لٟٜٛ ای)       اة تمطیجی قبذٝ ثبلایی ثب زلیك، ٔمبیؿٝ خٛ: 14-3قىُ
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ثطای قبذٝ ثبلایی ثب خٛاة زٌٚب٘ٝ      ثطای قبذٝ پبییٙی ٚ اظ      ٔمبیؿٝ خٛاة زٌٚب٘ٝ تمطیجی اظ ٔطتجٝ : 15-3قىُ

 110...........................................................................................................................................................................................................................زلیك

 114.........................................................................    ثطای ( 3.66)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   ضؾٓ تبثغ : 16-3قىُ

 114.........................(16-3ثعضٌٕٙبیی قىُ )     ثطای ( 3.66)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   ضؾٓ تبثغ : 17-3قىُ

 ، ذٍ چیٗ     ثٛؾیّٝ تمطیت ٔطتجٝ      ثب   ثطای ٔمبزیط ٔرتّف ( 3.66)ضؾٓ ثبلیٕب٘سٜ ٔؼبزِٝ : 18-3قىُ

 115.............................................................................................        چیٗ  -ذٍ ٘مُٝ      ذٍ تیطٜ          

 115...................................................................     ثطای ( 3.66)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   ضؾٓ تبثغ : 19-3قىُ

 116...................(19-3ثعضٌٕٙبیی قىُ )      ثطای ( 3.66)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   ضؾٓ تبثغ : 20-3قىُ

 ، ذٍ چیٗ     ثٛؾیّٝ تمطیت ٔطتجٝ       ثب   ثطای ٔمبزیط ٔرتّف ( 3.66)ضؾٓ ثبلیٕب٘سٜ ٔؼبزِٝ : 21-3قىُ

 116.............................................................................................        چیٗ  -ذٍ ٘مُٝ      ذٍ تیطٜ          

 117...........................................................................................................................    ضؾٓ خٛاثٟبی تمطیجی زٌٚب٘ٝ ثطای : 22-3قىُ

 118.......................................................................................................................     ضؾٓ خٛاثٟبی تمطیجی زٌٚب٘ٝ ثطای : 23-3قىُ

ذٍ          ٘مُٝ چیٗ         ، ذٍ تیطٜ (3.66)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   ضؾٓ تبثغ : 24-3قىُ

 119.................................................................................................................................       چیٗ  -ذٍ ٘مُٝ         چیٗ 

ذٍ           ٘مُٝ چیٗ          ، ذٍ تیطٜ (3.66)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   ضؾٓ تبثغ : 25-3قىُ

 119......................................................................................................................        چیٗ  -ذٍ ٘مُٝ          چیٗ 

 122....................................................................................................(.3.71)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   ضؾٓ تبثغ : 26-3ىُق

 125 ...........................................     ٚ      ثطای ( 3.81)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   ضؾٓ تبثغ : 27-3قىُ

 125.............................................     ٚ      ثطای ( 3.81)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   ضؾٓ تبثغ : 28-3قىُ
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 126.................................................................ثب زلیك       ٚ       ،      ٔمبیؿٝ خٛاثٟبی تمطیجی قبذٝ پبییٙی : 29-3قىُ

 127...................................................................ثب زلیك       ٚ       ،      ٔمبیؿٝ خٛاثٟبی تمطیجی قبذٝ ثبلایی : 30-3قىُ

ٔتٙبظط ثب ٘مبٌ  ( ذٍ تیطٜ)ثب خٛاة زٌٚب٘ٝ زلیك       اظ ٔطتجٝ ( ٘مبٌ ٌطز تیطٜ)ٔمبیؿٝ خٛاة زٌٚب٘ٝ تمطیجی : 31-3قىُ

(A,B)  ُ127...........................................................................................................................................................................................26-3زض قى 

ٔتٙبظط ثب ٘مبٌ  ( ذٍ تیطٜ)ثب خٛاة زٌٚب٘ٝ زلیك       اظ ٔطتجٝ ( ٘مبٌ ٌطز تیطٜ)ٔمبیؿٝ خٛاة زٌٚب٘ٝ تمطیجی : 32-3قىُ

(C,D)  ُ128..........................................................................................................................................................................................26-3زض قى 

  137................................................................................................................................(.2.17)ثط َجك   ثط حؿت        ضؾٓ : 1-4قىُ 

 142..............................................................(.4.37) -(4.38)ثط َجك      ثطای            خٛاثٟبی تمطیجی : 2-4قىُ 

 142 .................................................................................    ثب        ثطای            خٛاثٟبی تمطیجی : 3-4قىُ 

 143........................................................................................    ثب      ثطای            خٛاثٟبی تمطیجی : 4-4قىُ 

 143. ................................................................................    ثب        ثطای            خٛاثٟبی تمطیجی : 5-4قىُ 

 144 ........................................................    ثب        ثطای            ذُبی ُّٔك خٛاثٟبی تمطیجی : 6-4قىُ 

 144..............................................................    ثب      ثطای            ذُبی ُّٔك خٛاثٟبی تمطیجی : 7-4قىُ 

 145.........................................................    ثب        ثطای            ذُبی ُّٔك خٛاثٟبی تمطیجی : 8-4قىُ 
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ُٔطح قس ٚ اظ آٖ پؽ تٛؾٍ ٔحممیٗ ثؿیبضی زض زٞٝ  Liao [1-2]زض اثتسا تٛؾٍ  1ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی

اذیط ثطای یبفتٗ خٛاثٟبی ٔؿبئُ غیط ذُی ثىبض ٌطفتٝ قس وٝ ٔی تٛاٖ اظ خّٕٝ ثٝ خطیبٟ٘بی چؿجٙبن ؾیبَ 

 ، ٔؿبئُ[18-17]، ٔؼسلات غیط ذُی ا٘تمبَ ٌطٔب KDV2 [14-16]، ٔؼبزلات ٘ٛع  [13-3]ٞبی غیط ٘یٛتٙی

-، خطیبٖ خت[22] 4، حطوت پطتبثٝ[21]ٚاثؿتٝ ثٝ ٔؼبزلات آثٟبی ؾُحی  3، ٔؿبئُ ضیٕبٖ[20-19]ٔبِی 

، [26] 6ٞبوؿّی -، ٔؼبزلات ثطٌط[25]، خطیبٟ٘بی ظیطظٔیٙی [24]، ٔٛخٟبی آثی غیط ذُی [23]  5ٌّٛضت

ٔؼبزلات لاپلاؼ ثب قطایٍ ٔطظی ، [28]، ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ تفبيّی [27] 7فِٛط -ٔؼبزلات ٚاثؿتٝ ثٝ ظٔبٖ أسٖ

ایٙه ثهٛضت ذلانٝ ثٝ . اقبضٜ وطز ٚ غیطٜ [30] 10، قجىٝ ٞبی ٞیسضِٚیه حطاضتی[29] 9ٚ زیطیىّٝ 8٘یٛٔٗ

 . قطح ؾیؿتٕبتیه ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی ثطای ٔؿئّٝ وّی غیطذُی ٔی پطزاظیٓ

  33هعادله دگردیسی هرتثه صفر 3-3

ٔی تٛاٖ ثهٛضت ٔدٕٛػٝ ای اظ ٔؼبزلات ٔمساض ٔطظی یب ٔمساض زض حبِت وّی ثؿیبضی اظ ٔؿبئُ غیط ذُی ضا 

 ٔب زض ایٙدب ثطای اذتهبض تٟٙب یه ٔؼبزِٝ غیط ذُی وّی ضا ثهٛضت ظیط زض ٘ظط ٔی ٌیطیٓ. آغبظی قطح زاز

                                                                                                            (1.1) 

تطتیت ٔتغیطٞبی ٔؿتمُ ٔىب٘ی ٚ  ثٝ   ٚ   ٔتغیطٞبی تبثغ ٔدَٟٛ ٚ        اپطاتٛض غیط ذُی،   وٝ زض آٖ 

 .ظٔب٘ی ٔی ثبقٙس

                                                           
1
 Homotopy analysis method (HAM) 

2
 Korteweg–de Vries  

3
 Riemann 

4
 projectile motion 

5
 Glauert-jet flow 

6
 Burgers–Huxley 

7
 Emden-Fowler 

8
 Neumann 

9
 Dirichlet 

10
 Thermal-hydraulic 

11
 Zero-order deformation equation 
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پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ      ،      تبثغ حسؼ آغبظی ثطای تبثغ خٛاة زلیك         فطو وٙیس 

 یه ػٍّٕط ذُی وٕىی ثب ٚیػٌی  ℒیه تبثغ وٕىی ٚ          ٍٕٞطایی، 

                                                       ℒ                                             (1.2) 

 پبضأتط ٘كب٘سٜ ثبقس، ٕٞٛتٛپی ظیط ضا ٔی ؾبظیٓ        فطو وٙیٓ .  ، ٔی ثبقس        ٍٞٙبٔی وٝ 

                                

      ℒ                                                        (1.3) 

ٔی ثبقس وٝ ٘مف ٟٕٔی زض        ٚ تبثغ وٕىی    12قبُٔ پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی ٕٞٛتٛپی ثبلا

زض ایٙدب لبثُ تبویس اؾت وٝ زض ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی اذتیبض ػُٕ . چبضچٛة ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی ثبظی ٔی وٙس

         پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی،      ،تبثغ حسؼ آغبظی        فطاٚا٘ی خٟت ا٘تربة 

 . ػٍّٕط ذُی ٚخٛز زاضز ℒتبثغ وٕىی ٚ 

 نفط لطاض زازٖ ٕٞٛتٛپی ثبلا یؼٙی ٔؿبٚیپبضأتط ٘كب٘سٜ ثبقس، ثب          فطو وٙیٓ

                                                                                (1.4) 

 ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ نفط ظیط حبنُ ٔی قٛز

                 ℒ                                            (1.5) 

پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ      ،تبثغ حسؼ آغبظی        وٝ زض آٖ خٛاة ٔؼبزِٝ ثبلا ٘ٝ تٟٙب ثٝ ا٘تربة 

٘یع         ػٍّٕط ذُی ثؿتٍی زاضز ثّىٝ ثٝ پبضأتط ٘كب٘سٜ  ℒتبثغ وٕىی ٚ          ٍٕٞطایی، 

 یط زض ٔی آیسٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ثبلا ثهٛضت ظ      ٚلتی . ثؿتٍی زاضز

                                                           
12

 Convergence-controller parameter 
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                                                   ℒ                                      (1.6) 

 ثسؾت ٔی آٚضیٓ( 1.2)وٝ ثب تٛخٝ ثٝ ٚیػٌی 

                                                                                                 (1.7) 

ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ نفط ثب ٔؼبزِٝ ظیط          ٚ     ثب تٛخٝ ثٝ ایٙىٝ     ٚ ٍٞٙبٔی وٝ 

 .ٞٓ اضظ ٔی قٛز

                                                                                                  (1.8)     

 ٔی ثبقس ثُٛضیىٝ( 1.1)وٝ ٕٞبٖ ٔؼبزِٝ 

                                                                                                  (1.9) 

اظ تبثغ          اظ نفط تب یه تبثغ   ٕٞعٔبٖ ثب افعایف پبضأتط ٘كب٘سٜ ( 1.9)ٚ ( 1.7)ثٙبثطایٗ ُٔبثك ثب 

ضا ٔی پیٕبیس وٝ ثٝ ٕٞیٗ زِیُ ٔؼبزِٝ         ،(1.1) تب تبثغ خٛاة ٔؼبزِٝ انّی        حسؼ آغبظی 

 .ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ نفط ٌفتٝ ٔی قٛز( 1.5)

 ٔی ٘ٛیؿیٓ  ضا ٘ؿجت ثٝ          ثب اؾتفبزٜ اظ لًیٝ ؾطی تیّٛض ثؿٍ ؾطی تٛا٘ی تبثغ 

                                           
 

  

  
   

  
         

   
 
   

          (1.10) 

 اْ ضا ثهٛضت ظیط تؼطیف ٔی وٙیٓ  ٔكتمبت زٌطزیؿی ٔطتجٝ 

                                                             
 

  
  
         

   
 
   

                 (1.11) 

 ثهٛضت ظیط تجسیُ ٔی قٛز  ٘ؿجت ثٝ          ثؿٍ ؾطی تیّٛض تبثغ ( 1.8)ثٙبثطایٗ ثب تٛخٝ ثٝ 

                                                                      
   

        (1.12) 
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تبثغ حسؼ         تبویس ٔی وٙیٓ وٝ زض ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی اذتیبض ػُٕ فطاٚا٘ی خٟت ا٘تربة ثبض زیٍط 

زض . ػٍّٕط ذُی ٚخٛز زاضز ℒتبثغ وٕىی ٚ          پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی،      ،آغبظی

ٞبی  زض ثرف. ٍٕٞطا قٛز    زض ( 1.12)ایٗ ضٚـ ٕٞٝ ایٗ اثعاضٞب َٛضی ا٘تربة ٔی قٛ٘س وٝ ؾطی 

ایٙه ثٝ ٔحبؾجٝ خٕلات ایٗ . ٍٕٞطا ذٛاٞس قس( 1.1)ثؼسی ثبثت ذٛاٞس قس وٝ زض نٛضت ٍٕٞطایی ثٝ خٛاة 

  .   ؾطی ثب یه ضٚـ ثؿیبض ٔٙبؾت ٔی پطزاظیٓ

31هعادله دگردیسی هراتة تالا 3-2
 

 ثطزاض ظیط ضا تؼطیف ٚ زض ٘ظط ٔی ٌیطیٓ

                                                                                    (1.13) 

ضا ٔی تٛاٖ اظ ضٚی ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ نفط ٕٞبُ٘ٛضیىٝ زض ازأٝ ٔی          ،(1.11)ثب تؼطیف  ُٔبثك

تمؿیٓ    اْ ٔی ٌیطیٓ ٚ ؾپؽ ثٝ   اظ َطفیٗ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ نفط ٔكتك ٔطتجٝ . آیس ثسؾت آٚضز

 آٍ٘بٜ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا ضا ثهٛضت ظیط ذٛاٞیٓ زاقت. حؿبة ٔی وٙیٓ    وطزٜ ٚ آٍ٘بٜ زض 

                        ℒ                                               (1.14)    

 ثٝ نٛضت ظیط تؼطیف ٔی قٛز   وٝ زض آٖ 

                                                         
                 
                 

                        (1.15) 

 ٚ ٕٞچٙیٗ

                                                  
 

      
  
              

     
 
   

     (1.16) 

                                                           
13

 High-order deformation equation 
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 زض ضاثُٝ ثبلا ثسؾت ٔی آٚضیٓ( 1.12)حبَ ثب خبیٍصاضی 

                                
 

      
  
    

     
          

  
        

   
   (1.17) 

ثٝ ؾبزٌی ( 1.17)اظ ضاثُٝ ( 1.14)زض ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا                تٛخٝ ٔی ٕ٘بییٓ وٝ 

ثٙبثطایٗ  ،یه ػٍّٕط ذُی ثٛزٜ ℒثب تٛخٝ ثٝ ایٙىٝ . ثسؾت ٔی آیس       ٔحبؾجٝ ٔی قٛز ٚ تٟٙب ثط حؿت 

ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا یه ٔؼبزِٝ زیفطاؾیُ ذُی ثٛزٜ وٝ ثهٛضت ثبظٌكتی یه پؽ اظ زیٍطی 

 ثهٛضت ظیط ثسؾت ٔی آیس       اْ اظ   ضا ثسؾت ٔی زٞس ٚ ٟ٘بیتبً تمطیت ٔطتجٝ          

                                                          
 
                         (1.18) 

 آنالیس هوگرایی روش و کراى خغا  3-1

زض ایٗ لؿٕت ثٝ تحّیُ ٍٕٞطایی ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی ٔی پطزاظیٓ ٚ لًبیبی ٔطثَٛٝ ضا ثیبٖ ٚ اثجبت ذٛاٞیٓ 

 .[31]وطز 

 :3-3قضیه 

 ٍٕٞطا ثبقس ثٝ ػجبضت زیٍط ؾطی ظیط ٍٕٞطا ثبقس    ٚلتی ( 1.12)ی فطو وٙیس ؾط

                                                                 
  
                        (1.19) 

اظ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی     ٞب ثطای         ٚ ( 1.1)تبثغ حسؼ آغبظی ثطای خٛاة         وٝ زض آٖ 

 .ذٛاٞس ثٛز( 1.1)خٛاة ٔؼبزِٝ انّی ( 1.19)آٍ٘بٜ ؾطی  . ثسؾت ٔی آیس( 1.14)ٔطتجٝ ثبلا 

 :اثثات

 ٍٕٞطا ثبقس یؼٙی       ثٝ تبثغ ( 1.19)فطو وٙیٓ ؾطی 
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          (1.20) 

 ذٛاٞیٓ زاقت( 1.15)ٚ تؼطیف ( 1.14)فبزٜ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا نٛضت ثب اؾت زض ایٗ

                      
  
      

 ℒ                     
  
      

ℒ                       
  
     ℒ          ℒ                    

ℒ                    ℒ                        

ℒ                ℒ                                                                 (1.21) 

 آٍ٘بٜ         ٚ     ثب تٛخٝ ثٝ ایٙىٝ 

                                                                 
  
                          (1.22) 

 زض ٘تیدٝ

 
 

  
  
            

   
 
   

  
     

 

      
  
              

     
 
   

  
               (1.23) 

 ضا ثهٛضت ظیط تؼطیف ٔی وٙیٓ( 1.1)حبَ تبثغ ثبلیٕب٘سٜ ٔؼبزِٝ انّی 

                                                                                          (1.24)       

 ظیطا زض ایٙهٛضت ذٛاٞیٓ زاقت           ایٙه ثطای اثجبت لًیٝ وبفی اؾت ٘كبٖ زٞیٓ وٝ 

                                                                                                (1.25) 

ٔی   ضا ٘ؿجت ثٝ          حبَ ثؿٍ تیّٛض تبثغ .                ٚ اظ َطف زیٍط ٔی زا٘یٓ 

 ٘ٛیؿیٓ



23 

 

                                                   
 

  
  
         

   
 
   

  
             (1.26) 

 زاضیٓ ( 1.23)ثٙبثطایٗ ثب تٛخٝ ثٝ ضاثُٝ 

          
 

  
  
         

   
 
   

  
     

 

  
  
            

   
 
   

  
       (1.27) 

 .ٚ اثجبت وبُٔ ٔی قٛز

 :2-3قضیه 

𝜑( 1.14)ثسؾت آٔسٜ اظ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا ( 1.18)فطو وٙیس خّٕٝ ٞبی ؾطی خٛاة 
 
    ،

𝜑
 
    ،𝜑

 
 ٚخٛز زاقتٝ ثبقس ثُٛضیىٝ      زض ایٗ نٛضت اٌط . ثبقٙس... ٚ     

                                                 𝜑          𝜑
 
          (1.28) 

𝜑   آٍ٘بٜ ؾطی خٛاة
 
     

 .ٍٕٞطاؾت    

 :اثثات

           ز٘جبِٝ
 .ضا ثهٛضت ظیط تؼطیف ٔی وٙیٓ   

                                    

 
 
 

 
 
      𝜑                                            

       𝜑     𝜑                             

      𝜑     𝜑     𝜑            
 

      𝜑     𝜑       𝜑    

                     (1.29) 

          حبَ ثبثت ٔی وٙیٓ وٝ 
 زض ٘ظط ٔی ٌیطیٓ وٝ. ٔی ثبقس ℝیه ز٘جبِٝ وٛقی زض فًبی ٞیّجطت    
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           𝜑          𝜑
 
        𝜑

   
       

        𝜑
  
                                                                                        (1.30) 

 زاضیٓ        ٚ      ٚ ثطای ٞط 

                                             

                                          

       𝜑
  
             𝜑

  
               𝜑

  
      

 
      

   
        𝜑

  
                                                                  (1.31) 

 ثسؾت ٔی آٚضیٓ      ثٙبثطایٗ چٖٛ 

                                                                                     (1.32) 

          ثٙبثطایٗ 
𝜑 ثٛزٜ ٚ ؾطی  ℝیه ز٘جبِٝ وٛقی زض فًبی ٞیّجطت    

 
     

ٍٕٞطا ٔی ثبقس ٚ     

 .اثجبت وبُٔ ٔی قٛز

 :1-3قضیه 

𝜑 فطو وٙیس ؾطی 
 
     

( 1.18)ٍٕٞطا ثبقس ٚ ثط َجك ( 1.1)ثٝ خٛاة ٔؿبِٝ  1-2زض لًیٝ     

ф
 
     𝜑

 
    

 ثبقس آٍ٘بٜ( 1.1)خٛاة تمطیجی ٔؿبِٝ     

                                ф
 
     

 

   
        𝜑

  
                   (1.33) 

 :اثثات
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 ٘بٔؿبٚی ظیط ضا زاضیٓ 2-1اظ لًیٝ 

                                         
      

   
        𝜑

  
               (1.34) 

 ثٙبثطایٗ       ٚ         ٔیُ ٔی زٞیٓ آٍ٘بٜ     ضا ثٝ ؾٕت   حبَ 

                                      ф
 
     

 

   
        𝜑

  
             (1.35) 

 .وبُٔ اؾت ٚ اثجبت

 تؼطیف وٙیٓ       ثٝ ػجبضت زیٍط ثطَجك لًیٝ اٌط ٔب ثطای ٞط

                                   

 𝜑       

 𝜑     
                𝜑

 
      

                               𝜑
 
      

                   (1.36) 

𝜑 آٍ٘بٜ ؾطی        زاقتٝ ثبقیٓ       حبَ اٌط 
 
     

ٍٕٞطا ذٛاٞس ثٛز      ثٝ خٛاة     

 ٚوطاٖ ذُب ػجبضت ذٛاٞس ثٛز اظ 

                                  𝜑
 
    

     
 

   
        𝜑

  
            (1.37)    

َٛضی ثسؾت ٔی آیس وٝ قطٌ ثبلا ضخ   زض حبِت وّی زض ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی 

ثسؾت ٔی آیس وٝ ثٝ َٛض وبُٔ زض         ٔی زٞس ٔؼٕٛلاً ایٗ پبضأتط یب ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ ضؾٓ ٕ٘ٛزاض 

فهُ ثؼس ثحث ذٛاٞس قس ٚ یب اظ ٔیٙیٕٓ وطزٖ ذُبی ثبلیٕب٘سٜ وٝ ثهٛضت ظیط ثسؾت ٔی آیس ٔی تٛاٖ ٔمساض 

 . [32]ضا ٔحبؾجٝ وطز   ثٟیٙٝ پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی 

                                                             
 

 
                             (1.38) 

 .یب اظ ٔؼبزِٝ خجطی ظیط ٔی تٛاٖ آٖ ضا ٔحبؾجٝ وطز       وٝ اظ ضؾٓ 
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                                        (1.39) 

ثٙبثطایٗ ٕٞٛاضٜ . ض ظٔبٖ ثط اؾت ٍٔط ایٙىٝ ٔطتجٝ تمطیت وٕتط ثبقساظ ضاثُٝ ثبلا ثؿیب       ثسؾت آٚضزٖ 

 . اضخح اؾت        ضٚـ ضؾٓ ٕ٘ٛزاض 

ایٙه ثب خعئیبت ٚ ٔثبَ ثٝ قطح ضٚـ زض حبِت ٔؼبزِٝ زیفطا٘ؿیُ ٔؼِٕٛی ٚ ٔكتمبت خعئی ٚ ٔؼبزلات ا٘تٍطاَ 

زلت ٔی وٙیٓ وٝ زض وّیٝ ٔٛاضز ٔؼبزلات ٔٛضز  .زیفطا٘ؿیُ ٔی پطزاظیٓ -ٚ ٔؼبزلات ا٘تٍطاَ 15ٚ فطزّٞٓ 14ِٚتطا

 .  ثحث خٛاة یىتبیی زاض٘س

36هسیر تهینه یک ضیء ضناور: هعادله دیفرانسیل هعوولی 3-4
 

ٔیٙیٕٓ وطزٖ وبٞف . انُىبن اظ ٔٙبثغ انّی وبٞف ا٘طغی ٞؿتٙس ٘یطٚٞبی زض ؾیبَ ٞب، ثطای حطوت اقیبء

چٙسیٗ ضٚـ ثطای وبٞف ٘یطٚی انُىبن ٚخٛز زاضز وٝ یىی اظ . ا٘طغی ثٝ پبییٗ آٚضزٖ ٔهطف ا٘طغی ٔی ا٘دبٔس

٘یطٚی انُىبن ثٝ چٍبِی ؾیبَ، ثٝ يطیت انُىبن، ؾُح . آٟ٘ب یبفتٗ ٔؿیط ثٟیٙٝ ثطای حطوت قیء اؾت

ثب ایٗ حبَ ایٗ پبضأتطٞب زض ََٛ حطوت تغییط ٔی وٙٙس یه حبِت . ؾطػت ثؿتٍی زاضز ٔمُغ ػطيی ٚ ثٝ

ٔحٛ ٔی قٛز ٚ ثمیٝ پبضأتط ( تبثغ ٕ٘بئی)ذبل ٚلتی اؾت وٝ زض آٖ چٍبِی ؾیبَ زض ََٛ حطوت ثهٛضت ٕ٘بئی 

 [33]ٔؼبزِٝ ثسٖٚ ثؼس ٔؿیط ثٟیٙٝ زض ایٗ حبِت ثهٛضت ظیط ٔی ثبقس . ٞب ثبثت فطو ٔی قٛ٘س

                                      
 
                              (1.40)      

 .فبنّٝ ٔی ثبقٙس/ثتطتیت ٔطثٌٛ ثٝ پبضأتط تغییط چٍبِی ٚ ٘ؿجت اضتفبع  ٚ   وٝ زض آٖ 

ثٝ  تبثغ حسؼ آغبظی      ٚ   ، اپطاتٛض غیط ذُی ℒػٍّٕط ذُی وٕىی ( 1.40)ثب زض ٘ظط ٌطفتٗ ٔؼبزِٝ 

 .نٛضت ظیط تؼطیف ٔی قٛ٘س

                                                           
14

 Volterra 
15

 Fredholm 
16

 Optimum path of flying object 



27 

 

                     ℒ         
        

   
                                                     (1.41) 

                               
        

   
        

        

   
 
 

            (1.42) 

                                                                                                    (1.43) 

 ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا ضا ثهٛضت ظیط ذٛاٞیٓ زاقت       آٍ٘بٜ  ثب فطو 

                      ℒ                                                 (1.44)    

 ثٝ نٛضت ظیط تؼطیف ٔی قٛز   وٝ زض آٖ 

                                                         
                 
                 

                     (1.45) 

                   ٚ ٕٞچٙیٗ

             
 

      
  
    

     
        

  
        

   
   

                           
                 

       
    

                  (1.46) 

 ػجبضتٙس اظ ( 1.44)ٚ قطایٍ ٔطظی ثطای 

                                                                                       (1.47) 

 ثهٛضت ظیط ثسؾت ٔی آیس     اْ اظ خٛاة   ٚ ٟ٘بیتبً تمطیت ٔطتجٝ 

                                                            
 
                     (1.48) 

 چٙس تمطیت اِٚیٝ ػجبضتؿت اظ
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          (1.49) 

 ضعیف در حالت غیر خغی نتایج و تحث 1-4-1

 ط ثسؾت آٚضز ضا ٕٞچٙیٗ ٔی تٛاٖ ثب اؾتفبزٜ اظ وبٞف ٔطتجٝ ثهٛضت ظی( 1.40)خٛاة زلیك ٔؿبِٝ 

                         
 

   
            

   
 
        

       
               (1.50) 

خٛاة ٚخٛز ثٙبثطایٗ ٕ٘ی تٛاٖ ا٘تظبض  ٔی قٛز ثٝ اظای ثؼًی ٘مبٌ ٔٙفی       آٍ٘بٜ آضٌٛٔبٖ      ٚلتی 

ٕٞبُ٘ٛضیىٝ لجلاً ٌفتٝ قس . ٘یع ٔی ثبقس  قبُٔ پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی ( 1.48)خٛاة تمطیجی  .زاقت

ایٗ وبض ثطای وٕیّت ٞبی  . اؾتفبزٜ ٔی وٙیٓ        اظ ضٚـ ضؾٓ   ثطای ثسؾت آٚضزٖ ٔمساض ٔٙبؾت 

  .ضؾٓ قسٜ اؾت 2-1ٚ  1-1زض قىُ   ٚ   ثطای ٔمبزیط ٔرتّف        ٚ       

 

 .            ٚ       ثب      ثٛؾیّٝ تمطیت ٔطتجٝ        ثطای         ضؾٓ : 1-1قىُ 
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ٕٞچٙیٗ . ٔی ثبقس ٚ ثسیٙٛؾیّٝ ٍٕٞطایی تًٕیٗ ٔی قٛز     ٕٞبُ٘ٛضیىٝ زیسٜ ٔی قٛز ٔمساض ٔٙبؾت 

 . ضؾٓ قسٜ اؾت 4-1ٚ  3-1خٛاة ٔؿبِٝ زض قىُ ٞبی   ٚ   ٚ ثطای ٔمبزیط ٔرتّف   ثٝ اظای ایٗ 

 

 

 .            ٚ       ثب      ثٛؾیّٝ تمطیت ٔطتجٝ         ثطای         ضؾٓ : 2-1قىُ 

 

 .            ٚ       ثب      ٔطتجٝ  ی اظتمطیج خٛاة: 3-1قىُ 
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 .    ٚ                     ثب      ٔطتجٝ  ی اظتمطیج خٛاة: 4-1قىُ 

ٔمساض ٔٙبؾجی ٔی ثبقس ٔب ثب تٛخٝ ثٝ زاقتٗ خٛاة زلیك، تبثغ ذُبی      ثطای تبئیس ایٗ ُّٔت وٝ 

      ٚلتی   ٚ   ٘ؿجت ثٝ ٞط زٚی  5-1تؼطیف قسٜ اؾت ضا زض قىُ  2-تمطیجی ظیط ضا وٝ ثٛؾیّٝ ٘طْ

 .ضؾٓ وطزٜ ایٓ

                                   
 

  
                     

   
    

 

 
                        (1.51) 

 .             ثطای         وٝ زض آٖ 

 

 .     ثب   ٚ   ٘ؿجت ثٝ ٞط زٚی  (1.51) تبثغ ذُبی تمطیجی: 5-1قىُ 
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 قوی در حالت غیر خغی نتایج و تحث 2-4-1

زض ایٗ لؿٕت ٘كبٖ . لٛیتط ٔی قٛز( 1.40)ثعضي ا٘تربة قٛ٘س لؿٕت غیط ذُی ٔؿبِٝ   ٚ   ٚلتی ٔمبزیط 

 9-1ٚ  8-1، 7-1، 6-1زض قىُ ٞبی . ٔی زٞیٓ وٝ ٕٞچٙبٖ ٔب ٔی تٛا٘یٓ خٛاثٟبی تمطیجی ذٛثی ثسؾت آٚضیٓ

ا٘دبْ قسٜ ٚ ٕٞعٔبٖ تبثغ   ٚ   ثطای ٔمبزیط ٔرتّف        ٚ       ثطای وٕیّت ٞبی          ضؾٓ 

ذُبی ٔتٙبظط ثب آٟ٘ب یؼٙی اذتلاف خٛاة زلیك اظ تمطیت ثطای ٔمبزیط ٔرتّف پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی 

 .ضؾٓ قسٜ اؾت

 

 

تبثغ ذُبی ( ؾٕت ضاؾت -ة. )     ٚ     ثب      ثٛؾیّٝ تمطیت ٔطتجٝ         ضؾٓ  (ؾٕت چپ -اِف) :6-1قىُ 

 (    ) ٘مُٝ چیٗ (       ) ذٍ چیٗ (       )ذٍ تیطٜ        ٔطتجٝ ی اظمطیجتخٛاة 
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تبثغ ذُبی ( ؾٕت ضاؾت -ة. )     ٚ     ثب      ثٛؾیّٝ تمطیت ٔطتجٝ         ضؾٓ  (ؾٕت چپ -اِف) :7-1قىُ 

 (       ) ٘مُٝ چیٗ (        ) ذٍ چیٗ (        )ذٍ تیطٜ        ٔطتجٝ ی اظتمطیجخٛاة 

 

 

تبثغ ذُبی ( ؾٕت ضاؾت -ة. )    ٚ       ثب      ثٛؾیّٝ تمطیت ٔطتجٝ         ضؾٓ  (ؾٕت چپ -اِف) :8-1قىُ 

 (       ) ٘مُٝ چیٗ (        ) ذٍ چیٗ (        )ذٍ تیطٜ        ٔطتجٝ ی اظتمطیجخٛاة 
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تبثغ ذُبی ( ؾٕت ضاؾت -ة. )    ٚ       ثب      ثٛؾیّٝ تمطیت ٔطتجٝ         ضؾٓ  (ؾٕت چپ -اِف) :9-1قىُ 

 (       ) ٘مُٝ چیٗ (        ) ذٍ چیٗ (        )ذٍ تیطٜ        ٔطتجٝ ی اظتمطیجخٛاة 

 .تٟیٝ قسٜ اؾت 1-1خسَٚ  لٛی ثطای ٔمبیؿٝ زلیمتط خٛاة تمطیجی اظ خٛاة زلیك زض حبِت غیط ذُی

 (1.40)ٔمبیؿٝ خٛاة زلیك اظ خٛاة تمطیجی زض حبِت لٛی غیط ذُی ٔؿبِٝ : 1-1خسَٚ 
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 هعادله ارتعاش خغی هنفرد: تا هطتقات جسئیدیفرانسیل  هعادله 5-1

، ضؾیٛضٞب ٚ ثّٙس زوُ ٞبزض َطاحی      ٚلتی   ُٔبِؼٝ ٔؼبزِٝ ٔٛج ثب غكبء ٔسٚض ذیّی ثعضي ثب قؼبع 

  [35-34] ایٗ ٔسَ ثهٛضت ظیط ٘ٛقتٝ ٔی قٛز . ٌٛٞب ٘مف ٟٕٔی ثبظی ٔی وٙس

                                           
   

   
 

 

 

  

  
 

 

  
   

   
                          (1.52) 

 ٚ قطایٍ آغبظی ػجبضتؿت اظ

                                                          
  

  
                       (1.53) 

 .ؾطػت ٔٛج اضتؼبـ آظاز ٔی ثبقس  ظٔبٖ ٚ  -خبثدبیی ٔىبٖ       وٝ زض آٖ 

 ثهٛضت ظیط تؼطیف ٔی قٛز ℒػٍّٕط ذُی وٕىی ( 1.52)ثب زض ٘ظط ٌطفتٗ ٔؼبزِٝ 

                                          ℒ           
          

   
                              (1.54) 

 وٝ ٚیػٌی ظیط ضا زاضاؾت

                                              ℒ                                             (1.55) 

ُٔبثك ثب ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی اپطاتٛض غیط . ٔی ثبقٙس  تٛاثؼی ٚاثؿتٝ ثٝ قؼبع غكبء       ٚ       وٝ زض آٖ 

 .ثٝ نٛضت ظیط تؼطیف ٔی قٛ٘س تبثغ حسؼ آغبظی        ٚ             ذُی 

                               
          

   
    

          

   
 

 

 

          

    
    (1.56) 

                                                                                             (1.57) 

 ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا ضا ثهٛضت ظیط ذٛاٞیٓ زاقت         آٍ٘بٜ ثب فطو 
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                      ℒ                                                 (1.58)    

 ثٝ نٛضت ظیط تؼطیف ٔی قٛز   وٝ زض آٖ 

                                                         
                 
                 

                        (1.59) 

                   ٚ ٕٞچٙیٗ

               
 

      
  
    

     
          

  
        

   
   

                             
                 

        
 

 
      
                (1.60) 

 ػجبضتٙس اظ ( 1.58)ٚ قطایٍ ٔطظی ثطای 

                                                                
                          (1.61) 

 ثهٛضت ظیط ثسؾت ٔی آیس       اْ اظ خٛاة   تجٝ ٚ ٟ٘بیتبً تمطیت ٔط

                                                                       
 
             (1.63) 

 ثطای ٕ٘ٛ٘ٝ فطو وٙیس 

                                                                
 

 
                               (1.64) 

 ثهٛضت ظیط ٔحبؾجٝ ٔی قٛز( 1.63)آٍ٘بٜ چٙس تمطیت اِٚیٝ ُٔبثك ثب 

           
 

 
   

           
 

 
     

 

 

    

  
         

           
 

 
                 

 

 

     

  
 

 

 

      

  
 

 

  

      

  
  (1.65) 
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     )ذٍ تیطٜ      ثب      ثٛؾیّٝ تمطیت ٔطتجٝ         ضؾٓ  :10-1قىُ 
     ) ذٍ چیٗ (        

         ) 

 

ضا         ( 1.63)ضٚی ٍٕٞطایی ؾطی خٛاة   ثطای زؾت یبثی ثٝ اثط پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی 

       ثطای
         ٚ     

      ىٝ زیسٜ ٔی قٛز ٕٞبُ٘ٛضی. ضؾٓ وطزٜ ایٓ 10 -1زض قىُ          

ضؾٓ قسٜ ثٝ ٕٞطاٜ ذُبی ثبلیٕب٘سٜ آٖ          خٛاة تمطیجی  11-1زض قىُ . ٔمساض ٔٙبؾجی ٔی ثبقس

زیسٜ ٔی قٛز خبثدبیی ثب افعایف ظٔبٖ ٚ ؾطػت ٔٛج ذیّی ؾطیغ افعایف ٔی  12-1ٕٞبُ٘ٛضیىٝ زض قىُ . اؾت

 .  یبثس زض حبِیىٝ قؼبع غكبء ثبثت اؾت
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 .ٚ ذُبی ثبلیٕب٘سٜ آٖ     ٚ     ثب      ٔطتجٝ  ی اظتمطیج خٛاة: 11-1قىُ 

 

 

 .      ٞبی ٔرتّف ثب  ٘ؿجت ثٝ ظٔبٖ ثطای      ٔطتجٝ  ی اظتمطیج خٛاة: 12-1قىُ 

 رال فردهلنگهعادلات انت 5-1

، 17زیٙبٔیه ؾیبلاتثؿیبضی اظ پسیسٜ ٞبی غیط ذُی وٝ زض ثؿیبضی اظ ظٔیٙٝ ٞبی ػّٕی ظبٞط ٔی قٛ٘س اظ لجیُ 

، خغطافی، اِىتطیؿیتٝ ٚ 20، ضیبيیبت ثیِٛٛغی، ؾیٙتیه قیٕیبیی19، فیعیه پلاؾٕب18فیعیه حبِت خبٔس

                                                           
17

 Fluid dynamics 
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، ٔی 23، التهبز ٚ ٘ظطیٝ نف22، پسیسٜ ٞبی اضثی زض ثیِٛٛغی، ٔىب٘یه وٛا٘ت21ْٛٔغٙبَیؽ، ٘ظطیٝ خٙجكی ٌبظٞب

ٝ ٞبی ػّٕی قبٞس ٞؿتٙس ٔؼبزلات ا٘تٍطاَ ٕٞبُ٘ٛضیىٝ ٘ٛقت. تٛا٘ٙس ثهٛضت ٔؼبزلات ا٘تٍطاَ ظبٞط قٛ٘س

زض ایٗ ثرف ثٝ قطح ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی ضٚی ایٗ ٘ٛع ٔؼبزلات وٝ . فطزّٞٓ ٘ٛع زْٚ ثرف ٟٕٔی اظ آٟ٘بؾت

 .[36]زض حبِت وّی ثهٛضت ظیط اؾت ٔی پطزاظیٓ 

                                                      
 

 
          (1.66)                        

     ٞؿتٝ ٔؼبزِٝ ا٘تٍطاَ ٔی ثبقس،        تبثغ ٔدَٟٛ ٔی ثبقس وٝ ثبیس ٔؼیٗ ثكٛز،      وٝ زض آٖ 

فطو . ٔی ثبقٙس     ثٝ تطتیت ػٍّٕطٞبی ذُی ٚ غیط ذُی ضٚی         ٚ         تبثغ تحّیّی ثٛزٜ، 

پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ     ثبقس ٚ      تبثغ حسؼ آغبظی ثطای خٛاة زلیك ٔؼبزِٝ یؼٙی       وٙیس 

     پبضأتط ٘كب٘سٜ ثبقس آٍ٘بٜ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ نفط ضا ثهٛضت ظیط ٔی ؾبظیٓ        ٍٕٞطایی ٚ 

                               𝜑                 𝜑                    (1.67) 

 ثهٛضت ظیط زازٜ ٔی قٛز       𝜑  تبثغ ٔدَٟٛ ٔی ثبقس وٝ ثبیس ٔؼیٗ قٛز ٚ       𝜑آٖ  وٝ زض

  𝜑       𝜑                     𝜑         𝜑       
 

 
    (1.68) 

 ثهٛضت ظیط زض ٔی آیس( 1.67)ٔؼبزِٝ     ٚلتی 

                                               𝜑                                           (1.69) 

                                                                                                                                                                                           
18

 Solid state physics 
19

 Plasma physics 
20

 Chemical kinetics 
21

 Kinetic theory of gases 
22

 Quantum mechanics 
23

 Queuing theory 



39 

 

ثٝ ٔؼبزِٝ ظیط ٔٙدط ٔی ( 1.67)ٔؼبزِٝ     ضا ٘تیدٝ ٔی زٞس ٚ اٌط             𝜑 وٝ ثٝ آؾب٘ی

 قٛز

                                                          𝜑                                     (1.70)                                              

 .ٔی ثبقس( 1.66)آٍ٘بٜ زلیمبً ٔؼبزِٝ            𝜑وٝ اٌط 

 ٔی ٘ٛیؿیٓ آٍ٘بٜ  ضا ٘ؿجت ثٝ       𝜑حبَ ثؿٍ ؾطی تیّٛض 

                                     𝜑                   
     

                 (1.71) 

 آٖوٝ زض 

                                        
  

  𝜑     

   
 
   

                          (1.72) 

٘ىتٝ ٟٔٓ وٝ ایٙدب لبثُ شوط اؾت ایٗ اؾت وٝ پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی َٛضی ا٘تربة ٔی قٛز وٝ ؾطی 

 یؼٙی ؾطی ظیط     زض ( 1.71)

                                                                
    
                          (1.73) 

 . ذٛاٞس ثٛز( 1.66)ٍٕٞطا ثبقس زض ایٗ نٛضت ٕٞبُ٘ٛض وٝ ثؼساً اثجبت ذٛاٞس قس ثطاثط ثب خٛاة زلیك 

 .بزٜ ٔی وٙیٓ وٝ ثٝ قطح ظیط ؾبذتٝ ٔی قٛزاظ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا اؾتف      ثطای ثسؾت آٚضزٖ 

 ثطزاض ظیط ضا تؼطیف ٚ زض ٘ظط ٔی ٌیطیٓ 
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ضا ٔی تٛاٖ اظ ضٚی ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ نفط ٕٞبُ٘ٛضیىٝ زض ازأٝ ٔی آیس       ( 1.72)ثب تؼطیف  ُٔبثك

   اْ ٔی ٌیطیٓ ٚ ؾپؽ ثٝ   ٔكتك ٔطتجٝ ( 1.67)اظ َطفیٗ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ نفط . ثسؾت آٚضز

 اقتآٍ٘بٜ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا ضا ثهٛضت ظیط ذٛاٞیٓ ز. حؿبة ٔی وٙیٓ    تمؿیٓ وطزٜ ٚ آٍ٘بٜ زض 

                                                                               (1.74) 

 وٝ زض آٖ

                                                    
              
               

                                 (1.75) 

 ثهٛضت ظیط ثسؾت ٔی آیس              ٚ 

              
 

      
  
     𝜑      

     
 
   

 
 

      
  
            

     
    

     
 
   

 (1.76) 

ثٝ ؾبزٌی ( 1.76)اظ ضاثُٝ ( 1.74)زض ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا              تٛخٝ ٔی ٕ٘بییٓ وٝ 

ثب تٛخٝ ثٝ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا یه ضاثُٝ . ثسؾت ٔی آیس       ٔحبؾجٝ ٔی قٛز ٚ تٟٙب ثط حؿت 

اْ   ضا ثسؾت ٔی زٞس ٚ ٟ٘بیتبً تمطیت ٔطتجٝ        ثبظٌكتی ثٛزٜ پؽ ثهٛضت ثبظٌكتی یه پؽ اظ زیٍطی 

 ثهٛضت ظیط ثسؾت ٔی آیس     اظ 

                                                         
 
              (1.77) 

ٔی ثبقس وٝ ٘مف ٟٕٔی زض ؾطیغ تط وطزٖ ٍٕٞطایی زاضز وٝ   خٛاة ؾطی ثبلا ٕٞچٙبٖ زاضای پبضأتط ٔدَٟٛ 

  .ثسؾت ٔی آیس        ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ ضؾٓ 

 (قضیه هوگرایی: )4-3قضیه 
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ٞب       ٚ ( 1.66)تبثغ حسؼ آغبظی ثطای خٛاة       ٍٕٞطا ثبقس وٝ زض آٖ ( 1.73)فطو وٙیس ؾطی 

زض         ٕٞچٙیٗ فطو وٙیس . ثسؾت ٔی آیٙس( 1.74)اظ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا     ثطای 

 .ذٛاٞس ثٛز( 1.66)خٛاة ٔؼبزِٝ انّی ( 1.73)ػٍّٕط ا٘مجبيی ثبقس آٍ٘بٜ ؾطی  ( 1.66)

 :اثثات

 ثطای اثجبت لًیٝ تؼطیف ٔی وٙیٓ

                                          
 

  
  
          

     
    

   
 
   

             (1.78) 

      ا٘مجبيی ٔی ثبقس ٚ   حبَ ثب تٛخٝ ثٝ ایٙىٝ ػٍّٕط غیطذُی 
    
آٍ٘بٜ  اؾتٍٕٞطا       ثٝ    

      
    
 . [37]ٍٕٞطا ٔی ثبقس          ثٝ    

 ٍٕٞطا ثبقس آٍ٘بٜ     ثٝ تبثغ ( 1.73)فطو وٙیس ؾطی 

                                                 for                      (1.79) 

 ثب تٛخٝ ثب ایٙىٝ ( 1.75)زض ایٙهٛضت ثب اؾتفبزٜ اض تؼطیف 

                   
 
      

                                                          

                                                                                                        (1.79) 

 ذٛاٞیٓ زاقت

                                    
  
                           (1.80) 

 ثسؾت ٔی آٚضیٓ( 1.74)ثٙبثطایٗ ثب تٛخٝ ثٝ 
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        (1.81) 

 آٍ٘بٜ    چٖٛ 

                                                           
  
                                 (1.82) 

 ضیٓثسؾت ٔی آٚ( 1.78)ٚ ( 1.72)ٚ ( 1.68)ِصا ثب زض ٘ظط ٌطفتٗ 

                  
  
     

                     
  
   

                   
 

      
  
            

     
    

      
   

 
 

 
       

                                                
 

 
     

      

          
  
         

                    
  
               

  
    

 

 
     

        
  
                           

  
             

  
    

 

 
     

                                  
 

 
                                 (1.83) 

      زض ضاثُٝ ثبلا اظ ایٗ ٘ىتٝ اؾتفبزٜ قسٜ وٝ 
    
       ٚ      ثٝ    

    
         ثٝ    

 ثٝ ضاثُٝ ظیط ٔی ضؾیٓ( 1.82)ایٙه ثب تٛخٝ ثٝ . ٍٕٞطا ٔی ثبقس

                                               
 

 
              (1.84) 

 .ٔی ثبقس ٚ اثجبت وبُٔ اؾت( 1.66)خٛاة زلیك      ثٙبثطایٗ 
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 3-3هثال 

 ٔؼبزِٝ ا٘تٍطاَ فطزّٞٓ ذُی ظیط ضا زض ٘ظط ٔی ٌیطیٓ

                                                   
 

 
 

                            (1.85) 

ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا ثطای ٔؼبزِٝ فٛق ثهٛضت ظیط .          خٛاة زلیك ٔؼبزِٝ ثبلا ػجبضتؿت اظ 

 حبنُ ٔی قٛز

                                                      
 

 
 

    

ٞب ثهٛضت ثبظٌكتی ثب اؾتفبزٜ اظ       ثٝ ػٙٛاٖ تمطیت آغبظی ٚ ٔحبؾجٝ         آٍ٘بٜ ثب ا٘تربة 

 ثٝ نٛضت ظیط ثسؾت ٔی آیس( 1.77)ضاثُٝ ثبلا ٔی تٛا٘یٓ خٛاثٟبی تمطیجی ؾطی خٛاة ُٔبثك ثب 

                    

          
 

  
                              

          
 

   
                                         

                                                                                          (1.86) 

ثطای وٕیت ٞبی         خٟت ٍٕٞطایی خٛاة تمطیجی ؾطی،   ثطای ثسؾت آٚضزٖ ثبظٜء ٔٛثط ثطای 

اقتطان ذٍ ٞبی ضاؾت تِٛیس قسٜ زض ٔٙحٙی ثبظٜ ٔؼتجط ضا . ضؾٓ قسٜ اؾت 13-1زض قىُ         ٚ       

  ٕٞچٙیٗ تبثغ ذُب یؼٙی اذتلاف خٛاة تمطیجی اظ ٚالؼی ثطای . ثطای پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی ٔی زٞس

 .ضؾٓ قسٜ اؾت 14-1ٞبی ٔرتّف زض قىُ 
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   )ذٍ تیطٜ   ،    ثٛؾیّٝ تمطیت ٔطتجٝ         ضؾٓ  :13-1قىُ 
   ) ذٍ چیٗ (       

        ) 

 

 

٘مُٝ چیٗ (        ) ذٍ چیٗ (        )ذٍ تیطٜ        ٔطتجٝ ی اظتمطیجتبثغ ذُبی خٛاة  :14-1قىُ 

(       .) 

 2-3هثال 

 ٔؼبزِٝ ا٘تٍطاَ فطزّٞٓ غیطذُی ظیط ضا زض ٘ظط ٔی ٌیطیٓ

                                        
 

 
           

 

 
 

                            (1.87) 
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ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا ثطای ٔؼبزِٝ فٛق ثهٛضت ظیط .          خٛاة زلیك ٔؼبزِٝ ثبلا ػجبضتؿت اظ 

 حبنُ ٔی قٛز

                 

                      
 

 
            

   
               

 

 
 

     

ٞب ثهٛضت ثبظٌكتی ثب اؾتفبزٜ اظ       ثٝ ػٙٛاٖ تمطیت آغبظی ٚ ٔحبؾجٝ         آٍ٘بٜ ثب ا٘تربة 

 ثٝ نٛضت ظیط ثسؾت ٔی آیس( 1.77)ضاثُٝ ثبلا ٔی تٛا٘یٓ خٛاثٟبی تمطیجی ؾطی خٛاة ُٔبثك ثب 

          
 

 
            

          
 

 
                 

         
 

   
                                           

      ثطای وٕیت         خٟت ٍٕٞطایی خٛاة تمطیجی ؾطی،   ٔٛثط ثطای  ءثطای ثسؾت آٚضزٖ ثبظٜ

ضؾٓ قسٜ اؾت ذٍ ضاؾت تِٛیس قسٜ زض ٔٙحٙی ثبظٜ ٔؼتجط ضا ثطای پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ  15-1زض قىُ 

 . ٍٕٞطایی ٔی زٞس

 

    یؼٙی     ثٛؾیّٝ تمطیت ٔطتجٝ         ضؾٓ  :15-1قىُ 
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 .ضؾٓ قسٜ اؾت 16-1ٞبی ٔرتّف زض قىُ   ٕٞچٙیٗ تبثغ ذُب یؼٙی اذتلاف خٛاة تمطیجی اظ ٚالؼی ثطای 

 

 

٘مُٝ چیٗ (        ) ذٍ چیٗ (        )ذٍ تیطٜ        ٔطتجٝ ی اظتمطیجتبثغ ذُبی خٛاة  :16-1قىُ 

(       .) 

 انتکرال ولترا هعادلات 6-1

زض ایٗ ثرف ثٝ قطح ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی ضٚی ٔؼبزلات ا٘تٍطاَ ِٚتطا ٘ٛع زّْٚ وٝ زض حبِت وّی ثهٛضت ظیط 

 .[38]اؾت ٔی پطزاظیٓ 

                                                      
 

 
          (1.88)                        

     ٞؿتٝ ٔؼبزِٝ ا٘تٍطاَ ٔی ثبقس،        تبثغ ٔدَٟٛ ٔی ثبقس وٝ ثبیس ٔؼیٗ ثكٛز،      وٝ زض آٖ 

فطو . ٔی ثبقٙس     ثٝ تطتیت ػٍّٕطٞبی ذُی ٚ غیط ذُی ضٚی         ٚ         تبثغ تحّیّی ثٛزٜ، 

طَ وٙٙسٜ پبضأتط وٙت    ثبقس ٚ      تبثغ حسؼ آغبظی ثطای خٛاة زلیك ٔؼبزِٝ یؼٙی       وٙیس 

     پبضأتط ٘كب٘سٜ ثبقس آٍ٘بٜ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ نفط ضا ثهٛضت ظیط ٔی ؾبظیٓ        ٍٕٞطایی ٚ 

                               𝜑                 𝜑                    (1.89) 
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 ثهٛضت ظیط زازٜ ٔی قٛز       𝜑  تبثغ ٔدَٟٛ ٔی ثبقس وٝ ثبیس ٔؼیٗ قٛز ٚ       𝜑وٝ زض آٖ 

  𝜑       𝜑                     𝜑         𝜑       
 

 
    (1.90) 

 ثهٛضت ظیط زض ٔی آیس( 1.89)ٔؼبزِٝ     ٚلتی 

                                               𝜑                                           (1.91) 

ثٝ ٔؼبزِٝ ظیط ٔٙدط ٔی ( 1.89)ٔؼبزِٝ     ضا ٘تیدٝ ٔی زٞس ٚ اٌط             𝜑 وٝ ثٝ آؾب٘ی

 قٛز

                                                          𝜑                                     (1.92)                                              

 .ٔی ثبقس( 1.88)آٍ٘بٜ زلیمبً ٔؼبزِٝ            𝜑وٝ اٌط 

 ٔی ٘ٛیؿیٓ آٍ٘بٜ  ضا ٘ؿجت ثٝ       𝜑حبَ ثؿٍ ؾطی تیّٛض 

                                     𝜑                   
     

                 (1.93) 

 وٝ زض آٖ

                                        
  

  𝜑     

   
 
   

                          (1.94) 

٘ىتٝ ٟٔٓ وٝ ایٙدب لبثُ شوط اؾت ایٗ اؾت وٝ پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی َٛضی ا٘تربة ٔی قٛز وٝ ؾطی 

 یؼٙی ؾطی ظیط     زض ( 1.93)

                                                                
    
                          (1.95) 

 . ذٛاٞس ثٛز( 1.88)ٍٕٞطا ثبقس زض ایٗ نٛضت ٕٞبُ٘ٛض وٝ ثؼساً اثجبت ذٛاٞس قس ثطاثط ثب خٛاة زلیك 

 .اظ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا اؾتفبزٜ ٔی وٙیٓ وٝ ثٝ قطح ظیط ؾبذتٝ ٔی قٛز      ثطای ثسؾت آٚضزٖ 
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 یٓثطزاض ظیط ضا تؼطیف ٚ زض ٘ظط ٔی ٌیط 

                                                                                    (1.96) 

ضا ٔی تٛاٖ اظ ضٚی ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ نفط ٕٞبُ٘ٛضیىٝ زض ازأٝ ٔی آیس       ( 1.94)ثب تؼطیف  ُٔبثك

   اْ ٔی ٌیطیٓ ٚ ؾپؽ ثٝ   ٔكتك ٔطتجٝ ( 1.89)اظ َطفیٗ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ نفط . ثسؾت آٚضز

 اقتآٍ٘بٜ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا ضا ثهٛضت ظیط ذٛاٞیٓ ز. حؿبة ٔی وٙیٓ    تمؿیٓ وطزٜ ٚ آٍ٘بٜ زض 

                                                                               (1.97) 

 وٝ زض آٖ

                                                    
              
               

                                 (1.98) 

 ط ثسؾت ٔی آیسثهٛضت ظی              ٚ 

              
 

      
  
     𝜑      

     
 
   

 
 

      
  
            

     
    

     
 
   

 (1.99) 

ثٝ ؾبزٌی ( 1.99)اظ ضاثُٝ ( 1.97)زض ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا              تٛخٝ ٔی ٕ٘بییٓ وٝ 

ثب تٛخٝ ثٝ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا یه ضاثُٝ . ثسؾت ٔی آیس       ٔحبؾجٝ ٔی قٛز ٚ تٟٙب ثط حؿت 

اْ   ضا ثسؾت ٔی زٞس ٚ ٟ٘بیتبً تمطیت ٔطتجٝ        ثبظٌكتی ثٛزٜ پؽ ثهٛضت ثبظٌكتی یه پؽ اظ زیٍطی 

 ثهٛضت ظیط ثسؾت ٔی آیس     اظ 

                                                         
 
              (1.100) 

ٔی ثبقس وٝ ٘مف ٟٕٔی زض ؾطیغ تط وطزٖ ٍٕٞطایی زاضز وٝ   خٛاة ؾطی ثبلا ٕٞچٙبٖ زاضای پبضأتط ٔدَٟٛ 

  .ثسؾت ٔی آیس        ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ ضؾٓ 
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 (قضیه یکتایی: )5-3قضیه 

ثبقس ٚ   ػٍّٕط ذُی وطا٘ساض ثب وطاٖ         ٚ                        فطو وٙیس

(.                       )ٔی ثبقس  24ػٍّٕط غیط ذُی وٝ پیٛؾتٝ ِیپ قٛتع        

 .             وٝ زض آٖ       خٛاة یىتب زاضز ٞطٌبٜ ( 1.88)آٍ٘بٜ ٔؿبِٝ 

 :اثثات

 ثبقٙس آٍ٘بٜ( 1.88)زٚ خٛاة ٔرتّف ثطای ٔؿبِٝ    ٚ   فطو وٙیس 

                                      
 

 
    

                                    
 

 
              

 

 

       =    +       =  +  −     =                                                                                                

(1.101) 

 .ٚ اثجبت تٕبْ اؾت     یؼٙی          آٍ٘بٜ ثبیس زاقتٝ ثبقیٓ      ٚ چٖٛ 

 (قضیه هوگرایی: )6-3قضیه 

ٞب       ٚ ( 1.88)تبثغ حسؼ آغبظی ثطای خٛاة       ٍٕٞطا ثبقس وٝ زض آٖ ( 1.95)فطو وٙیس ؾطی 

زض قطٌ          ٕٞچٙیٗ فطو وٙیس . ثسؾت ٔی آیٙس( 1.97)اظ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا     ثطای 

خٛاة ٔؼبزِٝ ( 1.95)آٍ٘بٜ ؾطی  سق ٔی وٙس ن      ثب                        

 .ذٛاٞس ثٛز( 1.88)انّی 

 :اثثات

                                                           
24 Lipschitz continuous 



51 

 

 ثطای اثجبت لًیٝ تؼطیف ٔی وٙیٓ

                                          
 

  
  
          

     
    

   
 
   

             (1.102) 

      ا٘مجبيی ٔی ثبقس ٚ   حبَ ثب تٛخٝ ثٝ ایٙىٝ ػٍّٕط غیطذُی 
    
 ٍٕٞطا ٔی ثبقس      ثٝ    

      آٍ٘بٜ 
    
 . [37]ٍٕٞطا ٔی ثبقس          ثٝ    

 ٍٕٞطا ثبقس آٍ٘بٜ     ثٝ تبثغ ( 1.95)فطو وٙیس ؾطی 

                                                 for                           (1.103) 

 ثب تٛخٝ ثب ایٙىٝ ( 1.98)زض ایٙهٛضت ثب اؾتفبزٜ اض تؼطیف 

                   
 
      

                                                          

                                                                                                       (1.104) 

 ذٛاٞیٓ زاقت

                                    
  
                       (1.105) 

 ثسؾت ٔی آٚضیٓ( 1.74)ثٙبثطایٗ ثب تٛخٝ ثٝ 

                            
  
                       

  
        (1.106) 

 آٍ٘بٜ    چٖٛ 

                                                           
  
                                 (1.107) 

 ثسؾت ٔی آٚضیٓ( 1.99)ٚ ( 1.94)ٚ ( 1.90)ِصا ثب زض ٘ظط ٌطفتٗ 
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                                 (1.108) 

      زض ضاثُٝ ثبلا اظ ایٗ ٘ىتٝ اؾتفبزٜ قسٜ وٝ 
    
       ٚ      ثٝ    

    
         ثٝ    

 ثٝ ضاثُٝ ظیط ٔی ضؾیٓ( 1.107)ایٙه ثب تٛخٝ ثٝ . ٍٕٞطا ٔی ثبقس

                                               
 

 
              (1.109) 

 .ٔی ثبقس ٚ اثجبت وبُٔ اؾت( 1.88)خٛاة زلیك      ثٙبثطایٗ 

 1-3هثال 

 ٔؼبزِٝ ا٘تٍطاَ ِٚتطا ذُی اظ ٘ٛع ٔٙفطز يؼیف ظیط ضا زض ٘ظط ٔی ٌیطیٓ

                                
 

    
      

 

 
                               (1.110) 

 خٛاة زلیك ٔؼبزِٝ ثبلا ػجبضتؿت اظ 
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                                                                                    (1.111) 

 تبثغ ذُبی ٔىُٕ ٔی ثبقس وٝ ثٝ نٛضت ظیط تؼطیف ٔی قٛز        وٝ زض آٖ 

                                              
 

  
    

 
  

 

 
                           (1.112) 

 ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا ثطای ٔؼبزِٝ فٛق ثهٛضت ظیط حبنُ ٔی قٛز

                                      
 

    
         

 

 
    

ٞب ثهٛضت ثبظٌكتی ثب اؾتفبزٜ اظ       ٛاٖ تمطیت آغبظی ٚ ٔحبؾجٝ ثٝ ػٙ        آٍ٘بٜ ثب ا٘تربة 

 ثٝ نٛضت ظیط ثسؾت ٔی آیس( 1.100)ضاثُٝ ثبلا ٔی تٛا٘یٓ خٛاثٟبی تمطیجی ؾطی خٛاة ُٔبثك ثب 

                

                          

          
 

 
                                   (1.113) 

ت ٞبی ثطای وٕیّ        خٟت ٍٕٞطایی خٛاة تمطیجی ؾطی،   ثطای ثسؾت آٚضزٖ ثبظٜء ٔٛثط ثطای 

 ضؾٓ قسٜ اؾت 17-1زض قىُ        ٚ        ٚ     

 

   )ذٍ چیٗ  ،    ثٛؾیّٝ تمطیت ٔطتجٝ         ضؾٓ  :17-1قىُ 
   )ذٍ تیطٜ  (       

چیٗ  -ذٍ ٘مُٝ(       

(   
       ) 
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. اقتطان ذٍ ٞبی ضاؾت تِٛیس قسٜ زض ٔٙحٙی ثبظٜ ٔؼتجط ضا ثطای پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی ٔی زٞس

 .ضؾٓ قسٜ اؾت 18-1ٞبی ٔرتّف زض قىُ   ٕٞچٙیٗ تبثغ ذُب یؼٙی اذتلاف خٛاة تمطیجی اظ ٚالؼی ثطای 

 

 

٘مُٝ چیٗ (        ) چیٗ ذٍ (        )ذٍ تیطٜ        ٔطتجٝ ی اظتمطیجتبثغ ذُبی خٛاة  :18-1قىُ 

(       ) 

 4-3هثال 

 ٔؼبزِٝ ا٘تٍطاَ ِٚتطا غیطذُی ظیط ضا زض ٘ظط ٔی ٌیطیٓ

                    
 

 
  

 

 
               

 

 
                   (1.114) 

ثهٛضت ظیط ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا ثطای ٔؼبزِٝ فٛق .          خٛاة زلیك ٔؼبزِٝ ثبلا ػجبضتؿت اظ 

 حبنُ ٔی قٛز

                                       
 

 
  

 

 
       

        
   
               

 

 
                                                             (1.115) 
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ثبظٌكتی ثب اؾتفبزٜ اظ ٞب ثهٛضت       ثٝ ػٙٛاٖ تمطیت آغبظی ٚ ٔحبؾجٝ         آٍ٘بٜ ثب ا٘تربة 

 ثٝ نٛضت ظیط ثسؾت ٔی آیس( 1.100)ضاثُٝ ثبلا ٔی تٛا٘یٓ خٛاثٟبی تمطیجی ؾطی خٛاة ُٔبثك ثب 

         
 

 
                    

         
 

 
                        

  ثطای وٕیت         خٟت ٍٕٞطایی خٛاة تمطیجی ؾطی،   ثطای ثسؾت آٚضزٖ ثبظٜء ٔٛثط ثطای 
 

 
   ٚ

       ٚ    
 

 
اقتطان ذٍ ٞبی ضاؾت تِٛیس قسٜ زض ٔٙحٙی ثبظٜ ٔؼتجط ضا . ضؾٓ قسٜ اؾت 19-1زض قىُ   

 . ثطای پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی ٔی زٞس

 

    ، ذٍ چیٗ     ثٛؾیّٝ تمطیت ٔطتجٝ         ضؾٓ  :19-1قىُ 
  

 

 
   )ذٍ تیطٜ    

چیٗ  -ذٍ ٘مُٝ(        

(   
    

 

 
   ) 

 .ضؾٓ قسٜ اؾت 20-1ٞبی ٔرتّف زض قىُ   ٕٞچٙیٗ تبثغ ذُب یؼٙی اذتلاف خٛاة تمطیجی اظ ٚالؼی ثطای 
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 (.      )٘مُٝ چیٗ (     ) ذٍ چیٗ (       )ذٍ تیطٜ        ٔطتجٝ ی اظتمطیجتبثغ ذُبی خٛاة  :20-1قىُ 

 دیفرانسیل -رالگهعادلات انت 7-1

ثب تٛخٝ . [40-39]زیفطا٘ؿیُ ثٝ ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی ٔی پطزاظیس  -زض ایٗ لؿٕت ثٝ حُ ٔؼبزلات ا٘تٍطاَ

زیفطا٘ؿیُ خّٕٝ ٔكتك ٚخٛز زاضز ِصا اخطای ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی ضٚی  -ثٝ ایٙىٝ زض ٔؼبزلات ا٘تٍطاَ

ی یب ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ ثب زیفطا٘ؿیُ ؾُٟ ٚ ػیٙبً ٕٞب٘ٙس ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ ٔؼِٕٛ -ٔؼبزلات ا٘تٍطاَ

ٔب ثب یه ٔثبَ ثٝ حُ وّّی یه ؾیؿتٓ غیط ذُی ٔتكىُ اظ چٙسیٗ ٔؼبزلات . ٔكتمبت خعئی ٔی ثبقس

 .زیفطا٘ؿیُ ٔی پطزاظیٓ وٝ فطْ وّیّ آٖ ثٝ قىُ ظیط اؾت -ا٘تٍطاَ
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…                                                                                               (1.116) 

  
       

               
                       

        

                  
                   

         
 

 
 

                  
                   

         
 

 
           

ٞب       تٛاثغ پیٛؾتٝ چٙس ٔتغیطٜ ٞؿتٙس وٝ زازٜ قسٜ ا٘س    ٚ    ،   ٔطتجٝ ٔكتك ٚ   وٝ زض آٖ 

 .تٛاثؼی ٔدَٟٛ وٝ ثبیس پیسا قٛ٘س

 5-3هثال 

 .زؾتٍبٜ ٔؼبزلات ا٘تٍطاَ زیفطا٘ؿیُ غیط ذُی ظیط ضا زض ٘ظط ثٍیطیس

                             
            

 

 
  

 

 
         
 

 
 

                        
 

 
 

                    (1.117) 

 وٝ قطایٍ آغبظی ثطای ؾیؿتٓ ثبلا ػجبضتٙس اظ 

                                                                                 (1.118) 

 خٛاة زلیك ثطای ٔؼبزلات ثبلا ػجبضتٙس اظ

                                                                                         (1.119) 
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 ػٍّٕطٞبی ذُی ضا ثهٛضت ظیط ا٘تربة ٔی وٙیٓ

      ℒ  𝜑        
 𝜑      

  
 ℒ  𝜑        

  𝜑      

   
                   (1.120)           

 .ثبقٙسوٝ ٚیػٌیٟبی ظیط ضا زاضا ٔی 

                                                ℒ       ,  ℒ                                       

 ػٍّٕطٞبی غیط ذُی ضا ثهٛضت ظیط تؼطیف ٔی ٕ٘بییٓ( 1.117)ثب تٛخٝ ثٝ زؾتٍبٜ 

   𝜑       𝜑        
 𝜑      

  
 

 𝜑      

  
 

 

 
  

 

 
   𝜑        
 

 
 

   (1.121)   

   𝜑       𝜑        
  𝜑      

   
 𝜑            𝜑        

 

 
 

    (1.122) 

ٕٞچٙیٗ تٛاثغ حسؼ آغبظی ضا ثهٛضت ظیط . ا٘تربة ٔی وٙیٓ        ثطای ؾبزٌی وبض تبثغ وٕىی ضا 

 ا٘تربة ٔی وٙیٓ

                        𝜑                 𝜑                          (1.123)       

 ایٙه ٔؼبزلات زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا ثهٛضت ظیط حبنُ ٔی قٛز

                     ℒ                                                 (1.124) 

                     ℒ                                                  (1.125) 

 زض آٖوٝ 

                 
         

           
 

 
  

 

 
            
 

 
 

  (1.127)   

                 
                                  

 

 
 

        (1.128) 
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 ٚ قطایٍ آغبظی ثطای زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا ثهٛضت ظیط ٘ٛقتٝ ٔی قٛز

                                                
                                  (1.126) 

ٕٞچٙیٗ ثطای پی . ضؾٓ وطزٜ ایٓ        ٚ        ضا ثطای وٕیّت ٞبی         ٔب  21-1زض قىُ 

ی ٔمبزیط ٔرتّف پبضأتط ضا ثطا           ٚ             ثطزٖ ثٝ زلت خٛاة، تٛاثغ ذُب یؼٙی 

 .  ضؾٓ ٕ٘ٛزٜ ایٓ  23-1ٚ  22-1ٍٕٞطایی زض قىُ ٞبی 

 

 

   )ذٍ چیٗ  ،    ثٛؾیّٝ تمطیت ٔطتجٝ         ضؾٓ  :21-1قىُ 
   )ذٍ تیطٜ  (          

       ) 
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٘مُٝ چیٗ (    ) ذٍ چیٗ (      )، ذٍ تیطٜ       ثطای       ٔطتجٝ ی اظتمطیجتبثغ ذُبی خٛاة  :22-1قىُ 

(     .) 

 

 

٘مُٝ چیٗ (    ) ذٍ چیٗ (       )، ذٍ تیطٜ       ثطای       ٔطتجٝ ی اظتمطیجتبثغ ذُبی خٛاة  :23-1قىُ 

(     .) 
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 فصل دوّم

جواتهای چنذگانه هسائل هقذار هرزی 

آنالیس : غیر خغی از نوع هعوولی

 هووتوپی پیطگو
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ضٚقٟبی ػسزی لبزض ثٝ پیف ثیٙی خٛاثٟبی چٙسٌب٘ٝ ٔؿبئُ ٔمساض ٔطظی غیط تحّیّی یب  -آیب ضٚقٟبی تمطیجی

 ٔی ثبقٙس؟ ثٝ ػجبضت زیٍط چٍٛ٘ٝ ٔی تٛاٖ پی ثٝ ٚخٛز خٛاثٟبی ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ غیط ذُی ثطز؟  25ذُی

ٚ یه خٛاة ٍٕٞطا ٔی ثبقٙس  ثٝ تٟٙب قس ظیطا ضٚقٟبی تمطیجی ٔؼٕٛلاًپبؾد ثٝ ایٗ ؾٛاَ تب حسی زقٛاض ٔی ثب

ٔؼطفی ٔی وٙیٓ وٝ ثط اؾبؼ آٖ ٔی تٛاٖ پی  یزض ایٗ فهُ ٔب یه ضٚق .ٔی ثبقس "ٍٕٞطایی"ایٗ زلیمبً ٔؼٙی 

پبیٝ انّی ایٗ . ثطز ٘ٛع ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ ٔؼِٕٛی ثٝ چٙسٌبٍ٘ی خٛاثٟبی ٔؿبئُ ٔمساض ٔطظی غیط ذُی اظ

 [41-43]( PHAM) 26ٕٞٛتٛپی پیكٍٛضٚـ، ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی ٔی ثبقس ثط ایٗ اؾبؼ ضٚـ ضا ضٚـ آ٘بِیع 

ایٗ ضٚـ ضا ٔی تٛاٖ ثٝ آؾب٘ی ضٚی ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ ٔؼِٕٛی غیط ذُی ثب قطایٍ ٔطظی ثٝ وبض . ٔی ٘بٔیٓ

ظی لبزض ثٝ ایٗ ضٚـ، ٕٞبُ٘ٛض وٝ زض ازأٝ ذٛاٞیٓ زیس، ػلاٜٚ ثط پیف ثیٙی چٙسٌبٍ٘ی ٔؿبئُ ٔمساض ٔط. ثطز

ثط ایٗ اؾبؼ ثطای اؾتفبزٜ ٞبی وبضثطزی زض ػّْٛ ٚ ٟٔٙسؾی . تحّیّی آٟ٘ب ٔی ثبقس -ٔحبؾجٝ ٕٞعٔبٖ تمطیجی

. ایٗ ضٚـ أىبٖ ایٗ ضا ٔی زٞس وٝ خٛاثٟبی ٘بقٙبذتٝ ای اظ ٔؼبزلات ثسؾت آیس وٝ اؾبؾبً ٔٛضز ػلالٝ ٔی ثبقٙس

وٝ آٖ ضا ضٚی ٔؼبزلات ثب تٛخٝ ثٝ ٚخٛز ٘طْ افعاض ٞبی لٛی ؾیٕجّیه أطٚظٜ، ایٗ ضٚـ ٔب ضا ٔتمبػس ٔی ؾبظز 

زض ضٚـ . ٔی ؾبظزغیط ذُی ثىبض ثجطیٓ ٚ ٟٕٔتط ایٙىٝ ذٛز ضا اظ ٌبْ ٞبی ٔلاِت آٚض ٚخٛز ٚ ثطضؾی خٛاة ٔجطاّ 

آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی پیكٍٛ ٕٞبُ٘ٛض وٝ ذٛاٞیٓ زیس زٚ پبضأتط ٚخٛز زاضز وٝ ٘مف ّٟٕٔی زض ثطضؾی چٙسٌبٍ٘ی 

ٕٞبُ٘ٛض . وٙٙسٜ ٍٕٞطایی ٚ زیٍطی پبضأتط تدٛیع قسٜ ثٝ ٔؿئّٝ ٔی ثبقسخٛاثٟب زاضز، یىی اظ آٟ٘ب پبضأتط وٙتطَ 

وٝ ٔكبٞسٜ ذٛاٞیٓ وطز ثب اؾتفبزٜ اظ ایٗ ضٚـ ٔی تٛا٘یٓ تٟٙب ثب یه حسؼ آغبظی ٚ یه ػٍّٕط ذُی ٚ یه 

 ثٛزٖ ایٗ ضٚـ ضا ثب ثطضؾیاػتجبض ٚ لبثُ اتىبء . تبثغ وٕىی ٕٞٝ قبذٝ ٞبی خٛاثٟبی ٔؿبِٝ ضا ثسؾت آٚضیٓ

زض ایٗ فهُ اثتسا ثٝ تٛيیح وبُٔ ایٗ ضٚـ پطزاذتٝ ٚ لًبیبی  ٔب. چٙسیٗ ٔسَ وبضثطزی ٘كبٖ ذٛاٞیٓ زاز

  .ٔطثٌٛ ثٝ ٍٕٞطایی آٖ ضا ذٛاٞیٓ آٚضز

 آنالیس هووتوپی پیطگو ضرح روش 2-3
                                                           
25

 Nonlinear boundary value problems 
26

 Predictor homotopy analysis method  



62 

 

 ظیط ضا زض ٘ظط ٔی ٌیطیٓ ثطای تٛيیح ضٚـ ٔؿبِٝ

                                                                                             (2.1) 

 ٚ قطایٍ ٔطظی ضا ثهٛضت ظیط زض ٘ظط ثٍیطیس

                                                  
  

  
                                          (2.2) 

ٌبْ . ٔی ثبقس  ٔطظ زأٙٝ   ػٍّٕط ضٚی ٔطظ ٔی ثبقس ٚ   ػٍّٕط غیط ذُی ٚ   زض ٔؿبِٝ ٔمساض ٔطظی ثبلا 

ثٝ    27ذیّی ٟٔٓ زض ایٗ ضٚـ ایٗ اؾت وٝ قطایٍ ٔطظی ثب ايبفٝ وطزٖ یه پبضأتط ثٝ ٘بْ پبضأتط تدٛیع قسٜ

 . قطایٍ ٔمساض آغبظی ظیط تجسیُ ٔی قٛز

                                          
  

  
                                       (2.3) 

. ثسؾت ٔی آیس  ػٍّٕطی ٔی ثبقس وٝ اظ    ٚ  ٌفتٝ ٔی قٛز 28قطٌ تحٕیُ قٛ٘سٜ       وٝ زض آٖ 

، ضا ضٚی ٔؿبِٝ ظیط ثهٛضتی وٝ ٔی آیس لجُحبَ زض ایٗ ٔطحّٝ ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی، قطح زازٜ قسٜ زض فهُ 

 اخطا ٔی وٙیٓ

                                                                                             (2.4) 

                                                     
  

  
                                     (2.5) 

 ضا ٔی تٛاٖ ثط اؾبؼ تٛاثغ پبیٝ ظیط( 2.4)-(2.5)ٔؿبِٝ اظ          فطو ٔی وٙیٓ وٝ ٕٞٝء خٛاثٟبی 

                                                                                                (2.6) 

 زض فطْ

                                                           
27

 Prescribed parameter 
28

 Forcing condition 
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                         (2.7) 

لبثُ شوط اؾت وٝ زض ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی . ٞب يطایجی ٞؿتٙس وٝ ثبیس ٔؼیٗ قٛ٘س      ٘ٛقت وٝ زض آٖ 

 .ضا چٙس خّٕٝ ای ٔی ٌیطیٓ( 2.6)پیكٍٛ ٔب ٕٞٛاضٜ تٛاثغ پبیٝ 

ثبقس وٝ ثهٛضت ذٛزوبض زض قطایٍ      تبثغ حسؼ آغبظی ثطای تبثغ خٛاة زلیك         فطو وٙیس  

ػٍّٕط   یه تبثغ وٕىی،        پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی،     نسق ٔی وٙس، ( 2.5)آغبظی 

 یه ػٍّٕط ذُی وٕىی ثب ٚیػٌی  ℒغیطذُی ٚ 

                                                       ℒ                                           (2.8) 

 پبضأتط ٘كب٘سٜ ثبقس، ٕٞٛتٛپی ظیط ضا ٔی ؾبظیٓ        فطو وٙیٓ .  ، ٔی ثبقس      ٍٞٙبٔی وٝ 

                              

      ℒ                                                               (2.9) 

ٔی ثبقس وٝ ٘مف ٟٕٔی زض چبضچٛة ضٚـ آ٘بِیع   قبُٔ پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی  ٕٞٛتٛپی ثبلا

تبثغ         اؾت وٝ اذتیبض ػُٕ فطاٚا٘ی خٟت ا٘تربة  شوطزض ایٙدب لبثُ . ٕٞٛتٛپی پیكٍٛ ثبظی ٔی وٙس

 . ػٍّٕط ذُی ٚخٛز زاضز ℒتبثغ وٕىی ٚ        پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی،      ،حسؼ آغبظی

 پبضأتط ٘كب٘سٜ ثبقس، ثب ٔتحس نفط لطاض زازٖ ٕٞٛتٛپی ثبلا یؼٙی        فطو وٙیٓ 

                                                                             (2.10) 

 ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ نفط ثب قطایٍ آغبظی ظیط حبنُ ٔی قٛز

                 ℒ                                         (2.11) 
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                     𝜑          
 𝜑       

  
                                        (2.12) 

پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ      ،تبثغ حسؼ آغبظی        وٝ زض آٖ خٛاة ٔؼبزِٝ ثبلا ٘ٝ تٟٙب ثٝ ا٘تربة 

٘یع         ػٍّٕط ذُی ثؿتٍی زاضز ثّىٝ ثٝ پبضأتط ٘كب٘سٜ  ℒتبثغ وٕىی ٚ        ٍٕٞطایی، 

 ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ نفط ثبلا ثهٛضت ظیط زض ٔی آیس     ٚلتی . ثؿتٍی زاضز

                                                   ℒ                                   (2.13) 

 ثسؾت ٔی آٚضیٓ( 2.8)تٛخٝ ثٝ ٚیػٌی وٝ ثب 

                                                                                               (2.14) 

ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ نفط ثب ٔؼبزِٝ ظیط ٞٓ        ٚ     ثب تٛخٝ ثٝ ایٙىٝ     ٚ ٍٞٙبٔی وٝ 

 .اضظ ٔی قٛز

                                                                                          (2.15)     

 ٔی ثبقس ثُٛضیىٝ( 2.4)وٝ ٕٞبٖ ٔؼبزِٝ 

                                                                                          (2.16) 

اظ تبثغ          اظ نفط تب یه، تبثغ   ٕعٔبٖ ثب افعایف پبضأتط ٘كب٘سٜ ٞ( 2.15)ٚ ( 2.13)ثٙبثطایٗ ُٔبثك ثب 

( 2.11)ضا ٔی پیٕبیس وٝ ثٝ ٕٞیٗ زِیُ ٔؼبزِٝ      ( 2.4)تب تبثغ خٛاة ٔؼبزِٝ انّی        حسؼ آغبظی 

 .ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ نفط ٌفتٝ ٔی قٛز

 ٔی ٘ٛیؿیٓ  ضا ٘ؿجت ثٝ          حبَ ثب اؾتفبزٜ اظ لًیٝ ؾطی تیّٛض ثؿٍ ؾطی تٛا٘ی تبثغ 

                                           
 

  

  
   

  
         

   
 
   

        (2.17) 
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 اْ ضا ثهٛضت ظیط تؼطیف ٔی وٙیٓ  ٔكتمبت زٌطزیؿی ٔطتجٝ 

                                                             
 

  
  
         

   
 
   

               (2.18) 

 .ثهٛضت ظیط تجسیُ ٔی قٛز  ٘ؿجت ثٝ          ثؿٍ ؾطی تیّٛض تبثغ ( 2.18)ثٙبثطایٗ ثب تٛخٝ ثٝ 

                                         
   

       
  
          (2.19) 

 ،تبثغ حسؼ آغبظی        تبویس ٔی وٙیٓ وٝ زض  ایٗ ضٚـ اذتیبض ػُٕ فطاٚا٘ی خٟت ا٘تربة ثبض زیٍط 

زض ایٗ ضٚـ . ػٍّٕط ذُی ٚخٛز زاضز ℒتبثغ وٕىی ٚ        پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی،     

زض ثركٟبی ثؼسی ثبثت . ٍٕٞطا قٛز    زض ( 2.19)ٕٞٝ ایٗ اثعاضٞب َٛضی ا٘تربة ٔی قٛ٘س وٝ ؾطی 

ایٙه ثٝ ٔحبؾجٝ خٕلات ایٗ ؾطی ثب یه . ٍٕٞطا ذٛاٞس قس( 2.4)ثٝ خٛاة  ،ذٛاٞس قس وٝ زض نٛضت ٍٕٞطایی

 . ضٚـ ثؿیبض ٔٙبؾت ٔی پطزاظیٓ

 ثطزاض ظیط ضا تؼطیف ٚ زض ٘ظط ٔی ٌیطیٓ

                                                                              (2.20) 

ضا ٔی تٛاٖ اظ ضٚی ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ نفط ٕٞبُ٘ٛضیىٝ زض ازأٝ ٔی         ( 2.18)ثب تؼطیف  ُٔبثك

تمؿیٓ    اْ ٔی ٌیطیٓ ٚ ؾپؽ ثٝ   اظ َطفیٗ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ نفط ٔكتك ٔطتجٝ . آیس ثسؾت آٚضز

 .آٍ٘بٜ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا ضا ثهٛضت ظیط ذٛاٞیٓ زاقت. حؿبة ٔی وٙیٓ    وطزٜ ٚ آٍ٘بٜ زض 

                    ℒ                                             (2.21)    

                          
  

   
   𝜑          

 𝜑       

  
  
   

                      (2.22) 

 ثٝ نٛضت ظیط تؼطیف ٔی قٛز   وٝ زض آٖ 
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 ٚ ٕٞچٙیٗ

                                                  
 

      
  
              

     
 
   

       (2.23) 

 .زض ضاثُٝ ثبلا ثسؾت ٔی آٚضیٓ( 2.19)حبَ ثب خبیٍصاضی 

                  

 

      
  
     𝜑        

     
 
   

 
 

      
  
    

     
          

  
        

   
 (2.24) 

ثٝ ؾبزٌی ( 2.24)اظ ضاثُٝ ( 2.21)زض ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا                تٛخٝ ٔی ٕ٘بییٓ وٝ 

یه ػٍّٕط ذُی ثٛزٜ ثٙبثطایٗ  ℒثب تٛخٝ ثٝ ایٙىٝ . ثسؾت ٔی آیس       ٔحبؾجٝ ٔی قٛز ٚ تٟٙب ثط حؿت 

ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا یه ٔؼبزِٝ زیفطاؾیُ ذُی ثٛزٜ وٝ ثهٛضت ثبظٌكتی یه پؽ اظ زیٍطی 

 .ثهٛضت ظیط ثسؾت ٔی آیس     اْ اظ   ثسؾت ٔی زٞس ٚ ٟ٘بیتبً تمطیت ٔطتجٝ ضا          

                                         
 
       

  

             (2.25) 

، تبثغ وٕىی         ، تبثغ حسؼ آغبظی ℒٔی ثبقس وٝ زض آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی پیكٍٛ ػٍّٕط ذُی  لبثُ شوط

حبَ ٞٙٛظ زٚ پبضأتط  ٗثب ای. ٍٕٞطا ثبقس( 2.25)ضا َٛضی ا٘تربة ٔی قٛ٘س وٝ ؾطی خٛاة        

وٝ   ٚ زیٍطی پبضأتط تدٛیع قسٜ   ٚخٛز زاضز، یىی پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی ( 2.25)ٔدَٟٛ زض ؾطی 

چٙسٌب٘ٝ ثطای ٔؿبِٝ ٔمساض ٔطظی  ٘ىتٝ اؾبؾی ایٗ اؾت وٝ ٚخٛز خٛاة یىتب یب خٛاثٟبی. ٞط زٚ ثبیس ٔؼیٗ قٛ٘س

 تدٛیعثطای پبضأتط ( 2.3)زض        ثٝ ایٗ حمیمت ٚاثؿتٝ اؾت وٝ آیب قطٌ تحٕیُ قٛ٘سٜ ( 2.1)-(2.2)
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ٚ  یبز ٔی قٛز 29اظ ایٗ ٘ىتٝ ثٝ ػٙٛاٖ لبػسٜ چٙسٌبٍ٘ی خٛاثٟب. خٛاثٟبی یىتب یب چٙسٌب٘ٝ ٔی پصیطز  قسٜ 

یه ٔؼیبض ثطای فٟٕیسٖ ایٗ ُّٔت اؾت وٝ ٔؿبِٝ ٔمساض ٔطظی  اٞس قسٕٞبُ٘ٛضیىٝ ٔتؼبلجبً ٘كبٖ زازٜ ذٛ

 .خٛاثٟبی چٙسٌب٘ٝ زاضز یب ٘ٝ، وٝ ثهٛضت ظیط ثىبض ثطزٜ ٔی قٛز

، ٔؼبزِٝ ظیط       ٚ قطٌ تحٕیُ قٛ٘سٜ ( 2.25)اْ ؾطی خٛاة   ثب زض ٘ظط ٌطفتٗ تمطیت ٔطتجٝ  

 حبنُ ٔی قٛز

                                                                                      (2.26) 

( 2.25)ٕٞبُ٘ٛض وٝ ٘كبٖ زازٜ ذٛاٞس قس ؾطی خٛاة . ضا زاضز  ٚ   ٔؼبزِٝ ثبلا ٕٞچٙبٖ زٚ پبضأتط ٔدَٟٛ 

  زض آٖ ثبظٜ،   ٚخٛز زاقتٝ ثبقس وٝ ثب تغییط   ٍٕٞطاؾت اٌط ثبظٜ ای ثطای     زض      ٚلتی 

ذٍ ( 2.26)ثهٛضت يٕٙی ثط اؾبؼ ٔؼبزِٝ   ثط حؿت   تغییط ٘ىٙس ٚ ایٗ ثسیٗ ٔؼٙی اؾت وٝ زض ضؾٓ ٔتغیط 

تغییط ٕ٘ی      تؼساز ذٌُٛ ضاؾت افمی، ٕٞبُ٘ٛضی وٝ ٘كبٖ زازٜ ٔی قٛز، وٝ . ضاؾت افمی زیسٜ ٔی قٛز

 . وٙس ٚ ثبثت اؾت، تؼساز خٛاثٟب ضا ٔكرم ٔی وٙس

   روشآنالیس هوگرایی  2-2 

ثب تٛخٝ ثٝ اضتجبٌ ٔؿتمیٓ چٙسٌبٍ٘ی خٛاثٟب زض ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی پیكٍٛ ثب تؼساز ذٌُٛ ضاؾت افمی وٝ زض 

، پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ  ضخ ٔی زٞس، اثتسا ثٝ اؾبؼ ایٗ ُّٔت یؼٙی خبیی وٝ ثب تغییطات      ضؾٓ 

 .[45]ٍٕٞطایی، ٔمساض تبثغ ثبثت ٔی قٛز ٚ تغییط ٕ٘ی وٙس ٚ اضتجبٌ آٖ ثب ثؿٍ ؾطی تیّٛض ٔی پطزاظیٓ 

     3-2قضیه 

                                                           
29

 Rule of multiplicity of solution 
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آٍ٘بٜ             ٚ ثبقس       ٚ ٔكتك پصیط زض ثبظٜ       تبثؼی پیٛؾتٝ زض      فطو وٙیس 

𝜉حسالُ یه ٘مُٝ   .   𝜉   ٔٛخٛز ٔی ثبقس ثُٛضیىٝ        

 اثثات 

 .ضا ثجیٙیس [44]ٔطخغ 

  2-2قضیه 

 ℳٔٛخٛز ثٛزٜ ٚ ػسز  ℝ        ٚ ٕٞٝ ٔكتمبت تبثغ       تبثؼی پیٛؾتٝ ثطٚی      فطو وٙیس 

 ٔكتطن ثطای ٕٞٝ ٔكتمبت ٚخٛز زاضز ثُٛضیىٝ

                                                    
        ℳ                 (2.27) 

آٍ٘بٜ . ثبقس       حَٛ      ثطای   چٙس خّٕٝ ای تیّٛض اظ زضخٝ         ٕٞچٙیٗ فطو وٙیس 

𝚴ٚ       ، ثبظٜ        ٚ     ثطای ٞط   ℕ ٝٚخٛز زاضز ثُٛضیى 

                                  𝚴                          (2.28) 

 :اثثات

 تؼطیف ٔی وٙیٓ. ثبقس    ٚ ثسٖٚ اظ زؾت زازٖ وّّیتّ         فطو وٙیس 

               
     

  
      

      

  
         

      

  
           (2.29) 

 ٚخٛز زاضز ٚ      زض ثبظٜ       آٍ٘بٜ 
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 حبَ تبثغ ظیط ضا زض ٘ظط ٔی ٌیطیٓ

                                                
   

   
 
   

                      (2.30) 

 آٍ٘بٜ

                                                                                       (2.31) 

 ٚ      اظ ٔكتك پصیطی 
   

   
 
   

ٔكتك پصیط       ضٚی ٞط ظیط ثبظٜ ای اظ      ٘تیدٝ ٔی قٛز وٝ  

𝜉٘تیدٝ ٔی قٛز وٝ  1-2اؾت ِصا ُٔبثك ثب لًیٝ 
 
 ٚخٛز زاضز ثُٛضیىٝ       

                                                            𝜉
 
                                     (2.32) 

 وٝ ٘تیدٝ ٔی زٞس

                      
   𝜉  

 

  
       𝜉

 
       

   𝜉  
 

        
             (2.33) 

𝜉  آٍ٘بٜ چٖٛ
 
 ، زاضیٓ  

                                                    
        

      
       𝜉

 
                   (2.34)                   

 ٘تیدٝ ٔی قٛز وٝ ( 2.29)ایٙه اظ ضاثُٝ 

                                             
        

      
       𝜉

 
      (2.35) 

 ثهٛضت زِرٛاٜ ا٘تربة قسٜ ثٛز ٔی تٛاٖ ٘ٛقت  چٖٛ 

                               
        

      
       𝜉

 
  𝜉

 
      (2.36) 
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𝚴، ضٚقٗ اؾت وٝ        ، آٍ٘بٜ ثب زض ٘ظط ٌطفتٗ        ٚ     فطو وٙیس   ℕ  ٚخٛز زاضز 

                                                𝚴 
        

      
 

 

ℳ
                              (2.36) 

 ٔی قٛز وٝ ٘تیدٝ( 2.36)ٚ ( 2.27)آٍ٘بٜ اظ 

                            
        

      
        𝜉

 
   

 

ℳ
 ℳ         (2.37)          

 ثٙبثطایٗ ثبثت وطزٜ ایٓ وٝ 

                      𝚴
       
     𝚴                     (2.38) 

 ٚخٛز زاضز وٝ       ٔی ثبقس آٍ٘بٜ ثبظٜ ای ٔثُ       تبثؼی پیٛؾتٝ ثطٚی      چٖٛ 

                                                                                                   (2.39) 

 ثٝ ضاثُٝ ظیط اؾت( 2.38)وٝ ٘تیدٝ آٖ تجسیُ 

                      𝚴
       
     𝚴                     (2.40) 

 .اثجبت وبُٔ ٔی قٛزٚؾیّٝ  ٚ ثسیٗ

  3-2نتیجه 

        ٚ       تبثؼی پیٛؾتٝ ثطٚی      . ٕٞٛاض ثبقس      ثٝ ا٘ساظٜ وبفی زض      فطو وٙیس 

زض ضؾٓ ٕ٘ٛزاض تبثغ      آٍ٘بٜ ٍٞٙبٔی وٝ . ثبقس     حَٛ   چٙس خّٕٝ ای تیّٛض اظ زضخٝ 

 .ذٍ افمی ضخ ٔی زٞس  ثطحؿت            

 :اثثات
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 . ٔی ثبقس 2-2٘تیدٝ ٔؿتمیٓ لًیٝ 

    3-2هثال 

زض ٞط ثبظٜ زِرٛاٜ      ضا زض ٘ظط ثٍیطیس تبثغ             ٚ          ،        تبثغ 

ثطای ٔثبَ چٙسخّٕٝ ای تیّٛض . ضا زاض٘س 2-2وّیٝ قطایٍ لًیٝ    ٚ    ضٚی ٔحٛض حمیمی ٚ ٕٞچٙیٗ       

 .ضا زض ظیط ٔكبٞسٜ ٔی وٙیٓ      ٚ      حَٛ      اظ تبثغ  3اظ زضخٝ 

            
 

 
  

 
        

 

 
  

 
          

 
          

 
   (2.41) 

            
 

 
                  

 
 

 
                                                                (2.42) 

ضا ا٘دبْ زازٜ         ٔب ضؾٓ              ٚ              ثطای  2-2ٚ  1-2زض قىُ ٞبی 

 .ٞب ذٌُٛ ضاؾت افمی زیسٜ ٔی قٛز ایٓ ٕٞبُ٘ٛض وٝ ٔكبٞس ٔی وٙیٓ ثطای ٞط وساْ اظ 

 

   ثطای ٔمبزیط ٔرتّف   ثط حؿت              ٕ٘ٛزاض  :1-2قىُ
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  ثطای ٔمبزیط ٔرتّف   ثط حؿت              ٕ٘ٛزاض  :2-2قىُ

    2-2هثال 

زض ٞط ثبظٜ زِرٛاٜ      ضا زض ٘ظط ثٍیطیس تبثغ           ٚ          ،          تبثغ 

 3چٙسخّٕٝ ای تیّٛض اظ زضخٝ . ضا زاض٘س 2-2وّیٝ قطایٍ لًیٝ    ٚ    ضٚی ٔحٛض حمیمی ٚ ٕٞچٙیٗ       

 .ضا زض ظیط ٔكبٞسٜ ٔی وٙیٓ      ٚ      حَٛ      اظ تبثغ 

                                 
 

 
                  (2.43) 

              

                          
 

 
                  (2.44) 

ضا ا٘دبْ زازٜ         ٔب ضؾٓ              ٚ              ثطای  4-2ٚ  3-2زض قىُ ٞبی 

 .ٞب ذٌُٛ ضاؾت افمی زیسٜ ٔی قٛز ایٓ ٕٞبُ٘ٛض وٝ ٔكبٞس ٔی وٙیٓ ثطای ٞط وساْ اظ 
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  ثطای ٔمبزیط ٔرتّف   ثط حؿت              ٕ٘ٛزاض  :3-2قىُ

 

 

  ثطای ٔمبزیط ٔرتّف   ثط حؿت              ٕ٘ٛزاض  :4-2قىُ
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     ثؿیبض لٛی اؾت، ثطای ٔثبَ چٙس خّٕٝ ای تیّٛض ثطای تبثغ  2-2زض لًیٝ ( 2.27)قطٌ 
 

   
حَٛ  

نفط زاضای قؼبع ٍٕٞطایی یه ٔی ثبقس ٚ ٕٞچٙیٗ ٔكتمبت تبثغ وطا٘ساض ٘یؿتٙس أب ٕٞبُ٘ٛض وٝ ذٛاٞیٓ زیس 

 2-2٘كبٖ ٔی زٞس وٝ لًیٝ  لًیٝ ظیط. ثطلطاض اؾت     ٕٞچٙبٖ ثطای تبثغ زض ٕٞٝ ٘مبٌ ثدع  1-2٘تیدٝ 

 .ٕٞچٙبٖ ثب قطٌ يؼیف تطی ٔی تٛا٘س ثطلطاض ثبقس

 1-2قضیه 

                     ثبقس ٚ        تبثؼی پیٛؾتٝ ثطٚی      فطو وٙیس 
چٙس خّٕٝ     

 ػلاٜٚ ثط ایٗ فطو وٙیس. ثبقس               حَٛ      ثطای   ای تیّٛض اظ زضخٝ 

                    ℕ                          
     

       
                (2.45) 

𝚴ٚ       ، ثبظٜ        ٚ     آٍ٘بٜ ثطای ٞط    ℕ ٝٚخٛز زاضز ثُٛضیى 

                                      𝚴                                   (2.46) 

 :اثثات

 ٚخٛز زاضز ثُٛضیىٝ      ٘تیدٝ ٔی قٛز وٝ ( 2.45)اظ ضاثُٝ 

              ℕ                                              (2.47) 

یه           ثطای         ثبثت ثبقس، ٘كبٖ ٔی زٞیٓ         فطو وٙیس (  2.46)ثطای اثجبت 

            ٘كبٖ ٔی زٞیٓ وٝ . ز٘جبِٝ ٍٕٞطاؾت
اظ . ٔی ثبقس ℝیه ز٘جبِٝ وٛقی زض فًبی ٞیّجطت    

 ثسؾت ٔی آٚضیٓ( 2.47)ضاثُٝ 
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                                                         (2.48)           

 زاضیٓ      ثب  ℕ    ایٙه ثطای ٞط 

                                                  

   2 , +   2 ,     3 ,      +1 ,     ,     ,     1 , +  

 1 ,     2 , +   2 ,     3 ,      +1 ,     ,            

 +     1       +     2              +1       =      

       +1                                                    (2.49) 

 ثٙبثطایٗ ٔب ٔی ضؾیٓ ثٝ ایٗ ٘ىتٝ وٝ

                                                                             (2.50) 

            ٚ ایٗ ٘یع ٘تیدٝ ٔی زٞس وٝ 
چٙس خّٕٝ ای تیّٛض اظ         اظ َطف زیٍط . ٍٕٞطاؾت   

𝚴،    ٔی ثبقس ثٙبثطایٗ ثطای ٞط     زض      ثطای   زضخٝ   ℕ ٝٚخٛز زاضز ثُٛضیى 

                                          𝚴                                      (2.51)          

تبثؼی پیٛؾتٝ      ثٝ نٛضت زِرٛاٜ ا٘تربة قسٜ اؾت ٚ         اظ ثبظٜ   حبَ ثب تٛخٝ ثٝ ایٗ حمیمت وٝ 

𝚴،    ٔی ثبقس ٔی تٛا٘یٓ ٔؼبزلاً ثٍٛییٓ وٝ ثطای ٞط         ثطٚی   ℕ ٚ  ٜخٛز زاضز ٚ      ثبظ

  ثُٛضیىٝ

                                  𝚴                                  (2.52) 

 .ٚ ثسیٙٛؾیّٝ اثجبت وبُٔ ٔی قٛز
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 1-2هثال 

     تبثغ 
 

   
        ضا ثب  

 

 
ٔی تٛا٘س ٞط تبثغ تىّٝ ای پیٛؾتٝ      تبثغ . زض ٘ظط ثٍیطیس 

ٚ               ، 3-2فطو وٙیس زض لًیٝ . ثٝ اؾتثٙبء ثؼًی ٘مبٌ ثبقس ℝزیٍطی ثطٚی 

  ℕ  ، چٖٛ ثطای ٞط                

                                                
     

       
                                        (2.53) 

 ثٝ آؾب٘ی ٘تیدٝ ٔی قٛز وٝ

                                            
     

       
     (2.54) 

زض ظیط زازٜ قسٜ      حَٛ      ثطای  3چٙس خّٕٝ ای تیّٛض اظ زضخٝ . ثطلطاض اؾت 3-2ٚ قطایٍ لًیٝ 

 اؾت 

               
 

 
     

 
    

 

 
     

 
  

                               
 

 
     

 
                                                   (2.55) 

 

ضا ا٘دبْ زازٜ ایٓ ٕٞبُ٘ٛض وٝ ٔكبٞس ٔی وٙیٓ         ٔب ضؾٓ             ثطای  5-2زض قىُ 

فطو وٙیٓ        زض حمیمت اٌط زض ثبظٜ . ٞب ذٌُٛ ضاؾت افمی زیسٜ ٔی قٛز ثطای ٞط وساْ اظ 

 3-2آٍ٘بٜ ٕٞٝ قطایٍ لًیٝ           زض ٘ظط ثٍیطیٓ        ٚ زض ثبظٜ           

 .ثطلطاض اؾت ٚ ٕٞیكٝ ذٍ ضاؾت افمی ضخ ٔی زٞس     ثطای 
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  ثطای ٔمبزیط ٔرتّف   ثط حؿت             ٕ٘ٛزاض  :5-2قىُ

 4-2هثال 

 ٔؼبزِٝ زیفطا٘ؿیُ ظیط ضا 

                                                                                (2.56) 

     فطو وٙیس . زض ٘ظط ثٍیطیس           ثب خٛاة زلیك 
 

 
  

 

      
زض ٘ظط ثٍیطیس    

چٙس . ثطلطاض ذٛاٞس ثٛز 3-2قطایٍ لًیٝ  اٍ٘بٜ                    ، 3-2ٚ فطو وٙیس زض لًیٝ 

 زض ظیط زازٜ قسٜ اؾت      حَٛ      ثطای  2خّٕٝ ای تیّٛض اظ زضخٝ 
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                                       (2.57) 

 

ضا ا٘دبْ زازٜ ایٓ ٕٞبُ٘ٛض وٝ ٔكبٞس ٔی وٙیٓ         ٔب ضؾٓ             ثطای  6-2زض قىُ 

 .ٞب ذٌُٛ ضاؾت افمی زیسٜ ٔی قٛز ثطای ٞط وساْ اظ 

 

  ثطای ٔمبزیط ٔرتّف   ثط حؿت             ٕ٘ٛزاض  :6-2قىُ

 :4-2قضیه 

ثسؾت آٔسٜ اظ ٔؼبزِٝ ( 2.25)ٚخٛز زاقتٝ ثبقس ثُٛضیىٝ خّٕٝ ٞبی ؾطی خٛاة       فطو وٙیس  

 زض قطایٍ ظیط نسق وٙٙس... ٚ         ،        ،        یؼٙی ( 2.21)زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا 
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                                                                 (2.58) 

          خٛاة آٍ٘بٜ ؾطی
  
 .ٍٕٞطاؾت    

 :اثثات

        ز٘جبِٝ
 .ضا ثهٛضت ظیط تؼطیف ٔی وٙیٓ   

                           

 
 
 

 
 
                                                            
                                                 

                                  
 

                            

            (2.59) 

       حبَ ثبثت ٔی وٙیٓ وٝ 
 زض ٘ظط ٔی ٌیطیٓ وٝ. ٔی ثبقس ℝیه ز٘جبِٝ وٛقی زض فًبی ٞیّجطت    

                                                 

                                                                                             (2.60) 

 زاضیٓ        ٚ      ٚ ثطای ٞط 

                                             

                                          

                                                        

 
      

   
                                                                             (2.61) 

 ثسؾت ٔی آٚضیٓ      ثٙبثطایٗ چٖٛ 

                                                                                     (2.62) 
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       ثٙبثطایٗ 
        ثٛزٜ ٚ ؾطی  ℝیه ز٘جبِٝ وٛقی زض فًبی ٞیّجطت    

  
ٍٕٞطا ٔی ثبقس ٚ     

 .اثجبت وبُٔ ٔی قٛز

 :5-2 قضیه

        فطو وٙیس ؾطی 
  
( 2.25)ٍٕٞطا ثبقس ٚ ثط َجك ( 2.4)ثٝ خٛاة ٔؿبِٝ  4-2زض لًیٝ     

                  
 
 ثبقس آٍ٘بٜ( 2.4)خٛاة تمطیجی ٔؿبِٝ     

                                     
 

   
                         (2.63) 

 :اثثات

 ٘بٔؿبٚی ظیط ضا زاضیٓ 1-2اظ لًیٝ 

                                    
      

   
                            (2.64) 

 ثٙبثطایٗ       ٚ         ٔیُ ٔی زٞیٓ آٍ٘بٜ     ضا ثٝ ؾٕت   حبَ 

                                    
 

   
                          (2.65) 

 .وبُٔ اؾت ٚ اثجبت

٘تیدٝ اـ تِٛیس ذٍ ضاؾت ( 2.25)تبویس ٔی وٙٙس وٝ ٍٕٞطایی زض ؾطی خٛاة  3-2ثٝ ٕٞطاٜ لًیٝ  4-2لًیٝ 

ضا   ٔی ثبقس وٝ ثبظٜ ٔؼتجط ٍٕٞطایی ضا ثطای پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی         افمی ثٝ انُلاح 

 .ٍٕٞطا ٔی قٛز( 2.25)ٔی زٞس ثُٛضیىٝ ثٝ اظای آٖ ؾطی خٛاة 
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ٔی پطزاظیٓ وٝ ٘مف ّٟٕٔی زض چٙسٌبٍ٘ی خٛاة ( 2.4)-(2.5)ثحث یىتبیی خٛاة ٔؿبِٝ ٔمساض آغبظی  ایٙه ثٝ

 .زاضز( 2.1)-(2.2)ٔؿبِٝ ٔمساض ٔطظی غیط ذُی 

 :6-2قضیه 

ٚ   فطو وٙیس تٛاثغ 
  

  
پیٛؾتٝ ثبقٙس آٍ٘بٜ ٔؿبِٝ ٔمساض اِّٚیٝ ظیط زاضای         زض ٔؿتُیُ حبٚی ٘مُٝ  

 ب ذٛاٞس ثٛزخٛاة یىت

                                                       
         

          
                                  (2.66) 

 : اثثات

 .ضا ٔكبٞسٜ وٙیس [47-46]ثطای اثجبت لًیٝ ثبلا 

 :7-2قضیه 

،  فطو وٙیس تٛاثغ 
  

  
  ٚ

  

  
حبٚی   پیٛؾتٝ ثبقٙس ػلاٜٚ ثط ایٗ     ثؼسی  3اظ فًبی   زض یه ٘بحیٝ ثبظ  

 آٍ٘بٜ ٔؿبِٝ ٔمساض اِّٚیٝ ظیط زاضای خٛاة یىتب ذٛاٞس ثٛز. ثبقس           ٘مُٝ 

                                                       

             

                

                

                                  (2.67) 

 : اثثات

 .ضا ٔكبٞسٜ وٙیس [47-46]ثطای اثجبت لًیٝ ثبلا 
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ثطای ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ ثب قطایٍ آغبظی ٔطاتت ثبلا ٘یع ثطلطاض ٔی ثبقس ثٙبثطایٗ ثب  7-2ٚ  6-2ٔكبثٝ لًبیبی 

ثبقس آٍ٘بٜ ثٝ اظای یه پبضأتط ثبثت تدٛیع ( 2.67)ٚ ( 2.66)ثٝ فطْ ( 2.4)-(2.5)فطو ایٙىٝ ٔؿبِٝ ٔمساض آغبظی 

 .خٛاة یىتب ذٛاٞس زاقت  قسٜ 

 واتهاچنذگانگی ج: 8-2قضیه 

ثسؾت آٔسٜ ثطای آٖ اظ ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی ( 2.25)ٚ ؾطی خٛاة تمطیجی ( 2.1)-(2.2)ٔؿبِٝ ٔمساض ٔطظی 

 پیكٍٛ یؼٙی 

                                                       
 
                           (2.68) 

طای خٕلات ؾطی فٛق ثطلطاض ثبقس ٚ تؼساز ذٌُٛ افمی ث( 4.2)فطو وٙیس قطایٍ لًیٝ . ضا زض ٘ظط ثٍیطیس

ثٝ تؼساز ( 2.6)ثطحؿت تٛاثغ پبیٝ ( 2.1)-(2.2)ثبقس آٍ٘بٜ ٔؿبِٝ ٔمساض ٔطظی   ػسز       ضاؾت زض نفحٝ 

 .خٛاة ٔرتّف ٔی پصیطز  

 : اثثات

ذٌُٛ ضاؾت افمی زیسٜ   ثٝ تؼساز  ، ثط حؿت   ثهٛضت يٕٙی،              فطو وٙیس زض ضؾٓ

 فطو وٙیس ایٗ ٔمبزیط ثبثت ػجبضت ثبقٙس اظ . تغییط ٕ٘ی وٙٙس ٞب ٔی قٛز وٝ ثٝ اظای آٟ٘ب 

                                                                                          (2.69) 

ثطلطاض اؾت ثٝ اظای ظٚج ٔطتتّ ٞبی ( 4.2)تٛخٝ ثٝ یىتبیی ثؿٍ ؾطی تیّٛض ٚ ایٙىٝ قطایٍ لًیٝ  ثب

              ؾطیٟبی ٍٕٞطای             
  
حبَ . ضا ثسؾت ٔی آٚضیٓ           ،    

 فطو وٙیس
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                                                                                                            (2.70) 

                                                           
  
          

ٔی ثبقس ثطای ایٙىبض ( 2.1)-(2.2)ٞط وساْ اظ ؾطی ٞبی ثبلا خٛاة ٔؿبِٝ ٔمساض ٔطظی یٙه ٘كبٖ ٔی زٞیٓ ا

اؾت ظیطا ٞطوساْ اظ ؾطیٟبی فٛق زض ( 2.4)-(2.5)وبفی اؾت ٘كبٖ زازٜ قٛز وٝ خٛاة ٔؿبِٝ ٔمساض آغبظی 

 ؾطی ظیط ضا زض ٘ظط ثٍیطیس . نسق ٔی وٙٙس       قطٌ 

                                                                    
  
                 (2.71) 

 ذٛاٞیٓ زاقت   ٚ تؼطیف ( 2.21)زض ایٙهٛضت ثب اؾتفبزٜ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا 

                          
  
      

 ℒ                                
  
      

ℒ                                  
  
     ℒ                

ℒ                               

ℒ                              ℒ                               

   ℒ                      ℒ                                     (2.72) 

 آٍ٘بٜ       ٚ      ثب تٛخٝ ثٝ ایٙىٝ 

                                                         
  
                          (2.73) 

 فّصا
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       (2.74) 

 ضا ثهٛضت ظیط تؼطیف ٔی وٙیٓ( 2.4)حبَ تبثغ ثبلیٕب٘سٜ ٔؼبزِٝ انّی 

                                                                                    (2.75)       

 ظیطا زض ایٙهٛضت ذٛاٞیٓ زاقت                ایٙه ثطای اثجبت لًیٝ وبفی اؾت ٘كبٖ زٞیٓ وٝ 

                                                                                              (2.76) 

ضا ٘ؿجت               حبَ ثؿٍ تیّٛض تبثغ .                    ٚ اظ َطف زیٍط ٔی زا٘یٓ 

 ٔی ٘ٛیؿیٓ  ثٝ 

                                          
 

  
  
              

   
 
   

  
             (2.77) 

 زاضیٓ ( 2.77)ثٙبثطایٗ ثب تٛخٝ ثٝ ضاثُٝ 

               
 

  
  
              

   
 
   

  
     

                            
 

  
  
                 

   
 
   

  
                                    (2.78) 

 .ٚ اثجبت وبُٔ ٔی قٛز
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 فصل سوّم

جواتهای چنذگانه هسائل هقذار هرزی 

 کارتردها: غیر خغی از نوع هعوولی
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 هذل انتقال گرها 1-3

 [48]ٔؿبِٝ یه ثؼسی ٞسایت ٌطٔب زض حبِت پبیب ثط حؿت ٔتغیطٞبی  ثی ثؼس ثهٛضت ظیط ٔی ثبقس 

                                               
   

   
                                           (3.1)  

 ٚ قطایٍ ٔطظی ػجبضتٙس اظ 

                                              
  

  
                                             (3.2) 

خٛاة تحّیّی تمطیجی اظ  [51-50]زض ٔطخغ . [49]تغییط وٙس   تب    ٔی تٛا٘س اظ ( 3.1)زض ٔؼبزِٝ   ٔمبزیط 

. يطیت ضؾب٘ف ٌطٔبیی،  زازٜ قسٜ اؾت ، وٛچه ِی ٚ تىطاض تغییطاتی ثطای ٔمبزیط ٔؿبِٝ ثبلا ثٝ ضٚـ اذتلا

خٛاثٟبی تحّیّی تمطیجی ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ ٕٞٛتٛپی اذتلاِی ٚ ثطٌطزا٘سٖ آٖ ثٝ ٔؿبِٝ ٔمساض  [49]ٕٞچٙیٗ زض 

ثطای ثؼًی حبِتٟبی ذبل ٔؼبزِٝ، ؾطی خٛاة  [52]زض ٔطخغ . قسٜ اؾتزازٜ   اِّٚیٝ ثطای تٛاٖ ٞبی ٔثجت 

ٔب اثتسا ثٝ ثطضؾی زلیك ٔؿبِٝ . ثب ٍٕٞطایی تًٕیٗ قسٜ ثٛؾیّٝ پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی زازٜ قسٜ اؾت

ٔؿبِٝ   ٔتٙبَط ثب ثؼًی ٔمبزیط         ٔی پطزاظیٓ ٚ ٘كبٖ ٔی زٞیٓ وٝ ٚلتی ( 3.1)-(3.2)

 .[48]ٟبی چٙسٌب٘ٝ ٔی ثبقس زاضای خٛاث

 جواب دقیق هذل 1-3-3

ثٛؾیّٝ تؼٛیى ٔتغیط . [48]زض ٘ظط ثٍیطیس ( 3.2)ضا ثب قطایٍ ٔطظی ( 3.1)ٔؼبزِٝ 
  

  
 زاضیٓ   

                                           
   

   
 

  

  
 

  

  

  

  
  

  

  
                                (3.3) 

 ثٝ ٔؼبزِٝ ظیط تجسیُ ٔی وٙس( 3.1)حبَ ثب اؾتفبزٜ اظ ضاثُٝ فٛق ٔؼبزِٝ 
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                                          (3.4) 

ثب ا٘تٍطاَ ٌیطی اظ َطفیٗ ٚ ؾپؽ خبیٍصاضی . سوٝ یه ٔؼبزِٝ زیفطا٘ؿیُ ٔطتجّٝ اَٚ ٔی ثبق
  

  
ثٝ ضاثُٝ    

 ظیط ٔی ضؾیٓ

                                                 
 

 
 
  

  
      

   

   
                                (3.5) 

 ثسؾت ٔی آٚضیٓ( 3.2)ثب اػٕبَ اِٚیٗ قطٌ ٔطظی . ثبثت ا٘تٍطاَ ٌیطی ٔی ثبقس  وٝ زض آٖ 

                                                           
   

   
                                       (3.6) 

ثسؾت ( 3.2)ٔی ثبقس وٝ ثب اؾتفبزٜ اظ زٚٔیّٗ قطٌ ٔطظی     پبضأتط ٔدَٟٛ زض         وٝ زض آٖ 

 ضا ثهٛضت ظیط ثبظ٘ٛیؿی ٔی وٙیٓ( 3.5)ایٙه ٔؼبزِٝ . ذٛاٞس آٔس

                                                 
  

   
 

   
        

    

                                 (3.7) 

 ثهٛضت ظیط زازٜ ٔی قٛز( 3.1)تٍطاٍِیطی اظ ٔؼبزِٝ ثبلا، خٛاة ٟ٘بیی ٔؼبزِٝ ٚ ا٘        ثب اؾتفبزٜ اظ 

   
  

   
 

   
        

    

 

  
                                  

 

  

 

 
 
 

         
 

    
    

  
 
 

 
 
   

 

   
   

 

 
 
 

    
 
 

 
 

 

   
  
  
 
 
   

  

  
  

   
  

   
   

 

   
 

 

 
 

                (3.8) 
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ٔی ثبقٙس ٚ ثهٛضت ظیط تؼطیف ٔی  31ٚ ٞیپطخٛٔتطیه 30تٛاثغ ٔتؼبِی ٌبٔب           ٚ      ض آٖ وٝ ز

 قٛ٘س

               
  

 
                                                                         (3.9) 

                                       

                     
    

          
                         
 

 
              (3.10) 

زٚٔیّٗ قطٌ ٚخٛز زاضز وٝ ثب اؾتفبزٜ اظ    پبضأتط ٔدَٟٛ ( 3.8)ٕٞبُ٘ٛضیىٝ لجلا ٘یع ٌفتٝ قس ٞٙٛظ زض خٛاة 

 ثسؾت ٔی آیس        یؼٙی ( 3.2)ٔطظی 

         
 

  
  

         
 

    
       

 
    

 

   
   

 

 
 
 

    
 
 

 
 

 

   
     

     

  
  

   
  

   
   

 

   
 

       (3.11) 

ضا ٔی زٞس ثٝ ایٗ تطتیت وٝ اثتسا ثٝ ( 3.1)-(3.2)خٛاة ٔؿبِٝ ٔمساض ٔطظی ( 3.11)ثٝ ٕٞطاٜ ( 3.8)ثٝ ضٚقٙی 

خٛاة زلیك ٔؿبِٝ ٔمساض ( 3.8)زض  ثسؾت ٔی آٚضیٓ ٚ آٍ٘بٜ ثب خبیٍصاضی( 3.11)ضا اظ    ٔب   ٚ   اظای ٞط 

–حبَ زٚ حبِت . زض فطْ يٕٙی زازٜ ٔی قٛز( 3.1)-(3.2)ٔطظی          ٚ–  ضا       

 .ٔؿبِٝ خٛاثٟبی خٙسٌب٘ٝ ٔی پصیطزٕٞبُ٘ٛضیىٝ ذٛاٞیٓ زیس زض ایٗ زٚحبِت . خساٌب٘ٝ ثطضؾی ٔی وٙیٓ

–: حالت اول         

ٔب ثطای . زازٜ ٔی قٛز( 3.11)ٚ ( 3.8)تٛؾٍ ( 3.1)-(3.2)ٔمساض ٔطظی ٕٞبُ٘ٛض وٝ لجلا ٌفتٝ قس خٛاة ٔؿبِٝ 

ِیؿت وطزٜ ایٓ ٚ ٕٞچٙیٗ ثطای ایٗ ٔمبزیط ثٝ وٕه ضاثُٝ  1-3خٛاثٟب ضا زض خسَٚ   ٔمساض ٔرتّف اظ  5

                                                           
30

 Gamma function 
31

 Hypergeometric function 
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. ضؾٓ وطزٜ ایٓ تب ثٝ ٚخٛز ٚ چٙسٌبٍ٘ی خٛاثٟب پی ثجطیٓ 1-3زض قىُ   ضا ثطحؿت    ثهٛضت يٕٙی ( 3.11)

 ٔی قٛز حبنُب تٛخٝ ثٝ ایٗ قىُ ٘تبیح ٟٔٓ ظیط ث

تمبضٖ زاضز ثٝ   ثب قىُ زض لؿٕت ٔثجت   ٕٞبُ٘ٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔی وٙیٓ قىُ زض لؿٕت ٔٙفی  -1

 .              ػجبضت زیٍط 

        ٚ زٚ ٘مُٝ ضاؾی ( ٘مبٌ ٌطز ثب ضً٘ ٔكىی)        زٚ ٘مُٝ پبیب٘ی   ٔتٙبَط ثب ٞط  -2

 .ٚخٛز زاض٘س( ٘مبٌ ٌطز ثب ضً٘ لطٔع)

 ػجبضت اؾت اظ  زأٙٝ ٚخٛز خٛاة ثطای ٞط  -3

                                                

                 

    زٚ ٔمساض ثطای   ٔتٙبظط ثب ٞط                                     زض ٞط ثبظٜ  -4

خٛاة ( 3.1)-(3.2)ثطلطاض اؾت ثٙبثطایٗ ٔؿبِٝ ٔمساض ٔطظی ( 3.11)یبفت ٔی قٛز وٝ ثٝ اظای آٟ٘ب ضاثُٝ 

 .زٌٚب٘ٝ زاضز

یبفت ٔی قٛز وٝ ثٝ اظای     یه ٔمساض ثطای   ٔتٙبظط ثب ٞط                 زض ٞط ثبظٜ  -5

 .خٛاة یىتب زاضز( 3.1)-(3.2)ثطلطاض اؾت ثٙبثطایٗ ٔؿبِٝ ٔمساض ٔطظی ( 3.11)آٟ٘ب ضاثُٝ 

یبفت ٔی قٛز وٝ ثٝ اظای آٟ٘ب ضاثُٝ     یه ٔمساض ثطای            ؾیٔتٙبظط ثب ٘مبٌ ضا -6

 .خٛاة یىتب زاضز( 3.1)-(3.2)ثطلطاض اؾت ثٙبثطایٗ ٔؿبِٝ ٔمساض ٔطظی ( 3.11)

    . خٛاة ٘ساضز( 3.1)-(3.2)ٔطظی ٔؿبِٝ ٔمساض                          زض ثبظٜ -7
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 (. 3.11)ثط َجك   ثهٛضت يٕٙی ثطای ٔمبزیط ٔرتّف   ثط حؿت    تبثغ  ضؾٓ :1-3قىُ  

   ثطای 
 

 
    )ٔكرم قسٜ اؾت  1-3٘مبٌ ضاؾی زض قىُ  ٔرتهبت 

 

 
ثٙبثطایٗ (          

ٕٞبُ٘ٛض وٝ . ضؾٓ قسٜ اؾت 2-3زٚ خٛاة ٚخٛز زاضز وٝ ٞط زٚ زض قىُ        زض   ثطای ایٗ ٔمساض 

 .ٔكبٞسٜ ٔی وٙیٓ ٞط زٚ ٘یع زض قطایٍ ٔطظی نسق ٔی وٙس
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        زض ثبظٜ   ثطای ثؼًی ٔمبزیط  (3.1) -(3.2)خٛاثٟبی زلیك ٔؿبِٝ ٔمساض ٔطظی : 1-3خسَٚ 
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 ٔكرم  ٚ   ثطای ( 3.1) -(3.2)ٔطظی حٛاثٟبی زٌٚب٘ٝ ٔؿبِٝ ٔمساض  :2-3قىُ

 

–: دوّمحالت           

 ثهٛضت ظیط زض ٔی آیس( 3.4)ثی ٔؼٙی ذٛاٞس ثٛز أب ضاثُٝ ( 3.5)ضاثُٝ      ٚلتی 

                                                                                       (3.12) 

 ثب ا٘تٍطاٍِیطی ٚ اؾٙفبزٜ اظ اِٚیٗ قطٌ ٔطظی ثسؾت ٔی آٚضیٓ

                                 
  

 
                                            (3.13) 

ٚ         حبَ ثب اؾتفبزٜ اظ 
  

  
 ضت ظیط زازٜ ٔی قٛزخٛاة ٔؿبِٝ ثهٛ   
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     (3.14) 

 ثهٛضت ظیط ٔی زٞس   ضا ثط حؿت    ٚ اػٕبَ زٚٔیٗ قطٌ ٔطظی ضاثُٝ 

                                              
                             

            
             (3.15) 

–ٚلتی  ٞب خٛاثٟب زض  زازٜ ٔی قٛز وٝ ثطای ثؼًی ( 3.11)ٚ ( 3.8)خٛاة ٕٞچٙبٖ ثب ضاثُٝ        

ضؾٓ وطزٜ  3-3زض قىُ   ضا ثط حؿت    ٞب پبضأتط  ٕٞچٙیٗ ثطای ایٗ ٔمبزیط . زازٜ قسٜ اؾت 2-3خسَٚ 

 .ایٓ

        زض ثبظٜ   ثطای ثؼًی ٔمبزیط  (3.1) -(3.2)خٛاثٟبی زلیك ٔؿبِٝ ٔمساض ٔطظی : 2-3خسَٚ 
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 ٘تبیح ٟٔٓ ظیط وكف ٔی قٛز 3-3ثب یه ثبظضؾی ؾبزٜ قىُ 

تمبضٖ زاضز ثٝ   ثب قىُ زض لؿٕت ٔثجت   ٕٞبُ٘ٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔی وٙیٓ قىُ زض لؿٕت ٔٙفی  -1

 .              ػجبضت زیٍط 

 .ٚخٛز زاض٘س( ٘مبٌ ٌطز ثب ضً٘ لطٔع)        زٚ ٘مُٝ ضاؾی   ٔتٙبَط ثب ٞط  -2

 .               ػجبضت اؾت اظ   زأٙٝ ٚخٛز خٛاة ثطای ٞط  -3

یبفت ٔی قٛز وٝ ثٝ اظای آٟ٘ب     زٚ ٔمساض ثطای   ٔتٙبظط ثب ٞط                 زض ٞط ثبظٜ  -4

 .خٛاة زٌٚب٘ٝ زاضز( 3.1)-(3.2)ثطلطاض اؾت ثٙبثطایٗ ٔؿبِٝ ٔمساض ٔطظی ( 3.11)ضاثُٝ 

یبفت ٔی قٛز وٝ ثٝ اظای آٟ٘ب ضاثُٝ     یه ٔمساض ثطای            ٔتٙبظط ثب ٘مبٌ ضاؾی -5

 .خٛاة یىتب زاضز( 3.1)-(3.2)اؾت ثٙبثطایٗ ٔؿبِٝ ٔمساض ٔطظی  ثطلطاض( 3.11)

 .خٛاة ٘ساضز( 3.1)-(3.2)ٔطظی ٔؿبِٝ ٔمساض                          زض ثبظٜ -6

ثٙبثطایٗ (               )ٔكرم قسٜ اؾت  3-3٘مبٌ ضاؾی زض قىُ  ٔرتهبت     ثطای 

ٕٞبُ٘ٛضیىٝ . ضؾٓ قسٜ اؾت 4-3زٚ خٛاة ٚخٛز زاضز وٝ ٞط زٚ زض قىُ        زض   ثطای ایٗ ٔمساض 

 .ٔكبٞسٜ ٔی وٙیٓ ٞط زٚ ٘یع زض قطایٍ ٔطظی نسق ٔی وٙس
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 (.3.11)ثط َجك   ثهٛضت يٕٙی ثطای ٔمبزیط ٔرتّف   ثط حؿت    تبثغ  ضؾٓ :3-3قىُ

 

 ٔكرم  ٚ   ثطای ( 3.1) -(3.2)ٔطظی حٛاثٟبی زٌٚب٘ٝ ٔؿبِٝ ٔمساض  :4-3قىُ
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 ته روش آنالیس هووتوپی پیطگو تهای چنذگانهجوا 1-3-2

ٔب ثطای ثطضؾی ضٚـ ثٝ ٔٙظٛض ایٙىٝ چٍٛ٘ٝ ثٝ ٚخٛز خٛاثٟبی چٙسٌب٘ٝ پی ٔی ثطیٓ ٚ ؾپؽ ثٝ ٔحبؾجٝ ٕٞعٔبٖ 

زض . [42]ٔجبزضت ٔی ٚضظیٓ       ٚ      آٟ٘ب ٔی پطزاظیٓ تٟٙب ثٝ یه حبِت ذبل اظ ٔسَ ثبلا ثب 

ثب ایٗ فطو ٔؿبِٝ (.      )اؾتفبزٜ ٔی وٙیٓ    ٚ   ثدبی ٔتغیط    ٚ   ََٛ ایٗ لؿٕت اظ ٔتغیط 

 .زاضای خٛاة ظیط اؾت( 3.1)-(3.2)ٔمساض ٔطظی 

                
        

  
   

  

  

 

 

  
   

 
   

 

  
       

    
       

  
      

      

  
       

  
 
    

       

  
              

       

  
 

    
        (3.16) 

 ثهٛضت ظیط ذٛاٞس ثٛز  ٚ   وٝ ضاثُٝ ثیٗ 

 
        

  
   

  

 

   
       

 
  

 
   

 

  
       

  
       

 
      

      
 
  

       

 
             

      
 

    
   (3.17)  

ٕٞبُ٘ٛضیه اظ قىُ پیساؾت . ضؾٓ قسٜ اؾت 5-3ثهٛضت يٕٙی زض قىُ   ثطحؿت   ثط َجك ٔؼبزِٝ ثبلا،  

، یؼٙی ٔؼبزِٝ (          ٚ            )یبفت ٔی قٛز   زٚ ٔمساض ثطای       ثٝ اظای 

 ظیط زاضای خٛاة زٌٚب٘ٝ اؾت

                                               
   

   
                                (3.18) 

                                                
  

  
                             (3.19) 
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 (.3.17)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   تبثغ  ضؾٓ :5-3قىُ

ثٝ ٔؿبِٝ ٔمساض اِٚیٝ ظیط تجسیُ ٔی ( 3.18)-(3.19)ثطای ثىبض ٌیطی ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی زض ٌبْ اَٚ ٔؿبِٝ 

 قٛز 

                                              
   

   
                                (3.20) 

                                                     
  

  
                       (3.21) 

فطو وٙیس تبثغ . پبضأتط تدٛیع قسٜ ٔی ثبقس وٝ ثٝ ٚؾیّٝ لبػسٜ چٙسٌبٍ٘ی خٛاثٟب پیسا ذٛاٞس قس  وٝ زض آٖ 

نسق ٔی وٙس، تبثغ وٕىی  ( 3.21)ثبقس وٝ زض قطایٍ آغبظی            حسؼ آغبظی ثطای خٛاة 

 ا٘تربة قٛزثبقس ٚ ػٍّٕط ذُی ثهٛضت ظیط        
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                                           ℒ 𝜑         
  𝜑       

   
              (3.22) 

 زاضز   ٚ    وٝ ٚیػٌی ظیط ضا ثطای ثبثت ٞبی 

                                                ℒ                                  (3.23) 

 ثبض ا٘تٍطاٍِیطی اظ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا ثسؾت ٔی آٚضیٓحبَ ثب زٚ 

                                     
 

 

 

 
                (3.24) 

 وٝ زض آٖ

                      
                  

 
   

   
                (3.25) 

 ٔؼبزلات ظیط ثسؾت ٔی آیساظ    ٚ    ٚ ثبثت ٞبی 

                                                         
                        (3.26) 

ثهٛضت ظیط زازٜ ٔی   ٔطتجٝ  خٛاة تمطیجی            ٞب ثطای       ثبظٌكتی حبَ ثب ٔحبؾجٝ 

 قٛز

                                                               
 
                (3.27) 

 ضاثُٝ ظیط حبنُ ٔی قٛز       ثٙبثطایٗ ثٝ وٕه قطٌ تحٕیُ قٛ٘سٜ 

                                                                                    (3.28)  

ضؾٓ      ثطای  6-3زض قىُ   وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی ثٝ ػٙٛاٖ تبثؼی اظ پبضأتط   ُٔبثك ثب ٔؼبزِٝ ثبلا 

ٕٞبُ٘ٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔی ٕ٘بئیٓ زٚ ذٍ ضاؾت افمی زض قىُ زیسٜ ٔی قٛز یىی ثطای . قسٜ اؾت

ثٙبثطایٗ ٔب .              زض ثبظٜ          ٚ زیٍطی              زض ثبظٜ          
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ٕٞرٛا٘ی  5-3س وٝ وبٔلاً ثب ٘تبیح زلیك زض قىُ زٚ خٛاة ثطای ٔؿبِٝ ٔی زٞ PHAM٘تیدٝ ٔی ٌیطیٓ وٝ 

 .زاضز

 

 

 (.3.28)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   تبثغ  ضؾٓ :6-3قىُ

 

ثب  5-3ایٙه ثٝ ٔحبؾجٝ تمطیجی ایٗ خٛاة زٌٚب٘ٝ ٔی پطزاظیٓ ٚ آٟ٘ب ضا ثب خٛاثٟبی زلیك، ٕٞبُ٘ٛضیىٝ زض قىُ 

تبویس ٔی وٙیٓ وٝ ٞط زٚ خٛاة قبذٝ پبییٙی ٚ قبذٝ ثبلایی . ٔكرم اؾت، ٔمبیؿٝ ٔی وٙیٓ       ٘مبٌ

. ثب ٞط زلتی ثسؾت ٔی آیٙس      ثب لطاض زازٖ ظٚج ٔكرم ( 3.27)ثهٛضت ٕٞعٔبٖ تٟٙب ثب اؾتفبزٜ اظ ؾطی 

،                   خٛاثٟبی تمطیجی        ٚ          ٔتٙبظط ثب   7-3زض قىُ 

ٔتٙبظط ثب      ثب خٛاة زلیك قبذٝ پبییٙی                    ٚ                   
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ٔتٙبظط ثب   8-3زض قىُ زض یه ػُٕ ٔكبثٝ، (. 5-3زض قىُ   ٘مُٝ )ٔمبیؿٝ قسٜ اؾت            

ٚ                   ،                   خٛاثٟبی تمطیجی        ٚ           

ٔمبیؿٝ قسٜ            ٔتٙبظط ثب      ثب خٛاة زلیك قبذٝ ثبلایی                     

ضا ثب خٛاثٟبی زلیك       ٘یع خٛاثٟبی تمطیجی زٌٚب٘ٝ ثب  9-3زض قىُ (. 5-3زض قىُ   ٘مُٝ )اؾت 

میبؼ ایٗ قىُ غیط زٌٚب٘ٝ ٔمبیؿٝ قسٜ ا٘س ٕٞبُ٘ٛض وٝ لبثُ ٔكبٞسٜ اؾت تب ایٗ ٔطتجٝ اظ تمطیت خٛاثٟب ثب ٔ

 .  لبثُ تٕییع ٞؿتٙس

 

 

 .(لطٔع)       ( آثی)      ( لٟٜٛ ای)      ٔمبیؿٝ خٛاة تمطیجی قبذٝ پبییٙی ثب زلیك،  :7-3قىُ
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 .(لطٔع)       ( آثی)      ( لٟٜٛ ای)      ٔمبیؿٝ خٛاة تمطیجی قبذٝ ثبلایی ثب زلیك،  :8-3قىُ

 

 .ثب خٛاة زٌٚب٘ٝ زلیك      ٔمبیؿٝ خٛاة زٌٚب٘ٝ تمطیجی اظ ٔطتجٝ  :9-3قىُ
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 (قویاً غیر خغی) 12هعادله تراتو 1-2

ٔؿئّٝ لٛیبً غیط ذُی ثطاتٛ وٝ تبوٖٙٛ تٛؾٍ ٔحممیٗ ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ ٞبی ٔرتّف ٔٛضز ثحث لطاض ٌطفتٝ 

 ثهٛضت ظیط زازٜ ٔی قٛز [56-53]اؾت 

                                                                             (3.29) 

 ٚ قطایٍ ٔطظی ثطای ٔؿبِٝ فٛق ػجبضتؿت اظ

                                                                                     (3.30) 

 جواب دقیق هساله  1-2-3

 جٝ خٛاة زلیك ٔؿبِٝ فٛق ثهٛضت ظیط ثسؾت ٔی آیسثٛؾیّٝ وبٞف ٔطت

                                                
  

         
 

 
      

               (3.31) 

اػٕبَ قطایٍ ٔطظی . ثسؾت ٔی آیٙس( 3.30)ثبثتٟبیی ٞؿتٙس وٝ ثب اؾتفبزٜ اظ قطایٍ ٔطظی   ٚ   وٝ زض آٖ 

   ٘تیدٝ ٔی زٞس وٝ 
 

 
 اظ ضاثُٝ ظیط ثسؾت ٔی آیس  ٚ  

                                                     
 

 
                                (3.32) 

  ثب فطو 
 

 
 خٛاة ٔؿئّٝ ثطاتٛ ثهٛضت ظیط زازٜ ٔی قٛز 

                                                   
     

             
                 (3.33) 

                                                           
32

 Bratu equation 
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 زض ظیط ٔكرم اؾت  ٚ   وٝ ضاثُٝ ثیٗ 

                                                     
 

   
                               (3.34) 

ٕٞبُ٘ٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔی قٛز ٔؿبِٝ ٔمساض . ضؾٓ قسٜ اؾت 10-3قىُ   ثٝ   ثطای تحمیك زض ٔٛضز ٚاثؿتٍی 

خٛاة یىتب زاضز ٚ ثطای         خٛاة ٘ساضز، ثطای         ثطای ( 3.29)-(3-30)ٔطظی 

زٚ ٔمساض     ثطای ٔثبَ ٕٞبُ٘ٛض وٝ زض قىُ ٘یع ٔكرم اؾت ثٝ اظای . خٛاة زٌٚب٘ٝ زاضز         

 . (C  ٚD٘مبٌ )          ٚ زیٍطی           زاضز یىی  ٚخٛز  ثطای 

 

 

 (.3.34)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   تبثغ  ضؾٓ :10-3قىُ 
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 ثسؾت ٔی آٚضیٓ    ٚ ٔحبؾجٝ آٖ زض ( 3.33)ػلاٜٚ ثط ایٗ ثب ٔكتك ٌیطی اظ 

                                                                                           (3.35) 

ٕٞبُ٘ٛضی وٝ . ضؾٓ قسٜ اؾت  ثٝ ػٙٛاٖ تبثؼی اظ       ثطای ٞسف ٔكرهی زض ثرف ثؼس،  11-3زض قىُ 

       ٚ              ) E  ٚF٘مبٌ  10-3زض قىُ  C  ٚDزیسٜ ٔی قٛز ٔتٙبظط ثب ٘مبٌ 

ثطای ( 3.29)-(3-30)ٔطظی  ثٝ ػجبضت زیٍط ٔؿبِٝ ٔمساض. ٔكرم قسٜ اؾت 11-3زض قىُ (       

ٚ ثطای زیٍطی              اظ خٛاثٟب  زاضای خٛاة زٌٚب٘ٝ ٔی ثبقس وٝ ثطای یىی    

 .ثطلطاض اؾت              

 

 

 (.3.35)ثط َجك   ثط حؿت       تبثغ  ضؾٓ :11-3قىُ
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 ته روش آنالیس هووتوپی پیطگو تهای چنذگانهجوا 1-2-2

ثب اؾتفبزٜ اظ لبػسٜ       زض ایٗ ثرف ٔب ضٚی ثسؾت آٚضزٖ خٛاة ٞبی چٙسٌب٘ٝ ٔؿبِٝ ثطاتٛ زض حبِت 

ثٝ ٔؿبِٝ ٔمساض ( 3.29)-(3-30)ٔمساض ٔطظی ٔؿبِٝ   ثب تدٛیع پبضأتط . [42] چٙسٌبٍ٘ی خٛاثٟب تٕطوع ٔی وٙیٓ

 .آغبظی ظیط تجسیُ ٔی قٛز

                                                                        (3.36) 

                                                                             (3.37) 

 ثُٛضیىٝ قطٌ تحٕیُ قٛ٘سٜ ػجبضتؿت اظ

                                                                                                   (3.38) 

 ى ٔتغیط ظیط اؾتفبزٜ ٔی وٙیٓیپطٞیع وٙیٓ ٚ ثطای ضاحتی وبض اظ تؼٛ   ثطای ایٙىٝ اظ خّٕٝ لٛیبً غیط ذُی 

                                                                             (3.39) 

 بزِٝ ظیط تجسیُ ٔی قٛزثٝ ٔؼ( 3.36)آٍ٘بٜ ٔؼبزِٝ 

                                                                    (3.40) 

ثٝ قطایٍ ظیط ٔجسَ ٔی ( 3.37)آٍ٘بٜ قطایٍ ٔطظی                    زاضیٓ ( 3.39)ثب اؾتفبزٜ اظ 

 .ٌطزز

                                                                                  (3.41) 

 زض ایٗ حبِت ذٛاٞس ثٛز( 3.38)ٚ قطٌ تحٕیُ قٛ٘سٜ 
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                                                                                                      (3.42) 

تبثغ حسؼ آغبظی ثطای خٛاة فطو وٙیس . ثىبض ٔی ثطیٓ( 3.40)-(3.41)حبَ ضٚقٕبٖ ضا ضٚی ٔؿبِٝ 

ثبقس ٚ        نسق ٔی وٙس، تبثغ وٕىی  ( 3.41)ثبقس وٝ زض قطایٍ آغبظی            

 ػٍّٕط ذُی ثهٛضت ظیط ا٘تربة قٛز

                                             ℒ 𝜑         
  𝜑       

   
                          (3.43) 

 زاضز   ٚ    وٝ ٚیػٌی ظیط ضا ثطای ثبثت ٞبی ا٘تٍطاٍِیطی 

                                                ℒ                                                (3.44) 

 حبَ ثب زٚ ثبض ا٘تٍطاٍِیطی اظ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا ثسؾت ٔی آٚضیٓ

                                     
 

 

 

 
             (3.45) 

 وٝ زض آٖ

                      
          

   
     

                                      
      

       
                                    (3.46) 

 یساظ ٔؼبزلات ظیط ثسؾت ٔی آ   ٚ    ٚ ثبثت ٞبی 

                                                         
                          (3.47) 

ثهٛضت ظیط زازٜ ٔی   ٔطتجٝ  خٛاة تمطیجی            ٞب ثطای       ثبظٌكتی حبَ ثب ٔحبؾجٝ 

 قٛز

                                                               
 
                (3.48) 
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 ضاثُٝ ظیط حبنُ ٔی قٛز       ثٙبثطایٗ ثٝ وٕه قطٌ تحٕیُ قٛ٘سٜ 

                                                                                    (3.49)  

ضؾٓ      ثطای  12-3زض قىُ   ثٝ ػٙٛاٖ تبثؼی اظ پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی   ُٔبثك ثب ٔؼبزِٝ ثبلا 

ٕٞبُ٘ٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔی ٕ٘بئیٓ زٚ ذٍ ضاؾت افمی زض قىُ زیسٜ ٔی قٛز یىی ثطای . قسٜ اؾت

(         )          ٚ زیٍطی             زض ثبظٜ (         )          

زٚ خٛاة ثطای ٔؿبِٝ ٔی زٞس وٝ وبٔلاً ثب  PHAMٔب ٘تیدٝ ٔی ٌیطیٓ وٝ  ثٙبثطایٗ.            زض ثبظٜ 

 .ٕٞرٛا٘ی زاضز 11-3ٚ  10-3٘تبیح زلیك زض قىُ 

 10-3ایٙه ثٝ ٔحبؾجٝ تمطیجی ایٗ خٛاة زٌٚب٘ٝ ٔی پطزاظیٓ ٚ آٟ٘ب ضا ثب خٛاثٟبی زلیك، ٕٞبُ٘ٛضیىٝ زض قىُ  

ػٕبَ تؼٛیى ٔتغیط خٛاة تمطیجی ٔؿبِٝ انّی یؼٙی ثب ا. ٔكرم اؾت، ٔمبیؿٝ ٔی وٙیٓ       ثب ٘مبٌ

 . ثهٛضت ظیط زازٜ ٔی قٛز  اظ ٔطتجٝ ( 3.36)–( 3.37)

                                                                             (3.50) 

ثب ( 3.50)تبویس ٔی وٙیٓ وٝ ٞط زٚ خٛاة قبذٝ پبییٙی ٚ قبذٝ ثبلایی ثهٛضت ٕٞعٔبٖ تٟٙب ثب اؾتفبزٜ اظ ؾطی 

ٚ          ٔتٙبظط ثب   13-3زض قىُ . ثب ٞط زلتی ثسؾت ٔی آیٙس      لطاض زازٖ ظٚج ٔكرم 

ٚ                    ،                    خٛاثٟبی تمطیجی        

ٔمبیؿٝ قسٜ           ٔتٙبظط ثب      ثب خٛاة زلیك قبذٝ پبییٙی                     

ٚ           ٔتٙبظط ثب   14-3زض قىُ زض یه ػُٕ ٔكبثٝ، (. 10-3زض قىُ   ٘مُٝ )اؾت 

ٚ                     ،                     خٛاثٟبی تمطیجی        

ٔمبیؿٝ قسٜ           ٔتٙبظط ثب      ثب خٛاة زلیك قبذٝ ثبلایی                      

٘یع خٛاثٟبی تمطیجی زٌٚب٘ٝ ضا ثب خٛاثٟبی زلیك زٌٚب٘ٝ ٔمبیؿٝ  15-3زض قىُ (. 10-3زض قىُ   ٘مُٝ )اؾت 
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ٕییع ٕٞبُ٘ٛض وٝ لبثُ ٔكبٞسٜ اؾت تب ایٗ ٔطتجٝ اظ تمطیت خٛاثٟب ثب ٔمیبؼ ایٗ قىُ غیط لبثُ ت .وطزٜ ایٓ

 .  ٞؿتٙس

 

 

 (.3.49)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   تبثغ  ضؾٓ :12-3قىُ
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 .(لطٔع)       ( آثی)      ( لٟٜٛ ای)      ٔمبیؿٝ خٛاة تمطیجی قبذٝ پبییٙی ثب زلیك،  :13-3قىُ

 

 

 .(لطٔع)       ( آثی)       ( لٟٜٛ ای)       ٔمبیؿٝ خٛاة تمطیجی قبذٝ ثبلایی ثب زلیك،  :14-3قىُ



001 

 

 

 

 .ثطای قبذٝ ثبلایی ثب خٛاة زٌٚب٘ٝ زلیك     ثطای قبذٝ پبییٙی ٚ اظ      ٔمبیؿٝ خٛاة زٌٚب٘ٝ تمطیجی اظ ٔطتجٝ  :15-3قىُ

 

 جریاى تثادل حرارت هخلوط در یک کانال عوودی  1-1

ٔرٌّٛ وٝ ثهٛضت ٞسف اظ ایٗ ثرف ثىبض ثطزٖ ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی پیكٍٛ ضٚی ٔسَ خطیبٖ تجبزَ حطاضت 

تطویت خطیبٖ آظاز ٚ تحٕیُ قسٜ زض یه وب٘بَ ػٕٛزی ثب زیٛاضٜ ٞبی ٞٓ زٔب ٔی ثبقس وٝ زض یه زٔبی ثبثت 

 .[58-57]ظیط ٘ٛقتٝ ٔی قٛز  ٝایٗ ٔسَ ثب ٔؼبزِ. ٍ٘ٝ زاقتٝ قسٜ اؾت

                                                       
   

   
 

 

  
 
  

  
 
 
                            (3.51) 

 ٚ قطایٍ ٔطظی ػجبضتٙس اظ 
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       (3.52) 

 آٍ٘بٜ خٛاة ٔؼبزِٝ ثهٛضت ظیط زازٜ ٔی قٛز     ٚلتی 

                                                        
 

 
                                  (3.53) 

 ته روش آنالیس هووتوپی پیطگو تهای چنذگانهجوا 1-1-3

زاضای خٛاة زٌٚب٘ٝ اؾت وٝ زض آٖ                 ٘كبٖ ٔی زٞیٓ وٝ ٔؼبزِٝ ثبلا زض ثبظٜ 

 [43]ضا ثهٛضت ظیط ٔی ٘ٛیؿیٓ ( 3.51)-(3.52)ٔؼبزِٝ   ثب تدٛیع پبضأتط .             

                                                       
   

   
 

 

  
 
  

  
 
 
                              (3.54) 

                                                                         (3.55) 

 ٚ قطٌ تحٕیُ قسٜ ػجبضتؿت اظ 

                                                            
 

 
                                  (3.56) 

فطو وٙیس تبثغ حسؼ آغبظی ثطای . ثٝ ٚؾیّٝ لبػسٜ چٙسٌبٍ٘ی خٛاثٟب پیسا ذٛاٞس قس  پبضأتط تدٛیع قسٜ 

 خٛاة

                                                        
 

 
                                  (3.57) 

ثبقس ٚ ػٍّٕط ذُی ثهٛضت ظیط        نسق ٔی وٙس، تبثغ وٕىی  ( 3.21)ثبقس وٝ زض قطایٍ آغبظی  

 ا٘تربة قٛز

                                           ℒ 𝜑         
  𝜑       

   
                          (3.58) 
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 زاضز   ٚ    ،   ،   وٝ ٚیػٌی ظیط ضا ثطای ثبثت ٞبی 

                                       ℒ           
     

                       (3.59) 

 حبَ ثب چٟبض ثبض ا٘تٍطاٍِیطی اظ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا ثسؾت ٔی آٚضیٓ

                     

                                       
  
 

  
 

  
 

 

 
             

                             
     

                                                    (3.60) 

 وٝ زض آٖ

                            
          

 

  
   

            
         

      (3.61) 

 اظ ٔؼبزلات ظیط ثسؾت ٔی آیس   ٚ    ،   ،   ٚ ثبثت ٞبی 

                                    
         

          
               (3.62) 

ثهٛضت ظیط زازٜ   ٔطتجٝ  خٛاة تمطیجی            ٞب ثطای         ثبظٌكتی حبَ ثب ٔحبؾجٝ 

 ٔی قٛز

                                                               
 
                (3.63) 

 .خٛاة تمطیجی ثبلا ثطای ٔطتجٝ یه ٚ زٚ زض ظیط زازٜ قسٜ اؾت

            
      

    
 

 

 
       

    

    
                                   (3.64) 
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                                          (3.65) 

 ضاثُٝ ظیط حبنُ ٔی قٛز( 3.56)ایٙه ثٝ وٕه قطٌ تحٕیُ قٛ٘سٜ 

                               
 

 
          

 

 
            (3.66)  

ُٔبثك ثب ٔؼبزِٝ ثبلا پبضأتط . ضا ثطضؾی ٔی وٙیٓ      ٚ      ثطای ثطضؾی ٚخٛز خٛاة ٔب زٚ حبِت 

     ٚ      ثطای  16-3زض قىُ   ثٝ ػٙٛاٖ تبثؼی اظ پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی   تدٛیع قسٜ 

ٕٞبُ٘ٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔی ٕ٘بئیٓ زٚ ذٍ ضاؾت افمی زض قىُ زیسٜ ٔی قٛز یىی ثطای . ضؾٓ قسٜ اؾت

.              زض ثبظٜ            ٚ زیٍطی             زض ثبظٜ            

ثطای زیسٖ ٔمساض زلیمتط . ٚخٛز زٚ خٛاة ثطای ٔؿبِٝ ضا تبئیس ٔی وٙس PHAMثٙبثطایٗ ٔب ٘تیدٝ ٔی ٌیطیٓ وٝ 

ثطای      ثبض زیٍط اقبضٜ ٔی وٙیٓ وٝ ثٝ اظای . ثعضٌٕٙبیی وطزٜ ایٓ 17-3ضا زض قىُ  16-3ٔب قىُ   اظ 

.                ٚ زیٍطی ثب                 ٔؿبِٝء ٔب زٚ خٛاة ثسؾت ٔی آیس یىی ثب 

زیٍطی وٝ ثطای آٖ ٔی تٛاٖ ثٝ ٚخٛز چٙسٌبٍ٘ی خٛاثٟب پی ثطز ایٗ اؾت وٝ تؼساز ٘مبٌ ثطذٛضز ٔؼبزلاً تىٙیه 

-3ایٗ وبض زض قىُ . ثبثت ٔی ٔب٘س  ضا ثب ٔحٛض افمی پیسا وٙیٓ وٝ ثب تغییطات             ثبلیٕب٘سٜ 

  ٛز زاض٘س وٝ ثب تغییط ٕٞبُ٘ٛض وٝ زیسٜ ٔی قٛز زٚ ٘مُٝ ثطذٛضز ثٝ ػٙٛاٖ ضیكٝ ٞب ٚخ. ا٘دبْ قسٜ اؾت 18

 .پبضأتط تدٛیع قسٜ ثبثت ٔی ٔب٘س ٚ ایٗ زٚ ٘مُٝ ٔتٙبظط ثب ٚخٛز خٛاة زٌٚب٘ٝ ثطای ٔؿبِٝ اؾت
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 .    ثطای ( 3.66)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   تبثغ  ضؾٓ :16-3قىُ

 

 

 (16-3ثعضٌٕٙبیی قىُ )     ثطای ( 3.66)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   تبثغ  ضؾٓ :17-3قىُ
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          ، ذٍ چیٗ     ثٛؾیّٝ تمطیت ٔطتجٝ      ثب    ثطای ٔمبزیط ٔرتّف( 3.66)ثبلیٕب٘سٜ ٔؼبزِٝ  ضؾٓ :18-3قىُ

         چیٗ  -ذٍ ٘مُٝ      ذٍ تیطٜ 

 

 .     ثطای ( 3.66)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   تبثغ  ضؾٓ :19-3قىُ
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 (19-3ثعضٌٕٙبیی قىُ )      ثطای ( 3.66)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   تبثغ  ضؾٓ :20-3قىُ

 

          ، ذٍ چیٗ     ثٛؾیّٝ تمطیت ٔطتجٝ       ثب    ثطای ٔمبزیط ٔرتّف( 3.66)ثبلیٕب٘سٜ ٔؼبزِٝ  ضؾٓ :21-3قىُ

         چیٗ  -ذٍ ٘مُٝ      ذٍ تیطٜ 
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ضؾٓ وطزٜ ایٓ ٕٞبُ٘ٛض وٝ اظ       ضا ثطای حبِت  21-3ٚ  20-3، 19-3زض ػُٕ ٔكبثٝ ٔب قىُ ٞبی  

       ثطای ٔؿبِٝء ٔب زض ایٗ حبِت ٘یع زٚ خٛاة ثسؾت ٔی آیس یىی ثب ایٗ قىُ ٞب پیساؾت 

 .              ٚ زیٍطی ثب          

تبویس ٔی وٙیٓ وٝ ٞط زٚ خٛاة قبذٝ پبییٙی ٚ قبذٝ . ٓایٙه ثٝ ٔحبؾجٝ تمطیجی ایٗ خٛاثٟبی زٌٚب٘ٝ ٔی پطزاظی

ثب ٞط زلتی ثسؾت ٔی       ثب لطاض زازٖ ظٚج ٔكرم ( 3.63)ثبلایی ثهٛضت ٕٞعٔبٖ تٟٙب ثب اؾتفبزٜ اظ ؾطی 

ثطای ٔكبٞسٜ ثٟتط اظ خٛاثٟبی            ٚ            ٔتٙبظط ثب  22-3زض قىُ . آیٙس

ثٛؾیّٝ ثٝ تطتیت                       ٚ                     تمطیجی، 

-3ػُٕ ٔكبثٝ زض قىُ . ٘طٔبَ قسٜ اؾت                      ٚ                     

 . ا٘دبْ قسٜ اؾت          ٚ            ثطای خٛاثٟبی تمطیجی زٌٚب٘ٝ ٔتٙبظط ثب  23

 

 .     ضؾٓ خٛاثٟبی تمطیجی زٌٚب٘ٝ ثطای  :22-3قىُ   

 



008 

 

 

 .     ضؾٓ خٛاثٟبی تمطیجی زٌٚب٘ٝ ثطای  :23-3قىُ

 نتایج تیطتر  1-1-2

ا٘دبْ   زض ػُٕ ٔكبثٝ ثرف لجُ ٚخٛز خٛاثٟبی چٙسٌب٘ٝ ضا ثطای ثؼًی ٔمبزیط زیٍط اظ  ،[43]زض ایٗ ثرف 

ُٔبثك ثب   ثط حؿت پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی   پبضأتط تدٛیع قسٜ  25-3ٚ  24-3زض قىُ . ٔی زٞیٓ

ضؾٓ قسٜ (                                  )  ثطای ٔمبزیط ٔرتّف ( 3.66)ٔؼبزِٝ 

ٚخٛز ( 3.51)-(3.52)ٕٞبُ٘ٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔی وٙیٓ ثطای ٕٞٝ ایٗ ٔمبزیط خِٛجٟبی زٚ تبیی ثطای ٔؿبِٝ  .اؾت

     ٚ        وٝ قبُٔ   ٕٞچٙیٗ ثب اؾتفبزٜ اظ ایٗ ضٚـ ٔب خسِٚی ثطای ٔمبزیط ثیكتط . زاضز
      

 (.3-3خسَٚ )اؾت تٟیٝ وطزٜ ایٓ 
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 ذٍ چیٗ          ٘مُٝ چیٗ         ذٍ تیطٜ  ،(3.66)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   تبثغ  ضؾٓ :24-3قىُ

 .       چیٗ  -ذٍ ٘مُٝ        

 

 ذٍ چیٗ           ٘مُٝ چیٗ          ذٍ تیطٜ  ،(3.66)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   تبثغ  ضؾٓ :25-3قىُ

         چیٗ  -ذٍ ٘مُٝ         
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   ٚ        ٔحبؾجٝ تمطیجی : 3-3خسَٚ 
  . ثطای ٔمبزیط ٔرتّف       

 

  11نفور -واکنص هذل  1-4

پیف ثیٙی ؾطػت ٚاوٙف  ٚ ٘فٛش آٖ زض وبتبِیعٚضٞبی ٔترّرُ ٍٞٙبٔی وٝ ؾطػت ٚاوٙف ثٝ قست آٖ ثهٛضت 

ایٗ ؾیؿتٓ غیط ٍٕٞٗ وٝ ٔٛاز خبٔس . ی  ٔی ثبقسٕیق یاظ ٔؿبئُ ٟٔٓ زض ٟٔٙسؾ یىغیط ذُی ٚاثؿتٝ اؾت، ی

ٛضت یه ٔؿئّٝ ثب ٔٙفصٞبیی وٝ ٚاوٙف زٞٙسٜ ٞب زض آٖ ٘فٛش ٔی وٙٙس ضا قبُٔ ٔی قٛز زض حبِت وّی ثه

ٔسَ ٔی قٛز وٝ ثٝ انُلاح ٔؿئّٝ ا٘تمبَ ٚاوٙف ٌفتٝ ٔی قٛز وٝ زض حبِت وّی قبُٔ  ٔمساض ٔطظی غیط ذُی

حُ ٚ تحّیُ وبُٔ چٙیٗ ؾیؿتٕی . [62-59] ٚاوٙف ٔی ثبقس (آًٞٙ) يطیت پرف ٚ ا٘تمبَ ٌطٔب ٚ فطایٙس

                                                           
33

 Reaction-diffusion model 
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زض حبِت ذیّی ذبل ثسٖٚ . حتی زض حبِتٟبی ؾبزٜ ٚ حتی ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚقٟبی ػسزی پیچیسٜ ٔی ثبقس

ٚ ثب فطو ایٙىٝ آًٞٙ ٚاوٙف ثٝ قست آٖ ( ٘فٛش -وٝ ثٝ انُلاح ٔؼبزِٝ ٚاوٙف ) يطیت پرف ٚ ا٘تمبَ ٌطٔب

 .[41]ثؿتٍی زاضز ثهٛضت ظیط ٔسَ ٔی قٛز   1-ثهٛضت تبثؼی اظ تٛاٖ ثب تٛاٖ 

                                                       𝜑                                    (3.67) 

 ٚ قطایٍ ٔطظی ػجبضتؿت اظ

                                                                                      (3.68) 

 . ثبثت ٔی ثبقس 𝜑وٝ زض آٖ 

 جواب دقیق هذل 1-4-3

ثهٛضت يٕٙی ظیط زازٜ ( 3.67)-(3.68)٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾت  خٛاة زلیك ٔؿبِٝ  [62]ٕٞبُ٘ٛضیىٝ زض ٔطخغ 

 ٔی قٛز

                                      
 

 𝜑
 
 

 
         

 

 
                              (3.69) 

 تبثغ ذُبء ٔی ثبقس وٝ ثٝ نٛضت ظیط تؼطیف ٔی قٛز       وٝ زض آٖ 

                                                
 

  
    

 
  

 

 
                            (3.70) 

 .اظ ضاثُٝ ظیط ثسؾت ٔی آیس 𝜑ثط حؿت   وٝ پبضأتط 

                                      
 

 𝜑
 
 

 
         

 

 
                               (3.71) 
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یه ثبظضؾی ؾبزٜ اظ قىُ ٘كبٖ ٔی زٞس وٝ . ضؾٓ قسٜ اؾت 𝜑ثٝ ػٙٛاٖ تبثؼی اظ   بضأتط پ 26-3زض قىُ 

 ػجبضتؿت اظ  𝜑زأٙٝ ٚخٛز خٛاة ثط حؿت 

                                       𝜑  𝜑                                    (3.72) 

یبفت ٔی قٛز وٝ ٘كبٖ زٞٙسٜ ٚخٛز خٛاة ٞبی زٚتبیی ثطای   زض ایٗ ثبظٜ زٚ خٛاة ثطای   𝜑وٝ ثٝ اظای ٞط 

ثسؾت ٔی               خٛاة یىتب ثب     𝜑ٕٞچٙیٗ ٔتٙبظط ثب . ٔی ثبقس( 3.67)-(3.68)ٔؿبِٝ 

ٔثبِٟبیی اظ خٛاثٟبی زٌٚبٖ ثٝ اظای  (C,D)ٚ  (A,B)ٔكرم اؾت ظٚج ٘مبٌ  26-3ٕٞبُ٘ٛضیىٝ زض قىُ . آیس

 . ٔی ثبقٙس 𝜑 ٔمبزیط ٔكرهی اظ

 

 

 (.3.71)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   تبثغ  ضؾٓ :26-3قىُ

 

 ته روش آنالیس هووتوپی پیطگو تهای چنذگانهجوا 1-4-2
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ثٝ ٔؿبِٝ ٔمساض اِٚیٝ ظیط تجسیُ ٔی ( 3.67)-(3.68)ثطای ثىبض ٌیطی ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی زض ٌبْ اَٚ ٔؿبِٝ 

  [41]قٛز 

                                                   𝜑                               (3.73) 

                                                                              (3.74) 

فطو وٙیس تبثغ . پبضأتط تدٛیع قسٜ ٔی ثبقس وٝ ثٝ ٚؾیّٝ لبػسٜ چٙسٌبٍ٘ی خٛاثٟب پیسا ذٛاٞس قس  وٝ زض آٖ 

نسق ٔی وٙس، تبثغ وٕىی  ( 3.74)ثبقس وٝ زض قطایٍ آغبظی         حسؼ آغبظی ثطای خٛاة 

 ثبقس ٚ ػٍّٕط ذُی ثهٛضت ظیط ا٘تربة قٛز       

                                           ℒ 𝜑         
  𝜑       

   
              (3.75) 

 زاضز   ٚ    وٝ ٚیػٌی ظیط ضا ثطای ثبثت ٞبی 

                                                ℒ                                  (3.76) 

 ی آٚضیٓحبَ ثب زٚ ثبض ا٘تٍطاٍِیطی اظ ٔؼبزِٝ زٌطزیؿی ٔطتجٝ ثبلا ثسؾت ٔ

                                      
 

 

 

 
                (3.77) 

 وٝ زض آٖ

                      
          

   
    𝜑             (3.78) 

 اظ ٔؼبزلات ظیط ثسؾت ٔی آیس   ٚ    ٚ ثبثت ٞبی 

                                                    
                        (3.79) 
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ثهٛضت ظیط زازٜ ٔی   ٔطتجٝ  خٛاة تمطیجی            ٞب ثطای       ثبظٌكتی حبَ ثب ٔحبؾجٝ 

 قٛز

                                                         
 
                (3.80) 

 ضاثُٝ ظیط حبنُ ٔی قٛز       ثٙبثطایٗ ثٝ وٕه قطٌ تحٕیُ قٛ٘سٜ 

                                                                             (3.81)  

ٚ      ثطای  27-3زض قىُ   ثٝ ػٙٛاٖ تبثؼی اظ پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ ٍٕٞطایی   ُٔبثك ثب ٔؼبزِٝ ثبلا 

𝜑 ٕٞبُ٘ٛض وٝ ٔكبٞسٜ ٔی ٕ٘بئیٓ زٚ ذٍ ضاؾت افمی زض قىُ زیسٜ ٔی قٛز یىی . قسٜ اؾت ضؾٓ     

ثٙبثطایٗ ٔب .            زض ثبظٜ         ٚ زیٍطی               زض ثبظٜ         ثطای 

ٕٞرٛا٘ی  26-3زٚ خٛاة ثطای ٔؿبِٝ ٔی زٞس وٝ وبٔلاً ثب ٘تبیح زلیك زض قىُ  PHAM٘تیدٝ ٔی ٌیطیٓ وٝ 

𝜑ٚ      ٔكبثٟبً ایٗ وبض ضا ثطای . (A,B) زاضز ٕٞبُ٘ٛض وٝ . ا٘دبْ زازٜ ایٓ 28-3زض قىُ      

زض ثبظٜ         ٔكبٞسٜ ٔی ٕ٘بئیٓ زٚ ذٍ ضاؾت افمی زض قىُ زیسٜ ٔی قٛز یىی ثطای 

ثٙبثطایٗ ثبض زیٍط ٔب ٘تیدٝ ٔی ٌیطیٓ وٝ .            زض ثبظٜ         ٚ زیٍطی              

PHAM  ُٕٞرٛا٘ی زاضز  26-3زٚ خٛاة ثطای ٔؿبِٝ ٔی زٞس وٝ وبٔلاً ثب ٘تبیح زلیك زض قى( ٌ٘مب(C,D).) 
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  .     ٚ      ثطای ( 3.81)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   تبثغ  ضؾٓ :27-3قىُ

 

 

 .     ٚ      ثطای ( 3.81)ثهٛضت يٕٙی ثط َجك   ثط حؿت   تبثغ  ضؾٓ :28-3قىُ

 

 26-3ایٙه ثٝ ٔحبؾجٝ تمطیجی ایٗ خٛاثٟبی زٌٚب٘ٝ ٔی پطزاظیٓ ٚ آٟ٘ب ضا ثب خٛاثٟبی زلیك، ٕٞبُ٘ٛضیىٝ زض قىُ 

تبویس ٔی وٙیٓ وٝ ٞط زٚ خٛاة قبذٝ پبییٙی ٚ قبذٝ . ٔكرم اؾت، ٔمبیؿٝ ٔی وٙیٓ (C,D)ٚ  (A,B)ثب ٘مبٌ 
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ثب ٞط زلتی ثسؾت ٔی       ازٖ ظٚج ٔكرم ثب لطاض ز( 3.80)ثبلایی ثهٛضت ٕٞعٔبٖ تٟٙب ثب اؾتفبزٜ اظ ؾطی 

،                   خٛاثٟبی تمطیجی         ٚ         ٔتٙبظط ثب   29-3زض قىُ . آیٙس

ٔتٙبظط ثب      ثب خٛاة زلیك قبذٝ پبییٙی                    ٚ                    

ٔتٙبظط   30-3زض قىُ زض یه ػُٕ ٔكبثٝ، (. 26-3زض قىُ   ٘مُٝ )ٔمبیؿٝ قسٜ اؾت            

ٚ                   ،                  خٛاثٟبی تمطیجی        ٚ          ثب 

ٔمبیؿٝ قسٜ اؾت            ٔتٙبظط ثب      ثب خٛاة زلیك قبذٝ ثبلایی                   

ٚ                     ع خٛاثٟبی تمطیجی زٌٚب٘ٝ ٘ی 31-3زض قىُ (. 26-3زض قىُ   ٘مُٝ )

ٕٞبُ٘ٛض ( 26-3زض قىُ  (A,B)٘مبٌ  )ثب خٛاثٟبی زلیك زٌٚب٘ٝ ٔمبیؿٝ قسٜ ا٘س                    

ٕٞچٙیٗ زض یه . وٝ لبثُ ٔكبٞسٜ اؾت تب ایٗ ٔطتجٝ اظ تمطیت خٛاثٟب ثب ٔمیبؼ ایٗ قىُ غیط لبثُ تٕییع ٞؿتٙس

ٚ                     خٛاثٟبی تمطیجی زٌٚب٘ٝ  32-3ُ ػُٕ ٔكبثٝ زض قى

 (.  26-3زض قىُ  (C,D)٘مبٌ )ثب خٛاثٟبی زلیك زٌٚب٘ٝ ٔمبیؿٝ قسٜ ا٘س                     

 

 .ثب زلیك        ٚ       ،     ٔمبیؿٝ خٛاثٟبی تمطیجی قبذٝ پبییٙی  :29-3قىُ
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 ثب زلیك        ٚ       ،     ٔمبیؿٝ خٛاثٟبی تمطیجی قبذٝ ثبلایی  :30-3قىُ

 

 

زض  (A,B)٘مبٌ   ٔتٙبظط ثب( ذٍ تیطٜ) ثب خٛاة زٌٚب٘ٝ زلیك      اظ ٔطتجٝ  (٘مبٌ ٌطز تیطٜ) زٌٚب٘ٝ تمطیجیٔمبیؿٝ خٛاة  :31-3قىُ

 .26-3قىُ 
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زض  (C,D)٘مبٌ   ٔتٙبظط ثب( ذٍ تیطٜ) ثب خٛاة زٌٚب٘ٝ زلیك      اظ ٔطتجٝ  (٘مبٌ ٌطز تیطٜ) زٌٚب٘ٝ تمطیجیٔمبیؿٝ خٛاة  :32-3قىُ

 26-3قىُ 
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 فصل چهارم

جواتهای چنذگانه هسائل هقذار هرزی 

غیر خغی از نوع هعوولی تا ضرایظ 

 هرزی در تی نهایت
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زض ایٗ فهُ لهس زاضیٓ ثب ثطضؾی یه ٔؿبِٝ ٔمساض ٔطظی غیط ذُی ٘بقی اظ خطیبٖ تجبزَ حطاضت ٔرٌّٛ 

زض ٔبزٜ ٔترّرُ وٝ زاضای قطایٍ ٔطظی زض ثی ٟ٘بیت ٔی ثبقس ثٝ چٍٍٛ٘ی پی ثطزٖ ثٝ خٛاة ٞبی چٙسٌب٘ٝ ٚ 

ثب . بی چجیكف ثٟطٜ ذٛاٞیٓ ثطزٞٓ ٔحّی ثب پبیٝ ٞ -ثطا ی ایٗ ٔٙظٛض اظ ضٚـ قجٝ َیفی. تمطیت آٟ٘ب ثپطزاظیٓ

ایٗ حبَ ٕٞبُ٘ٛض وٝ ذٛاٞیٓ زیس ثط ذلاف ضٚـ فهُ لجُ ثطای ٔؿبئُ ٔمساض ٔطظی ثب قطایٍ ٔتٙبٞی، تٛؾیغ 

اؾبؾی تطیٗ ٌبْ ٞب . ایٗ ضٚـ ثطای ؾبیط ٔؼبزلات غیط ذُی ثب قطایٍ ثی ٟ٘بیت ٕٔىٗ اؾت ثؿی پیچیسٜ ثبقس

خٟت ا٘تمبَ ثبظٜ ٘یٕٝ ٔتٙبٞی ثٝ یه ثبظٜ ٔتٙبٞی ٚ ٕٞچٙیٗ اؾتفبزٜ اظ زض ایٗ ضٚـ اؾتفبزٜ اظ یه تبثغ یىٙٛا 

 . حسؼ ٞبی آغبظی ٔٙبؾت خٟت ثىبض ٌیطی اظ ضٚـ ٘یٛتٗ ثطای حُ زؾتٍبٟٞبی غیط ذُی ٔی ثبقس

 هن هحلی –هقذهه ای تر روش ضثه عیفی  4-3 

یه خٛاة تحّیّی ثطای آٟ٘ب ثٝ ٔؼبزلات ثطذبؾتٝ اظ ٔؿبئُ فیعیىی ٌبٞی چٙبٖ پیچیسٜ ٞؿتٙس وٝ ٕ٘ی تٛاٖ 

یت ٔٙبؾجی اظ خٛاثٟب ضا طثسیٗ ٔٙظٛض ثطای حُ چٙیٗ ٔؼبزلاتی لاظْ اؾت تٛؾٍ ضٚقٟبی ذبنی تم. زؾت آٚضز

ضٚقٟبی ٔرتّفی اظ خّٕٝ ػٙبنط ٔتٙبٞی، تفبيلات ٔتٙبٞی ٚ ضٚقٟبی َیفی اظ خّٕٝ ضٚقٟبیی . ٔحبؾجٝ ٕ٘ٛز

ٔی تٛاٖ ٌفت ؾبزٜ تطیٗ ٚ لسیٕی تطیٗ آٟ٘ب ضٚـ تفبيلات . ٜ ا٘سٔٙظٛض زض ٘ظط ٌطفتٝ قس ٗٞؿتٙس وٝ ثطای ای

ٔتٙبٞی اؾت وٝ زض آٖ ثب اؾتفبزٜ اظ ثؿٍ تیّٛض تمطیت ٞبیی ثطای تبثغ ٚ ٔكتمبت آٖ زض ٘ظط ٌطفتٝ ٚ زض ٟ٘بیت 

 زض ٔمبثُ زض ضٚـ ػٙبنط ٔتٙبٞی اثتسا زأٙٝ خٛاة ثٝ تؼساز. خٛاة زض ٘مبٌ ذبنی اظ زأٙٝ ثٝ زؾت ٔی آیس

ٔتٙبٞی ظیط زأٙٝ تمؿیٓ قسٜ ٚ زض ٞط لؿٕت اظ ظیط زأٙٝ ٔتٙبٞی خٛاة ثهٛضت یه ثؿٍ ٔتٙبٞی زض ٘ظط 

٘تبیح ثسؾت آٔسٜ ٘كبٖ ٔی زٞس وٝ ثطای ٔؿبئّی ثب خٛاثٟبی ثٝ لسض وبفی ٕٞٛاض، ضٚـ ٞبی . ٌطفتٝ ٔی قٛز

تطی ثٝ خٛاة ٚالؼی ٍٕٞطا ٔی َیفی ثؿیبض ؾطیؼتط اظ ضٚقٟبی ػٙبنط ٔتٙبٞی ٚ تفبيُ ٔتٙبٞی ٚ ثب زلت ثبلا

 . [64-63]قٛ٘س 
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قبیس ثتٛاٖ ٌفت ضٚقٟبی َیفی یه تٛؾؼٝء ثؿیبض ذٛة اظ ضٚـ ٞبی ولاؾیه زض حُ ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ 

زض ایٗ ضٚـ زٚ زؾتٝ اظ تٛاثغ تحت . [64]ٔی ثبقٙس ( MWR) 34تحت ػٙٛاٖ ضٚـ ٞبی ثبلیٕب٘سٜ ٚظٖ زاض

زض ضٚقٟبی َیفی . زاضای ٘مف اؾبؾی ٔی ثبقٙس 36ٚ تٛاثغ آظٖٔٛ( مطیتتٛاثغ ثؿٍ یب ت) 35ػٙٛاٖ تٛاثغ وٛقكی

خٛاة تمطیجی ٔؼبزِٝ ثٝ نٛضت یه ؾطی لُغ قسٜ ثط حؿت تٛاثغ وٛقكی زض ٘ظط ٌطفتٝ ٔی قٛز ٚ تٛاثغ 

ثطای . آظٖٔٛ ثطای ایٙىٝ خٛاة تمطیجی ثٝ حس وبفی ثٝ خٛاة ٚالؼی ٘عزیه ثبقس ٔٛضز اؾتفبزٜ لطاض ٔی ٌیط٘س

ثٝ ایٗ ٞسف ثبلیٕب٘سٜ حبنُ اظ لطاض زازٖ خٛاة تمطیجی زض ٔؼبزِٝ زیفطا٘ؿیُ ضا ثبیس ثب اؾتفبزٜ اظ ؾیسٖ ض

ٚخٝ تٕبیع ضٚقٟبی َیفی زض ا٘تربة تٛاثغ وٛقكی ٔی . آظٖٔٛ ٚ وٛقكی ثٝ حسالُ ضؾب٘س غس تٛاثٔذٛال تؼب

س خّٕٝ ایٟبی چجیكف ٚ ِػا٘سض ثٝ اوثطاً چٙس خّٕٝ ایٟب ٚ ثرهٛل چٙ. ثبقس وٝ ثی ٟ٘بیت ثبض ٔكتك پصیط ٞؿتٙس

 .آٔسٜ اؾت [68-63]قطح وبّٔی اظ ایٗ ضٚقٟب زض ٔطاخغ . ػٙٛاٖ تٛاثغ وٛقكی ثٝ وبض ٌطفتٝ ٔی قٛ٘س

 ٔؼبزِٝ زیفطاؾیُ ظیط ضا زض ٘ظط ٔی ٌیطیٓ

                                         
ℒ                              

                     ℝ
                           (4.1) 

ػٍّٕطی اؾت وٝ قطایٍ ٔطظی ٔؼبزِٝ ضا زض ثط زاضز ٚ ثسٖٚ اظ زؾت زازٖ   ػٍّٕط زیفطا٘ؿیُ ٚ  ℒوٝ زض آٖ 

 .ثبقس         وّیت فطو ٔی وٙیٓ 

  ٚ ظیط فًبی   ضا فًبی ٕٞٝ چٙس خّٕٝ یٟبی اظ زضخٝ وٕتط یب ٔؿبٚی            
اظ           

زض ضٚـ َیفی خٛاة زلیك . وٝ قطایٍ ٔطظی اػٕبَ قسٜ اؾت، زض ٘ظط ٔی ٌیطیٓ           فًبی 

 .وٝ ثهٛضت ٔدٕٛع ٔتٙبٞی ظیط اؾت، تمطیت ظزٜ ٔی قٛز      ثب ( 4.1)ٔؿبِٝ      

 

                                                           
34

 Method of weighted Residuals 
35

 Trial function 
36

 Test function 
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                                                          𝜑    
 
                         (4.2) 

        𝜑 تٛاثغ وٛقكی 
ضا اوثطاً پبیٝ ای ٔتؼبٔس ٔب٘ٙس چٙس خّٕٝ ایٟبی چجیكف ٚ یب چٙس خّٕٝ ایٟبی   

ثب . ٞب ثبیس تؼییٗ ٌطز٘س    زض ٘ظط ٔی ٌیطیٓ ٚ يطایت            ِػا٘سض اظ فًبی چٙس خّٕٝ ایٟبی 

 .ثبلیٕب٘سٜ ظیط حبنُ ٔی ٌطزز( 4.1)زض ضاثُٝ       خبیٍصاضی 

                                                     ℒ                                  (4.3) 

 ایسٜ ضٚـ زض ایٗ اؾت وٝ تبثغ ثبلیٕب٘سٜ ثبیس زض قطایٍ ظیط نسق وٙس

                             
 

  
                            (4.4) 

ٔؼبزِٝ ٚ     زاضای ( 4.4)ٚايح اؾت وٝ ضاثُٝ . تٛاثغ تؿت ٞؿتٙس      تبثغ ٚظٖ ٚ      وٝ زض آٖ 

٘حٜٛ ا٘تربة تٛاثغ تؿت ٔٙدط ثٝ تمؿیٓ قسٖ ضٚـ َیفی ثٝ ضٚقٟبیی اظ خّٕٝ . ٔدَٟٛ ٔی ثبقٙس    

٘مُٝ ٌطٜ ای اظ     ( [69-64]یب ضٚـ قجٝ َیفی )زض ضٚـ ٞٓ ٔحّی . تبٚ ٚ ٞٓ ٔحّی ٔی قٛز ٌبِطویٗ،

ٔب ٘مبٌ ٌطٜ . ٞؿتٙس       ٚ         ٛز ٚ تٛاثغ آظٖٔٛ تٛاثغ ا٘تمبَ یبفتٝ زیطان ا٘تربة ٔی ق  

ِٛثبتٛ ٚ تٛاثغ وٛقكی ضا تٛاثغ چجیكف ٘ٛع اَٚ  -ای ضا ٕٞبُ٘ٛض وٝ ٔتؼبلجبً ذٛاٞس آٔس ٘مبٌ چجیكف ٌبٚؼ

ثٝ ( 4.4)طٜ ای ضاثُٝ ثب ا٘تربة ایٗ ٘مبٌ ٌ. ٞٓ ٔحّی ٌٛییٓ –ٔی ٌیطیٓ ٚ ضٚـ ضا ضٚـ قجٝ َیفی       

 :نٛضت ظیط زض ٔی آیس

                                  
ℒ                                  

                                             
    (4.5) 

ثطای خٛاة زلیك       ٞٓ ٔحّی زٚ ٌبْ اؾبؾی زض ٔحبؾجٝ خٛاة تمطیجی  –اظ ایٗ ضٚ زض ضٚـ قجٝ َیفی 

 .ٚخٛز زاضز     
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یه ٕ٘بیف ٔتٙبٞی ٔٙبؾت ثطای خٛاة ثط اؾبؼ ٔمبیط تبثغ زض ٘مبٌ ٌطٜ ای زض ٘ظط ٌطفتٝ ٔی قٛز وٝ  .1

ٚ یب ثهٛضت ٕ٘بیف       ،    زض ٘مبٌ      ایٗ خٛاة ٕٔىٗ اؾت یب ثهٛضت تبثغ زضٚ٘یبة 

 ؾطی ٔتٙبٞی ظیط ثبقس

                                           𝜑    
 
                              (4.6)      

 .ثب اؾتفبزٜ اظ ٔؼبزِٝ انّی   یب يطایت        ثٝ زؾت آٚضزٖ ٔؼبزلاتی ثطای ٔحبؾجٝ  .2

 ٘مُٝ ٔدعای    فطو وٙیس 

                                                                                             (4.7) 

٘یع چٙسخّٕٝ ایٟبی لاٌطا٘ػ ٚاثؿتٝ ثٝ ایٗ ٘مبٌ ثٝ فطْ ظیط       ،      ٕٞچٙیٗ . زازٜ قسٜ ثبقٙس

 ٔی ثبقٙس

                                                     
       
 
       

        
 
       

                         (4.8) 

       ٔبتطیؽ ٔكتك ٚاثؿتٝ ثٝ ٘مبٌ 
 

ٔی ثبقس وٝ زضایٝ ٞبی آٖ اظ             ٔبتطیؿی  

 .ضاثُٝ ظیط ثسؾت ٔی آیس

                                                      
                                           (4.9) 

              زض ٘مبٌ       اْ ٔبتطیؽ ٔكتك اظ ٔحبؾجٝ ٔكتك چٙسخّٕٝ ای لاٌطا٘ػ  زض ٚالغ ؾتٖٛ 

 . ثسؾت ٔی آیس

ثهٛضت ظیط  37ِٛثبتٛ-ٌبٚؼ-اظ ٘مبٌ چجیكف       ٔب ثطای ٌؿؿتٝ وطزٖ ثبظٜ . ٕٞبُ٘ٛض وٝ لجلاً ٘یع ثیبٖ قس

 اؾتفبزٜ ٔی وٙیٓ

                                                           
37

 Chebyshev–Gauss–Lobatto 
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                               (4.10) 

 3-4قضیه 

       اٌط 
ِٛثبتٛ ثبقٙس آٍ٘بٜ زضایٝ ٞبی ٔبتطیؽ ٔكتك چجیكف اظ ضٚاثٍ ظیط ثسؾت -ٌبٚؼ-٘مبٌ چجیكف  

 ٔی آیٙس

                        
  

   

       

         
 

  
           

 

  
 
               

                         
 

 
    

  

 
          

  

 
                       (4.11) 

                             
     

 
   

 ٞب ثهٛضت ظیط تؼطیف ٔی قٛ٘س  وٝ زض آٖ 

                                                
                            
                   

                      (4.12) 

 :اثثات

 .ضا ثجیٙیس [70]ٔطخغ 

 زض ظیط ثسؾت آٔسٜ اؾت        ثطای ٔثبَ ٔبتطیؽ ٔكتك چجیكف ثطای 
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 ثطای ٔبتطیؿٟبی ٔكتك ٔطتجٝ ثبلا ٘یع لًیٝ ظیط ثطلطاض اؾت

 :2-4قضیه 

 اْ چجیكف ثبقس آٍ٘بٜ  ٔبتطیؽ ٔكتك ٔطتجٝ     ،     ٔبتطیؽ ٔكتك چجیكف ثبقس ٚ   اٌط 

                                                                              
 

                            

 :اثثات

 .ضا ثجیٙیس [70]ٔطخغ 

ضٚی ٔحٛض اػساز        چٙس خّٕٝ ایٟبی چجیكف اظ آٖ زؾتٝ چٙس خّٕٝ ایٟبی ٔتؼبٔس ثؿیبض ٟٔٓ زض ثبظٜ 

ایٗ چٙسخّٕٝ ایٟب ثربَط زاقتٗ ٚیػٌیٟبی ثؿیبض ذٛة زض تمطیت تٛاثغ، اغّت زض . [71]حمیمی ٔی ثبقٙس 

ضٚـ ٞبی قجٝ َیفی ثط پبیٝ چٙس خّٕٝ . ثؿیبضی اظ ظٔیٙٝ ٞبی فیعیه، ضیبيی ٚ ٟٔٙسؾی ظبٞط ٔی قٛ٘س

 .[79-73]ثطای حُ ػسزی ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ ٔٛضز اؾتفبزٜ ظیبزی لطاض ٌطفتٝ اؾت  [72]ایٟبی چجیكف 

 :       1-4قضیه 
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       زض حبِتی وٝ 
. ِٛثبتٛ ثبقٙس-ٌبٚؼ-٘مبٌ چجیكف              چٙسخّٕٝ ایٟبی چجیكف ٚ   

       ثط حؿت      ٕ٘بیف تبثغ 
 :ثهٛضت ظیط ٔی ثبقس  

                                                          
 
                             (4.13) 

 .اظ ضاثُٝ ظیط ثسؾت ٔی آیٙس            ،   وٝ زض ضاثُٝ ثبلا 

                                          
 

   
 

 

  

 
            

   

 
                (4.14) 

 . ثسؾت ٔی آیٙس( 4.12)ٞب اظ ضاثُٝ   وٝ 

 :اثثات

 .ضا ثجیٙیس [71]ٔطخغ 

 هذل جریاى تثادل حرارت  4-2

ٔؿبِٝ ٔمساض ٔطظی غیط ذُی ٘بقی اظ خطیبٖ تجبزَ حطاضت ٔرٌّٛ زض ٔبزٜ ٔترّرُ وٝ زاضای قطایٍ ٔطظی زض 

 [81-80]ثی ٟ٘بیت ٔی ثبقس، ثؼس اظ ػّٕیبّت ؾبزٜ ؾبظی ثهٛضت ظیط زض ٔی آیس 

                                                           
 
                     (4.15) 

 ع قطایٍ ٔطظی ثطای ٔؼبزِٝ ثبلا ػجبضتٙس اظٚ ٘ی

                                                                      (4.16) 

    ثطای ٞط       ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾت خٛاة زلیك ثطای تبثغ  [80]ٕٞبُ٘ٛضیىٝ زض ٔطخغ 
 

 
    

 زٚتبیی ٔی ثبقس وٝ تٛؾٍ ضاثُٝ ظیط زازٜ ٔی قٛز
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             (4.17) 

 .زازٜ قسٜ اؾت وٝ ُّٔت ثبلا ضا تبئیس ٔی وٙس  ٚ پبضأتط ثبثت        ضاثُٝ ثیٗ  1-4زض قىُ 

 

 

 (. 2.17)ثط َجك   ثط حؿت         ضؾٓ :1-4قىُ 

 

 فراینذ تذست آوردى جواتهای چنذگانه  4-1

ثطای ضؾیسٖ ثٝ . ثطؾیٓ      ثطای ( 4.17)زض ایٗ لؿٕت ؾؼی ٔی وٙیٓ ثٝ تمطیت ثؿیبض ذٛثی اظ خٛاثٟبی 

ٞٓ ٔحّی ثب پبیٝ ٞبی چجیكف ثب ٘مبٌ  -ایٗ ٞسف ضٚقی ضا ز٘جبَ ٔی وٙیٓ وٝ ثط اؾبؼ ضٚـ قجٝ َیفی

ثهٛضت ظیط ( 4.15)-(4.16)ٚ ٔؼبزلات      زض آغبظ فطو ٔی وٙیٓ . [82]ِٛثبتٛ ٔی ثبقس -ٌبٚؼ-چجیكف

 .زض ٔی آیس

                                                                                          (4.18) 
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                                                                                 (4.19) 

 ثٛؾیّٝ تؼٛیى ٔتغیط 

                                                         
   

   
                                             (4.20) 

 ثسؾت ٔی آٚضیٓ

                                     
  

  
 

 

 
      

  

  
                                              (4.21) 

                                   
   

   
 

 

 
      

   

   
 

 

 
      

  

  
                 (4.22) 

ثٝ ٔؼبزلات ظیط تجسیُ ٔی قٛ٘س وٝ قطایٍ ٔطظی زض زأٙٝ خٛاة ٔتٙبٞی ( 4.18)-(4.19)آٍ٘بٜ ٔؼبزلات 

 .ٔی ثبقس       

                                    
 

 
                                 (4.23) 

                                                                                    (4.24) 

اظ نفط تب ثی ٟ٘بیت ضا ثهٛضت پیٛؾتٝ َی ٔی وٙس، ٔتغیط   ٚلتی ( 2.20)تبویس ٔی وٙیٓ وٝ ثب تؼٛیى ٔتغیط 

( 4.23)-(4.24)ٞٓ ٔحّی ضا ضٚی ٔؿبِٝ  -حبَ ضٚـ قجٝ َیفی. ی پیٕبیسضا ثهٛضت پیٛؾتٝ ٔ  تب    ٘یع   

 ثهٛضت ظیط زض ٘ظط ٔی ٌیطیٓ        ِٛثبتٛ ضا ثطای ٌؿؿتٝ وطزٖ ثبظٜ -ٌبٚؼ-٘مبٌ چجیكف. ثىبض ٔی ٌیطیٓ

                                           
  

 
                                       (4.25)   

 .ضا ثهٛضت ؾطی ٔتٙبٞی اظ تٛاثغ چجیكف ٕٞب٘ٙس ظیط زض ٘ظط ٔی ٌیطیٓ     تبثغ ٔدَٟٛ 

                                                              
 
                               (4.26) 
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 اظ ضاثُٝ ظیط ثسؾت ٔی آیس    وٝ زض آٖ 

                          
 

   
 

 

  

 
            

   

 
                        (4.27) 

    ثب ٔمبزیط ظیط ثطای 

                                            
                            
                   

                            (4.28) 

 زض ٘مبٌ ٞٓ ٔحّی ثهٛضت ظیط زازٜ ٔی قٛز     ٔكتمبت تبثغ  ٞٓ ٔحّی -ثط َجك ضٚـ قجٝ َیفی

                                             
  

  
              

 
                               (4.29) 

                                             
   

   
         

      
 
                              (4.30) 

 .زازٜ ٔی قٛز( 4.11)اظ ضاثُٝ   وٝ زض آٖ زضایٝ ٞبی ٔبتطیؽ 

 زؾتٍبٜ غیط ذُی ظیط حبنُ ٔی ٌطزز( 4.23)-(4.24)زض ( 4.30)ٚ ( 4.29)ثب خبیٍصاضی 

               
 

 
      

     
      

 
      

                     
          

 
                 

                      (4.31) 

                                                                                         (4.32) 

    ٔؼبزِٝ ٚ     زؾتٍبٜ ثبلا زض حمیمت یه زؾتٍبٜ غیط ذُی ثب 

وّی ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚقٟبی ػسزی چٖٛ ٘یٛتٗ  ٔی ثبقس وٝ زض حبِت                       ٔدَٟٛ

 .حُ ٔی قٛز
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زٜ اظ ضٚـ ٘یٛتٗ ٔی تٛا٘س ثؿیبض حُ زؾتٍبٜ غیط ذُی حتّی ثب اؾتفب تبویس ایٗ ُّٔت يطٚضی ٔی ضؾس وٝ

ٔكىُ اؾبؾی ثٝ ا٘تربة حسؼ آغبظی ٔی ٌطزز وٝ ثٛؾیّٝ آٖ تىطاضٞبی ضٚـ ٘یٛتٗ آغبظ ٔی . پیدیسٜ ثبقس

ٔب فىط ٔی . ٔكىُ انّی چٙسٌبٍ٘ی خٛاثٟبی ایٗ زؾتٍبٜ ٚ ٔحُ تمطیجی آٟ٘ب ٔی ثبقسٌطزز ثٝ ػجبضت زیٍط 

حُ زؾتٍبٜ ثهٛضت زلیك ثطای ٔمبزیط ( ییب حسؼ ٞبی آغبظ)٘تربة حسؼ آغبظی وٙیٓ وٝ ثٟتطیٗ ضٚـ ثطای ا

ذیّی وٛچه ٔی ثبقس ٚ ؾپؽ ثب ا٘تربة حسؾٟبی آغبظی ٔٙبؾت ثطای حُ ػسزی زؾتٍبٜ ٔی تٛاٖ ثٝ   

آٍ٘بٜ ثب     ٚ      فطو وٙیس ( 4.31)ثطای ٔثبَ زض . سؾت آٚضزٖ خٛاثٟب ثب زلت ٔٙبؾت پطزاذتث

 ٔدجٛض ثٝ حُ زؾتٍبٜ ظیط ٞؿتیٓ        ٚ         زاقتٗ 

                          
        

  
 

 
      

 

  
      

 

  
       

        
  

   

 
      

  

 
      

 

  
  

                (4.33) 

 زؾتٍبٜ ثبلا تٟٙب زٚخٛاة حمیمی ٔمساض ثهٛضت ظیط ٔی پصیطز

                                                                                (4.34) 

 ٚ 

                                                                             (4.35) 

 وٝ زض آٟ٘ب

                                                                            (4.36) 

زٚ خٛاة ظیط وٝ تمطیت ٞبیی يؼیف ثطای خٛاثٟبی ( 4.20)ٚ اؾتفبزٜ اظ تؼٛیى ٔتغیط ( 4.26)حبَ ثب ثىبضٌیطی 

 .زلیك ٞؿتٙس، ثسؾت ٔی آیٙس

                                                          (4.37) 
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                                                         (4.38) 

 وٝ زض آٟ٘ب

                                                                
   

   
     

حبَ ٔب ثب خٛاثٟبی تمطیجی آقٙب ٞؿتیٓ ثٙبثطایٗ ٔی تٛا٘یٓ ثب . اٖ خٛاثٟبی تمطیجی ضؾٓ قسٜ ا٘س 2-4زض قىُ 

ثطای ٔمبزیط ثعضي ( 4.31)-(4.32)ؼ ٞبی آغبظی ٔٙبؾت ضٚـ ٘یٛتٗ ضاثطای حُ زؾتٍبٜ غیط ذُی ا٘تربة حس

ثٝ تطتیت ثطای  5-4ٚ  4-4، 3-4ایٗ ػُٕ زض قىُ ٞبی . ثىبض ثجطیٓ ٚ خٛاثٟبی ثب زلت ثبلا ثسؾت ثیبٚضیٓ  

ٚ تؼساز ٘مبٌ ٞٓ ا٘دبْ قسٜ اؾت ٚ تؼساز تىطاض ٞب ٔبوعیٕٓ زٜ        ٚ      ،       ٔمبزیط 

ٕٞچٙیٗ ثطای پی ثطزٖ ثٝ زلت ایٗ خٛاثٟب ثب اؾتفبزٜ اظ خٛاثٟبی . زض ٘ظط ٌطفتٝ قسٜ اؾت     ٔحّی ٘یع 

 ثسؾت آٔسٜ، ذُبی ُّٔك خٛاثٟبی زٌٚب٘ٝ تمطیجی یؼٙی ( 4.17)زلیك وٝ زض 

                                                          
           

                             (4.39)       

ضؾٓ قسٜ        ٚ      ،       ثٝ تطتیت ثطای ٔمبزیط  8-4ٚ  7-4، 6-4زض قىُ ٞبی 

ٔمبزیط زلیك ذُب ضا ٕ٘بیف ٔی  3-4ٚ  2-4، 1-4ٕٞچٙیٗ ٔتٙبظط ثب ٞط وساْ اظ ایٗ قىُ ٞب خسَٚ ٞبی . اؾت

 .زٞٙس
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 (.4.37) -(4.38)ثط َجك      ثطای            خٛاثٟبی تمطیجی  :2-4قىُ 

 

 

  .    ثب        ثطای            خٛاثٟبی تمطیجی  :3-4قىُ 
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  .    ثب      ثطای            خٛاثٟبی تمطیجی  :4-4قىُ 

 

 

  .    ثب        ثطای            خٛاثٟبی تمطیجی  :5-4قىُ 
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  .    ثب        ثطای            ذُبی ُّٔك خٛاثٟبی تمطیجی  :6-4قىُ 

 

 

 

 .    ثب      ثطای            ذُبی ُّٔك خٛاثٟبی تمطیجی  :7-4قىُ 
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 .    ثب        ثطای            ذُبی ُّٔك خٛاثٟبی تمطیجی  :8-4قىُ 

 

 . ثطای ٔمبزیط ٔرتّف  .    ثب         ثب           خٛاثٟبی تمطیجی ٔحبؾجٝ ذُبی ُّٔك : 1-4خسَٚ 

 

 



046 

 

  ثطای ٔمبزیط ٔرتّف  .    ثب       ثب           خٛاثٟبی تمطیجی ٔحبؾجٝ ذُبی ُّٔك : 2-4خسَٚ 

 

 

  ثطای ٔمبزیط ٔرتّف  .    ثب         ثب           خٛاثٟبی تمطیجی ٔحبؾجٝ ذُبی ُّٔك : 3-4خسَٚ 
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 فصل پنجن

  نتیجه گیری و پیطنهادات
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ثطای ثسؾت آٚضزٖ خٛاة ٔٛخٛز ٔٛضز ٘ظط ثهٛضت  طفبًنتحّیّی یب ضٚقٟبی ػسزی  -ضٚقٟبی تمطیجی

ٕ٘ی  لبزض ثٝ پیف ثیٙی خٛاثٟبی چٙسٌب٘ٝ ٔؿبئُ ٔمساض ٔطظی غیط ذُیتمطیجی ٔٛضز اؾتفبزٜ لطاض ٔی ٌیط٘س ٚ 

اغّت ثب ٌبْ ٞبی ٔلاِت ی خٛاثٟبی ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ غیط ذُاظ َطف زیٍط ثطضؾی ٚخٛز ٚ چٙسٌبٍ٘ی . ثبقٙس

 . آٚض تحّیّی ٔحى ٚ ثب زقٛاضی ا٘دبْ ٔی قٛز

ء اؾتفبزٜ اظ ضٚقٟبی ػسزی ثطای ثطضؾی ٚخٛز ٚ چٙسٌبٍ٘ی خٛاثٟبی ٔؿبئُ ٔمساض ٔطظی ثط ایٗ اؾبؼ ایسٜ

ط وٝ ث ضا ٔؼطفی وطزٜ ایٓ( PHAM)آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی پیكٍٛ  ٔب ضٚـ ضؾبِٝزض ایٗ  .زض ایٗ ضؾبِٝ ُٔطح قسٜ اؾت

اؾبؼ آٖ ٔی تٛاٖ پی ثٝ چٙسٌبٍ٘ی خٛاثٟبی ٔؿبئُ ٔمساض ٔطظی غیط ذُی اظ ٘ٛع ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ ٔؼِٕٛی 

 –وٝ زض زٞٝ اذیط ثطای ثسؾت آٚضزٖ خٛاة تمطیجی پبیٝ انّی ایٗ ضٚـ، ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی ٔی ثبقس . ثطز

ضٚـ ثب اؾتفبزٜ اظ پبضأتطی ٔی تٛاٖ  زض ایٗ. تحّیّی ثٝ نٛضت ؾطی ثطای ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ ُٔطح قسٜ اؾت

ثطای ٔؿبئّی وٝ قبُٔ لؿٕتٟبی غیط ٔی تٛاٖ ٍٕٞطایی ؾطی خٛاة ضا وٙتطَ ٚ ؾطػت ثركیس، ػلاٜٚ ثط ایٗ 

ضا ٔی  آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی پیكٍٛ ضٚـ. جی ٔٙبؾجی ثب زلت ثبلا ثسؾت آٚضزی زاض٘س ثىبض ثطز ٚ خٛاثٟبی تمطیذُی لٛ

ایٗ ضٚـ، ٕٞبُ٘ٛض وٝ زض . تٛاٖ ثٝ آؾب٘ی ضٚی ٔؼبزلات زیفطا٘ؿیُ ٔؼِٕٛی غیط ذُی ثب قطایٍ ٔطظی ثٝ وبض ثطز

تحّیّی آٟ٘ب ٔی  -، ػلاٜٚ ثط پیف ثیٙی چٙسٌبٍ٘ی ٔؿبئُ ٔمساض ٔطظی لبزض ثٝ ٔحبؾجٝ ٕٞعٔبٖ تمطیجیٜ قسزیس

ٚ ٟٔٙسؾی ایٗ ضٚـ أىبٖ ایٗ ضا ٔی زٞس وٝ خٛاثٟبی ثط ایٗ اؾبؼ ثطای اؾتفبزٜ ٞبی وبضثطزی زض ػّْٛ . ثبقس

ثب تٛخٝ ثٝ ٚخٛز ٘طْ افعاض ٞبی لٛی . ٘بقٙبذتٝ ای اظ ٔؼبزلات ثسؾت آیس وٝ اؾبؾبً ٔٛضز ػلالٝ ٔی ثبقٙس

ؾیٕجّیه أطٚظٜ، ایٗ ضٚـ ٔب ضا ٔتمبػس ٔی ؾبظز وٝ آٖ ضا ضٚی ٔؼبزلات غیط ذُی ثىبض ثجطیٓ ٚ ٟٕٔتط ایٙىٝ 

زیسٜ زض ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی پیكٍٛ ٕٞبُ٘ٛض . ؾبظیْٓ ٞبی ٔلاِت آٚض ٚخٛز ٚ ثطضؾی خٛاة ٔجطاّ ذٛز ضا اظ ٌب

زٚ پبضأتط ٚخٛز زاضز وٝ ٘مف ّٟٕٔی زض ثطضؾی چٙسٌبٍ٘ی خٛاثٟب زاضز، یىی اظ آٟ٘ب پبضأتط وٙتطَ وٙٙسٜ  قس

تٟٙب ثب یه حسؼ  ٍطی ٘یع زاضز وٝایٗ ضٚـ ٔعیتّ زی. ٍٕٞطایی ٚ زیٍطی پبضأتط تدٛیع قسٜ ثٝ ٔؿئّٝ ٔی ثبقس
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اػتجبض ٚ لبثُ . ٔی زٞسآغبظی ٚ یه ػٍّٕط ذُی ٚ یه تبثغ وٕىی ٕٞٝ قبذٝ ٞبی خٛاثٟبی ٔؿبِٝ ضا ثسؾت 

 . زض فهُ ؾّْٛ ثطضؾی قس اتىبء ثٛزٖ ایٗ ضٚـ ثب ثطضؾی چٙسیٗ ٔسَ وبضثطزی

ی ٟ٘بیت ٔی ثبقٙس، ثهٛضت زض فهُ چٟبضْ ثٝ ٔؿبئُ ٔمساض ٔطظی غیط ذُی وٝ زاضای قطٌ ٔطظی زض ث

ٔؿبِٝ ٔمساض ٔطظی غیط ذُی ٘بقی اظ  ٞٓ ٔحّی ثطای یه  –ٚ ضٚقی ٔجتٙی ثط قجٝ َیفی  قسٔرتهط پطزاذتٝ 

خطیبٖ تجبزَ حطاضت ٔرٌّٛ زض ٔبزٜ ٔترّرُ وٝ زاضای قطایٍ ٔطظی زض ثی ٟ٘بیت ٔی ثبقس ثىبض ٌطفتٝ قسٜ ٚ 

 .خٛاثٟبی زٌٚب٘ٝ آٖ ثسؾت آٔس

جبض ثٛزٖ ضٚـ پیكٟٙبزی ثطای ٔؿبئُ ثب قطٌ ثی ٟ٘بیت، ثطضؾی قسٜ زض فهُ چٟبضْ، ثؿی ثطضؾی لبثُ اػت

ثٙبثطایٗ خؿتدٛ ٚ ؾبذت  .پیچیسٜ ثٛزٜ ٚ ایٗ أىبٖ ٚخٛز زاضز وٝ ثطای ٔؿبئُ ٔكبثٝ وبضایی ٘ساقتٝ ثبقس

ثب ایٗ حبَ . ضٚقٟبی ػسزی زیٍطی وٝ ثتٛاٖ ثطای ایٗ لجیُ ٔؿبئُ ثىبض ثطز ٔی تٛا٘س زاضای إٞیّت ظیبزی ثبقس

  .ثٝ ٘ظط ٔی ضؾس وٝ تطویت ضٚقٟبیی ٔثُ تیط ا٘ساظی ثب ضٚـ آ٘بِیع ٕٞٛتٛپی چبضٜ وبض ثبقس
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Abstract: 

The purpose of the thesis is to introduce a method to predict the multiplicity of the solutions of the 

nonlinear boundary value problems so that it could be easily applied on nonlinear ordinary differential 

equations with boundary conditions. Our goal is to introduce a method not only to anticipate 

multiplicity of the solutions of the nonlinear differential equations but also to calculates effectively the 

all branches of the solutions (on the condition that, there exist such solutions for the problem) 

analytically at the same time. In this manner, for practical use in science and engineering, such method 

might give new unfamiliar class of solutions which is of fundamental interest. Body structure of the 

thesis is as follows: In chapter 1, an introduction to the homotopy analysis method (HAM) is described 

due to this fact that the HAM is basis of our method. In chapter 2, we introduce the predictor homotopy 

analysis method (PHAM) and fully discuss the convergence analysis and other mathematical properties 

of the method. We give some applications in chapter 3 which confirm the authority of the method. In 

chapter 4, we introduce a method based on pseudo-spectral collocation method to obtain multiple 

solutions and then apply on a model of mixed convection in a porous medium with boundary conditions 

on semi-infinite interval which admits multiple (dual) solutions. 

Key Words: 

Homotopy analysis method, predictor homotopy analysis method, prescribed parameter, convergence 

controller parameter, forcing condition,  Multiple solutions, Multiplicity of solutions, nonlinear boundary 

value problems, nonlinear differential equations, finite boundary conditions, infinite boundary 

conditions, pseudo-spectral collocation method.  
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