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قدردانͬ



و سهموی جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای شبͺه بدون روشهای

مرزی شرایط با بیضوی

چͺیده
محبوبیت مشتقاتجزئͬ با معادلاتدیفرانسیل عددی برایحل شبͺه بدون روشهای اخیر سالهای در
شبͺه بدون روش اساس بر شبͺه بدون عددی روشهای ارائه رساله این هدف است. کرده پیدا زیادی
است. جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات عددی حل برای (MLPG) پتروف-گالرکین محلͬ
کلͬ دسته سه به را آنها و داد خواهیم ارائه شبͺه بدون روشهای بر مختصر ای مقدمه اول فصل در
است، استوار MLPG روش بر رساله این در شده ارائه روشهای که آنجا از کنیم. مͬ بندی دسته
زیاد بسیار اهمیت به توجه با سوم، فصل در شد. خواهد بررسͬ تفصیل به روش این دوم فصل در
عددی حل برای شبͺه بدون روش ͷی جزئͬ، مشتقات با خطͬ غیر دیفرانسل معادلات های سیستم
هر در پیشͽو-اصلاحͽر روش ͷی بودن، خطͬ غیر مشͺل بر آمدن فائق برای و شود مͬ ارائه آنها
با دیفرانسیل معادلات عددی جوابهای پنجم، و چهارم فصول در شد. خواهد پیشنهاد زمانͬ گام
به ششم فصل شد. خواهد بررسͬ ͷکلاسی غیر مرزی شرایط با سهموی و بعدی دو جزئͬ مشتقات
یافته اختصاص العمل مͺش-پخش-عکس کسری-زمان دوبعدی دیفرانسیل معادلات عددی حل
کارهای جهت مند علاقه خوانندگان برای پیشنهاداتͬ و ارائه کلͬ گیری نتیجه ͷی نهایت در است.

شد. خواهد بیان آتͬ

مرزی شرایط شبͺه، بدون روشهای جزئͬ، مشتقات با دیفرانسیل معادلات کلیدی: واژه�های
معادلات دستگاه شده، تفاضلاتتقسیم ضعیفمحلͬ، فرم مربعاتمتحرک، کمترین استاندارد، غیر
معادله نیومن، مرزی شرایط مرزی، شرایط عددی، گیری انتگرال پروسه مشتقاتجزئͬ، با دیفرانسیل
حافظه تاثیر نقاط، انتخاب تطبیقͬ روشهای کسری، دیفرانسیل معادلات محلͬ، هم روشهای گرما،



تربیت و تعلیم راه در که عزیزانͬ همه به کنم مͬ تقدیم را رساله این

ویژه به کوشند، مͬ و اند کوشیده خالصانه بوم و مرز این فرزندان

دکتری. دوره پایان تا ابتدائͬ دوره آغاز از حقیر معلمان

ت



مقدمه

که معادلاتͬ خصوصا جزئͬ، مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای تحلیلͬ جوابهای آوردن دست به

دانشمندان رو این از است. ناممͺن مواقع اکثر و مشͺل بسیار شوند مͬ حاصل کاربردی مسائل از

معادلات این تقریبی جوابهای آوردن دست به برای عددی کارای روشهای ارائه دنبال به مهندسان و

از کرد. اشاره متناهͬ عناصر روشهای به توان مͬ موجود عددی روشهای محبوبترین از هستند.

ͷی به نیاز صورت در علاوه به کرد. اشاره بندی شبͺه بالای هزینه به توان مͬ روشها این معایب

دوباره باید روش اجرای مراحل همه و کرد استفاده توان نمͬ قبلͬ محاسبات از ظریفتر، بندی شبͺه

شبͺه، بدون روشهای گردیدند. معرفͬ شبͺه بدون روشهای مشͺلات، این بر غلبه برای شوند. اجرا

مرزهای و دامنه نمایش برای اند، شده پخش آن مرزهای و مساله دامنه در که نقاطͬ مجموعه ͷی از

یا قوی فرم از است ممͺن شبͺه بدون روشهای کنند. مͬ استفاده سازی) گسسته برای نه (و آن

دارد، کمتری هزینه و تر ساده مساله قوی فرم از استفاده اگرچه کنند. استفاده مساله ضعیف فرم

این حال دارند. بالاتری دقت و پایداری کنند مͬ استفاده مساله ضعیف فرم از که روشهایی اما

چنین باشد؟ داشته را روش دو هر مزیتهای که داد ارائه روشͬ توان مͬ آیا که شود مͬ مطرح سوال

روی انتگرالͽیری اینکه هم و کند استفاده پایداری تضمین جهت مساله ضعیف فرم از باید هم روشͬ

١٩٩٩ سال در همͺاران و اتلوری راستا این در شود. کم روش اجرای هزینه تا باشد نداشته دامنه

از جدیدی گروه ͷی روش این نمودند. ارائه را (MLPG) پتروف-گالرکین محلͬ شبͺه بدون روش

توسط که هایی دامنه زیر در محلͬ طور ضعیفبه فرم به معادلات آن در استکه شبͺه بدون روشهای

مͬ ساخته گیری انتگرال کردن تر آسان جهت محلͬ های دامنه زیر و برقرارند اند شده احاطه نود ͷی

ث



تقریب جهت متحرک مربعات کمترین از روش این تقریب، بودن محلͬ مشخصه حفظ برای شوند.

مربعات کمترین تقریب و محلͬ ضعیف معادلات از روش خلاصه، طور به کند. مͬ استفاده جواب

طور به روش این کند. مͬ استفاده خطͬ غیر یا خطͬ معادلات سیستم به مساله تبدیل متحرکجهت

دیͽر همانند است. شده برده کار به علوم و مهندسͬ مسائل از وسیعͬ دامنه جواب برای موفقͬ بسیار

مرزی شرایط تحمیل چͽونگͬ به توان مͬ آنها جمله از که دارد معایبی نیز روش این عددی، روشهای

روشهائͬ همچنین است. شده مرتفع مشͺل این ترکیبی روشهای ارائه با رساله، این در کرد. اشاره

غیر رفتار طبیعͬ های پدیده اکثر شود. مͬ ارائه انتگرالͬ ͷکلاسی غیر مرزی شرایط تحمیل برای

عددی حل برای رسیم. مͬ خطͬ غیر مسائل به کاربردی مسائل سازی مدل در این بر بنا و دارند خطͬ

گردد. مͬ معرفͬ MLPG و پیشͽو-اصلاحͽر روشهای از ترکیبی رساله این در خطͬ، غیر مسائل

و شود مͬ ارائه شبͺه بدون روشهای بر ای مقدمه اول فصل در است: زیر شرح به رساله این ساختار

کوتاه ای مقدمه دوم، فصل در شد. خواهد بررسͬ خلاصه طور به پرکاربرد و موجود روشهای بعضͬ

معادلات به را زمان به وابسته مساله ͷی و پواسون مساله تبدیل چͽونگͬ و بیان MLPG برروش

استفاده با را محلͬ ضعیف معادلات سازی گسسته روند همچنین داد. خواهیم شرح محلͬ ضعیف

اساس بر شبͺه، بدون روش ͷی سوم، فصل در دهیم. مͬ شرح متحرک مربعات کمترین تقریب از

پیشͽو-اصلاحͽر، روشهای و متناهͬ تفاضلات روش محلͬ، انتگرال معادلات مساله، ضعیف فرم

بدون روش ͷی چهارم، فصل در شد. خواهد ارائه پخش خطͬ غیر معادلات جفت عددی حل برای

دیفرانسیل معادلات عددی جوابهای بررسͬ برای محلͬ هم روش و MLPGروش اساس بر شبͺه

پنجم، فصل در گردد. مͬ ارائه ͷکلاسی غیر مرزی شرایط با سهموی و بعدی دو جزئͬ مشتقات با

و گیرد مͬ قرار بررسͬ مورد نیومن و ͷکلاسی غیر شرایط با بعدی دو سهموی دیفرانسیل معادلات

عددی روش ͷی ششم، فصل در شود. مͬ ارائه جدید الͽوریتم دو نیومن مرزی شرایط تحمیل برای

جواب آوردن دست به برای مناسب متناهͬ تفاضلات روشهای همراه به MLPG روش اساس بر

برای که آنجا از گردد. مͬ ارائه العمل مͺش-پخش-عکس کسری دوبعدی دیفرانسیل معادلات

تغییر ͷی جواب صفر، ͷنزدی و ͷکوچ کسری های مرتبه برای مخصوصا کسری-زمان، مسائل

ج



مسائل این برای که کنیم مͬ ارائه را متغیر زمانͬ گامهای روش دارد، آغازین لحظه ͬͺنزدی در سریع

است: زیر شده چاپ مقاله سه حاصل رساله این است. مفید بسیار
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۶٣ . . . . . . . . . . . . . . چهارم فصل دوم مثال برای آمده دست به نتایج ٢.۴

٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . پنجم فصل اول مثال برای آمده دست به نتایج ١.۵

٧٩ . . . . . . . . . . . . . . پنجم فصل دوم مثال برای آمده دست به نتایج ٢.۵

٨٨ . . . . . . . . . . . متفاوت های r و R با α = ۰٫ ۵ با t = ۰٫ ۵ در خطا ١.۶

ذ



١ فصل

شبͺه بدون روشهای بر ای مقدمه

١



مقدمه ١.١

نظر از جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات جوابهای تقریب برای جدید عددی روشهای ارائه

انعطاف خاطر به شبͺه، بدون روشهای است. برخوردار بسزائͬ اهمیت از ریاضیدانان و مهندسین

از بسیاری توجه اخیر سالهای در حاصله، عددی جوابهای بالای بسیار دقت و آنها بالای پذیری

مشترک هدف مهمترین که گفت بتوان شاید است. کرده جذب خود به را مهندسان و ریاضیدانان

تاکنون باشد. دامنه کل مجدد بندی شبͺه و بندی شبͺه مشͺل بر آمدن فائق شبͺه، بدون روشهای

ذرات روش کرد: اشاره زیر موارد به توان مͬ آنها میان از که اند شده ارائه شبͺه بدون روش چندین

یͺه افراز روش ،[٢] ٢ (DEM) شده پخش عناصر روش [١] (SPH) ١ هموار ͬͺهیدرودینامی

روش ،[۵] ۵ (EFG) آزاد عناصر با گالرکین روش ،[۴]۴ کلود اچ-پی روش ،[٣] ٣ (PUM)

شعاعͬ ای پایه توابع اساس بر محلͬ هم شبͺه بدون روش ،[۶] ۶ (RKPM) هسته عناصر بازتولید

مرزی انتگرال معادلات شبͺه بدون روش ،[٩] ٧ (BNM) مرزی نودهای روش ،[٨ ،٧(RBFs)[

٩(MLPG) پتروف-گالرکین محلͬ شبͺه بدون روش ،[١٣ ،١٢ ،١١ ،١٠] ٨ (LBIE) محلͬ

همه بیان روشها، این کثرت علت به . [١٨] ١٠ نقاط شعاعͬ درونیابی روش ،[١٧ ،١۶ ،١۵ ،١۴]

است. داده ارائه روشها این از کلͬ) حدی (تا بازنگری ͷی [۴٨] مرجع اما، نیست پذیر امͺان آنها

ͷی حل برای شبͺه بدون روش است: زیر صورت به [١٨] ( ٢٠٠٢ (لیو شبͺه بدون روش تعریف

دامنه، سازی گسسته برای شده تعیین قبل از بندی شبͺه ͷی از استفاده بدون که است روشͬ مساله

نقاطͬ مجموعه ͷی از شبͺه، بدون روشهای نماید. تبدیل خطͬ معادلات سیستم ͷی به را مساله

سازی گسسته برای نه (و آن مرزهای و دامنه نمایش برای شده پخش آن مرزهای و مساله دامنه در که

١Smoothed Particle Hydrodynamic
٢�����Diffuse element method
٣Partition of unity method
۴ Hp-cloud method
۵ Element ee Galerkin method
۶ Reproducing kernel particle method
٧Boundary node method
٨ Meshless local boundary integral equation method
٩ Meshless local Petrov-Galerkin method
١٠Radial point interpolation method

٢



نقاط این و شوند، مͬ نامیده ١١ میدانͬ نقاط شده، پخش نقاط مجموعه این کند. مͬ استفاده دامنه)

برای گرهها این بین رابطه درباره قبلͬ اطلاعات هیچͽونه که معنͬ این به سازند، نمͬ شبͺه ͷی

خوبی کاربردهای شبͺه بدون روشهای از بسیاری نیست. نیاز ... و مجهول تابع تقریب یا درونیابی

قوی عددی وسیله ͷی به شدن تبدیل برای بالایی پتانسیل که است شده داده نشان و اند کرده پیدا

ͬͺتکنی مسائل و سوالات هنوز و دارند قرار توسعه مرحله در هنوز روشها این وجود، این با دارند.

مسائل حل برای کارا و مفید ابزار ͷی به تبدیل روشها این تا شوند داده پاسخ باید که دارند وجود

است: زیر شرح به شبͺه بدون روش ͷی اجرای برای مهم بسیار گام سه شوند. مهندسͬ پیچیده

این شود. مͬ داده نشان نقاط با مساله ͬͺفیزی دامنه شبͺه، بدون روشهای در : ١٢ نقاط تولید -١

دهند. پوشش را دامنه کل باید صورت هر در و باشند نامنظم یا منظم توانند مͬ نقاط

دامنه نقطه هر در باید مجهول تابع ابتدا عددی جواب آوردن دست به برای : ١٣ جواب تقریب -٢

صورت به را جواب و گرفته نظر در جواب فضای برای ای پایه منظور این برای شود. زده تقریب

نامیم. مͬ جواب تقریب را عمل این گیریم. مͬ نظر در پایه اعضای از خطͬ ترکیب

بنابراین و شود مͬ داده بسط پایه توابع جملات حسب بر جواب تقریب، روند :در ١۴ آزمودن -٣

باشند). تابع مقدار توانند مͬ اتلوری روش مانند ضرائب هستند(این مجهول پایه جملات ضرائب

مͬ آزمون این کند. صدق حاکم معادلات در تا بیازماییم را آن باید تقریب ضرایب محاسبه برای

باشد. کلͬ یا محلͬ و قوی یا ضعیف فرم به تواند

به اینجا اند.در شده متفاوتͬ شبͺه بدون روشهای به منجر آزمودن و جواب تقریب متفاوت روشهای

کنیم. مͬ بیان را آزمودن و جواب تقریب روشهای از تعدادی خلاصه طور

١١Field nodes
١٢Node generation
١٣Trial approximation
١۴Testing

٣



جواب تقریب ٢.١

هموار ͬͺهیدرودینامی ذرات روش ١.٢.١

در ١۵ مناقان و گینگولد توسط که شبͺه بدون روش ترین قدیمͬ هموار، ͬͺهیدرودینامی ذرات روش

زیر صورت به Ω دامنه در u(x) متغیره تک تابع برای ١۶ هسته تقریب ͷی شد، ارائه ١٩٧٧ سال

دهد: مͬ ارائه

uh(x) =

∫
w(x− y, h)u(y)dΩy

معمولا SPH در ) است هسته یا وزن تابع w(x−y, h) دهد، مͬ نشان را تقریب uh(x) آن در که

صدق زیر شرایط در باید هسته باشد. مͬ ١٧ محمل اندازه h و شود) مͬ نامیده کننده هموار تابع

کند:

Ωi, ،Ω از دامنه زیر ͷی در w(x− y, h) > ۰ -١

Ωi, دامنه زیر از خارج w(x− y, h) = ۰ -٢∫
Ω

w(x− y, h)dΩ = ۱, بودن نرمال خصوصیت -٣

،s = ∥x− y∥ که است کاهشͬ یͺنواخت طور به تابع ͷی w(s, h) -۴

روش برای دوم شرط است. دیراک دلتای تابع δ که ،h → ۰ که وقتͬ w(s, h) → δ(s) -۵

به فقط uh(x) شود؛ تولید محلͬ نمایش ͷی از که سازد مͬ قادر را تقریب شرط این است، ضروری

نیست. صفر w(x−y, h) که دارند قرار ای زیردامنه در که دارد بستگͬ گرههایی در u از مقادیری

شود. مͬ نامیده آن تاثیر دامنه یا وزن تابع محمل است ناصفر w(x − y, h) آن در که ای دامنه

فرم کند. نمͬ تضمین را گسسته فرم سازگاری شرط، این اگرجه است، سازگاری خاطر به سوم شرط

مͬ حاصل زیر صورت به راست سمت برای عددی گیری انتگرال روش بردن کار به با روش گسسته

١۵Gingold and Monaghan
١۶Kernel approximation
١٧ Support

۴



شود:

uh(x) =
∑

I

w(x− xI)uI△VI =
∑

I

ϕI(x)uI

بعدی ͷی برای طول و بعدی دو برای سطح بعدی، سه فضای برای حجم دهنده VI△نشان آن در که

باشد. مͬ SPH تقریب ١٨ شͺل تابع ϕI(x) = w(x − xI)△VI و باشد، مͬ I نود با متناظر و

باشد. مͬ I نود VI△به تخصیص برای کارا ͷتکنی ارائه فوق، تقریب بردن کار به در مشͺل ͷی

هسته اجزای بازتولید روش ٢.٢.١

تابع ͷی و دادند ارائه را RKPMروش همͺاران و لیو شد، معرفͬ SPH روش که مسیری مشابه

صورت به u(x) هسته بازتولید تقریب کردند. معرفͬ پیوسته و گسسته فرم دو هر برای اصلاحͽر

است: زیر

uh(x) =

∫
C(x,x− y)Φα(x− y)u(y)dΩy

آید، مͬ دست به بازتولید شرایط تحمیل با که شود مͬ نامیده اصلاحͽر تابع C(x,x−y) آن در که

خطͬ ترکیب حسب بر را آن بتوان و کنند تولید را ایها جمله چند دقیقا تولیدباید باز معادلات یعنͬ

اجرای با باشد. مͬ Φα(x − y) هسته تابع تاخیر پارامتر α داد؛ نشان ای چندجمله ای پایه توابع

آید: مͬ دست به زیر گسسته فرم عددی، گیری انتگرال

uh(x) =
∑

I

C(x,x− xI)Φα(x− xI)uI△VI =
∑

I

ϕI(x)uI

نامیده پنجره تابع واحد(که ͷموج ͷی انتقال و تاخیر از ترکیبی با تابع ͷی ها، ͷموج نظریه در

است. شده ابداع روش این از گیری بهره با نیز RKPMروش شود. مͬ داده نمایش مشود)

١٨Shape function

۵



متحرک مربعات کمترین ٣.٢.١

پایه از نامه پایان این در مساله، ضعیف فرم از استفاده بر علاوه روش، وضعͬ خوش حفظ برای

کنیم. مͬ استفاده جواب نمایش جهت (MLS) متحرک مربعات کمترین روش از آمده بدست های

(از درجه از کامل ای چندجمله پایه ͷی pT (x) = [p۱(x), p۲(x), ..., pm(x)] کنیدکه فرض

توانند مͬ ها پایه ،x = (x, y) با دوبعدی مساله برای مثال، عنوان به باشد؛ m شده) تعیین پیش

pT (x) = [۱, x, y]

یا

pT (x) = [۱, x, y, x۲, xy, y۲]

میتواند pT برداری تابع است. ،(m = ۶) مربعͬ پایه برای و (m = ۳) خطͬ پایه برای باشد.

برگرداند. (# points)×m اندازه از ماتریس ͷی و بͽیرد ورودی عنوان به را نقاط از ای مجموعه

که باشد مͬ [Pij] = pj(ξi) های درایه با N × m اندازه از P = pT (Ξ) ماتریس بویژه،

محمل با وزن تابع ͷی ،ξi نقطه هر در همچنین .ξi ∈ Ξ و ،j = ۱, . . . , m ،i = ۱, . . . , N

شود: مͬ استفاده گاوسͬ وزن تابع نامه پایان این در شود. مͬ داده تخصیص wi > ۰ فشرده

wi(x) =


exp[−(∥ x− ξi ∥/c)۲]− exp[−(R/c)۲]

۱− exp[−(R/c۲)]
, ۰ ≤∥ x− ξi ∥< R,

۰, otherwise,
(١.١)

مشخص را محمل Rاندازه > ۰ و کند مͬ کنترل wiرا وزن تابع شͺل که است ثابت ͷی c > ۰ که

باشند. وابسته نیز نقاط به توانند مͬ R و c بیشتر پذیری انعطاف برای که باشید داشته توجه کند. مͬ

تقریب دنبال به ما کنیم. مͬ عمل زیر صورت به Ξ در u تابع بسط برای MLS های پایه ساختن برای

۶



هستیم: زیر صورت به U MLS

U(x) = pT (x)a(x) (٢.١)

نرم ͷی کردن مینیمم با x نقطه هر در a(x) = [a۱(x), . . . , am(x)] (متحرک) ضریب بردار که

آید: مͬ بدست نقطه n در باقیمانده تابعک L۲ دار وزن گسسته

J(a)(x) =
∑
ξi∈Ξ

wi(x)
(
pT (ξi)a(x)− u(ξi)

)۲
. (٣.١)

داریم: (٣.١) معادله حل با

a(x) =
(
P T W (x)P

)−۱
P T W (x)u(Ξ) (۴.١)

شود: مͬ تعریف زیر صورت به ماتریسͬ تابع و ،u(Ξ)T = [u(ξ۱), . . . , u(ξN)] که

W (x) = diag
(
w۱(x), . . . , wN(x)

)

صورت به میتواند (۴.١) از استفاده با (٢.١) تقریب دیͽر، دیدگاه ͷی از .

U(x) = pT (x)
(
P T W (x)P

)−۱
P T W (x)︸ ︷︷ ︸

Φ(x)

u(Ξ) =
N∑

i=۱

u(ξi)ϕi(x), (۵.١)

برداری تابع درایه امین i- ϕi که شود نوشته

Φ : R۲ → R۱×N

٧



مͬ مشاهده باشد، m مساوی یا کوچͺتر درجه از ای چندجمله ͷی u که حالتͬ در جز به باشد. مͬ

برای U(ξi) ̸= u(ξi) ولͬ U(ξi) ≈ u(ξi) MLS تقریب در ها، درونیاب شبه همانند که شود

چند مشتقات همچنین و وزن توابع مشتقات ϕi MLS های پایه از گرفتن مشتق برای .ξi ∈ Ξ

است. نیاز پایین درجه از ایهایی جمله

یͺه افراز روشهای ۴.٢.١

به شود، مͬ شروع Ωj دامنه زیر M به Ω ⊆ Rs باز و کراندار دامنه افراز با یͺه افراز اصلͬ ایده

این با متناظر باشند. داشته کمͬ پوشانͬ هم است ممͺن ها زیردامنه و ∪M
j=۱Ωj ⊇ Ω که طوری

پیوسته محمل با و نامنفͬ پیوسته، توابع از خانواده ͷی یعنͬ سازیم؛ مͬ یͺه افراز ͷی ما ها زیردامنه

داریم Ω در x مانند نقطه هر در که طوری به باشد، مͬ Ωj بستار آن محمل که wj

M∑
j=۱

wj(x) = ۱.

پایه تابع درونیاب مثال عنوان (به سازیم مͬ uj مانند محلͬ تقریب ͷی Ωj زیردامنه هر برای حال،

سازیم: مͬ زیر رابطه با Ω دامنه کل برای را کلͬ تقریب سپس و شعاعͬ)، ای

Pf (x) =
M∑

j=۱

uj(x)wj(x), x ∈ Ω.

یعنͬ کند؛ درونیابی xl, مانند نقطه ͷی در را تابع مقدار محلͬ تقریب ͷی اگر که کنید توجه

کند: مͬ درونیابی را تابع مقدار نقطه این در نیز کلͬ تقریب انگاه ،uj(xl) = f(xl)

Pf (xl) =
M∑

j=۱

uj(xl)wj(xl) =
M∑

j=۱

f(xl)wj(xl) = f(xl).

٨



تقریبکمترین که دادند نشان ٢٠ (١٩٩۵-٩۶) ادن دوارتو و ١٩ ملنک(١٩٩۵-٩۶) و بابوسͺا

سازد. مͬ یͺه افراز ͷی متحرک مربعات

شعاعͬ ای پایه توابع ۵.٢.١

موجود ϕ : [۰,∞) → R تابع اگر شود مͬ نامیده شعاعͬ تابع ͷی Φ : Rs → R تابع تعریف

که طوری به باشد

Φ(x) = ϕ(r),

تابع ͷی راحتͬ، برای اقلیدسͬ. نرم معمولا باشد؛ مͬ Rs در نرم ͷی ∥.∥ و ،r = ∥x∥ آن در که

فضای در .rj = ∥x − xj∥ آن در که دهیم مͬ نشان Φ(x,xj) = ϕ(rj), با را شعاعͬ ای پایه

بدون تقریب روش در .Φ(x,xj) = Φ(x, y, xj, yj) نویسیم مͬ و x = (x, y) داریم: بعدی دو

به شعاعͬ تابع N از خطͬ ترکیب صورت به u(x, y) مجهول تابع تقریب شعاعͬ، ای پایه شبͺه

شود: مͬ نوشته زیر صورت

uh(x, y) =
N∑

j=۱

λjΦ(x, y, xj, yj)

مجهول ضرایب باشد. مͬ مجهول ضرایب λj, j = ۱, ۲, ..., N و است دامنه در نقاط Nتعداد که

به شد) خواهد داده توضیح بعدی فصل در (که گالرکین یا محلͬ هم روش با حاکم معادلات حل با

شوند: مͬ محاسبه زیر صورت به تقریب تابع جزیی مشتقات بعدی، چند حالت در آیند. مͬ دست

∂kuh(x, y)

∂xa∂yb
=

N∑
j=۱

λj
∂kΦ(x, y, xj, yj)

∂xa∂yb

١٩Babuska and Melenk
٢٠ Duarte and Oden

٩



توان مͬ پرکاربرد، و مطلوب شعاعͬ ای پایه توابع بین از .k = a + b و a, b ∈ {۰, ۱, ۲} که

صورت به ربعͬ چند شعاعͬ ای پایه تابع برد. نام را ٢٢ نازک ای صفحه اسپلاین و ٢١ ها چندربعͬ

شود: مͬ تعریف زیر

ϕ(rj) =
√

r۲
j + c۲

j

ربعͬ چند شعاعͬ ای پایه تابع کند. مͬ کنترل را شعاعͬ ای پایه تابع شͺل که است ثابت ͷی cj که

است: زیر صورت به نیز معکوس

ϕ(rj) =
۱√

r۲
j + c۲

j

.

صورت به نازک ای صفحه اسپلاین تابع

ϕ(rj) = r۲m
j log rj,

است. آن مرتبه m که شود مͬ تعریف

آزمودن ٣.١

داریم: زیر صورت به تقریبی مجهول جواب برای شد، بیان بالا در که روشهایی همه در

uh(x) =
N∑

j=۱

λjΦ(xj)

به uh(x) تقریب تابع که شوند محاسبه طریقͬ به باید مجهول ضرایب هستند. مجهول ضرایب که

گردیده ارائه حال به تا آزمودن روش چندین کند. صدق حاکم معادلات در قوی یا ضعیف صورت

٢١multiquadrics
٢٢ thin-plate spline

١٠



کرد: بندی دسته گروه سه در را آنها توان مͬ که اند

محلͬ) (روشهم قوی فرم به آزمودن ١.٣.١

ͬͺهیدرودینامی ذرات روش همچنین و شعاعͬ ای پایه توابع تقریب در گسترده طور به روش این

در محلͬ) هم نقاط(نقاط از مجموعه ͷی در باید تقریب تابع روش، این در رود. مͬ کار به هموار

نقاط این و باشد کمتر مجهول ضرایب تعداد از نباید نقاط این تعداد کند. صدق حاکم معادلات

مجهول تقریب ضرایب که شود مͬ معادلات دستگاه ͷی به تبدیل مساله نتیجه در باشند. مجزا باید

است. ناپایداری آن مشͺل اما باشد، مͬ سریع و ساده روش ͷی روش این وضوح به هستند.

سراسری ضعیف فرم به آزمودن ٢.٣.١

گالرکین روش است. مساله تغییراتͬ یا ضعیف فرم از استفاده نیازمند گالرکین روش اجرای جهت

محاسبه برای و گالرکین روش از هسته اجزای بازتولید روش یͺه، افراز روش ٢٣ آزاد، عناصر با

از آمده دست به نتایج در کنند. مͬ استفاده عددی گیری انتگرال روشهای از حاصل انتگرالهای

سرعت و ٢۴ رسد نمͬ بست بن به جا هیچ در روش این که اند کرده بیان چنین روش، این اجرای

بالای هزینه به توان مͬ روش این معایب از شود. بیشتر متناهͬ عناصر روش از تواند مͬ همͽرایی

کرد. اشاره دامنه) کل در روش(انتگرالͽیری این اجرای

محلͬ ضعیف فرم به آزمودن ٣.٣.١

شبͺه بدون روش نمودند: ارائه شبͺه بدون روش نوع دو ٢۶ ژو(٢٠٠٠) و اتلوری و ٢۵ (١٩٩٩) ژو

از روش دو هر ٢٨ محلͬ. پتروف-گالرکین شبͺه بدون روش و ٢٧ محلͬ مرزی انتگرال معادلات
٢٣Element Free Galerkin(EFG)
٢۴do not exhibit any volumetric locking
٢۵Zhu
٢۶Atluri and Zhu
٢٧meshless local boundary integral equation (LBIE)
٢٨meshless local Petrov-Galerkin (MLPG)

١١



اینجا در مجهولات(که آوردن دست به برای اما کنند. مͬ استفاده محلͬ مربعات کمترین تقریب

انتگرال معادلات از LBIE روش و محلͬ انتگرال معادلات از MLPG روش هستند) تابع مقادیر

انتگرال و باشند برقرار منظم شͺل با های زیردامنه روی باید معادلات کنند. مͬ استفاده محلͬ مرزی

تفصیل روشMLPGبه درباره بعدی فصل در شوند. مͬ محاسبه آنها مرز و ها زیردامنه این روی ها

کرد. خواهیم صحبت

١٢



٢ فصل

MLPGروش بر ای مقدمه

١٣



مقدمه ١.٢

و اتلوری توسط ١٩٩٨ سال در بار اولین برای (MLPG) گالرکین پتروف محلͬ شبͺه بدون روش

همچنین و است، شده استفاده اخیر سالهای در آمیزی موفقیت و وسیع طور به و گردید معرفͬ ژو

ضعیف معادلات از استفاده روش، این اساس .[١۵ ،١۴] است شده تدوین زمینه این در کتاب دو

متحرک مربعات کمترین و آزمون برای اند) شده ساخته دامنه زیر روی که ضعیفͬ (معادلات محلͬ

متفاوت نوع چند به آزمون، تابع انتخاب روشدر این بالای پذیری انعطاف تقریبجواباست. برای

همچنان روش، این توجه قابل مزایای رغم علͬ .[١٠٢ ،٨۶ ،٢٠ ،١۵ است[١۴، شده MLPGمنجر

روشکمترین از استفاده نتیجه در استکه ایکسری پایه توابع آن مهمترین که دارند وجود نیز معایبی

هزینه باعث عددی گیری انتگرال روش اجرای در که دلیل این به اند؛ شده حاصل متحرک مربعات

ببینند. را [٢٣] مرجع توانند مͬ محترم خوانندگان زمینه، این در بیشتر اطلاعات برای شوند. مͬ زیاد

ببینید. را [۵۶ ،۵۵ ،۵۴ ،۵٣ ،۵٢ ،۵١ ،۵٠] روشمراجع این مهم کاربردهای از بعضͬ برای همچنین

ضعیف فرم از استفاده آزاد، عناصر با گالرکین روش مانند شبͺه، بدون روشهای از بسیاری اساس

انتگرالهاست، این محاسبه چͽونگͬ روشها اینگونه در مساله مهمترین باشد. مͬ دامنه کل در مساله

ضعیف فرم MLPG روش در شود. انجام دامنه کل در گیری انتگرال باید مسائل اینگونه در چون

نامیم. مͬ ضعیفمحلͬ فرم را آن و دارند قرار دامنه کل در که سازیم مͬ هائͬ دامنه زیر روی را مساله

همͺارانش و اتلوری توسط ابتدا در روش این باشد. مͬ MLPG روش خصوصیت مهمترین این

روش این است. شده بیان ایشان توسط کتاب دو در مفصل طور به سپس و شد ارائه ١٩٩٨ سال در

کل در اینکه جای به مساله ضعیف فرم ان در که است شبͺه بدون روشهای از ای تازه نسبتا کلاس

دامنه کل در گیری انتگرال نتیجه، در شود. مͬ ساخته دامنه کل از هائͬ زیردامنه در شود ارائه دامنه

چه هر حفظ برای کند. مͬ کم بسیار را محاسبات این و شود مͬ محاسبه ها دامنه زیر در و نیست

شود، مͬ ساخته ها دامنه زیر روی مساله ضعیف فرم اینکه بر علاوه بودن، محلͬ خصوصیت بیشتر

دامنه در تصادفͬ طور به که نقاطͬ در مجهول تابع تقریب برای متحرک مربعات کمترین تقریب از

تقریب و مساله محلͬ ضعیف فرم از روش این خلاصه، طور به کنیم. مͬ استفاده اند شده پخش

١۴



مͬ استفاده نهائͬ خطͬ غیر یا خطͬ معادلات دستگاه به PDE تبدیل برای متحرک مربعات کمترین

به مهندسͬ و علوم در وسیعͬ مسائل عددی جوابهای برای آمیزی موفقیت طور به روش این کند.

داد. خواهیم توضیح را روش این اجرای مراحل گام به گام طور به فصل این در است. شده برده کار

متناهͬ تفاضلات روشهای ͷکم به و MLPGروش با زمان به وابسته مسائل سازی گسسته مراحل

به وابسته مساله برای همچنین و ای دایره و مربعͬ های دامنه برای مثالهائͬ شد. خواهند داده شرح

کرد. خواهیم ارائه زمان

روش اجرای روند ٢.٢

استفاده با سپس و شود تبدیل محلͬ ضعیف فرم صورت به مساله باید ابتدا ، روش اجرای پروسه در

مͬ توضیح زیربخش دو در را مراحل این شود. سازی گسسته متحرک مربعات کمترین تقریب از

کرد. خواهیم گسسته را زمان به وابسته مساله دیͽری بخش زیر در دهیم.

محلͬ ضعیف فرمولسازی ١.٢.٢

بͽیرید: نظر در زیر صورت به را پواسن معادله

△u(x) = f(x), x ∈ Ω, (١.٢)

u(x) = g(x), x ∈ ∂Ω

گیریم. مͬ نظر در زیر صورت به آن مرز و کلͬ دامنه در نقطه تعدادی

١۵



مرز روی و دامنه در نقاط نمایش :١.٢ شͺل

است: زیر صورت به (١.٢) معادله کلͬ ضعیف فرم

∫
Ω

(
∇v.∇u

)
dx +

∫
Γ

(
v
∂u

∂n

)
ds =

∫
Ω

vfdx

ضعیف های معادله MLPG در کردیم، بیان نیز قبلا که همانطور است. آزمون تابع ͷی v ان در که

باشند. برقرار زیر) شͺل صورت (به کرده احاطه را نقاط که هائͬ دامنه زیر در باید

١۶



گرهها متناظر های دامنه زیر نمایش :٢.٢ شͺل

است: زیر صورت به ضعیف فرم Ωi
s, دامنه زیر ͷی در

∫
Ωi

s

(
∇v.∇u

)
dx +

∫
Γi

s

(
v
∂u

∂n

)
ds =

∫
Ωi

s

vfdx (٢.٢)

ای پله تابع اگر که شود مͬ MLPG روش متفاوت انواع به منجر v آزمون تابع متفاوت انتخابهای

بͽیریم: نظر در آزمون تابع عنوان به را ساید هوی

v(x) =


۱, x ∈ Ωs,

۰, x /∈ Ωs,

داشت: خواهیم را زیر محلͬ ضعیف فرم

∫
Γi

s

(∂u

∂n

)
ds =

∫
Ωi

s

fdx (٣.٢)

اند. شده حذف دامنه روی انتگرال معادلات محلͬ ضعیف معادله در که کنیم مͬ توجه

سازی گسسته ٢.٢.٢

روش در شوند. گسسته باید معادلات این آن، سازی ساده و محلͬ ضعیف فرم ساختن از بعد

شد تشریح قبل فصل در که متحرک مربعات کمترین تقریب از استفاده با سازی گسسته MLPG

شود. مͬ انجام

uh(x) =
n∑

j=۱

ϕj(x)ûj, (۴.٢)
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(۴.٢) و (٣.٢) معادلات از استفاده با مرز)، روی دارند(نه قرار دامنه داخل در که گرههائͬ برای

داریم:
n∑

j=۱

(∫
Γi

s

∂ϕj

∂n
ds
)
ûj =

∫
Ωi

s

fdx

داریم: (۴.٢) متحرک مربعات کمتریت تقریب و مرزی شرایط از استفاده با مرزی، گرههای برای

n∑
j=۱

ϕj(xi)ûj = g(xi)

شود: مͬ زیر صورت به خطͬ معادلات سیستم ͷی به منجر سازی گسسته نتیجه در

Aû = b

و هستند N × ۱ بردارهای b و û ، N ×N ماتریس ͷی A که

ai,j =


∫
Γi

s

∂ϕj

∂n
ds, xi ∈ intΩ,

ϕj(xi), xi ∈ ∂Ω,

bi =


∫

Ωi
s
fdx, xi ∈ intΩ,

g(xi), xi ∈ ∂Ω,

کرد: بیان روتین و خلاصه زیر صورت به توان مͬ را شده معرفͬ روش اجرای مراحل

مربعات کمترین تقریب برای کن، انتخاب ∂Ω مرز روی و Ω دامنه در نقطه متناهͬ تعدادی .١

باشد. تعریف خوش MLS تقریب که مشخصکن طوری را وزن و ای پایه توابع متحرک

مشخصکن. نود هر برای ∂Ωs را متناظر محلͬ مرزهای و Ωs محلͬ های زیردامنه .٢

١٨



را زیر کارهای دارند قرار Γ آن کلͬ مرز روی و Ω کلͬ دامنه داخل در که گرههائͬ همه برای .٣

نودها): روی بده(حلقه انجام

کن. مشخص ∂Ωs محلͬ مرز روی و Ωs زیردامنه در را xQ گاوسͬ انتگرالͽیری نقاط -

(حلقه بده انجام را زیر کارهای ∂Ωs محلͬ مرز روی و Ωs دامنه زیر در xQ گاوسͬ نقاط -برای

محلͬ): زیردامنه ͷی در گاوسͬ نقاط روی

را دارند قرار xQ نقطه در متحرک مربعات کمترین تقریب تعریف دامنه در که xi گرههای الف)

wi(xQ)؛ > ۰ با گرهها از دسته ان یعنͬ کن، مشخص

و Φi(xQ) مقادیر دارند، قرار xQ نقطه در MLS تقریب تعریف دامنه در که گرههائͬ برای ب)

کن. حساب را آن مشتقات

کن. حساب را عددی انتگرالهای پ)

کن. محاسبه کلͬ خطͬ معادلات سیستم در را گره این سهم ت)

if end ث)

گاوسͬ نقاط حلقه -پایان

گرهها روی حلقه پایان .۴

کن حل را کلͬ خطͬ معادلات سیستم .۵

آور. دست به مفروض نقاط در را (جواب) مجهول تابع مقادیر .۶

به است، شبͺه بدون کاملا روش ͷی شده ارائه روش که بینیم مͬ شده، ارائه الͽوریتم به توجه با

نیست. نیاز گیری انتگرال برای جه و درونیابی برای چه وجه هیج به دامنه و مرزی عناصر که طوری

محاسبه دایره) منظم(مثلا شͺل با های زیردامنه در راحتͬ به توان مͬ را مرزی و دامنه روی انتگرالهای

کرد.
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زمان به وابسته مساله ٣.٢.٢

مساله به تبدیل مساله که کنیم سازی گسسته را زمان متغیر طریقͬ به باید زمان، به وابسته مسائل برای

دارد وجود زمان متغیر سازی گسسته برای روش چندین گردد. متفاوت زمانͬ های لحظه در بیضوی

زیر صورت به را گرما سهموی معادله کنیم. مͬ استفاده متناهͬ تفاضلات روشهای از اینجا در ما که

بͽیرید: نظر در
∂u

∂t
=

∂۲u

∂x۲
+

∂۲u

∂y۲

آغازین شرایط با

u(x, y, ۰) = f(x, y), (x, y) ∈ Ω

مرزی شرایط و

u(x, y, t) = g(x, y, t), (x, y) ∈ ∂Ω.

است: زیر صورت به θ روش به زمان متغیر متناهͬ تفاضلات تقریب

θu̇k+۱ + (۱− θ)u̇k =
uk+۱ − uk

△t
, ۰ ≤ θ ≤ ۱.

داشت: خواهیم ترتیب به k + ۱ و k زمانͬ سطوح در گرما معادله گرفتن نظر در با

θu̇k+۱ = θ△uk+۱ + θfk+۱

(۱− θ)u̇k = (۱− θ)△uk + (۱− θ)fk

٢٠



داریم: بنابراین،

uk+۱ − uk

△t
= θ△uk+۱ + (۱− θ)△uk + θfk+۱ + (۱− θ)fk,

نیͺلسون): (کرانک θ = ۱
۲ برای

uk+۱ − △t

۲
△uk+۱ = uk +

△t

۲
△uk +

△t

۲

(
fk+۱ + fk

)

آید: مͬ دست به زیر صورت به x ∈ Ωi
s برای محلͬ ضعیف فرم بنابراین و

∫
Ωi

s

(
uk+۱ − △t

۲
△uk+۱

)
vdx =

∫
Ωi

s

(
uk +

△t

۲
△uk +

△t

۲

(
fk+۱ + fk

))
vdx

زیر معادلات آزمون تابع عنوان به ساید هوی ای پله تابع از استفاده و دیورژانس قضیه از استفاده با

شود: مͬ حاصل

∫
Ωi

s

uk+۱dx− △t

۲

∫
∂Ωi

s

∂uk+۱

∂n
ds

=

∫
Ωi

s

ukdx +
△t

۲

∫
∂Ωi

s

∂uk

∂n
ds +

△t

۲

∫
Ωi

s

(
fk+۱ + fk

)
dx

متحرک مربعات کمترین تقریب از استفاده با شده گسسته معادلات

uk(x) =
n∑

j=۱

ϕj(x)ûk
j ,

٢١



آیند: مͬ دست به زیر صورت به

N∑
j=۱

(∫
Ωi

s

ϕjdx
)
ûk+۱

j − △t

۲

N∑
j=۱

(∫
∂Ωi

s

∂ϕj

∂n
ds
)
ûk+۱

j =

N∑
j=۱

(∫
Ωi

s

ϕjdx
)
ûk

j +
△t

۲

N∑
j=۱

(∫
∂Ωi

s

∂ϕj

∂n
ds
)
ûk

j +
△t

۲

∫
Ωi

s

(
fk+۱ + fk

)
dx

مرزی شرایط از استفاده با مرزی گرههای برای

u(x, y, t) = g(x, y, t), (x, y) ∈ ∂Ω

داریم: متحرک مربعات کمترین تقریب و

N∑
j=۱

ϕj(xi)û
k+۱
j = gk+۱(xi)

شود: مͬ حاصل زیر صورت به تکراری رابطه ͷی نهایت در و

(
A− △t

۲
B
)
ûk+۱ =

(
D +

△t

۲
B
)
ûk + C

گره ͷی xi اگر و هستند N × ۱ بردارهای C و û هستند، N × N ماتریسهای D و B ،A که

آنگاه: باشد داخلͬ

Ai,j = Di,j, j = ۱, ۲, ..., N

٢٢



مربعͬ دامنه با مثال برای متفاوت گرههای تعداد با آمده دست به نتایج :١.٢ جدول
Number on Nodes Max error RMS Error

۸۱ ۳٫ ۳۶۷۹× ۱۰−۴ ۱٫ ۲۲۰۱× ۱۰−۴

۱۲۱ ۱٫ ۸۸۳۱× ۱۰−۴ ۶٫ ۷۷۲۱× ۱۰−۵

۲۸۹ ۴٫ ۷۰۷۴× ۱۰−۵ ۲٫ ۵۰۷۲× ۱۰−۵

۴۴۱ ۳٫ ۱۲۴۹× ۱۰−۵ ۹٫ ۷۰۵۷× ۱۰−۶

۶۷۶ ۲٫ ۳۰۹۶× ۱۰−۵ ۸٫ ۷۵۷۵× ۱۰−۶

عددی مثالهای ٣.٢

مربعͬ دامنه برای مثال ١.٣.٢

بͽیرید: نظر در [۰, ۱]× [۰, ۱] دامنه در را پواسون معادله

∂۲u

∂x۲
+

∂۲u

∂y۲
= ۲ex+y

است: شده استخراج دقیق جواب از که مرزی شرایط با

u(x, y) = ex+y

نتایج است. شده استفاده مربعͬ پایه تابع و گاوسͬ وزن تابع از متحرک مربعات کمترین تقریب برای

هر برای r = ۰٫ ۰۰۵ شعاع با شͺل ای دایره زیردامنه و متفاوت گرههای تعداد با آمده دست به

تعداد با آمده دست به عددی جواب همچنین است: شده آورده ١.٢ جدول در c = ۰٫ ۷h و گره

است. شده داده نمایش زیر شͺل در آن خطͬ نمایش با نقطه N = ۴۴۱

٢٣
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مربعͬ دامنه با مثال برای مطلق خطای نمایش با نقطه ۴۴١ با آمده دست به عددی ٣.٢:جواب شͺل

ای دایره دامنه برای مثال ٢.٣.٢

مͬ r۱ = ۱ و r۰ = ۰٫ ۸ های شعاع با دایره دو بین ناحیه که دامنه در را پواسون مساله مثال این در

دهیم: مͬ قرار بررسͬ مورد شده تشریح زیر شͺل در و باشد

٢۴



Global Boundary G

Global Domain W

ای دایره دامنه ۴.٢:نمایش شͺل

∂۲u

∂x۲
+

∂۲u

∂y۲
= ۱۲(x۲ + y۲)

دقیق جواب از مرزی شرایط که

u(x, y) = x۴ + y۴

متحرک مربعات کمترین تقریب برای مربعͬ ای پایه و گاوسͬ وزن تابع مجددا اند. شده استخراج

و شده گرفته نظر در r = ۰٫ ۰۰۵ شعاع با ای دایره های زیردامنه نود هر برای است. شده استفاده

تعداد با آمده دست به نتایج گرههاست. بین فاصله بیشترین h که است شده اختیار c = ۰٫ ۷h

N = ۸۹۱ با آمده دست به عددی جواب همچنین، اند. شده آورده ٢.٢ جدول در متفاوت گرههای

است. شده داده نمایش زیر شͺل در آن مطلق خطای نمایش و
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ای دایره دامنه با مثال برای متفاوت گرههای تعداد با آمده دست به نتایج :٢.٢ جدول
Number on Nodes Max error RMS Error

۱۸۳ ۵٫ ۲۸۲۱× ۱۰−۴ ۲٫ ۱۴۲۹× ۱۰−۴

۵۴۹ ۱٫ ۶۵۹۶× ۱۰−۵ ۴٫ ۵۴۹۱× ۱۰−۶

۸۱۰ ۷٫ ۶۰۲۸× ۱۰−۷ ۲٫ ۴۷۸۴× ۱۰−۷

۸۹۱ ۶٫ ۷۹۶۳× ۱۰−۷ ۲٫ ۳۸۳۹× ۱۰−۷
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آن خطای نمایش با ای دایره دامنه با مثال برای نقطه ٨٩١ با آمده دست به ععدی ۵.٢:جواب شͺل
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t=١ زمان در پخش معادله برای متفاوت زمانͬ گامهای با عددی نتایج :٣.٢ جدول
△t Max error RMS Error

۰٫ ۱ ۹٫ ۵۸۸۳× ۱۰−۳ ۵٫ ۲۳۳۶× ۱۰−۳

۰٫ ۰۵ ۲٫ ۴۳۶۷× ۱۰−۳ ۱٫ ۳۰۰۶× ۱۰−۳

۰٫ ۰۱ ۲٫ ۹۲۶۷× ۱۰−۴ ۱٫ ۲۵۹۰× ۱۰−۴

۰٫ ۰۰۵ ۲٫ ۷۹۹۹× ۱۰−۴ ۱٫ ۴۸۲۶× ۱۰−۴

۰٫ ۰۰۱ ۲٫ ۷۵۹۹× ۱۰−۴ ۷٫ ۳۰۵۷× ۱۰−۵

زمان به وابسته مساله برای مثال ٣.٣.٢

بͽیرید: نظر در را پخش معادله
∂u

∂t
=

∂۲u

∂x۲
+

∂۲u

∂y۲

دقیق جواب از مرزی و آغازین شرایط که

u(x, y, t) = ex+y+۲t

دست به نتایج اند. شده تعیین قبل مثال مانند ای پایه و وزن توابع و پارامترها اند. شده استخراج

است. شده ارائه ٣.٢ جدول در t = ۱ زمانͬ لحظه در متفاوت t△های و نقطه N = ۴۴۱ با آمده

زمانͬ بازه در نقطه N = ۴۴۱ t△و = ۰٫ ۰۰۵ با آمده دست به عددی جواب خطای نهایت بی نرم

است. شده داده نشان زیر شͺل در [۰, ۱]
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[۰, ۱] بازه در نقطه ۴۴١ با آمده دست به عددی جواب خطای نهایت بی نرم :۶.٢ شͺل

گیری نتیجه ۴.٢

مساله ͷی و پواسون مساله تبدیل چͽونگͬ شد. ارائه MLPGبرروش کوتاه ای مقدمه فصل، این در

با را محلͬ ضعیف معادلات این سپس شد. داده شرح محلͬ ضعیف معادلات به را زمان به وابسته

مثال چند روش، دقت دادن نشان برای کردیم. گسسته متحرک مربعات کمترین تقریب از استفاده

عددی جوابهای دقت نقاط تعداد افزایش با که شدیم متوجه دادیم. ارائه فصل انتهای در عددی

زمان، به وابسته مساله در همچنین است. روش همͽرائͬ دهنده نشان که یابد مͬ افزایش حاصله

پیدا افزایش عددی جوابهای دقت زمانͬ، گام شدن کوچͺتر با داشتیم انتظار که همانطور که دیدیم

کند. مͬ

٢٨



٣ فصل

پخش معادلات جفت برای عددی سازی شبیه
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مقدمه ١.٣

غیره و بیولوژی شیمͬ، ،ͷفیزی در ها پدیده از بسیاری مطالعه در دیفرانسیل معادلات دستگاههای

،٩۴ ،٩٣ ،١٠٣ ،٩١ ،٩٠ ،١٠١ ،١٠٢ ،٨۶] مراجع در ها پدیده این از بسیاری شوند. مͬ ظاهر

فرمولسازی نتیجه از مدلͬ [١٠١] ١ تورینگ بازخور-پخش مدل اند. شده مطالعه [٨٩ ،٨٠ ،٩۵

مدل، این است. سهموی جزئͬ مشتقات با معادلات جفت ͷی که است ͬͺبیولوژی های نمونه در

بیولوژی در وسیعͬ دامنه در مثال عنوان به است؛ شده برده کار به علوم در بسیاری های زمینه در

معادلات جفت حاکم معادلات ریاضͬ، دید از .[٩٢ ،٧٨] شیمͬ و [٩۶] اکولوژی ،[٨٨ ،٨٧ ،٨١]

در زیادی ریاضیدانان هم و مهندسین هم که هستند ای پیچیده تقریبا و خطͬ غیر جزئͬ مشتقات با

این هدف کنند. مͬ تلاش آن عددی جوابهای آوردن دست به برای کارا عددی روشهای ارائه زمینه

معادلات جفت عددی جوابهای برای MLPG روش اساس بر جدید عددی روش ͷی ارائه فصل

مختلفͬ های شاخه در شبͺه بدون روشهای اخیر، دهه دو در باشد. مͬ بعدی دو و خطͬ غیر پخش

را مساله ضعیف فرم شده، ارائه روش در است. داشته پیشرفت بسیار و محبوب مهندسͬ و علوم از

کند، مͬ واقعͬ شبͺه بدون روش ͷی ارائه به قادر را ما فرمولسازی این سازیم. مͬ ها دامنه زیر در

.[٧۶] نیست نیاز گیری انتگرال برای بندی شبͺه براین بنا و نداریم دامنه کل روی گیری انتگرال زیرا

شعاعͬ ای پایه توابع و متحرک مربعات کمترین تقریب از که آنهائͬ شبͺه، بدون روشهای میان از

خوردارند. بر بیشتری محبوبیت از [٧٩ ،٧۵ ،٧۴ ،٨٣ ،٨۵ ،٨۴] مراجع مانند کنند، مͬ استفاده

زده تقریب گامͬ تک روش با زمانͬ گام هر در خطͬ درونیابی با زمان به وابستگͬ فصل، این در

زمانͬ های لحظه در سهموی معادلات به تبدیل اولیه سهموی معادلات سپس .[١٠٠] است شده

محلͬ ضعیف معادلات ، [٨٢] متحرک مربعات کمترین تقریب از استفاده با است. شده گسسته

های تقریب است. شده خطͬ معادلات سیستم به تبدیل اصلͬ معادلات و شده گسسته شده ساخته

گاوسͬ گیری انتگرال قاعده از و است شده برده کار به دامنه روی انتگرالهای تقریب برای ای ویژه

در ایم. کرده استفاده آمدند، دست به ضعیف فرمولسازی در که مرز روی انتگرالهای تقریب برای

١Turing reaction-diffusion model
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مشابه روشهای با مقایسه برای است. شده ارائه پیشنهادی روش تشریح برای عددی مثال دو نهایت

پخش معادلات جفت حاکم معادلات اول، مثال در [٩٩ ،٩٨ ،٩٧] پخش، معادلات برای شده ارائه

شده گرفته نظر در طوری مساله اما است، خطͬ شده ارائه معادله دوم، مثال در هستند. خطͬ غیر

چͽونه که ایم کرده تشریح سپس کند. مͬ تغییر هموار البته و سریع بسیار طور به دقیق جواب که

ببرد. بالاتر را جوابها دقت تواند مͬ شده ریلͺس زمانͬ های فاصله از استفاده

آغازین و مرزی شرایط حاکم، معادلات جفت ٢.٣

در که زیر جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات سیستم برای کارا عددی روش ͷی فصل، این در

دهیم: مͬ ارائه Ω, بعدی دو ناحیه

∂u

∂t
=

(
∂۲u

∂x۲
+

∂۲u

∂y۲

)
+ k۱u + r۱f۱(u, v) + g۱(x, y, t), (١.٣)

∂v

∂t
=

(
∂۲v

∂x۲
+

∂۲v

∂y۲

)
+ k۲v + r۲f۲(u, v) + g۲(x, y, t),

از منابع g۲ و g۱ و هستند v و u از توابعͬ f۲ و f۱ هستند. شده داده ثابتهای r۲ و k۲, r۱, k۱, که

اند: شده داده زیر شͺل به آغازین شرایط هستند. مشخصشده پیش

u(x, y, ۰) = f(x, y), (٢.٣)

v(x, y, ۰) = g(x, y),

داریم: را زیر دیریͺله مرزی شرایط و

u(x, y, t) = q۱(x, y, t), (x, y) ∈ ∂Ω× t, t > ۰,

v(x, y, t) = q۲(x, y, t).
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عددی روش ارائه برای محدودیتͬ و هستند دلخواهͬ توابع q۲ و ،q۱ ،g ،f ،g۲ ،g۱ ،f۲ ،f۱ توابع

مدل این که باشید داشته توجه باشند. خطͬ غیر توانند مͬ مثلا که مفهوم این به کنند؛ نمͬ ایجاد

۴ شͺارچͬ و شͺار و ٣ ولترا و لوتکا و [١٠١] ٢ تورینگ مانند مدلهایی شامل و است کلͬ تقریبا

شود. مͬ دیͽر بسیاری و [١٠٢ ،٨۶]

عددی فرمولهای آوردن بدست روند ٣.٣

زمانͬ سازی گسسته ١.٣.٣

است: شده داده زیر شͺل به θ روش به زمان مشتقات متناهͬ تفاضلات تقریب

θu̇k+۱ + (۱− θ)u̇k =
uk+۱ − uk

∆t
, ۰ ≤ θ ≤ ۱. (٣.٣)

داریم: ترتیب به ،(k + ۱)∆t و k∆t زمانͬ های لحظه در (١.۵) معادله گرفتن نظر در با

θu̇k+۱ = θ∇۲uk+۱ + θk۱u
k+۱ + θr۱f۱(u

k+۱, vk+۱) + θg۱(x, y, (k + ۱)∆t),

(۱− θ)u̇k = (۱− θ)∇۲uk + (۱− θ)k۱u
k + (۱− θ)r۱f۱(u

k, vk) + (۱− θ)g۱(x, y, k∆t).

داریم: ،(٣.٣) از و بنابراین

uk+۱ − uk

∆t
= ∇۲uk + θ

(
∇۲uk+۱ −∇۲uk

)
+ k۱

[
uk + θ

(
uk+۱ − uk

)]
(۴.٣)

+r۱

[
fk

۱ + θ
(
fk+۱

۱ − fk
۱

)]
+ gk

۱ + θ
(
gk+۱

۱ − gk
۱

)
.

٢ Turing model
٣ Lotka-Volterra model
۴ prey-predator model
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به: میشود تبدیل (۴.٣) معادله (θ = ۱
۲) نیͺلسون کرانک تقریب از استفاده با

uk+۱ − uk

∆t
=

۱

۲

(
∇۲ + k۱

)(
uk+۱ + uk

)
+

r۱

۲

(
fk+۱

۱ + fk
۱

)
+

۱

۲

(
gk+۱

۱ + gk
۱

)

یا

[
۱− ∆t

۲

(
k۱ +∇۲

)]
uk+۱ − r۱∆t

۲
fk+۱

۱ (۵.٣)

=
[
۱ +

∆t

۲

(
k۱ +∇۲

)]
uk +

r۱∆t

۲
fk

۱ +
∆t

۲

(
gk+۱

۱ + gk
۱

)
.

داریم: مشابه طور به

[
۱− ∆t

۲

(
k۲ +∇۲

)]
vk+۱ − r۲∆t

۲
fk+۱

۲ = (۶.٣)[
۱ +

∆t

۲

(
k۲ +∇۲

)]
vk +

r۲∆t

۲
fk

۲ +
∆t

۲

(
gk+۱

۲ + gk
۲

)
.

بیضوی نوع از گسسته نیمه مشتقاتجزئͬ با معادلات با سهموی مشتقاتجزئͬ با معادلات بنابراین،

قبلͬ زمانͬ گام محاسبات از vk و uk فرضکه این با میشوند، جایͽزین vk+۱ و uk+۱ متغیرهای از

بستگͬ f۲ و f۱ توابع های مشخصه به معادلات این جواب محاسبه در بعدی گام اند. آمده بدست

کردن جایͽزین با ترتیب به و تکراری روش به باید گام هر در معادلات این کلͬ، حالت در دارد.

باشند، هموار کافͬ اندازه به توابع این اگر شوند. محاسبه صفر تکرار در fk
۲ و fk

۱ با fk+۱
۲ و fk+۱

۱
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کرد: حل تکراری روش جای به را زیر شده خطͬ معادلات توان مͬ

[
۱− ∆t

۲

(
r۱f

k
۱,u + k۱ +∇۲

)]
uk+۱ − r۱∆t

۲
fk

۱,vv
k+۱ =[

۱ +
∆t

۲

(
− r۱f

k
۱,u + k۱ +∇۲

)]
uk − r۱∆t

۲
fk

۱,vv
k + r۱∆tfk

۱ +
∆t

۲

(
gk+۱

۱ + gk
۱

)
,[

۱− ∆t

۲

(
r۲f

k
۲,v + k۲ +∇۲

)]
vk+۱ − r۲∆t

۲
fk

۲,uu
k+۱ =[

۱ +
∆t

۲

(
− r۲f

k
۲,v + k۲ +∇۲

)]
vk − r۲∆t

۲
fk

۲,uu
k + r۲∆tfk

۲ +
∆t

۲

(
gk+۱

۲ + gk
۲

)
.

محلͬ معادلاتضعیف صورت به گسسته نیمه معادلات کردن فرموله ٢.٣.٣

ناحیه ͷی ها دامنه زیر این که سازیم، مͬ Ωs مانند محلͬ های دامنه زیر روی را ضعیف معادلات ما

اندازه و شͺل هر به میتوانند محلͬ های دامنه زیر است. Ω کلͬ دامنه در نقطه ͷی حول ͷکوچ

(۶.٣،١.۵) معادلات محلͬ ضعیف فرم ایم. گرفته نظر در دایره شͺل به را آنها اینجا در باشند. ای

شود: نوشته زیر صورت به تواند مͬ xi = (xi, yi) ∈ Ωsi برای

∫
Ωsi

[[
۱− ∆t

۲

(
k۱ +∇۲

)]
uk+۱ − r۱∆t

۲
fk+۱

۱

]
u∗dx (٧.٣)

=

∫
Ωsi

[[
۱ +

∆t

۲

(
k۱ +∇۲

)]
uk +

r۱∆t

۲
fk

۱ +
∆t

۲

(
gk+۱

۱ + gk
۱

)]
u∗dx,

∫
Ωsi

[[
۱− ∆t

۲

(
k۲ +∇۲

)]
vk+۱ − r۲∆t

۲
fk+۱

۲

]
u∗dx (٨.٣)

=

∫
Ωsi

[[
۱ +

∆t

۲

(
k۲ +∇۲

)]
vk +

r۲∆t

۲
fk

۲ +
∆t

۲

(
gk+۱

۲ + gk
۲

)]
u∗dx

نظر در را Ωsi دامنه زیر Ω دامنه کل جای به و هستند، تقریب توابع v و u است، آزمون تابع u∗ که

در اگر است. گرفته قرار Ω ناحیه در کاملا و باشد مͬ xi مرکز و r۰ شعاع به دایره ͷی که ایم گرفته
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ساید هوی ای پله تابع دامنه، زیر هر

u∗(x) =


۱, x ∈ Ωs,

۰, x /∈ Ωs,

رابطه از ∗u∇و = ۰ داشت خواهیم شود، اختیار آزمون تابع عنوان به

∫
Ωsi

u∗∇۲udx =

∫
Ωsi

∇u∇u∗dx +

∫
∂Ωsi

u∗ ∂u

∂n
ds

داریم:

∫
Ωsi

∇۲udx =

∫
∂Ωsi

∂u

∂n
ds

شوند: مͬ تبدیل زیر تر ساده بسیار معادلات به (٨.٣) و (٧.۴) محلͬ ضعیف معادلات بنابراین و

(
۱− k۱∆t)

۲

)∫
Ωsi

uk+۱dx− ∆t

۲

∫
∂Ωsi

∂uk+۱

∂n
ds

−r۱∆t

۲

∫
Ωsi

fk+۱
۱ dx =

(
۱ +

k۱∆t)

۲

)∫
Ωsi

ukdx +
∆t

۲

∫
∂Ωsi

∂uk

∂n
ds(٩.٣)

+
r۱∆t

۲

∫
Ωsi

fk
۱ dx +

∆t

۲

∫
Ωsi

(
gk+۱

۱ + gk
۱

)
dx,
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(
۱− k۲∆t

۲

)∫
Ωsi

vk+۱dx− ∆t

۲

∫
∂Ωsi

∂vk+۱

∂n
ds

−r۲∆t

۲

∫
Ωsi

fk+۱
۲ dx =

(
۱ +

k۲∆t)

۲

)∫
Ωsi

vkdx +
∆t

۲

∫
∂Ωsi

∂vk

∂n
ds(١٠.٣)

+
r۲∆t

۲

∫
Ωsi

fk
۲ dx +

∆t

۲

∫
Ωsi

(
gk+۱

۲ + gk
۲

)
dx.

مرزی شرایط تحمیل و محلͬ ضعیف های فرم سازی گسسته ٣.٣.٣

مرز روی آنها از L و ناحیه داخل آنها از M تعداد که بͽیرید نظر در ناحیه داخل و مرز روی نقطه N

ûk+۱
i , i = محاسبه ما هدف ûk

i , i = ۱, ۲, ..., N بودن معلوم فرض با اند. گرفته قرار

معادله N حداقل مجهولات این محاسبه برای و داریم مجهول N ما بنابراین است. ۱, ۲, ..., N

داریم: اند گرفته قرار مرز روی که نقاطͬ برای داریم. نیاز

N∑
j=۱

ϕj(xi)ûk+۱
j = q۱(xi, (k + ۱)∆t), (١١.٣)

N∑
j=۱

ϕj(xi)v̂k+۱
j = q۲(xi, (k + ۱)∆t).

٣۶



کمترین تقریب از استفاده و (١٠.٣) و (٩.٣) از اند، گرفته قرار ناحیه درون در که نقاطͬ برای

داریم: را زیر معادلات متحرک، مربعات

(
۱− k۱∆t)

۲

) N∑
j=۱

(∫
Ωsi

ϕjdx
)
ûk+۱

j

−∆t

۲

N∑
j=۱

(∫
∂Ωsi

∂ϕj

∂n
ds
)
ûk+۱

j − r۱∆t

۲

∫
Ωsi

f̃k+۱
۱ dx = (١٢.٣)

(
۱ +

k۱∆t)

۲

) N∑
j=۱

(∫
Ωsi

ϕjdx
)
ûk

j +
∆t

۲

N∑
j=۱

(∫
∂Ωsi

∂ϕj

∂n
ds
)
ûk

j

+
r۱∆t

۲

∫
Ωsi

f̃k
۱ dx +

∆t

۲

∫
Ωsi

(
gk+۱

۱ + gk
۱

)
dx,

(
۱− k۲∆t)

۲

) N∑
j=۱

(∫
Ωsi

ϕjdx
)
v̂k+۱

j − ∆t

۲

N∑
j=۱

(∫
∂Ωsi

∂ϕj

∂n
ds
)
v̂k+۱

j (١٣.٣)

−r۲∆t

۲

∫
Ωsi

f̃k+۱
۲ dx =

(
۱ +

k۲∆t)

۲

) N∑
j=۱

(∫
Ωsi

ϕjdx
)
v̂k

j +
∆t

۲

N∑
j=۱

(∫
∂Ωsi

∂ϕj

∂n
ds
)
v̂k

j

+
r۲∆t

۲

∫
Ωsi

f̃k
۲ dx +

∆t

۲

∫
Ωsi

(
gk+۱

۲ + gk
۲

)
dx,

که

f̃k
i = fi(ũ

k(x), ṽk(x)), i = ۱, ۲,

ũk(x) =
N∑

j=۱

ϕj(x)ûk
j , ṽk(x) =

N∑
j=۱

ϕj(x)v̂k
j .
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محلͬ ضعیف فرم گسسته شͺل (١٣.٣) و (١٢.٣)،(١١.٣) جبری معادلات که باشید داشته توجه

سازی گسسته برای نیͺلسون کرانک تقریب از که دهد مͬ نمایش را (١.۵) اصلͬ معادلات جفت

است. کرده استفاده مͺان سازی گسسته جهت استاندارد متحرک مربعات کمترین تقریب و زمانͬ

محلͬ انتگرالهای تقریب در شده برده کار به سازیهای وساده تکنیͺها ۴.٣.٣

و (m = ۶) مربعͬ های پایه از متحرک مربعات کمترین تقریب برای شده، ارائه مثالهای همه در

جهت گاوس-لژاندر ای نقطه ٨ عددی گیری انتگرال قاعده از است. شده استفاده گاوسͬ وزن تابع

است: شده استفاده زیر شرح به مرزی محلͬ انتگرالهای تقریب

∫
∂Ωsi

ϕj(x)ds

=

∫ ۲π

۰

ϕj(x
i + r۰cos(θ), y

i + r۰sin(θ))r۰dθ

= πr۰

∫ ۱

−۱

ϕj(x
i + r۰cos(πθ + π), yi + r۰sin(πθ + π))dθ

= πr۰

۸∑
p=۱

wpϕj(x
i + r۰cos(πθp + π), yi + r۰sin(πθp + π)),

قرار [−۱, ۱] بازه در نقاط این که هستند گاوسͬ انتگرالͽیری نقاط و وزنها ترتیب به θp و wp که

شͺل به شوند، مͬ ظاهر MLPG روش به مساله کردن فرموله در که دامنه روی انتگرالهای دارند.

اند: شده زده تقریب زیر

∫
Ωsi

ϕj(x)dx ≈ ϕj(xi)

∫
Ωsi

۱dx = πϕj(xi)r۲
۰ ,

∫
Ωsi

f̃k
۱ dx ≈ f۱(ũ

k(xi), ṽk(xi))

∫
Ωsi

۱dx = πf۱(ũ
k(xi), ṽk(xi))r۲

۰ ,

٣٨



داریم: f̃k
۲ برای مشابه، طریق به

∫
Ωsi

f̃k
۲ dx ≈ πf۲(ũ

k(xi), ṽk(xi))r۲
۰ .

عددی مثالهای ۴.٣

شد ذکر قبل بخش در که صورتͬ همان به دامنه و مرز روی انتگرالهای شده، ذکر مثالهای همه در

وزن تابع محمل شعاع ri و محلͬ های زیردامنه شعاع r۰ که کنیم مͬ یاداوری اند. شده محاسبه

و شده برده کار به متحرک مربعات کمترین تقریب برای گاوسͬ وزن تابع است. i نقطه با متناظر

محاسباتͬ تکنیͺهای خاطر به باشد. مͬ متوالͬ نقطه دو بین فاصله مینیمم h که ci ≈ ۰٫ ۶h, آن در

ͷکوچ خیلͬ r۰ اگر دیͽر، طرف از باشد. ͷکوچ کافͬ اندازه به باید r۰ قبلͬ، بخشهای در شده ذکر

گذارد. مͬ تاثیر آمده دست به جواب دقت بر و دهد مͬ رخ حذف خطای شود، گرفته نظر در هو

اینکه برای است. شده اختیار ۰٫ ۰۰۱ ≤ r۰ ≤ ۰٫ ۰۱ صورت به محاسبات در تایید از پس بنابراین،

تابع محمل باشند، پذیر معکوس متحرک مربعات کمترین تقریب از آمده دست به لولای ماتریسهای

از گیرد. قرار نقطه هر تعریف دامنه در کافͬ تاگرههای باشد بزرگ کافͬ اندازه به باید ri, ، وزن

متحرک مربعات کمترین تقریب بودن محلͬ خاصیت تا باشد ͷکوچ کافͬ اندازه به باید دیͽر طرف

گره دو بین فاصله ماکسیمم k که است شده اختیار ri ≈ ۳k, صورت به اینجا در کند. حفظ را

تکنیͺهای همچنین و بررسͬ مورد مساله نوع به پارامترها این که میسازیم نشان خاطر است. متوالͬ

و ∥ eu ∥∞ با u خطای بینهایت نرم دارد. بستگͬ انتگرالها تقریب و ارزیابی برای شده برده کار به

که شود مͬ داده نمایش ∥ ev ∥∞, با v خطای بینهایت نرم

∥ eu ∥∞= max{| ui − ûi |, i = ۱, ۲, ..., N},
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به .١ مثال نودهاست. تعداد N و است xi نقطه در u تقریبی و دقیق مقادیر ترتیب به ûi و ui

نظر در Ω = [۰, ۱]× [۰, ۱] ناحیه در را زیر جزئͬ مشتقات با معادلات سیستم مثال، اولین عنوان

بͽیرید:

∂u

∂t
=

(
∂۲u

∂x۲
+

∂۲u

∂y۲

)
+ u− u۲ + uv + g۱(x, y, t),

∂v

∂t
=

(
∂۲v

∂x۲
+

∂۲v

∂y۲

)
+ ۲v − v۲ + u۲v + g۲(x, y, t),

که

g۱(x, y, t) = t۴(x− ۱)۲x۲(y − ۱)۲y۲ − t۲(x− ۱)x(y − ۱)y
(
−t + x۲ + y۲

)
−t۲(x− ۱)x(y − ۱)y − ۲t۲(x− ۱)x− ۲t۲(y − ۱)y + ۲t(x− ۱)x(y − ۱)y,

g۲(x, y, t) = t۴
(
−(x− ۱)۲

)
x۲(y − ۱)۲y۲

(
−t + x۲ + y۲

)
+
(
−t + x۲ + y۲

)۲ − ۲
(
−t + x۲ + y۲

)
− ۵.

باشد: زیر صورت به دقیق جواب که است شده انتخاب صورتͬ به مرزی و آغازین شرایط

u(x, y, t) = t۲(x− ۱)x(y − ۱)y,

v(x, y, t) = −t + x۲ + y۲,

در f۲ و f۱ توابع که آنجا از است. صفر ابتدا در u و میدهد نشان را v آغازین مقدار fig-٢ شͺل

تکراری صورت به زمانͬ گام هر در (١٣.٣) و (١٢.٣) جبری معادلات هستند، خطͬ غیر مثال این

نمایش نتایج اند. شده جایͽزین fk
۲ و fk

۱ با ترتیب به fk+۱
۲ و fk+۱

۱ صفر تکرار در که اند شده حل

اند. آمده دست به تکرار ͷی با تنها اینجا در شده داده

۴٠



0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

0.5

1

1.5

2

xy

v(
x,

y,
0
)

v آغازین جواب :١.٣ شͺل

tab-١ جدول در متفاوت های ∆t و نقطه N = ۱۱۱ با t = ۲, لحظه در آمده دست به نتایج

حاصل عددی جواب دقت زمان گام طول شدن کوچͺتر با دهند مͬ نشان نتایج است. شده ارائه

برای شده محاسبه خطاهای یابد. مͬ افزایش

نمودار اند. شده داده نمایش tab-٣ و tab-٢ جداول در ترتیب به متفاوت های t و ها N

اند. شده داده نمایش ۴ و ٣ شͺلهای در ترتیب به ، v و u برای N = ۴۴۱ با آمده بدست جوابهای
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متفاوت های ∆t با خطا :١.٣ جدول
∆t ∥ eu ∥∞ ∥ ev ∥∞
۰٫ ۱ ۱٫ ۲۱۲۲۱۴× ۱۰−۲ ۹٫ ۴۱۱۵۵۱× ۱۰−۳

۰٫ ۰۵ ۶٫ ۳۵۱۸۹۳× ۱۰−۳ ۴٫ ۷۰۰۵۳۴× ۱۰−۳

۰٫ ۰۱ ۱٫ ۷۵۶۹۹۲× ۱۰−۳ ۹٫ ۲۳۳۳۲۸× ۱۰−۴

۰٫ ۰۰۵ ۱٫ ۱۸۳۹۵۵× ۱۰−۳ ۴٫ ۵۰۶۹۳۹× ۱۰−۴

۰٫ ۰۰۱ ۷٫ ۲۵۷۳۶۵× ۱۰−۴ ۷٫ ۲۵۰۶۱۳× ۱۰−۵

۰٫ ۰۰۰۵ ۶٫ ۶۸۴۷۲۴× ۱۰−۴ ۲٫ ۵۲۲۷۸۸× ۱۰−۵

متفاوت گرههای تعداد ازای به ∆t = ۰٫ ۰۰۵ t = ۲, در خطاها :٢.٣ جدول
N ∥ eu ∥∞ ∥ ev ∥∞
۸۱ ۱٫ ۵۲۷۷۹۷× ۱۰−۳ ۴٫ ۳۵۶۳۰۹× ۱۰−۴

۱۲۱ ۱٫ ۱۸۳۹۵۵× ۱۰−۳ ۴٫ ۵۰۶۹۳۹× ۱۰−۴

۲۸۹ ۸٫ ۱۱۵۱۲۵× ۱۰−۴ ۴٫ ۶۵۵۷۱۷× ۱۰−۴

۴۴۱ ۷٫ ۲۵۶۸۱۷۸× ۱۰−۴ ۴٫ ۷۱۱۲۳۲× ۱۰−۴
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∆t = ۰٫ ۰۰۵ و نقاط تعداد N = ۴۴۱ با متفاوت زمانͬ های لحظه در خطا :٣.٣ جدول
t ∥ eu ∥∞ ∥ ev ∥∞

۰٫ ۲ ۶٫ ۴۵۱۴۲۸× ۱۰−۵ ۳٫ ۸۱۶۵۹۸× ۱۰−۴

۰٫ ۴ ۱٫ ۳۱۵۴۴۶× ۱۰−۴ ۴٫ ۰۰۹۷۴۳× ۱۰−۴

۰٫ ۶ ۲٫ ۰۰۵۶۷۰× ۱۰−۴ ۴٫ ۱۱۱۲۵۵× ۱۰−۴

۰٫ ۸ ۲٫ ۷۱۴۰۸۰× ۱۰−۴ ۴٫ ۲۱۳۵۰۵× ۱۰−۴

۱ ۳٫ ۴۳۹۰۵۵× ۱۰−۴ ۴٫ ۳۱۷۱۱۰× ۱۰−۴

۱٫ ۵ ۵٫ ۳۱۳۵۰۶× ۱۰−۴ ۴٫ ۵۶۰۷۶۸× ۱۰−۴

۲ ۷٫ ۲۵۶۸۱۷× ۱۰−۴ ۴٫ ۷۱۱۲۳۲× ۱۰−۴
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خطا با و نقاط تعداد N=۴۴١ با t=٢ در u برای آمده دست به عددی ٢.٣:جواب شͺل

∆t = ۰٫ ۰۰۱
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∆t = ۰٫ ۰۰۱ و نقاط تعداد N=۴۴١ با t=٢ در v برای آمده دست به عددی جواب :٣.٣ شͺل

جدول، این بͽیرید.در نظر در را tab-۴ جدول شده، ارائه روشتکراری همͽرائͬ دادن نشان برای

مͬ نشان را ∥ ev ∥∞ سطر دومین و ∥ eu ∥∞ سطر اولین که دارد وجود سطر دو تکرار هر با متناظر

ملموس باشد بزرگتر ∆t که زمانͬ تکرار تعداد افزایش با دقت بهبود تکرار. شماره یعنͬ ITR دهد.

دوم). و اول (ستونهای ۰٫ ۰۵ و ∆t = ۰٫ ۱ برای مثال عنوان به است، تر

افزایشتکرارها با آمده دست به دقتجواب کوچͺتر، زمانͬ گامهای برای حذف، خطای دلیل به

زمان، متغیر برابر در v و u برای آمده دست به عددی جوابهای خطای نهایت بی نرم یابد. نمͬ بهبود

افزایش u خطای زمان افزایش با که شود مͬ ملاحظه ۵ شͺل در است. شده داده نشان ۵ شͺل در

متغیر به u وابستگͬ که است این پدیده این دلیل ͷی است. متفاوت کاملا v رفتار علاوه به یابد. مͬ

متناهͬ تفاضلات فرمول با و است خطͬ زمان متغیر به v وابستگͬ حالیͺه در است، مربعͬ t زمان

شود. مͬ زده تقریب بهتر (٣.٣)

۴۴



متفاوت زمانͬ گامهای و تکرارها و نقاط تعداد N = ۴۴۱ با t = ۰٫ ۵ در خطا :۴.٣ جدول
∆t→ ۰٫ ۱ ۰٫ ۰۵ ۰٫ ۰۱ ۰٫ ۰۰۵

ITR = ۰ ۲٫ ۵۰۷۶۴۶× ۱۰−۵ ۱٫ ۰۴۱۰۸۲× ۱۰−۵ ۷٫ ۷۹۵۴۲۸× ۱۰−۶ ۸٫ ۰۰۵۰۶۷× ۱۰−۶

۰٫ ۰۰۱۹۹۹ ۰٫ ۰۰۱۰۱۹ ۲٫ ۰۳۰۷۰۲× ۱۰−۴ ۱٫ ۰۰۶۹۲۱× ۱۰−۴

ITR = ۱ ۹٫ ۲۴۱۵۹۷× ۱۰−۶ ۸٫ ۹۱۴۹۵۳× ۱۰−۶ ۸٫ ۷۸۷۹۱۴× ۱۰−۶ ۸٫ ۷۸۳۱۴۹× ۱۰−۶

⒋957661 ×۱۰−۵ ۲٫ ۰۰۹۳۰۸× ۱۰−۵ ۱٫ ۲۲۵۴۷۲× ۱۰−۵

۱٫ ۲۰۵۱۳۲× ۱۰−۵

ITR = ۲ ۸٫ ۷۷۴۱۷۰× ۱۰−۶ ۸٫ ۷۸۰۰۷۵× ۱۰−۶ ۸٫ ۷۸۱۴۹۲× ۱۰−۶ ۸٫ ۷۸۱۵۰۷× ۱۰−۶

۲٫ ۳۵۴۱۴۹× ۱۰−۵ ۸٫ ۲۳۵۸۶۳× ۱۰−۶ ۱٫ ۱۹۵۴۳۹× ۱۰−۵ ۱٫ ۱۹۵۷۹۸× ۱۰−۵

ITR = ۳ ۸٫ ۷۸۰۶۹۶× ۱۰−۶ ۸٫ ۷۸۱۳۴۳× ۱۰−۶ ۸٫ ۷۸۱۵۰۳× ۱۰−۶ ۸٫ ۷۸۱۵۰۹× ۱۰−۶

۲٫ ۳۷۳۳۰۷× ۱۰−۵ ۸٫ ۳۷۰۲۳۴× ۱۰−۶ ۱٫ ۱۹۵۶۰۲× ۱۰−۵ ۱٫ ۱۹۵۸۲۹× ۱۰−۵

ITR = ۴ ۸٫ ۷۸۰۵۹۵× ۱۰−۶ ۸٫ ۷۸۱۳۲۷× ۱۰−۶ ۸٫ ۷۸۱۵۰۳× ۱۰−۶ ۸٫ ۷۸۱۵۰۹× ۱۰−۶

۲٫ ۳۷۲۹۰۲× ۱۰−۵ ۸٫ ۳۶۸۴۳۷۰× ۱۰−۶ ۱٫ ۱۹۵۶۰۱× ۱۰−۵ ۱٫ ۱۹۵۸۲۹× ۱۰−۵
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∆t = ۰٫ ۰۰۱ و نقطه ۴۴١ با زمان برابر در خطا :۴.٣ شͺل

بعدی دو ناحیه در را زیر خطͬ و سهموی مشتقاتجزئͬ با معادلات سیستم دوم، مثال برای .٢ مثال

بͽیرید: نظر Ω = [۰, ۱]× [۰, ۱]

∂u

∂t
=

(
∂۲u

∂x۲
+

∂۲u

∂y۲

)
+ v,

∂v

∂t
=

(
∂۲v

∂x۲
+

∂۲v

∂y۲

)
+ ۱۶u,

از: است عبارت دقیق جواب که اند شده انتخاب طریقͬ به آغازین و مرزی شرایط

u(x, y, t) = exp(x + y − ۲t),

v(x, y, t) = −۴exp(x + y − ۲t).

دست به عددی جواب ماکسیمم نرم است. شده انجام نقطه N=۴۴١ با محاسبات همه مثال، این در

است. شده آورده شͺلها در آن خطای ماکسیمم نرم و آمده

۴۶



0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

5

10

15

20

25

30

t

m
a
x 

n
o
rm

 

 
u
v

∆t = ۰٫ ۰۰۰۵ و نقطه ۴۴١ با عددی جواب ماکسیمم نرم :۵.٣ شͺل
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∆t = ۰٫ ۰۰۰۵ ثابت زمانͬ گام با آمده دست به عددی جوابهای خطای ماکسیمم نرم :۶.٣ شͺل

۴٧



است: شده تعریف زیر صورت به ،∥ uk ∥∞ یا tk, زمانͬ لحظه در u ماکسیمم نرم

∥ uk ∥∞= max{| uk
i |, i = ۱, ۲, ..., N},

ͷنزدی که شود مͬ مشاهده fig-٧ شͺل از است. نقاط تعداد N و ،uk
i = u(xi, k∆t) آن در که

v تابع مورد در پدیده این یابند. مͬ کاهش سپس و یابند مͬ افزایش خطاها t = ۰, آغازین زمان

آغازین لحظه ͬͺنزدی در دما تغییرات که کرد تشریح توان مͬ اینگونه را موضوع این است. آشͺارتر

مسائل، اینگونه برای است. هموار و آرام تغییرات بعدی زمانͬ های لحظه در و است سریع بسیار

گام که صورت این به آورد؛ دست به توان مͬ تری دقیق جوابهای متغیر زمانͬ گامهای از استفاده با

شدن هموارتر و زمان گذشت با و کنیم مͬ اختیار ͷکوچ بسیار آغازین لحظه ͬͺنزدی در را زمان

بوده گیر وقت آن داشتن نگه ثابت و ͷکوچ بسیار زمانͬ گام انتخاب کنیم. مͬ بزرگتر را آن جواب

متوالͬ زمانͬ لحظه دو U(x, .) عددی جوابهای بین اندازه ͷی ما بنابراین باشد. نمͬ نیز ضروری و

کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به

∆Utk =∥ uk(x)− uk−۱(x) ∥∞, for k = ۱, ۲, ..., K. (١۴.٣)

شود: مͬ (بزرگتر) تر راحت زمان گام ∆Utk < τ اگر شود، مͬ تعریف کاربر وسیله به τ پارامتر که

∆t← ۲∆t

∆tmax ای، شده پیشتعیین از یͷمقدار t∆از که شود مͬ انجام زمانͬ تا زمانͬ گام تغییراتدر این

∆t متفاوت مقادیر ازای به را آمده دست به ماکسیمم خطای fig-٩ و fig-٨ شͺلهای نکند. تجاوز

را [٧٧] مرجع متغیر، زمانͬ گام انتخاب زمینه در مفید و بیشتر اطلاعات برای دهند. مͬ نشان τ و

ببینید.

۴٨
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آغازین گام و متغیر زمانͬ گام با آمده دست به عددی جوابهای خطای ماکسیمم :٧.٣ شͺل

τ = ۰٫ ۰۰۲ و ∆t = ۲−۱۵
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آغازین گام و متغیر زمانͬ گام با آمده دست به عددی جوابهای خطای ماکسیمم :٨.٣ شͺل

τ = ۰٫ ۰۰۴ و ∆t = ۲−۱۷
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گیری نتیجه ۵.٣

برای محلͬ، انتگرال معادلات و مساله ضعیف فرم اساس بر شبͺه، بدون روش ͷی فصل، این در

تفاضلات روش از استفاده با زمان متغیر شد. ارائه پخش خطͬ غیر معادلات جفت عددی حل

متغیر زمانͬ گامهای روش کند مͬ تغییر سریع صورت به جواب که مسائلͬ برای شد، گسسته متناهͬ

چندین کردیم. ارائه زمانͬ گام هر در تکراری روش ͷی خطͬ غیر مسائل مورد در و دادیم ارائه را

به دقیق جواب که عددی مثالهای با روش دقت و نمودیم ارائه روش اجرای جهت محاسباتͬ روش

شد. تایید بود اختیار در مرجع عنوان

۵٠



۴ فصل

ͷی با بعدی دو پخش معادلات عددی حل

انتگرالͬ شرط

۵١



مقدمه ١.۴

روی یا دامنه کل روی انتگرال معادله ͷی مهندسͬ، و علوم در متعددی های پدیده مدلسازی در

مسائل اینگونه معروفند. ͷکلاسی غیر مسائل به مرزی مقدار مسائل چنین شود. مͬ ظاهر مرز

،[٣٨] کنترل نظریه ،[٣٧ ،٣۶ ،٣۵ ،٣۴ ،٣٣ ،٣٢ ،۵٩] گرما انتقال مانند متفاوتͬ کاربردهای در

ͷی ارائه فصل، این هدف شوند. مͬ ظاهر غیره و [۶٣] درمانͬ علوم ،[۴٠ ،٣٩] ترموالاستیسیته

است: زیر زمان به وابسته و دوبعدی پخش معادلات عددی حل برای شبͺه بدون روش

∂u

∂t
= α

(
∂۲u

∂x۲
+

∂۲u

∂y۲

)
, (١.۴)

اند: شده داده زیر صورت به مرزی و آغازین شرایط که

u(x, y, ۰) = f(x, y), ۰ ≤ x, y ≤ ۱, (٢.۴)

u(۰, y, t) = g۰(y, t), ۰ ≤ t ≤ T, ۰ ≤ y ≤ ۱,

u(۱, y, t) = g۱(y, t), ۰ ≤ t ≤ T, ۰ ≤ y ≤ ۱,

u(x, ۱, t) = h۱(x, t), ۰ ≤ t ≤ T, ۰ ≤ x ≤ ۱,

u(x, ۰, t) = h۰(x)µ(t), ۰ ≤ t ≤ T, ۰ ≤ x ≤ ۱,

باشد: برقرار بایستͬ زیر انتگرال شرط و

∫ ۱

۰

∫ ۱

۰

u(x, y, t)dxdy = m(t), ۰ ≤ x ≤ ۱, (٣.۴)

۵٢



محاسبه باید و مجهولند µ و u و هستند معلوم m و h۱ ،h۰،g۱ ،g۰ ،f توابع فوق، معادلات در که

به است. شده بررسͬ و مطالعه [٣٣] مرجع در ͷکلاسی غیر مساله این جواب یͺتائͬ و وجود شوند.

جوابهای محاسبه برای متعددی محاسباتͬ تکنیͺهای مهندسͬ، و علوم در مسائل اینگونه اهمیت علت

.[۶۴ ،۴۵ ،۴۴ ،۴٣ ،۴٢] است، شده ارائه آنها عددی

که شده تقسیم تفاضلات ۴٫روشهای ۲ بخش در است: گردیده ارائه زیر شͺل به فصل این مطالب

معادلات صورت به مساله فرمولسازی با رابطه در ۴٫ ۳ بخش در میͺنیم. تشریح را شده برده کار به

پیشنهادی عددی روش اجرای و مساله سازی گسسته دهیم. مͬ ارائه را توضیحاتͬ محلͬ ضعیف

در عددی مثال دو شده، ارائه روش دقت و کارائͬ دادن نشان برای شوند. مͬ ۴٫تشریح بخش۴ در

آوریم. مͬ خلاصه طور به را ها نتیجه ۴٫ ۶ بخش در نهایت در و اند. شده ارائه ۴٫ بخش۵

متناهͬ تفاضلات تقریب ٢.۴

کنیم. مͬ استفاده زمان متغیر حذف و سازی گسسته جهت متناهͬ تفاضلات روش از فصل، این در

کنیم: مͬ استفاده زمان به نسبت مشتق برای زیر متناهͬ تفاضلات تقزیب از منظور، این برای

∂u(x, y, t)

∂t
∼=

۱

△t

(
uk+۱(x, y)− uk(x, y)

)
. (۴.۴)

گیریم: مͬ بهره نیز زیر تقریب از نیͺلسون، کرانک تقریب از استفاده با همچنین

∇۲u(x, y, t) =
۱

۲

(
∇۲uk+۱(x, y) +∇۲uk(x, y)

)
, (۵.۴)

۵٣



به (١.۵) زمان به وابسته معادله تقریبها، این گرفتن نظر در با uk(x, y) = u(x, y, k△t). که

شود: مͬ تبدیل زیر معادله

uk+۱(x, y)− α△t

۲
∇۲uk+۱(x, y) = uk(x, y) +

α△t

۲
∇۲uk(x, y). (۶.۴)

محلͬ ضعیف فرم ٣.۴

زیردامنه روی را مساله ضعیف فرم MLPG روش دامنه، کل روی مساله ضعیف فرم ارائه جای به

شود. مͬ گرفته نظر در گره هر برای که است ͬͺکوچ ناحیه ͷی که سازد مͬ Ωs مانند محلͬ های

نپوشانند. را ناحیه کل که است ممͺن و باشند داشته پوشانͬ هم است ممͺن محلͬ های دامنه زیر

فرم اند. شده گرفته دایره فرم به اینجا در باشند، ای اندازه و شͺل هر به میتوانند ها زیردامنه این

است: زیر شͺل به xi = (xi, yi) ∈ Ωi
s برای (١.۵) معادله محلͬ ضعیف

∫
Ωi

s

[
uk+۱ − α△t

۲
∇۲uk+۱

]
vdx =

∫
Ωi

s

[
uk +

α△t

۲
∇۲uk

]
vdx, (٧.۴)

دهد: مͬ نتیجه را زیر معادله (٧.۴) معادله دیورژانس، قضیه از استفاده با است. آزمون تابع v که

∫
Ωi

s

uk+۱vdx +
α△t

۲

∫
Ωi

s

∇uk+۱∇vdx− α△t

۲

∫
∂Ωi

s

v
∂uk+۱

∂n
ds (٨.۴)

=

∫
Ωi

s

ukvdx− α△t

۲

∫
Ωi

s

∇uk∇vdx +
α△t

۲

∫
∂Ωi

s

v
∂uk

∂n
ds,

۵۴



و r۰ شعاع با xi مرکز به دایره ͷی یعنͬ است، i نقطه با متناظر محلͬ زیردامنه ͷی Ωi
s آن در که

و است، ∂Ωi
s مرز خارجͬ نرمال بردار n = (n۱, n۲) است، Ωi

s مرز ∂Ωi
s

∂u

∂n
=

∂u

∂x
n۱ +

∂u

∂y
n۲,

ساید هوی ای پله تابع اگر نرمال. بردار راستای در جهتͬ مشتق یعنͬ است، نرمال مشتق

v(x) =


۱, x ∈ Ωs,

۰, x /∈ Ωs,

محلͬ ضعیف فرم و ∇v = ۰ داشت خواهیم شود، استفاده زیردامنه هر در ازمون تابع عنوان به

شود: مͬ تبدیل زیر محلͬ انتگرال معادلات به (٨.۴)

∫
Ωi

s

uk+۱dx− α△t

۲

∫
∂Ωi

s

∂uk+۱

∂n
ds (٩.۴)

=

∫
Ωi

s

ukdx +
α△t

۲

∫
∂Ωi

s

∂uk

∂n
ds.

معادلات یͷدستگاه به (۴.۵) محلͬ معادلاتانتگرال مجهول، تابع برای تقریبمͺانͬ بردن کار به با

موضوع این بعدی بخش در باشند. مͬ نقاط در تابع مقادیر ان مجهولات که شوند مͬ تبدیل خطͬ

است. شده تشریح

روش اجرای و سازی گسسته ۴.۴

نود دو بین فاصله که طوری به اند، گرفته قرار مرز روی و ناحیه داخل که بͽیرید نظر در نقطه N

i = ۱, ۲, ..., N برای u(xi, k△t) و µ(k△t) اینکه فرض با است. h با برابر و ثابت متوالͬ

۵۵



مͬ i = ۱, ۲, ..., N برای u(xi, (k +۱)△t) و µ((k +۱)△t) محاسبه ما هدف هستند، معلوم

مجهولات کردن پیدا برای معادله تعداد همین حداقل Nو +۱ برابر مجهولات تعداد بنابراین، باشد.

آوریم مͬ بدست معادله ͷی نقطه هر متناظر شود، مͬ داده توضیح ادامه در که روشͬ به داریم. نیاز

مورد معادله N + ۱ مجموع در که آید مͬ بدست انتگرال شرط سازی گسسته از نیز معادله ͷی و

گرفته قرار ناحیه داخل در که نودهایی برای معادلات: آوردن دست به شیوه آید. مͬ دست به نیاز

متحرک مربعات کمترین تقریب از استفاده با و (۴.۵) از هستند، دامنه درونͬ نقطه ͷی یعنͬ اند،

آیند: مͬ دست به زیر خطͬ معادلات

N∑
j=۱

(∫
Ωi

s

ϕjdx
)

uk+۱
j − α△t

۲

N∑
j=۱

(∫
∂Ωi

s

∂ϕj

∂n
ds
)

uk+۱
j (١٠.۴)

=
N∑

j=۱

(∫
Ωi

s

ϕjdx
)

uk
j +

α△t

۲

N∑
j=۱

(∫
∂Ωi

s

∂ϕj

∂n
ds
)

uk
j .

گیریم: مͬ نظر در حالت چند هستند، مرز روی که گرههایی برای

داریم: (؟؟) از استفاده با دارند، قرار x = ۰ و ۰ ≤ y ≤ ۱ مرز روی که گرههایی برای (b١

uk+۱(xi) = g۰(xi, (k + ۱)△t).

داریم: (؟؟) از استفاده با دارند، قرار x = ۱ و ۰ ≤ y ≤ ۱ مرز روی که گرههایی برای (b٢

uk+۱(xi) = g۱(xi, (k + ۱)△t).

داریم: (؟؟) از استفاده با دارند، قرار y = ۱ و ۰ ≤ x ≤ ۱ مرز روی که گرههایی برای (b٣

uk+۱(xi) = h۱(xi, (k + ۱)△t).
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داریم: (؟؟) از استفاده با دارند، قرار y = ۰ و ۰ ≤ x ≤ ۱ مرز روی که گرههایی برای (b۴

uk+۱(xi)− h۰(xi)µk+۱ = ۰.

سیمپسون قاعده ایم، کرده استفاده انتگرال برایشͺستنشرط گیریعددیکه روشانتگرال اینجا، در

بودن نامنظم صورت در که است ذکر قابل اینجا در است. چهار مرتبه از برشͬ خطای دارای که است

(٣.۵) دوگانه انتگرال بنابراین کرد. استفاده نیز مونتͬ-کارلو گیری انتگرال روشهای از توان مͬ نقاط

شود: مͬ زده تقریب زیر صورت به

∫ ۱

۰

∫ ۱

۰

uk+۱(x, y)dxdy =
N∑

j=۱

dju
k+۱
j = m((k + ۱)△t), (١١.۴)

گفته اینجا به تا آنچه گرفتن نظر در با هستند. سیمپسون مرکب انتگرالͽیری قاعده ضرایب ها dj که

داریم: را زیر خطͬ معادلات سیستم شد،

[
A− α△t

۲
B

]Uk+۱

µk+۱

 =

[
C +

α△t

۲
B

]Uk

µk

+ F, (١٢.۴)

هستند، (N + ۱) × (N + ۱) مربعͬ ماتریسهای C = (ci,j) و B = (bi,j) A = (ai,j), که

این های است.درایه تائͬ N+١ بردار ͷی F = (fi) و uk
i = u(xi, k△t) که Uk = (uk

i )

آنگاه: باشد، Ω درونͬ نقطه ͷی xi اگر (١ هستند: زیر صورت به ها ماتریس

ai,j = ci,j =

∫
Ωi

s

ϕjdx, j = ۱, ۲, ..., N, (١٣.۴)

bi,j =

∫
∂Ωi

s

∂ϕj

∂n
ds j = ۱, ۲, ..., N.
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آنگاه: باشد، شد ذکر بالا در که b١ مرز به متعلق xi اگر (٢

ai,i = ۱, fi = g۰(xi, (k + ۱)△t). (١۴.۴)

آنگاه: باشد، شد ذکر بالا در که b٢ مرز به متعلق xi اگر (٣

ai,i = ۱, fi = g۱(xi, (k + ۱)△t). (١۵.۴)

آنگاه: باشد، شد ذکر بالا در که b٣ مرز به متعلق xi اگر (۴

ai,i = ۱, fi = h۱(xi, (k + ۱)△t). (١۶.۴)

آنگاه: باشد، شد ذکر بالا در که b۴ مرز به متعلق xi اگر (۵

ai,i = ۱, ai,N+۱ = −h۰(xi). (١٧.۴)

سیمسون مرکب گیری انتگرال قاعده ضرایب ها dj که aN+۱,j = dj, j = ۱, ۲, ..., N, (۶

fN+۱ = m((k + ۱)△t). و هستند

است. صفر برابر نشد، ذکر بالا در که هایی درایه همه نهایت، در و

عددی مثالهای ۵.۴

مͬ ارائه عددی مثال دو قسمت این در شد، ارائه فصل این در که روشͬ کارائͬ و دقت بررسͬ جهت

دامنه روی انتگرالهای محاسبه برای گاوسͬ ای نقطه دو انتگرالͽیری قاعده از مثال، دو هر در کنیم.

اینجا در که نسبی خطای کنیم. مͬ استفاده مرز روی انتگرالͽیری برای گاوسͬ ای نقطه هشت و

۵٨



،[۴٧] است شده محاسبه زیر فرمول از شده ارائه

e =

√∑N
i=۱(ui − ûi)۲∑N

i=۱ u۲
i

.

لحظه دو در آمده دست به عددی جوابهای و دقیق جوابهای روش، دقت و جواب رفتار نمایش برای

اند. شده داده نشان فصل این دوم مثال برای ۴ و ٣ و اول مثال برای ٢ و ١ شͺلهای در زمانͬ

معادلات اول، مثال عنوان به .١ مثال اند. شده بررسͬ نیز [۶۴ ،۴۵ ،۴۴] مراجع در مثالها این

بͽیرید: نظر در زیر شرایط و α = ۱ با را (٣.۵)-(١.۵)

f(x, y) = exp(x + y),

g۰(y, t) = exp(y + ۲t),

g۱(y, t) = exp(۱ + y + ۲t),

h۱(x, t) = exp(۱ + x + ۲t),

h۰(x) = exp(x),

m(t) = exp(۲t) (exp(۲)− ۲exp(۱) + ۱) ,

است: زیر صورت به مساله این دقیق جواب که

u(x, y, t) = exp(x + y + ۲t)

µ(t) = exp(۲t),

دو بین فاصله کمترین h آن در که است شده اجرا ،ri = ۴r۰ و r۰ = ۰٫ ۵h با مثال این محاسبات

مربعͬ های پایه متحرک، مربعات کمترین در است. محلͬ های دامنه زیر شعاع r۰ و است متوالͬ نود

به ci = ۰٫ ۰۴ با مثال این نتایج و است حساس تقریبا ci پارامتر به نسبت نتایج است. شده استفاده
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چهارم فصل اول مثال برای آمده دست به نتایج :١.۴ جدول
Exact Approximate Absolute-error Relative-error

t µ µ µ u
۰٫ ۱ ۱٫ ۲۲۱۴ ۱٫ ۲۲۱۷ ۲٫ ۵۰۴۵× ۱۰−۴ ۳٫ ۸۹۸۳× ۱۰−۵

۰٫ ۲ ۱٫ ۴۹۱۸ ۱٫ ۴۹۲۰ ۱٫ ۹۰۱۵× ۱۰−۴ ۲٫ ۵۹۷۶× ۱۰−۵

۰٫ ۳ ۱٫ ۸۲۲۱ ۱٫ ۸۲۲۴ ۲٫ ۸۷۷۵× ۱۰−۴ ۳٫ ۰۴۳۹× ۱۰−۵

۰٫ ۴ ۲٫ ۲۲۵۵ ۲٫ ۲۲۵۹ ۳٫ ۲۵۱۳× ۱۰−۴ ۲٫ ۸۴۸۷× ۱۰−۵

۰٫ ۵ ۲٫ ۷۱۸۲ ۲٫ ۷۱۸۶ ۴٫ ۰۷۶۹× ۱۰−۴ ۲٫ ۹۱۲۹× ۱۰−۵

۰٫ ۶ ۳٫ ۳۲۰۱ ۳٫ ۳۲۰۶ ۴٫ ۹۶۹۷× ۱۰−۴ ۲٫ ۸۸۴۲× ۱۰−۵

۰٫ ۷ ۴٫ ۰۵۵۲ ۴٫ ۰۵۵۸ ۶٫ ۰۱۴۸× ۱۰−۴ ۲٫ ۸۸۵۰× ۱۰−۵

۰٫ ۸ ۴٫ ۹۵۳۰ ۴٫ ۹۵۳۷ ۷٫ ۴۴۹۵× ۱۰−۴ ۲٫ ۸۹۱۲× ۱۰−۵

۰٫ ۹ ۶٫ ۰۴۹۶ ۶٫ ۰۵۰۵ ۸٫ ۹۵۹۰× ۱۰−۴ ۲٫ ۸۷۸۴× ۱۰−۵

۱٫ ۰ ۷٫ ۳۸۹۰ ۷٫ ۳۹۰۱ ۹٫ ۱۱۱۱× ۱۰−۴ ۲٫ ۸۹۱۸× ۱۰−۵

N = ۴۴۱ t△و = ۰٫ ۱ با زمانͬ لحظه چندین در µ و u برای آمده دست به نتایج اند. آمده دست

اند. شده آورده فصل این ١ شماره جدول در
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بͽیرید: نظر در زیر شرایط و α = ۱ با را (٣.۵)-(١.۵) معادلات دوم، مثال برای .٢ مثال

f(x, y) = (۱ + y)exp(x),

g۰(y, t) = exp(y + ۲t),

g۱(y, t) = (۱ + y)exp(۱ + t),

h۱(x, t) = ۲exp(x + t),

h۰(x) = exp(x),

m(t) =
۳

۲
(exp(۱)− ۱)exp(t),

است: شده داده زیر صورت به مساله دقیق جواب که

u(x, y, t) = (۱ + y)exp(x + t)

µ(t) = exp(t),

دو بین فاصله مینیمم h که اند آمده دست به ri = ۴r۰ و r۰ = ۰٫ ۵h با محاسبات مثال، این برای

از متحرک مربعات کمترین در قبلͬ مثال مانند است. محلͬ دامنه زیر شعاع r۰ و است متوالͬ نود

دست به نتایج است. ثابت ci = ۰٫ ۰۲۵ با ci پارامتر مثال این در و است. شده استفاده مربعͬ پایه

٢ شماره جدول در N = ۱۰۸۹ و △t = ۰٫ ۱ با و مختلف زمانͬ سطوح در مثال این برای آمده

اند. شده داده نشان
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چهارم فصل دوم مثال برای آمده دست به نتایج :٢.۴ جدول
Exact Approximate Absolute-error Relative-error

t µ µ µ u
۰٫ ۱ ۱٫ ۱۰۵۲ ۱٫ ۱۰۵۵ ۳٫ ۷۵۳۰× ۱۰−۴ ۶٫ ۵۱۲۹× ۱۰−۵

۰٫ ۲ ۱٫ ۲۲۱۴ ۱٫ ۲۲۱۵ ۱٫ ۷۳۲۴× ۱۰−۴ ۳٫ ۹۲۱۹× ۱۰−۵

۰٫ ۳ ۱٫ ۳۴۹۸ ۱٫ ۳۵۰۲ ۳٫ ۷۰۸۹× ۱۰−۴ ۵٫ ۱۶۳۶× ۱۰−۵

۰٫ ۴ ۱٫ ۴۹۱۸ ۱٫ ۴۹۲۱ ۲٫ ۶۲۶۶× ۱۰−۴ ۴٫ ۳۹۰۸× ۱۰−۵

۰٫ ۵ ۱٫ ۶۴۸۷ ۱٫ ۶۴۹۱ ۴٫ ۱۸۳۹× ۱۰−۴ ۴٫ ۹۰۹۲× ۱۰−۵

۰٫ ۶ ۱٫ ۸۲۲۱ ۱٫ ۸۲۲۴ ۳٫ ۴۷۲۵× ۱۰−۴ ۴٫ ۵۰۴۳× ۱۰−۵

۰٫ ۷ ۲٫ ۰۱۳۷ ۲٫ ۰۱۴۲ ۴٫ ۸۹۲۱× ۱۰−۴ ۴٫ ۸۱۵۷× ۱۰−۵

۰٫ ۸ ۲٫ ۲۲۵۵ ۲٫ ۲۲۶۰ ۴٫ ۴۲۹۸× ۱۰−۴ ۴٫ ۵۵۹۷× ۱۰−۵

۰٫ ۹ ۲٫ ۴۵۹۶ ۲٫ ۴۶۰۱ ۵٫ ۸۰۸۱× ۱۰−۴ ۴٫ ۷۶۵۲× ۱۰−۵

۱٫ ۰ ۲٫ ۷۱۸۳ ۲٫ ۷۱۸۹ ۵٫ ۵۶۱۴× ۱۰−۴ ۴٫ ۵۹۳۴× ۱۰−۵
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گیری نتیجه ۶.۴

جوابهای بررسͬ برای محلͬ روشهم اساسروشMLPGو بر شبͺه یͷروشبدون فصل، این در

ارائه ͷکلاسی غیر مرزی شرایط با سهموی و بعدی دو جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات عددی

ای پله تابع از گردید. استفاده متناهͬ تفاضلات روشهای ار زمان متغیر سازی گسسته برای گردید.

استفاده MLPG روش اساس گردید. استفاده محلͬ ضعیف معادلات در آزمون تابع جهت واحد

دلتای خاصیت فقدان علت به است. متحرک مربعات کمترین تقریب و محلͬ ضعیف معادلات از

استفاده با شوند. نمͬ تحمیل دقیقا دیریͺله مرزی شرایط مربعاتمتحرک، تقریبکمترین در کرونکر

مͬ تحمیل دقیق طور به مرزی شرایط این شد، برده کار به مرزی گرههای برای که محلͬ هم روش از

برای شده ارائه روش شد. گسسته سیمسون قاعده از استفاده با انتگرالͬ، ͷکلاس غیر شرط شوند.

بالا آمده دست به جوابهای دقت و کرد کار خوب بسیار انتگرال، شرط ͷی با بعدی دو پخش معادله

بود.
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۵ فصل

دو ͷکلاسی غیر پخش معادلات عددی حل

نیومن مرزی شرایط با بعدی
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مقدمه ١.۵

دیفرانسیل معادلات عددی حل برای MLPG روش اساس بر شبͺه بدون روش ͷی فصل، این در

کارگیری به در مشͺلات از ͬͺی شود. مͬ ارائه نیومن و ͷغیرکلاسی مرزی شرایط با دوبعدی سهموی

در نیومن مرزی شرایط تحمیل برای جدید ͷتکنی دو است. مرزی شرایط تحمیل MLPG روش

کمترین تقریب و متناهͬ تفاضلات روشهای از ها ͷتکنی این است. شده ارائه مربعͬ های دامنه

گیریم: مͬ نظر در را زیر معادله خاص طور به کنند. مͬ استفاده متحرک مربعات

∂u

∂t
=

∂۲u

∂x۲
+

∂۲u

∂y۲
(١.۵)

آغازین باشرط

u(x, y, ۰) = f(x, y), ۰ ≤ x, y ≤ ۱, (٢.۵)

مرزی شرایط و

∂u(۰, y, t)

∂x
= g۰(y, t), ۰ ≤ t ≤ T, ۰ ≤ y ≤ ۱,

∂u(۱, y, t)

∂x
= g۱(y, t), ۰ ≤ t ≤ T, ۰ ≤ y ≤ ۱,

u(x, ۱, t) = h۱(x, t), ۰ ≤ t ≤ T, ۰ ≤ x ≤ ۱,

u(x, ۰, t) = h۰(x)µ(t), ۰ ≤ t ≤ T, ۰ ≤ x ≤ ۱,

انتگرال ͷکلاسی غیر شرط و

∫ ۱

۰

∫ ۱

۰

u(x, y, t)dxdy = m(t), ۰ ≤ x ≤ ۱, (٣.۵)

۶٧



در دهقان هستند. مجهول µ و u توابع و هستند معلومͬ توابع m و h۱ ،h۰،g۱ ،g۰ ،f آن در که

با مقایسه در که است داده ارائه بالا معادله حل برای دو مرتبه متناهͬ تفاضل روش ͷی [۶۴] مرجع

است. برخوردار بیشتری دقت از فصل این در شده ارائه روش آن،

عددی فرمولسازی روند ٢.۵

مͬ تبدیل زیر معادله به بالا معادله زمان، متغیر حذف برای قبل فصل در شده برده کار به روند مشابه

شود:

uk+۱(x, y)− △t

۲
∇۲uk+۱(x, y) = uk(x, y) +

△t

۲
∇۲uk(x, y). (١.۵)

٣ مرتبه از که کنیم مͬ استفاده زیر شده تقسیم تفاضلات فرمولهای از نیومن، شرایط تحمیل برای

هستند:

∂uk(x, y)

∂x

∣∣∣
x=۰

=
۱

h

(
−۱۱

۶
uk(۰, y) + ۳uk(h, y)− ۳

۲
uk(۲h, y) +

۱

۳
uk(۳h, y)

)
,(٢.۵)

∂uk(x, y)

∂x

∣∣∣
x=۱

=
۱

h

(
۱۱

۶
uk(۱, y)− ۳uk(۱− h, y) +

۳

۲
uk(۱− ۲h, y)

−۱

۳
uk(۱− ۳h, y)

)
. (٣.۵)

شود: مͬ نوشته زیر صورت به xi = (xi, yi) ∈ Ωi
s برای (١.۵) معادله محلͬ ضعیف فرم

∫
Ωi

s

uk+۱dx− △t

۲

∫
∂Ωi

s

∂uk+۱

∂n
ds (۴.۵)

=

∫
Ωi

s

ukdx +
△t

۲

∫
∂Ωi

s

∂uk

∂n
ds.
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در منظم طور به که نقطه N باشد. مͬ Ωi
s مرز ∂Ωi

s و است r۰ شعاع با xi مرکز به دایره ͷی Ωi
s که

متوالͬ نود دو بین فاصله که طوری به بͽیرید نظر در را است شده پخش ان مرزهای و مساله دامنه

کنیم: مͬ مشاهده را نقاط نامͽذاری شیوه زیر شͺل در باشد. مͬ h برابر و مساوی جهت هر در

آنها. نامͽذاری و [۰, ۱]× [۰, ۱] بازه در نقطه =NM ×M تعداد :١ شͺل

i = برای ûk+۱
i محاسبه هدف هستند، معلوم µ̂k و i = ۱, ۲, ..., N برای ûk

i اینکه فرض با

به مجهولات این محاسبه برای و داریم مجهول N + ۱ بنابراین است. µ̂(k+۱) و ۱, ۲, ..., N

ͷی نقطه هر متناظر داد، خواهیم توضیح زیر در که همانگونه داریم. نیاز معادله N + ۱ حداقل

داریم نیاز دیͽر معادله ͷی آیند. مͬ دست به نقاط متناظر N تعداد پس آوریم. مͬ دست به معادله

نه (و دامنه داخل در که نقاطͬ متناظر آمد. خواهد دست به انتگرالͬ مرزی شرط سازی گسسته با که

زیر خطͬ معادله متحرک، مربعات کمترین تقریب و ۴.۵ معادله از استفاده با دارند، قرار مرز) روی
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آید. مͬ بدست

N∑
j=۱

∫
Ωi

s

ϕjdxûk+۱
j − △t

۲

N∑
j=۱

∫
∂Ωi

s

∂ϕj

∂n
dsûk+۱

j (۵.۵)

=
N∑

j=۱

∫
Ωi

s

ϕjdxûk
j +
△t

۲

N∑
j=۱

∫
∂Ωi

s

∂ϕj

∂n
dsûk

j .

کنیم: مͬ ارائه مرزی شرایط تحمیل برای الͽوریتم دو دارند، قرار مرز روی که نقاطͬ متناظر

الف الͽوریتم ١.٢.۵

و (٢.۵) معادله از استفاده با ،(۰ ≤ yl ≤ ۱) چپ عمودی مرز روی xl = (۰, yl) نقطه برای (a١

داریم: متحرک مربعات کمترین تقریب

∂uk+۱(xl)

∂x
≈

۱

h

(
− ۱۱

۶

nl∑
i=۱

ϕi(xl)ûk+۱
i + ۳

nl+۱∑
i=۱

ϕi(xl+۱)ûk+۱
i − ۳

۲

nl+۲∑
i=۱

ϕi(xl+۲)ûk+۱
i +

۱

۳

nl+۳∑
i=۱

ϕi(xl+۳)ûk+۱
i

)
+ O(h۳) = g۰(xl, (k + ۱)△t).

(۰ ≤ yl ≤ ۱) راست سمت عمودی مرز روی xl = (۱, yl) نقطه برای (a٢ xl+a = (ah, yl) با

درایم: متحرک مربعات کمترین تقریب و (٣.۵) معادله از استفاده با

∂uk+۱(xl)

∂x
≈

۱

h

(۱۱

۶

nl∑
i=۱

ϕi(xl)ûk+۱
i − ۳

nl−۱∑
i=۱

ϕi(xl−۱)ûk+۱
i +

۳

۲

nl−۲∑
i=۱

ϕi(xl−۲)ûk+۱
i +

−۱

۳

nl−۳∑
i=۱

ϕi(xl−۳)ûk+۱
i

)
+ O(h۳) = g۱(xl, (k + ۱)△t).
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با (۰ ≤ xl ≤ ۱) بالا افقͬ مرز روی xl = (xl, ۱) نقاط برای (a٣ xl−a = (۱ − ah, yl) با

داریم: متحرک مربعات کمترین تقریب و (؟؟) از استفاده

nl∑
i=۱

ϕi(xl)ûk+۱
i = h۱(xl, (k + ۱)△t).

داریم: (؟؟) معادله از استفاده با (۰ ≤ xl ≤ ۱) پایینͬ افقͬ مرز روی xl = (xl, ۰) نقاط برای (a۴

nl∑
i=۱

ϕi(xl)ûk+۱
i − h۰(xl)µ̂k+۱ = ۰.

انتگرال شرط متحرک، مربعات کمترین تقریب و سیمپسون عددی گیری انتگرال قاعده از استفاده با

شود: مͬ گسسته زیر شͺل به (٣.۵)

∫ ۱

۰

∫ ۱

۰

uk+۱(x, y)dxdy ≈
N∑

j=۱

dju
k+۱
j =

N∑
j=۱

dj

n∑
i=۱

ϕi(xj)ûk+۱
i

=
N∑

i=۱

( n∑
j=۱

djϕi(xj)
)
ûk+۱

i = m((k + ۱)△t),

گفته حال به تا آنچه گرفتن نظر در با باشند. مͬ سیمپسون گیری انتگرال قاعده ضرایب ها dj که

آیند: مͬ دست به زیر خطͬ معادلات شد،

[
A− △t

۲
B

]Ûk+۱

µ̂k+۱

 =

[
C +

△t

۲
B

]Ûk

µ̂k

+ F, (۶.۵)

هستند، (N + ۱)× (N + ۱) مربعͬ ماتریسهای C = (ci,j), و B = (bi,j), A = (ai,j), که

اینکه فزض با است. تایی (N + ۱) بردار ͷی F = (fi) و ûk
i ≈ u(xi, k△t) که Ûk = (ûk

i )

اگر است: زیر صورت به ماتریسها این های درایه هستند، xi, i = ۱, ۲, ..., N, صورت به نقاط
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آنگاه: باشد Ω درونͬ نقطه ͷی xl

al,j = cl,j =

∫
Ωl

s

ϕjdx,

bl,j =

∫
∂Ωl

s

∂ϕj

∂n
ds.

آنگاه: باشد، شد تشریح بالا در که a١ مرز به متعلق xl اگر

al,i = −۱۱

۶
ϕi(xl) + ۳ϕi(xl+۱)− ۳

۲
ϕi(xl+۲) +

۱

۳
ϕi(xl+۳),

fl = hg۰(xl, (k + ۱)△t).

آنگاه: باشد، a٢ مرز به متعلق xl اگر

al,i =
۱۱

۶
ϕi(xl)− ۳ϕi(xl−۱) +

۳

۲
ϕi(xl−۲)− ۱

۳
ϕi(xl−۳), (٧.۵)

fl = hg۱(xl, (k + ۱)△t). (٨.۵)

آنگاه: باشد، a٣ مرز به متعلق xl اگر

al,i = ϕi(xl), fl = h۱(xl, (k + ۱)△t). (٩.۵)

آنگاه: باشد، شد تشریح بالا در که a۴ مرز به متعلق xl اگر

al,i = ϕi(xl), al,N+۱ = −h۰(xl), (١٠.۵)

fN+۱ = m((k + و i = ۱, ۲, ..., N, برای ،aN+۱,i =
(∑n

j=۱ djϕi(xj)
)
نهایت، در و

است. صفر برابر نشده، ذکر که ماتریسها این دیͽر های درایه همه و ۱)△t),
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ب الͽوریتم ٢.٢.۵

معادله از استفاده با ،(۰ ≤ yl ≤ ۱) چپ سمت عمودی مرز روی xl = (۰, yl) نقاط برای (b١

داریم: (٢.۵)

∂uk+۱(xl)

∂x
≈ ۱

h

(
−۱۱

۶
ûk+۱(xl) + ۳ûk+۱(xl+۱)− ۳

۲
ûk+۱(xl+۲) +

۱

۳
ûk+۱(xl+۳)

)
+ O(h۳) = g۰(xi, (k + ۱)△t).

معادله از استفاده با ،(۰ ≤ yl ≤ ۱) راست سمت عمودی مرز روی xl = (۱, yl) نقاط برای (b٢

داریم: (٣.۵)

∂uk+۱(xl)

∂x
≈ ۱

h

(
۱۱

۶
ûk+۱(xl)− ۳ûk+۱(xl−۱) +

۳

۲
ûk+۱(xl−۲)− ۱

۳
ûk+۱(xl−۳)

)
+ O(h۳) = g۱(xi, (k + ۱)△t).

(؟؟)، معادله از استفاده با ،(۰ ≤ xl ≤ ۱) بالا افقͬ مرز روی xl = (xl, ۱) نقاط برای (b٣

داریم:

ûk+۱(xl) = h۱(xl, (k + ۱)△t).

(؟؟) معادله از استفاده با ،(۰ ≤ xl ≤ ۱) پایین افقͬ مرز روی xl = (xl, ۰) نقاط برای (b۴

داریم:

ûk+۱(xl)− h۰(xl)µ̂k+۱ = ۰.
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قاعده از استفاده با نیست. i نود در تابع دقیق مقدار ûi ،b١ − b۴ موارد در که کنیم مͬ یاداوری

شود: مͬ گسسته زیر شͺل به (٣.۵) انتگرالͬ شرط سیمپسون، گیری انتگرال

∫ ۱

۰

∫ ۱

۰

uk+۱(x, y)dxdy ≈
N∑

j=۱

djû
k+۱
j = m((k + ۱)△t), (١١.۵)

شود: مͬ زیر معادلات دستگاه به منجر ب الͽوریتم پس،

[
A− △t

۲
B

]Ûk+۱

µ̂k+۱

 =

[
C +

△t

۲
B

]Ûk

µ̂k

+ F, (١٢.۵)

هستند، (N + ۱)× (N + ۱) مربعͬ ماتریسهای C = (ci,j), و B = (bi,j), A = (ai,j), که

این های درایه است. تایی (N + ۱) بردار ͷی F = (fi) و ûk
i ≈ u(xi, k△t) که Ûk = (ûk

i )

آنگاه: مرز)، روی باشد(نه Ω دامنه داخل xl اگر است: زیر صورت به ماتریسها

al,j = cl,j =

∫
Ωl

s

ϕjdx,

bl,j =

∫
∂Ωl

s

∂ϕj

∂n
ds.

داریم: شد، تشریح بالا در که باشد b١ مرز به متعلق xl اگر

al,l = −۱۱

۶
, al,l+۱ = ۳, al,l+۲ = −۳

۲
, al,l+۳ =

۱

۳
,

fl = hg۰(xl, (k + ۱)△t).
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داریم: شد، تشریح بالا در که باشد b٢ مرز به متعلق xl اگر

al,l =
۱۱

۶
, al,l−۱ = −۳, al,l−۲ =

۳

۲
, al,l−۳ = −۱

۳
, (١٣.۵)

fl = hg۱(xl, (k + ۱)△t). (١۴.۵)

داریم: باشد، b٣ مرز به متعلق xl اگر

al,l = ۱, fl = h۱(xl, (k + ۱)△t). (١۵.۵)

داریم: باشد، b۴ مرز به متعلق xl اگر

al,l = ۱, al,N+۱ = −h۰(xl). (١۶.۵)

و هستند سیمپسون انتگرالͽیری قاعده ضرایب ها dj که j = ۱, ۲, ..., N, برای ،aN+۱,j = dj

است. صفر اند، نشده بیان که دیͽر های درایه همه و fN+۱ = m((k + ۱)△t).

عددی مثالهای ٣.۵

ب و الف الͽوریتم دو هر از استفاده با عددی جوابهای کنیم. مͬ ارائه بخش این در عددی مثال دو

با دامنه روی محلͬ انتگرالهای است. شده انجام نیز پیشین روشهای با مقایسه و اند شده گزارش

شده محاسبه گاوسͬ نقطه هشت با محلͬ مرزی انتگرالهای و گاوس ای نقطه دو قاعده از استفاده

فرمول با نسبی خطای است. شده استفاده مربعͬ پایه از متحرک مربعات کمترین تقریب برای اند.
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شود: مͬ گزارش زیر

∥ u ∥R=

√∑N
i=۱(ui − ûi)۲∑N

i=۱ u۲
i

.

بͽیرید: نظر در زیر معلومات با را (٣.۵)-(١.۵) معادلات مثال اولین برای .١ مثال

f(x, y) = exp(x + y),

g۰(y, t) = exp(y + ۲t),

g۱(y, t) = exp(۱ + y + ۲t),

h۱(x, t) = exp(۱ + x + ۲t),

h۰(x) = exp(x),

m(t) = exp(۲t) (exp(۲)− ۲exp(۱) + ۱) ,

است: زیر صورت به دقیق جواب که

u(x, y, t) = exp(x + y + ۲t), µ(t) = exp(۲t).

شده انتخاب ci = ۰٫ ۰۵ و ri = ۴r۰ ،r۰ = ۰٫ ۵h صورت به محاسبات در ها پارامتر مقادیر

نتایج ١ شماره جدول است. محلͬ دامنه زیر شعاع r۰ و است متوالͬ نود دو بین فاصله h که اند

دهد. مͬ نشان N = ۴۴۱ و △t = ۰٫ ۱ با را زمانͬ لحظه چندین در µ و u برای آمده دست به

[۶۴] دهقان دکتر توسط آمده دست به نتایج (۵،۵)-Implicit و (٣،٣)-ADI به مربوط ستونهای

معادلات فصل، این مثال دومین برای .٢ مثال اند. شده اورده مقایسه برای فقط و دهد مͬ نشان را
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پنجم فصل اول مثال برای آمده دست به نتایج :١.۵ جدول
∥ µ ∥∞ ∥ µ ∥∞ (3,3)-ADI (5,5)-Implicit ∥ u ∥R ∥ u ∥R

t µ,×۱۰−۳ µ,×۱۰−۳ ×۱۰−۵ ×۱۰−۵

t A B A B

۰٫ ۱ ۳٫ ۸۴۲۱× ۱۰−۴ ۳٫ ۳۷۴۹× ۱۰−۴ −۱٫ ۸ ۵٫ ۱ ۷٫ ۴۶۴۷ ۷٫ ۲۴۵۱

۰٫ ۲ ۲٫ ۶۷۲۲× ۱۰−۴ ۲٫ ۰۴۴۷× ۱۰−۴ −۲٫ ۱ ۵٫ ۲ ۶٫ ۲۳۷۴ ۶٫ ۰۴۸۲

۰٫ ۳ ۴٫ ۶۵۹۷× ۱۰−۴ ۳٫ ۹۰۷۵× ۱۰−۴ −۲٫ ۲ ۵٫ ۵ ۶٫ ۶۴۲۷ ۶٫ ۵۰۶۷

۰٫ ۴ ۴٫ ۵۷۹۲× ۱۰−۴ ۳٫ ۶۵۸۴× ۱۰−۴ −۲٫ ۴ ۵٫ ۶ ۶٫ ۳۸۵۱ ۶٫ ۲۲۷۴

۰٫ ۵ ۶٫ ۵۴۷۹× ۱۰−۴ ۵٫ ۴۲۱۷× ۱۰−۴ −۲٫ ۵ ۵٫ ۷ ۶٫ ۵۴۴۷ ۶٫ ۳۹۵۱

۰٫ ۶ ۷٫ ۱۴۸۱× ۱۰−۴ ۵٫ ۷۷۴۶× ۱۰−۴ −۲٫ ۶ ۶٫ ۰ ۶٫ ۴۲۹۰ ۶٫ ۲۷۷۳

۰٫ ۷ ۹٫ ۵۰۰۷× ۱۰−۴ ۷٫ ۸۲۱۲× ۱۰−۴ −۲٫ ۶ ۶٫ ۲ ۶٫ ۵۰۹۰ ۶٫ ۳۵۷۲

۰٫ ۸ ۱٫ ۰۸۹۸× ۱۰−۳ ۸٫ ۸۴۸۵× ۱۰−۴ −۲٫ ۳ ۵٫ ۹ ۶٫ ۴۵۰۲ ۶٫ ۲۹۹۳

۰٫ ۹ ۱٫ ۳۹۶۳× ۱۰−۳ ۱٫ ۱۰۱۱× ۱۰−۳ −۲٫ ۰ ۵٫ ۷ ۶٫ ۴۹۲۶ ۶٫ ۳۴۰۵

۱٫ ۰ ۱٫ ۶۴۴۸× ۱۰−۳ ۱٫ ۳۰۱۰× ۱۰−۳ −۱٫ ۹ ۵٫ ۶ ۶٫ ۴۶۰۹ ۶٫ ۳۰۹۹
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بͽیرید: نظر در زیر معلومات با را (٣.۵)-(١.۵)

f(x, y) = (۱ + y)exp(x),

g۰(y, t) = exp(y + ۲t),

g۱(y, t) = (۱ + y)exp(۱ + t),

h۱(x, t) = ۲exp(x + t),

h۰(x) = exp(x),

m(t) =
۳

۲
(exp(۱)− ۱)exp(t),

از: است عبارت دقیق جواب که

u(x, y, t) = (۱ + y)exp(x + t), µ(t) = exp(t).

برای آمده دست به نتایج است. شده اجرا ci = ۰٫ ۰۲۵ و ri = ۴r۰ ،r۰ = ۰٫ ۵h با محاسبات و

آورده ٢ شماره جدول در نقطه، N = ۱۰۸۹ تعداد t△و = ۰٫ ۱ با زمانͬ لحظه چندین در µ و u

است. شده

گیری نتیجه ۴.۵

با بعدی دو سهموی دیفرانسیل معادلات مطالعه برای MLPGاساسروش بر شبͺه بدون یͷروش

شرایط تحمیل برای ب، و الف الͽوریتم جدید، الͽوریتم دو شد. ارائه نیومن و ͷکلاسی غیر شرایط

الͽوریتم دو از استفاده با روش دقت امده، دست به عددی جوابهای به توجه با شد. ارائه نیومن مرزی

تفاضلات روش ما است. سازگارتر الف الͽوریتم که حالͬ در ساده ب الͽوریتم اما است. مشابه

ای نقطه سه و ای نقطه دو روشهای اما دادیم، ارائه نیومن شرط تحمیل برای ای نقطه چهار متناهͬ
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پنجم فصل دوم مثال برای آمده دست به نتایج :٢.۵ جدول
∥ µ ∥∞ ∥ µ ∥∞ ∥ u ∥R ∥ u ∥R

t A B A B
۰٫ ۱ ۳٫ ۱۸۵۶× ۱۰−۴ ۳٫ ۲۰۳۱× ۱۰−۴ ۷٫ ۸۲۰۴× ۱۰−۵ ۷٫ ۷۹۷۲× ۱۰−۵

۰٫ ۲ ۱٫ ۵۳۴۱× ۱۰−۴ ۱٫ ۵۷۱۸× ۱۰−۴ ۶٫ ۲۴۵۵× ۱۰−۵ ۶٫ ۱۷۷۵× ۱۰−۵

۰٫ ۳ ۳٫ ۱۴۷۹× ۱۰−۴ ۳٫ ۱۸۰۷× ۱۰−۴ ۶٫ ۹۱۰۵× ۱۰−۵ ۶٫ ۸۴۸۴× ۱۰−۵

۰٫ ۴ ۲٫ ۲۷۱۸× ۱۰−۴ ۲٫ ۳۱۳۵× ۱۰−۴ ۶٫ ۴۵۳۰× ۱۰−۵ ۶٫ ۳۸۶۰× ۱۰−۵

۰٫ ۵ ۳٫ ۵۷۹۱× ۱۰−۴ ۳٫ ۶۲۱۲× ۱۰−۴ ۶٫ ۷۷۲۳× ۱۰−۵ ۶٫ ۷۰۸۹× ۱۰−۵

۰٫ ۶ ۲٫ ۹۸۱۶× ۱۰−۴ ۳٫ ۰۳۱۴× ۱۰−۴ ۶٫ ۵۱۲۷× ۱۰−۵ ۶٫ ۴۴۶۳× ۱۰−۵

۰٫ ۷ ۴٫ ۱۹۶۶× ۱۰−۴ ۴٫ ۲۴۸۸× ۱۰−۴ ۶٫ ۷۱۳۱× ۱۰−۵ ۶٫ ۶۴۹۱× ۱۰−۵

۰٫ ۸ ۳٫ ۷۹۵۷× ۱۰−۴ ۳٫ ۸۵۵۹× ۱۰−۴ ۶٫ ۵۴۷۹× ۱۰−۵ ۶٫ ۴۸۱۹× ۱۰−۵

۰٫ ۹ ۴٫ ۹۸۷۳× ۱۰−۴ ۵٫ ۰۵۱۶× ۱۰−۴ ۶٫ ۶۷۹۹× ۱۰−۵ ۶٫ ۶۱۵۶× ۱۰−۵

۱٫ ۰ ۴٫ ۷۶۲۳× ۱۰−۴ ۴٫ ۸۳۵۴× ۱۰−۴ ۶٫ ۵۶۹۵× ۱۰−۵ ۶٫ ۵۰۳۸× ۱۰−۵
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از اما شد، گسسته سیمپسون قاعده با انتگرالͬ شرط شوند. برده کار به مشابه طریق به توانند مͬ نیز

دادند. نشان را شده ارائه روش بالای دقت عددی مثالهای کرد. استفاده میتوان نیز دیͽر روشهای
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۶ فصل

دو کسری معادلات برای عددی مدلسازی

العمل مͺش-پخش-عکس بعدی
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مقدمه ١.۶

برده کار به وسیعͬ طور به مهندسͬ کاربردی مسائل مدلسازی برای کسری پخش اخیرامعادلات

و گرما مسائل در کسری مشتقات ویژه کاربردهای برای توانند مͬ مند علاقه خوانندگان اند. شده

معادلات افزایش به رو کاربردهای رغم علͬ کنند. رجوع [١٠٧ ،١٠۶ ،١٠۵ ،١٠۴] مراجع به پخش

بعدی ͷی مسائل برای عددی الͽوریتمهای اکثر حافظه، زیاد حجم به نیاز علت به کسری، دیفرانسیل

از استفاده با شعاعͬ، ای پایه توابع از استفاده با عددی روش ͷی [١٠٨] مرجع در اند. شده ارائه

این در است. شده ارائه [١١١ ،١١٠ ،١٠٩] تطبیقͬ صورت به ها پایه انتخاب و زمانͬ گامهای

عددی حل برای مناسب متناهͬ تفاضلات و MLPG روش از استفاده با عددی روش ͷی فصل،

کنیم: مͬ ارائه زیر فرم به بعدی دو کسری معادلات

Dα
t u(x, t) + ν u(x, t) = ∆u(x, t) + ω·∇u(x, t) + f(x, t) (١.۶)

مرزی شرایط و x ∈ Ω برای u(x, ۰) = g(x) آغازین شرایط بر مشروط ،t > ۰ و x ∈ Ω برای

ͷی Ω ⊂ R۲ ،(١.۶) کسری دیفرانسیل معادله در .t > ۰ و x ∈ ∂Ω برای u(x, t) = h(x, t)

کافͬ همواری با منبع تابع ͷی f ،R۲ در بردار ͷی ω حقیقͬ، ثابت ͷی ν است، منظم کراندار دامنه

دهد: مͬ نمایش زیر صورت به را t به نسبت α درجه از کاپوتو کسری مشتق Dα
t و است

Dα
t u(x, t) =

۱

Γ(۱− α)

∫ t

۰

(t− s)−α ∂u(x, s)

∂s
ds, ۰ < α < ۱. (٢.۶)

شد، ارائه (٢.۶) در که مشتق برای دیفرانسیل انتگرال تعریف طبیعͬ، مرتبه از مشتقات خلاف بر

نیاز مورد حافظه زیادی بسیار طور به ١ مارکف غیر رفتار این پذیرد. مͬ تاثیر جواب گذشته از

این بر است دلیلͬ این دهد. مͬ افزایش را (١.۶) معادله حل برای عددی الͽوریتمهای طراحͬ برای

است. شده ارائه بعدی ͷی معادلات برای کسری معادلات حل برای الͽوریتمها اکثر چرا که موضوع

١non-Markov behavior
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کرد. خواهیم استفاده شده ریلͺس زمانͬ گامهای از مشͺل، این بر غلبه برای اینجا در

ضعیف فرم به مساله تبدیل ٢.۶

k = tk = k△t, است؛ شده تقسیم n به یͺنواخت طور به [۰, T ] زمانͬ بازه که کنید فرض

جواب uk = uk(x) := u(x, tk) که کنید فرض است. زمانͬ t△گام = T/n که ،۰, ۱, ..., K

زیر صورت به توان مͬ را (٢.۶) زمان به نسبت کسری مشتق آنگاه باشد. tk زمانͬ لحظه در u دقیق

زد: تقریب

Dα
t u(x, tk+۱) ≈

k∑
j=۰

wα,j

(
uk+۱−j − uk−j

)
, (٣.۶)

اند: شده داده زیر صورت به وزنها که

wα,j =
(△t)−α

Γ(۲− α)

(
(j + ۱)۱−α − j۱−α

)
.
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زیرا:

Dα
t u(t) :=

۱

Γ(۱− α)

∫ t

۰

۱

(t− s)α

du(s)

ds
ds

≈ ۱

Γ(۱− α)

k∑
j=۰

uj+۱ − uj

△t

∫ (j+۱)△t

j△t

۱

(tk+۱ − s)α
ds

=
۱

Γ(۱− α)

k∑
j=۰

uj+۱ − uj

△t

∫ (k−j)△t

(k−j+۱)△t

۱

sα
ds

=
۱

Γ(۱− α)

k∑
j=۰

uk−j+۱ − uk−j

△t

∫ (j+۱)△t

j△t

۱

sα
ds

=
(△t)۱−α

Γ(۲− α)

k∑
j=۰

uk−j+۱ − uk−j

△t

(
(j + ۱)۱−α − j۱−α

)
=:

k∑
j=۰

wα,j

(
uk+۱−j − uk−j

)
.

دیفرانسیل معادله در مͺان به نسبت مشتقات برای نیͺلسون کرانک تقریب و (٣.۶) از استفاده با

داشت: خواهیم (١.۶) کسری

۱

۲

(
۲wα,۰ + ν −△− ω·∇

)
uk+۱ (۴.۶)

= wα,۰u
k −

k∑
j=۱

wα,j

(
uk+۱−j − uk−j

)
− ۱

۲

(
ν −△− ω·∇

)
uk +

۱

۲

(
fk+۱ + fk

)
.

های دامنه زیر از فصل این در سازیم. Ωsمͬ های دامنه زیر در را (۴.۶) معادله ضعیفمحلͬ فرم ما

از استفاده کنیم.با مͬ استفاده ξi = (xi, yi) ∈ Ωi
s ⊂ Ω نود مرکز به و r شعاع با شͺل ای دایره

ضعیف معادلات آزمون، تابع عنوان به ساید هوی ای پله تابع از استفاده و گفتیم ٢ فصل در آنچه
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آیند: مͬ دست به زیر صورت به محلͬ

۱

۲

(
۲wα,۰ + ν

)∫
Ωi

s

uk+۱dξ − ۱

۲

∫
∂Ωi

s

∂nuk+۱ds−
∫

Ωi
s

ω·∇uk+۱dξ (۵.۶)

= wα,۰

∫
Ωi

s

ukdξ − ν

۲

∫
Ωi

s

ukdξ +
۱

۲

∫
∂Ωi

s

∂nu
kds +

∫
Ωi

s

ω·∇ukdξ

−
k∑

j=۱

wα,j

∫
Ωi

s

(
uk+۱−j − uk−j

)
dξ +

۱

۲

∫
Ωi

s

(
fk+۱ + fk

)
dξ.

در را قبلͬ جوابهای k + ۱ زمانͬ سطح در جواب مقادیر آوردن دست به برای (۵.۶) به توجه با

به کسری مشتقات تقریب در حافظه اندازه ،t≫ ۰ وقتͬ داریم. نیاز ۰, ۱, ..., k زمانͬ سطوح همه

در را تابع مقادیر است ممͺن حافظه)، مشͺل(کمبود این بر غلبه برای شود. مͬ زیاد وسیعͬ طور

حافظه طول L که بͽیریم نظر در [t−L, t] بازه در را تابع مقادیر فقط و کنیم حذف t = ۰ ͬͺنزدی

[١٠٨] مرجع در که همانطور اما باشد، مفید بعدی ͷی مساله برای است ممͺن این شود. مͬ نامیده

آن دلیل ͷی نیست. مفید بعدی، دو کسری مساله در حافظه به نیاز کاهش برای است، شده اثبات

تطبیقͬ زمانͬ گامهای از ما کند. مͬ تغییر ناگهانͬ طور به t = ۰ در مساله جواب که است این نیز

از بزرگتر کافͬ اندازه به زمان برای است: صورت این به روش ایده کرد. خواهیم استفاده اینجا در

آغازین لحظه از دورتر بسیار زمانهای در است(پخش صفر لحظه از آرامتر بسیار جواب رفتار صفر،

کنیم. استفاده بزرگتری زمانͬ گامهای از توانیم مͬ بزرگتر زمانهای برای بنابراین است). آرامتر بسیار

گام دو در را جواب نسبی اختلاف که کنیم مͬ تعریف ریلͺس اندازه عنوان به اندازه ͷی بنابراین

متوالͬ گام دو در جواب تفاوت اگر دهیم، مͬ نمایش τ پارامتر با را اندازه این بͽیرد. اندازه متوالͬ

شده تعیین پیش از مقدار ͷی تا ∆t ← ۲∆t شود: مͬ ریلͺس زمانͬ گام آنگاه باشد، τ از کمتر

شود. مͬ آزاد حافظه نصف حدود موفق، ریلͺس عمل هر از بعد .∆tmax
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اجرا و مͺانͬ سازی گسسته ٣.۶

کنیم: مͬ استفاده متحرک مربعات کمترین تقریب از مͺانͬ سازی گسسته برای

U(x) = pT (x)
(
P T W (x)P

)−۱
P T W (x)︸ ︷︷ ︸

Φ(x)

u(Ξ) =
N∑

i=۱

u(ξi)ϕi(x), (۶.۶)

داشت: خواهیم (۶.۶) بوسیله (۵.۶) ضعیف فرم در uk بسط با

u(x, tk) = uk(x) ≈
N∑

j=۱

Uk
j ϕj(x),

شود: مͬ حاصل زیر معادلات (i = ۱, . . . , N) Ωi
s دامنه زیر هر در (۵.۶) ضعیف فرم از و

N∑
j=۱

(
۱

۲

(
۲wα,۰ + ν

)∫
Ωi

s

ϕjdξ − ۱

۲

∫
∂Ωi

s

∂nϕjds−
∫

Ωi
s

ω·∇ϕjdξ

)
Uk+۱

j (٧.۶)

=
N∑

j=۱

(
wα,۰

∫
Ωi

s

ϕjdξ − ν

۲

∫
Ωi

s

ϕjdξ +
۱

۲

∫
∂Ωi

s

∂nϕjds +

∫
Ωi

s

ω·∇ϕjdξ

)
Uk

j

−
k∑

j=۱

wα,j

(
N∑

j=۱

( ∫
Ωi

s

ϕjdξ
)
Uk+۱−j

j −
N∑

j=۱

( ∫
Ωi

s

ϕjdξ
)
Uk−j

j

)

+
۱

۲

∫
Ωi

s

(
fk+۱ + fk

)
dξ.

استفاده دامنه زیر هر مرز در گاوس ای نقطه هشت قاعده از (٧.۶) در مرزی انتگرالهای تقریب برای

شود: مͬ نتیجه که کنیم مͬ

∫
∂Ωi

s

∂nϕjds =

∫ ۲π

۰

∂nϕj

(
xi + r cos(θ), yi + r sin(θ)

)
rdθ (٨.۶)

≈ πr

۸∑
i=۱

ωi∂nϕj

(
xi + r cos(πθi + π), yi + r sin(πθi + π)

)
,
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توجه با محلͬ، های دامنه روی انتگرالهای تقریب برای باشند. مͬ [−۱, ۱] در گاوسͬ نقاط θi که

داریم: را زیر ای نقطه ͷی تقریب کنیم، مͬ انتخاب ͷکوچ بسیار را ها دامنه زیر شعاع اینکه به

∫
Ωi

s

ϕjdξ ≈ πϕj(ξi)r
۲,

∫
Ωi

s

∂ϕj

∂x
dξ ≈ π

∂ϕj(ξi)

∂x
r۲, (٩.۶)

روش اجرای ۴.۶

و شوند مͬ شروع ∆t = ۲−۱۳ آغازین گام با محاسبات همه فصل، این در شده ارائه مثالهای در

با گاوسͬ وزن تابع در c پارامتر .∆tmax = ۲−۵ تا شوند مͬ ریلͺس τ متفاوت تولرانسهای با

گرههاست. مجموعه بین فاصله بیشترین h که است شده ثابت c = ۰٫ ۶h

حساسیت تحلیل ١.۴.۶

بͽیرید: نظر در Ω = [۰, ۱]۲ دامنه در را زیر بعدی دو کسری پخش معادله

Dα
t u(x, y, t) =

(
∂۲u

∂x۲
+

∂۲u

∂y۲

)
, (x, y) ∈ Ω, t ∈ (۰, T ),

دقیق جواب از که مرزی شرایط و u(x, y, ۰) = cos(πx/۲) cos(πy/۲) آغازین شرط با

u(x, y, t) = Eα

(
− ۱

۲
π۲tα

)
cos
(π

۲
x
)

cos
(π

۲
y
)
. (١٠.۶)
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متفاوت های r و R با α = ۰٫ ۵ با t = ۰٫ ۵ در خطا :١.۶ جدول
R

r ۲h ۳h ۴h ۵h

۰٫ ۵h ۲٫ ۱۸۸۷× ۱۰−۴ ۲٫ ۱۱۸۴× ۱۰−۴ ۲٫ ۱۱۸۴× ۱۰−۴ ۲٫ ۱۱۸۴× ۱۰−۴

۰٫ ۱h ۴٫ ۴۱۶۸× ۱۰−۵ ۴٫ ۶۵۲۳× ۱۰−۵ ۴٫ ۶۵۲۲× ۱۰−۵ ۴٫ ۶۵۲۲× ۱۰−۵

۰٫ ۰۵h ۴٫ ۵۲۶۹× ۱۰−۵ ۴٫ ۶۱۲۵× ۱۰−۵ ۴٫ ۶۱۲۶× ۱۰−۵ ۴٫ ۶۱۲۶× ۱۰−۵

۰٫ ۰۰۵h ۶٫ ۵۹۵۷× ۱۰−۵ ۴٫ ۶۲۱۳× ۱۰−۵ ۴٫ ۶۲۰۲× ۱۰−۵ ۴٫ ۶۱۹۶× ۱۰−۵

۰٫ ۰۰۰۱h ۹٫ ۵۳۰۸× ۱۰−۴ ۵٫ ۲۸۸۰× ۱۰−۴ ۳٫ ۷۳۹۸× ۱۰−۴ ۳٫ ۱۰۲۵× ۱۰−۴

شود: مͬ تعریف زیر صورت به (١٠.۶) در ٢ میتاگ-لفلر پارامتری ͷی تابع اند. آمده ست به

Eα(z) :=
∞∑

k=۰

zk

Γ(αk + ۱)
, α > ۰. (١١.۶)

مایلیم و گیریم مͬ نظر در را اند شده پخش دامنه در منظم طور به که نقطه N = ۱۱× ۱۱ تعداد

شعاع که r و کند مͬ کنترل را MLS تابع محمل اندازه Rکه شعاعهای به نسبت را روش حساسیت

شده داده نشان (١.۶) جدول در نهایت بی نرم با ها خطا کنیم. بررسͬ را باشد مͬ Ωi
s دامنه زیر

داده توضیح اول فصل در که متحرک، مربعات کمترین پایه توابع ساختن در که کنید توجه است:

داده توضیح اول فصل در (که P ماتریس که شویم مطمئن که باشد بزرگ کافͬ اندازه به Rباید شد،

کنیم مͬ مشاهده (١.۶) جدول سطرهای به توجه با است. پذیر معکوس گاوسͬ نقاط همه شد)برای

اما ندارد، زیادی تغییر متفاوت های R ازای به دقت چه اگر دارند، بستگͬ R به عددی جوابهای که

بینیم مͬ ستون، هر در حرکت با سپس بͽیریم. نظر در R برای را ممͺن مقدار کوچͺترین است بهتر

انتخاب بزرگ دامنه زیر شعاع وقتͬ دارند. تاثیر حاصله جوابهای دقت در نیز ها دامنه زیر شعاع که

ها دامنه زیر طرفͬ از گذارد. مͬ اثر تقریب دقت در و شود مͬ زیاد نیز گیری انتگرال خطای شود،

شود. مͬ جواب شدن بدتر باعث کردن گرد خطای زیرا شوند، انتخاب نیز ͷکوچ بسیار نباید

٢Mittag-Leffler function
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زمان ریلͺسیشن ٢.۴.۶

دقیق جواب وجود خاطر به را بود شده ارائه (١.۴.۶) فصل در که کسری دیفرانسیل معادله مجددا

انتخاب r = ۰٫ ۱h و R = ۲h صورت به را ها شعاع قبلͬ جدول به توجه با گیریم. مͬ نظر در

بررسͬ تحت مساله به کلͬ حالت در و اند شده انتخاب صورت این به مثال این برای البته کنیم. مͬ

سه منظور این برای کنیم. مͬ بررسͬ را τ زمان ریلͺسیشن پارامتر تاثیر ما اینجا در دارد. بستگͬ

ها خطا زیر، شͺل چهار در گیریم. مͬ نظر در آن برای را ۰٫ ۰۰۰۵ و ،۰٫ ۰۰۱ ،۰٫ ۰۰۵ متفاوت مقدار

داده نشان ۱/
√

۵ و ۱/۳ ،۱/۲ ،α = ۲/۳ کسری مرتبه چهار برای متفاوت ریلͺسیشن پارامتر با

عددی جوابهای تفاوت که شود مͬ ریلͺس موقͬ زمانͬ گام که کنیم مͬ اوری یاد است.مجددا شده

باشد. τ از کمتر متوالͬ گام دو در
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بسیار مقادیر برای کنیم، مͬ بررسͬ اینجا در ما که کسری دیفرانسیل معادلات کلͬ، حالت در

آن از پس افتد. مͬ سرعت به و رود مͬ بالا آغاز در جواب مقدار است؛ چالشͬ بسیار α ͷکوچ

تاریخ باشد، ثابت و نباشد ͷکوچ بسیار که زمانͬ گام بنابراین شود. مͬ آغاز آهسته، پخش روند

داد. نخواهد نشان را آغازین برامدگͬ و کند نمͬ حفظ را ٣ جواب

منبع با العمل پخش-عکس معادلات ٣.۴.۶

نظر در Ω = [۰, ۱]۲ ناحیه در را زیر کسری دیفرانسیل معادلات فصل، این دوم مثال عنوان به

بͽیرید.

Dα
t u(x, y, t) + u(x, y, t) =

(
∂۲u

∂x۲
+

∂۲u

∂y۲

)
+ f(x, y, t), (x, y) ∈ Ω, t ∈ (۰, T )

f(x, y, t) =
(
Γ(۱ + α) + tα

)(
y(۱− y) + x(۱− x)

)
+ ۴tα,

٣the solution history
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u(x, y, t) = tα(x(۱−x)+y(۱−y)) دقیق جواب از که مرزی شرایط و صفر آغازین شرایط با

اند. آمده دست به
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متفاوت ریلͺسیشن های پارامتر و α = ۰٫ با۱ خطا :۶.۶ شͺل
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عددی جواب ماکسیمم نرم هستند، پخش دامنه در منظم طور به که نقطه ۱۱ × ۱۱ از استفاده با

توجه با ایم. داده نشان (۵.۶) شͺل در [۰, ۱] زمانͬ بازه در α = ۰٫ ۱, ۰٫ ۳, ۰٫ ۶, ۰٫ ۹ ازای به را

(۶.۶) شͺل از کنیم. مͬ مشاهده را آغازین پرش مجددا ،α = ۰٫ ۱ متناظر منحنͬ و شͺل این به

که حالͬ در است، خوب و مشابه جوابها دقت ۰٫ ۰۰۰۵ و τ = ۰٫ ۰۰۱ مقادیر ازای به که بینیم مͬ

بینیم مͬ (٨.۶) و ( ٧.۶) شͺلهای از پایداری، و همͽرایی تایید برای نیست. مناسب τ = ۰٫ ۰۰۵

نشان مثال این در شده ارائه نتایج قبل، مثال با مقایسه با است. یافته کاهش خطا نقاط، افزایش با که

دقیق نتایج نیز معادله در منبع تابع و العمل عکس جملات وجود با ما، پیشنهادی روش که دهد مͬ

ماند. مͬ پایدار و دهد مͬ ارائه

پخش-مͺش مساله برای عددی سازی شبیه ۴.۴.۶

است: شده بررسͬ نیز [١٠٨] مرجع در که است کسری پخش-مͺش مساله ͷی ما پایانͬ مثال

Dα
t u(x, y, t) = ∆u(x, y, t) + ω

∂

∂x
u(x, y, t), x ∈ Ω, t > ۰

u(x, y, ۰) = ۲

(
x + ۱

۲

)۵

− ۱, (x, y) ∈ Ω,

u(x, y, t) = x, −۱ ≤ y ≤ ۱, x ∈ {−۱, ۱},

∂νu(x, y, t) = ۰, −۱ ≤ x ≤ ۱, y ∈ {−۱, ۱},

[١٠٨] مرجع در ندارد. دقیق جواب نیز مساله این و است مͺش ضریب ω و ،Ω = [−۱, ۱]۲ که

مرجع این در شده ارائه الͽوریتم و شده بررسͬ ω = ۰٫ ۰۰۵ͷکوچ بسیار مͺش ضریب با مساله این

ضعیف فرمولسازی مزیت دادن نشان برای ما اینجا در اما نیست. کارا بزرگتر مͺش ضزیب برای

شرایط تحمیل برای دهیم. مͬ نشان پایانͬ شͺل چهار در را ω = ۰٫ ۵ با آمده بدست نتایج ، (٧.۶)

مͬ [١٠٨] مرجع با مقایسه با کنیم. مͬ استفاده بودیم داده ارائه [٧۵] در که روشͬ از نیومن مرزی

ͷی در را عددی جواب ما مساله، تقارن خاطر به است. معتبرتر بسیار ما شده ارائه نتایج که بینیم

سمت به راست سمت پایین گوشه از ثانیه ۱/۳۲ زمانͬ فاصله با x) محور با (موازی عرضͬ بخش
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۱/۳۲ و t = ۰ زمانهای در جواب رفتار در سریع تغییر ͷی α = ۰٫ ۲ ازای به ایم. داده نشان قطر

نیز بزرگتر زمانͬ گامهای با توان مͬ و کند مͬ تغییر آرامͬ به جواب آن، از بعد کنیم؛ مͬ مشاهده

کرد. حل را مساله
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α = ۰٫ و۹
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α = ۰٫ و۸
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α = ۰٫ و۵
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α = ۰٫ و۲

گیری نتیجه ۵.۶

مناسب متناهͬ تفاضلات روشهای همراه به MLPGاساسروش بر روشعددی ͷی فصل، این در

ارائه العمل مͺش-پخش-عکس دوبعدی کسری دیفرانسیل معادلات جواب آوردن دست به برای

و ͷکوچ کسری های مرتبه برای مخصوصا کسری-زمان، مسائل برای که گردید مشاهده گردید.

ارائه که متغیر زمانͬ گامهای روش دارد. t = ۰ ͬͺنزدی در سریع تغییر ͷی جواب صفر، ͷنزدی

شده ارائه روش حساسیت، و خطا تحلیل بعضͬ از بعد است. مفید بسیار مسائل این برای کردیم،

شد. برده کار به موفق طور به بالا، مͺش ضریب با پخش-مͺش مساله حل برای
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٧ فصل

پیشنهادات و گیری نتیجه
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پرکاربرد و موجود روشهای بعضͬ و شد ارائه شبͺه بدون روشهای بر ای مقدمه اول فصل در

فصل در گردید. ارائه MLPG برروش کوتاه ای مقدمه دوم، فصل در شد. بررسͬ خلاصه طور به

عددی حل برای محلͬ، انتگرال معادلات و مساله ضعیف فرم اساس بر شبͺه، بدون روش ͷی سوم،

گسسته متناهͬ تفاضلات روش از استفاده با زمان متغیر شد. ارائه پخش خطͬ غیر معادلات جفت

دادیم ارائه را متغیر زمانͬ گامهای روش کند مͬ تغییر سریع صورت به جواب که مسائلͬ برای شد،

پنجم و چهارم فصول کردیم. ارائه زمانͬ گام هر در تکراری روش ͷی خطͬ غیر مسائل مورد در و

و ͷکلاسی مرزی شرایط اعمال برای عددی روشهای ارائه به محلͬ هم روش از گرفتن ͷکم با

همراه به MLPGروش اساس بر عددی روش ͷی ششم، فصل در یافت. اختصاص ͷکلاسی غیر

کسری دوبعدی دیفرانسیل معادلات جواب آوردن دست به برای مناسب متناهͬ تفاضلات روشهای

تقریب برای مربعاتمتحرک روشکمترین از رساله، این در گردید. ارائه العمل مͺش-پخش-عکس

مشاهده ای جمله چند مرتبه از همͽرائͬ شده، ارائه عددی همͽرائͬ تحلیلهای در شد. استفاده جواب

کارهای برای ما پیشنهادات از ͬͺی بود. طبیعͬ شده برده کار به تقریب روش به توجه با که شد

از که است شعاعͬ ای پایه توابع مانند MLPG در جواب تقریب دیͽر روشهای از استفاده آتͬ،

زمینه در اند، شده معرفͬ اخیرا روشها این اینکه به توجه با هستند. برخوردار بالاتری تقریب قدرت

موضوع تواند مͬ خود نوبه به این که است نشده انجام کار تقریبا روش خطای و همͽرائͬ تحلیل

مفید تواند مͬ رساله این اول فصل در شده ارائه بندی دسته راستا این در باشد. تحقیق برای جالبی

روشهای برای البته شود، مͬ پیشنهاد تطبیقͬ صورت به نقاط انتخاب آتͬ بالقوه کارهای از باشد.

از استفاده با مثال عنوان است(به شده ارائه روشهایی کنند مͬ استفاده قوی فرم از که شبͺه بدون

پایداری به توجه با است. نشده ارائه روشͬ لحظه این به تا MLPG روش برای اما ها)، ͷموج

با مسائل برای همچنین باشد. مفید معکوس مسائل عددی حل برای رسد مͬ نظر به MLPG،روش

کسری-زمان مسائل بررسͬ به رساله، این ششم فصل در رسد. مͬ کارا نظر به روش این آزاد مرزهای

علاقه خوانندگان که شوند بررسͬ روش این با توانند مͬ نیز کسری-زمان-مͺان مسائل پرداختیم.

غیر جمله با برخورد برای شده ارائه روش رساله این در کنند. کار نیز زمینه این در توانند مͬ مند
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بالایی اهمیت از خطͬ غیر مسائل برای کارا تکنیͺهای بررسͬ بود. پیشͽو-اصلاحͽر روش خطͬ

سازی گسسته برای رساله این در گردد. مͬ پیشنهاد تحقیقاتͬ زمینه ͷی عنوان به و است برخوردار

که کنیم مͬ توصیه مند علاقه دانشجویان به شد؛ استفاده متناهͬ تفاضلات روشهای از زمان متغیر

زمان متغیر سازی گسسته برای روش همان از کردند، گسسته را مͺان متغیرهای که روشͬ همان از

بالایی اهمیت از محلͬ انتگرالهای عددی ارزیابی چͽونگͬ MLPG روش در کنند. استفاده نیز

با و مفید بسیار کرد، ارائه انتگرالها این ارزیابی برای تحلیلͬ روشͬ بتوان اگر لذا و است برخوردار

است. ارزش
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Meshless methods for solving elliptic and

parabolic partial differential equations with

boundary conditions

Abstract

Meshless methods for numerically solving partial differential equations (PDE) have

become very popular in recent years. The aim of this thesis is to present meshless

numerical methods based on meshless local Petrov-Galerkin (MLPG) method for

numerically solving PDEs. In first chapter, we will present a brief introduction on

meshless methods and classi them into three groups. Since the presented meth-

ods in this thesis are based on MLPG method, in the second chapter this method

will be described. In Chapter 3, regarding the importance of nonlinear PDEs, a

meshless method for their numerical solutions will be proposed and to overcome the

nonlinearity problem, a predictor-corrector scheme in each time step will be pro-

posed. In Chapters 4 and 5, numerical solutions of two dimensional parabolic PDEs

with non-classical boundary conditions will be investigated. Chapter 6 is devoted to

numerically solving two-dimensional actional-time convection-diffusion-reaction

equations. Finally our conclusions and directions for future research will be given.

Keywords: Partial Differential Equations, Meshless methods, Non-standard boundary

condition, Moving least squares, Local weak form, Finite differences, System of partial dif-

ferential equations, Numerical integration procedures, Boundary conditions, Neumann’s



boundary conditions, Heat equation, Collocation Methods, Fractional differential equa-

tions, geometric time grids, memory effect.
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